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Тамлангам асарларнинг ушбу иккинчи томи авторпинг уч 
томлик „Асосий математик анализ курси'иимг бирипчи кисми- 
дап иборат булиб, Тошкеит ша^ридаги бир меча олий укув 
юртларида автор томомидам уцилган лекциялар натижасида 
иужудга келган.

Курспииг гузилиши шундайки, уни acocan j^aр камлай 
олий мактабнииг программасига татби^ цилса буладм. Маса- 
лам, бумнмг учуи юлдузчалар билам белгиламган баъзм тема- 
ларни цолднриб кегиш мумкии.

2-2-3



АВТОРДАН

„Аеосий математик анализ курси“нинг иккинчи босмаси 
1937 йилда чоп этилган эди. Курс икки томдан пборат бу- 
либ, биринчи томи анализпинг умумий масалаларига, пккнн- 
чи томи дифференциал тенгламаларга багишлапган эди.

Бу курсга э^тиёж фавкулодда катта булгапидан Узбс- 
кистондаги олий мактаб укитувчиларининг кенглшларпда ва 
авторга мактуб орцали цилинган илтимосларда унп ^айта- 
дап нашр этиш масаласи бир иеча марта куйилган эди. 
Бирок мен бу илтимосларни уз вацтида бажара олмадим, 
чунки бопща му^им темаларни мшлаш билап гоят банд 
булганимдан курени навбатдаги нашрга тайёрлашга пакт 
мусоид этмаган эди.

Ни^оят саккиз томлик „Танланган асарлар“имнинг бо- 
силиши муносабати билан курени учинчи нашрга тайёрлаш
га тугри келди. Натижада бириичи томнинг ^ а ж м и кен- 
ганиб кетганидан унп икки том га булиш лознм топплдн. 
Шундай килиб, „Асоенй математик анализ курен“ уч том- 
дап иборат. Булардап кулипгиздаги том аеосап дифферен
циал ^исобга багишланган. Лекин баъзи муло^азаларнн па- 
зарда тутиб, бу том да аник ва аникмас интеграллардаи бир 
оз тушунча берилган, ^олбуки, бу борада сиетемали ва 
тулик маълумот навбатдаги („Танланган асарлар“нинг) учин
чи томида булади. Шупингдск, чексиз каторларпинг уму
мий пазарияеи т у  томда берилган булиб, фупкцияларни 
Каторларга ёйиш эса учинчи томда булади.
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Натижада „Танланган асарлар“нинг иккинчи томи „Диф
ференциал ^исоб“ учинчи томи „Интеграл >;исоб“ на тур- 
тинчи томи „Дифференциал тенгламалар“дан иборат.

Курс латии алфавитида босилган эди. Табиий, уии учин
чи босмага тайёрлашда энг аввал (математик ифодалардан 
бош^а) текстини ^озирги алфавитда кучиришга тугри кел- 
ди. Бу вазифани асосан М. Ходиев бажарди. Шунииг учун 
бу к и т и  га самимий ташаккур из^ор этаман.

12 июнь 1968 Нал.



Б  и р и н ч и  б о б  

АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАР 

§ 1. КИРИШ

Математиканинг асосида >;аётнинг чексиз куп тажриба- 
лари билап сипалган оддий тушунчалар туради. Булар ус- 
тида олиб борнлган ижодий ме^пат туфайли у ривожланиб 
келмокда, яъни математиканипг усиши, ривожланиши дои
мо давом этиб боради ва унинг ^ознрги ^олати эса минг- 
лаб йиллар мобайнида олиб борилган гоят катта коллектив 
ме^натипппг ижодий самарасидан иборат.

Ф. Эпгельснинг бергап таърифига мувофиц: „Математи
ка — ^ациций (яъни моддий) оламнинг фазовий формала- 
ри ва мицдорий нисбатлари билан шугулланадиган фан- 
дир“. Демак, бу таърифдаги фазовий формалар ва мицдо- 
рий писбатлар кишиларнинг ихтиёрий ижоди булмай, балки 
улар моддий оламдаги конуниятни акс эттиради.

„Бирок зпкр килипгап формаларни ва нисбатларни тек- 
шириш имкопиятига эга булиш учу», — деб ёзади Ф. Эн
гельс ,— уларни мутлако мазмунидан ажратиб, эътиборга 
олмай, а.^амнятсиз колдириш лозим; шундай килиб, нати- 
жада улчонга эга булмаган нук'галар, йугонлиги ва эни 
булмагап чизпклар ^осил булади.. .“. Масалан, бир парча 
симнипг узунлигини улчашда биз упинг йугон-ингичкалиги 
ва нпмадан килингаплигн билап мутлако ишимиз булмайди, 
чуики бу ерда уларнинг .\еч бир а^амияти йук.

Техника ва маданиятнинг асосий пойдевори булган та- 
бпий фапларппнг марказий вазифаси табиатнииг конунлари- 
нп ургаппшдан иборат булиб, бу йулда умуман математика.
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айницса математик анализ му^им аппарат, уткир текшириш 
куролидир.

§ 2. СОН I УГРИСИДА ТУШ УНЧА

Табиат, фан ва техника масалалари, у масалаларда кат- 
пашган микдорлариинг узаро муносабатларини текширишга 
олиб келади.

Мицдорни — шу жинсдап булган улчов бнрлиги ёрдами 
билан солиштириб куриш натижасида ёкп бошкача килиб 
айтгапда: улчаш натижасида сон .^осил булади. Демак,  миц- 
дорнинг шу жинс мицдордан бирлик цабул ^илинган миц- 
дорга нисбати сон дейилади.

Улчаш натижасида ^осил булган сон: бутун булнши 
мумкин (агарда — улчанмокда булган микдорда кабул к'н- 
липган бирликдан бутун марта мавжуд булса) ёки каср 
булиши мумкин (агарда — улчанмокда булган микдор билан 
Кабул килинган бирлик ^амулчов булса, яъни агарда бош- 
ка шундай бирлик мавжуд булсаки, у — улчанмокда бул
ган микдорда ва илгари кабул килингап бирликда бутун 
марта мавжуд булса) ёки иррационал булнши мумкин 
(агарда — улчанмокда булган микдор билан кабул килинган 
улчов бирлиги ^амулчов булмаса). Масалан, элемеитар 
геометриядан маълумки, квадратнинг диогапалн унинг то- 
мони билап >;амулчов э.мас, яъни агарда квадратнинг диа- 
гопалипи улчашда унинг томонини бирлик улчов деб кабул 
Килипса, бупипг натижасида хосил булган ва ] / 2  фор- 
мада ёзилган сон иррационал булади. Шунга ухшаш диа- 
метри бирлик кабул килипган анлананипг узунлнги, яъни ~ 
.^ам иррационал сон булади, чупки айлапа билан унпнг 
диаметри хам улчов эмас.

Бутун ва каср, мусбат ва манфий сонлар ^амда ноль— 
рационал сонлар синфини ташкил этади. Бундам сонлар-

нинг умумпй куриниши -р-  булади, бунда р  ва (] камдан-
дир бутуп сои (хусусий ^олда р  нолга тепг) ва ц эса иол-

4 9га тенг эмас. Масалан, 3 , —5, — , ---- рацпопал соплардан
иборат.

Рационал ва иррационал сонлар — ^акиЧи 11 соплар сип- 

фини ташкил этади. Масалан, 7, — 3, V 3, ".

Агарда бу китобда ишлатилган сонлар тугрисида ало^н- 
да суз булмаса, уларпи ^акикий фараз килинадн.
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Фаи ва техникада учрайдигам мшуюрлар узгарувчи ёки 
узгармас булиши мумкин. Масалан, юриб турган поезднинг 
босаётган йули, иситилаётган жисмминг температураси, эриб 
турган музнинг микдори, юриб турган машинада сарф бу- 
лаётгаи бензиннинг микдори узгарувчи булади.

Бу мисоллардан юраёгган поезд устида тухтаб утайлик. Бу 
^олда упинг босаётган йули, уига сарф булган вацтга ца- 
раб узгариб боради, яъпи узгарувчи микдор булади. Хол- 
буки, поезднинг тезлиги узгармас ёки узгарувчи булиши 
мумкин, чунки у: бир хил тезликда ёки боргаи сари тез- 
ланиб, ёки борган сари сустланиб, ёки го^о тезланиб ва 
го^о сустланиб юриши мумкин. Шунинг учуй масалада 
катнашган микдорлардан кайси бирининг узгармас ёки у з 
гарувчи булиши курилаётган масаланинг шартларига бог- 
ликдир.

Бироц микдорларнииг уртасида шундайлари ^ам учрай- 
дики, улар ^ар бир шароитда уз кийматини сацлаб, узгар- 
ыаслиги мумкин. Масалан, ^ар цандай учбурчакда учала 
бурчакларининг йигиндиси (2 ё),  .\ар ^апдай айлана узунли- 
гипинг унимг диаметрига нисбатп (т:) каби.

Хуллас, бирор масалани текширишда ёки ^ар бир 
шароитда уз цийматини сацлаган мицдорни узгармас ва 
турли цийматларга эга булган мицдорни узгарувчи миц- 
дор дейилади.

Одатда узгармас микдорларни латин алфавитинннг би- 
рничи ^арфлари билан, яъни а, Ь, с, ^арфлари бплан
на узгарувчи микдорларни унинг охирги д:, у, г, >;арф- 
ларн билан белгилапади.

§ 3. МИКДОРНИНГ А БС О Л Ю Т  ЦИЙМАТИ

Бирор а микдорнинг абсолют циймати деб упинг мусбат 
Килиб олингап кийматини айтилади.

Одатда а микдорнинг абсолют киймати

I а I
равншда ёзилади. Демак,

| а \ =  +  я,  агарда а >  0  булса,

| а | — — а,  „ а <  О „

Масалан, микдорнинг абсолют цийматлари цуйидаги хос- 
саларга эгадир:
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1. Алгебраик йишндининг абсолют циймати цушилув- 
чиларнинг абсолют цийматлари йигиндисидан катта эмас, 
яъни:

| а -\- Ь — с +  й  | <  \ а | -I- | Ь | +  | — с \ +  \й |.

Бу хосса бевосита микдорнинг абсолют циймати таъри- 
■фидам келиб чикади. Масалан,

15 — 2 +  7 1 <  5 -г 2 +  7 
| — 5 — 2 — 7 | 5 1 -г | — 2 1 +  | — 7 |

| — 14| =  5 +  2 +  7.

2. Купайтманинг абсолют циймати купайтувчиларнинг 
абсолют цийматлари купайтмасига тенг, яъни:

\а-Ь-с-й\  =  | а | - |  Ь\-\с\-\с1\.

Бу тенглик )<ам микдорнинг абсолют киймати таърифи- 
дан келиб чикади. Масалан,

Шуиингдек,
- 3 - 6 1 =  15 1-1—3 1*| 6 1

I— 901 =  5 • 3 • 6 .

\ а \  

1 * 1  '

§ 4. ИНТЕРВАЛ ЁКИ ОРАЛИЦ. ЧЕГАРАЛАНГАН 
М И ЦДОРЛАР

1. Куп масалаларда узгарувчи микдорнинг кийматларипи 
чегаралашга, яъни унинг цийматларидан бирор икки аник 
сон орасидаги кийматларини эътиборга олишга тугри 
келади.

Агарда узгарувчи х  нинг ^амма кийматлари

х  Ь

Iпартии каноатлантирса, бу ^олда д: ни (а, Ь) ораликда ёки 
интервалда узгаради дейилади ва бупдай интервалпи ёпик 
интервал дейилади1.

Агарда узгарувчи х  нинг ^амма кийматлари

1 Голо х  пинг бунда» узгаришмпн аЬ кссмада фараз цилиб, упи 
'(«, Ь\ рапишда белгилайдилар.
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а <  X <  Ь

шартпи каноатлантирса, яъни х  нинг (а, Ь) кийматларига а 
ва Ь пинг узлари кирмаса, бу ^олда (а, Ь) ни очиц интер
вал дейилади.

Агарда х  нинг (а, Ь) интервалдаги кийматларига а кир- 
са иа Ь кирмаса, яъни агарда х  нинг узгариши

а -< х  <  Ь

шартпи каноатлантирса, бу >;олда (а, Ь) интервални чапдан 
ёппк дейнлади.

Агарда х  нинг (а, Ь) интервалдаги кийматларига Ь кир- 
са па а кирмаса, яъни агарда л  нинг узгариши

а < х ^ д

шартпи каноатлантирса, бу >;олда (а, Ь) интервални унгдап 
ёпик дейилади.

2 . Агарда узгарувчи микдор х  нинг абсолют киймати 
уминг бирор кийматидан бошлаб, бирорта мусбат А  соидан 
кичик булиб

\ х \ < А .

х  пинг кейинги узгаришларида >̂ ам бу тепгсизлик уз ку- 
чини саклаб борса, бу ,чолда бундай узгарувчи л: ни чега- 
раланган дейилади,

Масалан, в ш л  чегараланган булади, чунки унинг абсо
лют к” ймати ^еч вакт 1 дан катта була олмайди.

§ 5. ФУНКЦИЯ

Купинча фан ва техника масалаларида катнашган узга
рувчи микдорлар узаро шундай боглик буладики, улардан 
бирипинг узгаришига караб иккинчиси ^ам маълум равиш- 
да узгаради. Масалан, доиранинг радиусипи Я  ва унипг 
юзини 5  фараз цилинса,

5  =  * / ? 2 ( 1 )

булади. Бунга Караганда 5  нинг киймати нинг кийматига 
боглик булиб, га берилган ^ар бир кийматга 5  нинг 
аник киймати мос келади. Бу ^олда „5, Я  нинг функция- 
си“ дейилади.

Функция тушунчаси математик анализнинг энг му>;им ва 
лсосий тушунчаларидан бири саналади. Унинг мукаммалрок 
таърифи куйидагича булади:
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Агарда иккита х  ва у узгарувчи мицдорлардан бири, 
масалан, у, иккинчисига, яъни х  га шундай боглиц бул- 
саки, улардан х  га берилган ) а̂р бир цийматга, у нинг 
аниц циймати мос келса, у ^олда у ни х  нинг функцияси 
ва х  ни эркин узгарувчи ёки аргумент дейилади ва буи- 
дай богланишни одатда

>’ = / ( * )  (2 )

курипишда ёзиб: „у, х  нинг эф функцняси“ деб укилади.. 
Бундаги /  ^арфи „функция“ (1ипс^о)сузининг биринчи >;ар- 
фидан иборат булиб, зикр цилинган богламишни умумин 
.равишда ва кискача ифода цилади.

Бу каби богланишларни ифода цнлиш учун ^алиги /  
^арфидап бошка ^арфлар ^ам ишлатилади, масалан: / \  ?, 'у,...

51на бир мисол. Физикадан маълумки, Бойл-Мариот ко- 
нунига мувофиц, темнератураси узгармай турган газнипг 
,чажми (V) билан упииг ташки босими (р) нинг купайтмасп 
узгармас микдордан иборат. Агарда С ни узгармас фараз 
К'илипса, бу конуннинг математик ифодаси бундам булади;

p v  ^  С. (.3)

Буига цараганда, V берилгапда р  пи ва р  берилгапда V пи 
апиклаш мумкин. Хакицатда (3) дам:

С С , ,  ч
. ( 4 )

Булардап, биринчисида функция ролида булгап р  иккинчи- 
сида аргумент ролини бажармокда. Шунипг учун масала- 
даги ёки формуладаги узгарувчи микдорлардам ка йен бн- 
рини функция ва кайси бирини аргумент килиб олиш маса- 
ламинг шартига ва берилган формулапипг тузилшмига 
боглик.

( 1 ) ва (3) ни ёки умумий к\фнпишдаги (2 ) ни, яъпи

У = f { x )
ми „функционал богланиш“ (ёки „(функционал муносабат“) 
дейилади. Бундаги функционал богланишни ифода килиб 
турган /  пи фупкцияпипг характеристикам дейилади.

Агарда бирор масалани текширишда х  нипг бир печа 
турли фупкциялари билап иш куришга тугри келса, у ^олда 
улардаги ^ар бир функционал богланимшипг характеристик 
калари ^ам турлича булпши лозим. Масалан, ушбу
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у =  ах- \ -Ь,  г  =  х  -|- а, Ь =  Зх2 — 1

фупкцияларнинг ^ар бирида аргумеити л; булган ^олда, у 
функцияларни тузиш учун аргумент устида бажарилган 
амаллар бир-бирига ухшамайди. Шунинг учун уларнинг 
характеристикалари >;ам бир-бирига ухшамаслиги керак. 
Масалан, уларни

у =  / ( * ) ,  г  = Р(х) ,  г =  о {х)
•ёки

у - / 7^ ) ,  2 = ф ( х ) ,  t = f ( x )

каби тасвир цилишга тугри келади.
Аксинча, агарда функционал богланишнинг тузнлиши 

бир хил булиб, лекин улардаги функция ва аргумент тур- 
ли ^арфлар билан тасвирлаиган булса-да, уларнинг харак- 
теристикаси бир хил >;арф билан ифодаланиши керак. Ма
салан, агарда

у =  а х 2 +  Ьх +  с ва 5  =  аЬ2 +  Ы +  с

булса, буларни цис^ача

у =  ® {х) ва 5  =  <р (¿)

каби ёзиш мумкин.
Юкорида келтирилган мисолларнинг ^ар бирида функ- 

диянинг аргументи биргина эди. Холбуки, купинча масала- 
ларда унинг бир печта булуви мумкин. Масалан,учбурчак-  
нинг томонларидан бирини а, иккинчисини Ь ва уларнинг 
орасидаги бурчагини С фараз килинса, унинг юзи 5  ушбу 
формула билан ифода цилипади:

5  =  -ту-аЬ э т  С. (5)

Бу формуланинг тузилишига Караганда нинг киймати а, Ь 
ва С нинг ^ийматларига боглик, яъни £  уч аргументнинг 
функцияси. Шунга ухшаш турт, беш ва умуман куп аргу- 
ментли функцияларнинг булуви мумкин. Бундай лолларда 
}{ам функционал богланиш юцоридаги каби тасвир цилина- 
ди. Масалан,

® = / ( * .  у, г),

бунда V уч аргументнинг, яъни х , у, г  нинг функцияси.
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И з о ^ .  Сом тугрисида берилган таърифни эътмборга ол- 
ганда: узгармас миадорга — узгармас сон ва узгарувчн mi-щ - 
дорга — узгарувчн сон мос келади. Шунинг учун куп вакг 
„узгармас мицдор“ урпига — „узгармас сон“ ва узгарувчн. 
ми^дор урпига — „узгарувчн сон“ ишлатиш мумкнн >>ам 
кулайднр.

§ 6 . ФУНКЦИЯНИНГ КИЙМ АТЛАРИ ВА УНИНГ 
АНИКЛИК С О ^А С И

1. f ( x ) ,  х  ннпг бпрор функцияси булсин. Фараз килан- 
лик л' га бирор а циймат берганда, / (х) функцняга аннь; 
циймат мос келснп. Бу цийматни f  (х) функциянинг хусусин 
цмйматм дейиладм ва уни f (а) билам ифода цнлинадн, яъни 
х  — а булса /  (а).  Масалап, агарда

f ( x )  — Зх 2 +  2х — о
булса, б у .чолда

/ ( 4 )  =  3-4 2 +  2 - 4 - 5  =  51

/ ( —3) =  3-( — 3)" -|- 2 - ( —3)—5 =  16

f ( k )  =  3k2 + 2k -  5

/ ( 0 )  -  -  5.

Шунга уXLiiani, агарда

ю (х, у) =  5 ху  — х  +  1

булса, бу ^олда

«Р (0, 2) “ 5-0-2 — 02 +  1 =  1 

®(2, 0) =  5 -2-0- 2 2 +  1 =  —3 

Ч» (3, 4) =  5-3-4 — З2 -!- 1 = 5 2  

<? (а, Ь) =  5 ab — a2 -f 1.

Демак, берилган функциянинг хусусий цийматини ^и- 
соблаш учун аргументга берилган цийматни унинг урнига 
цуйиб, функцияни гашкил этган амалларни бажариш 
лозим.
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2. Юцорида келтирилган мисоллариипг }<ар бирида ар- 
гументга берилган .\ар бир кийматга караб функциянинг 
маълум ^иймати аникланган эди. Бирок ^амма вакт шундай 
булавермайди: f ( x )  функция аргументининг баъзи бир кин- 
матларида функциянинг цийматн аникланмай колиши мум- 
кин.

Масалан, ушбу

у  =  у ^  0 >

функциянинг аргументи х  га а дан бошка ^ар кандай цнй- 
мат берганда у га аник циймат мос келади, лекин х = а 
булганда бу функция уз маъносини йукотади ва у ни >;п- 
соблаб булмайди.

Шунга ухшаш, аргументнинг баъзи бир кийматларнда 
функциянинг киймати мав^ум булиб колиши мумкин. Ма
салан, ушбу

у =  У Т = 1 ё  (2 )

функциянинг кийматлари .чакиций булсин учуй

— 1 Л- 1

булиши лознм, чунки акс ^олда у мав^ум булади.
Шупинг каби

У =  ^ - *  (3>
функциянинг аргументи х > 0  булганда, яъни мусбат бул- 
гандагина функциянинг узи аникланади (чунки манфий сон- 
ларнинг логарифми булмайди).

Умуман, аргументнинг функцияни аницлайдиган чамма 
Кийматларини функциянинг аницлик со^аси дейилади. Ма
салан, ( 1 ) функциянинг ани^лик со^аси х = а дан бош^а 
^амма чакикий сонлардан иборат; (2 ) функциянинг аниклик 
со^аси (— 1 , - ¡ 1 ) ёпик интервалдаги ^ацикий сонлардан ва 
(3) функциянинг аниклик со^аси ^амма мусбат сонлардан 
иборат.

Масалалар

1. Агарда Г  (х) =  х (х +  5) (х — 2)3 булса, / г(— 5) =  
У7 (0) =  / г(2) =  0 булади. Буни исбот килинсин.

2. /(■*) =  З а 2 +  5 ва ср(л) =  5х — 3 булса, /(0)-<? (2) =  35- 
ва /(2)-<р(0) =  — 51 булади. Буни исбот цилинсин.

3. / ( х )  = х 2 — З х + 1 булса, / ( х  + 1 ) =  х 2 — х  — 1 ва 
) / (0)  +  3)2 = 1 6  булади. Буни исбот килинсин.



16 Асосий тушунчалар

4. Агарда ® (х) =  0 тепгламанинг илдизларини а ва b 
фараз килинса, буни кандай ёзиш мумкин?

5. Агарда /  (х, у) =  х 1 -\- Зху у 2 — 2х  +  5у — 6  булса, 
/ (О ,  1) = 0  в а / ( 1 ,  6 ) =  — 7 булади. Буни исбот килинсин.

6 . <? (х, у) =  Зху 2х  -г 5 булса, о (0, а) — <р(а, 0) =  
= — 2а булади. Буии исбот килинсин.

7. F ( x ,  у) = х  — - -  булса, F  (2, 1) =  2F (1, 2) =  1 б у 
лади. Буни исбот КИЛИНСИН.

8 . F (х) = а х 2 +  Ьх  +  с ва <p(x) =  s in x  фараз килиб, 
F {<? (x)J ва f* 1? (л') — с \2 -f- а топилсин.

9. /  (х) =  х 2 +  1 фараз килиб, ушбу тенгликларнинг 
тугрилиги исбот килинсин:

/ ( / ( х ) }  = 2 7 х4 +  18 х2 Ч- 4; / 1 / ( 0 ) }  =  4.

10. F (х, у) =  а х л -\- Ьх"у — суя булса,

F  (k x , ky)  =  /г3 F(x,  у) 

булади. Буни исбот килинсин.

§ 7. ФУНКЦИЯНИНГ ГЕО М ЕТРИК ТАСВИРИ

Фараз килайлик у = / ( х )  бирор (а, Ь) иптервалда аник- 
ланган функция булсип. Демак,  х  нинг калиги интервал- 
даги чар бир кийматига функциянинг биргина аник киймати 
мос келади деб фараз килинади.

Буни назарда тутиб, бирор 
тугри бурчакли хоу  коорди- 
наталар системасиии чизиб, 
унинг абсцисса Укида х  га бе- 
рилган кийматларни ва орди
ната укида у га мос келган 
кийматларни улчаб борамиз. 
Масалан, фараз килайлик х = 0 Р  
булганда, у  =  М Р  булсин 
(шакл 1 ).

Буиинг натижасида коор- 
динаталар текислигида М  нук- 

Шакл 1. та аникланади. Агарда (а, b )
интервалда х  узгариб борса, у 

чам узгариб боради (чунки у, х  нинг функцияси). Натижа- 
да М. нуктанинг урни чам узгариб боради, яъни М  кандай-
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дир бирор эгри чизик чизади ва бу чизик y = f ( x )  функ- 
циянинг геометрик тасвири ёки у  = f  (х)  функциянинг гра- 
фиги дейилади. Демак, у =  f ( x )  функциянинг графиги деб 
тундай  эгри чизикни айтиладики, унинг нукталари коор- 
динаталари y = f ( x )  ни каноатлантиради.

X у

0 0

+ 1 1
~  2 4

±  1 1

* * 4
9 1 

4
±  2 4

1

Ш а к л 2.

Функциянинг геометрик тасвири булган эгри чизикнинг 
формаси берилган функциянинг тузилишига богликдир. 
Масалан,

у  =  X (О

функциянинг графигини чи- 
зиш учун X га бир неча 
Киймат бериб, уларга мос 
келган у нинг кийматлари- 
ни ^исоблаймиз. Шундай 
цилиб, X га берилган кий- 
матлар ва уларга мос кел
ган у  нинг кийматлари 
Куйидаги таблицадан курин- 
мокда.

Натижада координаталар

текислигида (0 , 0 ),

_ 1 ) . ( > + ' ,  i y ) . ( 2 .  4 ) ,  ( - 4 , - f ) .  ( -  1.  D .  ( - I - * - .  2 - i - ) ,

-177
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( — 2, 4) нуцталар аникланди. Буларни узаро туташтирилса,
2 -шаклдаги функциянинг геометрик тасвири ^осил булади. 
Худди шу йул билан давом этганда, ушбу

п 2 3у — Зх — х

функциянинг графиги 3-шаклдаги эгри чизикдан иборат 
булади.

§ 8 . Э Л Е М Е Н Т А Р ФУНКЦИЯЛАР

Математик анализнипг асосий машгулоти функционал 
муносабатларнн текширишдан иборат булгаии учун бизга 
^ар ва^т турли функциялар билан иш куришга тугри ке- 
лади. Шунинг учун биз бу ерда функцияларнинг асосий 
синфларини ташкил этган ва элементар функциялар деб 
аталгам уларнинг типлари билап таништириб утамиз.

1. Бутун рационал функциялар

Бутун рационал функция (ёки кискача бутун функция) 
деб умумий куриниши цуйидагича булган функцияни ай- 
тилади:

У ~  аох  "Ь а \х  +  а2х  +  1 ■ • +  . (1)

бунда а0, а, ,  а,2.... ап коэффициентлар цандай булса-да, ^а- 
циций узгармас сонлардан иборат; хусусий лолларда бу- 
лардан баъзи бирлари нолга тенг булуви мумкин; п — бутун 
ва мусбат сон; коэффициентлардан а0 нолга тенг булмагап 
^олда ( 1) функция п -даражали бутун рационал функция бу
лади. Масалан, ушбу

У = 2х  +  5 

у =  0,5л 2 — 12 

у =  5л:3— За:2 +  15

функциялардан *ар бири бутун рационал функция. Булар- 
дан биринчиси — биринчи даражали, иккинчиси — иккинчи 
даражали ва учинчиси — учинчи даражали-.

Биринчи даражали бутун функциянинг умумуй куриниши

у =  а х  +  Ь (2 )

ва иккинчи даражали бутун функциянинг умумий куриниши
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у =  ах  +  Ьх с (3>

булади; буларда а , Ь, с коэффициентлари ^акикий узгармас 
сонлар. Аналитик геометриядан маълумки, (2) функциянинг 
графиги — тугри чизик ва (3) нинг графиги — парабола деб 
аталган эгри чизикдан иборат. Биз (3) да Ь =  0  ва с =  О 
фараз цилиб, унинг хусусий ^оли булган

параболани текшириш би- 
лан чегараламамиз. Биз 
юкорида бунинг а =  1 

булган ^олни, яъни у =  х 2 
параболанинг графигини 
чизган эдик (шакл 2). Эн
ди а ф  1 фараз киламиз.
4-шаклда а пи:

у = ах ( 4 )

1
1 2 _______ —1 > 4  >

__ _ _  1 _  2
2 ’

фараз килиб, чизилгам 
параболалар курсатилган.
Бунга Караганда а >  О 
булганда парабола абс
цисса укининг устида ва 
а <  0  булганда унинг ос- 
тида булади; а нинг аб
солют киймати канча кат- 
та булса, парабола орди- 
наталарининг абсолют 
кийматлари шунча тезлик 
билан усиб боради.

Бирок У ах2-\-Ьх-{-с 
функциянинг графиги ^ам ^алиги у =  а х 2 функциянинг гра
фиги каби булиб, факат уларнинг координаталар система- 
синипг укларига нисбатан уринлари бошкача булади.

Ш а к л 4.

2. Касрли рационал функциялар

Икки бутун рационал функциянинг бир-бирига нисбати 
касирли рационал функция ёки кискача рационал функция
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дейилади. Бу таърифга Караганда рационал функциянинг 
умумий куриниши бундай булади:

У =
аах п 4- а ^ х п 1 -|- агх п 2 -|- +  ап
Ь0х т -[- Ь.,х" Ь., х т  —  2 ( 5 )

Рационал функциянинг апик булиши учун (5) касрнинг 
махражи полга айланмаслиги лозим. Бопщача цилиб айт- 
ганда, (5) каср махражиии нолга айлантирадиган х  пииг 
Кийматларидап бопща >$амма кийматларида функция апи^- 
лангап булади. Масалап, ушбу

2л' +  .с'

У =

с - 4л- +  3 

Зх2 +  1
л: +  1

фупкциялардан ^ар бири рационал фупкциядан иборат. Бу- 
лардаи биринчиси х  =  3 ва х  =  1 дан бошца ва иккинчиси 
х  — — 1 дан бонща х  пинг ^амма кийматларида ани^ланган 
булади.

3

(о) пинг махражи узгармас сон булганда, у  бутун функ- 
цияга айланади. Демак,  бутун функция рационал функция- 
11 инг хусусий ^олидир.
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Энди ушбу функциями оламиз:

(6)

бунда к — ^аки^ий узгармас сон. Бу функция >(ам рацмонал 
булиб, х  нинг нолга тенг булмаган .^амма цийматларида у 
апицланган булади.

Бу функциянинг графигини нуцталар ёрдами билам чи- 
зиш мумкин; & >  0  (масалаи, А =  0,5, 1, 2, 3) булган -чол- 
даги графикларни узлуксиз чизиклар билан ва /г <  0  (маса- 
лам, /г =  — 0,5, -1, — 2, — 3) булган ^олдаги графикларни 
муктали чизиь;лар (пунктир) билан курсатилган (мшкл 5). 

ку =  —  функция ва унинг графигини тенг томопли гипер
бола дейилади. х  неча марта купайса, у  шунча марта ка- 
маяди ва аксипча л  неча марта камайса, у  шунча марта 
купаяди, яъни х  ва у узаро тескари пронорциопал муно- 
сабатдир. Масалан,

Хуллас, х  нипг абсолют циймати чексиз усган сари у 
нинг абсолют киймати чексиз камайиб, гинерболапинг тар- 
моклари чексиз равинща абсцисса ;укига яцинлашиб боради; 
шунга ухшаш, л  нинг абсолют киймати чексиз камайган 
сари у чексиз усиб, гиперболанинг тармоклари ордината 
уцига чексиз равишда якинлашиб боради.

куринишдаги функцияни айтилади; бунда т  аник (узгар
мас) ^а^икий сон. Масалан, т = 2 булганда у  =  х 2 булади 
ва бу ^олда унинг графиги 2 -шаклдаги парабола булади.

бу ^олда функциянинг графиги 6 -шаклдаги кубик парабола 
дейилган эгри чизикни ифода килади.

х = и  1 0 ; 1 0 0 ; 1 0 0 0 ,... булса, 

у = 1 ; 0 , 1 ; 0 ,0 1 ; 0 ,0 0 1 ,... булади.

( 7 )

т  =  3 булганда у  =  х:’’ булади;
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гп — — 1 булганда у =  х  1 =  - 1- булади;

бу ^олда функциянинг графиги тепг томонли гиперболадап 
иборат (шакл 5).

ш == — 2  булганда у = х~ 2 =  Дг булади;
х"

бу ^олда функциянинг графиги 7-шаклда курсатилгап эгри 
чизи^ни тасвир цилади.

- X

Ш а к л  6.

4. Курсаткичли функция

Курсаткичли функция деб, ушбу

У = 0х (8 )

куринишдаги функциями айтилади; бунда а  узгармас мус- 
бат сон.

Бу функциянинг асосий хоссалари алгебрадан маълум 
булса-да, биз уларни бу ерда яма бир марта таъкидлаб 
утамиз:

1 ) у =  ах функция х  пинг ^ар бир ^аци^ий кийматида 
мусбат булади;
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2 ) а > 1  булганда л  усган сари ах функциянинг узи *ам 
усиб боради ва аксинча а < 1  булганда камайиб боради;

3) а > \  булса, бу >;олда х  нинг мусбат цийматларида 
а х >  1 ва манфий кийматларида а х <  1 булади. Масалан, 
а = 10 булсин. Бу ^олда:

х  =  2  булганда а* =  1 0 2 = 1 0 0  

л: =  — 2  булганда ах =  1 0 - 2  =  0 ,0 1 .

4) а  <  1 булса, бу у 
^олда х  нинг мусбат 
цийматларида ах <  1 ва 
манфий цийматларида 
а х >  1 булади. Маса

лан, а =-^~  булсин. Бу 
Л'олда:

х  =  2  булганда

а  =

х  =  — 2  булганда

а 4 - Г = « .

5) а  >  1 ёки а  <  1 
булса-да, ^амма ва^т а" =  1 .

Хуллас, а пи 2, 3, 10 фараз цилиб,

У = 2х , у = Зх , у = \ 0 х

функцияларнипг графикларини чизганда, 8 -шаклдаги эгри 
чизиклар ^осил булади. у  =  ах функциянинг зикр цилинган 
асосий хоссалари унинг графикларидан куриниб турмоцда.

5. Логарифмик функция. Тескари функция

1. Логарифмик функция деб, ушбу

у =  (9)

тенглик билан ифода цилинган функцияни айтилади. Бун
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да а — логарифмпииг асоси булиб, мусбат фараз цилинади: 
шупингдек, х  га ^амма ваь,т мусбат кнймат берилади (чун- 
ки мапфий соиларпипг логарифмлари йукдир).

Логарифмпииг таърифига мувофик (9) .тепгликдан ушбу

(Ю)

тепглиги келиб чикади. Бу эса курсаткпчли функция бу
либ, фацат (9) га Караганда х  ва у пинг роллари алмаш- 
гаплигипи курамиз. Бундай фупкцияларпи, яъни ( 1 0 ) ва (9) 
пи узаро тескари дейилади (бири тугри ва иккипчиси бун- 
га нисбатаи тескари).

Умуман, фараз килайлик, у х  нинг функцияси булсин:

у = } ( х ) . (11)

Агарда бу тенгламани х  га нисбатан ечиш мумкин бул- 
са, у ^олда х у  пинг бирор функцияси булади:

х  =  <р (у), (12)

мана шундай /  ва <р функцияларни узаро тескари дейила
ди. Масалан,

II. у — Ь у = ах  о ва х  =  -------

у =  х  +  а ва х  = У у  —а

узаро тескари функциялар- 
дан иборат.

Узаро тескари булган 
функцияларнинг графикла- 
ри орасида маълум богла- 
ниш мавжуддир. Бундай 
функциялардан бирининг 
графиги маълум булган ^ол- 
да, унга тескари булган 
иккинчисининг графигини 
чизиш жуда кулайдир. Бу- 
нинг учун х  ва у  нинг рол- 
ларини узаро алмаштирилса 
кифоя килади.

Шундай цилиб, тугри функциянинг графигидан тескари 
функциянинг графигини ^осил килиш учун бутун шакл би-
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ринчи коордннаталар бурчагининг биссектрисаси атрофида 
180°га айлантирилса кифоя килади (шакл У).

Бу йул билан давом этганда 8 -шаклдаги курсаткичли 
функциянинг графигидан 1 0 -шаклдаги логарифмик фупкция- 
ларнинг графиклари ^осил булади.

Логарифмик функцняиипг бошлангич алгебрадап маълум 
булган асосий хоссаларн 1 0 -шаклдап куриниб турмоцда. 
Масалан, а цандай мусбат сои булса-да, .^амма вацт:

у =  loga 1 =  0 ;

а >  1 булган >;олда: х > 1  булса, у — logrtх  >  0  ва х  <  1 
бÿлca, y =  loga x < 0  булади; а <  1 булган >;олда: х > 1  

булса, у =  loga x  < 0  ва х  <  1 булса, у =  logflx  >  0  булади,

Бу ^олларнинг хар 
бирини 1 0 -шаклдаги гра- 
фиклар очицдан-очиц тас- 
вир этмокда,

Шунга ;ухшаш, агарда

а >  1 булса, 

у =  logfl0  =  -  со,

У = l0 ga ( +  оо) =  +  оо,

а <  1 бÿлca, 

у =  loga 0 =  -Ь ОО,

У =  10ga ( +  оо) =  — оо.

2. Агарда бир-бирига тескари булган икки функциядан: 
бирининг устида иккинчисининг аргумент оркали курсатил- 
ган амаллар бажарилса, натижада ^амоп аввалги - узга- 
рувчининг узи келиб чицади.

Масалан,
У —/  (х) ва х  =  <р(у) 

функцияларни узаро тескари фараз Филипса, бу ^олда 

/{ ? ( > )}  = /(■*)  =  У,

? [ / (* ) )  =  <р(у) =  X

У
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булади. Масалан, ушбу

. i  у — Ьу =  а х  +  и ъа х  = ----} 1 а

■функциялар бир-бирига тескари булгани учун

у — Ь . , а х  +  b — b а • ------- - b =  у; ----- 1--------- =  х.а  1 а

6. Тригонометрик функциялар

Тригонометриядан маълум булган асосий тригонометрик 
•функциялар куйидагилардан иборатдир:

у =  sin х, у =  cos х,  у =  tg х, у =  ctg л.

Одатда тригонометрик функциялариинг аргументи (л:) ёй 
>;исобида булиб, асосий улчов радиан саналади. Радиан деб 
ёйпииг узунлиги уз радиусининг узунлигига тенг булгап 
бурчакни айтилади. Радиан такрибан 57° 17' 45" булади.

sin л; на cos х  функцияларининг графиклари ва уларнинг 
цандай тузилишн 1 1 -шаклда курсатилган.

sin а  пинг графигини чизиб булгандан сунг уиинг ёрдами 
билан cos к  нинг графигини чизиш мумкин. Ха^ицатда

у =  cos л: =  sin ^а -¡-

булгани учун sin jc нинг графигини ОХ  уцининг усти билан 

чапга цараб мицдорича силжитилса, c o s a  нинг графиги
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>;осил булади. Шаклда c o s a  н и н г  графиги нуктали (пунк
тир) чизик билан курсатилган.

Шаклдаги графиклар sin а  ва c o s a  функцияларнинг асо- 
сий хоссалари булган, уларнинг даврийлигини ва даврининг 
2 тг га тенглигини очивдан-очик курсатмоада, яъни

sin (2 /г тт: +  а )  =  sin а ,

COS (2k Ъ И- а )  =  COS А,
бу тенгликларда

k = 0, i  1, i  2, + 3 ,  +  4,...

Агарда бирор / ( а ) функция шундай хоссага эга булсаки,

/ ( - * )  =  / ( * )

булса, упи жуфт функция дейилади.
Шунга ухшаш, агарда

/ ( - а ) =  - / ( а )

булса, бупдай функцияни ток функция дейилади. Берилган 
таърифга мувофик, sin а ток функция ва cos л* жуфт функ
ция булади, чунки:

Ш а к л  12.
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Sin ( — X) =  — sin X,

cos ( — x)  =  +  cos X.

t g x  ва c tg *  функциялариииг графиклари ва уларпинг кан- 
дай чизилиши 12-шаклдан куринмокда. Тригонометриядан 
маълумки, t g *  ва c tg*  нинг даври я га тенг, яъни

tg (k r . -I- х) = tg х,

ctg ( k -  -1- x)  =  ctg л,
буларда

к — 0, + 1 ,  + 2 ,  +  3, +  4,...

t g *  ва c t g *  нинг ^ар бири ток функциялардан иборатдир,. 
чунки

t g ( — ■*) =  — tg * ,

ctg ( — *) =  — ctg JC.

t g *  нинг аргументи 0  дам гача узгарса, t g * 0  дан +  v>

гача узгаради ва х  у  дам я гача узгарса, t g *  — оо дан О 
гача узгаради.

Шунга yxHiaui ctg *  нинг аргумента О дан гача узгар

са, c t g *  нинг узи +  со дан 0  гача узгаради ва у дан it-
гача узгарса, ctg лг нинг узи 0  дан — оо гача узгаради.

t g *  ва c tg *  функцияларининг бу хоссаларини уларнинг 
графиклари тасвир этмокдадир.

7. Тескари тригонометрик функциялар

Маълумки, ушбу
у =  s i n *  ( 1 >

тенгликда *  ёй, у эса унинг синуси булиб, у х  нинг функ- 
циясини ифода килади,

Баъзи масалаларда *  билан у  нинг ролларини алмашти- 
ришга, яъни х  ни функция ва у ни аргумент килишга ту f -  
ри келади. Бу з^олда юкоридаги тенгламани

*  =  arcsin у  (2 )

ёзиб, уни „арксинус игрек“ деб укилади. Тенгламадаги 
„arc“ латинча „arcus“ (аркус), яъни ёй сузининг кисцартма
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ифодасидир. Кейинги тенглик „х шундай ёйки, унинг сину- 
си у  га тенг“ дегап маъноии англатади.

Аргументини х  ^арфи билан ва функциями у ^арфи би- 
лан ифода килиш одат булиб цолгани учун кейинги тенг- 
ламапи

у ~  arcsin х  (3)

цилиб ёзадилар. Шунинг билан arcsin jc s in x  га нисбатап 
тескари булгаи функциядан иборат. Шунга ухшаш, c o s x r a  
тескари булгаи функциями arccos х,  t g x  га нисбатан теска
ри булгаи фупкцияни arc tgx ва c tg x  нисбатан тескари бул- 
ган функциями arcctgx равишда ифода цилимади.

У

Шунинг билан тескари тригонометрик функцияларнинг 
асосийлари.

arcsinх, arccosх,  arctgx, arcctgx
функциялардан иборатдир.

Буларнинг графикларини чизиш учун умуман тескари функ- 
циянинг графигини чизиш цоидасидан фойдаланишга тугри
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келадн. Масалан, arcsin х  нинг графигини тузиш учун (шакл 13) 
sin л' графигининг координата у^лари алмаштирилса ёки бу- 
тун шаклни биринчи координаталар бурчагининг биссектри- 
саси теварагида 180° га айлантирилса, arcsin л: графиги >;о- 
сил булади.

х  нинг фа^ат (— 1 , + 1 ) ёпик интервалдаги цийматлари- 
га arcsin л: нинг ^ациций цийматлари тугри келади,

— 1 <  JC <  +  1 ,

иккинчи томондан, бу чегараларнинг ичида: х  га берилгаи 
^ар бир кийматга функция учун бир неча, балки чексиз- 
куп цийматлар тугри келади. Хацикатда, агарда

у =  arc sin х

функцияда х  =  - i -  фараз килинса,

у =  arc sin

бундан
1sin у =  - 2-  '

Бу тепгламани цаноатлантирадиган у нинг цийматлари чек
сиз куп булиб, улар цуйидаги формула билан ифода ци- 
лииади:

y =  ^  +  ( - l ) ‘ . - f  ,

к =  0, ¿ 1 ,  ± 2 ,  + 3 ,  +  4,...
ri 5

Масалан, k = 0 булганда у =  -g-; k = \  булганда y = - g -
чунки

Бу натижаларни arcsin х  графиги очиц суратда тасвир этиб- 
турмоцда.

Энди фараз цилайлик, х  — 0А булсин. Бу >{Олда (шакл 14)г 

у  =  AB, AB',.... АС, АС,...
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Бундай хоссага эга булгап фупкцияларпи куп цинматли 
дейилади. Умуман,

Агарда аргументнинг rçap бир цийматига функция учун 
бир неча циймат T ÿ F p n  келса, ундай функцияни куп ций- 
матли дейилади ва биргина циймат TÿFpn келса, бир ций- 
матли дейилади.

У

Ш а кл  14.

Хозиргача биз танишиб келган функцияларнинг куплари 
бир цийматли эди. Тескари тригонометрик функцияларнинг 
^аммаси кун цийматлидир.

Лекин кушимча шартлар ёрдами билан ^ар бир куп 
Кийматли функцияни бир кийматли функцияга айлантириш 
мумкин. Масалан, arcsin л: ни бир цийматли цилиш учун

унинг ----- y  ва + - 7J- орасидаги цийматлари билан чегара-
ланса кифоя:
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Энди arccosx ни оламиз. Бунинг ^ам графиги, юцорида 
курсатилган arcsin л: пинг графиги каби, c o sx  пинг графи- 
гидан ^осил булади (шакл 14). Бунда ^ам, х  нинг фацат 
■(— 1 , - |-1 ) ёпиь; интервалдаги цийматларига arccosjc нинг 
^акикий цийматлари т$'гри келади:

—  1 <  х < +  1 .

Иккинчи томондан, бу чегараларнинг ичида: х  нинг ^ар 
бир кийматига фуикциининг чексиз куп цийматлари тугри 
келади, яъни arccos х  куп ^ийматли функция булади. Бу 
-функциями бир кийматли цилиш учин одатда arccos х  нинг О 
билан те орасидаги цийматлари эътиборга олинади:

О <  arccos х  <  те.

a rc tgx  ва arcctgx нинг графиклари ^ам, arcsin х  ва arccos х  
графиклари каби, tgjc ва c t g x  нинг графикларидан ^осил 
булади (шакл 15—16).

У

arc tgx ва arcctgx функциялардан *ар бирининг графиги 
чексиз куп тармоцли эгри чизивдан иборатдир. л: нинг ^ар 
бир циймати учун у маьжуд булиб, унинг цийматлари чек

сиз купдир. Лекин a r c t g x ---- билан +  -^-орасида, arcctg х
эса 0  билан те орасида бир цийматли булади:
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— ~ Y <  arctS x  <  -I- -j-  •

0 <  a rcc tg  x  <  «;

x  iiHiir ^3n aca ( — o.-i, -|-oo) y3rapmim  MyMKmi.
3häw, Teci<apH TpuroiioivieTpHK cjjynKUHiiJiap opacn;;arn 

ö a -b3n Mynoca6aiviapnn iinifapaMn3. Bn3ra Ma-b^yMKH,

sin y =  cos ^ -----y j  =  x,

<5y.HAa.ii:

y  = arcsin A' Ba —  y =  arccos x .

E y  TeinviHK;iapHH >;aA^ia6 i^yiumu iiaTtmacHÄa KynHAarn My- 
iiocaöaTJiap kcaho

arcsin x  +  arccos x =  , 

arctg x  +  arcctg x = ~  .

3 — 177
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8. Ошкор ва ошкормас функциялар

Агарда функциянинг цийматини з{исоблаш учуп аргумент 
устида каидай амаллар бажарилиши бевосита маълум булса, 
яъни агарда у , х  га писбатан

y = f ( x )  ( 1 >

куринишдаги тенглик билап ифода цилипган булса, бу ^ол- 
да у  ни х  нинг ошкор фупкцияси дейилади. Масалап, ушбу

у =  ах3, у =  Зх2 — 5, у =  logn х,  у =  cos х

функциялардан ^ар бири — ошкор функциидан иборат.
Агарда у билаи л  нинг орасидаги муносабат (Г) кури- 

нишда берилмагаи булса, у ^олда уни шу формата олиб 
келиш учун бирмунча амалларни бажаришга тугри келадм 
ёки >;атто куп вацт ( 1 ) куринишга олиб келиб булмапди. 
Бундай фупкцияларни ошкормас дейилади ва уларни умумаи

ф(х, у)  =  О

курипишда ёзилади. Масалап,

Зу2 +  +  7 =  0,

ех+у +  sin у = О

функциялар — ошкормасдир.
Агарда булардан биринчисини у га нисбатан ечилса,

— 5х -I- У 25.V" —84

у = -------- ^ - 6 -------------

булиб, ошкор функцияга айлапади.

9. Алгебраик ва транцендент функциялар

х  нинг алгебраик функциясм деб цупидаги тенгламани ца- 
ноатлантнрадигап у  пи айтилади:

Р йу(л) +  Л У <Л_1) +  Р,У(л~2)+  • • • +  Рп = 0 ,  (1)

бунда Р0, Pv Р 2,..., Рп коэффициентлар х  нинг бутун функ- 
циялари, п эса бутун мусбат сондан иборат. Функциян»
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аниклаган ( 1 ) тенгламанинг узини алгебраик тепглама дейи- 
лади. Масалан, ушбу

(а  -|- 1)у2 +  5у — х  =  О, 
х 3 -¡- у я — 3 аху  =  О,

тенгламалардан ^ар бирида у х  нинг алгебраик функцияси 
булади.

Агарда Р0 нолга тенг булмаса ва п =  1 булса, бу ^олда 
( 1 ) нинг куриниши

Ро у +  Л  =  О,
бундан

булади,  яъни бу 5̂ олда алгебраик функция рационал функ- 
цияга айланади. Агарда бунинг устига Р0 узгармас булса, 
бу ^олда у бутун функцияга айланади. Демак, бутун ва 
рационал функция алгебраик фупкциянинг хусусий з^олла- 
ридан иборатдир.

Рационал булмаган алгебраик функциялар иррационал 
функциялар синфини ташкил этади. Умуман, (1) да а >  2 
булган .^олда, алгебраик функция иррационал булиб, хусу
сий >;оллардагина рационал булиши мумкин. Масалан, я = 2  
булганда

Ри У2 + Р,У + Р2 = 0 

ва буни у га нисбатан ечганда

- Л  ± V P ' Í - 4 P Í)P 2 
У 2 Р0

булади. Демак,  фацат
Р 2 =  4Р р

0 2

булган ^олдагнна, функция

у ~ &
булиб, рационал >;олга келади.

Алгебраик булмаган функцияни трансцендент функция 
дейилади.  Масалан, ушбу

у  =  sin х, у =  tg a-, у = а* 
функциялардан з^ар бири трансцендент функциядан иборат.
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ЛИМИТ (ЧЕК) НАЗАРИЯСИ

§ 9. С ОН ЛА Р КЕТМА-КЕТЛИГИ

Математик анализнинг турли масалаларида чексиз куп 
сонларнинг туплами билам иш куришга тугри келади. Ма
салан, натурал сонларнинг туплами:

1, 2, 3, 4, 5, б, 7 . . .  (1)

ёки ){амма мусбат ток сонларнинг туплами:

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13,... (2)

Сонлар тупламининг му^имларидан бири чексиз кетма- 
кетлик булиб, уни бундай таъриф килиш мумкин: 

Сонларнинг чексиз кетма-кетлиги деб шундай

х, , х 2 , * 3 , х 4 , ... х я , ... (3)

сонлар туплами айтиладики, агарда п нинг з{ар бир мусбат 
кийматига биргина аник х п киймат мос келса.

Масалан, натурал сонларнинг квадратлари ушбу чексиз 
кетма-кетликни ташкил этади:

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49 . . .

Бу кетма-кетликнинг умумий ифодаси

х п = л 2 (5)
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булади, чупки бунда п =  1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, ... фараз цилин- 
са, (4) кетма-кетлик ^осил булади.

Шунга ухшаш у шоу

1 3 5 7 9 11 ...
(6)4 ’ 6 ’ 8 ’ 10 ’ 12

сонлар кетма-кетлигининг умумип ифодаси

2п — \ . .
Хп ~  2я

булади, чунки бунда п =  1, 2, 3, 4, 5, ... фараз килинса, (6 ) 
кетма-кетлик ^осил булади.

Бизда ишлатиладигам сонлар кетма-кетликлари ^амма 
вакт чексиз булгани учун сузни киска цилиб, уларни „сон
лар кетма-кетлиги“ номи билан юритамиз. Шу билан бирга, 
ъх п кетма-кетлиги“ деб айтиш урнига “узгарувчи х п “ айтиш 
мумкин. Хакицатда, х п пинг циймати п га бернлгап 1 , 2,3, . . .  
цийматларга цараб х, , х 2 , х 3 , ... булади. Я'ьни х п нинг узи 
п нинг функциясидап иборат.

Бироц бу функцияларпинг аргументлари юкорида знкр 
К и л и н г а п и  каби дамма пакт 1, 2, 3, ... кийматларга эга бу- 
ЛШ1П1 шарт эмас. Булардан бонща 0, —1, —2, —3 , . . ,  ций- 
матларга ёки .чамма мусбат ва манфий бутуп кийматларга 
^ам эга булиши мумкин. Лекнн х _ п булган ^олда, х п =  х _ п 
фараз килинса,

Кийматларга

■*_! , х _ 2 , х _ 3

мос келадн. Шунинг учуп х п да п ни бутуп ва мусбат фа
раз кнлиш мумкин.

§ 10. СОНЛАР КЕТМ А-КЕТЛИГИНИНГ ЛИМИТИ

Энди сонлар кетма-кетлигининг лимити деган му^им ту- 
шунчани таъриф киламиз. Фараз килайлик.

Х ^ Х ^ Х . ^  . . . Х п , . . .

бирор сонлар кетма-кетлиги булсин.
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1. Агарда исталгапча кичик булган мусбат е сон берил- 
ганда, шупдай А̂  сонни топиш мумкин булсаки, п >  N  бул- 
ганда

I х „ ~  а  I <  s (S )

булса за бу тепгсизлик кейинча ^ам уз кучини саклаб бор- 
са, бу ^олда а ни х п нииг лимити дейилади.

Кейипги тенгсизликпи я и а куиидагича ёзиш мумкин:

— г < х п — а <  s
ёки

а — г <  х п <С а -j- s.

Узгарувчи х п соннипг лимити а булишини пфода цилпш 
учун одатда

lim х п =  а

ёзадилар, Бундаги „lim“ латинча „Итез“ ёки фраицузча 
„limite“ сузинипг кисцартмасидир. Лимит сузи такрпбан биз- 
нинг „чек“ сузига тугри келади.

Мисол учун умумий ифодаси

2 п +1 
А’п “  3п

булгап сонлар кетма-кетлнгини оламиз. Бунда п = \ ,  2, 3,
4, ... 100 б}>лганда кетма-кет

. _5_ _7_ _9_ 2Ш
6 ’ 9 ’ 12 ’ ’ 300 ’ •"

сонлар ^осил булади. Буига К а р а г а н д а  п усиб борган сари
2

х п нииг узи —  га интилиб бормокда. ^акикатда

2 2  п  4 -  1 2

Хп ¡Г З я  3

^ - < е б у л и ш и  учун/г булиши керак. 
Демак, бу ^олда
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Масалан, агарда

булишнпн, яъни
1

е 1000

булшпнни талаб цилсак, бу >;олда

. 1000 .  ^  О О О  1п >  ——  еки п >  333 —

булмши керак. Демак, // =  334 дан бошлаб, бизнинг талаб 
таъмип этиладп, яъни

пинг абсолют цийматм бнз истаган 0 , 0 0 1  дан кичик булиб 
цолади.

2. Умумаи узгарувчи х  соннннг лимитини яна бундай 
таъриф цилпш мумкип:

Агарда узгарувчи х  соннинг узгариб боришида унинг 
кетма-кет цийматлари бирор узгармас а  сонга шундай 
ингилиб борсаки, унинг, яъни х  нинг бирор цийматидан 
бошлаб, х — а айирманинг абсолют циймати исталганча 
кичик булган е мусбат сондан кичик булиб, сунгралгнинг 
кейинги узгаришларида ^амма вацт шу кичиклигини сац- 
лаб борса, у >;олда а  ни х  нинг лимити дейилади.

Мисол учу» бундам узгарувчи сомни олайлик:

Ажабо, х  нинг цийматлари шу цоида билан узгариб бо- 
раверса, уларнимгймгиндиси бирор аник сонга интилиб бо- 
рарми экан?

Энг авиал бу ерда шуни эслатнб утмш керакки, бермлган 
л* нинг кетма-кет цинмати алгебрадан маълум булган чек-

П 3

( 9 )
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сиз камаючи геометрик прогрессия ташкил этади. Бу про- 

грессиянипг биринчи дади а =  1 на махражн <7 =  -^- .  LUy- 
нинг учуи дадларининг йигипднси

1
5  =  т ^ т = 1: < 2-

Хацицатда дам 2  билам х  пинг кетма-кст цнйматлари 
орасидаги айирма:

2 - 1 = 0

2 - п - ] -  = 4 -

2 -  I 1 +  -J- -Ь =  4"

2 - [ 1  +  4 - - ь ^ г + 4 г 1 = 4 -

доимо камайиб боради, демак, бу долда у нсталгапча бе- 
рилгаи кичик мусбат s сопдап кичик булиб, кейипча дам 
шу кичиклигипи сацлаб боради. Шуи дай цилиб:

lim х  = 2.

Лекни бу урипда шупи дам таъкидлаб у-гиш кераккн, 
чексиз куп цийматларга эга була оладпган дар цандай уз- 
гарувчи соп лимитга эга булапермайдп. Масалан,

1 +  ( - 1 ) л
Х П —  2

п — 1, 2, 3, 4 . . .  булганда: 0, 1, 0, 1, ... булиб, цеч цапдайс 
лимитга иптилмайдп. Демак,  бу долда х п нииглимити йуцдир.

§ 1 1 . ЧЕКС И З к и ч и к  с о н

1. Математик анализнипг эиг мудим ва асосий тушунча- 
си чексиз кичик сон саналади ва у цупидагича таъриф ци- 
линади:
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Лимити ноль булган узгарувчи сонни чексиз кичик сон. 
дейилади.

Демак, узгарувчи х  ни чексиз кичик сон фараз Филип
са, у долда

lim х  ~  0 .

Юцоридаги таърифга мувофнц бирор соннинг чексиз ки
чик булиши учун: 1) узгарувчи булиши керак ва 2) ли- 
мити ноль булиши керак, ё бошцача цилиб айтганда: 
нолга интилиб бориши керак. Шунинг учуп дар цапдаи 
кичкииа сонни чексиз кичик сои деб булмандн.

Лимитпипг таърифипп эътиборга олгаида, чексиз кичик 
сонни яна цуйидагича таърнф цнлшп мумкнп:

Агарда узгарувчи х  соннинг узгариши шундай булса- 
ки, унинг абсолют ^иймати х  нинг бирор цийматидан 
бошлаб исталган кичкина мусбат s сондан кичикланиб, 
сунгра х  нинг кейинги узгаришларида ^ам s дан кичик- 
лигича цолса, иъни х  нинг бирор цийматидан бошлаб,

тенгсизлиги уз кучини сацлаб борса, у ^олда узгарувчи 
х  ни чексиз кичик сон дейилади.

2. Чексиз кичик соннинг таърифига асосан, узгарувчи 
соппппг лнмитшш япа цуйпдагпча таъриф цилиш мумкип: 

Агарда узгарувчи л' ва узгармас А  соиларн орасидаги 
анирмаси чексиз кичик сон я булса, у долда узгармас сон 
узгарувчи соннинг лнмпти булади. Демак,

х  — А = а

ёки
х  =  Л +  сс (1)

булса, бу долда
lim А'=  Л. (2)

Аксиича, (2) дан ( 1 ) келнб чицади, яъни лимитга эга 
булгап дар бир узгарувчи сом уз лнмитн билан чексиз ки
чик соннинг пип-шдисига тенгднр.

§ 12. ЧЕКСИЗ К АТТА  СОН

1 . Чексиз катта сон тушунчаси алгебрадаи маълум бул- 
са-да, бирок бу тугрида англашилмовчилпк булмасин учуп 
япа бир марта бу тушунчапи эслатиб, таъкидлаб утишпи'
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лозим топамиз. Одатда чексиз катта сои деб куйидаги хос- 
сага эга булган узгарувчи сонни айтилади:

Агарда узгарувчи сон, узгариб, абсолют циймати з а̂р 
цандай мусбат сондан катта булиб кетса ва соннинг кейин- 
>ги узгаришларида з а̂м шу хусусияти сацланиб борса, у 
з^олда бундай узгарувчи сонни чексиз катта сон ё цисца- 
ча „чексизлик“ дейилади.

Лгарда чексиз катта сои узппинг узгаришида маълум вацт- 
дан бошлаб доимо мусбатлигича цолса, у долда бупдап узга- 
рувчиии плюс чексизликка иптилади дейилади ва мапфий- 

.лигича цолгаи дол да— минус чексизликка иптилади дейи
лади.

Таъриф цилинган долларда, узгарувчи х  пинг узгариши- 
ни цуйидагича ифода цилпнади:

lim х  = со ёкп х  -> оо

lim х  — со „ х  -у со

lim х  =  — оо „ х  -> — со.

Чексиз катта сомппнг таърифпга царагапда, у одатдаги ту- 
шуичадаги „катта сои“ эмас, чупки сои дар цапча катта 

■булса-да, унинг чегараси булади.
Таърифдаги хоссага эга булгап узгарувчи соипи „чексиз 

катта сои“ деб айтишдан максад: узгарувчининг цандан уз- 
гаришипи киска суз билап ифода цилпшдир. Мисол учуй,
t g x  ни оламиз. Лгарда х  бирпнчи квадраптда цолиб,
га иитилнб борса, lim t g x  =  со, агарда х  пккпнчи квадраптда
цолиб, га иптилиб борса t g x  =  —  со .

2. Лгарда х  пи чексиз катта сон фараз цплинса, у долда

_
' X

чексиз кичик сон булади. Ха кицатда, тенгликпннг унг 
томоиидаги касрнниг сурати узгармас булгани учун, 
унинг махражи х  чегарасиз усгаи сари касрнинг узи, де
мак а чегарасиз камаяди. Демак, а чексиз кичик сон була- 
ди. Масалаи, агарда

х  =  1 0 ; 1 0 0 ; 1 0 0 0 ; 1 0 0 0 0 ; ... булса

а =  0 , 1 ; 0 ,0 1 ; 0 ,0 0 1 ; 0 ,0 0 0 1 ; . . .булади.
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Аксинча, агарда а иол га айлапмайдиган чексиз кичик сон 
булса

1х  =  —а

чексиз катта сон буладн. ^ацицатда, касрнинг сурати узгар- 
,мас булгани учун унинг махражи а чегарасиз камайган са
ри, касрнинг узи, демак х  чегарасиз уснб боради.

§ 13. ЧЕКСИЗ КИЧИК СОНЛАРНИНГ АСОСИЙ Х ОССАЛАРИ

Математик аиализпинг купгина масалаларида чексиз сон- 
ларга ва уларнинг турли хоссаларига суянншга тутри кела- 
ди. Шунинг учун бу параграфда чексиз кичик сонларнинг 
бир иеча асосий хоссалари билаи таииштириб уташга туг
ри келади. Чексиз кичик сонларнинг асосий хоссалари куйи- 
дагилардан иборат:

Т еорем а  1. Сонлари чегаралан?ан бир неча чексиз ки 
чик сонларнинг алгебраик йириндиси чексиз кияик сон 
булади.

Бупи исбот килшп учун чексиз кичик сонларнинг сони- 
пи п ва узларипн

о., р, 7 , ...X

фараз кнламиз. Лгарда е ни истагапча кичик булган ыусбат 
сон фараз цнлппса, у долда маълум вацтдан бошлаб, цуйи- 
даги тенгсизликлар мавжуд булали:

Р 1 < Т -

к-г

| х | < — .I 1 ^ / 7

15у тенгсизликларни дадлаб кушиш натижасида ушбу тенг- 
с и зли к чицади:
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М  +  1 Э1 +  Ы -1--------Н Ч < ^ - - «  =  £.

Абсол!от соиларпипг хоссасига мувофнц;

| а +  Р +  Т +  • ■ ' И' Ч  <  I а I -I- I ? I +  I Т Н --------- Н  Ч-

Шуннпг учуй:
[ а р — X1 <  г,

бу эса, иигнндппннг чекспз кпчиклигини, яъпи теоремапипг 
исбот булгапинн курсатадп. Кушилувчилардап баъзи бир- 
ларипннг ишоралари -  (минус) булган долда, масалап,

а +  3 ■; - 7 — • ■ • +  X

каби булган долда, унн

к +  р ~|- ( — т) г  • • • -г

равишда ёзиб, дамоп аввалги натижага келиш мумкин. 
Мисол учуп,  цуГшдаги чекспз кичик сопларнн оламиз:

а -  3; 0,3; 0,03; 0,003,...

р = 2 ; 0 ,2 ; 0 ,0 2 ; 0 ,0 0 2 , ...

Буларпи кушгапда ёки бпридан иккипчиспни апириб ол- 
гамда курамизки, уларппнг йигпндиси ва айирмаси яна чек- 
сиз кпчпк сои буладп:

а -|- р --~у, 0,5; 0,05; 0,005;...

а - р =  1 ; 0 , 1 ; 0 ,0 1 ; 0 ,0 0 1 ;. . .

Теоремапипг шартига Караганда, чекспз кичик соплар- 
нипг сони дар канча булсада, лекин у чегаралапгап були- 
ши керак. Буннпг лозимлигини курсатиш учуп п ни бутуга 
мусбат сон фараз килиб, ушбу тепгликларни тузамиз:
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с _  ___|___!___|___|___I . . . _|___.
3 п У п ' ]/ Я У п

п чексиз усганда, бу теигликларнинг унг томонидаги дар 
•бир цушилувчи чексиз кичик булади. Лекип, иккинчи то- 
мондан, дар бир темгликда, цушилувчиларпинг сопини п 
фараз цилганда

^  =  1 , 5 ,  =  ^ ,  5 3 =  1 / ‘/7

■булиб, п чексизликка интилганда 5,  бирга, 5;> полга ва 5 3 

чексизликка интилади.
Т еорем а  2. Чексиз кичик сон билан чегараланган уз- 

гарувчи соннинг купайтмаси яна чексиз кичик сон булади.
Буни исбот цилиш учун чексиз кичик сонпи а ва чега

раланган узгарувчи сонпи х  фараз киламиз. х  чегараланган 
булгаии учун шупдай узгармас мусбат сон, масалан А  мав- 
жуддирки, х  нинг абсолют циймати уидап кичикланади, яъии

\ х \  < А .

Агарда е пи истаганча кичик булган мусбат сон фараз ци- 
линса, у долда а нинг бирор цийматидан бошлаб ушбу тенг- 
сизлнк мавжуд булади:

М<-т-
К'ейинги тенгсизликларпи бпр-бирига купайтириш натижаси- 
да ушбу теигсизлик келиб чицади:

М ' М  < ~ - А  = е.

Иккинчи томондан,
| а | - |л - |  = | а л : |

булгапи учун
| ах | <  е.

Исбот цилинган бу теоремадан цунидаги натижалар келиб 
чицади:

Н а т и ж а  1. Икки (ёки бир неча) чексиз кичик сонлар
нинг бир-бирига купайтмаси яна чексиз кичик сон булади.

)\ацикатда, дар кандай чексиз кичик сои чегараланган 
булади. Буни ва 1-теоремани эътиборга олипса, теоремадан 
далиги патижа келиб чицади.
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Н а т и ж  а ?. Узгармас соннинг чексиз кичик сонга 
купайтмаси яна чексиз кичик сон булади.

Хацицатда дар цандай узгармас сои чегараланган булади. 
Бупи эътиборга олинса, теоремадап далиги патижа келиб 
чицади.

Теорем а 3. Чексиз кичик соннинг нолга айланмайди- 
ган узгарувчи сонга нисбати яна чексиз кичик сон булади.

Бупи исбот цилиш учун а ни чексиз кичик сон ва л- ни- 
цуйилган шартга мувофиц булган узгарувчи сои фараз ци- 
ламиз. Бу долда шупдай А мусбат сон мавжуд буладики, у  
сон л: пинг абсолют цийматидан кичик булади,

\ х \ >  А
ёки бундаи

яъпи ——- дам чегараланган булади. Шартга мувофик а чек
сиз кичик булгапи учун

| а |  <  As,

бунда е дар цапдай кичик мусбат сон. Кейинги икки тенг-  
сизликларии бир-бирига купайтирилса

1 la I < Е

§ и .  У з г а р у в ч и  с о н л а р н и н г  л и м и т л а р и  т у т р и с и д а

АСОСИЙ ТЕО РЕ М А Л А Р

Хар бири лимитга эга булган бир неча узгарувчи сон
ларнинг лимитини излашда цуйидаги асосий теоремалар 
КУлланади:

Т еорем а  1. Сонлари чегараланган бир неча узгарувчи 
сонларнинг алгебраик йириндиси лимити у сонлар лимит,- 
ларининг алгебраик йигиндисига тенгдир.

Узгарувчи сонларни а", у, z, ... t  фараз цилипса, теоре- 
маиинг математик ифодаси цуйидагича булади:

lim ( x - f  у — z +  • • ■ +  ¿) =  lim х  +  lim у  — lim z  +  • • • - fl im t .

X

ёки бупдан
а
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Буни исбот цилиш учуи X нинг лимитини А, у  нинг ли
митным В, z  нинг лимитини С, t  нинг лимитини Р  фараз. 
^иламиз. Лимитнинг таърифига мувофиц

х  =  А -f- а

У =  В  +  ß

z =  С +  7

t  =  Р  +  Х.

Бу тенгликлардаги а, ß, 7 , ... , X ларнинг дар бири чексиз ки~ 
чик сон фараз цилннади. Бу тенгликларнинг алгебраик йи- 
гиндисини оламиз:

х  у — z  -1- -\-1 =  (Л -J- В  — С -)- • • ■ Р) -ь

+  (а +  ß — 7  - ( - . . .  +  X).

Бу тенгликнинг унг томонидаги икки цавсдан биринчиси уз- 
гармас булган долда иккимчнси (а +  ß — 7  -)- -[-X) чексиз. 
кичик сон булади, чунки у чексиз кнчик сонларнинг алгеб
раик йигиндисидан иборатдир. Шунинг учун

lim (х +  у — z  +  • • • +  t) =  А  -¡- В — С -\- • ■ • +  Р

ёки
lim (х  +  у — z -f- • • • -|- t) =  lim х  +  lim у —

— lim z  +  • • • lim t,

чунки узгармас Л, В, С , . . .Р  лар кавс нчидаги узгарувчи- 
ларнипг лимитлари эди.

Теорема 2. Сонлари чегараланган узгарувчи сонлар ку- 
пайтмасининг лимит а у сонлар лимитларининг купайт- 
масига тенгдир.

Узгарувчи сонларни х, у, z, ..., t фараз килинса, теоре- 
манинг математик ифодаси куйидагича булади:

lim (x y z ... t) =  lim л:- lim у -lim z ... lim t.

Энг аввал бу теоремами икки узгарувчи учуи, масалан, 
х  ва у учун исбот циламиз. Агарда х  нинг лимити Л, у  
нинг лимити В, а ва ß ни чексиз кичик сон фараз килинса
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х  — А -[- ос 

У =  В  +  ß-
Бу тенгликларни бнр-бирига купайтирилса

х у  = AB  (А$ -(- Во. +  ар).

Бу тенгликнинг унг томонидагн цавснинг ичидаги кушилув- 
■чиларнинг дар бири чексиз кичик сон булади, чунки А  уз- 
тармас ва В чексиз кичик учун А$ чексиз кичик булади; 
ту н г а  ухшаш Ва дам чексиз кичик булади; а ва ß чексиз 
кичик булгани учуп аЗ дам чексиз кичик булади. Демак,  
цавснинг ичида учта чексиз кичик сонларнинг йигипдиси ту- 
ради. Шунипг учун бу йигиндининг узи чексиз кичик бу
лади. Демак,

lim (х у ) == А В
ёки

l i m ( x y ) =  lim х -lim у,

чумки узгармас А  ва В, х  ва у нимг лимитлари булади. 
Энди, узгарупчи сонларнинг сони дар цанча булгани долда 
дам теоремани исбот цилиш мумкип. Масалан, уларнинг со
ни учта булсин: х,  у ва г .  Исбот цилингап теоремага асо- 
сан

lim (x y z ) =  lim [(л-у)-г] =  lim (ху) • lim z =  l im x - l imy-l imz.
Узгарувчи сонларнинг сони 4, 5, 6 , булган долда дам 
М1ундай цилиб исбот цилиш мумкин. Демак,  узгарувчилар- 
нинг сони дар цанча булса-да (чегараланган булиш шарти 
билан), теорема уз кучини саклайди.

Н а т и ж а .  Узгарувчи соннинг бутун мусбат даражаси- 
нинг лимити узгарувчи лимитининг даражасига тенгдир. 

Хакицатда исбот цилинган теоремага мувофиц

I i m ( > i  'У-г ■Уз -  Уп )  =  Н т у ,  ■ П т у 2 - И т у 3 . . . l imy, , .  
Агарда

У 1 = У 2 =  Уз =  • • > ' „  =  У 

фараз цилинса, бу долда:

И т ( у л)  =  (lim у)” .

Теорем а  3. Булувчининг лимити ноль булмаган х,ол- 
да, икки узгарувчи сон нисбатининг лимит и уларнинг  
лим ит ларк  нисбатига тенгдир.
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Узгарувчи сонларни х  ва у фараз цилинса, теореманинг 
математик ифодаси куйидагича булади:

Бу теоремами исбот цилиш учун: х  нинг лимитини А , у 
нинг лимитими В, а ва р ни чексиз кичик сои фараз цила- 
миз. Шунинг учун

Агарда биримчи тенгликни иккинчисига дадлаб булиб, сунг- 
ра чиццан тенгликнинг иккала томонидан дан айириб 
олинса, цуйидаги тенглик чицади:

Бу тенгликнинг унг томонидаги айириш амали ижро ци- 
линса, унинг куриниши цумидагича булади:

Энди сунгги тенгликнинг унг томонидаги касрни текшира- 
миз. Еу касрнинг сурати чексиз кичик булади, чумки В?, ва 
Лр нинг дар бири чексиз кичик; шунга ухшаш унипг мах- 
ражидаги В$ дам чексиз кичик булади; В 2 булса узгармас 
сон. Демак,  бу каср чексиз кичик соннинг узгармас сонга 
нисбати булгани учун унинг узи чексиз кичик сон булади. 
Шунинг учун лимит таърифига мувофик

х  = А -\-а  

у = В + $.

х  А А +  а А
~у Ж ~  ж •

А АВ +  Ва — АВ — А$ 
В (В  +  ¡1)У в

х  А Ва — АЪ 
~у В В ‘‘ -|- В$ '

ёки

А - 1 7 7



50 Лимит (чек) назарияси

Теорема 4. Узгарувчи соннинг п-даражали илдизининг  
лимиты, у узгарувки сон лимитининг п-дараж али илди- 
зига тенгдир.
А гарда

ва z  нинг лимити мавжуд фараз цилинса (п иинг бутун ва 
мусбат булган доли билан чегараланиб), у долда

z" =  у .

Иккинчи теореманинг натижасига мувофиц

(lim z )n =  lim у
п f ------------- п ,—  п >--------------

ва бундан: lim z  =  у  lim у ёки l i my у = у  l i my .
Хулоса тарицасида бу параграфни цуйидаги теореманинг 

исботи билан тамомлаймиз:
Теорема 5. Узгарувчи сон лимитга эга булгани \о л д а  
унинг лимит и биргина булади.

Хацицатда, агарда узгарувчи х  ни икки лимитга, маса- 
лан А  ва В  лимитларга эга фараз цилинса, у долда лимит 
таърифига мувофиц

х  =  А о.
х  = В +  ,8 ,

буларда а ва р — чексиз кичик сонлар.
Бу тенгликлардан цуйидаги тенглик чицади:

А  +  а =  В  +  р
ёки

А  — В  =  р — а,

бу эса бизни мужмал, мантицсиз натижага олиб келди. Ха- 
цицатда А — В  узгармас сон булган долда р — а булса чек
сиз кичик сондан иборатдир, яъни узгармас сои чексиз ки
чик сопга теиг булмоада: бу мумкин эмас. Шунинг учун 
А = В  булиши керак.

§ 15. ФУНКЦ ИЯНИ НГ ЛИМИТИ

1. Функциянинг аргумента бирор сонга интилиб борган 
долда функциянинг узи бирор сонга интилиб борнши (ё ин- 
тилмаслиги) мумкин.
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Агардэ / ( х ) функциясининг аргументи бирор а сонга, 
кайси цонун билан булмасин, интилиб борган долда f ( x )  
функциянинг узи бирор узгармас А  сонга интилиб борса, у 
долда А  пи / ( х ) функциянинг лимити дейилади ва буни

П т  / (х )  =  А
х->а

равишда ёзилади.
Бирок функция лимитининг бундан кура туларок таърифи 

куйидаги булади:
Агарда / ( х )  функциянинг аргументи х  цандай цонун 

билан б^лса-да, бирор а сонга интилиб борганда / ( х)  
функциянинг узи бирор узгармас А сонга интилиб борса 
ва в ^ар цандай мусбат сон булса-да шундай  ̂ сонни то- 
пиш мумкин булсаки

| х  — а | <  т\ булганда

| / ( х )  — Л | < е  булса,

б у  э^олда А ни /  (х) функциянинг лимити дейилади.
Бу таърифни ва унда иштирок этган сонларнинг ролла- 

рини тасвир цилиш учуп ушбу

\ 'ч‘п , , ,  / ( * )  =  — (А)

фупкцияни олиб, унинг аргументи х  нолга интилганда, 
функциянинг лимити цандай булишини топамиз.

Бироц х  иинг урнига тугридан-тугри 0 ни куйиб бул- 
майди, чунки бу долда

булиб, функция уз маъносими йукотади; деч цандай маъ-
нога эга булмагани учун умуман бупдай ифодаии аницмас 
ифода дейилади. Аргументнинг х  =  0 цийматидаи бошца 
унинг дар бир киймати учуй функция аник кийматга эга 
булади. Лекин х  иолга интилиб боргаи долда /  (х) аник 
лимитга иптилади.

Буни исбот килиш учун энг аввал радиуси бирор узун- 
лик бирлигига тенг булган айлаиа чизамиз (шакл 17).
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Айлананинг биринчи чорагида бирор М  нуцтасидан унинг 
диаметрига тик чизиц тушириб, айлананинг иккинчи N  нук- 
тасига учрашгунча уни давом эттирамиз. АйланадагиУИ ва N  
нуцталар орасидаги ёйни 2х  фараз киламиз. Демак,

>^М(3N  = 2 х \ ку МС} =  х.

Энди айлананинг М  ва N  нуцталарига уринма утказамиз, 
уларнииг бир-бирига учрашган нуцтаси 5  булсин. Шаклга 
мувофиц

М И  N  <  МС1М <  МБ N

еки

ёки

ёки

ёки

2  з!п а: <  2х  <  2  х, 

б ш л  <  л; <  л:,

X
соа х  ’

в ! !!  X  СОЙ X  '

Агарда бу тенгсизликнинг дадлари тескари цилинса, упииг 
куриниши цуйидагича булади:

,  ̂ эм! х  .
1 >  - Г -  >  СОБ X. (В)

х  нолга иптилганда
Нш соб х  = \.
х->-0

(В) га Караганда: - нинг чегараларидан бири 1 эди
кейинги натижага Караганда, унинг иккинчи чегараси дам 
1 га интилиб боради. Шунинг учун:
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Биз юцорида ёйни биринчи квадрантда, яъни 0 < л : < - 2 ~
фараз цилган эдик. Бирок х  <  О булган чокда дам чица- 
рилган тенгликуз кучини саклайди, чунки sin (— л)  =  — s in х .

Энди, r¡ нинг ролини курсатамиз. Бунинг учун (Л) дан (В) 
тенгсизлигининг дар бир дадини айириб оламиз.

0 <  1
sin X

<  1 —  COS X;

Иккинчи томондан, тригонометриядан маълумки,

1 — eos л: =  2 sin2 ; sin2 j <  ~  . 

Шунинг учун:

o < i - ü i ± < 4 - ,

бунга К а р а г а н д а ,

1 -

sin X <  6 (С)

булиши учун

~2~ <  е ёки I х\ < ] / 2 е

булиши керак. Демак, бу долда

?) =  У2ё,

чунки исталган мусбат е сонга, шундай у =  У  2 е тугри кела- 
дики, | х | < т )  булганда (С) тенгсизлиги каноатлантирилади.

2. Юкорида килинган таърифга мувофик х  бирор а ций- 
матга интилганда f ( x )  функциянинг лимити А  булсин учун 
/ (х)  нинг лимити х  нинг а  га интилиш конунига боглик 
булмаслиги керак, яъни х  кандай конун буйича а га ин
тилганда f  (х)  нинг лимити дамма вакт Л булиши керак. 
Мисол учун ушбу

f  (-*) = -------— I—

функцияни олиб, х  нинг 1 га интилганда лимитининг кан
дай булишини текширамиз. Биз бу ерда икки долни текши-



54 Лимит ( чек) назарияси

рамиз: 1 ) л- дамма вацт 1 дан катта булиб, 1 га интилган 
долини ва 2 ) у дамма вацт 1 дан кичик булиб, 1 га интил
ган долини.

Биринчи долда
X =  1 е, е >  О

фараз цилиб,
lim f { x )  =  l im/ ( 1  +  г)
Х->-1 Е —>0

ёзиш мумкин. Бу долда

lim / ( 1  +  s) =  l i m ------ -------- =  0 ,
е->-0 е- ^0  -i_

1 +  2 г
чунки

lim 2  Е =  со .
е^О

Агарда, х  дамма вацт 1 дан кичик булиб, 1 га интилса 
у долда

X  =  I — е, е > 0
фараз цилиб

lim f ( x )  =  lim / ( 1  — е)
Х->1 £-*-()

ёзиш мумкин. Бу долда

lim / ( 1  — s) =  l im------ ----- ¡— =  3 ,
£-0 £-*0 - 4 -

чунки
- ±  1 

lim 2  e =  lim —г  =  0 .
£->-0 e- * 0  2 ~

Шунинг билан, натижада,

lim / ( 1  +  e) =j= l im / ( 1  — e).
£->-0 £-»-()

Умуман, a- > 0  булиб, а га интилганда / ( х ) н и н г  лимитини

f (а, -1- 0)
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равишда ва х  <  а булиб, а га интилганда

f ( a - O )
равишда ёзилади ва

f ( a  +  0)  = /  ( а  —  0)

оулган долдагииа f  (х)  функция х  нинг а кийматида лимит- 
га эга булади.

§ 16. ФУНКЦИЯНИНГ ЛИМИТИНИ ^ И С О Б Л А Ш  МИСОЛЛАРИ

Функцияларнинг лимитларини излашда умуман утган па- 
раграфларда исбот цилинган теоремалар цулланади. Шунинг 
билаы баробар берилган функциянинг тузилишига цараб иш 
куришга тугри келади. Кандай долларда цандай иш куриш- 
ми тасвир цилиш учун куйида бир неча характерли мисол- 
ларпи ечиб курсатамиз:

М и с о л  I. Куйидаги лимит топилсин:

lim (7х2 +  2 sin х  +  3).

Узгарувчи сонларнинг лимитлари тугрисидаги биринчи тео- 
ремага мувофиц:

lim (7х- -|- 2 sin х  -f- 3) =  lim (7л:2) - f  lim (2 sin x)  - f  3 =  3,
.*->0 x-*0  x-i-0

чупки узгармас соннинг лимитияна уша соннинг узи булади 
М и с о л  2 . Куйидаги лимит топилсин:

X3 — 1lim J — i .  
х->1 х 1

Лгарда л: нинг урнига турридан-турри 1 куйилса

1 - 1  о 
1 — 1 о

булиб, амицмас ифода чицади. Бирок х  ф  1 фараз килиб 
берилган касрни х — 1 га кисцартирилса, у

jc3 — 1 ( х — 1) (je= + х +  1 ) 2 . . .------ г =  - -------—--- г —:]—L- =  X2 +  X +  1х — 1 х — 1 1

-булади. Шунинг учун:
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П т —— |  =  11т (л:2 +  л: +  1) =  3. 
х -+ \  1 *-*1

Ми с о л .  3. Куйидаги л и м и т  т о п и л с и н :

.. 1 -  У 1 -  л:
11т  — --------- .

х-+0 х

Агарда х  нинг урнига тугридан-тугри 0 куйилса чица-
ди, яъни аницмас ифода чицади. Шунинг учун х  Ф 1 фараз 
цилиб, берилган касрнинг сурат ва махражини

1 +  V 1 — х

га купайтирилса, уни х  га кискартириш мумкин булади. 
Шунинг учун:

„ т  ,  -  =  | [ т  _ ( 1 - у Т ^ Г ) ( 1 + Г —  _

х^О х(1 + У \ — х  )

. .  1 - 1  +  х  1 1=  Пт  . =  П т -------- ■ - =  .
*-»-0 ( \ + х У \ — х )  ^ . , .0  1 +  К 1 — ■* 2

М и с о л  4. Куйидаги лимит топилсин:

. . Зх3 +  5х — 7 
1 1т  —г—̂ — .Ьх* -+- х  +  1ЛС->0О 1

Агарда х  нинг урнига тугридан-тугри оо ни кУйилса-^- бу 
лади. Бу дам аницмас ифода саналади, чунки у деч цандай 
маънога эга эмасдир. Бирок берилган касрнинг сурат ва 
махражини х 2 булиб, сунгра лимитга утилса, куйидаги аник 
натижа чицади:

Зх* +  5 х - 7  3 +  А  -  Л -
х  х 2 3 П т -------------------  =  П т -----------------— =  -^~.

•*-«> 5 х * + х + \  л' - >0° 5 +  —  +  _X X2

М и  с о л  5. Куйидаги лимит топилсин:
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Бу дам 4-мисолдаги типдан, чунки л: чексизликка интилган- 
да ифоданинг сурат ва махражи дам чексизликка интилади, 
Шунинг учун энг аввал касрнинг сурат ва махражини х  
нинг энг катта даражасига, яъни х 4 га булиб, сунгра ли- 
митга утамиз:

М и с о л  6 . Куйидаги лимит топилсин:

Бу лимитни топиш учун кетма-кет цуйидаги амалларни ижро* 
циламиз:

5

lim —__ * 3 __ — =  lim —
ОО х* +  3 Х - +  оо

lim — ...i ¡ г 
а х 2 (1 +  c o s  X )

1 —  c o s 2 je s in 2jc
X * 1 +  e o s  X

чунки

1, lim cos X =  1.

М и с о л  7. Куйидаги лимит топилсин:

Hm д
X  —  а

П г ---  п г ---

Берилган лимитни топиш учун
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±п 1 пх  =  г , а =  Ь 

•фараз циламиз. Бу долда
П ,----  П, ----
у х  — у  а t  — Ь

у  _  ьп * " - 1  + ¿"“2 ь +  г" “3 Ь2 +  • • • -I- ьп~1

х - > а  долда Ь =  V а ,  Ь = У а .  Шунинг учуй

п г ----  И / -----

V х  — У а
П т  г _  д =  п тг ^.а х ~ а пг— С1- 1 +  1п 2 ь +  1п~'л г-2 +  . - . +  ьп~1
х  “  у  а

п ^ а я - Г

Масалалар

11. Нт  ( х 2 +  —-----2х  +  1 ) =  Жавоб: 5.ЛС—3 V * I

12. Н т  ^с 2 +  ~  -  2х  +  5 ^ =  Жавоб:  5.

13. ¡Пт ^15 -г х ^_ 1  ̂ =  Жавоб: 15.

14. Н т  Зх +-5— =  Жавоб:  3.
Х - * - о о  Х

15. П т  7x3 ¿ Г  +  1 =  Жавоб: 3,5.

1 с  1 ■ +  Зх* — 5 м г  « 316. Н т ----- --------- =  Ж а в о б : - г - .
Х->-со Х

17. П т  **.. 1 =  Жавоб:  0.
3*3 + 5
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18. lim * ^  =  Жавоб: оо.
Х - >  о о  ^

19. lim ----- ix n 5- =  Жавоб:  оо.
л — о

Х - +  ОО

20. lim + — =  Жавоб:  З а 2.

01 .. (х 4- h)3 — X3 
2 1 . lim —------- ¡--------- = Жавоб: Зх2.

22. lim ^ i r 2* -  Жавоб: 2.
jc-*-0 *  +  x

оо i • ■ЛГ'* +  2jt — 3 ... 2
23. j u n -  í T -4— ¿ =  Жавоб: T  •

24. lim =  Ж а в о б : ------J - .
x - l

25. lim (^ +  /г)Л - * Л =  Жавоб: n x a~l
Л -0  Л

26. lim +/ ~  1 =  Ж а в о б : ^ - .  
*-0 х 2

27. lim V l + X J xr ¡  Жавоб: -
лг-0 0д: 5

28. lim / !  +  * + * » - ! _  =  Жавоб. 1 _
х-*0 2

29. lim У* +  h V t  =  Ж авоб :—
и - о  "  2

30. lim - * >  +  ■* ~ Y a ~ x  =  Ж авоб : - L - .
X - + Q  *  V a

o í  i * 1 + 2  +  3 4 -  • * * +  я  -,T/. -  1«11. lim ---------— ----------- - — Жавоб:-«-.
/у - >  оо ^
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32. Нш
* - 2

33. Нш
л:—0

х 3 — х  -  2
л-2 — 4

] Л  — л:= -  к  1 +  л:2
ж2 —

Жавоб:

Ж авоб: ■ 1 .

34. Пт
л - 2

л:2 — 5л: 4- 6 
х* -  2л:2 — л  +  2

о с  — 6 +  К * 2 — 4ас35. П т ------ !—Ч5------------ =
а —0 1а

36. П т ^ - (д +  6)^ - ^ - -
л:—а х* — (а — Ь) х  — аЬ 

х  — У х  — 1 __

Ж авоб:-----.

Ж авоб: — у .

Жавоб: т т т -

37. Пт --------
х-><х> х  +  У  х — 1

38*. Пт
П-»-оо

39. Нш
;с-> оо

12 +  22 +  32+ . . .  +/73 
Л3

/ л н П - —/ л *
ал: +  Ь

40. П т (]/л : +  1 — V х  — 1 )

. ,  , .  У  х> +  а 2 — а41. 11т ------
^  +  г>2 -  ь

лг. х 2 — у а * х42. Пт
х ^ а У а х  — а х  

.ч!п 5 х43. Пт
л:—0

44. Пт
л — 0

Ях
в!!! X

45. Пт
л:—0

з!п X 
а х

Ж авоб: 1.

Жавоб:

Ж авоб: —  а

Ж авоб: 0. 

Жавоб: а

Ж авоб: — 

Ж авоб: 5. 

Жавоб: 3.

Ж авоб: —  а

а
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46. Нш -7^ 5— . Ж а в о б :-^ - .
*->0 3

47. П т —■2 -  =  Жавоб: 0.
х-,0 х

48. П т -  П т ( -----  ̂=Ж авоб: 1.1 =  1

х~* 3

х->-0

х ^0  * х ^ 0\ X СОЗХ

49. Пт  1~ с05~  =  Жавоб:  0.
л->0 *

ь-т ^  5лг _  Жавоб:  -4-
7 х  7

51. П т  451п,(3х Жавоб:  4., З х  — 1

52. П т  хс{%ах  =  Жавоб:

г о  в1п ал: +  з1п/лдг . Т,  ... , ,53. 11т --------- 1---------  Ж авоо :а  +  о.
*->0 х

54. Пт  51п(51пд:) ■= Жавоб: 1. 
х-+0 х

__ ..  агс э!п х  „ .55. П т ----------- =  Л а в о л  1.
х̂ О х

§ 17*. УЗГАРУВЧИ СОННИНГ К Щ ОРИ ВА ЦУЙИ ЧЕГАРАЛАРИ

1. Математик апализнинг мудим тушунчаларидан бири 
узгарувчи соннинг юкори ва куйи чегаралари тушунчаси 
саналади. Шунинг учун бу уринда шу тушунча билан та- 
пипггириб утишии лозим топамиз.

.Узгарувчи х  соннинг юцори чегараси деб цуйидаги икки 
хоссага эга булган М  сонни айтилади:

а) х  пинг цийматларидан деч цайси бири М  дан катта 
эм ас: х  -<Ж;



62 Лимит (чек) назарияси

б) М  дан кичик булган дар бир сои деч булмаганда х  
нинг битта цийматидан кичик булади, яъни з дар ^андай 
кичкина мусбат сон булса-да, х  нинг кийматлари пчида 
шундайи топиладики, у М  — е дан катта булади.

Агарда узгарувчи соннинг кийматларидап бири (ё бир 
нечаси) унинг юцори чегарасига тенг булиб цолса, у долда 
узгарувчи соннинг бупдай циймати унинг энг катта ^ийма- 
ти саиалади.

Шунга ухшаш, узгарувчи х  соннинг куйи чегарасн деб 
ушбу икки хоссага эга булган т сонни айтилади:

а) х  нинг кийматларидан деч цайси бири т дан кичик 
эмас,

в) т дан катта булган дар бир сон деч булмаганда х  
нинг битта цийматидан катта булади, яъни з дар цандай кич
кина мусбат сон булса-да, х  нинг кийматлари ичида шун
дайи топиладики, у т-\- е  дан кичик булади.

Агарда узгарувчи соннинг цийматларидап бири (ё бир 
нечаси) унинг цуйи чегарасига тенг булиб колса, у долда 
узгарувчи соннинг бундай киймати унинг эиг кичик цийма- 
ти дейилади.

2. Берилган таърифларга асосланиб ушбу теореманн нс- 
бот киламиз:

Теорем а  Юцоридан чегараланган узгарувчи сон юцори 
чегарага ва цуйидан чегараланган узгарувчи сон цуйи че- 
гарага эга булади.

Бу теореманинг бир цисмини, масалан, 1-^исминн нсбот 
Килиш кифоя цилади, чупки унинг иккала кисми дам бир 
усулда исбот цилинади. Теореманинг биринчи цисмини ис- 
бот цилиш учун рационал сопларни куйидаги усул буйича 
икки синфга буламиз: х  цийматларииинг деч булмаганда 
биридан катта булмаган дамма рационал сонларни биринчи 
синфга ва х  нинг дар бир кийматидан катта булган дамма 
рационал сонларни иккинчи синфга утказамиз.

Бу долда иккинчи синфдаги дар бир сои биринчи синф- 
даги дар бир сондан катта булади. Буни эътиборга олиб, п  
ни исталганча олинган бирор бутун мусбат сон фараз кила
миз ва п х  купайтманинг дамма кийматларидан бутун ь;исм- 
ларини ажратамиз. Агарда бутун цисмларнинг энг каттаси- 
ни Е  фараз килинса, у долда Е ~ г \  далиги пх  купайтманинг 
дамма кийматларидан катта булади:

(О
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Иккинчи томондан, Е, пх  даги бутун цисмларнинг энг 
каттаси булгани учун у пх  цийматларининг деч булмаганлз 
биридап катта була олмайди:

Е  •< пх  ёки —  <  а-. (2)п  ̂ 4 '

( 1 ) ва (2 ) ни солиштириб караш натижасида —  нинг бирин-

чи синфданлиги ва нинг иккинчи синфдалиги келиб чи-
цади. Иккинчи томондан, уларпинг орасидаги

Е  +  1 Е ___ 1_
п п  — я

айирмани, п етарли даражада катта булганда, истаганча 
кичик цилиш мумкин. Демак, дамма вацт: бири биринчи 
синфдан ва иккинчиси — иккинчи синфдан шундай икки ра- 
ционал сонни топиш мумкинки, уларнинг орасидаги айирма 
дар цандай кичкина мусбат сондан кичик булади.

Буни эътиборга олиб, дамма рационал сонларни кетма- 
кет усишига цараб, цатор циламиз; бу долда энг аввал би
ринчи синф сонлари давом этиб, сунгра (бирор ердан) ик
кинчи синф сонлари бошланади ва иккала синф орасида деч 
цандай чекли орали^ булмайди.

Бу эса иккала сипфнинг умумий чегараси булган бирор 
М  соннинг борлигини курсатади. Мана шу М  сои узгарув- 
чи х  нинг юцори чегараси булади, чунки

а) М  нинг келиб чи^ишига Караганда х  нинг кийматла- 
ридан деч цайси бири М  дан катта була олмайди. Ха^и^ат- 
да, агарда а ни х  нинг цийматларидан бири ва а > т И  фараз 
килинса, у долда а билан М  нинг орасидаги дамма рацио- 
нал сонлар биринчи синфга карашли булар эди ва биринчи 
синф сонлари орасида (ичида) М дан катта сон булар эди. 
Бу эса мумкин эмас, чунки М  биринчи сипфнинг дамма 
сонларидан катта.

б) М  дан кичик булгап дар бир сон деч булмаганда х  
нинг бирорта кийматидан кичик булади. Хаки^атда, Ь, М  
дан кичик бирор сон булсин: Ь <  М. Лекин биринчи синф- 
да М  дан истаганча кичик ёки М  га жуда яцин сонлар бор; 
буларнинг ичида Ь га Караганда М  га яцинроц сонлар бор- 
дир. Шунинг учун х  нинг цийматлари ичида деч булма
ганда битта шундайи топиладики, у Ь дан катта булади.



«64 Лимит ( чек) назарияси

§ .  18*. У З Г А Р У В Ч И  С О Н Н И Н Г  Л И М И Т Г А  Э Г А  Б У Л И Ш  
Б Е Л Г И Л А Р И

Маълумки, дар цандай узгарувчи сон лимитга эга була- 
вермайди. Иккинчи томондан, узгарувчи соннинг лимитини 
дамма вацт топиб булмайди. Бирок узгарувчи соннинг ли
митини топиш мумкин булмаса-да, купинча унинг лимитга 
эгалигини билишга тугри келади. Куйидаги теоремалар бу 
масалани ечишга имкон беради.

1. Монотон узгарувчининг лимити
Агарда узгарувчи соннинг узгаришида унинг цийматла- 

ри дамма вакт усиб борса, яъни унинг дар бир кейинги 
циймати аввалгисидан кичик булмаса, бу долда бундай уз- 
тарувчи сонни монотон усувчи дейилади. Демак,  агарда х  
нинг кетма-кет цийматлариии

х 1 , х 2 , х3 , х п , ...

фараз цилинса, бу долда

х 1 < х 2 < х 3

Шунга ухшаш, агарда узгарувчи соннинг узгаришида 
унинг кийматлари дамма вацт камайиб борса, яъни унинг 
дар бир кейинги циймати аввалгисидан катта булмаса, бу 
:долда бундай узгарувчи сонни монотон камаювчи дейилади. 
Демак,  агарда х  нинг кетма-кет цийм 1тларипи

х, , х 2 , х :1, . . . ,  хп ...

.фараз цилипса, бу долда

х \ х 2 х з х п

Бундай усувчи ё камаювчи сонларни умумап монотон 
узгарувчи дейилади.

Теорема 1. Агарда узгарувчи х  х,амма вацт монотон 
усиб борса, лекин шунинг билам баробар бирор узгармас 
А сондан кичиклигияа цолса, бу ^олда узгарувчи х  ли
митга эга булади ва у лимит А дан кичик ё А га тенг 
булади.

Теореманинг шартига мувофиц узгарувчи х  юкоридан 
чегаралангани учун унинг юцори М. чегараси булади. Юцо- 
ри чегаранинг биринчи хоссасига мувофик х < ;т И .  Шуиинг 
учун е цандай мусбат сон булса да х  <  М  -]- з булади.
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Юцори чегаранинг иккинчи хоссасига мувофик, х  нинг 
кийматлари ичида шундайи топиладики, у М — е дан катта 
булади. Демак,  х  нинг бирор цийматидан бошлаб унинг 
^амма цийматлари ушбу тенгсизликларни цаноатлантиради:

М  —  е О < У И  +  е.

Шунинг учун
lim х  =  М.

Иккинчи томондан, х  нинг ^амма цийматлари А дан 
катта булмагани учун М  пинг узи ^ам А дан катта була 
олмайди. Демак,

м  ; л .

Теорема 2. Агарда монотон узгарувчи х  камайиб бор- 
са, лекин шунинг билан баробар бирор узгармас В сон- 
дан катталигича цолса, бу ^олда узгарувчи х лимитга 
эга булади ва у лимит В дан катта ё В га тенг булади.

Бу теорема >;ам худди юкорида исбот килингап йул би
лан исбот цилинади; фацат бу ^олда х  нинг куйи чегараси 
т нинг хоссаларига суянишга тугри келади.

2. Коши белгиси

Кошининг белгиси ушбу теорема билан ифода цилинади
Теорема: Узгарувчи х нинг лимитга эга булиши учун  

унинг бирор цийматидан бошлаб \а р  икки х', х" ций- 
матларнинг орасидаги айирмасининг абсолют циймати 
исталган мусбат е сондан ки.чик булиши, яъни х  нинг 
бирор цийматидан бошлаб

| х' — х" | <  е

тенгсизлигининг бажарилиши лозим ва кифоядир.
Биз бу ердада куйилган шартнинг лозимлигини исбот 

Килиш билан чегаралапамиз. Бунинг учун узгарувчи хнинг  
лимитини а фараз киламиз, l imх =  а. Бу ^олда, е цандай 
мусбат сон булса-да, х  нинг бирор цийматидан бошлаб

| х ' - а \ < - ^ - ,  |л "  — а  |<  -^- . (Л)

Иккинчи томондан:

| хГ -  х? | =  | {х" -  а) -  {х' -  а) | <  | х" -  а | +  | х '  -  а |
5 - 1 7 7
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ёки (А) га мувофиц
(В)

Демак,  узгарувчи сом лимитга эга булган ^олда, унинг 
бирор цийматидан бошлаб, *ар икки кийматлари орасидаги 
айирмасининг абсолют циймати исталган мусбат соидан ки- 
чикланиб, х  нинг кейинги узгаришларида ^ам шу кичикли- 
гича цолади. Аксинча, В тенгсизлиги мавжуд булгаида уз
гарувчи х  лимитга эга булади. Теореманинг бу цисмини 
исбот цилмай, шунинг билан чегараланишии лозим топампз.

Купинча математик масалаларни текшириш ушбу лимит- 
ни излашга олиб келади:

Бу лимит математикада гоят даражада катта роль уй- 
найди. Уни излашга киришишдан илгари уцувчиларни баъзи 
бир янглиш фикрлардан сацлашни лозим топамиз. Ифодага 
гозаки Караганда мана бундай уйлаш мумкин: „п чексиз

цавснииг ичида ёлгиз 1 цолади ва 1” = 1  булади“.
Бундай му^окама цилиш ярамайди: п, яъни даража кур- 

саткич, ^ар цандай катта булса-да, у чекли булган ){олда- 
гина бундай му^окама цилиш тугри булар эди, холбуки, бу 
ерда п чексиз усиб боради,

Иккинчи томондан, даража курсаткичи п чексиз усиб 
борган билан у „ифоданинг узи з$ам чексиз усиб боради“

деб булмайди, чунки бу ^олда ^1 +  бирга яцинлашиб
келади. Шуига ухшаш у бирга яцинлашгап билан „ифода
нинг узи >;ам бирга яцинлашади“ деб булмайди, чунки бу 
з{олда унинг даража курсаткичи чексиз усиб боради.

Айтилганларпи очиц тасвир цилиш мацсадида п га бир 
неча кетма-кет усиб борувчи цийматларни бериб, ифода
нинг уларга тегишли цийматларини >;исоблаб курсатамиз; п 
га берилган цийматлар ва чиодан натижалар цуйидаги жад- 
валдан куринмовда:

§  19. Н А Т У Р А Л  Л О Г А Р И Ф М  А С О С И

усиб борганда —  нолга яцинлашиб боради; шунинг учуй



$ 19. Натурал логарифм асоси 67

п ы г
1 2,00

2 2,25

3 2,37

4 2,44

5 2,48

6 2,52

7 2,54

8 2,56

1000 2,71

Бу жадвалга Караганда: п пинг киймати 1 дан 1000 гача 
усиб борса-да, бирок ифоданинг киймати 2 билан 3 нинг 
орасида булади.

Энди, масала шундаки, п з;ар канча чексиз усиб борган ^ол- 
да ^ам, ифоданинг киймати шу чегара ичида, яъни 2 билан 3 
орасида колармикан? Куйидаги текширишлар бу саволга 
м\сбат жавоб беради. Текширишни уч кисмга буламиз:

]. Энг аввал /г ни бутуи ва мусбат фараз киламиз, яъни 
п чексиз усиб, ёлгиз бутун мусбат кийматларга эга булсин. 
1 3 ^олда,  Ньютон биноми формуласига мувофик

1 : 1 У _ 1  I „  1 I п ( п — 1) 1 я  ( я  -  1 ) ( я — 2) ч/
1 1- —  -  Ц -  Я- —  +  ! . 2 • + ------ Г ^ З ------

1 . . и ( я  — 1)(я — 2 ) - • -(я — £ 1 )  1 . . 1  
И ? '  ' 1 ■ 2 ■ 3 • ■ ■ ■ /г ^  '

Агарда бунинг 2-^адини п га, 3-^адини пг га, 4-^адини 
п3 га... кискартирилса, ифоданинг куриниши куйидагича 
■'\'лади:
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(1 + 4-) -1 + 1+т 2'(1_ 4')+г з̂ (1_~̂ )
Х  ( ! “  1 г ) Н +  ' 1 . 2 - 3 . . .  л  ( ! “  4 - )  Х

М )

X

Бир томондан, бу ифоданинг унг томонидаги ^ар бир 
кавснинг ичидаги айирма мусбат булиб, иккинчи томондан, 
п ^ар цанча усиб борган ^олда )^ам мусбатлигича долгами 
учуй

(1  +  4 - ) " > 2 . (2 )

( 1) даги ^ар бир цавсиинг циймати бирдаи кичик; агарда 
уларнинг ^ар бирининг урнига бир бутун ёзилса ( 1) нинг 
унг томони аввалгисига Караганда бирмунча ортади. Демак,

(■* я
Агарда бу тенгсизликнинг унг томонидаги касрларнинг мах- 
ражларидаги 2,3. . . .  /: ларнинг ^ар бирининг урнига ёлгиз 2 
куйилса, у тенгсизлик яна кучаяди,

( 1 + 4 ~) <1 +1 +4 -+~̂ +4 н
чексиз камаювчи прогрессив йигиндисининг формуласига 
мувофик

1 +  - 7 г + " 5 г + “̂ - + 1 н — = 2 -

булгани учун

( >  +  4 - ) ’  < 3 '  <3 '

(2) ва (3) тенгсизликлардан куйидаги натижа чицади:

2 < ^  +  4 - У < 3 .  (4)
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Юкорида ёзилган (1) га мувофик, я  нинг киймати бутун 
ва мусбат булиб, чексиз усиб борган ^олда: 1) ундаги кУ_ 
шилувчиларнинг сони ортиб боради, 2) jçap бир цавснинг 
киймати мусбатлигича колади ва 3) jçap бир кавснинг кий
мати ортиб, бирга якинлашиб боради. Демак,  п нинг кийма
ти бутун ва мусбат булиб, чексиз усиб борганда

нинг киймати усиб боради ва )(амма вакт 3 дан кичик ва 
2 дан катта булади. 16-параграфда исбот килинган теорема- 
га мувофик бу ^олда

(■+-)"
белгили лимитга интилади. Бу лимитни одатда е ){арфи би- 
лан ифода киладилар. Демак,

lim ( 1 -I- )  = е .  (5)
П->оо \  /

2. Энди, п ни ^ар кандай мусбат сон фараз киламиз, 
яъни ti чексиз усиб, ^ар кандай мусбат кийматларга эга 
булсин.

Агарда п нинг бутун кисмини k фараз килинса, у ^олда

Л < я < А  +  1, (6)

Оки 1 ^  1 1
к п k  +  1

1 +  4 -  >  i +  4 -  >  i 1 1

k +  1

(6 ) тенгсизликни эътиборга олганда буни куйидагича ёзиш 
му мкин :

1 +  т ' ) * " > ( , +  -я- ) ” > ( 1 +  г т т ) ’ - <7>
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к  бутун мусбат сон булгани учун (5) га мувофик

Лт» (‘ + тГ ='1т{(1 + 4-)* • (‘ + 4-))=‘-1 =
Шунга ухшаш

¿ т„ ( 1 +  г 4 г )  “ ¿ “ „ К 1 +  *+■>■ Г  : ( '  +  7 Г Ы ! "

=  е\ 1 =  е.

Демак', (7) тепгсизликнипг чекка ^адлари е га интилади. 
Шунинг учун унииг урта хади ^ам е га интилади, яъни

П т  11 Н-----
П->-оо \  П

1 \ п =  е.

Демак,  п чексиз усиб, ^ар кандай мусбат цийматларга 
эга булган ^олда >;ам текширилмоада булган ифодаиииг 
лимити ^амон е булади.

3. Энди п ни манфий фараз циламиз, яъни п нинг абсо
лют циймати чексиз усиб, узи манфий кийматларга эга 
булсин. Бу ^олда

п =  —р, р >  0 

фараз киламиз. Шунинг учум:

=  ( 1  +  т Л Т  =  ( 1 +  • ( 1  +  1

е.

Р - \ )  ^  1 р - 1 )  ^  1 Р - \ )  •

Ит ( ! + -¿г)" =Ит{(1 + ¿¿г)" * (* + Ь

Демак,  п нинг абсолют циймати чексиз усиб, узи ^ар 
цандай манфий кийматларга эга булган ^олда ^ам

Пт
П-+ оо
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эгаШунинг билан натижада п ^арцандай цийматларга 
булса-да, унинг абсолют циймати чексиз усганда ^амма 
вацт

lim I 1 - г  —  | =  е. (8)

Геометрияда к цандай а^амиятга эга булса, математи 
апализда е ^ам шундай катта а^амиятга эгадир. е ^еч цан- 
дай алгебраик тенгламанипг илдизи була олмайди, яъпи у 
трансцепдент сондир. Шунинг учун е нинг фацат тацрибий 
цийматини топиш мумкин.

Китобнипг келаси бобларининг бирида е нииг тацрибий 
цийматини, исталган аницлик билан цийматини топиш учун 
гоят кулай усул тацдим цилннади ва вергулдан кейин беш 
хона билан чегаралапган ){олда е нинг тацрибий циймати 
цуйидагича булади:

« =  2,71828...

Баъзи бир вацтларда е нииг нфодаси бошца шаклда иш- 
латилади. Бунинг учун —■ пи бирор ^арф билан, масалан, 
я билан нфода цилинади:

i 1—  =  а ва п =  — .п а

Бунга Караганда ti чексизликка интилса а полга интилади. 
Шунинг учун бу >;олда ифодасинииг куриниши цуйидагича 
булади:

¡
lim (1 +  а ) “ = е .

Ct- 0  к ’

М и с о л:
/_а£±_6_ у

- о с  I  “  )JC-> оо

Берилган ифодани цуйидагича ёзиш мумкин:
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Шунинг учун

, i m„  ( ) '  - i ' ” „  { ( 1 + Ц ) “ =■с 4 =  у 7 -

Одатда бошлангич математикада асоси 10 булган лога
рифм ишлатилади ва у системани „унлик система“ ёки „Бриг 
логарифмлари“ дейилади. Холбуки, математик анализда асо
си е га тенг булган логарифм системаси ишлатилади ва у 
f o h t  даражада унгайлик келтиради.

Асоси е га тенг булган логарифм системасини натурал 
система дейилади.

Бу системани, бонща логарифм системаларидан ажратиш 
учун одатдаги „log“ ёки nlg“ урнига „In“ ёзилади. Масалан, 
бирор х  нинг е асосдаги логарифмини

ёзиш урнига
In х

ёзиб, „х нинг натурал логарифми“ деб уцилади.
Хамма вацт бир системадаги логарифмдан иккинчи бир 

системага утиш мумкин, Масалан, бирор соннинг, айтайлик, 
N  нинг а асосли логарифми х  ва е асосли логарифми убул-  
син,

N = c i \ N =  еу .
Демак,

ах =

Бу тенгликнинг иккала томонидан натурал логарифм олинса,
х  In а =  у  In е =  у,

чунки )tap бир системада, у система асосининг логарифми 
бирга тенг булади. Юцорида цилинган фаразияга мувофик

Шунинг учун 

ва, бундан

x =  \gaN,  у =  1пN.  

lgflA M n a  =  \ n N

=  1пЛ/‘ пг!г -)п а
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Демак,  N  нинг а асосли логарифмини топиш учун: 
N  нинг натурал логарифмини а нинг натурал логарифми  
тескарисига купайтириш керак булади.

Кейинги формуладаги М =
а асосли логарифм системасининг модули дейилади ва а =  10 
булган ^олда унинг киймати цуйидагича булади:

М  =  о, 4342945... 
Масалалар

Жавоб: е3.

Жавоб: еа .

Жавоб: у/~

Жавоб: —  е

Х - >  оо
Жавоб:  е

Жавоб: —

5 Г—Ж авоб :у  е

63. Пт  (1 -|- соэ х)
х->0

а бос х Жавоб: еа

64. 11т 1п (1 +  х) Жавоб:  1п е =  1
л:-*-О х

Жавоб:  е

Жавоб: ехь
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_ 1 __

67. Н т х *-1 =  Жавоб: е.
х-> 1

68 . Нт  (¡ гЧ тт)  =  Жавоб:  е.
Х̂ -оо \  х ' /

69. Иш [ — =  Жавоб: е1.
д:-> -оо \  х  }

пП* >• (1-2 +  2-:н- •• Я (И -I-1) =  мл 17 ( К Н т - ------------- п,-------------- Жавоо:
/2 со

71 I й™ (« ' и ' ) ' } =  Жавоб: ь  

72' п И  ^  +  ¿ ‘!---------^ Т 2 г }  =  ЖаВОб: ^

73. Пш (х — 1)* 2 =  Жавоб:  е
Х ~ > с о

74*. Нт  11п ( а -¡-ехИ ) 1п ^1 -|- |  =  Жавоб: 1.

75. П т  | х  У х  ^ х * ~  V х 11 =  Жавоб:

76- ^ 0 . ^ ) =  Жавоб: 1

77*. П т  { 4 -  tg ~ +  % -£ -+ .- .+ ± ;  =  Жавоб:

§  20 .  Ч Е К С И З  К И Ч И К  С О Н Л А Р  Т А Р Т И Б И

Хар бир чексиз кичик сонпинг лимити ноль булса-да, 
.лекин икки бир-бирига богланган чексиз кичик сондаи бирм 
иккинчисига нисбатан „тезроц“ „ёки“ „сустрок“ нолга яцин- 
лашиб бориши мумкин. Купинча масалаларда буни билиш- 
га турри келади.

Бундай лолларда чексиз кичик сонлардан бирини асос 
цилиб олиб, уни цолганлари билан солиштириб курилади.
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Бунинг натижасида ушбу тартиб тушупчаси келиб чицади: 
а ва р нинг jçap бири чексиз кичик сон ва —  нинг

<Х
лимити k булсин:

lim —-  =  /г,а ’

бу  ^олда
1) агарда k =0 булса, р ни я га нисбатан юцори тар- 

тибли дейилади.
2) Агарда k =  со бул са , ß ни а га нисбатан цуйи тар- 

тибли дейилади ва
3) агарда k нолга тенг булмаган чекли (сон) булса  

(k ; 0, k /  ex;), р ва а ни бир тартибли дейилади.
Агарда шумдай узгармас сон, масалан /г мавжуд булсаки,

полга тепг булмаган чекли сон булса, у ^олда ß ми а га 
нисбатан я-тартибли дейилади.

М и с о л  1. Агарда ß =  а3 -|- 2а2 булса, у ^олда

lim -у- =  lim ° +а 2а =  lim (а2 +  2а) == О,

чупки а чексиз кичик сои булгани учун унинг лимити ноль 
булади. Демак, бу мисолда ß а га нисбатан юцори тартибли 
булади. Буни бошцача цилиб айтганда, а га Караганда ß 
„тезроц“ нолга якинлашади.

М и с о л  2. Агарда ß =  ' j /a  булса, бу ^олда

lim —  =  h m -----=  u m —=■ =  oo.
“ “ Ya

Демак,  бу мисолда ß нинг тартиби а га нисбатан цуйи 
булади. Бу эса ß нинг а га Караганда „сустроц“ нолга 
я^инлашишини курсатади.

М и с о л  3. Агарда р =  5а +  а2 булса, бу .^олда

lim —  - lim ■ °g +  а— =  lim (5 +  а) =  5.а a v i /
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Дсмак, бу мисолда ß ва а бир тартиблн булади. Бу эса 
Р билан а нинг „бир тезлик“ билан нолга нцинлашиб бори- 
шини курсатади.

§  21. Ч Е К С И З  К И Ч И К  С О Н Л А Р Н И  А Л М А Ш Т И Р И Ш

Чексиз кичик сонларнинг энг катта а^амияти шундаки, 
купинча куриниши жуда мураккаб булган чексиз кичик 
сонларни улардан кура соддароц чексиз кичиксонлар билан 
алмаштириш мумкин булади. Бундай алмаштиришларнинг 
цандай лолларда мумкинлигини ифода цилнш учун энг ав- 
вал эквивалент чексиз кичик сонлар тушунчаси билан та- 
нишиб утишим из лозим:

Бир-бирига нисбатининг лимити бирга тенг булган  
икки чексиз кичик сонларни у за р о  эквивалент дейилади. 

Масалан, бизга маълумки:

Sill X ,lim ------- =  1.п X х-*0

Демак, х  билан sin л: узаро эквивалент булади.
Энди бу тушупчанинг ёрдами билан цуйидаги теоремани 

исбот киламиз:
Теорема. Икки чексиз кичик а ва р сонларнинг бир- 

бирига нисбатининг лимитини излашда, уларни эквива
лент л' ва р' чексиз кичик сонлар билан алмаштирилса, 
бундан изланган лимит узгармайди.

Бу теоремани исбот цилиш учуй ушбу айниятни тузамиз

—  — ° ß 
[У -  а ‘ f> ’ У '

бундап

lim 4 г  =  lim —  • lim • lim ~ r .p “ p i'

Теореманинг шартига мувофик

Демак,

lim —  = 1 , Н т - Д - = 1.а р

lim - т̂- =  lim - у ,
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Узаро эквивалент булган чексиз кичик сонларни ушбу 
си ишорат ёрдами билан ифода цилинади. Масалан, агарда 
а ва о! узаро эквивалент чексиз кичик сонлар булса, у ^ол- 
да буни ясоа' равишда ёзилади.

§ 22. ФУНКЦИЯНИНГ О РТТИ РМ А С И

Купипча масалаларда функциянинг цандай узгаришини 
билишга ту fри келади, яъни функциянинг аргументи узгар- 
ган долда функциянинг узи цандай узгаришини билиш ке- 
рак булади.

Бунинг учун одатда функциянинг аргументини бирмунча 
орттириб, бундан функциянинг киймати цандай узгаришига 
диццат цилинади. Масалан, ушбу

f (x)  =  Зх2 +  2

функциянинг аргументи 3 дан 5 га утганда, функциянинг 
кинмати цанча ортишини топамиз. Бунинг учун энг аввал 
функциянинг бу цийматларга (3 ва 5 га) тегишли хусусий 
Кинматларини ^исоб киламиз,

/ ( 3 )  =  3-32 4 -2  =  29

/"(5) =  3 ■ 52 2 =  77.

Энди функция учун белгиланган кейинги цийматдан ав- 
валгисиин айрим оламиз,

/ ( 5 ) - / ( 3 )  =  7 7 - 2 9  =  48.

Шунинг билап аргументпинг циймати 3 дап 5 га утганда 
яъпи унимг орттирмаси 5—3 =  2 булганда, функциянинг орт- 
тирмаси 77—29= 48  булади.

Одатда узгарувчи сопнинг орттирмасини курсатиш учун 
у узгарувчининг олдига Д ишорати цуйилади. Масалан,

Дх х  нинг орттирмасини ифода цилади.
М t  нинг
ДУ У ,  .
Д / (х )  / ( х )  , „

Бизпинг олган мисолимизда

Дх =  5—3 =  2 
Д/ (х )  =  77—29 =  48.
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Энди, масалани умумийлаштириб, функцияпимг орттирмаси- 
ни ^исоблаш учуй умумий цоида чицариш мумкип. Масалан 
у х  нинг бирор функцияси булсин,

у =/(■*).
Агарда х  нинг орттирмасипи Дх фараз килипса, функ- 

циянинг янги аргумента х  Дх булади. Функциянинг аргу- 
менти узгаргани учун упинг киймати узгариб, у  ^ам бирор 
орттирмага эга булади. Агарда функциянинг орттирмасини 
Ду билан ифода цилинса, бу ^олда уиинг янги циймати 
цуйидагича булади:

у +  Ду — / ( х  +  Дх). (2)

Энди, функциянинг орттирмаси булган Ду ни топиш учун 
функциянинг янги (2 ) кийматидан унинг эски (1) циймати- 
ни  айириб ташлаш керак. Демак,

Ду = / ( х  4- Дх) — / ( х ) .  (3)

Бунга цараганда у = / ( х )  функциянинг орттирмасини >;и- 
соблаш учун куйидаги цоида келиб чицади:

1) функциянинг аргументи булган х  нинг урнига  
лг +  Длг цуйилади; бунинг нагижасида / ( л г )  функция учун  
янги / ( л г + Д л г )  циймат белгиланади;

2) функция учун белгиланган, янги / ( х + Д х )  цийма- 
тидан унинг эски /  (лг) циймати айириб олинади. Шундан 
чиодан айирма функциянинг орттирмаси булади.

М и с о л  1. Ушбу у =  Зх 2 +  2х — 5 функциянинг орттир
маси топилсин.

Е ч и ш .  1) функциянинг аргументи х нипг  урпнга х - | - Д х  
цуямиз:

у +  Ду =  3 (х +  Дх)- -]- 2 (х -|- Дх) — 5,

2 ) функциянинг янги цинматидап аивалги цийматини 
айириб ташлаймиз:

Ду =  3 (х -г Дх)2 +  2 (х +  Дх) — 5 — Зх 2 — 2х  +  о.

Кавсларпи очиб, ифодани соддалаштирилса, Ду нинг цийма- 
ти цупидагича булади:

Ду =  бхДх +  2Дх 3 (Дх)2.

М и с о л  2 . Ушбу у =  х 3 функциянинг орттирмаси топилсин.
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Е ч и ш :  1) функциянинг аргумента а: иинг урнигал: +  Дл: 
цуямиз:

У +  АУ =  (■* +  Д * ) \

2) функциянинг янги цийматидан аввалги цийматини айи- 
риб оламиз:

Д у  =  ( х  -¡- Да;)3 —  х 3 =  х 3 За:2Да: - |-  За; (Д а ;)2 +  (Д а ;)3 — х'л =  

=  За ;2 Д л  +  За: (Д * )2 +  (Д а :)3.

Масалалар

78. Ушбу у =  ах2 +  Ьх +  с фуикцияиинг орттирмаси то- 
пилсин:

Жавоб: Ду =  2ах-А.х +  ЬАх +  а (Да:)2.

79. Ушбу у  =  х 3 — 2х -р 7 функциянинг орттирмаси то- 
пилсин:

Жавоб: Д у =  З а;2 -Д а: Зх- (Д л )2 - |-  (Д а:)3 — 2Дх.

80. Ушбу у =  э т  х  функциянинг аргумента-^-  дан га
Утганда функциянинг орттирмаси цанча булади?

Жавоб: 0,5.
81. Ушбу 5 =  ® (¿) фуикцияиинг орттирмаси умумий ра- 

вишда топилсин:
82. Ушбу у =  1§а; функциянинг аргументи - ^ - д а н —5- г а  

утгапда унипг орттирмаси цанча булади? _
Жавоб:  У З — 1.

83. Ушбу у  =  ~  функциянинг аргументи 2 дан 3 га ут- 
ганда унинг орттирмаси цанча булади?

5
Жавоб: — ^ .

§  23. Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  У З Л У К С И З Л И Г И

1. / (х) бирор функция булсин. Утган мисоллардан маъ- 
лумки, уиннг аргументи х  бирор сонга, масалан а га интил- 
ганда, / (х) нииг узи бирор белгили сонга, масалан А , 
интилиши (ё интилмаслиги) мумкин.

Купгина вацтларда А билан функциянинг хусусий кин- 
мати булган / ( а )  нинг бир-бирига тенг булиб колиши мум-
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кин, яъни, исталганча кичик мусбат е сон берилганда, шун- 
дай мусбат i\ ни топиш мумкинки,

| Л- — а\ <  Т]

булганда
\ f ( x ) - f ( a ) \ < e

булади. Бундай хоссага эга б}“лган f ( x )  функцияни „ а  нуц- 
тада у зл у к си з“ дейилади. Бошцача цилиб айтганда:

Агарда f  (х)  функциянинг аргументи х  =  а  га яцин- 
лашганда f  {х) нинг лимити /  (а) б^лса, яъни

lim f ( x ) = f ( a )
х -^а  w

булса, у  ^олда f { x ) функцияни „а нуцтада у зл у к си з“ 
дейилади.

Куйилган шартни таъмип этиш учуп:
1) функциянинг хусусий циймати булган / ( « )  аник (чек- 

ли) сон булиши керак,
2) limf  (х) аниц (чекли) сои булиши керак ва 

х->а
3) х  а га яцннлашганда f  (х) нинг лимити функциянинг 

f ( a )  хусусий цийматига тенг булиши керак.
Агарда бирор х  =  а нуцтада бу уч шартдаи бирортаси 

турри келмай цолса, у ^олда бундай нуь;тани функциянинг 
узилиш нуцтаси дейилади.

Функциянинг иптервалда узлуксизлиги цуйидагича таъ- 
риф цилинади:

Агарда бирор (а,  Ь) интервалдаги .\ар бир нуцтада  
функция узлуксиз б^лса, у  ^олда б у  функция шу ингер- 
валда узлуксиз дейилади.

Шунинг билан баробар, агарда /  (х) функция (а, Ь) ин- 
тервалнинг чегарасида >;ам узлуксиз булса, у ^олда

/ ( «  | - 0) = / ( а ) ,  f ( b ~ 0 ) = f ( b ) .

М и с о л  1. Куйидаги функциянинг узлуксизлиги текши- 
рилсин:

/ < * >  =  г 4 т -

Б у  функция х  =  2 ну^тадан бонща )(ар бир нуктада уз 
луксиз булади; х  — 2 нуцтада функция чексизликка айла- 
нади, яъни бу нуцтада узлуксизликнинг 1 — шарти тугри
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келмайди. Шунинг учун х  =  2 нуцтада функциянинг узи- 
лиш нуцтаси булади (шакл 18).

М и  с о  л 2 . Куйидагн функциянинг узлуксизлиги текши- 
рилсин:

/ М  =  ^ г т .

Б у  функциянинг иккита узилиш нуцтаси бор: 

х  =  1 ва х  =  — 1.

У

Ш акл 18

Булардан бош^а нуцталарда функция узлуксиз булади 
(шакл 19).

М и с о л  3. Куйидаги функциянинг х  =  0 нуцтада у з л у к 
сизлиги текширилсин:

f ( x )  =  x 2 + Т Т ^ +  (1 + %  + • • • + ( 1 + ^ ) »  +!■■■

х  =  0 булганда, функциянинг хусусий киймати ноль булади:

/ ( 0 ) =  0 .

Иккинчи томондан, бу функция чексиз камаювчи гео
метрик прогрессиядан иборат, чунки унинг махражи х3
6 - 1 7 7
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х>  0 булгаида 1 дан кичик 
йигиндиси:

булади. Шунинг учун унинг

Пш f ( x )  =  lim-
_v—»- О

X1 =  lim (I +  x 2) =  1.
x->0

1 +  x2

Натижада,
H m / W  = £ / (  0 ).
х-+б

Демак, x  =  0 f  (x) функ-  
циянинг узилиш нуцтаси бу
лади, чунки бу нуцтада уз- 
луксизликнинг 3-шарти ту Fpn 
келмайди.

2.  ̂Юкоридаги (1) тенглик- 
пи куйидагича ёзиш мумкин:

lim \ / ( а  +  h) — / ( с ) )  =  0 . (2> 
h-> о

Бу тенгликда h аргумент- 
нинг орттирмаси ва f  (a -I- h) —  
— f  (а) функциянинг орттирма- 
сидан иборат.

Шунинг учун f  (х) функ
циянинг х =  а  пуцтада узлук- 
сизлигинн яна цуйидагича 
таъриф цилиш мумкин:

Агарда аргументнинг орт- 
Ш акл 19. тирмаси h чексиз кичик бул-

ганда функциянинг орттир
маси / ( а  +  А ) — f  (а)  ^ам чексиз кичик булса, у  ^олда  
/  (л:) функция х  =  а  нуцтада узлуксиз булади.

Натижада функциянинг иуцтада узлуксизлигипи тскши- 
рнш цоидасн куйндагича булади:

1) f  (х)  функциянинг аргументига h орттирма бериб,  
/  (х  I Л) ни гопамиз,

2) функция учун белгклакган /  (л: +  Л) цийматдан ав- 
валги /  (х)  цнйматини айириб, функциянинг /  ( х  h) —
— /  (.*:) орттирмасини топамиз,

3) h ни нолга яцинлаштириб /  (л: - f  h) — f  (л:) нинг 
лимитини излаймиз. Агарда
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lim \ f ( x  +  h) — f { x) \  =  О

б у л са ,  у  ^олда /  ( х )  функция л; нуцтада узлуксиз булади.
М и с о л  4. ХаР £>ИР нуктада s in x  узлуксиз функция бу

лади.
Хакицатда цоидага мувофик

f ( x )  =  sin х

/  (х  +  /г) =  sin (х  -|- /г)

f ( x  +  А) —/ ( х )  =  sin (х -|- /г) — sin х

ёки

/ ( х  +  / / ) —/ (х) =  2 sin • cos ^х +

lim {/(х +  /г) — / (х ) }  =  lim 2 sin • cos f x  -[- -4 -  
h-+ 0 А-о V

=  2 -0 -cos х  =  0 .

Демак,  истаган нуцтада sin х  узлуксиз функция булади.

§ 24. У ЗЛ У К С И З ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ЙИГИНДИСИ, 
КУПАЙТМАСИ ВА БУЛИНМАСИ

1. Сонлари чегараланган бир нема узлуксиз функция- 
ларнинг алгебраик йигиндиси яна узлуксиз функция  
булади.

Масалап, / ,  (х), /., (х), ... , / „ ( х )  функцияларнинг j^ap би- 
ри бирор (а, /?) иптсрвалда узлуксиз булсин. У .^олда улар- 
нипг алгебраик йигиндиси .^ам шу интервалда узлуксиз бу
лади.

Вупи исбот цплшп учун бсрилган функцияларнинг ал
гебраик йигиндисипи / ( х )  фараз кнламиз:

/  (X) / ,  (X) +  / 2 (X) н---------1- f n (X). (1)

Arарда с пи аргумсптпипг (а, Ь) иптервалдагн кинматла- 
ридап бирп фараз килннса,

lim / ( х )  =  lim / ,  (х) h lim / 2 (х) -\---------h lim /  (х)
х-*с х  -> с х->с х->с \¿ )
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/ j  (л), / 2 (л), ... / п(х ) функцияларнинг j{ap бири узлуксиз 
булгани учун:

Иm / j  (х) = / j  (с),
JC -*■ С

lim / 2 (х) = / 2 (с),
Х - + С

Hm / я (х) = / „ ( * ) •
л:->с

Шунинг учун (1) тенгликни эътиборга олганда (2) тенглик- 
нинг куриниши цуйидагича булади:

lim / ( х )  = / j  (с) +  / 2 ( с ) +  . . .  + f n{c) =f ( c ) ,  
с

бу эса х =  с булганда / (х) функциянинг узлуксизлигини 
курсатади.

2. Сонлари чегараланган бир неча узлуксиз функция
ларнинг к^пайтмаси яна узлуксиз функция булади.

Масалан, f l ( x ) , f J ( x ) , . . . , f n(x) функцияларнинг >;ар 
бири бирор (а, Ь) интервалда узлуксиз булсин. У ^олда 
буларнинг купайтмаси ^ам шу интервалда узлуксиз булади.

Буни исбот цилиш учун берилган узлуксиз функциялар
нинг купайтмасини f (x)  фараз ь;иламиз:

f ( x)  =  f x (х) - / 2 (х)-/j  (х)... / „  (х). (3)

Агарда с ни аргументнинг (а, Ь) интервалдаги цийматла- 
ридан бири фараз цилинса,

lim / ( х )  =  l i m / j  (x)-lim / 2 (х).... lim / л(х) (4)
х->с х-^с  х -^с  х->с

/ j  (х) , / 2 (х) , . . . /п(х) функцияларнинг з$ар бири узлуксиз бул
гани учун:

lim f l (х) =  /j(c)
Х - + С

lim / 2 (х) =  / 2 (с) 
х-*с

lim fa(x) =  fn (c). 
х-*с
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Шунинг- учун (3) тенгликни эътиборга олганда (4) тенглик- 
нинг куриниши цуйидагича булади:

lim / ( х )  =  / j  (c)-f2 (с) . . . f n(c) =  f (c) ,
x —> с

бу эса x =  с булганда / (х) функциянииг узлуксизлигини 
курсатади.

3. Аргументнинг — булувчи функцияни нолга айланти- 
радиган цийматларидан бошца, икки узлуксиз функция- 
нинг булинмаси яна узлуксиз булади.

Масалан, /  (х) ва ® (х) функцияларнинг ^ар бири бирор 
(а , Ь) интервалда узлуксиз булсим; / ( х )  нипг ер (х) га бу- 
линмасини F (х) фараз циламиз:

f ( x )  —

Агарда с пи аргументнинг (а, Ь) иптервалдаги циймат- 
ларидан бири фараз цилинса,

П т /  (х)
lim F (х) =  fim ?(jcJ =  =  F (с),
x^c X~c YK '

факат cp (с) =-/= 0 шарти билан. Чиццан натнжа х  -  с булганда 
F (х) нипг узлуксизлигини курсатади.

§  25. У З Л У К С И З  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И Н Г  А С О С И Й  Х О С С А Л А Р И

Теорема 1. Агарда, / ( х )  функция (а, Ь) ёпиц интервалда 
узлуксиз булиб, унинг интервал чегараларидаги /  (а) ва 
/ ( b )  цийматларининг ишоратлари х,ар хил булса, у х,ол- 
да шу интервал ияида аргументнинг х,ек булмаганда 
битта шундаи х 0 циимати буладики , у / ( х )  функцияни 
нолга аилантиради, яъни / ( х 0) =  0 булади.

А. Геометрик муло^аза. Теореманинг шартига мувофик 
f  (а) ва / (Ь) нипг ншоралари бир-бирига тескари булгани 
учун

/ ( а )  =  аМ <  0 , / ( b )  =  b N > О

фараз циламиз. / ( х )  функция (а, Ь) интервалда узлуксиз 
булгани учун унинг графиги М  ва N нуцталари орасида
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узлуксиз чизиц булади (шакл 20). Иккинчи томондан, М 
па N  иукталари абсцисса укининг ^ар икки томонида бул- 
гани учуп уларни туташтирувчи чизиц албатта абсцисса 
У^ини ^еч булмаганда нуцтада кесиб утади ва / ( х 0) =  0 
булади.

У

№

х

м

Ш акл 20.

В*. Аналитик исбот. Масала аниц булсин учуп а <  Ь 
фараз цилиб, (а, Ь) интервални тенг иккига булампз: интер-

валминг тенг уртасида функциянинг киймати / (Д \  *’ ) бу

лади. А г а р д а ) =  0 булса, у холда теорема исбот ь;и-
линган булади; агарда у нолга тенг булса, у ё манфий, ё 
мусбат булади.

Л е к и н п и н г  ишораси цапдан булса-да, у ^амма
вацт / ( а) ва f  ф)  дан бирипипг ишорасига тескари булади 
(чунки теореманинг шартига мупофик / ( а )  ва /(¿>) нинг 
ишоралари бир-бирига тескари). Шунинг билан баробар (а, Ь) 
интервал икки интервалга булинади:

а +  I) \  ( а +  Ь , \  
а, ва ( - 2- , *  j  •

Бу иитерваллардан бирида функциянинг интервал чегараси- 
даги цийматларнинг ишоралари тескари булади. Бу чегара 
ларни а 1 ва Ьл фараз циламиз, яъни

1) агарда / ( а )  ва /  ̂а ^  Ь-1 нипг ишоралари тескари бул
са, у з^олда
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, а  4- Ь 
а,  =  а ва »! =  —^—  >

2 ) агарда /г( " ~ у ~ ) ва / ( ¿ 0  пинг ишоралари тескари бул- 
са,  у *олда

а -\- Ь , ,а,  =  —~2—  ва Ь1 - о.

Дар икки э^олда ^ам

/ ( « . ) <  О, / ( М >  О

Иккинчи томондан.

а ^ а { ва Ь'У> Ь1.

Хосил булган (а,, £>,) иптервални олиб, шу йул билан 
давом этганда ё теорема бирданига исбот булади (бирор 
интервалнинг тенг уртасида фупкциянинг циймати ноль б у 
лади),  ёки цуйидаги чексиз икки катор ^осил булади:

а  <  а х <  а2 <  а3 ■ • • <  ап <  • • • ( 1)

Ь > Ь 1> Ь 2 > Ь 3 (2)

Бизда
, Ь — а

— Й! ~  ^— ЭДИ-

Шунга ухшаш:
£>1 — а! — а
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Шунинг билан баробар ^ар бир интервалда f  ва / ( № „ )  
нинг ишоралари бир-бирига тескари булади.

(1) цатор усувчи (камаювчи) ва (2 ) катор камаювчи (з^ар 
^олда усмовчи) булиб, п чексиз усганда, Ьп — ап айирмаси 
нолга интилгани учун иккала цатор ^ам бирор умумий ли- 
митга интилади. Бу лимитни х 0 фараз киламиз:

lim an =  lim bn =  х0 ; а <  х 0 <  Ь.

Иккинчи томондам, f i x )  функция узлуксиз булгани учун

lim f ( a n) = f ( x 0 ); lim / (¿>л ) = / ( х 0 )

ёки

lim f { a n) =  lim f ( b n) =  f [ x 0 )  

ва шартга мувофик

/ ( « „ ) <  0 , f ( b n) >  0 ;
демак,

l i m / ( a „ ) < 0 , Н т / ( 6 Я) > 0 ,

яъни

/ ( х 0) < 0  в а / ( х 0) > 0

демак,
f ( x 0) =  0.

Н а т и ж а .  f ( x )  функция ёпиц {а, Ь) интервалда узлук
сиз ва

f ( x ) = A ,  f ( b )  =  B 

булсин; агарда К, А билап В орасидаги бирор сон булса

А < К <  В,

у ^олда (а, Ь) интервалда ^еч булмаганда битта шундай х 0 
сон топиладики, / (х0) =  К  булади.

Буни исбот цилиш учун ушбу ёрдамчи фуикцияии тузамиз:

f i x )  =  f (x)  — K.
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Бу функция -чам (а, Ь) интервалда узлуксиз булади ва. 
F ( a ) = f ( a ) - K  =  A - K <  О,

F ( b ) = f ( b ) - K  =  B - K >  О.

Ю ^ о р и д а  исбот килинган теоремага мувофик (а, b ) ин
тервалда )^еч булмаганда битта шундай x 0 сон топиладики,.

F( x0) =  0 .

Лекин
^(■*о) = f ( x 0) — K

б у л г а н и  v 4 v h

/ ( * „ )  =  * .

Теорема 2. Бирор ёпиц (а , Ь) интервалда узлукиз бул- 
ган f  (jc) функциянинг цийматлари ичида х;еч булмаган
да битта энг каттаси ва битта энг кичиги булади.

У

А. Геометрик муло^аза .  Функция (а, Ь) интервалда уз 
луксиз булгани учун, упинг бу интервалдаги геометрик 
тасвири узлуксиз чизицдан нборатдир. Шуиинг учун бу ин
тервалда у чизицнинг ^еч булмаганда битта энг катта ва 
битта энг кичик ординатаси булади. Масалан, агарда /  (х)> 
функциянинг графигини АВ  фараз цилинса, у ^олда (а, Ь) ин
тервалда унинг энг кичик ординатаси ва энг катта ордина
таси = / ( х 1), S 2x 2 =  f ( x 2) мавжуд булади (шакл 21).

В*. Аналитик исбот. Берилган интервалда функция уз 
луксиз булгани учун у интервалда функциянинг з;амма кий- 
матлари чекли булади; шу сабабдан функциянинг бу кий-
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матлари учун унинг юкори чегараси М  ва куйи чегараси 
т мавжуд булади. Теореманимг талаби буйича (а , Ь) интер- 
валда шундай I ва V сонлари топилиши керакки, улар учун 
/ ( ^ )  =  УИ ва / ( £ ' )  =  т  булсин.

Бу тенгликлардан бирипчисининг мавжудлигини исбот 
килиш учун (а, Ь) интервални хамом иккига буламиз:

^ , 4 ) .  ( „  

Бу интерваллардан хеч булмаганда бирида функция киймат- 
ларининг юкори чегараси хамон М  булади, чунки у бутун 
интервалда М эди. Бу хол, халиги (1) интерваллардан кай- 

•си бирида мавжуд булса, шу интервални олиб, унинг чега- 
раларини а х ва Ьх билан пфода киламиз. Шунинг билан ба
робар:

а - < а , ,  Ь^>ЬХ

Хосил булган (а,, Ь,) интервални олиб, шу йул билан 
давом этгапда куйидаги чексиз икки катор хосил булади:

а а х <  а2 <  • • • < « „ < • • •  (2 )

Ь /;„ . . .  (3)

Шунинг билан баробар (утгап параграфга каранг):

Ь , ~ а п =  ^ .  (4)

‘(2) катор усувчи (камшовчи) ва (3) катор камаювчи (усмов- 
чи) булиб, хар бир (ап , Ьп) интервалда функция кийматла- 
рининг юкори чегараси М  булади. Иккинчи томондан, п 
чексиз усганда Ьп— а п айирмаси нолга интилгани учун ик- 
кала катор хам бирор умумий лимитга интилади. Бу лимит- 
ни £ фараз килинса,

Л ^  П

Энди /  (г) = М  булишини исбот киламиз. Хакикатда, юко
ри чегаранинг таърифига мувофик 

1 ) / ( : )  <  М,
2) $ кандай кичкина мусбат сом булса-да, ( я л , Ьп ) ин

тервалда хеч булмаганда битта н!ундай х  сон топиладики

f ( x ) > M  — г ёки Ж  <  / (х) +  з. (5)
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Шунга ухшаш, п нинг кийматлари етарли даражада катта 
булганда

/ ( ■ * ) < / ( 60  +  е, (6 )

чунки бу *олда (яъни п етарли даражада катта булганда) 
интервал ( ал , 6я ') ^ам исталганча тораяди ва л  билан £нинг 
иккаласи шу интервалнинг ичида булгани учун л  исталганча 
% га яцин булади. Шунинг билан (5) ва (6) дан куйидаги 
тенгсизлик келиб чицади:

М  < / ( ; )  -|- 2е.
Шунинг учун

/ Ш < / И < / Ш + 2в.

Демак,

№  =  м .
Юкоридаги, иккинчи / ( ; ' )  =  т тенглик ^ам худди шу 

йул билан исбот цилинади.
Теорема 3*. Агарда / ( х )  функция (с, Ь) интервалда 

узлуксиз булса, у х^олда (а, Ь) интервални шундай хусу-  
сий интервалларга булиш мумкинки, уларнинг ¿¡ар бири- 
да функциянинг тебранишини, яъни функциянинг энг кат
та циймати билан энг кичик циймати орасидаги аиир- 
масини исталган киякина мусбат сондан кичик цилиш 
мумкин.

Теорсмани исбот цилиш учун а ва Ь нинг орасига ушбу 
л  — 1 сонларни куямиз:

х \ , х2 ■> хз , ••• •

Агарда а =  х0 ва Ь =  х п фараз цилинса, у з^олда куйидаги 
л  интервалларга эга буламиз:

( л’о > -*1 )• (•Х!1 > х 2 )> ( л / - 1 ’ Х 1 )> п - 1  ’ Х п ' ) '

Бу хусусий интерваллардан исталганча, бирортасини оламиз

(л ,--1 • ■*/>

Теорсманипг шарти бунича берилгап функция узлуксиз 
булгани учун бизнинг интервалда унинг юцорн ва куйи че- 
гараси булади. Буни назарда тутиб, х .  па х 1 +  /г1 ни аргу- 
:ментнинг шундай цийматлари фараз циламизки, / ( х 1 ]функ-
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циянинг цуйи чегарас: 
раси булсин:

/ ( * ; )  =

демак, функциянинг {x . _v x. ^  интервалдаги тебраниши 
Куйидагича булади:

Функция узлуксиз булгани учун (xiX , х ^  интервални 
исталганча кичик цилиш мумкин; шунинг учун |А( | з^ам ис- 
талганча кичик булади. Иккинчи томондап, функция узлук
сиз булгани учун аргументнинг ^ар бир чексиз кичик орт- 
тирмасига функциянинг чексиз кичик орттирмаси тугри ке- 
лади; шунинг учун исталганча кичкина мусбат есон берил- 
ганда, шундай мусбат ^ сомни топиш мумкинки,
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Тескари функция тутрисида 7-параграфда тушунча бе- 
риб утган эдик. Энди бу уринда тескари функциянинг цай 
вацтда бир цийматли ва узлуксиз булишини текширамиз. 
Бу масала монотон функция тушунчасига асосланади.

Агарда х  =  а дан х  = Ь гача интервалда / ( j с) функ
циянинг аргументи доимо усиб (камайиб) борган ^олда 
функциянинг узи ^ам доимо усиб (камайиб) борса, у  
^олда f ( x )  функцияни ;усувчи функция дейилади.

Буни аналитик равишда ифода цилиш учун х А ва х 2 ни. 
х  ^ а  дан х ^  b гача интервалдаги ихтиёрий икки сон фа- 
раз киламиз. Агарда х 2 > х х булганда f ( x 2) >/(-*:,) булса,. 
/ ( х )  функция усувчи функция булади.

Масалан, y =  s in x  интервалда усувчи функ-

f ( x ’i + hi ) ~ f ( x \ ) = M l - m i .

| hi | <  7] булганда

e булади.

демак, | /г(. j етарли даражада кичик булганда

M i — m i <  е .

ция булади.
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Агарда х  =  а  дан х  =  Ь гача интервалда функциянинг  
аргументи доимо усиб (камайиб) борган ^олда функция
нинг узи  доимо камайиб (усиб) борса, у,  ^олда /  (х)  
функцияни камаювчи функция дейилади.

Буни аналитик равишда ифода цилиш учун ^  ва х 2 ни 
х  =  а дан х  — Ь гача интервалдаги ихтиёрий икки сон фа- 
раз циламиз. Агарда х 2 >  х, булганда / ( х 2) < / ( х 1) булса, 
/ ( х )  функция камаювчи функция булади.

Масалан, у =  соэх  (0, тО интервалда камаювчи функция 
булади. х =  а  дан х =  Ь интервалда ё усувчи, ё камаювчи 
булган / ( х )  функцияни шу интервалда монотон функция 
дейилади.

Теорема. Агарда (а , Ь) интервалда у =  / ( х ) х нинг мо
нотон ва узлуксиз функцияси булса , бу х;олда [ /(а),  / (£) ]  
интервалда (тескари) х  =  <р (у) функция х,ам у нинг мо
нотон ва узлуксиз функцияси булади.

Масала аник булсин учун / ( х )  ни (а, Ь) интервалда 
усувчи функция фараз киламиз. Бу ^олда бу интервалда 
У {а) функциянинг энг кичик ^иймати ва / ( 6) унинг энг кат- 
та циймати булади. Агарда С ни / ( а )  билан / (Ь)  нинг ора- 
сидаги ихтиёрий сон фараз килинса, у >;олда узлуксиз функ
циянинг хоссасига мувофик (а, Ь) интервалда шундай % сон 
топиладики, / ( ? )  =  С булади.

Бу каби £ сон ёлгиз биргина булади, чунки уларницг 
иккита, масалан \ ва V фараз цилганда

/ ( 6) =  С, ва / (? ' )  =  С

тенгликлар функциянинг усиш шартига царши булар эди, 
^олбуки / ( х )  усувчи функция булгани учун

£ >  V булганда / ( ; )  >  / ( ; ' ) .

%<%' булганда /(£) < / ( ? ' )

булиши керак.
Демак-, /  (а) билан / ( Ь) орасида у нинг хар бир цийма- 

тига х  учун биргина циймат ТуГрИ келади. Бу эса х  =  у(у)  
ни у  нинг бир цийматли функция булишини курсатади, чун
ки у нинг [/"(я), / ( ¿ 0] интервалдаги хар бир кийматига х 
учун (а, Ь) интервалда биргина циймат тугри келади.

Энди х  =  <й(у) нинг / (£)]  интервалда усувчи функ-
циялигини исбот циламиз. Бунинг учун

Х1 =  ?ГуЛ х., =  <р(у2)
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ва
Ух <  У2

фараз циламиз.
Агарда х л >  х 2 булса эди у >;олда / ( х ) усувчи функция; 

булгани учуп
А * \ ) > / { х 2) ёки у [ >  у 2

булар эди. Бу эса куйилган шартга тугри келмайди. 
га ухшаш агарда х 1 =  х 2 булса эди у ^олда

/ ( ^ 1) =  / ( ^ 2) ёки у! =  у 2

Шун-

булар эди. Бу ^ам цуйилган шартга тугри келмайди. Бу 
эса х  =  ср (у) функциянинг [/(а),  / ( 6)] интервалда усишини 
ку рсатади.

Энди бу функциянинг узлуксизлигини исбот циламиз. 
Бунинг учун хл ва у, ни х  ва у нинг бир жуфт мос ций- 
матлари фараз циламиз, яъни

Ух =/(*! )■

/ { х )  узлуксиз функция булгани учун х  нинг ^ар кандай 
исталгапча кичик узгаришига у нинг исталганча кичик уз- 
гариши тугри келади. х  бир ^ийматли булгани учун, аксин- 
ча у нинг исталганча кичик узгаришига х нинг ^ам исталган
ча кичик узгариши тугри келади. Бу эса х  =  да (у) функ
циянинг / ( 6)] интервалда узлуксизлигини курсатади.

Теореманинг геометрик тас- 
вири учун 22-шаклдаги чи
викни (а, Ь) интервалда узлуксиз 
булган бирор усувчи / ( х ) функ
ция фараз киламиз. Бу >;олда 
упга тескари булган х =  <?(у)- 
функция (А, В) интервалда бир 
кийматли ва узлуксиз булади.

Хакицатда, х, ОХ уцида \'нг 
томонга цараб а дан Ь гача юр- 
ганда, у, ОУ уцида юкорига ка- 
раб А дан В гача юради; аЬ да- 
гп VIр бир пуктага АВ да бпр- 
гина нукта тугри келади ва ак- 

спнча АВ  даги Л'ар бир пуцтага аЬ да л'ам биргина нуцта 
тугри келади (масалан, Р  нуктага N ъа N  га Р). А билап В 
орасида ® (у) функциянинг узлуксизлиги шаклдан куринмоц-
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дадир. Бу у,ол албатта функция монотон булган чокдагина 
булади. Бу эса 23-шаклдан куринмокдадир. Хакикатда, 
/ ( х ), (а, Ь) интервалда узлуксиз (монотон эмас) бирор функ
ция ва АВ  унинг графиги булсин.

Шаклга Караганда бу функция бир кийматли булган ,40л- 
да, упга тескари булган <р (у) функциянинг куп кийматли- 
эканлигини курамиз.

Даки^атда

х  =  ОРх булса у =  Р Ж  булади 

х  =  ОР2 „ у  =  Р2М 2 

х  =  ОР з „ у =  Р3М  з „

Ш акл 23.

Холбуки, шаклга Караганда у  нипг ^ар бир кийматига х  
учун бир эмас, балки бир печа киймат белгиланади. Маса- 
лан, у =  ОС булса х  =  СМи СМ-,, СМ:„ СМ^ булади.

Шунинг билан /  (х) функции бир цийматли булган ^ол- 
да, упга тескари булгап о (у )  функциянинг куп кинматли 
булганлигини курамиз. Демак,  тугри функция бир киймат
ли булгани билан упга тескари булгап функциянинг ^амбир- 
кийматли булиши шарт эмасдир.

Масалалар

84. Куйидагн фупкцияларнинг узлуксизлиги тскширилсин: 

¡ ) у = у гх ,  2 ) у = ^ ах

о) у  =  ‘ -Г  , 4) у =  ЯНГХ л- -г А
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85. Куйидаги функцияларнинг узилиш ну^талари белги- 
лансин:

l ) y - t g x ,  2) ^  =  ^- ¿ - 3 -, 3)у =  — - lsin, x .

Жавоб: 1)х =(2А +  1)-^-, k — бутун сон ё коль;

2) Х[ =  3, х 2 =  — 1; х  =  (2& +  1) k — бутун сон ё ноль.
86 . Бутун рационал функция

/ {х) — А0 х п -{■ А { х  -f- А2 х " 2 +  • • • +  .ДЛ .

Истаган нуцтада узлуксиз булади. Буни исбот цилинсин.
87. Касрли рационал функция

__ а0 х п + а х х л ~ 1 +  а«хп- 2 +  ■ ■ • +  ап

¿0 Х"1 "Ь 1̂ Х"1 1 +  2̂ хШ ^

махражини молга айлантирадиган аргумент ь;ийматларидан 
боцща унинг >;амма цийматлари учун узлуксиз булади. Бу- 
«и исбот цилинсин.
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КОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛ

§  27. И КК И  Т А Р И Х И Й  М А С А Л А

Дифференциал исобпииг асосида ушбу икки масалаиинг 
ишланиш методи туради: 1) Тенгламаси берилган эгри чи- 
зикпинг белгили иук'гасига урнпма утказмш, иъии урннма- 
нинг темгламасини тузнш на 2) Х,аракати белгили булган 
нуктанипг исталгаи момептдаги тезлигинн аннклаш.

Биринчи масала устида Лейбниц ва иккинчи масала ус- 
тида Ньютон ишлаган. Буларпинг ^ар бнри масала устида 
мустацил ншлаган булса-да, бирок иккаласи .\ам бир метод 
билам даном этнб, бмр натижага келган. Дифференциал 
^исобнииг асосий методи ^алпги масалаларнн ечншда кул- 
лангам куйидаги методдан иборатдмр.

Лейбниц масаласи

1. Лсйоппц масаласнмн, яъни тенгламаси берилган эгри 
чмзикнинг белгили нуктасига урипма утказиш масаласини 
ечншдан илгари, энг аввал, умумам функциянинг узгарнши- 
IIм текширишда уринманинг кандай роль уймаши ва уминг 
а.^амияти устида кнекача тухтаб утамиз.

Бунингучун 24-1наклдаги МЫ эгри чизикни бирору — / ( х ) 
функциянинг графиги ва унинг А, В, С ва П) нукталаридан 
утган тугри чизикларнн унинг шу нукталарига уринма фа- 
раз киламиз.

Шаклга диктат килганда графикнинг узгариб бориши 
Онлан унга утказилган уринмаларнинг уринларн орасида
7 - 1 7 7
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богланиш борлигппи курамиз. Хакпкатда, графикка утказнл- 
гам уриммаларнинг абсцисса укп билап ташкмл цилгап бур- 
чакларига днццат ь; ил ганда, курамизкн: 1) графикнинг юко- 
рида кутарилгап, А кабн нуктасига утказнлган уринма, абс
цисса уки билли уткир (о) бурча к ташкил цнладн, 2 ) гра- 
фикиинг кунига кпраб тушгап, С каби пуцтасига утказнлган 
уринма абсцисса уцп билап утмас (3) бурчак ташкил кпла- 
ди ва 3) графикнинг кутарилнпш билап тушшпп ораепдагн В 
каби ёки О  кабн нуцтага утказнлган уринма абсцисса уки- 
га параллел булади.

У

Демак,  эгри чизицнипг бирор нуцтасига утказнлган урин- 
мапинг абсцисса уци билан ташкил цилган бурчаги ё, бош- 
цача цилиб айтгапда, уринманииг абсцисса уцига огмалиги 
функциянипг шу пуктада цандап узгаришини ифода цилади.

2. Энди Лейбниц масаласига утамиз. Куйилган масалапп 
ечиш учун

У = / ( • * )

ни 25-шаклдаги эгри чизицнинг тенгламаси фараз циламиз. 
Бу эгри чизикнинг нстаганча бирор М  пуктасига уринма 
утказиш керак булсин. Бунинг учун у эгри чизивда иккнн- 
чи бир М 1 нуктани олиб, иккала нуцта устидан кесувчи 
чизиц утказамиз. Шаклга мувофнь;

ОР =  х, М Р  =  у =  /  (х).

РРХ ни х  нинг орттирмаси фараз цилинса, у ^олда

ОР  ̂=  х  +  Ах, М 1Р 1 =  у +  Ду =  /  (х +  Дх).
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Энди М нуктадап абсцисса уцнга параллел килнб УИС\ 
ми утказамиз. Агарда эгрн чизпкпинг М ва А'/1 нуцталари- 
д;:п уггап кесувчп чизикпппг МС} ёки 0(}  билан ташкил 
кплган бурчагини \> фараз циликса, тугрнбурчакли А1М1С} 
учбурчакда:

Шакл 25.

¿о- 3 =  -Р-^1 • п \‘ (¿М ’
шаклга мувофиц

д УИ, =  РХМ Х — Р,() =  Ду -  /  (х +  Ах) -  /  (л); УИ<3 =  Дх. 

13\ларни (1) га куйилса, цуйидагн тенглик чицади:

(2)

Энди Ах ни нолга яцинлаштириб келамиз; бу ^олда Р, нуц- 
та Р  нуцтага ва Ж, нукта М  нуктага яцинлашиб келади. 
Бупинг натижасида ^алиги УкШ, кесувчи М  нукта атрофи- 
да айлана бошлайди ва М х муцта чексиз даражада М  нук
тага яцинлашганда ЖЖ, урнининг лимити эгри чизицнинг 
М  нуктасига, РБ  уринмага айланади.

Агарда уринманинг абсцисса уци билан ташкил цилган 
бурчагини а фараз цилинса, у ¡3 нинг лимити булади. Шу- 
нинг билан

1 : „  ДУ _  и т  / ( х  + Ах)— / ( х )
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Демак, тенгламаси y = f ( x )  булган эгри чизицнинг 
(дг, у )  нуцтасидаги уринмани аницлаш учун (3) лимитни 
излашга тугри келади; бу лимит — уринманинг абсцисса  
уци (мусбат томони) билан ташкил этган бурчагининг  
тангенсини ёки бошцача цилиб айтганда уринманинг бур -  
чак коэффициентини ифода цилади.

М и с о л .  Тенгламаси у -- х 2 булган параболанинг М (2, 4) 
нуцтаснга уринма утказилсип.

Е ч и in йули:
Бупипг учуп эпг анвал уринманинг бурчак коэффициен

тини тонамиз. Уни топиш учун ушбу

tg a  =  lim ^
Ä J C - Ü  “*Л

ни излашга тугри келади. Бупипг учуп тартиб билан цуйи-
даги амалларни бажарамиз:

у  =  х 2

У +  &у =  (х +  Ах)2

у  -|- Ау =  х 2 -[- 2х-Ах +  (Да:)2.

Бундам берилган функцияни 
айириб оламиз:

А у =  2х-Ах +  (Ajt)-

Ау нинг Ах га писбатини топиш 
учун сунгги тенгликнинг ик- 
кала томонини Ах га буламиз:

Й = 2х + Ах-

t g  а == lim =  lim (2х +  Ал) =  2х.
AJT-.Ü й Х  j , \ Х  .0

Шуи и иг билан уринманинг бурчак коэффициента Ж  (2, 4) 
нуцтада

t g  э. =  2 • 2 =  4
булади.

Уринманинг узи булса, у М ( 2,4) нуктадан 'утиб, бурчак 
коэффициент»! 4 бирликка тенг булган тугри чизивдан ибо- 
ратдир. Демак, уринманинг тенгламаси

Дем-ак,
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у  — 4 — 4 (Х — 2)
ёки

4х — у — 4 =  0 булади.

Ньютон масаласи

Ньютон масаласи ^аракати белгили булган нуцтанинг 
исталгаи моментдаги тезлнгини аницлашдан иборатдир.

Маълумки, умумам ^аракатда булган пуктапинг юрган 
масофаси утган вацтга цараб узгариб боради ёки математи
ка тилида ифода килганда, иацтнинг функцияси булади. 
Шунинг учун белгили бошлангич пуцтадан бошлаб ^ара- 
катда булган нуцтанинг Ь нацтда юрган масофасипи 5 фа- 
раз цилинса

5 / ( / ) •  ( 1)

Харакатпинг Ь моментдаги тезлигини аницлаш учун нуц- 
тапипг А£ вацтда юрган масофасипи Ай фараз циламиз:

5 +  +  Ы) (2 )

(2) дан ( 1) ни айириш натижаспда Ах учун ушбу ифода 
белгиланади:

^s =  f ( t  +  ^ t ) - f ( t ) .  (3)

Нуктанинг ^аракати текис булганда унипг юрган масо- 
фасн сарф булган ва^тга пропорциопал булар эди ва бу )$олда 
унинг тезлиги Ах масофанинг ^t вацтга нисбати билан, яъни 
ушбу

Д£ _  / (1 +  М ) - / и )  . . . .

¿и м  * '

нисбат билан улчанар эди.
.\аракат текис булмаган ^олда (4) нисбат урта тезлик- 

ни ифода килади.
Табиий М камайган сари, урта тезлик текис ^аракат- 

нинг тезлигига яцинлашиб боради. Шунинг учун М нолга 
якинлашганда урта тезликнинг лимити— даракатнинг Ь мо
ментдаги ^ациций тезлиги дейилади. Демак,  теигламаси
5 --- / ( / )  булган нукта ^аракатининг тезлигини аницлаш 
учун ушбу лимитни излашга тугри келади:

1 ^ - Ч т Я , +  ‘Г Л < . (5)
д /-» 0  а [  Д/->0 а *

М и  с о  л. Физикадан маълумки, юкоридан пастга тушган
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(озод) жнсмнинг юрган йулинн сантиметр >;исобида 5 па 
унга сарф булган партии секунд ^исобида t  фараз цилинса, 
буларнннг орасидаги муиосабат цуйидягича булади:

Ву муносабатга асосланиб, >кисмнипг 5-секупд охиридаги 
тезлиги топилсин.

Ьерилган мисолда:

Шунинг учун (5) ифоданинг куриниши цуйидагича булади:

Демак, ^аракатнинг 5-секунд охиридаги тезлиги 980.5 
=  4900 см!сек булади.

Натижада, Лейбниц масаласи ^ам, Ньютон масаласи ^ам

куринишдаги лимитни излашга олиб келади. Математика- 
нинг масалаларини текширишда купинча шундай лимитлар 
билан иш куришга тугри келади. Дифференциал ){исобнинг 
куп масалалари шундай лимитларни излашга олиб келади.

Утган параграфда текширилган Лейбниц па Ньютон ма
салалари бизни бир натижага олиб келган эди. Хацикатда, 
^ар икки масалада берилган

бки

я =  / ( 0  =  490<2 

я +  Дз =  / ( *  +  Д*) =  490 {р +  Д*)2 

Дя =  490 (* +  Щ  — 490 Р 

Да- =  980*-Д* +  490 (А/1)2.

§  2 8 .  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Х О С И Л А С И

У =  / ( * ) ( 1)
функция ёрдами билан, ушбу 

Ду _  / (х  -/ ( , у+  Д.у) _ / ( , у)
(2)Ах
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нисбатни тузишга ва бу нисбатминг Ах полга якинлашган- 
даги лимитами нзлашга тугрн келган эди. Бу каби лимит- 
лар матсматикаиинг кумгнна масалаларнда, >;ар бир одимда 
учраб туради. Бу, яъни (2) ннсбатнинг лимити, математнка- 
да роят даражада катта роль уннапдп ва у мавжуд булган 
чоцда, берилган f  (х) функциянинг ^осиласи (производная) 
ёки дифференциаллн нисбатн дейпладн.

Юцоридаги (2) ннсбатнинг тузнлпшига диккат ^илганда 
курамизки, унинг сурати функциянинг ва махражм аргу- 
мептнннг (эркин узгарувчининг) орттнрмасидап пборатдир. 
Бунп эътиборга олиб, функция ^оспласинн ^уйидагича таъ- 
риф килшп мумким: у =/(■*), (а, 0) интервалда узлуксиз на 
бир ^ийматли бнрор функция булспн. Бу ^олда (2) ннсбат
нинг лимити, яъни

Функция орттирмасининг аргумент орттирмасига нис- 
батининг лимити, аргумент орттирмаси нолга интилиши 
шарти билан у  функциянинг ^осиласи дейилади.

Берилган у  =  / (х) функциянинг .^осиласи одатда:

у' ёки / '  (х) ёки ({£

равишда ифода цилинади. Натижада .^осиланинг математик 
ифодаси куйидагича буладн:

(3)

Хосиланииг геометрик ва механик маънолари бизга ут- 
ган параграфда аникланган булса-да, бу ерда япа бир мар
та таъкидлаб утамиз:

Геометрия нуцтаи назаридан функциянинг ^осиласи, у  
функцияни тасвир цилган эгри чизицнинг берилган нуц-  
тасидан утган уринманинг абсцисса уци (мусбат томони)  
билан ташкил цилган бурчагининг тангенсини иф ода ци- 
лади:

/ = / '  (x) =  tgi..
Механика нуцтаи назаридан агарда х  ни вацт ва у  ни 

масофа фараз цилинса, б у  э^олда ^осила: у  =  f ( x )  цонуни  
буйича ^аракатда булган нуцтанинг х  моментдаги тезлиги-  
ни ифода цилади.

2. Шунинг билам баробар бу ерда шуми ^ам айтнб утиш 
керак: (3) лимит, Ах нинг нолга я^пплашиш цонунига 6 o f -



104 Х,осила ва дифференциал

лик булмай, балки Ах >;ам мусбат, ^ам манфий булиб нол- 
га яцннлапшши мумкин:

Нш / { х  ' - /(х)  (4)
Д г ~ 0  л л '

П т  / ( * - * * ) - / < * ) ' (5>
Ах -0 -  Л Х

булардпн биринчиси фумкциянинг унг ^осиласи ва иккин- 
чиси сул ^осиласи дейилади.

Агарда у =  f  (л) функциянииг унг ва сул ^осилалари 
;узаро тенг булса, яъни (3) лимит Ал нинг мусбат ёки мам- 
фий томондан нолга интилишига царамай мавжуд булса, бу 
){олда у =  / ( л )  функциями х  нуктада аник >;осилага эга 
дейилади ёки уии х  пинг далигн кппматида дифференци-  
алланувчи функция дейилади.

/ '  {х) =  И т  /(-У +  А-т)- / ( * _)_ =  И т  Л £ - А л ^ - Л ^  _ (б>
Д х - 0  Л Х  Дл- .О -*л'

Фупкциянинг >;осилага эга булншп учуй упинг узлук- 
сизлиги зарурдир. Белгили пуктада чекли .^осилага эга бул- 
ган ^ар бир функция шу нуктада узлуксиз булади. Ха^и- 
цатаи, е ни чексиз кичнк фараз цилинса, (3) дап куйидаги 
теиглик чикади:

И х  i Ax ) - f ( x )  = / ( j c )  +  s

ёки
/  (х -I- Ах) — / ( х )  =  / '  (х) • Ах +  S • Дл

и т  [/(л +  Ал) — / (л ) ]  =  lim [ / '  (л)-Дл +  £■ Ал] =  0.
Д л - . О  х - * ид

Шунинг билан аргументнинг оргтирмаси полга интилган- 
да, функциянииг орттирмаси ^ам нолга интилади. Бу эса, 
функциянинг л  нуктада узлуксизлигини курсатади.

Аксипча, функция узлуксиз булган билап у ^осила- 
га эга булмаслиги мумкин, яъни функциянинг ^осиласи  
м авж уд булсин учун у  функциянинг узл ук си з  булиши  
зарур булса-да, бироц ^осиланинг мавж уд булиши учун  
функциянинг узлуксизлиги кифоя цилмайди.

Мисол учун ушбу функцияни оламиз:
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бунга Караганда: л  0 
булса, у = — х  ва х > -0  
булса, у =  х  булади (шакл27) .

Бу функция х  =  0 нуктада узлуксиз булса-да, лекин бу 
нуктада белгили ^осиласи йукдир- Бупи курсатиш мацсади 
билап функциянинг унг ва сул ^осилаларнни топамиз:

Пт
Л*-. О

/(() + Ал-)- / (0)
Ах

.. | 0  4- Ал-1 -  0  .
=  |] т 1 ----- д Г -----= 1  =

шп
■г~0

/ ( 0 -Д.г)- / ( 0)
■ А л "

.. | 0 - -  Ах | — 0 ,=  11П1]--------г1----- =  — 1.— Ах

^оснлалари х  =  0 пуцтада узаро 
У

Функциянинг унг ва сул 
тенг эмас; шунимг учун 
бу нуктада функция >;о- 
силага эга эмасдир. Гео
метрия нуктаи назаридан 
эгри чизик, упинг х  =  О 
нуктасида белгили урин- 
мага эга эмасдир. 5^аки- 
Кагда координата боши- 
да у  =  |х| чизикка пккн 
уринма утказиш мумкин: 
улардан бири у =  х  би
лап на иккинчиси у =  — х
билан бирлашиб кетадн, \олбуки эгри чизикпинг ^ар бир 
пуктасига умумап биргипа уринма утказиш мумкиндир.

3. Юкорида берилган таърифга ва (3) тенгликиинг тузи-  
лншига Караганда, берилган у = / ( х )  функциянинг ,\госила- 
сини излаш ^оидаси куйидагича булади:

1) функциянинг аргументи х  га Ах орттирма берила-  
ди, яъни д: нинг урнига х  Ад: ^уйилади; бунинг нати- 
жасида функция учун янги циймат белгиланади,

2) функция учун белгиланган янги цийматдан унинг 
аввалги 1{иймати айириб олинади; бунинг натижасида  
функциянинг Ау орттирмаси белгиланади ва

3) функция орттирмасини аргумент орттирмасига  
булиб

А у /  (х Ал-) — /  (х)
Ах Ах

нисбатнинг Ах нолга яцинлашгандаги лимити изланади.
М и с о  Л 1. Ушбу у =  5 х - + 1 функциянинг ^осиласи то- 

пилсин.
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Е ч и ш  й у л и :  1^оидага мувофик давом этамиз:

1) у -+ Ду =  5 (л- +  Д*)2 -I- 1 =  5л2 +  Ю л-Дл +  5 (Дл)2 +  1.

М и с о л  2. Ушбу у =  X3 - f  2х — 3 функциянинг ^осила- 
си топилсин.

Е ч и ш  й ÿ л н:

1 ) у  +  Ду =  (л +  да:)3 +  2 (л- - f  Да:) — 3 =
=  л 3 За:2 Ах  +  Зл - (Д л )2 +  (Да:)3 +  2л +  2Дл — 3.

2) у +  Ду =  л 3 +  За:2 • Да: +  За: (Дл)2 +  (Ал)3 +  2л +  2Дл -  3 

у =  л 3 +  2л  — 3

у Ду =  5л 2 -|- Юл-Дл +  5(Дл)2 +  1 

у — 5л- -f- 1

3)

Ду =  Юл-Дл +  5 (Дл)2 

± 1 =  Юл 5Дл,

Демак, =  Юл ёки v' =  Юл.liX

Ду =  Зл2-Дл ~|-Зл-(Дл)2+ (Д л ) 3+ 2 Д л  

=  Зл2- | -Зл-Дл+(Дл)2+ 2 .

Демак,

ёки  ^осилаии у' билан ифода цилинса

у' Зл2+ 2 .

Масалалар  

;88 у =  Зх +  5; у '  =  ? Жавоб: у' =  3 

89 у = 2 л 2- 5 л  +  7; у'  =  ? Жавоб:  у ' = 4 х - 5 .

'90 f  (л) =  ; / '  (л) =  ? Жавоб: / '  (л) =  -  £
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91 ■/(*) =  У х;  / ' (дс) = ?  Жавоб:  / '  (х) =

92 <р (л) =  х - | - - ^ ; о '  (х) =  ? Жавоб: о' (л-) =  1 — ~

93. Тенгламаси у =  2х2-г1 булган параболанипг (1; 3) 
нуктасига уринма утказилган. Бунииг бурчак коэффициент» 
аниклансин. Жавоб: tga =  4.

94. Параболанипг тенгламаси у =  О.Зх'-ч Бунииг шакли- 
лш чизиб, (1;0,5) нуктасига уринма утказнленп.

95. Тенгламаси у  = 3 л - - ох -|-7 булган эгри чизицннпг 
шундай нуктаси топилсипки, ундан утган урннма абсцисса 
у^ининг мусбат томони бплаи 45" ли бурчак ташкил этсин.

Жавоб: (¡,5).
96. Тенгламаси у =  х 2 —5 х + 7  булган эгри чизи^нинг 

шундай нуцтаси топилсинки, у нуцтадап утган уринма 
у  Зх турри чизиь^а параллел булепн.

Жавоб: (4,3).
97. Нуцта ^аракатииинг тенгламаси 3/2Н-0,7 (вацт 

•бирлиги учун минут ва узунлик бирлиги учуп метр цабул 
^илинган). Нуцта >;аракатининг ¿ =  4 моМснтдаги тезлиги 
■аницлансин.

Жавоб:  216 м'мин.

§  29. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Ш  К О И Д А Л А Р И

Берилган функцияпинг э^осиласини топиш амал-ини одат- 
да дифференциаллаш дейилади. Утган параграфда чикарил- 
ган цоида ёрдами билан з^ар цандай функциями диффе
ренциаллаш мумкин булса-да, бирок куп вацтларда (хусу- 
сан функция мураккаб булгапда) узундан-узун бир неча 
•амалларни ижро цилишга тугри келади.

Шу сабабдан функцияларни синфларга булиб, улар учуп 
■одатда махсус дифференциаллаш формулалари чицарилади 
ва дифференциаллаш чогида турридан-турри у формулалар 
ишлатилади.  Келаси параграфлардан мацеад, ана шу фор- 
мулаларни чицариш ва функцияларни дифференциялашда 
уларни 1ишлатишдир.

§  30  Д А Р А Ж А Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ^ О С И Л А С И

у =  х п.

Биз бу ерда икки ^олии текширамиз:
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1) п —■ бутун ва мусбат сон ва 2) п — >;ар цандай узгармас 
сон.

1. Умумий цоидага мувофик

у  -|- Л у =  (х +  Ал-)"

Ду -  (х + Д х ) " - х \

п ни бугун ва мусбат фараз цплпб, Ньютон формуласи ёр -  
дами билан цавсни очамиз:

Ду - (х +  Ах)п — х п =  х п п (Дх)хл_1 Нг

+  - ^ 2- ^  ( ^ ) 2^ Л_2 +  ( ^ ) я -  - Л

Ду =  п (Дх)хл 1 +  П{' ; ~ ]) (Ах)2 х л 2 +  • • • +  (Д*)".

Бу тенгликпинг иккала томонппи Ах га булинса, у цуйи- 
дагича булади:

&  =  пл- '  +  ̂ П  (1х)  у . - *  +  (д * Г  ■.

Дх нолга яциилаш ганда бу ифоданинг лимити л х "-1 бу
лади, чунки бу >;олда унпнг долган ^адлари нолга айлана- 
ди. Демак,

' П—1у  =  пх
шунинг билан

у =  х" булса, у =  пхп

Масалан,
у =  х 3 булса у'  = 3 х 2 булади, 

у =  х Г| булса у' = 5 х 4 булади, 

у =  х 4 булса у'  = 4 х 3 булади,

я  =  1 булганда у — х л функция у =  х  булади, чицарилган 
формулага мувофиц бунинг ^осиласи цуйидагича булади:

(х) =  1 -х1-1 =  1 -х° =  1.
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Дем ак ,  эркин узгарувчининг(оддий аргументнинг)  ^осила- 
си ^амма вацт 1 га тенг булади.

2 *. я — з{ар цандай узгармас булган >;олда ^ам юцорида 
•чи^арилган формула уз кучипи саклайди. Хакицатда,

У = * п ( 1)

на п исталган узгармас сон булсин. Умумий цоидага муво- 
фи({

Ду =  (JC -I- Да:)“ -  х п
ва

_  (ж + Ах) — хп 
Ах — -------Xv--------  •

а  ни чексиз кичик фараз Филипса, àx  ни

Дх =  ах  (3)

равишда ифода килиш мумкин. Бу з^олда (2) нинг курини- 
ши (^уйидагича буладн:

Ау _  (X +  ах)п — хп _  хп [(1 +  а)п — l]
Ах ах ах

е к и :
(1 ! < - ’ ... А х ~ х  • ----- . ----- • (4)

А гарда

фараз  килинса, 

Демак,

(5)  дан

( 1 + * ) " - ! = ?  ( 5 )

Ах а

™ Д Й ) = * л~1и т т -  (6)

- H -  Р =  (1 -h « Г .

Бунинг иккала томоними логарифмаланса: 

ln (1 +  р) -= « In  <1 +  а)
ёки

. р - | 1п ( Ц - р ) = а - 1 /г1п ( 1 + а ) ,

ёки
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Демак,

1
р 1п (1 + р ) [' =  ап 1п (1 + я )  “ .

л_

1М(1 -(-«)“ 
а _1_

1п (1 +  3) -
(7)

(5) га мувофнк нолга якинлашганда ;3 ^ам нолга яцинла- 
шади. Шунинг учуп

. .  , я \  1п в 1]П1 — =  п - , - =  п.1 - 1 1 п е

Вупи (6 ) га куйилса у — х п функциянинг ^осиласи ^а-
мон 

ёки
у =  пх"~1 булади.

3. Юцорида чицарилгаи формула ёрдами билан у и и н г  
хусусий ^оллари булган цуйидаги формулаларми чи^ариш 
мумкин:

1. у =  Ух .
.2Бу функцияни у  =  х 2 шаклида ёзиб, асосий формулани и ш - 

латамиз:
1 1

1
1 , 1 

, 1 ~2~1 1 ~ Т  1 1
у — 2 х  — 2 х  ~~ 2 2  2 / 7 *

X
Шуминг билан

2 .

у =  У х  булса, у' =  - ~ ^

У =  У ^ .

Бу функцияни у =  х 3 шаклида ёзиш мумкин. Шунинг учунг

/ =  -я *1
3/--- •
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Шунинг билап

у =  У X булса, у'  —-r ẑ. ■
3 V X-

Одатда радикал 2-ва 3-даражали булган холларда тугри- 
дан-TVFpn юкоридаги формулалар ишлатнлади. Акс ^олда 
^алиги йул билан давом этилади. Масалаи,

1) у =  У х ; у '  =  (х") = ^ х
I V

.7 №

2)

3)

У  X я; у' =  \х"
5 V àÿxi'X

/-- 7 / В 0 «у =  Ух-;  У = \ х  1 =  т х  =  -Q-- —  = .85 1

4 )

5 )

§ 31. af(x) Н И Н Г  ^ О С И Л А С И  (а—У З Г А Р М А С )

а узгармас сон булганда у  — a f  (л) функциянинг ^оси- 
ласи у' — a f  (х) булади. Хацицатда умумий цоида буйича!

1) y +  Sy =  af{x- \ -Ax) ,

У =  af(x) ,  

2) by =  a \ f ( x  +  b x ) - f ( x ) \ ,

3)
Ay _  f ( x  +  à x ) - f ( x )  
&x Ax

Ал* нолга интилганда у' =  a f  (х), шунинг билан

у =  a f  (л) булса, у' =  a f  (х).
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Масалан,
у — 4х3; у ' ^ 4  (хя)' =  12 х 2 

у --= ахп ; у — а  (х " ) — апхп~1.

§ 3 2 .  У з г а р м а с  С О Н Н И Н Г  ^ О С И Л А С И

Баъзи бир ва^т фупкциянинг аргументи узгарса-да. 
-функциянипг узи узгармасдап цолиши мумкин. Масалан, 
ушбу

*М1- х  — а-  4- со*2 х

•функцияда х  узгарса-да, у узгармайди, чунки х  кандай 
булса-да

булади. Бундай ^олларда функция узгармас сонга айлана- 
ди. Шунинг учум бизга узгармас соннинг ,\осиласини би- 
лишга тугри келади. Бунинг учум узгармас сонни С фараз 
циламиз. Демак,

у =  С.

у нинг циймати х  га боглик булмагани учуп х  га ^ар цан- 
ча орттирма берган билам у нмнг цпймати узгармайди, яъ- 
ни унинг Ах орттирмаси ноль булади.

Ау =  0.
Шунинг учуп

•ва П т  =  0 ёки у' =  С' =  0.

Демак,  ^ар цандай узгарм ас соннинг ^осиласи ноль 
булади.

Масалан,
(5) =  0; ( 1 / 2 ) '  =  0; ( а ) ’ =  0.

§  33.  Й И Г И Н Д И Н И Н Г  ^ О С И Л А С И

Купинча бир неча функцияларнипг йигиндисидаи иборат 
булган функциянинг хосиласини излашга тугри келади. Бу ма- 
•салани умумий равишда ечиш учун ь;ушилувчи функциялар-
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яшм,  г», w ва уларпипг алгебраик йигиндисини у фараз ^ила- 
.миз, яъни

у =  и +  V  — W .  (1)

Кушилувчи функцииларннпг )^ар бнри л: пинг функцияси 
фараз цилинади. Масалап,

и =  Д  (А-), V =  / 2 (л), w  - / з  (л). (2)

х  нинг узгаришига караб, и, v  ва w  нипг >¡ap бири ^ам 
узгаради. Фараз циланлик х  пинг орттирмаси Ах булганда,

и пинг орттирмаси Ди булсин, 
v  нинг орттирмаси Av булсин, 
w  пинг орттирмаси Aw булсин.

Шунииг учун умумий коида буйича:

1 ) у — Ау — и Au -j- v  +  Av — w  — Aw

2) бундан ( 1) пн айириб олипса

Ду =  Au -[- Av — Aw

3) буминг иккала томони Ах га булинса

Д у __Д и Av Д w
Ах ~~ Ах ' Ах Ах '

Ах нолга яцинлашган ^олда

Ду , Ди ,
¿ - у ;  и  +

Av , Aw ,-г---- >V\  -----> W .Ах ’ Ах

Демак,  лимитга утгапда

у' — и' -Ь v' — w'.
М и с о л 1.

у =  5х3 +  2х2 — л: -г 7. 

у'  =  (5х3)' +  (2л2)' -  (х)' h 0 -  15x2-j-4x -  1.

М и с о л 2.

у =  З У х  — Зхъ+2х*  + - J .

8 - 1 7 7
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у' = (3 Ух)' -  (З*5)' +  (2л-6)' +  (AY = з • - 15* 4+\ х I 2у X

+  12a-5 - ¿ - .
М и с о л 3.

у  =  ах2 +  Ьх -)- с У х .

у' =  2ах +  b +  с • —з Y X-
Цуйидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:

98. у  =  Зх2 +  5х — 7; у '  -= ?

99. у =  ах2 +  Ьх +  с; у' =  ?

100. /  (je) =  5х3- 4 х 2+ 3 х  +  5; у' =  ?

101. у =  ах3 +  bx2 e x -\-d\ у'  =  ?

102. у =  -д- x 3- - J x 2 - 6 ; / = >

103. f ( x )  =  Зах4 +  0,5.x3 -  *  +  0,7; / '  (х) =  ?
104. 5  =  0,21-' — 1,5t3 +  0,3¿2 +  /; S ' =  ?

105. cp (jc) =  ах3 +  +  7 “ “I~d- ? '  (•■*) =  ?

, 06 - y - 5 T Ï  +  - f + ^  /  =  ? 
E ч и ш:

1 3 , 1  ,
У =  ^ + Ц - х3+ Т х ~ +  х ’

у'=<^-ы + т-ь + 1=ъпт)+т- + 1-
У му м an

f ( x )  , f  (x)y =  булса y — —y 1 булади

л 5am —  а л 2 — bx  4- 1 ,  20д'3 — 2a x  — b107. y = ----------- —г-------- ; y =  ---------- —г------* a -j- b * ^ a -r b

1ЛО // \ t 6* , tf.*2 . ~ ! / b ,1 0 8 . / ( * )  =  a  +  — +  — + 0 , 1; У =  y  +  —  .
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109. у =  (2л' 2 +  З)3; у ' = \ 2 х ( 2 х 2+ 3 ) 2

110. у =  А  +  У х 2 +  15; у '  =  -  А  +  2 _
х Зу X

111. f ( x )  =  у ' х 1; f ' ( x ) =  7
8 7 J

1
112 . ? = / * ;  „ ______

113. y =  jc2 ] / x ;  у' =  2,5хУх.

Ш . ? ( х ) = ^  +  ±  +  Ь- 9' {х) =  - ^  +  1 ,

„ 5 .  у = ±  +  ± ^ ;  y '  =  _ J  “  . _ J _ .
У У *3 3 х ЯуПс

Н С  S! \ а х ~ +  Ьх +  С . X/ / \ Ь 2с116. / ( * )  = — ----------

1 1  -7 / ч 5л:2 —  2л- +  1 / /  \  5  i 4  3117. Т (л) = ------р

118. у =  , /  =  — ± + 2°..
у  X* S  X* X a

119. y ~ ±  +  x 3V ^ + U  У = - ^ -  +  - т - ^ '

120.  F ( X )  =  ~ +  _  -L ; р  (Х) 10 3 , 1
■ / 7  ■* ’ '  3  Юлг2 У х  **'

121. f (x)  =  x V  х У*;  J ' { x ) =  l V x .

122 . у =  х  V x V x \  y ’ =  -%-V:-ê

2 У х  ’ 4?/-* 4х У хУ
§  34 .  К У П А Й Т М А Н И Н Г  ^ О С И Л А С И

Купаптувчи фумкциялардан бири и, иккинчиси v  ва бу- 
ларнинг купайтмаси у  булсин:
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у - av.

и ва V нинг ^ар бири х  нипг бирор функцияси фараз ци- 
линади, масалап,

и =  / ( х ) ,  V =  ? (х).

Умумий цоида буйнча даном этгапда
1) X га бирор Ах орттирма берамиз. Бунпнг натижасида 

и нинг орттирмаси А и, v  нинг орттирмаси Av ва у нинг 
орттирмаси Ду булсин, яъни

у -|- Ду =  (и -|- Au) (v -|- Av).

2) Бумдан берилган функцияпи айирнб оламиз

А у =  (и -|- А и) (v -1- Av) — uv 
ёки Ay =  uv -|- и- Av - f t ; -А и - f  Au-Av — uv

Ay — u-Av -f v-Au 4- Au-Av.

3) Чиккан ифоданипг иккала томониии Ах га буламиз:

Ду
Ах

\ v  , Au , Au .
: U -г—  - - V- .--- -- Г—  ' Ai;.Ах Ах ' Ах

Ах нолга яцинлашганда

lim =  У' ■
А х М ) * х

àv ,lim -r— =  v  
Ах-'О Ajf

lim y“ =  и' 
Ax->0*x

Шунинг билан

Бизда
Шунинг учун

lim Дг> =  0 . 
Дх- 0

(uv)' = uv '  - f  vu'.

и =  f(x)  ва v  = <?(x). 

u'=f ' (x)  ва v' =  (f'(x).

Буларнн суигги формулага цуйилса, унинг куриниши ^уйи- 
дагича булади:

У =/(■*)■ ?(-*) булса,
У'=/(•*) V O * )+?(-*) ■/(■*)•
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Демак, икки функция купайтмасининг ^осиласини то-  
пиш учун биринчи функцияни иккинчи функциянинг ^0- 
снласнга ва иккинчи функцияни биринчи функциянинг  
^осиласига купайтипиб, чиццан натижани цушиш керак.

Купайтувчиларнинг сопи иккитадан ортиь; булган ^олда 
>;ам купайтманинг >;осиласини шу пул билап топит  мум- 
кин. Масалап,

(игш)'  =  \и (хж')]' =  и (игр)' +  и' (ида) =
=  н(г»/та-1 vw' ) - t u '  v■x!) =  u v ,w-\-uv■w' -]- и'гда.

Демак,
(и■уда)'- ы'тмсн иъ'го -- игш' .

Шунга ухшаш, умуман:

( и1и0и.]- ■ ■ип ) =  и{ и2и3• • -ип +  и^и2 и.у • -ип _|_

+  • • • -|- ихи2ил • ■ ■ ип .

Чицарилган формуланинг ишлатилишини тасвир циладиган 
мисоллар:

1. у  =  (х3 +  а) (х2 Н- Ь)\ /  =  ?

Е ч и ш  йули: Берилган мисолда:

и = / ( х )  =  х 3 +  а 

V =  ® (х ) =  х- -]- Ь.

Шунинг учун, формулага мувофиь;

У' =  (*3 +  а) (■*" +  Ь)' +  (х2 |- Ь) (х3 -1- а)' 

у' =  (х3 +  а) 2х +  (л2 +  Ь) Зх2
ёки

у ’ =  5х* +  ЗЬх2 2ах.

2 . у =  (ах2 +  Ь) (сх +  ё)\ у '= ?

Е ч и ш  й у л и :

у' =  (ах2 +  Ь) (сх -]- ё)' +  (сх +  с1) (ах1 +  Ь)' 

у' =  (ах2 -|- Ь) с +  (сх й) 2ах
ёки

у ' = 3  асх2 +  2 айх  +  Ьс.
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3- У =  (* -!-  У х )  ( 4 - -  З л 2); у ' = ?
Е ч и ш  й у л и:

у' =  (х  |- У х ) { ~  — Здс2) +

+  ( х  +  Ух) '  ■ 

у' =  (х +  У х ) ( -  ±  _  б х ) +  (1 -I- ( А  _  з * 2).

§  35. К А С Р Н И Н Г  ^ О С И Л А С И

и ва в  пинг >̂ ар бири х  нннг бирор фупкцияси фараз 
цилинади. У мумий цоидага мувофик

и
У = 17. (®=^0).

1) у +  Ду =

2) ДУ =

3)

V

и  4 -  Дг>

V  +  Д у

н-|-Ди и _ ь-А и — и-До
' V  +  Ау V V  ( V  +  Д-1’)

Ди Дг» г< • — — и • —.
Ду _  Ах Дх
Ах V  ( V  +  А д : )

Энди Ад: ми нолга яциплаштириб, лимитга утамиз. Бу чоцда:

Пш ~г~ — У'
Ах-*0 У

Ппг ^  =  и'
Длг-'О

и т
Ах—0 А*

Н т  Ди =  0 . 
Ах->0

Натижада цуйидаги формула келиб чикади:
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vu '  —  uv'

Демак, касрнинг ^осиласини топиш учун махражини  
■суратининг ^осиласига, минус суратини махражининг \о -  
силасига купайтириб, чиццан айирмани махражининг квад- 
ратига булиш керак.

Чикарилган формуланипг цулланиш усули куйидаги ми- 
■соллардан куринмоцда:

Е ч и lu и ÿ л и: Бу мисолда и == ах  +  b, v  =  х 2. 
.Шунинг учун:

X* (ах Ь)' — (ах 4- Ь) (х-)' 
' (**?

, х - - а — (ах +  Ь)2х
* =  7  ’

, ад-2 — 2 ах"1 — 2 Ьх

1)

У =
еки

У
а х - +  2Ьх

X 1

2)

У =
(ах +  b) ( Y х)' — Y X (ах  +  Ь) 

(ах +  b)*

(ах  +  Ь) ■
2 Ÿ  х

a Y  X

(ах  +  Ь)2

еки
а х  +  Ь —  2  а х
2 Y х (ах +  Ь)2

Ь — а х
2 Y X (ах + b)2
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Дифференциаллаш учун масалалар

124. у =  (5 Ь Зх) (2 — 5х); у' =  — (ЗОх - f  19).

125. у =  (а -¡- Ьх) (с +  d x ); у ’ = ad -f  be -г  2bdx.

126. s =  (3t2 — 5t  4 -  ])(2t  +  3); s ' -  Ш 2 -  2t — 13.

127. f (x)  =  ( a + b x 2) (c — dx3); f ' ( x ) =  2bcx — 3adx1 —5bdx4.

128. у =  (a2 +  X-) (ax  — у> =  аз _  ¿, _j_ ^ax->

129. <e (x) =  (a +  V x )  ( l / x  — 6); ç ' ( x ) = l - a  — b 

2 '

130. У =  (а  +  4 ) ( x  "j/x l); y' =  ?

131. / ( * )  =  < У * - I- a: +  0 ( 2  +  i 7 x) (з  +  — j; f  (x) =  ?

132. f ( x ) =  ( - J - - ■ * J ( x ^ + f t ) ;  / ' ( •* )  = ?

133. cp (л) =  a x 2 ( V x  — 4 +  1 j ( x  - f  x  ] / x); cp'(x) =  ?

134. X / a
У a +  X  » (a -r -*)2 *

135. 1 -  *
V ' -  2У 1 + *  ’ y (1+JC)*

136.
a  +  X

У -  ДЗ ;
, 2;c +  3  a  

У ~  x* '

137. a x  — с a x  +  с
V =  ---- 1— .

2 x  У  xy  V х  ’

138. a x  +  b 
У с -f d x  ’

", ас —  b d  
У (с +  d x ) 2 ‘

139. a  4- b x
y =  *  ;

, 2а +  b x
У =

140. a +  bx2 
У - С - А Г  ;

ad  4 -  2bcx — bdx’2 
У ~  с2 —  2cdx  +  № x¿ .
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, In — in) Ьхп — am
У = --------т г +i--------

142. Тенгламаси у =  --  булгап эгрп чизикии (1; 1) пуц-

тасига утказилгап уринма абсцисса уцининг мусбат томони 
билап 135° бурчак ташкил этади. Бупи исбот ^илиисии.

143. Куйидагн эгри чизицларнинг .yip бирида шундай 
нуцта аницлансинки, у нуцтага утказилгап уринма абсцисса 
укига параллел булсин:

144. Геометриядан маълумки, доиранинг юзи ва унинг 
айланаси ушбу формулалар билан ифода цилинади:

линсин ва унинг геометрик маъноси текширилсин.
145. Тенгламаси у =  2хя — 9х2 -|- 12х— 3 булгап эгри чи- 

зикиинг шундай нуцтаси топилсинки, у нуцтадан утган урин
ма абсцисса уцига параллел булсин.

тенглама билап ифода килинади (масофа бирлиги — метр,, 
вацтбирлиги — секунд). Канча вактдан кейии нуцта тухтайди?' 

Жавоб: 12 секунддап кейин.
147. f ( x ) =  . ¥ булса, / ' ( 3 )  цанча бу.тади?I X

ширилсин.
Жавоб: х = 0  нуцтада функциянинг ^осиласи йуц.

§  3 6 .  Ф У Н К Ц И Я Д А Н  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ^ О С И Л А С И

Хозиргача биз ишлатиб келган функцинлар эн г оддий1 
функциялардан иборат эди. >^олбуки, фанда ва табиатда

1) у =  5х2 +  3; 2) у =  х- — Зх -]- 1.

Жавоб: 1) (0,3);

5  =  kR2, С =  2-R.

Бу формулаларга асослапиб ^  =  С булишнни исбот ци-

Жавоб: (2; 1) ва (1; 2) нуцталарда.
146. Нуцтанинг ^аракат цонуни ушбу S  =  -ryt3—12^+

Жавоб: / '  (3 )=  jg .
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учрайдигап функционал муносабатларнинг купи мураккаб
булади. Масалан, ______

>’ =  1ё +  ■*■)• ( 1)

Бу функциями бир печа одднй функцияларга ажратиш 
мумкип. Масалан,

у  =  ^  и, и. =  а Лг ги, ю = У  УУ, УУ =  а2 х 1,

бунга цараганда, у и мпнг функцияси, и уз навбатида V 
■пинг фумкцияси, V XV ннпг ва \Ух  нимг функцияси. Шумга 
ухшаш

у =  {ах2 +  ЬУ (2 )

функциями .^ам икки оддий функцияларга ажратиш мумкин

у =  и3, и =  ах2 +  Ь.

( 1) ва (2) каби бир нсча оддий функциялардап тузилгам 
функцияни „функциядан функция“ ёки „мураккаб функция“ 
.дейилади; (1) ва (2 ) функциялардаги биринчи аргумент ро- 
лида булган и фупкцняни „мураккаб аргумент“ дейилади. 
Умуман а гарда

y = f ( u )  ва и =  о(х)  (3)

булса, бу .\олда у, х  пинг мураккаб функцияси ва и унинг 
мураккаб аргумента булади.

Энди, у  нипг х  га писбатан >;осиласини топиш учун 
цоида чицарамиз. Бунинг учуй умумий цоидага мувофи^ х  
га бирор Ах орттирма берамиз ва бунинг натижасида чиц- 
и;ан и пинг орттирмасини Ди ва у нинг орттирмасини Ду 
фараз циламиз. Бизга

11Ш -г-
Дх-+0 х

ни топиш керак. Иккинчи томондан

Ду __Ду Ди
Ах  Д и А х '

Ах нолга яцинлашганда, Ди ^ам нолга яцинлашади. Шу- 
:нинг учун

Ау Ду . .  Аи
11т д 7 =  1ш д̂ Г ■ 11т д1 - Ах-*0  Д ы - 0  Д л г - 0
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^осилапинг таърифига мувофиц

У х = У и ' У х

е к и

у х =  {  (и)-их . ( 4 )

Бу тепгликда ух , у дан х  га писбатаи олинган ^осила- 
гш ифода цилади. Шунинг билан агарда

у =  / (и) ва и =  <? (х> булса, 

Ук ~ / ( а) ' и с булади.

Бу формула дифференциал хисобнинг энг му>;им фор- 
мулаларидан сапалади. Упинг ёрдами билап мураккаб функ- 
циянипг ^осиласипи топиш мумкип.

Демак, у ^ / ( « )  ва и = ^(х)  булган мураккаб / ( и )  
функциянинг х  га нисбатан ^осиласини топиш учун / ( и )  
функциянинг и га нисбатан ^осиласини и дан х  га нис
батан олинган >;осилага купайтирилади.

Бошцача ифода цилинганда, аргументи мураккаб б у л 
ган функциянинг ^осиласи ^ам худди аргументи оддий  
булган функциянинг ^осиласи каби олиниб булгандан  
сунг, уни яна мураккаб аргументнинг ^осиласига к у 
пайтирилади.

Масал ан,

ва и , л- пинг бирор функцияси булсин. Исбот ^илинган тео- 
ремага мувофиц бупипг >;осиласи куйидагича булади:

бунинг ^осиласини топиш учун энг аввал (ах +  Ь) ни Вах
тин ча оддий аргумент фараз цилиб, 3 (ах +  Ь)'г ёзгандан 
сунг, уни (ах -|- Ь) нинг х  га нисбатан ^осиласига, яъни а 
га купайтирамиз. Шунинг учун у =  ( ах- \ -Ьу  нинг ^осиласи

у' =  пип •и .

Масалан, у =  (ах Ь)3,

у' =  3 (ах -|- Ь)--а булади.

Шунга ухшаш: 
1) у =  (ах2 +  х  +  5)4;
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у' =  4 (ах- -г х  -|- 5 )3 (ах~ +  х  -¡- о)' =  4 (ах2-\-х г  о)3-(2ах-\-1).

2 ) у -  (ал-'1 -I- Ьх с):';

у' =  5 (ах* Ьх +  с)' - (ахл |- Ьх 'г с)' =  э(ах* +  Ьх-\-сУ(?>ах- ~\~Ь).

3) у =  и  -I- У'хУ;

У'  =  п (  1 +  У х ) п Л (  1 +  У х ) '  = п { \  +  У х ) * - 1 2 \гх

4) , 1 V3 
а х + - ) - ’

' \ 2 / , 1 V—  ( П.  А* -I--------- I =х) \

Шунинг билам, у му мам

у' — 3 (ах  4- — j +  х 3 (ах  +  -V!“ I а —

у =  ип булса, у =  пип 1 - и . (5)

Илгари чи^арилган ( л л У = /гд:"-1  формула бу формула- 
нинг хусусий ^оли булади, чунки и оддий аргумент булган 
^олда и'— 1 булади.

Шунга ухшаш мураккаб функция формуласига мувофи^:

у =  Уи  булса, у'  =  - ^у= ■ и', 

у =  У  и булса, у'  =  — ■ и'.
3  ( /  и 2

(6 )

Бу формулаларнинг ишлатилиши цуйидаги мисоллардан ку- 
ринмоцдадир.

1) у =  У  ах  г Ь; у' =

2 ) у =  У а - ^ х 2; у ’ =

1 • (ах +  ь у =  -

1 = ■ (а  +  * 2) ' - т

ал:-Ьб

1
2 Уа + хг

а.

2х.

3) у =  у '  =  — ч - 1-  -  -• ( 1 + х 2)/ = •  1 - -2х.
3 / ( 1+^)2 З у ( 1+^)«

4) у = 1̂ 1 + Я-3; У ' = —  \____ •(1+-Х3)/ =  3/-!—= -Зх2.
З/О+дгЗ)» 3 / ( 1+ л »)1
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149. у

150. у

151. у

152. у 

153 у

154. у

155. у

156. у

157. у

158. у

159. у

160. у

161. у

162. у

163. у

164. у

Дифференциаллаш учун масалалар

=  ( 3 -I-2-х)3; у ' =  6(3 +  2*)-.

=  ( я 3 -На3)-; у'  =  12х - (jc3 + а 3)3.

=  (а +  / х ) 3; у ' =  3 ( а - | - W .
2 ^

=  ( 3 *  +  г )  : У7 = 2  (Зх +  т )  ( 3  ~  " i )  •

=  ( К *  + - *  +  3)г'; у' =  5(У'х  +  x ^ 3 ) 4- [ ^ p ^  +  l)-

2ах -!- b= Y  а х 2 +  Ьх  +  с: у '  =  —  , ____________
2 Y ax¿ +  !>х -\- с

=  У х 2 +  2х + 1; у '  =  -7 — +  ’ _  .
Y  -V- +  -I- I

2Ьх=  у  а  +  ÔX2; у '  =
3  у ^ ( а  +  6 jc 2) 2

=  {а -I- Ьх)2 ; у' = 2&
3 а  |- йд:

а \ 3 , 3aJ
X ’ у = ~ т >

2 ах
У ~ (а л:);| ’

а ,  /■— ----------гг ,
= - На-  — У =- -

я*
А-’ |/ Я- — JC2

Ü-V

У *2— 1 ’

.г. £.\ 2. 
= I а ' ; — л:3 2

(л-1-’ -1-1 ) У  х* - I

■ - V i -
а Н- Ьх\* . , _ 2  (йс -h arf) (а  -|- 6л:)
с -  d x  } ’ У ~  (с — dx)‘¿
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i c i -  ■> , / --------- т =  г * ( 8 + 9 У х )
165. y = x - Ÿ l+ V x - ,  У -  t y ¡ + v - •

§  37. ЛО ГАРИФМНИНГ ^О С И Л А С И

у =  Igx.  ( 1>

Бунинг ^осиласипи топиш учуй умумий цоида буйича давом! 
этамиз:
1 ) у f  Ду =  lg (х -|- Ах),

2) Ay =  i g ( X -l- Ах) — lg je 
ёки

4 j , =  l g £ ± í £ . . * ( ,  +  £ ) .

3) ёки бунинг иккала томопини Ах га булинса, 

д ,  ' « ( ' + " )
д* Д*

Агарда

шунинг учун

еки

hx _ 1

я
X п

Ах = X
7г ’

Mg 1! 1 + 1 )Ду  ̂ п г
д* X

l s ( l  + J -V
Ду _ п >
д* X

(2)

(2 ) га Караганда Ах нолга яцинлашса, п чексизликка инти- 
лади.  Шунинг учун (логарифмнинг лимитини лимитнилг ло- 
гарифмига тепг фараз цилиб):

= ,im ©  =  i  l im ^  Í 1 + г ) ” =  Г  '2е Д*-»0 V / П-+00 \ п  / ■*
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дем ак ,  логарифмнинг асоси ^андаи булса-да ,  унинг ^осила- 
си уш бу  формула билан аницланади:

y  =  lgjc ;  y' = — lge.

Натурал логарифмни биз „1п“ билан ишоралаган эдик. 
Натурал логарифм булганда 1 п е = 1  буладн.  Шунинг учун  
бу ^олда

/ = Х -  (3>

Функция мураккаб  булганда ,  масалап,

у = 1п и

ва и, х  нинг бирор функцияси булган ^олда, мураккаб-  
функция формуласига мувофик

, 1 , и' у =  — • и =  —  .II II

Бу формула дифференциаллашда ж у д а  катта роль уйнай- 
ди. Шунинг билам натурал логарифм булган ^олда

у = 1п и; у' — (4)

Математик апализда кабул  килинган логарифм натурал 
логарифм булгани учун  бундан буён асосан шу формулани. 
ишлатишга тугри келади.  Шунинг учун  уни ж уд а  яхши би- 
либ олиш тавсия килинади. Бу формулани куйидаги цоида 
усулида ифода килиш мумкин:

Натурал логарифм ^осиласини топиш учун функция 
^осиласини у  функциянинг узига булинади.

Бу коидани ишлатиш й-ули куйидаги мисоллардан к у -  
ринмокда:

1 ) у  =  1п (ах +  Ь);

2 ) у  = 1п(л-3 +  а);

v ' =  (ax + !>У - а
У ах Ь ах Ь "

у'--
(х3 4- я)' З.у-3 

х-> +  а ’
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3) У = In (Л-  +  1 rx); у '  =  -  У -  + 1 .
х -\- V х  2х У х  +  2х

1 2 х  х
4) у = 1п / 1  Н-л:-; У \ + х *  ‘¿у 1 + х-  1 +  * г ’

Баъзи бир лолларда,  логарифмлаш мумкин булган ифо- 
данинг ^оснласини олишдан илгари, олдип логарифмлаб, 
сунг  ^осиласи олинса бирмунча кулай булади.

Масалап,
1 . у  — In у ах- + Ь, у' =  ?

Бупинг ^осиласини топиш цулай булсин учун энг аввал 
ифоданинг унг томонидаги логарифм амалини ижро цила- 
мнз. Бу ^олда

1
у  = - j  In (ах1 - f  b).

Энди бупинг ^осиласини топамиз:

, 1 2ах Чах
У 3  ах* -|- b 3  (ах'2 +  Ь)

2. у  = In (З-К2 +  2х +  I )3.

Эпг аввал ифоданинг унг  томонидаги логарифм амалини 
ижро цилиб, сунг  ^осилани топамиз. Д ем ак ,

у  = 3 1п (3.x2 +  2х + 1);

'  =  о 6 * +  2 6  (Здс +  1)
У Зх- -|- 2х  +  1 Зх'2 + 2х  +  1 '

3. у  =  (ах + 6) 3 \/~Зх'1 +  Ь.
Ифоданинг иккала томопини логарифмлаб, сунг  ^осилани 
топамиз:

In у = 3 In (ах +  b) +  In (Зх2 +  Ь)\

у '  3  а , 1  б х  __ За . Зх
/ Ч V-2у ах  -|- b 1 -1 Зх2 -[- Ь ах  -[ b 2 (Зх2 +  Ь)

Демак ,
' — f -I_____ : ix  \

У У \ах +  Ь^~ 2 СЗх2 +  b) I
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ёки
у' = (ах +  Ь)3 /  Зх- +  Ь +  2 (з Л  Ь)

Масалалар

166. у  = In (х- +  а 2); у  2х

167. у  = In (ах1 +  Ьх +  с); у'

X- -j- a ¡

2 ах  +  Ь 
ах* -I- Ьх +  с '

168. У = 1 П ( *  + - М ;  У' =  ~  1X a x ¿-\-х

169. f ( x )  = \nxn-, y' = Y-

i - n  i 1 Ь X , 21 /0 . у  =  ln г — - ; у' =1 -  *  ’  ̂ i -  *•
2

171. у  = (1пх)п; у '=И-(\пх)пЛ.

172. д/ =  X In х; у' =  1 -|- In я .

1 7 3  у ' =
■* X ’ ■> X-

У je- - ( а 

1

174. у  =  In (х Y X1 Н- а)\ у' =

175. у  = In ( l nх); У =  , ы х -

176. у - l n  У Ш -  У а~ —X1

H '7’7 ] t X / 1177. у =  - ln --------—г=. ; у  = -----, .
а а  -|- ÿ  а 2—х г X У  а* — X*

т.у=[1п(а + х+У2^Т^'1)Г’ y '  =  21n<a +  * + ^ -bff
У ах  н- X-

§ 38. К УРСАТКИ ЧЛИ  ФУНКЦИЯНИНГ Х.ОСИЛАСИ

а  ни мусбат ва 1 га тенг булмаган узг армас сон фараз 
килиб, ушбу  
У -177



д зо \оси ла ва дифференциал

у  — а х
(1)

курсаткичли функциянинг ^осиласипи топам из. Бунипг учун 
энг аввал унинг иккала томонидан натурал логарифм ола- 
миз:

Бунга цараганда,  курсаткичли функциянинг ^осиласи- 
ни топиш учун функциянинг узини асосининг натурал 
логарифмига купайтириш лозим. Масалап,

у  =  Ъх , у =  о г 1п 5; у -= {а-\-Ь)х , у = (а- ; -  Ь)х 1п (а -|- Ь) 

ва шунга ухшаш.

а =  е булгап >;олда у е ' 1 ва у = е '1 п е - = е х.

Д ем ак ,  ех нинг ^осиласи япа ех булади.
Мураккаб  функциянинг коидасига мувофиц, чи^арилган 

формуланинг умумий куриниши куйидагича булади:

Бу формулани ишлатиш йули куйида ечилган масалалардан 
куринмокда :

Юкорида чицарилган формулани яна умумлаштирищ

1 п у — х  1II (7,

чунки у = ах эди. Шупипг билап

у = ах ; у  = а 1п а

у  =--■а" ; у  =  а" • 1 п а ■ и .

1)

2)

3)
У х  ’ У х  , 1у = а ; у =  а - 1п а -----г _̂-

2 у х
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мумкин.  ^ацицатда,  курсаткичли функциянинг энг умумий 
куриниши куйидагича булади:

у ~  и\ (2 )

Бунда и ва V нннг >(ар бири л: пинг фупкцияси фараз ци- 
линади. Бупдай функциями умумий курсаткичли функция
дейилади. Бупипг ^оснласипи топиш учуп  эпг аввал иккала 
томонидан иатурал логарифмими оламиз

1п  у  =  V  1п  и.

Энди бумимг иккала томопидап ^осиласипи оламиз:

У' и' , /1
—  —  V  — \- V  1п  и  у и 1

ёки
у '  =  у  ^ V  - 1- V'  1п  и  | ^  ^  - V '  1п и  ^

ёки
у '  — Я)- 11°"л  и  - г  11° ■ 1п и - ъ  .

Юцорида чицарилган икки формула бу формуланинг ху-  
сусий ^оллари булади.  Шунинг билап:

у  - -  IС1 ; у  -  V ■ и™~~ 1 • и  - ] -  и °  • I п  и  ■ V .

V узгармас булганда
(  V \ ' г> — 1 '  -•( а ) -= V * и • и .

и узгармас булганда

( II3 ) =  иу • 1 п  и ■ V  .

Шунинг учуп умумий курсаткичли фуикцияни диф- 
фсренциалла!п коидаси куйидагича:

Умумий курсаткичли функцияни дифференциаллаш 
учун:  1) бир марта д араж а  курсаткичини узгармас  фараз 
цилиб дифференциаллаш керак,  2) иккинчи марта асоси- 
ни уз гармас  фараз цилиб дифференциаллаш керак ва
3) иккала дифференциаллашдан чиццан натижани цушиш 
керак.

Масалан,



132 Х^осила ва дифференциал

1) У =  ( а х  +  Ь ) 2х; у  = ?

Е ч и ш: у =  2х(ах  +  Ь)2х~1-а (ах - (-¿ )2г1п (ах-\- Ь)2.

2 ) у  =  (а +  1 п х)^х ; у' =  ?

Е ч и ш: _
у = У х  (а +  1п х)^х~г ■ ~  +  (а +  1п х ) у х 1п (а -[-

Одатда бу формула бевосита кам ишлатилади ва тип- 
даги функциялар учраган ^олда, унинг ^осиласи формула
ми чи^аришда ишлатилган метод билан топилади.

Масалан, у = Xх нинг ^осиласини формуласиз топамиз.

у =  Xх , 1п у  =  х  1п х,

— =  х  • — Н- 1п х =  1 +  1п х,у Х I I .

У =  У (1 +  =  хх (1 -|- 1пх).

М асала лар

179. г\ЧХу =  3 ; у  =  2 • 32х • 1п 3.

180. 1п ху =  а ; у' =  —а ' пх • 1п а .

181. г Ух'
У = 5 ; у '  =  — -т= • 5/ Г - 1п 5. 

2

182. у = еах,+Ьх- у ’ = а ола+̂ - ( 2а х  +  6 ).

183.
ехУ = а ; у =  а е_г ■ 1п а ■ ех.

184. У = у '  =  ^ 1п-г (1 -|- 1п х ) .

185. у = х2еах; у =  хеах (ах +  2 ).

186. У = 2х (х — 1); у '  = 2х ( х  1п 2-[ -1 — 1п 2 ).
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v —— г х с У * 1* In а
187. у = а ~х ; у ' =  -  •

1

188. У =  Л

189. у = хе*\ у =  ех -х6* +  ln х  j.

190. у =  JClnjr; у =  ln X2 • х пх~1.

191. у = ( ± У ;  /■= ( f V O n a - l n x - l j .

.92,

193. у =  Xх* ; у  = x v* • x'r í ln x-|-In2x  +  —V

§  39. ТРИ ГО Н О МЕТРИК ф у н к ц и я л а р н и н г  >;о с и л а л а р и

1. у =  sin X.
Умумий коида буйича

1 ) у +  Ду =  sin (х -|- Ах).

2) Ay =  sin (х -]- Дх) — sin X

ёки тригопометриянинг маълум формуласи буйича

A.V / , А х .Ду =  2 sin r¿- cos l x̂ -|- ~2 J.

3) Бунииг иккала томонини Дх га булинса
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Бу тепгликни кунидагича ёзиш мумкин:

Ах 
Sin -75-

Av ¿ ( , Ax\■ COS X  -I- -7¡- .Дх"" Ar  -  2
'  2

Шунинг учуп
Ах 

sin Tj-

lim P- =-- lim г—  • l ímeos
Д* -<• 0 v Дг-1-O Д * - 0

■ 2

Ах нолга яцинлашгапда,  Щ ^ам нолга яцинлашади. Шунинг 

учун
Ах

sin - у  ^

lim —:—  =  1 ва l im cos (х  +  - r f ] =  cos х,
Д^О Щ. Ах̂ -0 V Ч

демак ,
(sin х)' =  cos я .

Агарда сипуснииг аргументи у з  навбатида х нинг бирор 
функцияси булса,  масалан, у — sin и ва и = ср (х) булса,  бу 
^олда ____________________

(sin и)' = cos и-и'.

Масалан, jr =  s i n дга булса,

у' =  cos хг (X2)' =  2х cos X2.

2. у = cos X.

Бунинг ^осиласини топишнинг энг rçHcrça йули маиа бундай- 
дир:

cos je =  sin ^  — л; j ,

(cos л)'  =  cos ^  — X j  • — л: j  =s in  x - ( — 1 ) = — sin x ,  

ёки умумий ^олда

I Ceos //>' — — sin и и'



§ df/. TpU aO H O M erpU K  (pL/HKl(UHAapHUHZ HOCUAQAapU 125

3. y = t g j c .

3 u r  aBBĤ i 6 ynn K acp  KypmimimAa e3aMH3:

y = tg x — ------ .
J  &  c o s  *

LLIyHHiir yMyn k'a c p hhhr  >;ocn;iacHHH Torimu Kon,a.acn oyftHna:

, __ / s i n  * \ '  _  COS *  ( s i n  X)' - -  s i l l  x ( c o s  x )'
'  °  \ c o s * /  —  COS -  *

ei<n
COS2 *  +  s i l l2 *  

COS2 *
1 .

COS2 *  ’

Arap;ia y =  tg u Ba u = v ' a ) Cy.aca, 6 y ^OJiAa ( jjopM yjia-
h l i i i r  K yp m iH U JH  6 y n A a i i 6yj\anyi:

Maca/ian, y = t g x 3 6 yJica,

z 1 / \ / 3*-
y =  — — , • (•* ) = — — . ■J  COS- *■> ' COS- *■!

4. y -  c t g * .

, , W _  I  COS x\' __ s i n * - ( c o s * ) '  —  C 0 s * - ( s i l l * ) '
V & / I îll V / «¿in- V

(ctg x)' = 

LLIyHHiir (mnan

Sill*/ SI II - *

— sin- *  — cos'- *  1
s i l l - * Sill2 *  '

(ctgA-)' =

Arap,n,a y  =  ctg u B a  u, x  i i h h t  c ^ y h k u h h c h  Gy-nca, y  ^oji^a

Macajiai i ,  y  — ctg V x  Gy^ica,
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_  (У *>1 =  _  J
s in2 Y  X  2 Y х  sin2 Y x

Масалалар

194. y  =  s in a x ; y ' = a c o s a x .

195. y  = cos In л-; y '
sln lu X  

X

196. y = t g  a У  y; y '
a

2 У  je-cos- a Y  x

197. y  =  s i n 2^- ; y '
X  X

=  s in Y  cos  y .

198. y  =  c tg  { a x  +  b)- y '
a

Slna (flA'-|- b)

169. y = 3 s i n ( r ) ; y '
6 / 2 \ 

— ------- 7, COS — .x- \x J

200. y  =  s i n 3x ; y'-= 3 Sin2 X  COS X.

201. y  =  c o s 2 x ; y ' == — 2 cos x s i  n x .

202. y  =  s i n 3 x 2; y'--rr:6x  s i n 2 x 2 cos  X2.

203. y  = t g 3 У X; У'
3 1RS Y  x 

‘¿Y X ■ COS- Y X

204. y = a , y  co s  2 a ; y '
a sin 2x 
Y  cos 2 x

205. y = e'r ln  s in  x; y =  ex ( c t g x  -[- ln s in  x ) .

206. y — ln s i n 2 X; y ' = 2 c t g x .

207. y  =  t g  ( ln x); y '
_ sec-’ (lnjc)

x

208. y =  ln  ( tg  x); y '
2

sin 2 x  ‘

209. sin .Vy =  e x; y ' g5"1 * ( [ x  cos

210. / ( x )  =  x s in r ; / ' ( x ) = x s'nA / c o s x l n x + - ^
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212. у  (51П х)х ; у — ( в т  л:)г ( 1п э т  х  +  х ^ л : ) .

213. у ^ х х э т 3.*:; у =  Xх 51п2л:{3 соэ х  - И т  х(1 +  1пл:))_

§  40. ТЕСКАРИ  ф у н к ц и я н и н г  х;о с и л а с и

Биз биламизки,  агарда

У =/(■*) 0 >

монотоп ва узлуксиз  функция булса,  у ^олда бу тенглама-  
да х у пинг монотоп ва узлуксиз  функцияси булади:

ва ср (у) одатда тескари функция дейилади. ( 1 ) ва (2 ) пинг 
иккала томонидан х га нисбатан ^осиласи олинса,

булади,  чумки у  х нинг функцияси. Сунгги тенгликларнш 
бир-бирига купайтирилса

Буиинг иккала томонини / '  (х )  га булинса, цуйидаги фор
мула чицади:

Д ем ак ,  тескари функциянинг ^осиласи турри функция 
^осиласининг тескарисига тенгдир.

Бу формулани ишлатишда унинг иккала томонидаги уз-  
гарувчиларни бир хил цилишга тугри келади. Масалан,  (2)> 
ва (3) га мувофиц

х =  <? (у) (2)1

у ' = / '  {х) ва 1 = <р' (у) у ' (3)

еки
у ' = / ' ( * ) • ? '  (у)-у' 

1 = / '  (X)-*' (у).

(у)  = Г (X) Г |<р (У)] •
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Мисол учун уш бу у=х~ функцияни оламиз. Бу функцияга 
тескари булган функция х  =  V У булади.  у'= 2х пинг ёрда- 
ми билан (|/у)' пи топамиз. Формулага  мувофик

( У уУ =
1

‘¿х

1 .

§  41. ТЕСКАРИ  ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРНИНГ 
^ О С И Л А Л А РИ

у = агс э т  х .

Бу функциядан тугрн функцияга утганда,  у цуйидагича б у 
лади:

х й!п у.

¡Утгап параграфда чицарилган цоидага мувофи^

/ . ч/ 1( а г с з т х )  = ------ =' ' гл« л»соку (/ 1—БХП-у У\—X-

у нинг цийматлари— £ билан-|- -,'у ораликда фараз цили-

нади; шунинг учун радикалнипг олдида -1- цупилади.
Агарда у = а г с з т и  ва и = а (х )  булса,  у >;олда, фупкция- 

дан функция коидасига мувофиц, формуланипг курипиши 
бундай булади:

Масалан, агарда у ^ а г с з т х 2 булса,  бу долда

1
У = • 2х.У 1—X1

Шунга ухшаш агарда у = а г с з т а г булса,

У =
1

V 1 — а1х

2 . у  = агссоБх.

Бундан тугри ф ункцияга  5'тамиз:

ах 1п а.



§ 4 !  Тескари тригонометрик фцнкциялар хосилалари  139

X — COS у
ёки

x^=sin ( — — уj
демак ,

- j  — у —■ arc sin х

ёки

y = Y ~  arc s ' n Хш
Бу тенгликпинг иккала томонидан ^осиласи олинса

у '  = -  ( a r c s i n x ) '  =  - - J — г .
У  1 — х 1

Д ем ак ,  бу ^олда .уш формуланипг курипиши аввалгидай 
булиб, айирма фа цат ишорадагина. Шунинг учун y^=arccosu 
ва м =  ® (х )  булганда

(arc cos и)' = ----- _■ ■ и'.У 1 — //-■

3. y = a r c t g x .

Умумий, юцорида курсатилган метод билан давом циламиз:

(агс , е *>' =  v h r - 1ms"'у “  =  1W 7  = п Ь '

Шунинг билап:
( a r c t g x ) ^ ^ .

Агарда y  = a r c t g u  ва и = <с (х )  булса,  у ^олда формуланинг 
курипиши цуйидагича булади:

(arc tg и)' =  ¡ - ^  • и'.

Масалан.  агарда у  = a r c t g l / x  булса,  бу  ^олда
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y ' - T r m r - ( V x y = T h - w f
Шунга ухшаш , агарда y  = a r c t g l n x  булса,

2VxQ+x)

у 1 +  ln**  х  л: (1 H i n - * ) '

4. у = arc ctg х .

Юцорида курсатилган метод билан давом этилса

X— ctg у ёки x=tg (^ - J  — y j ,

бундан 

ёки

бундан

у  — y = arc t g x ,  

У =  у  — arc tg х ,  

у 7- - ( a r c t g x ) '  =

Умуман,  агарда y  =  a r c t g «  ва и = ® (х)  булса,  бу .\олда 
функциядан функциями дифференциаллаш цоидаси бупича

Дифференциаллаш учун масалалар

215. у  =  arc sin а х ;

216. y  =  ( a r c t g x ) 2;

217. у  =  (arc cos Зх )2;

218. y = earcisx;

У =

V  l - a - x 2 ‘

2пгс l g  х  
' 1 + *= •

,  6 arc cos Зх
У = '77-,V 1—9 л:- '

arc tg х

У = 1 + X'i
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219. у  — агс э1п 1/̂ э1п х; у' =  4- VI  +  сэсл:.

2 2 0 . у -  агс эш (х М; у' = 1

2 2 1 . у  =  а г с ^ ( 3 1 2 * ) ; СОЙ- * 4 - 9  8|Па к '

2 2 2 . у  = а а г с з т  -х- +  ]/га2 — х-; у' -= ] / ^ .

223. у  = агссоз (е",п*) ;  у' = —
V 1 *25111 к

224. у  =  агс бш ( э т  х ) ;  У' = 1-

225. у  =  а п ^  ; у '  =  -т ,* ь  *  -+- а ’ * а 2- ) -*2

ех — е. х ,  2226. у  =  а г с 1В ----- 2 — ; у ' =  еЗС + е_х .

х  агс я1п *227. у =  V 1 — л--агс  з!п х — х; у ' —
У I — х-

228. у = х У  а1 — х- +  а 2агс э т  у '  =  2 |/а-— х 2.

229 у = х лгс 5'пх- у '  = х агс а'п * Л1гс 8,11 х | _*п х
\ х

§  42. ГИПЕРБОЛИК Ф УНКЦ ИЯЛАР ВА УЛАРНИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ

1. Математик аиализпинг купгима масалаларида ех функ- 
циянинг турли шаклларда комбинациялари учраб туради.  
Буларнинг ичида купроц куйидаги икки шакл учрайди:

ех — е~х ех + е'~х ------ -------  ва -------л------.

Булардан биринчисини гиперболик синус ва иккинчиси- 
ни гиперболик косинус дейилади ва уларэИл:,  с !1 х  равиш- 
да ифода цилинади.
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е,х —х
2 , с!т X 2 (1)

х  нинг сИ х  га иисбати гиперболик тангенс дейилади ва 
у х равишда ш|)ода цилинади.

ех на е х =  —-  фупкциялари аргументпинг ^амма циймат-е
лари учун узлуксиз функциялардап иборатдир; шунииг 
учуп гиперболик фупкциялар

оралицда узлуксиз функциялардап иборатдир.
2. Гиперболик функцинларнинг орасида ^ам тригоно

метрии- фупкцияларпинг орасидаги муносабатларга ухшаган 
м у и оса б атл а р б о р д и р .

( 1 ) нипг ^ар и ¡с к и томонларини квадратга  кутарилса;

бупдан куйидаги формула чицади:

с1г х  — эИ^х =  1 .

( 1 ) ми кушиш ва айириш натижасида:

сЬ х  + яИ х  =  ех , сЬ х  — эИ х = е~х . 

Шунга ухшаш

(3)

(4)

ёки
(5)

3. Агарда
х  =  сЬ о ва у = 8И <р 

фараз цилинса, (3) формуланинг куриниши
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бу эса тенг томонли гиперболани ифода цилади. Буни эътиг 
борта олгаида,  гиперболик функцияларни тригонометрик 
функциялар каби тугри чизиц кесмалари билан тасвир цилиш 
у ум кин.

Бупииг учун М (х, у) ни х 2 — у- =  1 тенг томонли ги- 
перболадаги пуцта па х=ОР, у-—МР  пи унинг ' координа- 
талари фараз циламиз (шакл 28).

Бу нуктани коорди- 
патанинг боши билап ту-  
таштирилса, у гипербо- 
лапинг А бошига утка-  
зилгап уринма билан би- 
рор (2 пуцтада учраша- 
ди. Бу .\олда гиперболик 
фупкцияларпинг тугри 
чизик кесмалари билан 
тасвири куйидагича бу-  
лади:

МР= яЬ ®, ОР = сИ с?, 

№ <?.

X

Ш акл 28.

М (х , у) нуктани донра айлапасида фараз цилиб, гипер
болик фупкцияларпинг тасвирипи тригонометрик функция-  
ларнинг тасвири билан узаро солиштириб куриш тавсия 
килнпади.

Гиперболик фупкцияларпинг цандай узгаришлари улар-  
нинг 29 ва 30 шакллардаги графикларидаи куринмоцда.

4. Энди гиперболик фупкцияларпинг ^осилаларини то
пам из.

1 ) у =  бИ х.

Гиперболик синуснипг таърифига мувофиц

у ^ И  х  =  е * - е - х
2

Дифференциаллаш цондаси буйича

у ' =  (эН * ) ' =  £1 ±£1 1 .

Иккинчи томондан:
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.демак,

(sh х)' = ch X,

яъни гиперболик синуснинг ^осиласи гиперболик косинус- 
г а  тенгдир.

2) у = ch X.

Гиперболик косинуснинг таърифига муцофиц

ех + е ~ ху = с\л X — 2

Дифференциаллаш цоидаси буйича 

у' = (ch х)' = 

Шунииг билаи, нагижада:

■= s h x .

(ch х)' =  sh X,

яъни гиперболик косинуснинг ^осиласи гиперболик синус- 
г а  тенгдир.

3) y = t h x .

Булинг  ^.осила си и и т.опиш учун энг аввал уни
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sil *

куринишда ёзнб, сунгра каср ^осиласини топпш цоидаси 
буйича давом этамиз:

, _ cli2 х — sh- х _ 1
У ell- X ell* X

ёки (5) формулага мувофиц

(th х)' — 1 — tli2 х,

яъни гиперболик тангенснинг ^осиласи бир билан гипер- 
болик тангенс квадратининг орасидаги айирмага тенгдир.

5. Энди тескари гиперболик функцияларга утамнз.  Ушбу

s h y  =  x ,  ch у  = х, t h y  =  x

гиперболик функцияларнинг ,\ар бири узига мос, тескари 
гиперболик функция аницлайди ва улар одатда куиида-  
гича ифода цнлинади:

y  =  a r s h x ,  y  =  a r c h x ,  y  =  ar th jc.

Бу функцияларнинг графиклари 29- ва 30-шакллардаги sil х, 
chx  ва t h x  функцияларнинг графикларидан координата уц- 
ларини алмаштириш билан ^осил булади.  Уларга цараганда 
a r s h x ,  —  оо <  je  <  +  оо оралигида узлуксиз ,  усувчи ва 
бир цийматли булади;  шунта ухшаш ar th х, — 1 <  х  <  + 1  
ораликда бир цийматли, усувчи ва узлуксиз  булади;  a rch  л: 
булса ,  l - í x <  +  co оралицда икки цийматли функциядан 
иборатдир; бунинг иккала кийматларининг абсолют мицдор- 
лари тенг ва ишоралари тескаридир.

Энди бу функцияларнинг з(осилаларини топамнз.

1 ) у  =  arsl i  х,
бундан

х  = sh у .

Тескари фупкцияни дифференциаллаш цоидаси буйича:

v' =  1 =  1 =  1
У (sli у)' у i + s |,u у у \ + & ’

Шунинг билан 
1 0 - 1 7 7
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2 ) y  =  a r c h x
бундам

A' = ch у.

Тескари функциями дифференциаллаш цоидаси бумнча:

V' = (di у)' shy 1 Ÿxn— \'

Шумимг билам

3)
бундам

у =  ar cth X, 

jc=th y.

Тескари функциями дифференциаллаш цоидаси буиича: 

У'

Шунинг билам

1 1 1
(tll^)' 1—til2 у 1—X- ■

Берилган гиперболик функция мураккаб булган лолларда 
функциядан функциями дифференциаллам: цоидаси ишлати- 
лади.

Дифференциаллаш учун масалалар

,  с к У х
230. у = sh Y х\

X231. у = a L

232. у =  th3 X2;

'  2 Ух ’

у' = sh 2 х  • a sl’2 х In а. 

y '  =  6x - t h 2 JC2 ( 1 — th2 JC2).
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233. у  = агзИ — ; ̂ а

234. у — 1пс11 [е^х );

Уаг-\-х* ' 

е УТ.  111 ( е/ 7 )  

2 Ух

235. у  = агШ (1п х-); У х (1  -  1п-’ х - ) -

у '  = сЬ л  • ес|1 *( 1 -]- бЬ л:-Пт х ).236. у  = 81ис-ес1,х; 

237 у = агсИ (1п V х )',
2х']/ 1п*Ух-1 '

238. у = еа,х-аПЬх;

239. у  = эЬ3 х • сЬ" х\

240. у = х лП"х;

У  = 8112 х-сИ х ( 2  бИ2 х  + 3  с1Г- х).

у '= хаП]'х- 1{ а й Ь х + ^ у,агН1 х —1

§  43. ОШ КОРМАС ФУНКЦИЯНИ ДИФ Ф ЕРЕНЦИАЛЛАШ

Биз ^озиргача ошкор функцияларни дифференциаллаш 
билам шугулланиб келдик.

Энди, бу ерда ошкормас функцияларни дифференциал
лаш усули билан тамиштириб утамиз.

х  мимг ошкормас у фупкциясини аницлаган тенглама

булсин, у  ни М1у тенглама билан аиицлагап х  нинг функ- 
цияси фараз цилгам чоцдагина унинг чап томони айнан нол- 
га тенг булади.

( 1 ) тенгламадан у  пинг х  га писбатан ^осиласини топиш 
учун эмг аввал тенгламани у  га писбатан ечиб, сунг .^оси- 
ласини топиш мумкип эди. Бироц ^ар цандай тенгламани 
функция фараз цилган .^арфга писбатан ечиб булмайди,  ки- 
шини куп опора цилади.

Масалан,  ушбу

тепгламапи олганда биз уни у  га нисбатан ечишда катта 
цийинчиликка учрагап булар эдик.  Мана шундай лолларда

/  (х, у) =  О

х~ -|- хут" — 2у 3 — 13 — 0
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.\ам, яъни тенгламани у  га нисбатан ечмасдап,  у нинг х  га 
нисбатан ^осиласини топиш мумкин.

Бунинг учун (1) тенгламадаги у  ни х  пинг функцияси 
фараз цилиб, тенгламанинг чап томонидан х  га нисбатан 
косила олгандан сунг ,  натижани нолга тенглаймиз.  Хосила- 
нинг ифодасида албатта у' булади,  чунки у  иштирок этгам 
^адларни функциядан функция цоидаси буйича диффереи- 
циаллашга тугри келади.

Шуминг билаи айниятнинг чап томонини х  га нисбатан 
дифференциаллаш натижасида >;осил булган ифодада ум у -  
ман X, у ва у' булади,  яъпи ифоданинг куриниши

Мисол учун юцорида ёзилган уш бу  тенгламани оламиз:

Бундан у  нинг х  га нисбатан ^осиласини топиш учун юцо- 
рида курсатилган йул билан давом этамиз:

Биринчи мисолда курсатилган йул билан давом этганда,  
Куйидаги амалларни ижро этишга тугри келади:

ау2 +  2 а х у - у '  — 3 by1-у' — су’ =  О,

F {x ,  у,  У') =  0  

булади.  Буни у' га нисбатан ечганда:

у ’ = ç (х, у ) . (3)

(2)

X2 -|- х у 1 — 2 у 3 — 13 =  0.

2х +  у 5 +  5ху* ■ у ’ — 6у- • у' =  0. 

Энди бу тенгламани у га нисбатан ечамиз: 

(5ху4 — бу2) у' =  — (2х +  у 5)
‘бундан

Шунга ухшаш яна бир мисол оламиз: 

а х у 2 — by3 — су -i- d =  0 .

(2 аху  — 3 by2 — с)у ’ — — ау2
бундан

2аху  — ‘áby2 — с ‘
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Келаси бобларнинг бирида, ошкормас функцияни диффе
ренциаллаш учун,  бундан кура яна мукаммалроц ва цулай- 
рок усул  такдим этиладн.

Масалалар

Куйидаги тенгламаларни функцияга нисбатам ечмасдан,  
у дан х  га нисбатан ^осила топилсин:

241. x > - y 2 (2ß - x )  =  0; g  = .

242. y- — 2px = 0 ; rfy
dx

_  P_
У

243. ё  +  £ - , = °;
dy
dx = — b-x 

a?y •

244. 2x3 — Зау-  =  0 ; dy _ 
dx '

_  x~
-  aÿ = V -V 2a •

245. (Jc'-'+y-)-— -y-)=0;
dy - —

2x (x* -f 
2y (-V- +

y->-
V-) + <

246.
2 2 2

x J h- y ’ = а л ;
dy
~dx =  — f l

247. V .V 1e — e -¡- xy = 0 ; dy e* —y
dx ey -\-x '

248. y  sin X — X cos y — 0 ; ‘11dx
cos y —  y со 
sill X  -j- X  si

S X  

Il y •

249. s i n ( x —y ) + c o s  y-- ^ + 1 - o -  ^’ dx
cos (x — y) - 
cos (x — y) -

- ‘¿ X

j- siïly

250. exy- y - - V  1 -  0 ;
dy ex>
dx 2 y--xexy

251. je5 +  5 x y 7 \- y- == 0 ;
dy
dx -

5x* -| - 5 
35а'з'° -j-

v*

'¿y- *

252. . г 1 +  у 3 -  Зал-y = 0; =  Ц— -1 J J dx y J — ал
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§  44. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ВА УНИНГ ГЕОМ ЕТРИК МАЪНОСИ

1 . Бер илган функция у  =/(■*) булгап ^олда, унинг ^о- 
снласи

lim

(5 улар эди. Шунинг учун г ни чексиз кнчик сон фараз Фи
липса, лимит таърифи буйича

^  / '  (х ) -Г S ёки Ау = / '  (х) Ах -г 3 Ах. ( 1)

Бунга цараганда Ау икки чексиз кичик /'(х) Ах ва s. Ах 
булаклардап иборат. Булардан биринчиси / '  (х)  нолга тенг 
булмаган ^олда Ах га нисбатан биринчи тартибли чексиз 
кичик сон булади,  чунки унинг Ах нисбати нолга тенг бул 
маган узгармас сондан иборат; улардап иккинчиси (яъни 
г Ах) булса,  у Ах га нисбатан юцори тартибли чексиз кичик 
■сон булади,  чунки унинг Ах га пнсбати г га, яъни нолга 
интнлади.

f'(x) Ах функция орттирмасининг (Ау нинг) бош цисми- 
дан иборатдир; уни одатда функциянинг дифференциалы
дейнлади ua dy равишда ёзилади, яъни

dy = f'(x)Ax. (2 )

Д ем ак ,  функциянинг ^осиласини аргументнинг ихтиёрий 
орттирмасига купайтмаси у  функциянинг дифференциали 
булади.

Бу таърифга асосан

dx =  (х ) ' -Ах = Ах,

яъни оддий аргументнинг дифференциали узининг ихтиё
рий орттирмасига тенгдир:

dx = Ах. (3)

Юцоридаги (2) тенгликдаги Ах пинг уриига dx куйилса, унинг 
курипиши бундай булади:

d y = f '(x )d x ,  (4)
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яъпи функциянинг дифференциали функциянинг ^осиласи 
билан аргумент дифференциалининг купайтмасига тенгдир.

Агарда (4) тепгликпннг иккала томонини dx га булпнса ,  
унинг курипишн бупдан булади:

Й = / ' ( А ' ) .  (5)

13 у эса,  бизга ж уда  яхши таниш булган ^осилапипг ифо- 
даларидан бири эдп. Д ем ак ,  функция дифференциалининг 
аргумент дифференциалига нисбати функциянинг ^осила- 
сига тенгдир.

Шунинг учун ^осилапнпг иккинчи бир номи „дифферен
циал.™ иисбат“ эдн ва унинг сабаби бизга энди очик бул-  
дн. .\осила топиш амалини „дифференциаллаш“ дейпшнииг 
■сабаби ^ам шум дан нборат. ^ацицатда,  (5) тенгликпи каср-  
даи кущ азилса у

dy — / '  (х) dx

булнб, функциянинг дифференциали чицадп ва акснпча бу-  
и in 1 г пккала томони dx га булипса

булпб, функциянинг ^осиласи чицади. 
,\осиланнпг таърпфига мувофиц

% c = f  (л') +  £.

бунда s чексиз кичик. Бундам

- = 1Г (х )А х  / '  (х)
ёки

=  1 +  / (х ) ’ (6)

я,1.ни Дл' чексиз кпчик булиб, f '(x )  берилган нуцтада полга 
тепг булмаган ^олда,  Ду ва dy узаро эквивалент булади.

Б из юцоридаги (4) тенгликпи чицаришда х  ни оддий ар 
гумент фараз цилган эдик.  Бироц у бошца узгарувчининг 
фупкцияси булган .\олда дам у  уз  кучиии сацлайди. ХаКиКатда ,

у = f  (и) ва и =  ср (х)
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булса ,

У х= /
Бу тенгликнинг иккала томонини йх га купантнрнлса 

у гй х = /  (и)-их(1х
ёкн

йу =  / '  (и) с1и, 

чунки дифференциал таърнфмга мувофиц 

ух с/х =  йу ва ик с1х =  с1и.

Шунинг бнлан и нинг ;узи оддий аргумент булса-да ёки 
у  у з  навбатила бошца узгарувчининг функцияси булса-да ,  
функция дифференциалининг формаси (тузилиши) уз гар -  
майди.

У

2. Энди днфференциалнппг геометрик маъпоснни текши- 
рамиз. Бунинг учуп 31-шаклдаги эгри чизицнн ушбу

У = / ( * )

фупкцпямииг графнги ва х , у  ни унинг М пуцтасининг де-  
карт коорднпаталарп фараз циламиз. Эгрн чизицпимг М' 
муцтасмминг координаталарн .V +  Дл-, у  -|- Ду булсин. Агарда 
Л1 нуцтадагп урпнманинг абсцисса уцининг мусбат томони
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билаи ташкил килган бурчагини я фараз цилинса, бу долда

Ч °  = Г  (■*)•

Урннманинг М'Р'  ордината билап учрашган нуктасн N на 
М пуцтадан, абсцисса уцига параллел булиб утгап чизиц- 
нинг М' Р' билан учрашган нук'гаси булсин. Тугрибур-  
чакли МЫЯ учбурчакда :

М ?  — tga■УИ/? = / ' ( д )  Дд =  /' (х)с/х,

чунки Дд = йх эди. Сунгги тенглнкнинг унг  томонп у = /(х)’ 
пинг дифференциали буладн.  Д ем ак ,

ёу  = N¡1.

Шунипг билан, уринманинг уриниш нуцтасининг абс -  
циссаси орттирмасига тегишли булган ординатанинг урин- 
мага нисбатан орттирмаси функциянинг дифференциали- 
ни ифода цилади.

ёу нинг Ду га тенг эмаслиги шаклдан очпк куринмоцда..  
Бирок (6 ) тенгликка асосланиб, юкори тартнблп чексиз ки- 
чпк сонларни эътиборга олмаган долда,  уш бу  такрибий тепг- 
лик келиб чикади:

Ду ^  с1у.

Масалап,  у — х 2 булса,  у' =  2 д  ва йу =  2хйх. ^олбуки,  

Ду =  (х +  Дд)- — д-  — 2д  Дд -¡- (Дд)'-

Д ем ак ,  бу мисолда функциянинг орттирмаси Ду билап 
унинг дифференциали йу нинг орасидаги айирма (Дд)" дан,  
яъни иккинчи тартибли чексиз кичик сондан пборатдир. 
Шунинг учун баъзи бир вактларда функциянинг орттнрма- 
сн урнига унинг дифференциали цабул килинадп.

Текширишлардап чиккан патнжаларга  Караганда ,  ф у н к 
циянинг  досиласини топишда пшлатилган коидаларнинг  дар'  
бири унинг  дифференциалини топишда дам уз  кучини сак- 
л ай д  и.

функциянинг дифференциалини топиш учун энг аввал 
эски цоидалар буйича унинг ^осиласини топиб, сунг  ар- 
гументнинг дифференциалига купайтирилади.

Масалан,
1) у =  Зд- -\- 5х — 7.

йу =  (Зд- г  5д  — 7)' йх =  (6д  5) йх.
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2 ) У =  Sin (ах2 + Ь).

dy — cos («л-- +  b)d (ах* -¡- Ь) eos (ах2 ¡- b)-2axdx.

3) у =  V  а

dy =  — —— da* • ах ln adx.
2 У  а* 2 V  а х

4) у =  2А sin ах.

rfy = 2Л d (sin ax) -|- sin ax d2z =

=  2 a"eos <2A--arf.Y--|-sin ах -2X ln 2dx — (a eos ax  ln 2 s i n a x ) 2 'rd.\:

Хосила топиш у ч у »  чицарилган дар бир формулапинг.  
иккала томошшн аргументнннг дифференциалига купайти-  
риш натижасида,  дифференциал топиш учун  уш бу  жадвал  
келиб чицадн:

du1 . d (С) =  0.
0 V , 1 1 . cf (log и) =  lg е- —2. d (х) =  dx. Ъа ' ь“ и
3. d (Си) =  С du. 12 d l̂n =  ^

4. d (ип ) =  tiun~xdu.
, _  , 13. d(au) аи\п a du.

5. d ( V u ) = —- 7-d u .  _
2 У 11 14,d(uv) = vuv du-\-uv-\nu-dv.

6 . ¿ ( у л « )  = — du. 15. d (sin u) =  cos и du ..
3 y  x- , ,

16. d (eos и) =  — sin и du.
7 . d(u-\-v—w)=duJr dv—dw. .

\7.d(\.gu) — — — = sc2 и du.
8 . d (uv)-=ndv -\- vdu. cos" “

9 . d(±\ -= - 18. d (ctg « )  = -  = -  esc2 и du.

10‘ =  19‘ r f ( a r c s in « )  =  ^ = ï - r f « -

2 0 . d ( a r c tgH )=
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Дифференциаллаш учун аралаш масалалар

Берплган масалаларнинг жаиобига цараб досила булса— 
досила, дифференциал булса — дифференциал тонилиши 
лозим:

253. у  --- (1 п л-)3; йу =  -3 (|п ^  — .

254. у  = ел 1п х; йу = ех ^  -¡- 1п х  | йх.

255. у =  х а х ; йу = х п а  1 (п — 2х~ 1п а)йх.

256. /  (л )=л'т  1п х ---- — ; _/' (х) — т х ш 1п х.

257. ?  (л-) =  а гс ; й<?(х) =  -. У Л ^х + 2 • ч' ' 2 (х- -¡- А'+1)

258- у  =  ( г ) " ' ;  а У = п ( т г Г  {1 111 (тг )}^ ' -

259. у = х  У х--\-1 ; йу =  + 1г ёх.
V х'2 + 1

260. ?  (л-) -  (1 +  у^х)3; ®' (х) — (1 х  а )

261. у = х  а гс tg х  — 1п (1 х-);  у' = агс л\

262. у = \%к*\гх\ й ч ^ Х ^ к У х ^  — №Ух) - $ = .
2 ух

263. у =  1п агсЬ а* ; й у -  а' ' пас1х

264. у  =  !п

агсМ ах У  а2х— 1

а \ - Ь ^ х ^  _  2аЬ
а — Ы ц х '  У ~  а- соь* х  — Ь2 81и2 х  •

(1х265. Р(х) = 1 п (а +  х  -]- У 2ах  -|- х ’); йГ(х) =  —
У  2ах  +  х*- ’

^  / 1  4^ Л  ^ /-V г 4  1

266 V =  -г— ; йу =Ч 1 11 V *
х  . __ (1 — X (Пц X) ¿X
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267. f(x )  =  I n t g {ах +  b)\ f ( x )  = s{n2' x̂ rh ) .

268. у  =  arc tg ; dy =  V ~2 dxŸ 2 ’ y 3x2-'r  2x -[-1 •

ocn { \ ,M X / / \ 1 --Я 111 JC269. s  (Л-)  = —  ; o'  (x) =  —  -  .
.V X

270. у  =  3 sin x  cos ’ x  +  sin3 x; dy =  3 cos x cos 2 л\

271. у  — 4 (sin -V — 2 s in3 x) cos x; dy =  4 cos 4 л* üf.v.

272. y =  л' arc sin л* + V l  —x'1; dy = arc sin x dx.

273. F(x) — x n - f  nx ; Z7 (x) -■ nxn~l -f- я '  In /г.

274. f{x)= a'e -x; f  (x) = 2ate 2x In «  sec '  2д.

275. y = a xxa ; dy = a x xa~x (a -|- In ä)dx.

276. у = In sec2 д ;  dy = 2 tg x dx.

277. f{x) = eax (sin ax  — cos ад-); df=2aeax sin axdx.
m o  i л +  b t e  x  , Cab
2 7 8 ‘ У  =  , П ^ Г м ^ 1 . ;  У  =  a'-icos^-r — ¿ - s i l ) - - * : '

279. F(X) =  a r • ; F' (x) -  д а 1".

280. »  (д) = {tg ( a 2 — д 2)}3; (?' ( x ) =  6x tg 2-(ai ^ -A'L')-
cos-  (a - — л-'-')

x  ( a s— 4)* ‘

„ „ „  ,  . . 1 . . A'  1 C O S A  , ,  r f . r282. / ( A - ) = - l n t g T - - — df =
2  s i l l - A  ’ J si ll-'A

283. y  =  arcs in  д  эгри чизицца утказилган урипма абсцисса 
укннинг мусбат томони билан ут-мас бурчак ташкил кила 
оладими?

Жавоб:  fiÿrç.
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2 8 4 . /(д-) =  — — -  функциянинг л-=  О нуктада унг  па
1

сул досилалари топилган.
Жавоб:  унг  косила = 0, сул д о с и л а=  1.

285. у г :  2 х 3 +  х  — 15. Бу функциянинг аргу мент»  л ' ,= 1  
дан л'_>=1,02  га утганда унинг орттирмасннинг та^рибий 
цинмати цанча булади?

Жавоб: Д у ^ 0 , 1 4 .
286. ху = Ь2 ва х'1 — у 2 == а2 эгри чизицларнинг бир-бири 

билан кесишган нуцтасида досил булган бурчаги белгилан- 
син (икки эгри чизицнинг кесишган нуцтасидаги бурчаги 
деб — у  нуцтада дар бир эгри чизицца урннма булган туг -  
ри чизнцлар орасидаги бурчакни айтилади).

Жавоб: тугрибурчак .
287. у = е х эгри чизицнинг ордината уци билан кесиш

ган нуцтасига уринма булган тугри чизицнинг бурчак коэф
фициенты аницлансин.

Жавоб:  t g a = l ;  (а =  45°).
288. Алгебрадан маълумки,

1 < I 2 , , л-1 1 —Хп1 х +  х -\- ■ • • +  х =  ,

бунда х ^ О  фараз цилиб

1 +2х +  Зх2 Н--------- 1- пхп~1

йигиндини дисоблаш учун умумий формула чицарилсин.
Жавоб:

И .2х+3х! + . . .  +  ПХ- ‘ = ‘ - < " ^ + " ^ 1 .

| ^
289. у =  , фараз цилиб, ушбу1 X

- ^ + ^ И = = оУх—хз У  у—у3 
тенгликнинг тугрилиги исбот цилинсин.

§  45. ЮЦОРИ ТА РТИ БЛ И  >;ОСИЛАЛАР ВА Д ИФ Ф ЕРЕН ЦИ АЛЛАР

1. Маълумки,  дар бир функциями дифференциаллаш на- 
тижасида умуман  ян а бирор функция келиб чицадм, яъни
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y =  f(x)  ф у н к ц и я н м н г доснласи б)'лган у' =  /' (х) дам у з  
навбатида х  нинг фумкцияси булади.

Бу функциями дифференциаллаш матмжасмда чицкан ян- 
ги функциями аввалги у  = / (х) функцияга ннсбатан нккин- 
чи тартибли досила дсйилади ва у одатда

и  •• г// / \ Уу еки /  (х) еки

каби ишораланади.
Бу функциями, яъни мккинчн тартиблм досмлами диф

ференциаллаш иатижасида чиццан янги функцмяни аввалги 
функцияга иисбатан учинчи тартибли досила депилади ва у

у'" ёки /"' (х) ёки

каби ишораланади ва умумап у =/{х) функцияпннг я-тар-  
тибли досиласн

у{п) ёки /<п)(х )  ёки (1.Х
каби ишораланади. Масалам,

у =  ах'\ у' =  3 ах2, у" =  6 ах, у ’"=6а, у у =-■ 0 .

2. Маълумки ,  у= / (х )  функциямипг дифференцмалн

ёу= / '(х )ёх .  ( 1)

Бундаги (1х, х  га боглиц булмаганн учун (1) ни дифферен- 
циаллашда ёх  узгармас саналади. Шунинг учун йу ёлгиз х  
пинг фумкцияси булади.

ёу нинг дифференциалм, яъни ё(ёу) одатда ё 2у равиш- 
да  ифода цилинади ва у  =  /  (х )  функцияминг иккинчн т ар 
тибли дифференцмали дейилади.  Шуминг билан

ё 2 у =  /"  (х) ёх 2.
Шумга ухшаш

ё 3 у =  (х) ёх3, 

ё4 у = / 1У (х)ёх4
ва умуман

ё п у =  / п) (х) ёх п .
Масалам,

у =  а х 4 +  Ьх3 -г сх2 +  ёх е, 

ёу  =  (4  ах3 4 -  3 Ьх2 4 -  2 сх 4 - ё) ёх,
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ё 2 у =  (12 ах- +  6 Ьх +  2с) ё х 2,

ё 3 у =  (24ах  -{- 6 Ь) ёх3.

Табинй бу срда дам дар цаидап тартибли дифференциал- 
дап шу тартибли досплага утиш мумкип.  Масалан,

ё 2 у =  /" (х)ёх- булса,  

ё 3 у =  f"  (х) ёх3 булса,

О3 V

ва умумаи
(!х'

ё п у =  /1л)(л*) ёхп булса,

Ч ПУ А п ) .

¿Л'- = Г ' ( А - ) .

Хацикатда,  юцорида курсатилган юцори тартибли досила 
ишораларидан бири шунинг узн эди.

3. Энди мураккаб  функциянипг юцори тартибли досила- 
симп топамиз:

У = / ( « )

ва и, х  нинг функцияси булсин. Бу  долда

ах * ах '

/ ' ( к )  в а ^ н и н г  дар бири х  нинг функцияси булганп учун

ах* ■’ 4 ’ ах2 1 7 '  \ах)

& - Г  <«> ^  +  3 / "  <«> £  • + г  («> ( Й Гйл:3 •/ '  7 ¿.V3 1 1 '  '  ' йх а х 2 1 у  '  / )

ва т у н г а  ухшаш.
Биз биламизки,

ёу =  /' (и) ёи

формулада и оддий ёки мураккаб  аргумент була олади.
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Бпроц
йп у =  /{п)(х)с1хп

булган долда
йпу ^ ^ п){и)ёип.

. 'Хакицатда, а, х  нимг бирор функцияси булснн. Бу долда 

йу =  / '  (и)ёа

тепгл ам ада / '  (и) ва йи нинг дар бири уз гарувчи  буладп.  
Шунинг учун

■<Ру = й [/ '  (и)йи\=Г (и)с1и2 -| (и) (Ра,

<13у=Т" (и) йи? +  3 /" (и) йи с1-и +  / ' (и) й3и
ва шунга ухшаш.

4. Баъзн бир функцияларпинг умуман я-тартибли доси- 
ласини топнш мумкин.  Бунинг учун одатда функциянинг 
бир неча доснлаеини топиб, уларнинг цандай узгариб бо- 
ришига дицкат цилинади ва уларнинг тузилиш цонупи ош- 
гкор булган дамсш я-досиласи ёзилади.  Масалан,

1) у = хп (и — узгармас) ;  у{к) = ?

ечиш:
у"=п(п— \)хп~2 

у" = п ( п — 1) ( я - 2 ) * " - 3

умуман,
ут  =  я  (я  -  1 ) (я -  2 ) . . .  (я  — к +  1) * л- \

Агарда я  бутун ва мусбат сон булса ва к =  я  булса,  у 
дол да

у (п) =  п{п — 1)(я — 2 ) . . .  3 -2  -1

в а  я  дан юцори тартибли досиласи молга тепг булади. 
Шунинг учун ,  агарда

у = А0хп +  А1х п-' +  А2хп- 3 +  ■ ■ ■ -|- ( 1)

л -дараж али  бутун  функция булса,  у  долда

У п)= 1 . 2 . 3 . . . . я Л 0 (2)
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ва

Е ч п ш:

ум ум ан

Е ч и ш:

умуман

у(л+1) =  0.

2 ) у = а ' ; У я)= ?

у = а  1п а. 

у" —ах\па-\па — а х (1п а )2 

у"' = а* 1п а ■ (1п а)2 =  ах (1п а )'1

у (л) = ах(\па)п. (3)

3) у =  вш х ;  у (л) =  ?

у '  = с о з х  = зш ^х +  т̂ - 

у"= со з  ^х-|-у| = з т  ^х -|-2 у

/"=соз (х +  2 ^  = э т  /'х 3

У л) =  э т  ^х-|-/гу ) .  (4)

у  = соз х ;  у'

Юцорида курсатилган йул билан давом этилса

у (л)=соэ \X-\-n
т )  <5 >

булади.
(2), (3) ва (4) формулаларпинг дар цапдай (бутун) п учун 

тугрилиги математик индукция методи билан исбот цили- 
нади. Бунинг учун  формуланинг тугрилигини бирор п учун 
исбот цилиб, сунгра у (л+1)ни тузамиз:  бундан чиццан нати- 
ж а  формуладаги п пи п +  1 га алмаштиришдан досил бул- 
ган нагижага  тенг булиб, формуланинг дар цандай п учун 
тугрилиги исбот булади.

1 1 - 1 7 7
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Лейбниц формуласи

Икки функция купайтмасининг я-тартиблп хоспласинп. 
топнш учун Лейбниц формуласи мавжуддир .  13у формуланн 
чицариш учун  и ва V ни х  минг функцияси фараз цнламиз. 
Бу ^олда

(ию)' =  « ' и  ни'.

Бунинг иккинчи ^оснласини топамиз

(аю)'—и"V +  и’ъ' и’ъ' -р иь" — а"V -1-  2 а ' V1 ии".

Шунга ухшаш:

(ию)" = и '"ъ  +  и"ъ'  +  2 « ' V  +  2 н  V '  -]- «  V '  1го'" —

= и!"ъ +  За"®' +  Зи'о" р иг;'".

Ш у йул билан давом этиб, чиркан ифоданинг сонлц коэф- 
фициентларига диктат  цилганда, уларнпнг худди Ньютон 
биномининг коэффициентлари каби тузнлгаилигини курамиз;  
я  ва V нинг косила тартиблари булса,  улар ^ам Ньютон бп- 
номининг даража  курсаткнчлари кабп булиб, фацат и ва V 
нинг узлари ноль тартибли фараз цнлинади.

Шунинг учун Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и  номини олгаи 
ию нинг я-тартибли ^осиласи цуйидагпча булади:

( я ^ ) (П) =  Я (Л) V  +  п и (п V '  +  П ^  2 ^  !1{п 2) V "  +

+  • • • +  /ш'г/л_1) +  мг>(л).
(6)

Бу формуланинг я  —1 ,2 ,  3 булганда тутрилигини юцори- 
да  бевосита курган эдик.  Энди я  нинг циймати цандай бул 
са-да,  унинг тугрилпгини исбот кнламнз. Бунинг учун фор- 
мулани бирор я  да тугри булганда,  упинг я  +  1 да хам т у г 
рилигини исбот циламиз. Анализда бундай исбот цилпш ме- 
тоди куп ^улланади ва уни тулик индукция методи дейи- 
лади.

Шунинг билан формулани я  минг бирор цийматн учун 
тугри фараз цилиб, унинг иккала томонидан .^оснласинн 
оламиз:

_у(л+1) =  vuí■n+l) -)- т>'и(л) 4 - п 4 ------ я « ' и (л) 4-
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+  « г / л+1) + пъ'и(п)-г -я ( ” 2 1} г ) " л (л -1 )  -1-------- и ' г » (я)

ёки
у<л+1> =  г»и(п'И) +  (я + 1 )г», и(") + ^ г | " в (" - ,) + ■ •1-2

+  (п. -¡- 1)и'г»(я) +  иг>(я+,).

Лекии юкорида чицарнлган формуладаги /г нинг урнига 
п +  1 ни цуйилса хам худдп шу натижанинг узи келиб чи- 
Кади. Бу эса п пинг циймати хар кандай булганда ^ам фор- 
муланинг тугрилпгини курсатади.

М и с о л .  Ушбу у =  х ех функциянинг «-тартибли ^оси- 
ласи топилсин.

Е ч и ш: и = х !, V =  ех 
фараз цилииса

а = Зх2, и =  6 х, и"= 6 , и 4 =  О

(ех ) ' = ( е х У =  ( ех ■■■=(ех )(л) =  е* .

Буларни Лейбниц формуласига цуйилса у (л) нииг куриниши 
Куйидагича буладм:

у (л) = хя ех +  Зпх2ех + 3 п(п — \)хех +  п(п — \)(п — 2) ех —

=  ех {х3 -¡- Зпх2 +  Зп (п — 1) х  ■+ п(п— 1) (га — 2)) .  

Дифференциаллаш уч у н  масалалар  

290. у  =  1п х  К * ;  У" =  — 1П ^Ах'У х  ‘

291. у  = х 2 +  2 * ;  у1У = 2х(1п2)\

292. у  =  1п х ;  у (я)= ( — I)"“ 1 • 1 ' 2 ' 3‘ ‘ '(п ~ 1}
х П

293. у  =  соэ х ;  у (л) =  соэ ^х-|-

294. у = х- 1п х ;  у'" =  2

295. у =  х  агс х ;  у" =

X

2
(1+Х>)2
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296. у  = arc tg х ;  у" =  — .

297. у =  In (ах + Ь); у" = ( - 1)""1 •

298. у -  ^ 7  О  у" = -  8уеА' + е * ’ ( е* -¡- е * ) *

299 V— Л~ 1 • v"' — ~ 12

300. у  =  еал; у (л) -  ап е,,х.

( п у* _J_ Л __

302. y = - V -  у (я,= ( - 0 Я- Ь 2 .3 . . . я . ^* /1 _1_ /I V ’ J

301. y  =  sin ( а х  +  Ь); у(п) =  а"  sin ( ах  +  6 +  ^-'Y

« + /'-*’ 7 (а + 6д-)п+1

303. y  = cos2x ;  y (n) = 2n_1 sin |2х ~¡-(п— 1 ) .

304. у = (х + 3)е~ х ; y v , l = ?

y vn = — (х 3—21x2+ 1 2 6 x - 2 0 7 ) e _jr.

305. у  = 6  ̂cos х ;  y V1 =  ? y vl = 8 e'v sin х .

o n e  i (л)  ч ( л )  (  —  1 ) ”  1 - 2 - 3  - - (/7— 2 )  ,  .  оч306. V =  X ln X; у ? yw = - ---- -------——:----- - ; («>2)
je"

307. у  =  X* - 1 ln х ;  у"0 =  ? у (я) = .Ь2-3^. (я  -  В

308. у = ( х 2 — l )  l n ( H - x ) ;  у (л) =  ? я > 3  булган >;олда

у(л)= ( - 1 г 12 • 1'2'(31+,;.)(::_т -  ( * + «  -  п.



Г у  р  т и н ч  и б о б

^ОСИЛАНИНГ ФУНКЦИЯ ТЕКШИРИШГА ТАТБИЦИ

§  46 . РОЛ ТЕОРЕМАСИ

Теорема. Агарда f  {х) функция х нинг (а, Ь) интер- 
валдаги .\ар бир цийматида, белгили о с ил ага эга булса 
ва / (а) = f  (b) булса, у х,олда шу интервалда х нинг %еч. 
булмаганда шундай бирор с циймати мавжудки, функция- 
нинг бу цийматга тегишли f  (с) .\осиласи нолга аала- 
нади: /' (с) = 0.

1. Геометрик  м ул о^аза ,  f  (х) функциянинг графиги АВ 
эгри чизиь; булсин ва х = а, у = b нукталарда

f  (а )  =  f{b) =  Аа =  ВЬ
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булсин. Теореманинг шартига мувофиц (а, Ь) имтервалдаги 
^ар бир нуктада функция ^осилага эга,  яъни белгили урин- 
мага эга. Бу _\олда (а, Ь) интервалда хеч булмаганда С 
каби битта шундай нуцтаси буладики,  у  нуцтага тегишли 
уринма абсцисса уцига параллел булади ва

/ ' (с) = tg а =  tg 0  =  0 .

Бу каби нуцталар бир неча булувн мумкии.  Масалан,  биз- 
нинг эгри чизицда А ва В нинг орасида яма М' нуцта бор; 
бу  ну угадан утган уринма >̂ ам абсцисса уцига параллел.  
Агарда М' нуцтанинг абсциссаси х =  с' фараз килинса:

f  ( О  = tg а'  = tg 0  =  0 .

2*. Аналитик исбот.  Теореманинг шартига мувофиц 
(а, Ь) интервалдаги ^ар бир нуцтада функция белгили к о 
сила™ эга булгаии учун шу интервалнинг узида функция 
узлуксиз  булади.  Бу .\олда, узлуксиз функциянинг асосий 
хоссасига мувофиц f  (х) функциянинг (а, Ь) интервалдаги 
цийматлари ичида энг каттаси ва энг кичиги булади;  булар- 
дан ^еч булмаганда бири на f  (а) га ва на f(b) га тенг бул- 
майди, чупки тенг булган холда функциянинг энг кичик 
киймдти унипг энг катта цийматига тенг була.р эди, ^олбуки 
бу мумкип эмас.

Функциянинг энг катта циймати М булсим ва у  на /(а) 
га  ва на / (Ь) га тенг булмасин. Д ем ак ,  бу .^олда у  (а, Ь) 
интервалдаги бирор х = с га тугри келиши керак

M = f ( c ) ,  a < c < ô .

h ни мусбат ва с h билан с — h пи (а, Ь) интервалда фа
раз цилипса,

/ ( с  +  / 7 ) - / ( с ) < 0 ,  

f  {с — /г) - / ( с )  < 0 , 

чунки f  {с) функциянинг энг катта циймати эди. Дем ак ,
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h нолга иптилганда иккала тенгсизликиинг чап томонидаги 
писбатпннг лимита / '  (с) булади.  Лекин у нисбатлардап би- 
ри . 0  на иккпнчпси 0  булгани учун

Г ( С )  =  0 .

Масалан,  агарда f  (х) — х  (л- — 2) булса,  / ( 0 )  =  /(2 )  = 0  ва 
х  иииг 0  бплаи 2 ораспдаги ,\ар бир кнйматига функция-  
нппг белгили ^оснласп тугри келади.  Шунинг учун Рол 
теоремаси буйича 0  бплан 2 орасида х  пинг ,^еч булмаган- 
да  битта шундай кийматп буладнки,  функцияпннг бу ций- 
матга тегишли ^осиласи ноль булади, ХаКнКг1тда,

f ( x )  - - - 2 x -  2 , / 4 0  0 .

Агарда а на b нипг хар бири f  (х) фумкцияпинг илдиз- 
лари булса,  яъни

/ ( а )  =  0  ва / ( 6 ) - О

булса,  бу холда с хоспланипг нлдизи булади.  Рол теорема-  
сини бу ^олда цуйидагнча ифода цилиш мумкин:

/  (■*) ФУНК1ШЯНИНГ ^ар икки илдизи орасида  )^еч бул-  
м а ган д а  ^осиланииг битта илдизи булади (б у  оралицда 
косила м а в ж у д  бул ганда ,  албатта ) .

Рол теоремасининг тугрилнги учун берилган интервал- 
пинг хар бир нуцтасида функцияиипг ^осилага эгалиги 
шартдпр. Акс ^олда теорема уз  к'учипи йх'цотади. Масалан,  
у  шоу

f(x)  =  У х 1 — 4

функция х = -j- 8 нуцтада нолга айланади: >;олбуки унинг 
хосиласи

(— 8-1-8) иптервалда полга айланмайди. Бунннг сабаби 
х = 0 нуктада функциянипг ^осилага эга эмаслигидир.

§  47. ЛА ГРА Н Ж  ФО РМ УЛАСИ

Л а г р а н ж  ф о р  му л а с  и. Агарда (а, Ь) интервалда 
лгнинг^ар бир циймати учун f ( x )  функциянинг ^осиласи 
м а в ж у д  булса,  у  ^олда ^еч булмаганда  битта шундай 
х  = с нуцта топиладики, у  нуцтада:
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f ( b ) - f ( a )  = ( b - a ) f  (с) ( 1 )

а ^ с  <СЬ.

1. Геометрик муло^аза .  А ва В нукталари орасидаги 
эгри чизик f ( x )  функциянннг графиги булсип (шакл 33 ); 
Оа = а ва Ob---b булсин. Бу ^олда шаклга мувофик

A a = f( a ) ,  B b= f(b );

AD -  b — a, BD =  f(b) — f(a).

Агарда A ва В пукталардан утган ватарнинг абсцисса укн 
билан ташкил цилган бурчагиии а фараз цилинса, бу холда

ta a - BD - f W - f  («)
& AD ~  b — ci '

У

Лагранж формуласинипг тузилишнга Караганда t g a  =f'(c) 
булиши керак .  Д ем ак ,  А ва В нипг орасида эгри чизикппнг 
шундай бирор С нуктаси буладики,  бу нуктадан утган 
урннма ^алиги А В ватарга параллел булади.  Шупинг учуй 
агарда бу нуктанинг абсциссасинн с фараз килинса, у холда

ПО f  (Ь) — / (а) , , ,  .

Бу каби с нукта  (а, Ь) интервалда бир неча булуви му.мкнн.
2*. Аналитик исбот. f (x )  функция (а, Ь) интервалда 

>;осилага эга булгани учуц,  у  шу инкфвалда узлуксиз бу-  
лади. Буни пазарда тутиб, куйидаги теигликни тузамиз:
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f { b ) - f ( a ) р  
b — а

ёки (2 )
/(¿О - / ( а )  =  (6 - а )  Р.

Агарда Р нинг / '  (с) га тенглиги исбот килинсат (1) фор
мула исбот булади.  Сунгги тенгликнипг унг томонини чапга 
утказиб,  b нинг урнига л* ёзамиз ва бунннг натижасида 
хосил булган янги фупкцияни F(x) фараз циламиз

F (X) = /  (А') -  /  (а)  -  (X -  а) Р. (3)

(3) ва (2 ) га мувофиц:

F(a) =  0, F{b) =  0.

Шуиинг учун Рол теоремасига мувофнц (а, b) интервалда 
.V нинг ^еч булмаганда битта шундай циймати буладики,.  
функциянинг у цийматга тегишли ^осиласи ноль булади.  
Д ем ак ,  агарда х  ницг циймагинн с фараз цилипса,

F' (х) / '  (х )  — Р,

/ '  (с) — Я  — 0  ёки P = f { c ) .

Р учун белгпланган бу цийматни (2) тенгликка цуйиб, уни 
касрдан кутцазилса ( 1 ) формула келиб чицади. Шуинпг билаи

f(b) — f(a )  ----- (b — a ) f  (с); a < c  ■ ' b.

Лагранжнинг бу формуласи купинча бошца формада 
ёзилади. Бунннг учун одатда у  формуладаги а нинг урнига 
х  ва b нинг урнига х  +  h ёзадилар;  а билаи b нмпг ораси- 
даги с пи х  -|- 0/г равишда ёзиш мумкин,  агарда 0 пи тугри 
ва мусбат каср фараз цилинса. Шуиинг учун бу .чолда (1) 
формулапннг курипиши куйидагича булади:

/ ( х  +  h) — f(x )  =  h f  ( х  +  0/;); 0  <  0 <  1 . (4)

Бу формулани одатда чекли орттирма формуласи дейи- 
лади, чунки унинг чан томони / ( х )  функциянинг орттир- 
масидан иборатдир.

Н а  ги ж а 1. Агарда (а, Ь) интервалда х  нинг ^ар бир 
циймати учун функциянинг ^осиласи нолга айланса, у  
^олда функциянинг узи  шу интервалда уз гармас  сон 
булади.
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Хацикатда,  х, па х->, (а, Ь) ицтервалда х  нинг исталган 
цинматларн булсин. Лагранж формуласига мувофнк

/(•*•>) — /(-v'i) = (х, — л-,)/' (с),

бунда с булса х,  ва х 2 нинг орасида фараз килинади.
Кунилган шартга мувофиц / '  (х) ,  {а, Ь) интервалда х 

пинг исталган циймаги нолга тенг.  Шунинг учун  / '  (с) = 0 . 
Демак ,

/ ( х , )  = / (  х , ) ,

бу зса функциянинг узгармаслигини курсатади.
Н а т и ж а  2. Агарда бирор интервалда f  {х) ва F(x)  

функцияларнинг ^осилалари узаро тенг булса,  у  >$олда 
шу интервалда бу  функцияларнинг айирмаси уз гармас  С 
булади,

F ( x ) - f ( x )  = C.

Хакикатда ,  агарда айирмаси <р(х) фараз цилинса,

?  (х) -= F(x) —/ ( х ) ,
6 v холда

о ' ( х )  = F' (х) —f'(x)  = 0,

дем ак ,  о (х) уз гармас  соидан иборат.

§  48. КОШИ ФО РМ УЛ АСИ

К о ш и  ф о р м у л  а с  и. Агарда (а, Ь) интервалда х  нинг 
^ар бир циймати учун / ( х )  ва œ (лг) функцияларнинг 
^осиласи м авж уд  булса ва ?  (лг) нинг ^осиласи (а, Ь) 
интервалда нолга айланмаса у  ^олда

f ( b ) -  f ( a )  (с)
? (*) — ? («) ?'  (с) ’ '  '

бунда с (а, b) интервалдаги бирор сон фараз цилинади.
Бу формулами Коши формуласи дейилади. Унииг тутри- 

лигини исбот цилмш учун  ( 1) нинг чаи томонидаги касрни 
Р  билам ифода циламиз

fU’) - f ( a )  =  р m
? ( * ) - ?  (<’) ’ ^ 1

бундам
f ( b ) - f ( a ) - \ ? ( b ) - o ( a ) \ P  = 0.
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Бу тепглик ёрдами билан уш бу  функциями тузамиз:

F(x) = f { x )  —f ( a ) — [<р (х) -  <р (а)] Р,

бу функцияиинг тузилишига Караганда, (а, Ь) оралигида 
унинг ^осиласп булади.

Пккинчн томопдан:

F(a)  =  0  1за F (Ь) = 0 ,

агарда Р пинг урнига уз  киймати цуйилса.
Шунинг учун Рол теоремасига мувофик (а , Ь) интервал- 

да  х нинг >;еч булмаганда бнтта шундай циймати булади-  
ки, f (x )  нинг у  циймагга тегишлн хосиласи ноль булади.  
Агарда х  нинг бундай цийматини с фараз цилинса,

F' (х) /'  (х) -  <?' (х) Р,
демак ,

F' (с ) =  / '  (с ) — ? '  (с ) Р = о.
бундан

р  Г  «О 
?' (е) ‘

Р  учун аннцланган бу  ифодани (2) га куйилса (1) форму- 
ланннг узи келиб чицади.

Утган параграфда чицарилган Лагранж формуласи Коши 
формуласининг хусусий ^олидир. Хакицатда

О ( х )  =  X, С?' (х) =  1

булганда формуланинг куриниши бундай булади:

f(b) —f(a) __ ,, , , 
b — a J

ёки
f ( b ) —/ (a) = { b -  a ) f  (с).

Агарда а нинг урнига х ,  b нинг урнига х  +  h ва с нинг 
урнига л  +  0h ёзилса (0 <  0 <  1 ), бу ^олда Лагранж форму
ласи каби Коши формуласининг куриниши бундай булади:

f ( x  +  h) — f ( x )  _  г  (X +  Щ Ш „ 0 7 
у (х-\- h) — у  (х) у ' ( х  +  т  ’ ^  ^ (3)
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§  49. ФУНКЦИЯНИНГ УСИШИ ВА КАМАЙИШИ

Агарда х  =  а  дан х ~ Ь  гача оралицда функциянинг 
аргументи ортиб борганда функциянинг узи ^ам ортиб 
борса, яъни агарда ^алиги оралицда /г >  О булганда 
/ ( х  +  //) / ( х ) > 0  булса,  бу ^олда /  (х) функцияни шу 
оралицда усувчи функция дейилади.

Агарда х = а  дан х = Ь гача оралицда / ( х )  функция
нинг аргументи ортиб борганда функциянинг узи кама-  
йиб борса, яъни агарда ^алиги оралицда // > 0  булганда 
/ ( х  +  //) — / (х) < 0 булса,  бу ^олда / ( л )  функцияни шу 
оралицда камаювчи функция дейилади.

Функциями цай вацтда усиб боришини на кай пакт да ка-  
майиб боришини билнш учуп уш бу теорема кулланади:

Теорема. Агарда (а ,  Ь) интервалда /  ( х )  функциянинг 
^осиласи мавжуд булиб, у мусбат булса, шу интервалда 
/  (х) функция усиб боради ва агарда у манфий булса 
камайиб боради.

Теоремани исбот цилиш учум Лагранж формуласнни 
оламиз,

/  (х +  //) — f  {х) ///' (х-\- О//)
0 <  0 <  1 .

1) Берилган (а, Ь) интервалда / '  (х) мусбат булсин. Бу 
^олда,  агарда /? >  0  булса

f^x -|- //)— / (х )  >  0

булади,  яъни функция (а, Ь) интервалда усиб боради.
2) Берилган (а, Ь) интервалда / '  (х)  манфий булсин. Бу 

>;олда, агарда к >  0  булса

/ ( х  + //)— / ( х ) < 0

булади,  яъни функция (а,  Ь) интервалда камайиб боради.
Исбот килинган теореманинг геометрнк маъпоси 34-шак'л- 

дан очикдан-очик курннмокдадир.  Х^К^Ч^тда, функциянинг 
досиласи у  функцияни тасвир килган эгри чизицнипг берил
ган нуктасидам утган уринманинг абсцисса уци билан 
(унипг мусбат томони билан) ташкил цплган бурчапшинг 
тангенсипи ифода цилади.

Агарда у  бурчакни а фараз цилииса, теоремага мувофик,
функция усган ораликда t g a > 0 , яъни а <  булади ва
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функция камайган ораликда 1§ а < 0 , яънн а >  булади.  
Масалан,  шаклга  Караганда функция А нуктада усади;  
шу ни иг учун  ( х ) > 0  ва а <  Лксинча, функция

А' нуктада камаяди;  шунииг учун  а' =  / '  (х )  <  0 ва 

а'>~Т'
Мисол учун уш бу  функциями оламиз:

у  =  5 х :| -  2. (1)

Бу функциянинг усиш ёки камайишини текшириш учун  
унипг ^осиласини оламиз:

у '  =  15л:2.

А' нимг циймати цапдай булса-да ,  х 2 .^амма вацт мусбат 
булади.  Д ем ак ,  у = 5а'3 — 2 функция — со дан оо гача 
усувчи функция булади.

Иккиичи мисол учун х  >  0 булганда ,  ушбу

/(х )  =  1п ( 1 -|-х) — х  (2 )

функциянинг ишораси цандай булишини текширамиз.  
Бунинг учун упипг ^осиласими оламиз:

Г М = Т Т 7 - 1 = - Т Т Т -
Бунга Караганда х  мусбат булса /' (х)  манфий булади,  яъни 
х  мусбат булиб, усиб боргамда / (х )  >;амма пакт камайиб 
боради. Иккинчи томондан,
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/ ( 0 ) - 1п 1 — 0  =  0 .

Шунинг учун х  >  0  булганда

/ М < / ( 0 ) ёки / (х) <  О

булади. Д ем ак ,  х  нинг мусбат цийматлари учуп функция 
доимо мапфий булади,  яъни

1 п (1 ¡ -а' ) — х  ■: о ёки 1п (1 х) <  а .

Учинчи мисол учун ушбу  фумкцияии оламиз:
1 ,

/(х) — хе 2 . (3)

Бунинг усиш ёки камайишини токшириш учун умумий цои- 
да га  мувофик ^осиласини оламиз:

1 . 1 „ __1_ „
/ ' ( х )  =  е 2 — х2е 2 —е 2 (\ —хг)

ёки
- Т * ’/ ' ( х )  =  е (1 - ¡ - х )  (1 — х); 

х  нинг цийматлари цандай булса-да ,  з^амма вацт:

Шунинг учун / '(х) нинг ишораси (1 +  х ) ( 1 — х)  купантма- 
нинг ишорасига боглиц. Бу купайтманинг ишораси булса:

х  >  1 на х  <  — 1 булганда (1 - -  х ) (1 +  х ) < 0

— 1 <  х  <  1 булганда (1 - - х )  (1 +  х)  >  0 .

Д ем ак ,  (— 1, + 1 )  интервалда / ( х )  функция усади ва 
(— со, — 1 ) ва (-¡- 1 , +  оо) интервалларда у  камаяди.

§  50. ФУНКЦИЯНИНГ МАКСИМУМИ ВА МИНИМУМИ. 1-УСУЛ*

1. Агарда х = а  да / ( х )  функциянинг / ( а )  циймати 
учун  шу цийматига етарли даражада  яцин булган ^амма

* М аксимум  ва мныимумнинг умумий иазариясн келгусида берилади.
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цушни цийматларидан катта  булса, бу ^олда /(а) у  
функциянинг максимуми (энг катта циймати) дейилади.

Агарда х -■= а  да / ( х ) функциянинг / ( а )  циймати 
унинг шу цийматига етарли даражада  яцин булган ,\амма 
цушни цийматларидан кичик булса,  бу ^олда /(а) у  
функциянинг минимуми (энг кичик циймати) дейилади.

Бу таърифпи аналитик усулда  куйидагича ифода цилиш 
мумкин.

Агарда // ни етарли даражада  кичик булган бирор (мус -  
бат ски манфий) сон фараз цилинса, бу ^олда х нинг а га 
ж у д а  яцин булган кушни кийматини а-\-к равишда ёзиш 
мумкин.  Функциянинг а га цушни булган циймати бу хол- 
да  /  (а +  к) булади.  Шунинг учуй агарда

/ ( « )  > / ( а  +  л) ёки f (a  + h )—f ( a ) <  О

булса ,  бу ^олда /(х) функция х = а цийматда максимумга 
эга булади ва

/  (а) < / (а ¡ - //) ёкн /(а  -|--Л) — /(а) >  О

булса,  бу ^олда функция х - а цийматда мипимумга эга 
булади.

Агарда 35-шаклдаги эгри чизицни /(х) функциянинг 
геометрик тасвири фараз килинса, бу ^олда берилган таъ- 
рифга мувофиц унинг Л,  С ва £  нуцталаридаги цийматлари 
унинг максимумлари булади ва В , Г) нуцталаридаги ций- 
матлари унинг минимумлари булади.
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Функциянинг ^ийматини бирор ну^тада „максимум“ ёки 
„минимум“ деб айтганда: биз ёлгиз унинг шу нуцтасига 
етарли дараж ад а  яцин булган, унинг цушни цийматларига 
нисбатан катта ёки кичиклигини таъкид  ^илиб, функция
нинг бонща цийматларини эътиборга олмаймиз.

Шунинг учун бирор ораливда функциянинг минимуми 
унинг шу оралицдаги максимумидан катта булиши ,\ам 
мумкин.  Масалан, 35-шаклдаги эгри чизи^нинг ну^тасида 
минимум ва А нуцтасида максимум булган ^олда,  бу мак- 
симумнинг >;алиги минимумдан кичиклигини курамиз.

2. Максимум ва минимум пуцталарда функциянинг ^оси- 
ласи нолга анланади ёки м а в ж у д  булмайди.  Хакицатда,  
бирор х = а  ну^тада функция максимумга ё минимумга эга 
■булсип. Агарда / ' ( а )  м а в ж у д  булмаса,  бу холда теорема 
уз- узидан исбот булади.  Агарда / ' ( а )  м авж уд  булса,  бу 
^олда у  цуйндагича ифода цилинади:

Г(а)== и

Максимум ва минимум учун берилган таърифдан маъ-  
лумки,  / ( а )  максимум ё минимум булган >;олда, /г мусбат 
■булса-да, манфий булса-да,  у етарли д араж ада  кичик бул- 
ганда

/ ( а  +  / / ) - /  (а)

■орттирма у з  ишораснни са^лайди (яъни ишораси узгармай-  
ди) .  Шунинг учун бу орттирманинг к га нисбатан:

/ ( а  + Л) —/(я )
Л

мусбат ^ам манфий була олади, >;олбуки, у белгили лимит- 
га, яъни / '  (а) га интилиши лозим (цуйилган шарт буйича).  
Д ем ак ,  бу лимит ноль булиши керак

Г  (а) = 0 .

Чикарилган натижаларнипг геометрик маъноси шаклдан 
куринмовдадир.  Хацицатда, шаклга Караганда эгри чизик- 
нинг А, В, С, И, Е каби максимум ва минимум нукталари- 
га утказилган уринмаларнинг абсцисса у^ига  нараллел бул- 
ганлигини курамиз.  Шунинг учун максимум па минимум 
нукталарида уринманинг бурчак коэффициенти, яъни функ
циянинг ^осиласи нолга айланади.
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Бироц В (минимум) ва С (максимум)  каби нуцталарда 
(шакл 36) урипма абсцисса у^ига  тик булгани учун f (x )  
функциянинг ^осиласи чексизликка айланади.

3. Бирор нуцтада функция
нинг .^осиласи нолга айланган у  
билан функция шу пуцтада 
максимумга ёки минимумга 
эга  була бермайди. Масалан,
А каби ну^тада (шакл 36) 
функциянинг ^осиласи нолга 
айланса-да,  лекнн бу нуктада 
функция на максимумга ва 
на минимумга эга эмасдир. ___

Шу сабабдан бундай нук-  О 
тада функциянинг максимумга 
ёки минимумга эга булишини Шакл 36
билиш учун нукта  ёнида
функция ишорасининг цандай узгаришига ди^кат цилишга 
тугри  келади.

У

Шакл 37

Масалан,  А нуцтада f ( x )  функциянинг максимум ну^та-  
си булсин (шакл 37). Бу *олда А дан чанда булган В каби 
ну^тада уринма абсцисса уки билан уткир бурчак ташкил 
Килади, д емак  бу нуцтада f  (х) функциянинг ^осиласи мус- 
бат булади:

f ( x )  >  0 .

Аксинча, А дан унгда булган С каби нуктада уринма 
абсцисса уци билан утмас бурчак ташкил цилади, демак ,  бу 
нуцтада /  (х )  функциянинг ^осиласи манфий булади:
12—177
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/ И  < 0 .

Шунинг билли чапдан унг  томопга караб юр ганда м ак 
симум нукталарда функцияпинг ипюрасп

Караб узгаради.
Энди А нуцтаии f  (х) функцияпинг минимум пуктаси 

фараз циламиз (шакл 38). Бунда юкоридаги ^олпинг теска-

Шупипг билап чаи томондап унг томонга караб юргапда 
минимум нукталарида функциянинг шпораси

Караб уз г ар ад и .
Натижада функциянинг максимум Еа мииимумларини то- 

пиш учуй ушбу ^оида чикади:
1) f ( x )  функциянинг f ' ( x )  ^осиласини топамиз,
2) х  нинг ^осилани нолга айлантирадиган ^амма ций- 

матларини топамиз.  Бунинг учун топилган ^осилани 
нолга тенглаб,

тснгламанинг ^ациций илдизларини топамиз. Агарда х  
нинг ^осиласини чексизликка айлантирадиган цийматлари 
булса,  уларни ^ам топамиз,

3) / ' ( j c )  =  0 тенгламанинг ^ациций илдизларидан ёки 
/ '  (лт) ни чексизликка айлантирадиган цийматларидан 
бири а булсин: г ни етарли да ражада  кичик булган бирор 
мусбат сон фараз цилиб, / '  (а — е) ва / '  ( а  +  е) ларнинг 
ишораларини текширамиз. Агарда:

/ '  ( а  — е) >  0 ва / '  (а +  г) <  0 булса,  / ( а )  максимум.

|- дан — га

рисини курамиз:  А дан чап- 
дагн В каби нуктада уринма 
абсцисса уки билам утмас 
бурчак  ва ундан унг  томон- 
даги С каби нуктада уткир 
бурчак ташкил к'илади. Д е 
мак,  В нуктада /  (х)  функ-  
циянимг ^оснласи манфий

/'  U-) <  0
X

0

Ш акл 38

дан -Ь га

Г  (X) =  0
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f  (а — в )  <  0 ва / ' ( а  И е )  >  О булса,  / ( а )  минимум. 
Агарда / '  (а — s) в а / '  ( a  +  s) нинг ишоралари бир хил 

булса,  у  ^олда f ( a )  на максимум ва на минимум булади.
Агарда / '  (х)  = О тенгламанинг ^ациций илдизларидан 

бирини а  фараз цилкнса, бу ^олда чицарилган цоидани 
уш бу  жадвал  билан тасвир цилиш мумкин:

А гарда  Г  (х) пни' ншорасн / (a) J11] 11 г кпнмати

х  < 0 булганда х  > 0 булганда

+ _ максимум
--- + минимум
+ + Г на максимум

\ на на минимум

Энди чицарилган цоидани бир неча мисолларга татбиц 
цилиб курамиз.

М и с о л  1. Ушбу фупкциянинг максимум ва минимум 
Кийматлари топилсип:

f  (х) — 2х а — Зх2 — 12х +  1 0 .

Е ч и ш й у л и:
1 . / ( х )  = 2 х 3 - 3 х 2 -  12х  +  Ю

/ '  (х) = 6х 2 -  бх -  1 2 .

2 . 6х 2 — 6 х  — 12  = 0  ёки х 2 — х  — 2 О

тенгламанинг илдизларн: х А =  2 , х 2 =  — 1 булади.
3. Хосиланинг ишорасини текшириш кулай булсин н 

уни купайтувчиларга ажратамиз:

/' (х )  =  6 (х — 2 ) ( х + 1).

Коидага мувофи^

/ (2 — е) =  6 ( е) (3 £) <  О, 

f  (2 +  г) =  6 (4- е) (3 -(- е) >  0 .

Д ем ак ,  х  = 2 булганда функция минимумга эга булади ва 

/ ( 2 ) =  — 10  булади.

Энди х 2 =  1 ни текширнб курамиз:
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/ '  ( —  1 — е) =  6  ( —  3  — е) ( — е) >  0 ,

/ /( - 1 + е ) = 6 ( - 3  +  е ) ( + Е) < 0 .

Дем ак ,  х  =  — 1 булганда функция максимумга  эга  бу-  
лади ва / ( — 1 ) = 17 булади.

М и с о л  2. Ушбу функциянинг максимум ва минимум 
цийматлари топилсин:

/ ( х )  =  х ( 1п2х  — 3 1п х  +  3).

Е ч и ш  й у л и:

1 . / '  (х )  =  1п2х  — 3 1п х  +  3 +  х  ^2 1п х  • -------
ёки

/'  (х)  =  1п2х  — 1п х  =  1п х  ( 1п х  — 1 ).

2. 1п х  ( 1п х  — 1 ) = 0  ёки 1п х  =  0 , 1п х  — 1 =  О, 

бундам:  х 1 = 1 , х 2 - е.

3. Аницланган илдизларнимг ^ар бирини цоидага муво-  
фик текшириб курамиз:

Г  (1 — е) =  1п (1 — г) [1п (1 — е) — 1 ] > 0 .

/ '( 1  +е )  = 1 п ( 1 + е) [1п(1 + е) - 1 ]  <0 .

„ Демак ,  х  = 1 булганда функ
ция максимумга эга булади 
на / ( 1 ) — 3 булади.
Энди х2 = е ни текшириб к у 
рам из:

(е — в) = \п(е— е) х

X 11п(е — в) — I] <  О,

/ '  (в +  е) = 1 п (е +  £) X

X [1п(е +  е ) -  1] > 0 .
Шакл 39

Демак ,  х = е булганда ф унк
ция минимумга эга булади ва / ( е) — е булади.

М и с о л  3. Ушбу функциянинг максимум ва минимум 
^ийматлари топилсин:

х
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'/(X -  с)2

Е ч и ш й у л п: 1. f  (х) —■ —

2. Бунда ^осилани полга айламтирадиган х  нимг кийма- 
ти йук,  лекин д  =  с булганди /'  (х) чексизликка айланади.

3. 1̂ оидага мувофик

Д ем ак ,  х '= с булганда функция максимумга эга ва у 
f(c) =- а = АВ булади (шакл 39).

§  51. МАКСИМУМ ВА МИНИМУМНИ ТОПИШ УЧУН 2-У С У Л

Утган параграфда чикарилган коидага мувофи^ f ( x ) 
функциянинг максимум на минимум цоидалари унинг f  {х) 
^осиласининг ишораси кандай узгаришига боглик эди. Би
рок купинча f { x )  ^осиланинг тузилишига караб унинг 
ишорасининг кандай булшхини текшириш унгайсиз булади.

Бундай лолларда ва /(х) функциянинг иккинчи тартибли 
^осиласи м а в ж у д  булганда ,  унинг шу иккинчи тартибли 
хосиласига мурожаат килинади.

Хакикатда ,  / '  {х) к о с и л а / (х) функцияга нисбатан кан
дай роль уйнаса,  унинг иккинчи f " (х) хосиласи ^ам / ' (х) 
га нисбатан шундай роль уйнайди.

Утган нараграфдан маълумки,  х -  а нуктада /  (х) функ
ция максимумга эга булса,  бу >(Олда бу нукта  ёнида f'(x)  
ишораси -f-дан  — га утади.  Шунинг учун бу ^олда / '  (х) 
минг узи камаювчи функция булади ва унинг ^осиласи,  
яъни /" (х) манфий булади.

Шунга ухшаш х -  а нуктада f  (х) функция минимумга 
эга булса,  бу ^олда у  нукта  ёнида f'{x)  нинг ишораси
— дан +  га утади.  Шунинг учун бу >{олда f  (х) нинг узи 
усувчи функция булади ва унинг ^осиласи, яъни /" (х) мус-  
бат  булади.

Хуллас,  максимум ва минимум топишнинг иккинчи усули 
куйид&гича 'булади:

ь
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1) Функциянинг биринчи ^осиласини топамиз,
2) Топилган \осилани нолга тенглаб,  унинг ,\амма 

з^ациций илдизларини топамиз,
3) Функциянинг иккинчи з^осиласини топамиз,
4) Тенгламанинг з^аци^ий илдизларини навбат билан 

иккинчи з^осилага цуямиз.  Агарда натижа манфий чиц- 
са  — максимум,  мусбат чицса — минимум булади.

/"(х)—0 тенгламанинг з^акикий илдизларидап бирини а 
фараз цилганда, кейинги цоидапи упл5у таблица б и л а н т а с -  
вир цилиш мумкин:

/ "  (<7) ипмг нпюраеп /  («)

+ МИИИМ УМ
— МЛКСимум

М и с о л  1. Ушбу функциянинг максимум ва минимум ь;ий- 
матлари топилсин:

/ ( х ) = -----х* — х :| — х 2 4- 5.

Е ч и 1И н у л и :  1. / '  (х)  =  — х 3 — Зх2 — 2х.

2. — х 3 — Зх2 — 2х  =  О ёки — х  (х 2 -|- Зх -|- 2) =  О, 

бундан:
х ,  =  0 , х 2 =  — 2 , х 3 = — 1 .

3. /"  (х)  = -  Зх2 — 6 х  — 2 .

4. Тенгламанинг илдизларини навбат билан иккинчи >;о- 
силага цуйиб курамнз:

а) /"(0) =  - 2 < 0 ,
демак ,

х  =  0  булганда / ( 0 ) = 5  максимум булади.

в) /"(— 2) = - 2 < 0  
демак ,

х — — 2 булганда / ( — 2) =  5 максимум булади;  

с) / " ( - 1 ) = 1 > 0

демак ,  х  =  — 1 булганда / ( — 1) =  4-^ -  минимум булади.



§ 5! .  Максимум ва минимум тппиш уч у н  2- ус ул 183

Ми с о л  2. Ушбу фупкциянинг максимум па минимум ций- 
матлари топилсин:

/(А -)  -  Xх.

Е ч и ш й у л и: 1. /  (а )  Xх (1 1п а) .

2. 1 +  1п а  =  0  демак ,  х  =

3. Г  ( а )  == а д 1 -р Xх (1 +  1п а ) 2.

Д ем ак ,  х = — булганда,  функция мииимумга эга була-  
.ди ва у  __

f { - т )  =  \ / ' - т  б Ул а д и -

Мисоллар ва масалалар

Цуйидаги мисолларни ва масалаларни ечишда, берил- 
ган функциянинг тузилишига цараб, юцорида курсатил- 
ган  икки усулдан бирини ишлатиш тавсия цилинади.

309. / ( а )  — х'л — 9х- -(- 15х — 3.
Жавоб:  х  =  5 булганда / ( 5 ) = — 28 минимум;  х = 1 б ул 

ганда / (1 )  =  4 максимум.
310. / ( а )  =  2 х 3 — З а 2 — 3 6 а  +  20.

Жавоб:  х  = 3 булганда / (3 )  =  — 61 минимум; х  =  — 2 бул 
ганда / ( — 2) =  64 максимум.

311. у = - 1  — х2 +  -±-.

Жавоб: х =  0 булганда у =  максимум;  х = 2 булган-  
д а  у =- — 1 минимум.

312. / (х ) =  ( * - а ) 2.
Жавоб:  х = а  булганда ,  минимум = 0.
313. у =  2 х 3 +  6а 2 + 3 0 *  — 20.
Жавоб:  на максимум ва  на минимум йук .



184 \осиланинг функция текширишга татбици

314. / ( х )  =  х 2 (х  — З)2.
Жавоб:  х  = 0 ва х  =  3 булганда / ( 0 ) = / ( 3 )  =  0 мини-8]

мум;  х = 1 , 5  булганда /(1 ,5)  =  максимум.

315. /(■*) =  |/ ( 1 — х 2 )2 .
Жавоб:  х -= 0 булганда / ( 0 ) =  1 максимум;  х =  1 бул 

ганда / ( 1 ) — 0  минимум; х  =  — 1 булганда / ( — 1 ) = 0  ми
нимум.

316. / ( х )  =  ~  х 5 -  А  х 3 -¡- 4 х  +  1.

8 8 Жавоб:  / ( — 1) =  — 1 -jjt- минимум;  / ( П  — 3 —  макси

мум ;  / ( 2 ) = 2 -^- минимум;  / ( — 2 ) - - — j'-- максимум.

317. / (*) =  ^ .

Жавоб:  / (в) = максимум.

318. / ( х )  = 4 -  

Жавоб: / ( \) =  е минимум.
319. / ( х )  =  х 2 -\-рх +  q; х  = 3 булганда / ( х )  нинг мини- 

муми 5 булсин учуп р ва q пинг цийматлари цандай були- 
ши керак ?

Жавоб:  р =  — 6  ва <7 =  14.

320. / (x) =  !H f, я >  0.
х

j _

Жавоб:  х е п булганда максимум.

321. / ( х )  =  sin х  cos (а - -  х ) .

Жавоб:  х  = -|- (2k +  1) - 77- булганда максимум була-
ди, агарда k жуфт булса,  минимум булади ,  агарда k ток 
булса.

322. N дона бир турли электр элементларидан бир неча 
усуллар  билан батарея тузиш мумкин.  Бунинг учун ^ар- 
группада п  донадан килиб, кетма-кет  кушгандан сунг,  уно
сил булган группалардан параллел килиб кушилади.

Агарда ^ар бир элементнинг электр юритувчи кучини Et 
унинг ички каршилигини г ва ташки каршилигини R фараз.
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цилинса, бупдай батареянинг ток кучи ^уйидаги формула, 
билан ифода цилинади:

Батареями ташкил этган хар группадаги элементларнинг 
п сони нечтадап булганда бу батареянинг ток кучи энг  
катта булади?

323. Винтнинг фойдали иш коэффициентини уш бу фор
мула билан ифода килипади:

бунда [)- — узгармас ,  ишкалиш коэффициента, // — винтнинг 
кутарилиш бурчагииииг тангеиси. // нинг циймати кандай 
булганда ишкалишпинг фойдали та'ьсир коэффициенти энг  
катта булади?

Жавоб Л =--■ — +  У 1 .
324. Сувнпнг ЦС) температурадаги с иссицлик снгимини 

аниклаш учун ушбу формула кулланади:

с = 1 — 0,0006684^ +  0,00001092^.

Кандай температурада сувнпнг иссицлик сигимн энг кичик 
булади?

Жавоб:  21 = 30°,6 .
325. Ч у к у р  сунда тулциппипг тарцалиб кетиш тезлиги 

ушбу формула билап ифода цилинади:

бу формулада а — узгармас,  X — тулциннннг узунлиги.  Тул- 
циннимг узунлиги цандай булганда упинг тезлиги энг катта 
булади?  _

Жавоб: X =  2^ ] / а  .
Юкоридаги масалаларда функциянинг узи маълум булиб„ 

фа^ат унинг максимум ва минимум цийматларини топиш 
талаб цилинган эди. Холбуки,  купинча масалаларда функ-

пЫЕ
|- п'Г'

И(\ -А|а)
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диянинг узини хам топишга тугри келади. ^уйидаги маса-  
лаларни ечишда энг аввал масаланинг шартига цараб 
функция тузишга  ва ундан кейин тузилган функциянинг 
максимум ва минимумини излашга тугри келади.

326. Пароходнипг юришига сарф булган кувват  упинг 
тезлигининг кубига нропорциопал саналади. Пароходнинг 
юриши сувнинг оцишига карши булиб, сувнинг уз  тезлиги 
соатига а километр булган .\олда, пароходнипг тезлиги 
цандай булса,  энг катта экономия булади?

I: ч и ш й у л и :  Пароходнинг уз  тезлиги (кул сувда)  V 
фараз цилинса, унга бир соатда сарф буладиган цувват  !гъ'л 
булади (/г — пропорционаллик коэффициенти). Пароходнинг 
■бир соатда юрган >;аь;и^ий йули V — а булгани учун бир
километр йулга - — — кувват  сарф булади.  Шунинг  билан
излангап функция

Б у  функциями текшириш учун умумий цоида буйича давом 
этамиз:

, ,  , . (V  а) '¿ку* —

*  ;

(V — а) ЗАг>' — ко* =  О,
бундан

(V = 0  тугри келмагани учун  тенгламанинг биринчи илдизи 
ташланади) ;  V минг кнймати -трЯ булганда функция мини
м у м а  эга булади.  Д ем ак ,  пароход сувнинг оцишига карши 
юрганда, унинг уз  тезлиги су в  оцнши тезлигининг сига
тенг булса,  энг катта экономия булди.

327. Айланаси а — 100 метр булган девор билан мумкин 
цадар катта ерни ураб олмо^чи булганлар.  Ер тугри турт-  
бурчак шаклида булган ){Олда унинг томонлари кандай бу- 
лиши керак ?

Жавоб:  Ернинг .^ар бир томони - | - =  25 метрдан,  яъни
квадрат шаклида булиши керак .

328. Радиуси булган доиранинг ичига чнзилган тугри 
-гуртбурчаклардан цайси бирининг юзи энг катта булади?

Жавоб:  Квадрат булганда .
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329. Тугри турт киррали ёгочнииг махкамлиги унипг 
?эни билан баландлиги квадратининг купайтмасига пропор- 
ционал саналади.

Диаметри а булган хари ёгочни юцоридаги каби турт 
циррали цилиб кесиш керак булган.  Ёгочнинг мумкип цадар 
■маркам булиши учун уми кандай цилнб кесиш керак ?  
Ё бопщача килно айтганда, эпи билан баландлигини канча- 
дан килиб кесгаида у  маркам булади?

Жавоб: Ёгочнинг кундаланг кесимида >;осил булган туг -  
«ри туртбурчакиипг томоплари

у у  ва  а У %

■булганда энг маркам булади.
330. Доиравий тугри коиуспинг ичига чизилган доиравий 

■цилипдрлардан .чажми энг каттаси топилсин.
Жавоб:  Цилиндр асосининг радиуси — конус асоси ра-

диусининг -у-  га тенг.
331. Доиравий тугри конуснинг ичига чизилган доиравий 

щилиндрлардан ён юзи энг катта булгани топилсин.
Жавоб: Цилиндр асосининг радиуси — конус асоси 

1;радиусининг —  га тенг.

332. а сони шундай икки булакка булинсинки, уларнинг 
купайтмаси энг катта булсин.

Жавоб:  >;ар бири

333. Радиуси булган сфера ичига жойлаштирилган 
ва  ){ажми энг катта булган доиравий тугри цилиндрнинг 
¡баландлиги топилсин.

Жавоб:
/ 3

334. Доиравий тугри конуснинг ичига жойлаштирилган 
доиравий цилиндрлардан шундайи топилсинки, унинг тулиь; 
сирти энг катта булсин.

Жавоб:  Цилиндр асосининг радиуси =  0 и. .А {П г\)
335.  Ушбу цатордагй сонлардан энг каттаси топилсин:

У 2 , \ Г з .  у Т ,  5^5, . . .

Жавоб:  V 3 .
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336. Тугрибурчакли координаталар системасииинг бирин- 
чи бурчагида М (тп, п) пукта берилган. Бунипг устидан; 
шундай т\>гри чизиц утказплсинки,  уминг координата у к л а -  
рииииг мусбат томоиларини кесишганидан >;осил булган; 
учбурчакнинг юзи энг кичик булсин.

Жавоб:  Тугри чизикнипг уклардан кесган парчалари1 
а =  2т , Ь = 2п булганда .

337. Хажмлари бир-бирпга теиг булган конус шаклли 
чодирлардан кайси бирининг балапдлпги асосининг радиуси-  
дап У~2 мартаба катта булса,  упга  эпг кам газлама сарф 
булади.  Буни исбот килипсип.

338. Хажми V булган цилиндр шаклли (концоксиз) кутит 
ясаш керак булган.  Бунипг бала^длиги на асосниимг радиу-  
си к^ндай булганда ,  унга ж уда  кам материал сарф булади?

Жавоб: Асосининг радиуси ^балапдлигига

339. Радиуси Я булган сфера ичига жойлашадигап тугри 
доправий конуслардап шундайп топилсинки, упинг ёп юзи. 
энг катта булсин.

Жавоб:  Конусиинг баландли. п — Я.
340. Асоси билан баландлигип.мп’ йигииднеи узгармас 

булган ^амма учбурчаклардан каисп бпоининг асоси ба- 
ландлигига тенг булса,  ушанинг юзи энг катта булади.  
Буни исбот килинсин.

341. Тугри конуснинг ясовчиси I га теиг,  упипг баланд- 
лигн ва асосининг радиуси кандай булганда хажми эпг кат 
та булади?

Жавоб.  Л = 3 ,  /? = - ^ - / У 6 .
342. Гипотенузалари бир-бирига тенг булган ^амма» 

учбурчаклардан кайси бири тенгёнли булса,  ушанинг юзи 
энг катта булади.  Буни исбот килинсин.

343. Тугрибурчакли координаталар системасииинг бирин- 
чи бурчагида М (т, п) нукта берилган. Бу нуктанинг усти- 
дан утиб, координата укларининг мусбат томоилари кесган 
тугри чизикдан ^осил булган а ва Ь парчалари йигиндиси- 
нинг энг ками канча булади?

Жавоб: а -\- Ь = т - \ - 2 У т п  +  п (минимум) .
344. Асоси а га ва периметри 2р га тенг булган ^амма 

учбурчаклардан юзи энг каттаси топилсин.
>Кавоб: Тенгёнли учбурчак .
345. Тенгламаси у2 = 2х булган парабола укидаги н укта 

нинг парабола бошидан масофаси п булса,  параболанинг бу
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н у ^ т а г а  энг яцин булган нуктасинипг абсциссаси цанча 
<5улади?

Жавоб: п — 1.
346. Томони а сантиметр булган квадрат тунуканинг 

турттала бурчакларидап бир-бирига тенг булган квадрат 
парчаларни кесиб олиб, колган тунукадан  (усти очик) кути 
ясалмоцчи.

Кутининг ^ажми энг катта булсин учун  кесилган квад-  
ратларнинг томони цанча булиши керак?

Жавоб:  -~ а.ь
347. Асоси тутри туртбурчак шаклда булган деразанинг 

говори томоми ярим доирадап иборат (шакл 40).  Деразанинг 
периметри 300 см.

Деразанинг томонлари цанчадан булганда,  
у  энг куп ёруглик утказадн?

Жавоб: Деразанинг баландлиги ярим доира- 
■пинг радиусига тенг булса.

348. Учбурчакнинг томопларидан бири а ва 
иккипчиси Ь. Буларнинг орасидаги бурчак цан- 
дай булганда учбурчакпииг юзи энг катта бу- 
лади?

Жавоб: 901’ булганда .
349. Тенгламаси Ь'2х 2 |- а-у- — а2Ь'1 — 0 б ул 

ган эллипсда шундай нукта  тонилсипки, у нук-  
тадан утган уринманинг координата уцлари 
■орасидаги бурчаги энг цисца булсин.

Жавоб:  х  ^  а  ( ^ )  , у  =  Ь (—^ )  .

Шакл 40

§  52. АНИКМАС ИФОДАЛАР ВА УЛАРНИНГ ТИПЛАРИ

Маълумки,  баъзи бирфункцияларнингаргументига  бирор 
циймат берилганда,  у функция бутунлай уз  маъносипн 
йуцотиши мумкин.  Бундай аникмас ифодаларнинг баъзи 
бир асосий тинларн билан танишнб утган эдик.

Бирок аницмас ифодаларнинг улардан бошца типларп 
^ам булиши мумкин.  Турли текширишларда учрайдигап 
■аницмас ифодаларнинг одатдаги типлари куйндагилардап 
иборатдир:

0 оо _ 0 , оо
- Ц - ,  — , о о  —  СО, 0 . О О ,  0  ,  СО , 1 .

Агарда бирор f(x )  функциянинг аргументи х = а б ул 
ганда ,  буларнинг бири каби ани^мас ифода чицса, у вацтда
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f  (х) функциянниг аргумента а га иптилгапдаги лимита 
(м аижуд  булган ^олднj упипг >;акикий киймати саналади.

Аникмас ифодаларнппг ^а^и^нй кийматларини топиш 
учун биз хозиргача турли алмаштиришлардан фойдаланиб 
келдик. Энди уларпп косила ёрдамп била» топпшнм курса-  
тамиз.

О ОС
-ÿ- ма —  типлар.

А.

Берилгаи фупкциянипг куриниши

fix)
<?(*) ( 1)'

булсин ва х =  а булганда касрнииг сурати ва махражи 
нолга айлансин, яъни

f(a) = 0, ?  (а) = 0. (2)

f  (х) ва 'f (х) функцияларпи узлуксиз  на х = а якинида 
>;осилага эга фараз циламиз; шунинг билап баробар х = а 
я^ииида (х)  / 0 булсин. Коши формуласига ва (2) га 
мувофиц

/ ( * )  =  /  (х) - -/ (а )  _  f j x ,)
?(-*) ? (■ * ) - ? ( « )  ?'(-*■])’

бунда х ,  булса а ва х  орасида фараз килииади.
х ,  а га иптилгап чоцда х ,  ^ам а га интилиб боради. 

Шунинг учун (кейинги касрнииг лимити м авж уд  фараз 
цилинса),

1 f j Q  = (3)

Шунинг билан -jj- типдаги аникмас ифоданинг ^а^и^ий
Кийматими топиш (очиш) учун ^уйидаги цоида келиб чи- 
чади:

Функцияни ифода цилган каср сурати ва махражининг 
^осилаларини топиб, берилган цийматни аргумент ÿ p H u r a  
цуямиз.  Янги касрнинг циймати берилган касрнинг лимит 
циймати булади (у м а в ж у д  булган ^олда).

Агарда яна
/' (а) =  0 , <р'(л) =  0
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О
чи^нб цолса, у  >;олда .^амон тип булганп учун яма бир 
мартаба ю^оридаги цондани ишлатамнз. Д ем ак ,  бу )$олда:

Агарда /" (а )  =  0 ва ? " ( « )  =  0  чициб колса,  у .холда цоида- 
ни яна бир мартаба ишлатамиз, яъни

ва шунга ухшаш.
Чицарилган цоида биримчи мартаба француз математиги 

Лопитал томонидан такдим этилгани учун Л о п и т а  л ц о и- 
д а с и  дейилади.

а =  оо булган >{олда дам чицарилгап цонда уз  кучини 
саклайди.  Хакикатда,

Х ’  У
фараз Филипса,

II па
у->0

М и с о л 1. Нш ^ -гил> =  ? 
х -,0  х

Агарда х  нинг урнига 0 цуйилса -Ц- чицадн. Шунинг 
учун  Лопитал ^ондасннн ишлатамиз:

1п (1 4- ах)
х

а

*-*0 х -*->-0
11 па 1'1 (1 + ах) __ — ■ = а.

X  ̂ .П *

М и с о л 2.
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Агарда х  нинг урнига 0 цуйилса, ифоданинг куриниши 
-jj- булади,  яъни биринчи типдаги аницмас ифода чикади. 
Шунинг учун Лопитал цоидасини ишлатамиз:

.. X — SÍt] X 1—COS Xl i m ------- т—  -- u r n — г—— .
x~rQ х> áx

Бирок яиги чиркан касрдаги х  нинг урнига 0 куйилса 
^амон чикади. Шунинг учун Лопитал цоидасини яна 
бир мартаба ишлатамиз:

.. 1 — COS X ,. sin Xl im — ¿-г,—  =  lim —■
*->0  3* -  x -,0  bx

бу эса яна беради. Шунинг учун Лопитал цоидасини 
яна бир мартаба ишлатамиз:

.. SÍI1 х .. cos х 1urn —r.— =  lim гг— = -г-.  
jc-i-0 b'v х->0 Ь ь

Юкорида ифода цилипгап коидаии куйидагнча умумий- 
лаштириш мумкин:
И Фараз цилайлик / ( х )  па с? (х) функциялар (а, Ь) ёпиц 
интервалда аникланган булсии. Агарда

lim/(x) = 0, lim со (х) = О 
х-*а х-*а

•булса ва шу интервалда кетма-кет

J  (X), /  (X), f'"(x), . .  . t / ¿ j

o" (x), ф” (x), . . . У ¿"(к)

^осилалар м авж уд  ва чскли булиб, х = а  да  улар полга 
айлаиса ^амда

(л) (л)
f(x)  ва ср(х)

^осилалар м а в ж у д  ва чекли булиб

(л)

?(*)=/= 0
булса ,  бу ^олда
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/ (-*) f (jfj 
l im —г т  =  -TVi-

Бирок биз бу срда бунинг исботи устида тухтамаймиз.

В.

Агарда берилган ифоданинг куриниши

f(x)
?(■*)

булиб,  X = а булганда

/  ( а )  = о о ,  ср ( а )  =  оо
бу зрлда

О О

О О

тип хосил булади.  Фараз килайлик

булсин. Бу ^олпи биримчи типга келтириш мумкин.  Бунинг 
учун  берилган касрни бундай ёзамиз:

1
/_(х) =

?'(•*) “  J _ ’
/(-*)

f{a )  = с о ,  ср (а )  =  оо
булгани учун

—7-г =  0  ва -7-7—г =  О V W  }  (а)

булиб, ифоданинг куриниши булади.  Шунинг учун Ло- 
питал коидасига мувофик
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V  —  П тК — l i rn^ (ху f ix )
ёки К =  l i m yrj^j-K2

еки
1 = 11т £ $ . * ,  

K = l i m ^
. ’ (■*)’

Шунинг билан

К =  = Щ

Д ем ак ,  бу  ^олда ^ам,  яъни булганда хам,  Лопитал
цоидаси у з  кучини саклайди.

Биз юцорида Д ф 0  фараз килган эдик.  Лекнн К =  О 
булганда ^ам чицарилган натижа уз  кучини са^лайди, яъни 
агарда

lim Ш ) = 0 б? л с а - l im т ё ] = 0x^a^{JC> х-*а^ W

булади.  Буни исбот килиш учун А ни полга тенг булмаган 
бирор сон фараз циламиз. Бу ^олда

A = \\m-f{x) + * {x): 
ч (х)

Бу тенгликнинг унг  томбнидаги нисбатга кейинги коидани 
ишлатиб булади, шунинг учун

Л - l i m  + =  пт? <*' + *<*' =  И т Ш  +  И,

I • /' M  nдем ак ,  l im =  0 .
ЛГ-xZ T W

M с о л 3. l im =  ? (n >  0) .
X - > -  O O

X чексизликка интилганда ифоданинг сурат  ва махражи 
^ам чексизликка интилади. Шунинг учун Лопитал цоидаси- 
ни ишлатиш мумкин:
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1

l im = lim — —г =  lim — =  0 .
Jf-í-00 X X̂ oo tt-x x->oo nx-

М и с о л  4.

‘ ^ - 5 — ' )
l i m ------ .
- ü 1 + 4

X нолга имтилганда берилган касрнинг сурат  ва махражи 
чексизликка интилади. Шунинг учун  касрнинг суратини 
f(x)  билан ва махражини ср(х) билан ифода килиб, Лопитал 
Коидасини ишлатамиз:

COS2 ( - Ü -  — JC )
f  (.у) _ V 2 / _  л2 _______ _0_
Y (х)~  1 — J  - \ — 0— ------  COS2 ------ — X  )

л2 \-2 )
f "  ( X )  _  2 х  _____________  0

<f"(x) о _  / - т.

= +  1 .

2 cos ~ x ĵ sin —  х  j

/ " ' ( X )  _

+  COS' I ” . —X +  s in 2 — J
V 2 Г  \2

Юкоридаги коидани чикаришда биз фараз килган эдикки,  
л; а  га интилгапда

m  кя с м  
*(*) Bd * ' (* )

нисбатлар белгили лимитларга интилади деб. Бирок х  бирор 
а га интилганда f(x )  нинг <р (х)  га нисбати лимитга инти- 
либ, лекин улар ^осилаларининг нисбати 5<еч кандай лимит
га  интилмаслиги мумкин.

Масалалар

•зсп i- х* — lOjc2 +  9 . . .  ,, 4
3 5 0 - l ‘ m ~~ё* — 8х3 — 9 • Ж а в 0 б :  — •х —► о

351. l im —----- -—. Жавоб:
х -1-0 х  ь
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352. l im ------ — . Жавоб:  2.
лг- 0  А

353. l im \+ cosvf . Жавоб:  4

354. lim ,n-(x—ß . Жавоб:  1.
х-*я x ~ à

355. l im у—¡г. Жавоб:  оо.
X  •• v .CXJ

356. Ihn lllC0s'v . Жавоб:  0.
*

357. l im т— . i r .  Жавоб:  1.

s in  :ц- _  ,
358. l im —— F------Жавоб: 4

л' —О 5

о*_с'^ — 2лт
359. lim ------- —----- — . Жавоб:  2.

х-*0 x - sln*

t g ‘TT
360. l im .—7-,------ г. Жавоб:  —

X 1 »  ( 1  - -  X ) '

361. lim . Жавоб:  0.
X ►о clß A' '

362. lim ----- -А-. Жавоб:  1.
х+о хе

363. l im - ^ 4 ? — . Жавоб:  4 -
х ->0 х *“‘-х J

1п(1 + _г)
364. l im — -----------г. Жавоб:

1и [ 1 — - L

ОО.

1.



§  52. Аницмас ифодаларнинг типлари 197

365. lim - , Жавоб:  1.

366. lim ------- .  Жавоб:  I n a  — 1
Х - + 1  i n x

n a - t  1- 1 —  COS .V —  llU 'O S X  ,367. l i m ------------ ------------ . Жавоо:  1.
jc- 0  'r

o c o  S i l l  X -  X COS X 1368. l i m -------—г--------. Жавоб:
-ï-î-0 3

369. l im Жавоб:  0.
JC - *  o o  X

370. l im Жавоб:  0.PX-> OO L

371. l im ‘g *  -  clK* . Жавоб:  — 2.,clgzjt

Q 7 o  1 • X  Л ' (  O S A i r  r" 1372. lim -------- --------. Жавоб:
/ \ A*J 1

373. lim ---------—  , Жавоб:  1.
x^O x M x

0 S l l l :Ur - h  X-- COS X  . . .  „  _374. l im -------—---------- . Жавоо:  2.x^O x->mx
2. О-co ва co — oo типлар

О-с о  ва о о  — со типларнипг .\ap бирипн аввалги икки 
асосий типга келтириш мумкин.  Масалап,

f(x)  ср(Л')
ва x =  а булганда

/ (а) =  0 , и (а) =  оо 

булса ,  ифодапипг куринишн 0 -œ> булади.  Бу типни ^амма
О  „  О О

вакт -у-  еки —  типлардан бирига келтириш мумкин.  Бунинг 
учун  берилган ифодани цуйидагича ёзилса кифоя к.илади:
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../(■*)<p W  =  - j-  ёки /  (JC) «р (je) =
7 w

Куйилган шарт буйича биринчи касрнинг сурат  ва махражи 
ноль ва иккинчи касрнинг сурат ва махражи чексиз булади.  
Натижада масала ^амон Лопитал цоидаси бнлан ечнлади.

М и с о л 1. l im л: ln X = ?
х->0

х  =  0 булганда x l n x  нинг куриниши 0 -оо булади.  
Иккиичн томондан, берилган ифодани

1п х]
~Т~

формада ёзиш мумкин.  Бу ^олда у типга айланади.
Шунииг учун Лопитал кондаси буйича:

_1_

lim x ln x  =  l im =  lim ------ =  l im (— x) =  0 .
x ->0 x-yQ 1 x-t-0__л -> 0

X x2

2 . / W - i ( 4

Агарда x  =  а булганда

f  (а) = со, © (а )  =  оо

га  айланса, ифоданинг куриниши оо — m булади.  Буни 
аввалги асосий тинлардан бирига келтириш мумкин.  Бунинг 
учуй

=  , f W = w
фараз циламиз. Бу холда

Е\ (а) =  0 , F2 (а) =  0

f(x)  — cd i x ï  =  — 1_______ l—~ — F¿ M  ~~ F' (^  ’ ‘ ( ’ FAx) F-Ах) F^xyFtW  >
бундан

f(n \ — m(n\ — Fi (a) _ 0
’  F, (a)-F2 (a) ~  ü ’

бу эса Лопитал коидаси билан топилади.
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М м  с о л  2 . l im (sec л  — t g x )  =  ?

sec л  — t g x  пи куйидагича ёзиш муыкин:

1 sin X 1 — sin Xsec А" — tg X :

О

cos X COS X COS X

x  — иулганда бу булади. Д ем ак ,  

l im (sec.*: — tg x )=  l im^ 1

- - l im — L.°.S X- =  Hm c t g x  = 0 .— Sill X
x-*-x x-> 2

Масалалар

375. im
-v- 1

1
Л- -  1 x  '¿ — 1

376. l im (1 — s i n x ) t g x . Жавоб:  0.

377. lim (1 — J c j t g ^ r .
x-» l

378. l im X ctg - fr .
.v->0

379. lim
x —> 1 Л' — 1 111 JC

380 l im (a  * — 1 \x.
X - * c o

381. l im ln  x - l n  (1 — x).
X—r 1

Жавоб:  — .Tí

Жавоб:  2.

Ж а в о б : ----- г

Жавоб:  In a .  

Жавоб:  0.
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382. Пт
лг->-0

1 1
агс в т  х  а : с  1 2  х

383. Н т  л: 1п з!п х.
х-*0

384. Нт
х->-а

2 а
х  — а х- — а 2

385. П т в т  х-\п х.
дг->-0

386. Пт
.*->-0

387. Пт
лг->0

1________ 1_
з1п2л: х2

1 1
ех — 1

388. П т  (тс — 2х) х.

х-+-2

389. Пт
х->-0

Жавоб:  0. 

Жавоб:  0.

Жавоб:  -я—.2а

Жавоб:  0.

Жавоб: ~2-.

Жавоб: 2.

Жавоб: О

390. Пт 2х - э т  —- .
г т  2

391. Пт
\ — х ” \—хп

Жавоб:  а.

( 1)

3. 0", 1” , о с 0 типлар

Бу типларнинг умумий ифодаси куйидагнча булади

Ха^икатда,  х а булганда
/ ( а )  =  0  ва <? (а) = 0 булса,  0° буладп,

/(а) =  1 ва о ( а )  =  оо булса,  1”  булади,
/(а) —оо ва <р (а )  =  0  булса,  со0 булади.

( 1 ) ни у фараз цилиб, сунгра иккала томонидап логарифм 
оламиз:
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У = / { х Г Х)
In у = ср {х) In/ (х).

Килииган фаразия буйича х  =  а булганда

In у  = 0 - оо

булади, бу эса бизга маълум тип. Фараз цилайлик

lim (ln у )  = k
х^а

булсин. Бу .^олда
lim у = ех .

х->а

М и  с о л  1. lim (х — а)х~" =  ?
х->а

X = а булганда нфоданннг куриниши 0° булади.  Шупипг 
учуп  (ва^тинча „ l im“ ^олдирилса),

у =  {х — а)1 ~а.

In у  — (х — a) In (х — а),

_ j __
, I il Ix — а ) X — а

In у =  — --------- - — ------------------= — (х — а )  =  0 X = а б у л -
1 _  1 

X — а (д' — а)'1
ганда).
Д емак ,  у —е°~\,  яъни lim (х — а)х~а = 1.

х-+а

М и с о л 2 . lim (1 -¡- х) х — ?
л'->0

х= 0  булса,  ифоданинг куриниши 1“  булади. Шунинг уч уп  
^алигн йул билан давом этамиз:

_1_

У = (1 + х ) х

i 1 I /1 i \ 1п (1 +  х)In у  = —  ln (1 4 - jc) =  —
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х = 0 булган >;олда бу ифоданинг куриниши -^-бУ'ладн. 
.Шунинг учун:

'пП+х ' , ] '  __ 11п у = (х)’ 1 +  -г ’

X =  0 булганда 1п у  =  1 ва у  = е булади.  Д е м ак ,

Н т  (1 +  х) * =  е.
х->-0

Масалалар

392. Н ш / .  Жавоб:  1.
х-*0

393. И т ( х 2- 1 ) '  Жавоб:  1.
х-*\

1
г 1 х

х-*1

1394. Н т *  ' .  Жавоб:  — .е

395. Н т  (соэ-х) . Жавоб:  1.
X-

396. Пт  (тг -  2*)с0?' .  Жавоб:  1.

1

397. П т  (соэ х)х'. Жавоб: 
х^О V е

398. Пт л:*" ( д > 0 ) .  Жавоб:  1.
лг^О

1
399. Пт ( э т х ) 004*. Жавоб:  1.

х ^ у -

400. П т  (1 — 1п х ) |ПАГ. Жавоб: —
.г-1 е
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401. l im {xrj — a r,) ln i .

•402. lim ( t g x ) tK2r.

404. lim
.v- 0

l n ( l  +  ^ r

405. lim I 1 +  —  I .
, V - >  C O

■406. lim ( x  -¡- е * ) л .
Л- - 0

407.  lim (s injc) teA.

408.  lim (cos 5»x:)*J .
.v- 0

409.  l im (are sin x ) tg x. 
.v-o

410.  lim (ctgX)*1" ' .
.v- 0

411.  lim 

•v ' 2

Жавоб:  еъ.

Жавоб:  — .e

Жавоб:  а. 

Жавоб:  1. 

Жавоб:  еп.

Жавоб:  е2. 

Жавоб:  1.

Жавоб:  е~%\ 

Жавоб:  1. 

Жавоб:  1.

Жавоб:



Б е ш и н ч и  б о б

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ^ИСОБНИНГ ГЕОМЕТРИЯГА ТАТБИКИ! 
(ТЕКИСЛИКДАГИ ЧИЗИЦЛАР)1

§  53.  ТЕКИСЛИКДАГИ ЧИЗИЦНИНГ АНАЛИТИК ИФОДАСИ

1. Текисликдаги эгри чизицнинг декарт координаталарн-  
га нисбатаи аналитик ифодаси упипг узгарувчи х  ва у  ко-  
ордипаталари орасидаги

У =/(■*) (!>
ёки умуман

И {х,у) =  0  (2 >
мупосабатдан иборатдир.

Бирок эгри чизицнинг узгарувчи х  ва у координаталари’ 
орасидаги муносабатни ёлгиз бир тенглама билаи ифода ци~ 
лишга гохо имконият булмайди ёки булган ^олда унгайсиздир.

Бундай лолларда х  ва у нииг хар бирини бирор учинчи: 
у згарувчи  ёрдами билан ифода цилишга тугри келади ва 
бундай ёрдамчи узгарувчини параметр дейилади.  LUyнииг 
учун  агарда t ни параметр фараз цнлинса, бу  >;олда эгри 
чизициинг t ёрдами билан ифода цилинган тепгламаларнинг 
умумий куриниши ^уйидагича булади:

х ~ / т  1 . (з).
У = ?  it) I

Эгри чизицнинг бу шаклдаги тепгламалариин унинг пара
метрик тенгламалари дейилади. Агарда бу тенгламалардаи 
t ни чи^арилса, юцоридаги (2 ) шаклдаги тенглама келиб чицади..

1 Бу бобда ишлатиладиган фуикцияларим узлукспз,  бир кийматлн на 
масаланниг характерига  цараб,  керак  булган тартибгача .^осилалари ман - 
ж у д  фараз цилммади.
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2 . Кутб координаталари г ва ср га писбатан текисликдаги 
чизиь;

F(r, ? ) =  0 (4)
■ёки буни г га нисбатан ечилган фараз цилинса

' ■ = / ( ? )  (5)
куринишда ифода цилинади.

Маълумки,  декарт системасининг боши цутбда булиб, 
абсцисса уцини цутб уци кабул цилинса, нуцтанинг цутб ва 
декарт координаталари орасида ушбу муносабатлар м авж уд -  
дир:

X =  Г COS ср, у = Г sin ср. (6 )
Шунинг учун (5) дан (3) га утиш мумкин. Бунипг учун 

■■(о) дан г нинг ифодаснни (6 ) га цуйилса кифоя цилади. Д е 
мак ,  бу  ^олда

х  = / ( ? ) •  COS ср |
(7)

У =/(<?)• sin <? J
Булар эса, берилган чизикнинг параметрик тепгламалари 

■булиб, булардаги ©(цутб бурчаги)  параметр ролини уйнайди.
Энди мисол урнида баъзи бир эгри чизицларнинг пара

метрик тенгламалари билан таииштириб утамиз.
Айлана.  Айлананинг радиуси R ва марказининг коорди- 

наталари ( х 0, у 0) булсин (шакл 41). Айланадаги ихтнёрий М 
ну^танинг координаталари (х, 
у)  булсин; RM радиусининг 
урни бу радиус билан ОХ нинг 
орасидаги t бурчак билан аник- 
-ланади. Тугрибурчакли RMS 
у чбурчакда:

RS=RM  cos t, MS -- RM sin t.
Шаклга мувофиц 

R S ^  QP=O P — OQ = x — x0.
MS  ^  MP  — SP  =  MP — RQ —

=  У —  Уо
RM = r .

Д ем ак ,  айлананинг параметрик тенгламалари цуйидагича 
булади:

х  =./• cos t +  х0 )

• • (8)у  =  Г Sin t +  Уо I



206 Дифференциал %исобнинг геометрияга татбщ и

Бу тенгламалардан t ни чи^арилса, натижада ^амон ai i-  
лананинг одатдаги тенгламаси келиб чицади. Бунинг учун?
(8 ) даги х п ва у„ ларни чапга утказиб,  .^ар бир теигламанж 
квадратга  кутаргандап сунг  ^ушамиз:

(х —  Х п)- +  ( у  —  у 0)2 =  г -  (cos2 t +  sin2 t) =  Г- .

Эллипс. Фараз цилайлик эллипснинг катта уцп 2а на ки-  
чик у к и 2 b булсин. Координаталяр бошини марказ  цилнб, 
бири а га ва иккинчиси b га тенг булган радиуслар билам 
иккита айлана чизамиз (шакл 42).

Координаталарнинг бошидан бирор тугри чизик утказа -
миз; упинг кичик айлана1 

у билан кесишган нуцтаси S
ва катта айлана билан к е 
сишган нуцтаси R  булсин. 
Аналитик геомегриядан 
маълумки,  агарда R нук- 
тадан ордината У^ига па- 
раллел цилиб RP ни, S" 
иуцтадан абсцисса укига) 
параллел килнб SM ми; 
утказилса ,  бу  ^олда М ( х г 
у) нуцта эллипсда булади. 
Агарда OR билан ОХ ора- 
сидаги t бурчакни пара
метр цабул ^илимса, б у  
>;олда ORP учбурчакда :

Шакл 42. ОР — OR cos t
ёки

х  = a cost.

Шунга ухш аш ,  OSQ учбурчакда

МР SQ = OS sin  t ёки у  =  Ь sin t.

Шунинг билан эллипснинг параметрик тенгламалари цуии- 
дагича булади:

х  =  а cos t }
(9>

у =  b sin t J

Агарда булардан параметр t ни чи^арилса, натижада 
эллипснинг одатдаги тенгламаси келиб чицади. Хакикатда ,
(9) дан
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-¿г = соэ- *,

-ПГ =  31п‘-О *
булардан

,-2
—  4- —  =  1а‘ ^  № ■

Циклоида.  Циклоида деб,  узг армас ОХ тугри чизик бупи- 
ча сирранмай гирриллаб кетган дойра айланасидаги бирор* 
М нук'ганинг чизган чизигини айтилади.

Бунинг тенгламасини тузиш учун ОХ ни абсцисса уци 
фараз циламиз; доиранинг радиуси а булсин ва дойра айла
насидаги М нуктанинг бошлангич урни координаталарнинг 
бошида булсин (шакл 43).

У

Дойра бошца уринни ишгол этганда,  у  ОХ нинг бирор- 
В нуктасига уринма булади.  Шунинг учун  ^  ВМ = ОВ. 
Агарда СМ ва СВ орасидаги узгарувчи бурчакни I фараз 
Филипса, бу ^олда

ОВ = ^  МВ =  аЬ.

Дойра айланасидаги М нуктанинг узг арувчи координатала-  
ри х ,  у  булсин. Шаклга  мувофик

х = ОР=ОВ — МС1,
у = м р  = с в  — с<з.

Тугрибурчакли МСС} учбурчакда

демак ,
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X =  a (t — sin t) 

у  =  а  ( 1 — cos t)
( 10)

Циклоиданинг параметрик тенгламалари шулардан иборат. 
Агарда бу тенгламалардан t ни чицарилса, циклоиданинг 
X, у га нисбатан темгламаси ^осил булади .  Бунинг учун 
иккинчи тенгламадан t ни у  оркали ифода циламиз:

Бу теиглама (10) нисбатан ишлатиш учун унгайсиз бул- 
ганидан одатда ( 10) тенгламалар ишлатади.

§  54. ПАРАМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРНИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ

Фараз килайлик функция параметрик формада берилган 
булсин.
Масалаи,

бунда у ми л: нинг ани^ функцияси фараз1 цилиб, у дан д: 
га нисбатан

>;осилаларини тузамиз.  Бунинг учун энг аввал (1) дан dx 
na dy дифференциалларни топамиз:

буни биринчи тенгламага цуйилса,

I -  < п >

(1)

dx = f { t ) d t  

dy = cp' (t)dt.
(2)

(3)

Энди (3) (2) га булинса,
, _  ‘Il  v' w

У ~  dx / '  (t) (4)

1 Упииг цачои мавжудлпк шарти устида  биз бу ерда тухтамаймиз.
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^осил булади.  Буни яна бир марта дифференциалланса,

функциядан X га нисбатан у '  па у" >;осилаларни топамиз. 
Берилган тенгламаларни дифференциалланса,

Эгри чизик узунлиги тушунчаси ва унииг узунлигини ^и- 
соблаш масаласи китобимизнинг аниц интеграллар бобида 
берилади.

Хозирча бизга эгри чизиц ёйииинг дифференциали керак 
булиб туради.  Шу сабабдан бу ерда ёй дифференциали 
учун  формула чикаришга тугри келади.

Бунинг учун  эгри чизикнииг тенгламасини

Г  ( 0  ? "  ( О  -  у '  ( _ dt_
/’- (0 ’ dxdx

еки

У Г  (От*  ( О -  f '  (Of"(t)

г 2 (о Ц-
г  (О У" (0 -  9' (О г  (О 

//3 ( О

булади.
Шу йул билан давом этиб, исталганча у (л) ^осилани ту-  

зиш мумкин.

М и с о л .  Параметрик формада берилган уш бу

X = a cos t 

у =  a sin í

dx — —a sin tdt,

(5)

У" sin-  t dx a stn3 t '

§  55.  ЁЙНИНГ Д ИФФЕРЕНЦИАЛИ

A.
Д е к а р т  системасида

У =/(■*) ( 1)
1 4 - 1 7 7
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фараз цилпб уиинг бирор бошлапгич А пу^тасидаи ёйнинг 
узунлигини ^исоб циламиз (шакл 44).

4

Ш . . К Л  4 4 .

Агарда эгри чизицда бирор М (х, у)  пуцта олиб, AM ёйнинг 
узунлигини s фараз Филипса, у .^олда s л' нинг фуькиияси 
буладн:

s — <р (х).  (2 )

Энди X га бирор Ах ортгирма бериб s пинг олган орттир- 
масипи As фараз циламиз:

Ал =  PQ; As =  w  MN. (3)

Хосиланинг таърифша мувофиц

«>
Ах иолга яцинлашгапда MN ватар >;ам нолга якинлашади 
ва As ёйнинг MN ватарга нисбатининг лимити 1 га интилади. 

Хакицатда шаклга мувофик

MN <  w  MN < M S  +  SN (5)

М N = V  (MR)- +  (RN)T== V Дх2+  Ду2 

MS =  Y  (MR? + (RS? =  Y  Ax¿ +  ( у 'Д х )2 =  / 1  + ÿ 2-Ax.
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булса,  Ьх га писбатап юкори тар/гибли чексиз кичик 
соидап нборат (чункп фупкциянипг дифферемциали бу- 
лади) .  Шуминг учуй ¿ ’Л/ = е фараз килипса (5) функциянинг 
к$'риниши цуйидагича булади:

У  Ах2 +  Ду- <  Дя <  У 1 -|- у’- ■ Ах е 
ёки _____

1 <  =т- <  у1_+ у''2’Ах .  -|-. . Е_____  (6 )
]/ Да- -■{ Ду3 У  Да- -|- Ду -  У  Д а2 +  &у-

Дл: нолга интилганда тенгсизликнинг унг  томони ^ам 
нолга интилади. Х^Кикатда,

.. /|/1 -|-у'--Лх\ [ / И - / - ' - Да \11ГП I =  1нп —; --------  1 =  1;
Д а -0  \ V  Аа-’ -I- Д/-' I Ах -> О V V  1 + у"' ’ Ь *  )

(6 ) тенгсизликнинг унг  томонидаги кушилувчининг нолга 
интилиши уз -узидап  куриниб туради.  Демак ,

Н т  ---- — ̂  = 1 , (7)
Да~>0 -¡- ±у- )

бу эса чексиз булган ММ ватар билан МЫ ёйнинг бир-би- 
рига эквивалептлигини курсатади.  Шунинг учун 20-пара- 
графда исбот килииган 1-теоремага суяниб,  (4) даги Д$ ни 
|/Дх- +  Ду- билан алмаштиришимиз мумкин.  Матижада,

>1х . |=-■- 11Г11
‘{х Да->0

еки
(/Я
йх

Бупинг иккала томони с1х га купайтирилса,  цуйидаги фор
мула чицади:

( 8)

Агарда ёх  ни радикал остига киритилса, формуланинг ку-  
риниши куйидагича булади:
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й8 = У  ^Х2 +  <1у2 ( 9 )

булса,
* - / ( 0 > у = ? ( 0

ёх =  / '  (¿) (И, с1у =  ®' (¿) М

б^лгани учун бу ^олда (9) га мувофиь; цуйидаги формула 
чщади:

( 10)

М и  с о л. Куйидаги тенг- 
лама билан ифода цилинган 
„занжир чизи^“ (шакл 46) 
ёйинииг дифференциали то- 
пилсин:

у =  ~ т { в а +  е “)•
Е ч и ш  й у л и:

1 / \2
йу ¡¿\еа — е “ ) йх.

йз2 =  (1х2 -|- йу2 =  йх2 +  ( е "
X х  \ 2

~“ —е~ ) йх2 —

Т 1е
2 х 2л-

2 -[- е “ ) ¿ л '2 = -V- ( е а -¡-е “ ) ¿х2,
X  \ 2

<¿5 =  у  “ +  е а | йх.

В.

1^утб системасида

Фараз цилайлик эгри чизицнинг цутб системасида берил- 
ган тенгламаси

г = / ( ? ) (11)

ва бу тенгламада г  — радиус-вектор,  ср — цутб бурчаги бул -  
син (шакл 46).
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Агарда кутб  укипи декарт системасинипг абсцисса уци ва 
Кутбни координаталар боши фараз килинса, бу човда

Х = Г С О Э » ,  у  =  Г 5 Ш ® ,  (12) у

бундан

¿х — соя со с1г — г э т

йу — Э1П (1Г +  Г СОЭ (?£?'■?.

Буларни юкорнда чикарил- 
гап (9) формулага куйилса,  
ёйнинг кутб системасидаги.  
дифферепциали учун ушбу 
формула чикади:

ёв - у  с1г- ¡- г-Лъ- •(13) Шакл 46.

М н е  о л. Куйидаги тенглама билап ифода килинган кар
диоида ёйинииг дифферепциали тоиилсип (шакл.  47).

г а(  1 +  соэ <р).

Бундан г па ёг  ифода- 
ларини (13) формулагакУя-  
миз,

ёэ = а У  ЭШ" <р4 (1 С05'р)2*/<р=

а У  2(1  -|- соэ <р) ёу

еки
ёъ 2а соз

Масалалар

Куйидаги тенгламалар билап ифода цилингаи эгри чизик- 
лар ёйларинипг дифференциаллари топилсин:

412. у =  ах3 (кубик  парабола).

Жавоб:  с/д’ =  У  \ +  9а2х* ёх.
413. у 2 =  2 рх (парабола).

Жавоб: ¿ 5  =  у  Ур~ +  у2 ёх.
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4 1 4 , —  ]--]— = !  (эллипс).

Жаиоб: ds — -'-1/ ---—-~ d x .и \/ а1 - - х 2

415. Л' 1 ' у  1 а ' (астроид;)).

Жаноб: ds — a 'x 'dx.
416. х = а (t — sin t), у  (i (1 — cos t) (циклоида).

Жавоб: ds = 2a sin dt.
417. у- = ах:> (ярим кубик парабола).

Жавоб: ds = dx.2х

418. г a sin 0 (дойра).

Жавоб: ds adb.
419. f  — -j  (гиперболпк спирал).

Жавоб: ds =  ~  У Т + Р  dO.

420. г = а" (логари<[)мик спирал).

Жавоб:  ds ^  г У  1 +  (lna)-úfG.

§  56. УРИНМА ВА НОРМАЛ Т Е Н ГЛ АМ А ЛА РИ

1. Текисликдаги бирор эгри чизицнинг тенгламаси 

У y =  f ( x )  (1)
ва ундаги бирор М нук-  
таиинг координаталари 
(Х1 ,У\) булсин (шакл 48).

Маълумки,  эгри чи- 
зи^нинг М (х ,, у,) нукта-  
сидаи утгап .^ар цандай 
турри чизи^нинг тенгла
маси куйидагича булади:

У — У\ =  k(x — x\). (2)

М (хи у,) нуцтадап утгап бу чизи^ ( 1) чизи^ка уринма 
б^лган ^олда



§  55. ййнинг дифференциали 215

k = f ' M = dÛ '  (3)

Шунннг учун эгри чизщнинг у , )  нуктасидан утган
урнммапинг тенгламаси куйидагича булади:

У —У 1= 1 '(х х){х -Х г)  (4)
<ёки

у = (5)
■екн

у — у, -V -  X,
í/у! i/*, • (6)

Энди фараз килайлик, эгри чизик ушбу параметрик тенг-  
ламалар формасида берилган булсин:

). (7)
у  =  'V (О J

Б у  ^олда
rfjc, =  ср' (tt)dtu dyt =  o' (ti)dtlt

буларни (6 ) га ^уйиб, супгра di ,  га кискартирилса, уринма 
тенгламасининг куриниши цуйидагича булади:

У — У| _ -«г — дг,
f U . ) “ t' W  ^

Биз бу ерда ’V (¿,) на <?' (¿,) хосилалардан ^еч булмаганда 
•бири нолга айланмайди деб фараз циламиз.

Агарда уринманинг абсцисса 5'Кининг мусбат томони би 
•лан ташкил этган бурчаги а фараз ^илинса, умуман

+ rf-v 
^ а =  лГ-

Шунинг учун
dy , dy
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Бу формулалардаги ишоралардан цайси бирини колди-  
риш уримманинг йупалишпга боклицдир. Агарда уриима ёй- 
нинг усган томонига караб йуналтирилганда -¡- олншга TyFpw 
келади.  Бу шартпи цабул цнлиб, ксйинги формулаларни- 
бундай ёзамиз:

</v dx
s i n  < * = - - ,  COSa =  — . (9>

2. Аналитик геометриядан маълумки,  уримманинг М(хи 
ух) уриниш нуктасидан утиб, уринмага перпендикуляр бул-  
ган тугри чизицни пормал дейилади (MN). Бунинг тенгла- 
масини тузамиз.  Маълумки,  М (хи у , )  нуцтадан утган ^ар 
цандай тугри чпзицнннг темгламаси

У — }>i =  к,(х — х х)
булади.  Мормал уринмага перпепдикуляр булгани учуй бу-  
ларнинг бурчак коэффициептлари узаро шпора ва миадор 
ёцдан тескари булиши керак ,  яъни

. 1 1 _  dxi
1 = ~  Т ~  — ^  ~

Шунинг учун пормалнипг тснгламаси куйидагича булади:

y - y ^ - r h ) { x ~ xi)
ёки

(У — y i ) f  (*i) +  (■* — -*i) =  О, (Ю)
ёки

dx¡ . .
у - у *  = - d i M ~ x ¿>

ёки
(у  — y j d y i - b  (х — xx)dxt = 0. ( 1 1 )

Эгри чизи^пинг тенгламалари (7) каби параметрик шакл-  
да  булган ^олда

dx = <?'(t) dt, dy =  '¥(t)dt 

булгани учун  ( 1 1 ) нинг куриниши бундай булади:

(у — У)) 'У ( í i )  +  (-* — * i )  ? '  ( Л ) “ 0 . ( 12).

М и  с о л .  Мисол учун  циклоиданинг (jc,, ух) нуцтасидан, 
утган уринма ва нормалнинг тенгламаларини тузамиз.  

Циклоиданинг тенгламалари

л  =  a (t — sin t), у =  а (1 — cos t)
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эди. Бу тепгламалардап

=  л ( 1  ■— сое г )  =  2 а  э т -

(/V . , п . / (-г -  = й в т г  =-- 2а э т  -г соя 0-2 I

Шунинг учуп (х , ,  у , )  пуцтадан утган урцнманинг тенгла- 
маси

у — у 1 = ( х  — х , )  с
еки

Лу  — у ,  =  (х -  х , )

шунга ухшаш (х , ,  У1) нуцтадап утган нормал тенгламаси.

и

еки
У — У\ -  ( х  — х , ) ^ -

§  57.  УРИНМА ВА НОРМАЛ УЗУНЛИКЛАРИ:  
УРИНМ А-ОС ГИ  ВА НОРМАЛ-ОСТИ

Эгрп чизнцда исталганча бирор М нуктани олиб, у  нук;- 
тадан уринма ва нормал утказамиз (шакл 49).

Уринманинг абсцисса уки билан учрашган нуцтаси Я в а  
нормалнинг абсцисса уци билан учрашган ну^таси N  б ул -
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син. Бу .^олда MR — уринманинг узунлиги,  MN — нормал- 
нинг узунлиги,  RP — урпнма-ости ва PN — нормал-ости дейи- 
лади.

Эгри чизикнинг тснгламасипи у = f  (х )  ва М нуцтанинг 
коордннаталаринн х ,  ва у ,  фараз цилиб ^алиги кесмалар-  
нинг узунликлармни топамиз. Бунинг учун шаклдаги RMP 
ва MPÑ учбурчакларга  мурожаат циламиз.

Тугрибурчакли RMP учбурчакда

Бунинг ёрдамн билан уринманинг узунлигини топиш мум- 
кин. Ха^икатда тугрибурчакли MRP учбурчакнинг гипоте- 
нузаси уринманинг узунлиги булади.  Шунинг учун

Агарда уринманинг узунлигини Т билан ва уринма-ости-  
ни t билан ифода килинса, улар учун чи^арилган формула- 
л а р  цуйидагича булади:

R P = M P b tg а =

Шаклга мувофнц

tg а

демак ,

MR2 =  МР~ +  RP' = у\ +

■еки

( 1)

(2)

Тугрибурчакли MPN учбурчакда

PN = MP tg  а =  у ,  ^ 7
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Нормалнипг узунлигини N билан ва мормал-остими п 
■билан ифода циламиз. Д ем ак ,

М и с о л .  Тепгламаси у'2 = 2рх булган параболапинг (л'ь 
y t ) ну^тасидан утгаи уринма ва иормал тепгламалари,  урин
ма ва нормал узунликлари,  уринма-ости ва нормал-ости 
топилсин.

Е ч и ш н у л и :  Берилгам тенгламани дифференциаллаш 
натижасида топамиз,-

Шунинг учун  изланган уринманинг тенгламаси цуйидагича 
■булади:

( 3 )

( 4)

демак,
<*У\ _  р 
(¡X, yi ‘

у — Ух = т~(х — x t)У i
■ёки

УУ1 -  у\ = рх — р х х ;

т ен гл ам ага  мувофик
у\ =  2 рхх

булгани учун
УУ\ = р ( х  +  х ,) .  

Нормалнинг тенгламаси цуйидагича булади:

( Л )

(В)

( 2 ) ва ( 1) формулаларга  мувофик

(С)

т - у У  i + ( f  ) ’ = / * ?  +  £  =
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(D-)

(3) ва (4) га мувофик

1 + ( • £ ) ’ - У Л + р '

Ри =  V, •—  = р.У\ г

(£>

{П

§  58. УРИНМА КУТБ КООРДИНАТА СИСТЕМАСИДА

Берилган эгри чизикнинг тенгламаси цутб координата 
системасида

булсип (г — радиус вектор,  е? — кутб бурчаги) .  Эгри чизик- 
пипг бирор М(г, ср) пуцтасидан уттан уринма МТ булсин. 
Бу .чолда уринмапинг урни М нуцтанинг радиус вектори 
ОМ ва уриимапипг орасидаги i  бурчаги билан ифодаланади 
(шакл 50).

Уринманинг кутб уки  билан ташкил килган бурчагини х фа- 
раз циламиз. Шакл га мувофи^ ОМР учбурчакда

( 1)

О

У

т
Шакл 50.

X

бундан
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t e  (i) =  — ÜL1 . (2)
g ' l + tgr-tg<p* W

Кутб уь;ини абсцисса уци ва цутбдан утиб, упга  перпенди
куляр  булган чизиции ордината уци фараз цилинса, у  ^олда

р )

Шунинг учун  (2) тенгликнинг куриниши ^уйидагича булади:

dy _ sin m
, , dx  cos <p tg  6 = ----------------

1 + c¡y . sin 9
dx  eos y 

ёки
, cos to dy — sill ф dx . . .tg  di = -----'—z----------—  (4)

to 1 cos <p dx +  sin <f dy ’ '  '

иккинчи томопдан, маълумки

x  — r cos cp, y =  r  sin cp,
булардап :

dx =  cos cp dr — /■ sin o ¿ o ,  (5)

dy =  sin <? d r - j - r  eos cp efep. (6 )

Буларни (4) га цуйиб, соддалаштирит патижасида уш бу 
формула келиб чицади:

tg Í  -  (7)

ёки

t g + = ^ .  (8 ) 
ti<a

§  59. ЦУТБ КООРДИНАТА СИСТЕМАСИДА УРИНМА ВА НОРМАЛ 
УЗУНЛИКЛАРИ.  УРИНМА-ОСТИ ВА НОРМАЛ-ОСТИ

Берилган эгри чизикнинг тсигламаси кутб  коордииата 
системасида

'■ =  / ( ? )  ( 1 )

булсин (г — радиус вектор,  ср — кутб  бурчаги).
Эгри чизикнинг бирор М (г,  ср) ну^тасидан утган уринма 

МТ булсин. Кутбдап ОМ радиус-векторга  перпендикуляр
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чизик утказиб,  уни то уринманинг бирор Р  нуктасида Bai 
нормалнинг бир N нуктасида учрашгунча давом эттирамиз 
(шакл 51).

N

4P/
. 4

Шакл 51.

Бу чокда МР уринманинг узунлиги,  MN нормалнинг 
узунлиги,  ОР уринма-ости, ON нормал-ости дейилади. Бу-  
ларни куйидагича ифода кнламиз:

МР = Т0, MN = 1V0, OP = St, ON = Sn. (2)

Тугрибурчакли ОМР учбурчакда

7'. =  - ^  = ' - s e c ' b = r / l T ï i t - r  | / 1  t '

Шунинг билан Т0 ва S¡ учун  уш бу формулалар келиб ч№- 
Кади:
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Тугрибурчаклн MNO учбурчакда

sill v[/ Y 1 — cos- 6

\dr

r ‘h -
dr

Г Y 1
¡kF - “

Vr> +  l i ' Y
d a  I

(Ц dr
d<.fS a =  r  ctg 0 =  r : tg 6 = r : г -У- 

Натижада N0 ва Sn учун ушбу формулалар келиб чикади:

N ’ = V r l
(4)

Мисол учуп куйидагм тенглама билап ифода цилингаи Архи
мед  спиралини оламиз (шакл 52)

drбунда г' =  -d ~ = а  булгани учуп

Т’о =  ?  V  а 'Т  +  я" = а® У 1 +  ®2;

М ) = У г - +  а- =  а У  1 +  <р-; 

S„ г' = а;

S* = -~г =  а о 2 = гс .‘ г

Д ем ак ,  Архимед  спиралининг 
исталгаи муцтасидаги кутб нор- 
мал-ости уз гармас микдордан 
иборат; уринма-  остининг г<? га 
тенглиги:  уиинг радиусиул  ва
тегишли айлана ёйинииг уз  нлигига тенглигини курсатади.

X
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Мисоллар ва масалалар

421. Тенгламаси Ь-х- 4- а-у- = а2Ь2 булган эллипснинг 
(х,, у , )  ну^тасидан утган урипма ва нормал тенгламалари,  
уринма ва мормал узунликлари, уриима-ости ва нормал-ос- 
ти топилеим.

1) Ь2х х 1 -\- а2уух =  а-Ь2

2) У -  У, -  £ £  ( *  -  л , )

3> Т = ~ ¥ ,- \ /

Жавоб:  ) 4) к  =

Ол- УТ
5 ) * -  т з г г

2̂лг16 ) п --=■___I
а-

I
422. Тенгламаси х-  ( х  -¡- у) =  а 2 (х — у) булган эгри чизик- 

нинг (0 , 0 ) нуцтасидап утган уриммапипг тенгламаси топилсин.
Жавоб:  у  — х — 0.

Д'
423. Тенгламаси у = ае° булган эгри чизнкнинг урин- 

ма-ости узгармас сондан иборат. Б у п и  исбот кнлинсин.
424. Тенгламаси у  =  ах булган эгри чизи^нинг уринма- 

ости 1 : 1п а нисбатига тенглиги исбот цилинсин.
425. Тенгламаси 2хя — х 2у2 — Зх ¡-у +  7 -- 0 булган эгри 

чизи^нинг ( 1 , — 2 ) нуцтасидан утган урипманинг тенгламаси 
топилсин.

Жавоб:  х  у 1 =  0.
426. Тенгламаси у -----х̂  булган эгри чизицпинг шундай 

ну^тасига урипма утказилсинки,  у ,  у  — 4х  тугри чизи^Ка 
параллел булсин.

Жавоб:  у  = 4х — 3.
а I х -  —^427. Тенгламаси у = ~}-\е “+  е 11)  булган занжир чи-

зицнинг (л'ь  у , )  нуцтасидап утган уринма ва нормал тенг 
ламалари ва уринманинг координата уклари  билан ташкил 
этган бурчакларининг косинуслари топилсин.
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Жавоб:  уринманинг тенгламаси у — y 1 =  s h J^L ( х  — х 4); 

нормал тенгламаси (х  — х х) +  {у — ух) s h ^ -  =  0 ;

sin а = cos р =  th — .1 а

428. Тенгламаси у = In sin х  булган эгри чизикнинг кай 
ерида уринма абсцисса уь;ига нормал булади?

Жавоб:  х  =  да

429. Кутб тенгламаси г = aek? булган логарифмик спи- 
ралнииг исталган нуцтасидаги урипма-ости ва нормал-ости
Т011ИЛСИИ.

Жавоб:  St =  Sn = kr.

430. Цутб тенгламаси r =  a (  1 — cos с?) булган кардиоида-  
нинг радиус-вектори билам унинг учидап утган уринма ора- 
сидаги бурчак радиус-вектор бнлан кутб  укининг орасидаги 
бурчакнииг ярмига тенг.  Буни исбот цилинсин.

431. гиперболик спиралнинг уринма-ости узгар-
мас сондан иборат. Буни исбот цилинсип.

432. Тенгламаларих  =; a ( t  — sin t) ва у =  а ( 1  — cos t) б ул 
ган циклоиданипг уринма ва нормал узунликлари уринма-  
ости ва нормал-ости топилсин.

Жавоб:  a Y 2; aV^‘2; а ;  а.
433. у =  sin х  синусоида абсцисса у^и билан учрашган 

нукгаларида унинг билан 45° ёки 135° бурчак ^осил цила- 
ди.  Буни исбот цилипсин.

434. Тенгламаси х - у 2 =  а3 (х  +  у) булган эгри чизи^ка 
координата бошида уринма булган чизик абсцисса у^и би
лан бурчак ^осил цилади. Буми исбот цилинсип.

435. Тенгламаси х 2 — о? = е а булган эгри чизикнинг 
уринма ва уринма-остининг йигиндиси — уриниш нукта ко- 
ординаталарининг купайтмасига пропорционаллиги исбот ци- 
линсин.

436. Архимед спирали г =  а ?  билан гиперболик спирали 
гср =  а 90° бурчак ^осил цилнб узаро кесишади.  Буни исбот 
^илинсин.

15—177
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§  60.  ЭГРИ Ч И ЗЩ Н И Н Г БУКИЛМА ВА БУРИЛМА НУЦТАЛАРИ

Агарда эгри чизикнинг бирор М нуцтасидан утган урин- 
ма у чизицнинг остида булса,  у  .\олда эгри чизиц юцорига 
цараб, яъии ордината уцининг мусбат томонига цараб бу- 
килган булади (шакл 53).

Агарда эгри чизщнинг М нуцтасндап утган урипма у  
чизицнинг устида булса,  у >;олда эгри чизиц куйнга цараб, 
яъни ордината уцининг манфий томонига цараО букилган 
булади (шакл 54).

Эгри чизицнинг юкорига цгрпб букилгаи булагини цуйи- 
га  к араб 'букил ган  булагидан ажратиб турган нукталарнни 
эгри чизикнинг бурилма нукталари дейилади (шакл 55).

Бу ^олларни аналитик 
равишда апиклаш учун  
эгри чизицпинг тенглама-  
сини у -~=/(х) ва унинг 
М нуцтасинииг координа- 
таларини х  ва y = f ( x )  
фараз киламиз (шакл 53). 
Бу >;олда эгри чизикнинг 
М нуцтага истаганча якин 
булган М' нуцтасининг 
координаталари

ОР' =  х  +  А,

М'Р' =  / ( *  +  й) (1)

булади.  Уринма билан М'Р' нинг кесишган <2 нуцтасининг
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ординатаси у булсин: С)Р' = т(. Эгри чизицнинг букилмасини 
текшириш максади билам М'Р' на QР' ординаталарипинг 
орасидаги айирмасими топамиз. Бу айирма Д булсин:

Л =  М'Р' — С)Р'. (2)

М'Р' бизга маълум:  у /(х -1- А) га тенг.  Шунинг учун С}Р' ни 
аниклашга тутри келади.  Бунипг учун урпнманинг узгарувчи 
координаталарипи X, У фараз килиб, упинг тенгламасини 
тузамиз:

=  Х - х )

Бу тенгламадан С}Р' = -ц ни топиш мумкин.  Бунинг учун 
X  =  х  +  Л фараз цпламиз. Бу .^олда

у  = ‘П =  У -Ь Ьу'
ёки

* ] = / ( * )  + А/' (* ) .  (3)

Натижада (2) тенгликнннг куриниши цуйидагича булади:  

Д = / (х + /г) — / ( * )  — Л/' (х) (4)

Ла гран ж  формуласига мувофик:

/  (х +  Л) — /  (х) =  И}' (х -Ь ОА); 0 <  0 <  1,
демак ,

Д =  А [/' (х Н- ОА) — / '  (* ) ] .  (5)

У рта цавснинг ичидаги айирмага яна бир мартаба Лагранж 
формуласини татбиц килам из:

Д =  6АУ  (х +  0О,А) ( 6 )

Энди бу  айирмани текширамиз.  Бунда асосан уч ^ол 
булуви  мумкин:

1) Агарда /" (х) > 0  булса,  /” (х) узлуксиз булиб, А нинг 
абсолют киймати етарли даражада  кичик булганда

У  ( х  +  0О.А) >  О

булади ва 0 >  0  булгани учун бу зрлда

Д > 0 .

Д ем ак ,  эгри чизицнинг М нуктасига цушни булган нук-  
таларнииг ординаталари уринманинг мос ординаталаридан
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катта булади.  Бу эса эгри чизикни ордината уцининг мус-  
бат томонига цараб букилганлигини курсатади (шакл 53).

2 ) Агарда /" (х ) <  0 булса,  бу  ^олда А <  0 .
Д ем ак ,  эгри чизицнипг М пу^тасига кушни булган нук-  

таларининг ординаталари уринманинг мое ордипаталаридан 
кичик булади.  Бу эса, эгри чизицни ордината уцининг ман- 
фий томонига цараб букилганлигини курсатади (шакл 5 4)

3) Агарда / " (х) =  О булса,  бу ?<олда:
а) агарда f"(x) ишорасиии узгартиб нолга айланса, у  

^олда текширилмовда булган иуцта бурилма нуцтаси б у 
лади,  чунки М дан бир томонда А >  0 ва иккинчи томонда 
Д < 0  булади (шакл 55).

в) а г а р д а /" (х) ишорасини узгартмай нолга айланса, у  ^ол- 
да  текширилмовда булган нуктанинг ёнида .^амма вакт мус-  
бат ёки ^амма eaifr  манфий булишини мумкин.  Биринчи ^ол- 
да берилган нуцга ёнида эгрн чизиь; ордината у^ининг мус-  
бат томонига цараб ва иккинчи ^олда манфий томонига ^а- 
раб букилгап булади.

Шунинг билан тенгламаси y = f ( x )  булган эгрп чизи^- 
.нинг бурилма нукталарини ва кайси томомга цараб б у к и л 
ганлигини текшириш учун ушбу цоида келиб чикади:

1. Берилган функциянинг иккинчи f"(x)  ^осиласини 
топамиз.

2. Топилган f"(x)  ^осилани нолга тенглаб, унинг ^ам- 
ма ^ациций илдизларини топамиз.

3. /" (лг) = 0 тенгламанинг >;ациций илдизларидан би- 
ри а булсин;  бу  нуцтани текшириш учун е ни етарли да-  
ражада  кичик булган бирор мусбат сон фараз цилиб,

Г  ( а - г )  ва Г ( а  + е)

ишораларини текширамиз.  Агарда бунинг натижасида 
f ( x )  нинг ишораси у з г а р с а , у  ^олда х  = а нуцта эгри чи- 
зицнинг бурилма нуцтаси булади.

Агарда / " ( х ) >  0 булса,  эгри чизи^ ю^орига цараб ва 
/ " ( х ) <  0  булса,  куйига цараб букилган булади.

М и с о л .  Куйидаги тенглама билан ифэда цилинган эгри 
чизицнииг бурилма иуцталари ьа букилмаларининг йунали- 
ши аницлапсин:

/ (х )  =  6х '2 — Зх3
Е ч и ш  й у  л и : 1.

/ '  (х) =  12х  — 9 х 2,

/ " ( х ) =  12— 18х.
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2 . 12— 18-х: =  0 , демак ,  х = - ^ .

з - Г ( т — ) > о .  / ' ( |  +  . ) < о .

2
Д е м а к ,  х  =  у н у ^ т а  эгри чизикнинг бурилма нуцтаси бу-

лади (шакл 56 да А нуцтада).
А дан чапда эгри чи- 

зи^нинг букилмаси юко- у
рига ва А дан унгда КУ' 
йига караган.

Масалалар
Куйидаги тепгламалар 

билан ифода килинган 
эгри чизи^ларнинг бурил
ма ва букилма нуцтала-  
рн текширилсин:

437. у = х 2 +  х 3
Жавоб:  

х  =  — ^-бурилма нукта.

438. у =  х 4—6 х 3 +
+ 12х2—9х + 2.

Жавоб:  Бурилма нуцталари (0,2) ва (1,0).
439. у =  х 3.

Жавоб:  (0,0) дан унгда юцорига ва ундан чапда 
Куйига букилган.

440. у =  -1 л'4 +  л'2 -  Зх — 1.

Жавоб:  Бурилма нуцтаси йук;  юцорига цараб б у 
килган.

441. у = е~х\ _
Жавоб:  Бурилма нукталари х = ± ) / 0 , 5 .

442. 6у  =  х 3—6л2+ 1 2 х  — 2.
Жавоб:  Бурилма нуктаси (2,0).

443. Зу=х*—6х2.
Жавоб:  Бурилма нуцталари  ̂ — 1, — у ) *

444. у =  е~ахэгри чизиги ^амма вацт ордината Укининг 
мусбат томонига караб букилган.  Буни исбот цилинсин.

Шакл 56.
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445. y  =  I g s i n x  чизип! хамма пакт ордината укииинг 
маифин томоиига караб б\гкилган. Буни мсбот килинсин 
(0 <  х  <  я).

446. у ,  — нукта  / ( х )  —2 х 3 — Зх- — 6л: -|- 1 эгри чи- 

зпкиинг бурилма нуктаси.  Исбог килинсин.
447.  ̂— 1 , — y j  ва  ̂1, — y j  пукталар Зу =  х ‘ —6 х 2 эгри

чизикпинг бурилма нукталарн буладп.  Буни исбот килинсин 
ва букилмаларнинг йуналиши аницлансии.

448. Тенгламасн у  = хех булган эгри чизикпинг бурил
ма нуктаси па букилмасининг йуналиши апиклансин.

Жавоб:  Бурилма иуктасн х = —2 булганда ; х > —2 
булганда юкорига караб букилгам ва х < —2 булганда к у -  
йига ^араб букилгам.

§  61. ЭГРИ ЧИЗИКНИНГ ЭГРИЛИГИ

Эгри чизикпинг эгрилигнни аниклаш максади билан би- 
рор эгри чизикми олиб А ва В нукталарн орасида бурилма 
нуктаси йук фараз киламиз (шакл 57);

суигра А на В нукталарга  уринма утказа -  
миз. Бу ^олда иккала уринма орасида )$о- 
сил булган i' бурчакни АВ ёйнинг кушми- 
лик бурчаги дейилади.

Ёлгиз ~¡ иипг узи эгри чизикнинг эгря-  
лигини ифода килолмайди, чунки у Л ва 
В нукталари орасмдаги ёйнинг узунлигига  
богликдир. Шунииг учун АВ ёйнинг узу н-  
лигини ^ам эътиборга олишга тугри кела-  
ди. Буни назарда тутиб, АВ ёйнинг у зун-  
лигини As фараз киламиз.  Бу )?олда 7 пинг 
As га нисбати

Шакл 57. j  у - .
Д?

АВ ёйнинг урта  эгрилиги дейилади.
В нукта  чексиз д араж ада  А га якинлашиб кел ганда As 

нолга интилади ва бу ^олда ^алиги нисбатнинг лимити эгри 
чизикнинг А нуктасидаги эгрилиги саналади.  Эгри чизик- 
нинг маълум нуктасидаги эгрилиги одатда К о^арфи билан 
ифода кчлинади. Д ем ак ,
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К = Иш -е-
Дя-^ОАь- (2)

Бу таърифга асосланиб, бирорта, радиуси /? булган ай- 
лананинг эгрилигипп топамиз (шакл 58).

Айланадаги бирорта А мл В 
ну^таларпи унипг маркази билан 
^ушиб,  АО на ВО радиуслар 
орасидагн бурчакни 7 билан ифо- 
да  ^иламиз. Бу ^олда А ва В 
нукталарга  утказнлган уримма- 
лар ораспдаги бурчак >;ам 7 бу- 
лади,  чупки уринмалар ){алиги 
радиусларга перпендикуляр бу-  
лади.  Маълумки,

Дж =  /?-г.

Шунинг учун урта эгрилик 
йидагича булади:

КУ-

Д5
_1_
Я

Урта эгрилик узгармас сон булгани учун бу ^олда эгрилик- 
нинг узи ){ам шу сонга тенг булади.

Демак ,

( 3)

Шунинг билан айланапинг хар бир иуктасидаги эгрили
ги унинг радиусининг тескарисига тепгдир.

Демак ,  айлананинг радиуси цанча узун  булса,  аксинча 
унинг эгрилиги кичик булади ва радиуси цанча цис^а б у л 
са ,  аксинча унииг эгрилиги катта булади.  Бу табиий, албат- 
та шумдай натижани кутиш ксрак эди. Шунинг учун  эгри- 
ликнинг тескарисн эгриликнинг радиуси  (/?) дейилади.

/ г - х -  <4>

Энди, бу  тушунчаларга  асосланиб, ^ар цандай эгри чи- 
зи^нинг эгрилиги учун формула чицарамиз. Эгри чизи^-
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нинг бирор М (х,у)  нуцтасидаги эгрилигини аницлаш учун 
унинг шу ну^тасига  уринма утказамиз (шакл 59).

Уринманингабсцисса уци 
билам ташкил килган бур- 
чаги о. булсин. Эгри чизиц- 
нинг М га кушни булган 
уИ'нуктасини олиб, бу нуцта- 
га ^ам уринма утказамиз.  
Бунинг абсцисса уци билан 
ташкил килган бурчагини 
а 4 -  Да  фараз циламиз. М  ва 
М' нукталар орасидаги ёй- 
нинг узунлиги Д$ булсин. 
Шаклга  мувофик иккала 
уринманинг орасидаги бур- 
чаги Дя булади.  Шунинг

X

учун

К =  Нш - ¿ =  И т  ^
Дя-О Д5-о Я 

Утган параграфга мувофик

с / з = \ / г  1 + ( £ ) ^

(/а
(7$

х,

(5)

иккинчи томондан,

булгани учун

демак ,

. (1у 
а  =  а  гс ^ ,

¿ а  =

а* у 
7Гх*их

1 + ¿ у \2
(1х) 1 + Луу-> •

йх

йа ва йэ учун белгиланган цийматларни (5) га куйиш нати- 
ж аси да  куйидаги формула чикади:

С/2 у 
йх-

К(£)’
а '
2

(6)
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нинг абсолют киймати олинади, чумки бунинг ишораси'

эгри чизнкпинг юцорига ё цуйига караб букилганлигини 
курсатади.

Юкорида берилгам таърифга мувофик эгриликнинг тес- 
кариси эгрмликнинг радиуси булгани учун  у  ушбу формула; 

билан аникланади:

о [ 1+ ( й ) * Г
|̂ 2 У 
\cix-

(7>

Эгри чизицмммг бурилма нуктасида ^  =  0 булгани1

учум бу нуктада чсксизликка айланади.
М и  с о л  1. Тенгламаси у2= 2 х  булган параболанинг 

( 2 ;—2 ) нуктасидаги эгрилиги топилсин.
Е ч и м 1 йули:

о..г]у_ о. ^  ^  _ ___^  = ______ !_
У (¡X ' и х  у ’ йх'1 у а йх _у3 ■

бундам
(^У) — _  1  ({НА - ±
\а х ) у -  - 2  2  ’ \ ^ х 2  } у - - 2  8  ’

демак ,
К 2 У 
|й.г2

1
8 У ъ

3 Сл1+(Ё)1
2 К Г

М и  с о  л 2. Занжир чизикнинг абсциссаси ноль булган 
нуцтасидаги эгрилиги топилсин.

Занжир чизикнинг тенгламасини оламиз:

У =  ■£ ( * “ +  ) •

Шунинг учум бундан
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( й )  = т ( е “ ~ е "

Буларни (6 ) формулага куйилса,  

К =
а [ ет

____ .V х 2

е ""

■ёки х — 0 пуктада К = — булади.

§  62.  ЭГРИ ЧИЗИК ЭГРИЛИГИНИ КУТБ КООРДИНАТАЛАР 
СИСТЕМАСИДА ИФОДА ЦИЛИШ

Эгри чизикнниг кутб координаталар системасидаги тенг- 
ламаси

г = / ( ? ) ( 1)
булсин (шакл 60). Агарда эгри чизикнинг бирор М (г, <р) 
нуктасига утказилган урипмаиинг кутб  укига

огмалигипи а ва М пук-  
тага кУ'ччи булган М' 
нуктага  утказилган урин- 
манимг кутб  укига  огма- 
лигини а -|- Да фараз ки- 
лннса, у  ^олда эгрилик- 
нинг таърифига мувофик

К = т - ( 2 )

Ёйнипг узунлиги 5 билан 
уринманипг огмалиги а 

минг ^ар иккиси <? нинг фуикцияси булади.  Шунинг учун  
( 2 ) ни куйидагича ёзиш мумкин:

(/а

(3)

Эгри чизикнииг М нуктасига утказилган уринма билан 
радиус-вектор орасидаги бурчакни $ фараз килинса, шаклга  
мувофик
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а =  ?
■бунда н

<4)

58-параграфда чицарилгап (8) формулага мувофик 

= демак ,  Ъ =  йк ^ -^ . ,
</<р й<у

бупдан
¡(1г\2 сРг

(5)
ль \(1Ч I г <*?-
Лч> ( Л г Х *  ’г! + (=?)

6 уни (4) га куйилса 

иккинчи томондан,

(6)

Ц - \ / ^ ) ' -  <п

46) ва (7) пи (3) га куйиб, абсолют цпнматини олиш нати- 
ж аси да  уш бу  формула келиб чицади:

(8)

Асосий таъриф буйича бунинг тескариси эгрилик радиу 
•си булади.  Демак ,

, ,  ьт ~2

Ь2гШ~Фг 
г йу1

( 9)
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М и с о л .  /* =  а ( 1 +cos  ? )  кардиоиданинт исталган. нуцта-  
сида эгрилик радиуси аницлансин.

Е ч и ш  йули:

/ 1 1  \г  =  а  (1 +  cos ср); щ  =  — a s m  со,—  = —a so s  <рг 

г2 + ( ^ ) "  = 2а2 ( 1 H-C°s ®) = 2а г ;

г2 +  2 - -З а2 (1 -|- cos ср) =  3 аг.

Аницлангап цийматларпи (9) формулага куямиз:

R =  J & £ . * Y W r .3 а г 3 у

Чиццан натнжага Караганда кардиоиданинг эгрилик ра
диуси уиинг радиус-векторипинг квадрат илдизига проиор- 
циоиал узгаради.

§  63.  ЭГРИЛИК ДОИРЛСИ ВА ЭГРИЛИК МАРКАЗИ

Эгри чизикнинг бслгили нуктасидаги эгрилигини тасвирг 
Килиш учун  уни „эгрилик доираси“ номли доиранинг эгри- 
лиги билап солиштириб царайдилар.

Шакл Ы.
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М (х, у) эгри чизицнинг бирор нуктаси булсин. Бу  ){олда 
<5у нуктадаги эгрилик доираси деб,  уш бу  шартлар билан 
-аникланган доирани айтилади:

1) Дойра М нуктадан утса,
2) Доиранинг М нуктасидаги уринма эгри чизицца з?ам 

ш у  нуктада уринма булса ,
3) Доиранинг радиуси эгри чнзикнипг М нуктасидаги 

эгрилик радиусига тенг  булса за
4) Доиранинг маркази эгри чизикнинг букилган томони- 

д а  булса.
Берилган таърифга асосланиб, эгри чизикнинг М (х ,  у )  

« у к т а с и г а  карашли эгрилик доирасининг марказини топамиз. 
Дойра марказининг координаталари о. ва р булслш.

Эгри чизик билан доиранинг М нуктасидаги уринмаси 
ум ум и н  булгани учун доиранинг маркази эгри чизикнинг 
М нуктасидан утган нормалда булади.  Нормалнинг уз г а -  
рувчи координаталарини х, у фараз цилинса, нормал тснг- 
.ламаси куйидагича булади:

( * - * )  +  ( К - у ) £ = 0 .

Бу нормал (а, р) нуктадан утади.  Шунинг учун

0 )

Юкорида кУйилган (3) шартга мувофик

ОМ =  /?.
Шунинг учун

2 3

(а -  -*)2 +  (р -  уТ = Я2 = •) (2)

<1) дан а — х  =
•еки

•буни (2) тенгликка куямиз:



238 Дифференциал %исобнинг геометрияга татбщ и

У ) - -

еки

(2 -  У?
,+&

еки
Л-У
<1х2

Ф - у ) ' : =
1 + ( ^

Л1Х

еки

— У =  ±

£у\
(1х*)

■+(£
(Пу 
их'1

(3>

Буларда ^  нолга тенг эмас деб фараз цилинади (у" = О

бурилма ну^таси);  ^  <  О булганда ,  яъни эгри чизик орди
ната укининг манфий томопига караб букилган булса,  8 < у  
ва р — у < 0  булади; шунга ухшаш ^  >  О булганда Р >  О

сР ува [3 — у > 0  булади.  Д ем ак ,  ^ар >>олда -¡^ билан р — у нинг
ишораси бир хил булади.  Шунинг учун  (3) даги ± ишора- 
лардам +  ни олишга тугри келади.  Д ем ак ,

р-у =  .
1+(̂

(1-у
их'1

(4>

Буни (1) га куйилса,

а — х =  — йу_
йх

>+(£
сРу
йх2

Натижада а ва р ни аницлаш учун  уш бу  формула келиб 
чикади:
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,1у_
1 +  ( ^ - } 2<1х \(/Х 1

(Ру
(1 х - (5)

О _
(1-у
77*

ф 0 .

М и с о л. Тенгламасн х у = ]  булган тенгтомонли ги- 
перболанипг ( 1 , 1) пуцтасида эгрилик марказининг коорди- 
наталари белгилансин.

Е ч и ш  и у л и: ху = 1,

бундам <!У
йх

<Ё1 = -  Ш  = 9// V* л'<1 I V3 / ^(1х3 л-4 \л:
Буларни формулаларга куйилса

а . 1 _ ^ 1 + ш  =  2

3 =  1 + - 1 + ( ~-?-}-  =  2 .

Д ем ак ,  эгрилик маркази (2, 2) нуцтада булади.

§  64. ЭВОЛЮТА

Фараз цилайлик бирор АВ эгри чизик ва унда бирор М 
нуцта берилган булсин;  бу ну^танинг эгрилик маркази N 
булсин (шакл 61а). М нуцта АВ эгри чизи^ усти билам 
юрган чоеда N нуцта 
^ам юра бошлайди ва 
бунинг натижасида у  би
рор (/?£) эгри чизи^н;; 
чизади. Бу чизи^ни АВ 
нинг э в о л ю т а с и  дейи- 
лади. Шунинг билам 
берилган эгри чизицнинг 
эволютаси — унинг эгри
лик марказларининг гео
метрик урнидан иборат.  ° 
Эволютага нисбатан бе 
рилган эгри чизицнинг 
узини — эволвента дейи- 
лади.
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Эволютанинг тенгламаси утган параграфда чи^арилган 
(5) формулалардан бевосита чнкади. Хацикатда,  фараз ци- 
лайлик берилган эгри чизицнинг тенгламаси у= / (х )  ёки 
Л  (•*. У) = 0 шаклда булсин.

Агарда бу тенгламаларга  асосланиб (5) формуланинг унг  
томони;:аги

ни аргумент х  орцали ифода цилинса, у  зрлда эгрилик 
марказининг а, (3 координаталари ёл ш з  х  нинг функцияси 
булади,  яъни

Агарда бу системадан х  ни чицарилса а ва ¡3 ни узаро бог- 
лаган биргипа

тенглама ^осил булади.  Бу тенглама излангап геометрик 
уриннинг, яъни эволютанинг тенгламаси булади,  чунки у  
эволютанинг ихтиёрий нуцтасннинг координаталари орасида- 
ги муносабатдан иборат.

М и  с о  л. Мисол учун  параболани оламиз:

<*у_ 22  
У» и* » /У»-айх ’ йх*

( 1)

/=■(*, Р) =  0 (2)

у 2 =  ‘2рх, (3)

бундан

(4)

Буларни утган параграфдаги (5) га цуямиз:

р , у*+р2
—  = х -\------------У Р

рх +  у 2 +  р- _  2
Уг + У2+Р2

р р
еки
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Зу3
а — Р  =  - т г . (5)

Р =  у - 11+Я;
=  у —

у3 + р2у

(5) ва (6 ) дан у  ни чикариш мацсади билан (5) нинг иккала 
томонини кубга  ва v6 ) ни квадратга  кутарамиз:

(— р г - Ц £ .  (?)

?'2 =■ JT ёки y 6 =  ß ^  (8 )

ёкн буни (7) га цуйилса эволюта учун ушбу  тенглама jço- 
сил булади:

_8
27Р ? 1 =  ~ 7 {-а  ~ Р Т -  (9)

Бу тенглама ярим кубик параболани ифода цилади 
(шакл 61 в).

Энди эволютанинг баъзи асосий хоссаларини текширамиз.  
Бунинг учун утгаи параграфда чицарилган уш бу  ифодалар- 
ни оламиз:

( а - л )  +  ( Э - у ) /  = 0  ( 10 )

( а - д с ) 3 + ( ? - у )2 =  /?3. ( 1 1 )

Булардан (10) дифференциалламса,

da. — dx  +  (ß — у) y"dx h (dß — y'dx) y' = 0 ,
ёки

d * ± y 'd $ - d x [ \  - ( ß - l ) y "  + y,2\ = 0 ; ( 12 )

утгап параграфдаги (5) га мувофик

1 + у'2
ß У уП I

буни ( 12) га куйилса

da. +  y'dß =  0 ёки 1 + У , ^ г = =0 - (13)

Бу натижа эволютанинг асосий хоссасини ифода цилади.
1 6 - 1 7 7
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Бунга Караганда эволютага утказилган уринма эволвента-  
га утказилган уринмага перпендикуляр булади ёки эво
лютага утказилган уринма эволвентага нормал булади.

У

Шакл 61в.

Эволютанинг яна бир хоссасини исбот килиш учун (11) ни 
дифференциаллаймиз:

(а — х) йа. +  (р — у )  дф — Лх [а — х  +  (Р — у)  у ' ]  =  /&А?,

ёки ( 10 ) га асосан

(а — х) йа. + (р — у) с1'$ = ЯсЩ.

Бунимг иккала томопини квадратга  чицарилса

(а -  х)Чо2 +  2 (а — х) (р -  у) ¿Ъйг +  (Р — у)Щ2 = ЯЧФ, 

ёки ( 11 ) га асосан
(а — х?  = /?2 — (р — у ) 2,

( Р _ у ) *  =  /?2 - ( а _ я )2

булгапи учун

Д 2 (</а*+<*р2) -  [ ( р - у ) с ? а - ( а - х ) ^ р ]2 =  /?2̂ /?2 (14) 

ёки юкорида исбот цилинганча



§ 64. Эволю та 243

йа +  у'сф = 0  ёки йа. =  — у'йф

булгани учун

(3 — у) ¿ а  — (а — х) аф =  — у' (Р — у )  йф — (а — х) <*Р =■

= -  [я — х  +  у ' ( Р  -  у ) ]  ¿р,  

ёки ( 10 ) га асосан
(Р — у)  йа — (а — х) сф = 0;

шунинг учун (14) нинг куриниши бундай булади:

(1а.2 +  сф2 =  с№2, (15)

ёки эволвента ёйининг дифференциалини ёа фараз килпнса

¿ з 2 = йК2 ёки йа=±сЩ. (16)

Бу тенглик эволютанипг иккинчи асоснй хоссасини ифода 
Килади:

Эволюта ёйи дифференциалининг абсолют циймати 
эволвентанинг эгрилик радиуси дифференциалига тенгдир.

Масалалар

449. Тенгламаси у  =  х3 — 2х2 +  1 булган эгри чизикнинг 
( 1 , 0 ) нуктасида эгрилик радиуси топилсин.

Жавоб:  Я = ]/2.
450. Тенгламаси Зу2 =  2х3 булган эгри чизикнинг х =  1 

нуктасида эгрилик радиуси топилсин.

Жавоб:  |/15.
О

451. Тенгламаси у2 = 4рх булган параболанинг (р, 2р) 
нуктасида эгрилик радиуси топилсин.

Жавоб:  \Я\ =  |4/?К2~|.
452. Тенгламаси у = \пх булган эгри чизикнинг шундай 

нуктаси топилсинки, у  нуктасида унинг эгрилиги энг катта 
булсин.

Жавоб:  ( у У ' й ,  - т Ш 2 ) .

453. Тенгламаси Ь2х2 а2у2 =  а2Ь2 булган эллилснинг 
(0 , Ь) нуктасида эгрилик радиуси топилсин.
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Жавоб:  I R I =

454. Тенгламаси х'и +  у ’/а= а ’/абулган эгри чизи^нинг э г 
рилик радиуси ва эгрилик маркази топилсип.

Жавоб:  | R | =  3 | аху | J ;

а — х  +  З х 3 у'\

р =  у +  3 х ' /ау '/з.

455. у =-■= sin х синусоиданинг абсцисса увидан энг узокда 
тургап нуктасипинг эгрилик радиуси топилсин.

Жавоб:  R — 1.
456. Эгри чизицнинг бурилма нуцтасида эгрилик радиуси 

чексиз катта цийматга эга булади.  Буни исбот цилинсин.
457. Т у Fpn чизицнинг „эгрилиги“ ноль булади.  Буни 

исбот цилинсин.К
458. у = а е а логарифмик спиралнинг эгрилик маркази 

аииклансип.
2х 2 г

Жавоб:  а =  х  -  а\1 +  еа }; р = ае а [I +  2е а }.

45;). Тенгламаси ху = к2 булган тенг томонли гипербола- 
нинг эгрилик радиуси топилсин.

Жавоб:  I R I = ‘¿x sk¿
480. Параметрик тенгламалари

х  =  a (t — sin t), у =  а (1 — eos t) 

булган циклоиданинг эгрилик радиуси топилсин.

Жавоб:  | R | = | — 2 а  \/ 2 — 2 eos t \.

461. Тенгламаси (-^-J +  (~f~) = 1  булган эгри чизи^нинг

эгрилик радиуси топилсин 

Жавоб:  I R I
(  х 1 т - 2  а 2 т - 2  y 2 m - 2 y i .

(1 - т )  (ab)2m(xy)\гп-2
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Кутб тенгламасида ифода цилинган цуйидаги эгри чизик- 
ларнинг эгрилик радиуслари аниклансин:

462. г =  ау (Архимед спирали).

Жавоб:  | « | _

463. r 2 = a 2cos2<? (Лемниската) .  Жавоб:  =

464. г = а* (Логарифмик спирал).

Жавоб:  | R \ = г +  Пп а )2 .

465. r  = a s e c 2-|- (Парабола). Жавоб:  | R | =  \2а sec3-y . 

465а . ^уйидаги  эгри чизи^ларнинг эволюталари топилсин:

1) Ь2х 2 +  а2у2 = а2Ь2; 2 ) Ь2х2 -  а 2у2 = а2Ь2\

3) X й +  у'3 = а'\

Жавоб:  1) {ао)ы +  (ßftf3 = (а  -  ¿>2)=,э;

2) (aaf» +  ( M k = ( ei2 -1- Ь*У'\

3) (а +  Р)"'3 +  (а — ß)’/a = 2а'\



ИНТЕГРАЛЛАШ АСОСЛАРИ

(Бирипчи тушунчалар)

§  65.  АНИКМАС ИНТЕГРАЛ

О лти н ч и  боб

1(ис^ача ифода килганда умумап дифференциал ^исоб- 
нинг асосий масаласи: берилган функцияиинг ^осиласипи 
ёки дифференциалипи топишдан иборатдир.

Бирок купипча бу масаланинг тескарисипи е ч и т г а  тугри 
келади,  яъни бирор номаълум функцияиинг ^осиласи ёки 
дифференциали маълум булган ^олда, у  функцияиинг 
узини топидога ту>ри келади.

Бу масала билап шугуллапгам математиканинг булимини 
интеграл >;исоб дейилади. Шунинг билап интеграл .\исоб- 
пинг асосий масаласи куйидагича булади:

Берилган, маълум  функция f ( x )  булсин; шундай функ- 
цияни топиш керакки,  унинг ^осиласи f ( x )  булсин. Де
мак,  номаълум функцияни ? ( л )  фараз цилинса,

ср '(х )  - -= / (* ) .  (1)

Агарда бу тепгликпппг нккала томо.пиии dx га купай- 
тирнлса,

о' (x )d r  = f ( x )  dx
ёки

dv (х) = f  (х) dx. (2 )

Демак,  номаълум со (х) функция шундай булиши ке
ракки ,  унинг дифференциали берилган дифференциалли 
ифодага тенг булсин.
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Бошцача цилиб айтганда, номаълум функциянингдиф- 
ференциали берилган; функциянинг узини топиш керак.

Бундай хоссага эга булган <р (х )  функцияни f (x )d x  нинг 
интеграли ёки / ( х )  учун бошлангич функция дейилади* ва 
одатда

[ f(x )d x

равишда ифода килинади. Д ем ак ,

<р (x) =  j / ( x ) d x .  (3)

Интегрални топиш амалини интеграллаш дейилади.  Б е 
рилган таърифга мувофиц интеграллаш амали дифферен- 
диаллаш амалининг тескарисидир.  Шунинг учун  диффе- 
ренциаллаш амали интеграллаш амалини йук  килади. Хаки- 
катда (3) дан:

d ¡ f ( x ) d x  = dy (x)

ёки  (2 ) га мувофиц
d ¡ f ( x ) d x  = f(x)dx.  (4 )

Масалан,  d(x2) = 2xdx булгани учун

f 2xdx = X2 булади.

Иккипчи томондап х 2 га ^ар цандай узгармас сои rçÿ- 
шилса-да,  унинг дифферепциали ^амон 2xdx булади:

d (x¿ 4- 3)  =  2 xdx

d (х2 +  7) =  2xdx

d (x2 — 15) =  2xdx

d (x~ +  C) = 2 xdx 

¡2 xdx = x -f- C. 
Ill ум га ÿxina ni, умуман

* Xíip цапда»  у элуксиз  функция бошлангич фупкцмяга эга  булати.  
Г>у тугрида с уз  кейинча булади.
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й <р (х )  = f  (х)йх булса,

^ {<? (х) +  С) =  {{х )ёх  булгани учун 

§/{х)(1х =  <р(х) Н- С. ( 5 )

Бундаги узгармас С нинг киймати аник булмагани учун (5) 
даги

ифодани / ( х)йх нинг аницмас интеграли дснилади. 
Шунинг билан

¡ / ( х )  йх =  ш (х) +  С, 

v '(x )= f(x )  булса.

§ 66. Асосий интеграллаш формулалари

Аникмас ннтегралнипг таърифига мувофик, агарда

Шунинг (1) каби дифференциал ^исобнинг ^ар бир асосий 
формуласидан (2 ) каби интеграл ^исобнинг узига мое фор- 
муласи келиб чицади.

<р (х) функциясининг урнига маълум асосий функциялар- 
ни к у й и т  натижасида интеграл ^исобнинг куйидаги асосий 
формулалари келиб чицади:

1. Дифференциал ^исобдам маълумки,  т  — 1 булгандл

Шунинг учун буни иитеграллаш натижасида куйидаги фор
мула чицади:

<р (х )  -{- С

й <р {х) = /(х) йх булса,  

| / (х ) йх = ср (х)  +  С булади.

( 1)

(2)

( 3 )

от =  — 1 булганда бу формула у з  кучини йукотади,  чунки 
бу ^олда
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■.—1 + 1
\̂ и 1 йа =  +  с =  -—■ +  С =  ОО + С = ОО.

Шуиинг учун  тп — — \ б^лган >;олда бошца формула 
ишлатилади.

Сунгги формулани ишлатиш учун бир неча мисоллар:

,.3+1
а) йх =  а  ̂ +  С — —  х 4 +  С.

I '
Ь) \х с1х — -~Е~ X +  С.

> +'
с) \х-'йх = ^ -----+  С - ^ + С  = - 5 - у /̂ + С .

Т + 1  ~з~

с1) | хл й х =  I хл Лх = +  С =  -д- у Гхъ +  С.

2 .
,  .  Лиа 1п и = — •и

булгани учуй бундан цуйидаги формула чицади:

(4)

масалан,
^  =  1п х  -|- С;

= 1п (х2 -|- л:) +  С.
' + А" ] А“ + А

(4) формулами цунидагича ифода килнш мумкин:

Агарда интеграл остидаги касрнинг сурати махражи-  
нинг дифференциали булса,  у  >;олда интеграл каср м ах -  
ражининг натурал логарифми булади.
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Ма сала н ,

2ах  н- Ь 
а х 1 +  Ьх -|- с

dx — ?

Интеграл  остидаги касрпинг  сурати  м ах раж ининг  дифферен- 
диали бул ад и,  чунки

d (ах2 +  Ьх +  с) =  (‘2ах +  b) dx,

шунин г  учун

Í:
2 ах  +  Ь

а х “ +  Ьх + с 

Ш ун га  ух ш а ш :

dx

dx =  ln (ах2 Ьх +  с )  +  С.

а) х - г  а =  In (х +  а) +  С.

b)  f -2; ^  =  i n ( x 2 +  5 ) + c .
) х  + 5

ч Г .  j  С с о я  х dx  f í / s in . v  .  .  ~c) \ c tg  x d x — V ----:------- V —;-----------=  n s in X  4-C.' J  ö  J  sin X J  Sill x  1

, ч Г s i n x iY x  1 P — b sin xdx  1 . / . . i „
d ) y a  + bcosT ^ - — ) a ¡ - ¿ c o s T ^ - — ln(a + C0SX) +  C -

3. d ( t~— ̂  =  a“ du.l i n a  I

б ул г а н и  у ч у н  бундам ку й н д аги  формула  чицади:

( 5 )

Маса ла н,
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Í
(5) фо рмулада  а = е б ул га н  ){олда у  формуланинг  курини-  
ши ку йидаг ича  булади :

\eudu = еа +С.

4.  d sin и =  cos и du

булга н и  учун  бундан куйида ги  формула  чи^ади:

J  cos и du =  sin и -f- С.
Масалан,

J c o s x r f x  — sin X  +  C.

5. d( — cos и) = s in udu

бул га ни  у ч у и  бундан ку йидаги  формула  чи^ади:

Масалан,

6.

s in udu =  — cos и у C.

J  s in xdx =  — cos X -г C.

dtgu = da

булга н и  уч у н  бундан ку й и д а ги  фо рмул а  чицади:

J;
da

=  tgt t  Н- C.

М асалан ,

7.

I
dx  _

—2— =  t g X  +  C

d (— ctg  u) = du 
sin2 u

бул гани  учун  бундан цуйидаги формула  чицади:

(6)

(7)

(8)

О)
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Масала н,

Г du
1 s ln J и

J =  — c t g *  +  С.
S1I1" X

8 . , du , — duа arcsin и =  —------- — , а arccos и =
I' 1 — и~ V 1 — и~

бул гапи  у ч у н  булардан ку йидаги  формула  чикади;

du

V l - и 2
arc sin и +  С =  — arc cos и C.

Масалан,

J
dx

V l
— arc sin x  f  С =  — arc cos x +  C.

9. d arc tg и =  - du -  , d arc ctg и 
1 + ii-

du
1 + иг

булгани у ч ун  булар дан ку й и д аги  формула  чикади:

(Ю>

(П)

( 12)

Асосий интеграллаш формулалари ш у  чицарилган фор- 
м у л а ла р д а п  иборат.

§  67. АСОСИЙ И Н ТЕГРАЛ ЛАШ  ЦОИДАЛАРИ

Интеграллашни бирмунча содд ал аш тирад иган асосий ин
те грал лаш  коидалари к уймд аги лар дан  иборатдир:

1. Интеграл остидаги уз гармас  купайтувчини интеграл 
ишорасидан чицариш мумкин.

Х а ки к а т д а ,
d\Cf {x)]=C df{x)  

булгапи у ч у н  буидан
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^С/(х) йх =  С | /  (х)  (1х.
Масалап,

^  5 х 3 йх = 5 ̂ *л:3 йх = 5 • х4 +  С =  х4 +  С. 

] , ^ Т Г ^  =  3 | г ¥ ^  =  3 1 п (-г  +  “ ) +  с -

2. Цушилувчиларнинг сони чекли бул ган  бир неча 
функциялар  йигиндисининг интеграли ^ар  бир функция-  
д ан  олинган интегралларнинг йигиндисига тенгдир.

Хацикатда,  маълумки,

й [ Л  (■*) +  / 2 (х) +  ■ • • + / „  (х)] = й/{ ( * )  +

+  й/2 (х) н----------\~йгп (х).
Шупинг учун

5 [Л  (■*> +  /2 (■*) “I------- 1-Л (*)] ¿х  = | /, (*) йх н-

+  | Л  (-V) Н-------- 1- |  f n (X) йх.
Масалан,

j  (л:0 +  х  “Ь 1) йх =  | х5 йх +  |х йх -\- | йх —

— ~о~ х Н— ¡у  х  -[- х  -|- С.
Шунга  ухшаш

а) /  ( я  +  Ьх)2 йх = | ( а 2 +  2аЬх +  Ь2х2) йх — §а2 йх +

+  J  2аЬх йх -|-1Ь2х 2 йх — а" | йх +  2аЬ | хйх +■ Ь2 §х2 йх =
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c) I f a s i n x + c o s - x - l ------^— ] dx =  a  I sin.vafx-|-J V cos“ X) J
+  I cos xdx  -\-\ —dx— — — a cos x  4- sin x +  tg x -\- C.J J cos‘ ■*

d) j ( 3" - 4 + ^ +  \}dx = ^ xd x - 2 ^  +

-|- J exdx +  j dx =  —  2 In x +  ex jc - f  C.

e) j  Vx  ~  * '/  + ^  dx =  j  ^ ~ 3 V x - e x+  4 - j  dx =

-  L
— J  x 2 dx — j * ex dx +  j 1-̂ “ =  — — — ex +  In x + C=

~T

466.

467.

468.

469.

= ---- x  2 — ex -|- In x -+- C.

Масалалар 

(3jc5 — 6x + 7 )dx = 0 ,5xg — 3jc2 + 7x +  C.

(ax1 +  bx5 — ex3) dx = x8 +  ,v6 -----c— xA C.O Ö 4

(л 2 +  1 Jd x  = -1-  jc5 +  x 3 +  jc +  C.

(а У  x +  ex +  sin x) dx = -Д- a, j/~ a 3 -(- ex —cosjc + C.
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471.  j*-— =  ln je — 1,5 л :3 +  C.

472.  j* ^ — b 5 sec'1 JC — 1 j  dx =  3 arc tg j

+  5 t g j c  — X +  C.

473. Г W *  +  *Y_ d x  =  _  J -------- 4 ^  c  
J a 3---------------------- •*

+

4 7 4 . j T f = F - - A . _ L ^  +  C .

X 3 V  X 2 Л'2 /  A 2

475.  Г — 2 =  a (tg X — ctg x) +  C.
J  S i n " X  COS X

476.  J  x V  x V  x dx =  -yg-x xV x Y x +  C.

477.  +  ^  V x j  dx =  x  -|— x ü x 3 +  C.

478.  j* ^ 4 -  +  ~T -  4 j  dx =  -  +  3 ln Je -  4 x  +  С

479.  j* c t g2 xdx = — ctg x  — x  -\- C.

E ч и ш й у  л и:

j c tg 2x  dx =  j* ( s e c 2x  — \)dx =

=  Г (  — \------- 1 \ d x =  f — --------Г dx = — ctg x  — x  +  C.J \si,rx / J sin * J
480.  j" t g 2x  dx =  tg  x  — x  -]- C.

481.  Г s n̂ x dx =  {a-f  1 ) tg x  — x  C.
J  COS’ JC
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482.  Г х' 1 йх = х2 +  агс tg х  +  С.

483.  j  ( а 2 -  х2У У х  с1х = 2х > ^  +

=  1п ( а 1* + л:'1)  х ----- х2 С.

485 Я
§  68. АЛМАШ ТИРИШ  МЕТОДИ

Юкоридаги мисолларнн чикаришда ту гр и д а н - т у гр и  т е п л и 
ли формула  ишлатилгап эди,  бирок купинча интегралларни 
ту гр и дан -ту гр и  формула  ёр да ми  билам чикариб булмайди .

Бундам ^олларда  берилган имтегралнимг типига караб 
иш к у р и ш г а  тугри келади.  Бупинг  у ч у н  бир неча интег-  
раллаш методи ку ллан илад и .  Булар дан  энг  к у п  ишлатила-  
дигани алмаштириш методи саналади.  Бу  параграфдан м а к -  
с ад  ш у  метод билан таништиришдир.

Бу  методиинг  асоси у зг ар ув чи нинг  урнига  ва ктинча янги 
у з г а р у в ч и  к а б ул  килишдан иборатдир.  Лекин  эски у з г а р у в -  
чи билап япги узг ар ув чи нимг  орасида  шундай муносабат  
булиши ке ра кки ,  иа ти жад а  алмашгирилган интегрални би- 
рорта асосий формуланинг  ёрдами билан чикариш мумкин  
•булсин.

Масалам,  берилган интеграл

Бу  интегрални соддалаштириш максади  билан х пинг 
ур н и га  бунипг  билан белгили м уносабат да  бул га н  янги у з 
г а р у вч и  к а б у л  киламиз .  Янги у з г а р у в ч и  £ булсин ва  унинг  
билан х  нинг орасидаги муносабат

( 1)
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(2)
булсин.  Бунинг  иккал а  томонипи диффереициаллаймиз :

(2)  ва (3) ми (1) га куйиш нати жасида  (1) интегралнинг  к у -  
рииишм цуйидагича  булади:

Интегралнинг  ту зи ли шига  цараб,  эски ва янги у з г а р у в -  
чилар орасида  (2) муносабатни ях ш илаб  ту зи лган  ){олда я н 
ги интеграл  аввал гиси га  Караганда бирмунча содда  булиши 
ва  асосий формуланинг  бирига ту гри келиб цолиши мум кин.

Бун дай  ^олда  янги интегрални ^исоблаб б ул га н дан  сунг  
/ пинг ур иига  (2) дан у з  ифодасини цуйнб. эски у з г а р ув ч и  
х  га \'тилади.

с1х =  ср' (г?) (3)

(4)

М и с о л 1.

ё к и  £ нинг урнига  цайтадан у з  ифодаси ку йилс а ,

М  и с о л 2.М  и с о л 2.

(ах 4- Ь)т йх, т ф  — 1.

Б у  интегрални топиш у ч у н

ах  4- Ь =  £

фараз  циламиз ,  бундан
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ва

Г Г  - У -  =  -1- [ ГМ =  -1-  ■ -'г  С1 а  а  \ а  тп +  1 1

ёки t пинг ур пига  у з  ифодаси куйилса ,

ах  +  Ь)'" 
а  (т. +  1)

М и с о л 3.

б!п X соэ хйх — ?

^ ¡ п . *  й 81П X = вШ2.* -|- С, чупки 

ийи = -4ги2 +  С.

М и с о л 4.

, в^х2йх =  ?

х* = Ь, З х2йх =  йЬ, х йх =  М.
Д е м а к ,

^ е х'х1 йх = -^ -^е‘ М = -7£-е* +  С = -'г С.

М и с о л 5.
хйх

VX* 4- 1 ■

А га р д а  ради кал  остидаги ифодани I фараз цилинса:

х2 1 = t,
бундан

2х йх = сИ
ва

хйх =  -у- М.

Д е м а к ,

1 к Й 1 = Ц т т = Ц г ^ « + с = + с -
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Масалалар

486.  ( ■ 5x1 + 6дг- dx =  ln (je5 +  3-Г +  7)  +  C. 
J  -!- 3.Ï“ + 7  v '

p  COS -V
j T T i ï ï4 8 7 '  \ ' 1 T s h !  X d X  ~  l n  ^  +  S i n  +  C -

488.  j  - :/ lx -  =  4 -  arc tg  4 -  + C.

489.  ( — dx - — =  arc sin —  -¡-C.
J  V a ¿ - x ¿ a

490.  [  =  2 1 / x  +  l +  C.

491.  ( — * =  l n ( a  +  e * )  +  c -J  e + e

492.  J  s in (3x - f  2) dx  =  4 ~  cos ( 3 x  +  2) +  C.

493.  j = 4  l n ( l  +  .V3) +  C.

494> J ~ i + У г  =  ^ ~ агс ^ - * 6 + с -

495.  j  ln ( л 3 +  1) =  4  ln2( ^ 3 +  l )  + c -

496.  Г. (агс t g ^ _  dx =  4 ~ ( a r c t g  x ) 3 +  C.
J  1 -f X J

497 .  j*-^ c sin лг dx =  (arc sin x f  -f- C.

498> J  ( T W  — Г  • -п Ь г  (“ !  +  +  c -
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499.

500.

Е ч и ш

501.

502.

503 .

504.

505.

506.

507.

508.

509 .

х  rix 1 , / х~ , , ^
; r  =  2- ^ a r c t g h r  + с -2 a b ^ ^ \ a b  

cos2х sin^x dx=  —i- cos'X ------^-cos'1x  +  C.

i у л  и:

cos2 Xsin*X =  cos2 x ( l  — cos2x)  sin x d x  =  

=  cos2x ( l  — cos2 x ) d ( — eos x ) ,  c o s x  =  ¿,

í
í
í
í
J -
Г
í

í
í

V  i -X*
etKX_dx_ =  etS,  h c  

COS“ X

c o s  X  ,  1 . ^--- F---dx = ------------ 7-------h  C.
sin** Jf 4  s i n ‘ л:

. 4 3 _» 1 . 5  1 . 7  i /-»sin Xcos  Xах  =  -g-  sin x ----- j-  s in x + t .

———------ =  ln tg X -(- C.
S i l l  X COS X °  1

d x  . , X . ^------  =  In t g - 7T- +  C.
: 1 il V  О  ) '

2  5  1 ' " )sin X cos X dx =  - j -  sin X —

2 . 5  I 1 . 7 „  I ----- 5-  Sin X +  —  sin X + C.

• 3 J  I 3  3  i /—<s in x d x  =  —  cos X — cos X +  C.

sin X cos xdx = ----- j -  cos x +  C.
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510.  Г с0!; х ах. = агс ̂  (§}п х ) _[_ с.
1 1 + в!» '  X

512.  1 хёх  =  tg2 х  +  1п соэ х-\-С.

§  69. Б У Л А К Л А Б  И Н ТЕ ГРАЛ ЛАШ  МЕТОДИ

Б у  м ето д  дифференциал ^исобнинг у ш б у  формуласига  
асослангаи:

Б у  тенгликни  биринчи иитегралга  нисбатан ечиш нати- 
ж а с и д а  цуйидагн формула  келиб чицади:

Интеграл  >>исобида бу  формулани б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  
ф о р м у л а с и  дейилади.  Буига  Караганда ийю ни интеграллаш 
масаласи vd.ii ми интеграллаш билан ечилади .  Куп  вацтлар- 
д а  биримчиси нккинчисига Караганда со д д ар о к  булиб,  би- 
ринчисими ту г р и д а п - т у гр и  фо рмул а  билан интеграллаш 
м у м к н н  бул маган  ^олда  иккинчисини интеграллаш м у м ки н  
б ул иб  колади.  Лекин dv билан шундай б улакни  ифода ци- 
лиш к е р а кки ,  уни интеграллаш мум кин булсин.  Ш у  ^ол-  
д а г и и а  интегралдан ку т у ли ш  мум кин:

М и  с о  л 1. ^xъ\nxdx='?

А гар д а  и = \пх, dv = x 3dx
фараз  килинса,  у  ^олда

d(uv) =  udv +  vdu. 

Б ун и н г  ик кала  томони интегралланса ,

1№ =  (* udv +  (" vdu б ул ади .

Гudv =  uv — \vdti

их 1
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Буларни юцоридаги ф ормулаг а  цуямиз :

In xdx = - j -  х4 In x ----- i -  J j c 4 • =

=  x4 In x  — -1- x4 +  C.

M  и с о л 2.
j  хех dx =  ?

А га р д а  и =  х, dv = ех dx
фараз ^илинса,  у  ^олда

da =  dx, v =  ех 

б ул га и и  у ч у н  формула  буйича

jxex dx =  хех — ^exdx =  хех — ех -|- С = ех {х — 1) +  С.

М  и с о л 3.
| х sin xdx =  ? 

и = х, d t  =  s in xdx; da = dx, v  =  — eos x-,

| x  s in xdx = — x  eos jc +  | eos xdx = — x  eos x  +  s in x  +  C. 

M и с о л 4.

J"jc2 cos xdx = ? 

и =  x 2, dv = eos xdx-, du — 2xdx\ v  =  sin x 

|jc2 eos xdx =x~ s in x —2 [  x  sin xdx.

Бун даги  интегрални биз юцорида — 3-мисолда  топгаи 
эдик ,  ун да

j x s i n  xdx =  — х eos х  +  sin х  -i- С 

б у л г а н  эди .  Шупинг  учун
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Í 0  О
л'" cos xdx =  л “ sin х  -|- 2х cos л: — 2 sin х  +  С.

М и с о л 5.
V’ == | cos2 xdx =  ?

I/ =  j" cos x -cos xdx 

булга н и  у ч у н  u =  c o s x ,  dv = cos xdx фараз циламиз,  бундам 

da = — sin xdx, v =  sin x .

Ш ун инг  уч ум  фо рмул а  буйича :

V = s in  л-cos л- +  S* s in jc s in jccfjc =  s i n x c o s x - f J s i n 2x d x  =  

=  sin x  eos x  +  J ( l  — eos2x)dx  =  s in x  eos X +

- ] - 1 dx — | eos2xdx.

Кейинги интеграл мисолда берилган интегралнинг  ;узи. 
Шунинг  у ч у й

V =  sin х  cos х  +  х  — V  4 С,
бундам

2 V =  s in х  cos х +  х  - f  С.
Д е м а к ,

Y __  X  +  S i n  X  COS X  Q

Масалалар

513.  I In x dx =  x  In x  — x  +  C.

514.  J ( V  - f  l )  In x d x  =  ( “I - -*4 +  x j  l n x  — j^ -x 4— x + C .

_ ,  _ i 1 ii x dx  1 , 2  .515.  \ — - —  =  ~y  In x  +  C.

51 6 .  J  arc s in x  dx =  x  arc s i n x  4- V ^ l  — * 2 +  C.
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517.  I arc ig x d x  = X arc tg  x ------In ( l  +  x 2)  -f- C.

xn In x d x  = ~z~~\—r- ( In x  — n t ) +  C.518.

519.

520.

521.

522.

523.

524.

К у р с а

525.

526.

527.

528.

529.

ex x2 dx = ex x¿ — 2xex +  2ex - f  C.

n +  1

cos2 x:dx=  Д -  s in x  cos x  +  - Í -  + C.

1 .
sin x d x  =  -g-  ■*----- sin x  cos x  +  C.

cos X In sin x d x  =  sin X (In sin X — 1) - ¡- C.

x  t g 2x  dx = x  tg x ----- x 2 +  In cos x  -!- C.

In ( ln_cos x)dx_ =  [ n  [ l n  ( l n  X ) _ l ] + C '

M а: м =  1п(1пх)  фараз цилипсин.

(In x)2 dx = x  ( ln x ) 2 — 2 x  ln x 2 x  -[ C.

e x ( s ln  x  — cos jr )e1 sin x d x  = L + ' C .

X 2 +  \ Xx  arc tg x  dx  = -----g—  arc *£ x ----- T~ ' r

e "  cos bx dx =  ( bsln ь*ч± а ™ ьЛ. I - i c .
a '  +  b~

x2 s in xdx  = 2 (cos x  +  x  sin x )  — x 2 cos x  --j- C.
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Аралаш масалалар

Г  3 + 5 ■уГх5' 6 „

530 ' J  к ?  “ х = ~ у %  +  т У х  +  с -

531.  j  5 ^  -З х 3 + l_ d x = b _ ¿ _ 2 \n x _ J _  +  с

532.  J In ( l  +  л 2) dx =  х  In ( l  4- X2)  — 2x 4- 2 arc tg  a  +  C .

533.  J  (x3 +  x) cos (x2 + l )  dx =  0,5 |(l +  x 2) sin X

X ( 1 +  x 2) +  cos ( l  - f  x2)] +  C.

534.  j* x3 eK’ dx =  x 2 ex1 — 4 ~ ^  +  c -

535.  f  1 + K tg -  dx =  tg x  +  4 -  tgT +  C.
J  cos- л: °

536 .  Г cos ln -Y-dx = s in In x  4~ C.

537.  j* sin (л-2 — 2 x  4- 7 )  • ( 2 a  — 2) dx =  — cos X

X (a 2 -  2a  4- 7 )4 -C .

538.  f  .f' f  .Â = tg (-*3 +  3 )+  C -J  cos“ ( jc -1-3) °

(* XI arc S i l l -----

“ 0 1 7 5 3 ± Г ^ ”- ' ' " ^  +  С -

540.  f  =  e"- ' (tg X - D  + C.
J  C0S' *

541.  = — e~x(x3+  3a 2 4 - 6 a  4- б ) +  С.
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542.

543.

544.

545.

546 .

547.

548.

549.

550.

551.

552.

553 .

|* (tg2*  +  1п ■*) dx =  tgjc-j-jc ln X — 2х -h C.

j*cos3 xdx =  sin X----- |j- sin'1 X C.

j* ^s in X cos X + ln X j  dx — - j -  (s in2 X +  ln2x )  -f- C. 

f ——  =  2 x - l n ( l  + e x)2 +  C.
) \ + e x

dx- —  =  3 j/~ Inx-|-C.
x / ~ ln 2 X

j* ( t g3x  sec2X — s in2x ) r f x  =  ~  tg"1 x ----- X

X  sin X cos X - ^ - x - h  C.

Г —r,-----dx — — =  -U arc tg / tg x )  -j- C.
J  a" c o s ' x  +  / r s i i r x  a b ^ a  j

j* X 2 cos  ec2 x'1 dx — ------ --  ctg  х п+  C.

Г ln3 x d x  1 - 4 .
)■— —  = ~ ln X + C■

X_ __ ^V\ / y_ __ £_\

e° +  e ~ a ) d x = a [ e a - e  a ) + C.

j* (1П X\d\)T ~ ~r11' l—  ln ( x  +  1) +  С (б у л а к л а б  олин-

снн).

í:
dx  1 , Q

( ln x n ) ( « — 1) O11 x )n -1
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554.  — t —  =  arc tg +  C.

(Касрнинг  с у р а т  ва  м ах р аж и  ех га купайтирилсин) .

Г <1х — _ 
J ‘е3 _555.  I ■ "¡* ■ = ----------^ -------- ln s in X -¡- С.

2 sin" X

Е ч п  га п у л и :

(ix __  c o s 3 x d x  __ ( l  —  s i n 2 j c ) r f s i n ; r

t g "  A' s i l l -1 X  s i n 3 X

•556. j* X2 arc sin X dx = x  arc sin x - f  ]/~ 1 — x2 —

§  70. ИНТЕГРАЛЛАРН И НГ БАЪ ЗИ  ТИПЛАРИ

Бу ерда практмкада  к у п  уч рай ди ган  баъзи бир интег-  
•раллар бплан танпштприб утамиз .

j  i du

H
2 >а

а  — уз г армас .
Бу  интеграл остндаги касрпи иккита  к а ср га  аж ратам из :  

1 1 1 Í 1 1
а 2 _  (и — а) (и а) '1а — а  и -j- a  j

Шунинг  уч уй  берплган интегрални иккига  а ж р а т и и 1 
м у  м кин:

Г du  _  1 IГ du  Г d u  j  _
J  и1 — а~ ~‘2а I \ и и J  и +  a  J

=  i t  {|n ( «  -  ^ In ( «  +  a »  =  ¿ ' " S r  +  c -

Шуппнг  билан излаиган формуланинг  куриниши ^уйида-  
гича  булади:
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[
Ла 1 , и — а  . у-,л------5-  - -н— 1п--- ;-------\- С„ 2 _  а 2 2а и + а ГА)

Масалан,
и х 1 , х — з . ~ 

—>—  =  ~ег 1° — г т г  +  С. х —9 6 х + 6

(1х
ах '  +  Ьх +  с

Интеграл остидаги касрни цуйи да гича  ёзиш мум кпн:

ах +  Ьх +  с = а

— а

А га р д а

2 . ьх  ------ ха

Х +  ~ а I —

» - Л - Л4я" 4« “ 

Ь1 — 4ас
4а

2а

фараз цнлинса,  у  >;олда интегралнинг  куринишп ку й и д а г п ч а  
б у л а д и :

1
г

4ас
4а"

Бу ерда  икки ^ол бул у ви  мум кин.  Агарда :

а) Ь1 — 4ас <  0 бул са ,  у  ^олда

/Г — 4ас , 2=  — К
4а~

фараз циламиз .  Д е м а к ,
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А га р д а  цанга дан t ва k нипг ур нига  у з  ифодалари ц у -  
йплса,  у  .^олда энг кейпнги иатижанинг  курипиши цуйида-  
гича буладп:

dx 2 2ах + b п . D.-  = arc t g  — -----------:г +  С. (В)
а х " +  Ьх +  с  У  4а с  — У 4а с  ■—

б) Ь~ — 4ас >  0 б ул га н  ^олда

=  k
4а~

фараз циламиз.  Шунипг  у ч у н

-L  Г dt
а J  ?  -  к3

Бу  тип интеграл у ч у н  юцорида формула  чицарилган эди.  
У формула  буйича:

i f  dt — Ь \ п
a  J  ~ ё - к 2 ~  Ы Г  Ш t ~ k  “ Г  с

ё к и  ва k нинг ур н и га  у з  ифодаси цуйилса

\ dt _ 1 lax -f b — У  Ь~ — 4а с  _j_ £

J  ах  -| bx -j- с  j /  — 4ЯС 2 ах  + b +  У  Ьг — Аас

Бевосита  (В) ва (С) формулаларидан фойдаланиш ур нида  
уларнинг  чицариш методидан фойдаланиш та вс ия  кили- 
нади.

М и с о  л 1.
dxV = Г х г + 4х +  5

хг +  4 х  +  5 =  X2 +  4х  +  4 +  1 =  (х +  2)2 +  1.

dxv = [ -  2 dx---------- ----  f -
J  x2 + 4x + 5 J  

x ■

V = J t + I  =  а г с +  С  ^  a r c t g ( x  +  2 ) +  C.

(x +  2 f  +  1 

x  +  2 — t, dx — dt,
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М и с о л 2.

V — f dx 
~~ J  х* — 4х  -  5

je2 — 4х -  5 =  х2 — 4х +  4 -  4 -  5 =  (л- -  2)" -  У.

л  —  2  =  t ,  d  =  x d t .
ёки

V =  f  — 5- ^ --------- =  [ - Р — =  4- ln -í—  ̂-i- С,
J  X — 4x  — 5 J  t2 - 9  b t 3

д е м а к ,

^  =  4 - In- 7  + T +  C *

. _ Г m

J  ax-

А гар д а  б у  интегралнпнг  остидаги каср м ах раж ппп юко-  
рида 1̂ р с а т и л г а н ч а  ёзиб,  сунгра

Ь . Ь2 — 4а с  , . 2
X  +  гг~ — t  в а ------5—  =  ±  к

4а

фараз килинса,  у  интегралнипг  куриниши ку йидагича  бу- 
лади:

1/ = I V7^ —  ä t -

dt
± tr

Бу  имтеграллардаи иккинчиси юкорида текширилган эди;  
биримчиси бул са  логарифм беради:

Í '

tdt = 4- ln ( t2 ± k2) +  C.

4.  V

i1 ± k2 2

dx

- f V  X 2 + a “

Бу  иитегрални топиш у ч у н
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'\/Г х1 ±  а1 = t  

фараз циламиз.  Бунда н

х2 ± а2 = I1, 2хйх = 2ЬсИ
ёки

(1х си (1х +  с1Ь
Ь х х  +  Ь

ёки
с1х йх  +  ¡11

у ~ ? Т а г  х + (  ’

бундам | у -  ^  а = - -  1п(х  +  ¿) +  с

ёки I нинг уриига  уз  ифодаси цуйилса :

Масалалар

5 57 ‘ } ^ Ь  =  +  1п^ Г 1  +  с -

558.  Г - - 4 =  1 п  ' У  ~ К -- +  С.]  Г - 3  2 |/3 л'-|- / 3

с а п  Г <1х 1 , -V -|- 1560.  I — г,----------------=  — = агс ^  - 7_.~ .
]  А 2 +  2х  +  3 V 2 У 2

561.  Г — .Д?— -1-------с1х = \п -(л'-+ 4-)-  -|- С.
]  л-2 +  5х  +  4 ■* +  1 1

562.  Г ,3х + 1-------йх =  4 -  1п (х2 +  4х +  5 )  4 -  С.
J  Г | 4 д :  +  5 ^
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е  «  л Р d x  1 , Зх 1 .

ш - J  ^ + 2 J + r  =  т ? a r c t E т г  +  с

564 .  f  - ,  ' ' J — _  =  - L a r c t g ' i i - ! -  + С.
J  A- H- 2 a  -1-5 2 ъ  1

565.  [ — ------ =  3 ln ] f x 2 +  2x -|- 5 +
] a' “ -[- 2.v +  5 '

- ¡ - 2  arc C.

566.  Г .. ■ dx =  ln (л- +  2 + ] / X2 +  4 x  +  1 ) +  C.
J  I a'2 4x ; 1

566 A. Г ._____- =  ln (x  - - 1 +  У  x1 - 2 x - 2 )  +  C.
J  \' A-2 — 2a — 2

566 В .  [ - , _________ y  .  - - -  =  ln ( jc  +  3 +  У jc5î+  6 jc  +  2) +  C.
J  ]/ a 2 + 6a -1- 2

§  71. ИНТЕГРАЛ УЗГАРМ А СИ Н И  АНИКЛАШ

Интегр аллаш  нати жасида  келиб чикцан у з г а р м а с  С нинг 
•Киймати мас алада  куйилган бошлангич шартларга  боглнц- 
д и р .  Уни аиицлаш у ч у н  у м у м а н  у з г а р у в ч и г а  бирор циймат 
берилганда ,  ун г а  тегишли интегралнинг  киймати берилган 
б у л с а  кифоя килади.  Ха^ицатда ,  у ш б у

У =  §f(x )d x  = <?(*) + С

аницмас  интегралда

л- =  х0 б у л г а н д а ,  у — у0 булсин.
Б у  ^олда

Уо =  ?  ( л'о) +  С> бундам С =  У0 — <Р (JC0).

М а с а л а .  Ш ун да й  эгри чизикминг  тенгламаси  топилсинки,  
унинг  ^ар бир н ук та си да ги  уринманинг  б у р ч ак  коэффици
ен т а  4х булсин ва (1, 3) нуцтадан утсин.
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Е ч и ш  й у л и :  Эгри чизикнинг  б у р ч ак  коэффициенты 

унннг  ^ар бир нуцтасида  -J- дан иборат.  Масаланинг  шар- 
ти га  мувофик  У 4 х  бул гани у ч у н

=  4 х  ёки dy =  Axdx.

Д е м а к ,
у =  4 j  xdx +  С,

ёк и
у =  2х- -г С.

Масаланинг  шартига  мувофиь; бу  чизиц ( 1 , 3 )  нуцтадап 
утиши ке ра к .

Шунинг  у ч у н
3 =  2 - 1  +  С,

д е м а к ,
С =  1.

Буни (1) т е н г л а м а г а  куйилса

у =  2х2 + 1  булади.

Шунинг  билан масаланинг  шартларига  т у г р и  келган чи- 
зиц — парабола  экан .

М а с а л а л а р

567.  Шундай чизикнинг  тснгламаси  т у зн лсин ки ,  унинг  
горпзонтга  огмалиги о булсин ва ордината  у в и д а н  кесган 
парчаси 3 булсин.

Жавоб:  у =  5 х — 3.
568.  Шундай  функция  топилсинки,  унинг  биринчи ^оси- 

ласи  х2 +  1 булсин ва х -^ 3  б у л г а н д а  функцияпинг  цийма- 
ти 15 булсин.

Жавоб :  у = - J j -x* -¡- х  -|- 3.

569. Шундай функция топилсинки,  унинг  ^осиласи (cosx—

— s i n x )  булсин ва х  =  у  б у л г а н д а ,  функцияпинг  циймати

V 3 булсин.
Ж авоб:  у =  sin х  +  cos х  — 0, 5.
570.  Ш ун дай  функция топилсинки,  унинг  ^осиласи c o s x —2 

булсин ва  х  =  0 бул га н да ,  у  функция  нолга айлансин.
1 8 - 1 7 7
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Жавоб :  y  =  s i n x — х 2.
571.  П оезд  v = t2 — At +  3 км/coam т е зли к  билан юр- 

моцда ;  а г ар да  поезд  бошлангич момецтда  станциядан  3 км 
масофада  булса ,  унинг  юриш тенгламаси  цандай б у л а д и ?

Ж авоб :  s = ^ - t 3 — 2t2 +  3t -|- 3.
572.  Ш ун да й  эгри чизи^нинг тенг лам аси топилсинки,  

унинг  нормал-ости у з г а р м а с  бул иб ,  а  га тепг  булсин ва

унип г  ордината уцидан кесган парчаси b булсин I Нормал -

Ж авоб :  у2 =  2ах  +  62.
573.  Кутб системасида  мормал-ости у з г а р м а с  бул га н  эгри 

чизик А р х и м ед  спирали булади .  Буни исбот цилинсин.
574.  Шундай эгри чизицнинг тенг лам аси тузилсинки,  

унинг  нормал-ости урипиш нуцтасииинг  абсциссасига  т е н г  
булсин.

Жавоб:  у 2 — х~ ~ С.
575.  Э ле к т р  ^у з г а т у в ч и  к у ч  манбаини аж рат иб  олишдап t 

ва^т  ут г ан дан  кейин,  эл ектр  оцими (¿) у ш б у  тен глам а  би
лан ифода цилипади:

бун да  R ва L у з г а р м а с  саналади .  t —■ 0 б у л га п д а  i — I фа- 
раз  ^илиб i ни топилсин.

Ж авоб :  i =  Iekt, б ун да  /г =  — ~  .

§  72. АНИК ИНТЕГРАЛ ГУГРИСИ ДА ТУ Ш УН Ч А

Аницмас иптегралпинг  таърифига  мувофи^ а г ар да  F' (х) = 
=  /(•*) бул са ,  у  холда :

бу н д а  С ^ар цапдай у з г а р м а с  соплам иборат.
Бундай у з г а р м а с  С ни кандай аниклашни бпз у т ган  па- 

раграфда  ку рган  эдик :  бупинг  у ч у н  кандай булса-да ,бирор-  
т а  ц уш имча шарт булса  кифоя цилади.  Куп м асал ал ар да

ости

У =  J / ( x ) d x  = F(x) +  С,
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бундай к у ш и мч а  шарт у ч у н  х  га бирор м а ъ л у м  циймат берган-  
д а  интегралнинг  нолга айланиш шарти ку йила ди  ёки бошцача 
Килиб айтг анда :  С га шунда й циймат талаб цилинадики,  
х  =  а  б ул га н д а  у  =  0 булсин,  яъни

0 =  F (а)-{-С,
бундан

С =  — F (а). (2)

С нимг бу  цийматини (1) га цуйилса ,  у  ку йидаг ича  бу- 
лади:

У = F(x) — F (а). (3)

Куйилган шарт матижасида  келиб чиккан (1) аникм ас  
интегралнинг  б у  х у с у с и й  ^оли

X
j/(x)dx
а

равишда ифода цилиниб „а  дан х  гача  аниц ин те грал“ д е -  
йилади.  Шунинг  билан

X
j ‘ f(x) dx =  F(x) — F (a) (4)
a

а г ар да  F '(x )= f(x )  булса .
Буи га  Караганда  апиц интеграл л* нимг аник функцияси 

бул ад и .
Б ун дай  интегралнинг  х = b б ул га н да  х у с у с и й  киймати 

„а дан Ь гача  аниц ин те грал“ дейнлади.  Д е м а к ,  бу  ^олда

¡/ (x)dx--  F (b )-F (a),  (5)
а

бун да ги  а аниц интегралнинг  цуйп лимити,  b юцори лими- 
ти дейилади .

Ин те грал  ишораси остида х пи интеграллаш узгарувчиси 
дейилади ;  (5) га Караганда аниц интегралнинг  киймати ин
т е г р а л л а ш  у з г а р у в ч и с и га  бел-лиц булмай,  балки у з  лимит- 
ларига  боглнкдир.  Шупннг  уч уй

\ f(x )d x =  j ‘f(t)dt
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(5) тенгликнинг  ;унг томонидаги айирмани купинча [ ^ ( х ) ] *  
р ав и шда ифода циладилар,  яъпи

Р (Ь )-Г (а )=  [Г(х)]ьа .

(5) тен гл ик  аник ва аницмас интеграллар орасидаги асосий 
муносабат ни ифода цилади.  Шун ипг  у ч у н

А га р д а  аницмас интеграл 

| f  (х) йх = р  (х) -¡- С

бул са ,  у  >;олда апиц интеграл 
ь
^ /(х)ёх  = F(b) — F{a) булади.
а

Д е м а к ,  аниц интегрални >;исоблаш учун
1) / ( х)йх  нинг аницмас Р(х)  интеграли топилади ва
2) аннцмас Р(х)  интегралдаги х  нинг урнига аниц ин- 

тегралнинг юцори ва цуйи лимитларини цуйиб, биринчи- 
сидан иккинчисини айириб олинади.

М и с о л 1. | х 1 с1х 
\

М х йх =

их
х

Г * 4 1
2 24

4 4 4
1

' Л'3 ’ 1 _  4̂ _ ^
о 3 3

1
г - ь

I п X =  1п Ь — 1п а
. . а

_ 4 ___ 1_ -  3 А
4  4 4 ’

64 -  1

Ь_
а

=  21.

§  73. АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ ГЕО М ЕТРИК М АЪН О СИ

Т угри бурчакли  координагалар  системасининг  текисли-  
г и д а  бирор (узлуксиз )  АВ чизиции олиб, унинг  тенгламасини

У = / (  х) (1)

фараз киламиз ;  берилган эгри чизик абсиисса уцидан юцо- 
рида булсин, д е м а к ,  х  нинг >;ар бир кийматида у  м усб а г
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булади.  Шунинг  билам бирликда  ордината у к и г а  п ар ал лел  
булгап ^ар бир туг ри  чизикии бизнинг АВ эгри чизик би- 
лап бир н у к т а д а  учрайди д еб  фараз циламиз (шакл  62).

А и и и г координаталари:  а —ОС ва f  (а) = АС-, В нинг 
координаталари Ь — ОБ ва  /(/;) =  ВО булсин.  Булар г а  асос- 
лаииб:  бириичи томондан АВ эгри чизик билап,  иккинчи 
томондан абсцисса у ки  билап,  учинчи ва туртинчи томон-  
лардан АС ва ВИ ординаталар билан чег араланган АВОС 
нинг юзини топамиз.

Бупинг  у ч ун  у =  МР пи 
у з г а р у в ч и  ордината  ва х ОР 
пи у з г а р у в ч и  абсцисса фа
раз киламиз .  А га р д а  эгри 
чизикли АМРС ту р тб ур -  
чакнипг  юзини 5  билап ифо- 
да  килинса,  у х нинг функ-  
цияси булади ,  чунки 5  х 
иипг у з г ар и ш и га  цараб уз -  
гаради.  Шунинг  учуп :

5 = о  (х)  =  АМРС. (2)

Энди х га бирор Ах орт- 
тпрма бериб,  бундаи хосил 
булган у  нинг орттирмасипи
Ду ва 5  нинг орттирмасипи Д5 фараз киламиз .  Ш а к л д а :

Шакл 62.

Дх =  РЯ; Д у =  5А^; Д5  =  МЫ ЯР.

МР  ординатасини давом эттириб,  с ун гра  М ва N п ук -  
таларидан абсцисса у к и га  параллел чизик у тк а зам и з .  Б у -  
нинг на тижасида  МБЯР ва (¿Ы%Р т уг ри  т у р т б у р ч а к л а р  цо- 
сил бул ад и.  Шакл  га мувофик

еки
МБР!? < МЫРР < С}ЫРР 

у • Дх  <  Д£ <  (у Н- Ду) ■ Дх 

ёки  Дх га  булинса

У < ^ < У  +  ЛУ (3)

Дх нолга якинлашган  .^олда Ду ^ам нолга якинлашиб бо- 

ради ва нинг лимити ~  булади.  Шунинг  у ч у н



278 Интеграллаш а со слари

¿Я
ах  =  У еКИ Чх /(•*)

¿ 5  =  / (х ) ¿ х .  

А гард а  /(х)йх  нинг аникмас  интеграли

/ ^ ( х ) + С

фараз цилинса
5  =  | /(х) с!х = Р (х)  +  С. (4)

Ш а к лга  м увоф ик х = а  б ул га и да  5  =  0 бул ад и .  Д е м а к ,  
бундан

0 = Р(а) + С ёки С = — Р(а) 

шунинг  у ч у н  (4)  га  мувофик

5  =  АСМР =  Р { х ) - Р ( а ) ;
Ь б ул га н да

ъ
5  =  АВЭС =  Р (Ь) -  ^  (а )  =  ¡ 7  ( х )  ¿ х . ( 5)

Д е м а к ,  / ( х )  функ-  
циядан а  дан Ь гача  
олинган аник ин те г 
рал:  бир томондан а б с 
цисса уч и билан,  ик- 
кинчи ва  учинчи т о 
мондан х  =  а  ва х  =  Ь 
туг ри  чизиклар билан 
ва  туртинчи томондан 
тенглам аси  у = / ( х ) б у л -  
ган эгри чизик билан 
че гараланган  шаклнинг  
юзини ифода килади.  

М и  с о  л 1. Мисол у ч ун  параболани оламиз .  Унинг  одат- 
даги энг содд а  тенгламаси:

2рх

Бунинг  бирор М ( х ,  у )  нуктасидан ордината  тушириб,  
^осил бул га н  ОМР секторнинг  юзини топамиз .  Бу  мисолда  
(шакл 63):
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/ ( х )  =  у = У2рх\ а  = 0 ;  Ь =  ОР.

Шунинг учун :

Б =  ОМР секторнинг  юзи =  ^У2рхйх. ( 6 )

Б у  аник интегрални ^исоблаш уч у н  энг  а вв ал  ани км ас  
интегрални топамиз:

1
^У2рхйх  =  ^  У2р- У хй х=  У2р х 2 йх =  У 2 р х ‘

Д е м а к ,

5  = -77-У2рх 2 = -^У 2рЬ * -= \ ь У 2 р Ь

ё  ш а к л г а  мувофик:

(7)

Ч и ккан  н а ти ж ага  Караганда параболанинг  ОМР сектори-  
нинг  юзи: у н д а  я са л г ан  ОС}МР турри т у р т б у р ч а к  юзининг

-у -  сига тенг  бул ад и.
М и с о л  2. Иккинчи мисол уч у н  эллипсни оламиз .  Унинг  

энг  оддий тенгламаси

4 -  +  ^ - - -=  1
а "  6 “

ва  бундан

у - ± ± У - а2 — хг

М а ъ л у м к и ,  эллипс- 
н и н г у к л а р и у н и н г  юзи- 
ни туртта  тенг  б ул ак -  
л а р га  булади.  Шунинг  
у ч у н  ул ар да н  биринипг 
юзи топилса,  колган-  
лари  ){ам м а ъ л у м  б у 
лади.  Буии эътиборга  олиб ,  эллипснинг  м ус б а т  ярим у к л а -  
ри орасидаги ОВА сек то рининг  юзини топамиз.  Б уту н  э л 

л и п сн и н г  юзи бунин г  т у р т  бараварига  тен г  (шакл 64):

Шакл 64.
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S  = 40В А 

Б у  ^олда  у = f ( х )  >  0 шуиинг  у ч у н

У =  /  (■*) =  -г V à 1 — X2 .

Б у  мисолда х  О дан а гача  у з г ар ад и .  Д е м а к ,

а i ,--------------, "ь i  Г 2 2 j  , ьS  =  4 J' -^- У  а2 — X 2 dx =  4 ^  I ~\f а — x “ d x .
о ù

5  ни топиш у ч у н  энг  аввал  апицмас интегрални топамиз:

V = j" У  ci1 —  X2 dx.

Бу  интегрални топиш у ч у н  б у л а кл а б  интеграллаш ме-  
тодини ишлатамиз :

а =  у a¿ — X , dv — dx, д е м а к ,  v =  х .

,  г  I /  2 2 Г — X 2 d x  i  /  2 2"V = X у а — X — \ — = = = = =  = X у а - - X  —
J  У а1 — X 1 

J  V  ar —  X -

ёки

V =  У  а1 — X2 — j" У  à2 — X2 dx ci j" у  - F  

буидан:
1 / ~2 2" i 2 [ '  rfjC
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Шупипг у ч у н  (4) га мувофиц

4-К5  =  а̂
2 2 , а  .Vа — л" - - - т т - а г с ы п  —2 а

а
=  2аЬ агс эш 1

о

агс э т  1 =

булгапи  у ч у н
5  =  аЬ~.

Дилана булгап >;олда а ■- Ь =  /? бул ад и.  Шупипг  у ч у н  
бу  ^олда

5

яъни ^амон гео мет рияда н м а ъ л у м  булган формула  чицади.  

§  74. АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ Х О ССАЛАРИ  

Аник пптегралпинг  хоссалари ку йида гилар да н  нборат:

1. \/(х)йх =  - | / ( л - )  йх,
а Ь

яъни интегралнинг лимитлари алмаштирилса,  у  интеграл- 
нинг  иш ораси т е с к а р и  б у л а д и .  Ха Кика тда ,

| / (л-) йх ^  Р (Ь) -  Р (а) = -  \Па) -Р (Ь )]  = - $ /  (х)йх,
а Ь

Масала п,
3 1
| хс1х =  -|- 4 на хс1х = — 4.
1 з

2.  с цаидап бул са -д а :

| / ( х )  о'л' — J / (х)с1х + ] ' / ( * )  с1х.
а  а  с

Б у  тенгликнинг  тугрилигини нсбот килиш у ч у н  унинг 
;упг томонидаги интегралларни .^исоблаб, с ун гра  у л ар н и  
Кушамиз :
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^/(Л-) dx =  F (с) — F(a)\ f / (.v) dx =  F (b) — F {c),
a  с

c  b

f /  (x)dx  +  f f (x )d x  = F (c) — F{a) +  F(b) — F{c) =
a  с

b

= F (b) — F (a) =  j  f(x )d x .
a

У  муман
b  Xi * 2  b

j f ( x ) d x =  | f ( x ) d x +  ^ f ( x ) d x + - - - +  j  f{x)dx.
a  a  x  n  — j

3. А га р д а  С ни a ва b орасидаги бирор сон фараз ци- 
л и н с а ,  у  ^олда

¡/(■к) dx  =  (b — a)f(c).
a

Х аки к атд а  Л а гр а н ж  формуласига  мувофик 

F (b) — F (a) =  ( b — a) F' (с).

Иккинчи томондан,

ь
F(b) — F (а) =  j  f(x )  dx, F' (c) = f  ( a ) ,

a
л е  мак ,

j‘ f{x) dx  =  (b — a) f  (c).
a

Масалалар

+ 2 Я
576.  j* xAdx = i f  -. 577.  J ( 2 jc  +  3 x 2) dx =  36.

- 2

1
d x578. j f ? - 4 .

a “ +  J f ‘0 1
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580.   ̂э! ! !  хй х  = 2. 581.  \хе*йх =  1.
6о

582.  Г лс 1 п л: л? г  = ----- — 583.  | х}/~ а2 — х2 ёх  =  а3.
й

584.  \е~ах с1х = ±-(\ - е ~ ах').
о

586.  j  х21п х йх =  1 +д2е .
и
и

588.  Тенг ла ма си  у  =  Зх +  2 булган т у гр и  чизик билан,  
абсцисса у ки  билан,  х — 1 ва х = 4 ординаталар билан че- 
г араланган шаклнинг  юзи топилсин.

Ж аво б :  28 .

588а. Утган масалани элементар  геометр ия  ёрдам и б и 
лан  сииаб курилсин.

589. Тенгламаси у 2 — 9х б ул га н  парабола билан,  абсцисса 
у к и  билан,  х  =  1 ва х = 4 т уг ри  чизиклар билан чег ар ал ан -  
ган шаклнинг  юзи топилсин.

мондан абсцисса Уки билан,  учинчи ва т^ртинчи томонлар-  
дан х = 2 ва х  =  5 верти калла р  билан чег ар ал анган ш а к л 
нинг юзи топилсин.

591.  у  =  1пл' эгри чизик билан,  абсцисса у к и  билан ва 
х  = 5 ордината билан чег ар ал анган  шаклнинг  юзи топилсин.  

Жавоб:  5 (1п 5 -  1) +  1.

Жавоб :  4 - § -  .

а2590.  Бир томондан у  =  —  гипербола билан,  иккинчи то-

592 .  у  =  —£■ эгри чизик билаи,  абсцисса у ки  ва  л; =  1



284 Интеграллаш а со слари

билам х  =  10 т у Fpn чизицлар орасидаги шаклнипг  юзи то- 
пилсин.

Ж авоб:  0,9.
5 9 2 а .  Ра диуси  R га тен г  бул га н  доиранинг  юзи иптег- 

раллаш ёрдами билан топилсим.
Ж авоб :  r.R2.
592б. Т енгла малари у — х~ ва у2 — 4л* бул ган пара 'юла- 

лар  билам чегаралаигам  шаклнпиг  юзм топилсим (шакл 65).

Жавоб:

X

Ш акл 65.

593.  Тенгламаси 

у 2х — x J

бул га н  эгри чизиц билан 
абсцисса у к и орасидаги 
шаклнипг  юзи топилсип.

;s 'Жавоб:

594.  у  =  sin-v: сииусоиданинг  бигга ёип билам абсцисса 
Уки орасидаги шаклиинг  юзи топилсип.

Жавоб:  2.
X

595.  Тенгламаси  у — а е а булган эгри чнзнк билап,  ко 
ордината  уцлари билан ва х — 4 ту гри чпзик бнлан чегара- 
ланган шаклни пг  юзи топилсии.

Жавоб:  а~ ( e k — l ) ,  б унда  /г = —

596.  Бир томондаи у --~2 W а +  £ а) за н ж ир  чизик билан,  
иккинчи томондаи абсцисса у к и билан,  учинчи ва туртиичи
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томонлардан х = х 1 ва х  =  х2 т уг ри  чизиклар билан чега- 
раланган шаклнинг  юз и топилсин.

2 (/ £1 - ^ \  ( -Ь.
Жавоб :  У =  а ) ~ [ е“ ~ е

597.  Бир томондан у  =  — эг ри чизиц билам, иккинчи
1 + х~

ва  учиичи томонлардан координата  уцлари билан ва т^р-  
тинчи томондан х  =  1 турри чизиц билап чег ар ал ан ган  
шаклнинг  юз и топилсин (шакл 66).

Жавоб:

§  75. ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ШАКЛНИНГ ЮЗИ К ^ Т Б  СИСТЕМ АСИДА

Берилгап АВ э гри чизицнинг цуто координата  система -  
си да  те игламаеи

/■-=/(?) (П

булсин (шакл 67). Бупинг  бирор Л ( г 0, <р0)  нуцтасининг  ко- 
ординаталарипи у з г а р м а с  фараз кнлиб,  эгри чизициинг би
рор М (г, <в) нуцтасини оламиз.  Бу  ^олда  СОМ секторининг  
юзи (5 )  <р бурчаг ин кн г  фупкцияси бул ад и.

Буни назарда  тутиб,
М  н у к т а г а  чексиз  яцин 
бул ган эгри чизикнинг  
М'(г -| - А г ,  а  -I- Д ер ) н у ц -  

тасини оламиз.  Бу  човда  
ОММ' секторнинг  юзини 
ОСАI сектор  юзипипг 
орттирмаси фараз килшм 
мум кин.  ОММ' — Д5 б у л 
син. Энди Оп уцтадан  ОМ 
ва ОМ' ради ус лар  билап 
МЫ' ва М'N ёйларни 
чизамиз.  Ш а к лга  муво-  
фик:
ОМЫ' юзи 
ёки

ОММ’ юзи <  0!ММ' юзн

г 2 • Дер < [Д 5  <  (г -'г А г)2 ■ А ?,

еки
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т г ^ 2 <  §  <  -Г (г +  Д")2-

Д? нолга интилганда Д5 ва  Д г )^ам пол га  интилади.  Ш у -  
НИ11Г у ч у  II

Д5 (1$ 1 2
1Ш1 —
Д<р -* С

бундан

П т  = -гг- г",
2

йБ = -± -г2й®-

<р =  ср0 б у л га н д а  5  =  0  бул ади.  Шуминг у ч ун  бу  тенглик-  
нинг и к кал а  томонини интеграллаш натижасида  у ш б у  фор
м у л а  келиб чицади:

5  =  г2 ё®.
Чо

(3)

А га р д а  М нуцтанинг  д е к а р т  координаталари х  ва у фа- 
раз  цилинса ,  у  долда

х = г совср, у  =  г з т ? .

г ® нииг фупкцияси булганн учун  
х  ва у ни лам <р нинг функцияси 
фараз цилиш мум кнн .  Шунинг  
уч у н :

- 1
У и. I  V=  еки  ?  =  а г с щ ^ - ,х  ь  . . ь  х  1

б у н д а  н

ё<? = х/1у -|- уч/х 
х 2 +у~

Иккппчн томондан,  х  +  у1 — г2 булганн у ч ун

д е м а к ,
г 2 д?<р =  хёу — уёх,

¿ 5  =  -ту- (хёу — уёх). (3' )
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Б у  формула  СМО сектор юзининг дифференциалини М 
нукта нинг  д е к а р т  координаталари билан ифода цилади.

М и с о л .  Мисол уч у н  г =  а  (1 +  cos о) кардиоидаминг  
юзини топамиз (шакл 68) .

Р адиус -в екторнинг  бутун  кардиоида  чизиши у ч у п  ® О 
дан г ач а  уз гариш и ке ра к .  Шунин г  учун  ч и ц ар и л га »  
ф о р м улага  мувофиц

1 1 ■ ^S — —  | £ J (1 - ¡ -cos?)2d'f =  —  а2 j  ( l  +  2 cos ® -f-
U 0

+  cos2®) dy =  -n- a2 cp +  2 sin <p +

2*
=  — a

Масалалар
598 .  Тен гла маси  r  =  a c o s ®  бул га н  доиранинг  юзи то-

пилсин.
1

Жавоб:
599.  А р х и м е д  спирали r= a ®  

нинг бириычи урамининг  юзи 
тогшлсип (шакл 69) .

Ж аво б :  .

600.  г2 =  a 2 cos ср леммис- 
к атанинг  б у т у н  юзи тоимлсин 
(ш акл  70).

Ж авоб :  а2.

Шакл 70.
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601.  Тен гла маси  r - ^ a c o s 2 ?  булгап „Т ур тяпроцлн  г у л “ннпг 
.юзи топилсин (ш ак л  71) .  ,

Жавоб :  -}¿- а г,
602.  гср =  а  гиперболик спиралнинг  иккита  р ад и у с - в е к -  

торлари билан чегараланган юзи у  рад иус -век торлари инг  
.орасидаги айирмасига  пропорционал.  Бупи исбот цилиисин.

У

603. г = !геп? логарнфмик сппралнинг  <?, ва ?■, к у т б  бур- 
■чакларигл карашли радиус-некторларидап ^осил булгап 
секторпипг  юзи топилсин.

Жавоб:  ( ri -  г\ ).
604. Тенгламаси г — a cos 3 ?  булгап „Уч япроцли г у л “пинг 

юзи топилсин (ш ак л  73).



Е т т и н ч и б о б

КУП АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАР

§  76. КУП АРГУМЕН ТЛИ  ФУНКЦИЯЛАРНИНГ 
УЗЛУКСИЗЛИ ГИ

1. Дозиргача  биз фа;<ат бир ар гументли  ф унк циял ар  би- 
л ан  иш курнб ке лдик .  Лекин табиатда ,  фанда ва т е х н и к а д а  
купипча куп ар гум ен тли  фупкцияларни уч рати ш га  т у гр и  
келад и .  Бу  т у гр и д а  с у з  цисман 4 параграфда берилгап бул -  
с а - д а ,  биз бу ер да  яма бир мартаба  т а ъ к и д л а б  утамиз .

А гард а  уз г ар уичи а бопща х ,  у ,  z, ... t у з г а р у в ч и л а р г а  
шундай боглиц бул саки ,  улар да и ^ар бирининг у з г а р и ш и б о ш -  
ца уз г ар уи ч и га  боглиц б у л м а с а ,  у  ^олда  и ни х ,  у ,  z ,  . . .  t 
нинг фушснияси на х ,  у ,  z, . . .  t ни э р к л и  у з г а р у в ч и л а р  
ёки ар г ум е н т л а р  деб  аталади.  У з г а р у вч и л а р  орасидаги  бун-  
да й  муносабатни

и  =  / (X,  у ,  Z , . . . t ) ,
ё к и

и = ср(х, у ,  z , . . . t )

ва  шумга  yx n i a i u  курипи шларда  ёзилиши ту грисида  уз  вац- 
т и д а  с у з  булиб ут ган  эди.

2.  Куп ар гум ен тл и  функциялариипг  у з л у кс и з л и ги  ^ам 
х у д д и  бир аргум ентл и функциялар у зл у кс и зл и ги  каби таъ- 
риф цилинади.  Масалани соддалаштириш мацсадида  у ч  а р 
гумен тли  функцияпи оламиз:

и = / ( х ,  у ,  г). (1)

Агард а  бирор х — а, у =  b, z =  с нуц та да  х  а, у -> Ь, 
z -> с га иптилгапда
1 9 - 1 7 7
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l im/ (х, у, z) = f  (а, b, с) (2)
ёки

l i m / ( x ,  у, z)=f(\\mx, l i m y ,  Н т г )  (3)

бул са ,  у  >;олда (1) функцияни (а, Ь, с) н у ц т а д а  у з л у к с и з  
дейилади .  А лбаг г а ,  ку йилган  шартнн таъмпн этиш у ч у н :

1) х a, y-*-b, z —> с га  иптилгаида  l i m / ( x ,  у ,  z) мав-  
ж у д  булиши ке ра к ,

2)  функциянинг  х у с у с и й  киймати,  яъни f(a , b, с) мав-  
ж у д  булиши ке ра к  ва

3) х -> а, у b, z —> с га  иптилгаида / ( х ,  у ,  2 ) нииг ли- 
мити функциянинг  f  (а, Ь, с) х у с у с и й  цнйматига т ен г  бу -  
лиши кера к .

Фун кциян ин г  узлукснзл иги ни  яна  бошкачар ок таъриф 
цилиш мум кин .  Бупинг  у ч у н  (1) функциянинг  х ,  у ,  z ар- 
г у м с н т л а р и га  исталганча  Дх,  Ду, Дг орттирма берамиз ;  
функ циянинг  б у л а р г а  мос ке л г ап  орттирмаси Ди булсин,  яън и

Ди =  / ( х  +  Дх, у -¡- Ду,  z-\-bz)—f ( x ,  у ,  z).

А гард а  Дх,  Ду, Дг нииг хар  бири нолга интилганда  Дк 
^ам  нолга интилса ёки (т улар ок )  таърифи:  а г ар да  исталган
ча берилган vj м усб ат  сопга  ш ун дай  м усб ат  сон т у гр и  ке л -  
са ки ,

| Дх | <  7j, | Ду | <  ц, | Дг | <  7j 

б у л г а н д а  | Ды | <  е

б у л с а ,  у  лолда  бундай  функцияни берилган (нуцтада)  х ,  у ,  z 
цийматларининг  системаси у ч у н  у з л у к с и з  дей и лад и .

А г а р д а  бирор со>;ада /  ( х ,  у ,  г) функция  х ,  у ,  г  кий- 
матларининг  ^ар бир системаси у ч у н  у з л у к с и з  булса ,  у  %ол- 
д а  функцияни шу со ^ад а  у з л у к с и з  дейилади .

§  77. ХУСУСИ Й  х ;о с и л а л а р

1. Масаланн соддалаштириш мацсадида  эпг  аввал  у ш б у  
уч  ар гум ентли  функцияни оламиз:

и = / ( х ,  у, г).

Бун да х ,  у ,  z нинг ?{ар бирини эркли у з г а р у в ч и  фараз 
^иламиз.  Шунинг  у ч у н  булардан  бири у з г а р г а н  ^олда ,  цол- 
ганлари у з г а р м а с  холида  бул ади.
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Л га р д а  булардан  бирортасига ,  масалап х  га,  бирор орт- 
тирма  бериб,  у, г пи уз г ар ти рмай  у з  ^олича колдирганда ,  
функциянииг  мос орттирмасн х у с у с и й  о р т т и р м а  дейи- 
лад и ва бупи одат да  Аг и равишда ёзилади :

Ад. я  =  / ( х  + А х ,  у, г ) —/(х, у, г).

Шум га у х ш а ш  / ( х ,  у ,  г) фупкцияпинг  у  га,  сумгра  г га  
нисбатап орттирмасн цунидагича  булади:

д , и  ===/(*, У +  г ) - / ( х ,  у, г).

Аги = / (х ,  у, г ~ Ь г ) —/(х, у, г).

Функция хусусий орттирмасининг унга мос аргумент 
орттирмасига нисбатининг лимити, аргумент орттирмасн 
нолга интилганда, функциянииг шу аргументга нисбатан 
хусусий ^осиласи дейилади.

Одат да  / ( х ,  у ,  г) функциянииг  х  га нисбатан хусусий 
^осиласн

^  ёки /'Х(х, у, г)

равишда  ёзилади.  Ш ун га  у х ш а ш  / ( х ,  у ,  г) нипг у  га,  сун г-  
ра 2  га нисбатан ху с у с и й  .^осилалари

Цт ёки /у(х, 2 )>

д/ - У /еки /г (х ,  у ,  г)

р авишда  ёзилади.  Д е м а к ,

I- /  (х +  Кх, у ,  г )  — /  ( х , х ,  г )  д f  _ , ч11 т  22 ------------> - ¿ — 1----------1  ±  еки  /Х(х, у, г),
Ах->0

Д„. * ) - / ( , ,  =  £  . т  / ;  ^  г ) _

ек и Д  (X, г).

М и  с о  л 1. У ш б у  функциянииг  хусуси й  ^осилалари то- 
пилсин:

и =  З х 2 +  2 х у 3 — у  1п х .
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Е ч и ш :  у  ии у з г а р м а с  фараз киламиз :

£  = 6х  + 2 у " - - £ ;  

энди X  ни у з г а р м а с  фараз киламиз :

^ -  =  6х у 2 - 1пх .

М и с о л  2.  У ш б у  функциянинг  хусу си й  ^осилалари то- 
пилсии:

/  (х ,  у, z) =  3x2z +  2у  s in х  — xaz  -|- 5 у 3.

Е ч и ш :  Ыавбат билан олдин у  ва z ни, с ун гра  х  ва z ни 
ва  ундан  кейин х  ва у  ми у з г а р м а с  фараз ^иламиз.  Б у  ^ол-  
д а  берилган функциянинг  ^осилалари цуйидагича  бул ад и :

^  =  6xz л 2 у  cos X — а2\ =  2 s in х  +  15у2;

- =  З х 2 —xaz In а.dz

2. a= f(x ,y ,z)  функциянинг бирор аргументига нисба- 
тан олинган хусусий ^осиласини шу аргумент дифферен- 
циалига купайгмаси функцяяминг хусусий диффергнциа- 
ли дейиладн.

u= f(x,y,z)  функциянинг  X га,  у га,  z га нисбатан х у с у 
сий дифферепциаллари одат да

dx и, d и, d a  

рави шда ёзилади.  Д е м а к ,

dx и -  / '  (х ,  у ,  г )  dx, dy и =  / '  (х ,  у ,  z) dy, 

d2 и — f z (х ,  у ,  z)dz.

Энди функциянинг  ту л а  орттирмасини оламиз .  м = / ( х ,  у ,  z) 
функциянинг  т у л а  орттирмаси ку йидаг ича  булади :

Ди ^/(X +  Дх, у -[-- Д у , z I- Az) — / (X ,  у ,  z) =

=  [ / ( * -I-Дх,  у  +  Ду, 2  +  Д г ) — / ( х , у  - [ - Д у . г + Д г ) ]  +

+  [ f  ( * .  У +  ДУ .2 +  Дг) — /(X ,  У, г  +  Дг)]  +  [/ ( х ,  у ,  z  +  Дг) -

— / ( х ,  у ,  г )]
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ёки Л а гр а н ж  формуласига  мувофиц

Дм =  /г ( х  0, Дх,  у  +  Ду, г  -|- Дг) Д х +

+ / у (х, У +  б2 ДУ> г  -I" Дг ) ДУ I Л  С*. У, г  I- 03 д 2 ) Дг.

Функциянин г  х усуси й  >;осилаларини (х ,  у ,  г )  н уктада  у з -  
л у к с и з  фараз цилиб, кейипги тенгликпи буидай ёзиш мум -  
кин:

Аи =  [К  (х > У- г ) +  Дх +  [ / ’ (■*' г ) +  Р] АУ +

+  \/х(Х’ У’ 2)  +  т ] Д2.
бунда  а, р, 7 — чексиз  кичик сонлар.

Чиццан тенгликни:

Д« = / ' .  (х ,  у ,  г) Дх (л-, у ,  г )  Ду +  /'  (х ,  у ,  г) Дг -]-

-| ■ (?.Дх -ЬрДу +  7Дг)

рави!нда  ёз г анда  ку ра м и зки ,  Ди орттирмаиинг  бош цисми 
цуйи дагича  булади:

/х (х ,  у ,  г) Дх ( х ,  у, г) Ду +  / ’ (■*, у ,  г )  Дг.
Бир ар гум еп тл и  функция  каби и = f (x ,  у, г) функция 

орттирмасипинг  бош цнсми булган кейипги ифодапи и функ-  
циянимг т у л а  дифференциал«  дейилади ва у ёи равишда 
ишораланади.  Иккинчи томондан,  юцоридаги йигиндининг 
биринчи кушилувчи си  и — /{к, у, г) функциянинг  х  га нис- 
батан хусу си й  дифференциали,  иккинчиси у га нисбатан 
х у с у с и й  дифференциали ва учинчиси г  га нисбатан х усуси й  
дифференциали булади.

Шунин г  била и натижада :

Ли =  % а х  +  % а У +  % а г '

яъни  функциянинг тула дифференциали унинг хусусий 
дифференциалларининг йигиндисига тенгдир.

У му ма н ,  а г ар да

«  =  / ( * .  у, г,... О
бул са ,  б у  ^олда
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йа =  Ц~йх +  йу +  ?/- йг -!- %-сИ.дх Оу * ' дх ‘ 1 (Л

М и  с о  л 3. У ш б у  функциянинг  т у л а  дифференциал» то- 
пилсин:

и = х я - г  у 3 — 2х-у 4  Зл'у-.
Т у л а  дифференциал формуласига  мунофик

ёи = (Зх- — 4 ху -|- Зу2) йх -¡- (Зу2 — 2х- бху) йу. 

Масалалар

У ш б у  функцияларминг  хусу сий ^осилалари топилсин:

605. и =  Зх1 +  2 х 3у  +  5ху3 — Зх-у-.

Ж а в о б : ^  =  12л-3+ 6 х 2у 4 - 5 у 3 — 6 х 2; ^  =  2 х 3+ 1 5 х у 2 —6л-2у.

606. и~--ху—

Жавоб:

X —у

д и  __ у 2 д и  х2
(Эх (х — у ) 2 ’ <Эу ( *  — \’)2

^  +  .£.
л: 1 у

Жавоб:
й «  _ лс2 — у~ _ д а  _ л:2 — V-

х -у  ’ Оу ху -

608. и= ,ху\  .ху  н- х г  +  ух

. . .  ^ дм у 2г 2 д и  х , г -Жавоб: т-. ~ • —д х  (ху  +  хх +  у г ) 2 ’ дх  (ху  +  хх +  у г ) 2 ’

д у  _  х - у 2
д г  ~  (ху  +  хх +  ух)2 ’

609. «  =  булса ,  Хрх +  У% = и б ул ад и .

Буни исбот килинсин,

;1°- “  =  у  +  т  +  7  бУ

булади. Буни исбот цилинсин

с п  „  х  . у  г  .... ди й «  . Лг п610. «  =  _  +  булса ,  х - + у Ту-\-гГг = 0

611. и =  1п ( х 3 +  у 3 +  г 3 — Зхуг) булса ,  ¿¿ +  ру +  °£
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3
=■ у у J- z бул ади.  Буни исбот цилинсин.

/ч,о х 3 — у -  1 д а  , 1 д;г , 1 (?f¿ _612.  « =  —— ^ б у л с а ,  -  -г  ------- -т- -------- - =  Оy¡ — 2¿ j • j; ¿l,t 1 у  д у  г oz

«булади.  Буни исбот килинсии.

Л1П , х  — у  „ д а  , д а  , д а  , -  „
613.  и =  х  - г  у —т  булса ,  ^  -!- -д-  +  й  =  1 булади .

Б ун и  исбот цилинсин.

5jt -|- Зу

614.  и = е " бул са ,  +  y ^ - f z ^  =  0 бул ад и .

Буни исбот цилинсин.
615. У ш б у  фупкцияларнинг  т у л а  дифференциаллари т о 

пил сим:
1) и =  In sin — ; 2) и =  ars tg 3) и =  хуех+2у.

Ж авоб :

1) du = ydx~ f dy ctg * ,  2) du = xdy- ^ dx-.У у  х2 +  у 2

3) tíH =  e ^  2 y { y ( l  -Ь *)<** + * ( 2 у  +  1)аГу1-

616. У ш б у  функциянинг  т у л а  дифференциаллари топил- 
син:

х - У
, .  are t g  у  —7 "
1) «  =  ! J  ; 2) U -  е г .

Ж авоб :
2х  arc t g  у  dx  . d y1) du (1 + x'ty ^  (1 + Jfi) (1 + y») ’
x - y

2) du = e z . z(d x-dy)-< x-y)dz

617.  М а ъ л у м к и ,  а г а р д а  уч б ур ч акн и н г  асосини а  ва ба- 
ландл иги ни  h фараз цнлинса ,  унинг  юзи S = - ^ a h  булади.  

„  ds ôs ^Б у н д а н ^  ва  ^  ни топио, улар нинг  г еом етри к  маънолари 

текширилсин.



296 Куп  аргументли функциплар

618.  М а ъ л у м к и ,  аг ар да  ту гри  доиравий конуспинг  ба- 
ландлиги /г па асосининг  радиусинн г фараз цилинса, унин г
^ а ж м и  V = г-1г б ул ад и.  Бундам  ^ в а ^ н и  топиб, ул ар -  

нинг г еометр ик  маъмолари текширилсин.

§  78. М У РА К К А Б  ФУНКЦИЯНИНГ Х[ОСИЛАСИ 
ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

1. Ф ар аз  ^илайлик

н = / ( * ,  У) (1)

х  ва у минг функцияси ва х, у иинг хар бири у з  навбатида  
t нинг бирор у з л у к с и з  функцияси булсин,  д е м а к ,  бу  ^олда
и, Ь пинг м у р а к к а б  функцияси булади .  Бупи назарда  тутиб ,  
и нинг I га мисбатан >;осиласини топамиз.

Бунинг  у ч ун  энг  аввал  и нинг т у л а  орттирмасини топиш- 
га т у гр и  кслади.  < га бирор А( орттирма бериб,  бунинг  на- 
ти ж аси да  >;осил булга и  х ,  у ,  и пинг орттирмаларини тартиб  
билан Дх,  Ду,  Ди, фараз циламиз:
Д е м а к ,

Ди = /(х + Ах, у +  Ду) — / (х, у),

Б у  т еиг ликнинг  у нг томонига  / (х, у +  Ду) дан цушиш  
ва  айириш нат ижасида  уни к у й и д а ги ч а  ёзиш мумкин:

Д и = / ( х  -|-Дх, у + Д у ) —/ (х, у  + Д у ) + / ( х , у + Д у ) —/ ( х , у ) .  (2)

Л а гр а н ж  ф ормул ас ига  мувофи^:

f ( x -1 - Дх,  у  + у) —f(x , у Л- Ду) = Д х - / ’ (х +  ОДх, у  +  Ду),

/ ( * ,  У +  А>0 -  /  (л.  У) =  АУ -/у (х, у +  0! Ду) ,

б у л а р д а  б ва 0! О билан 1 орасидаги сон фараз цилинади.
Кейинги т ен гл и кл ар га  асосан (2) нинг куриниши цуйида-  

гича  булади :

Ди =  Ах ■/' (х +  ОДх, у  +  Ду) +  Ду/ '  (х, у  +  О, Ду). (3> 

Б у  тенгликнинг  ик кала  томони Д/ га  булинса:

г !  =  ~а7 - / 'Л х  +  еАх> У +  лУ) +  ^ А ( х ' У  +  6 1 лУ> (4>
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Дt нолга иптилган )<олда Ах, Ау, д е м а к ,  Ди >;ам нолга  ин- 
тилади ва

Дм d a  .. Д.чг dx  /Ду\ d yl im -г-. =  , l im -г-т — , Iim ~  =
Ai—>0 dt 1 A i - 0 \  /

булади .  Шунинг  у ч у п  Д£—>0 шнрти билан лимитга  утганда , .  
(4) дан у ш б у  формула  келиб чицади:

S  = / Л * .  )0  § ? + / > .  у ) ^  <5 >

ёки  хус у с и й  ^осилаларпи бошцача шпора билап ифода цил- 
ганда :

d a  _ d f  dx  d f  d y  ,_ч
d t  Ox d t  d y  d t  ' '

А га р д а  у, t нинг функцияси булиб,  х  оддий а р г у м е н т  
булса ,  у  ^олда  бу  формулапинг  куриниши куйидагича  б у 
лади:

d a  __ d f  . Of  d y  
d t  Ox d y  d t

Агард а  (6) тенгликпинг  иккала  томонипи dt га  купайти-  
рилса,  функциясинипг  т ул а  дифференциали чи^ади.  Д е м а к ,

d u - t d x + % d »'  ( 7)

У зг ар увчилар нинг  сони >;ар цанча бул са -д а ,  чицарилган 
нати жалар нинг  хар бири у з  кучиии сацлайди.  Масалан,

u = f { x ,y ,z )

ва x ,y ,z  нипг ^ар бири t нипг у з л у к с и з  функцияси булсин^ 
Бу  ^олда

d a  _ д/  d x  . d f  d y  d f  dz
d t  ox  d t  d y  d t  dz ~dt

ва у  функциянинг  т у л а  дифференциали

du =  ~ dx + -f dy I- % dz dx oy y 1 oz

бул ади.  Б у  формулаии,  илгари чицарилгап оддий а р г у м е н т -  
ли функциянинг  т у л а  дифференциали билан солиштириб
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цараганда ,  уларпинг  af inan бир хил ту знлгаплигини  ку ра -  
ыиз, яъни функциянинг аргументлари оддий булсин ёки 
«бошца узгарувчиларнинг функциялари булсин унинг тула 
дифференциалининг шакли узгармайди.

М и  с о л  1. и =  f{x ,  у )  =  а х -  by, л* = 1п£ ва у = í3 фа-
da

раз  цилио ~dt-топилснн.

Е ч и ш: ^  =  2ах  =  2a In t, % =- b\ ----- = 3 t-дх  о у  d t  t d t

Булар ни  (6) га цуйилса —‘ пинг курппшпп ^уйид аги ча булади :

dn  _2 а  In t  , 9A/->
l i t  ~  T~  '5 •

М и с о л  2. y — ti фараз килиб, dy топплспн.

„  д у  « - i  d v  v ,Е ч и ш: =  va  , -f- =  и In иди  ’ Ои

(7)  фо рмул ага  мувофнц:

dy — vuv~1 du +  i t v  In udv.

Д е м а к ,  илгари чн^арилгаи ум ум и и  курс аткич ли фуикция-  
нинг  дифференциаллаш сЬормуласи м у р а к к а б  функцияни 
дифференциаллаш формуласинннг  хусу си й  ^олидан ибо- 
ратдир.

2*.  Юцорида чицарплгап м у р а к к а б  функциянинг  диффе
ренциаллаш формуласпни яна  ^ам ум ум ийлаш ти риш м у м -  
кин.  Бунипг  у ч у н  х, у ,  Z,... ни оддий а р г у м ен т  (эркли  у з -  
гарувчи)  фараз цилиб, у ш б у  функцияии оламиз:

и =  f (x ,  у, Z,... V, w , t , . . . )  (8)

ва  бундаги v, w, t,... ларпн х, у, z,... нинг функцияси фараз 
, - _ „  д а  ди  д и

з^иламиз. Куиилган  шартларга  асосан ^  >;осилалар-

ии топиш талаб цилинади.
Бунинг  у ч у н  х  га  бирор Дх орттирма берамиз .  Бунинг  

натижасида  v, w, t,... функциялари  .\ам Ду, Дтс/, Дt,... орттир- 
¡маларга эга  буладн.

и функция орттирмаси Да булсин.  Д е м а к ,
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А и =  / ( х  +  Ах, у, z,... v +  Д-ü, w Atü, í  -j- Ai , . . .  ) —

— / (X ,  у ,  г , . . .  v, w, t,...). (9)

Айнан,  ю^орнда ку рсатилгап й>'л билан д ав ом  эт ганда  
Ли нмнг куриниши ку йидагича  булади:

Ох 1 O V  п и п  1 ritÖW Ос ■ +  е ( 10)

ва  s булса ,  Ах га нисбатам юкори тартнбли чексиз  кичик 
с о н д ан  иборатдир.  Шунипг  билан баробар

д/  d f  d v  d w  
д х '  d v ' " ' '  д х '  дх

^осилалар м а в ж у д  фараз цилинади.
(10) тенгликнинг  ик кала  томонини Ах га булинса :

Ди d f  d f  Av d f  Дw  . d f  At
Ах Дх  ‘ du Ах dw Ах dt Ах Ах

•булади ва Ах нолга иптилганда у ш б у  на ти жа  келиб чикади:

(И)
du  _ d f  . d f  d v  . d f
д х  Ox Av Ax 1 d w

d w  . d f  d t  . 
dx ' d t  dx

чунки  e, Ax га  писбатан iorçopn тартибли булгани  у ч у н

Дх нолга  интилади.

Биз фацат и нинг х  га нисбатан ^осиласини топдик .  А й
нан ш у  йул билан да вом  этг анда  и нинг у га  ва z г а  нис
б а т а н  ^осилаларини топиш мум кин.  Шун ин г  билан н ати жада :

ди. _  d f  , d£
/Í v  Ô X  r t í i-дх

да
â ÿ

Ov
d v  . d f  d w  
Ax d w  dx

M .Ë L .L .
d t  dx

d f  . d f  d v  . d f  d w . d f  d t  , 
d y  d v  d y  ' d w  d y  d t  d y  1

d u  _  d f  i d f  d v  . d f  d w  , d f  àt_ 
dz dz  ' d v  dz d w  dz  "т" о t dz

( 12)

Бу  тенглам аларн инг  биринчисини dx  га ,  иккиичисини dy 
т а  ва  учинчисини dz га  купайтириб, улар ни  к у ш а м и з :

du  , . d u  , . du  ,- d x  + ry d y + Tz + =  ^ d x  +  % dy  +  % d 2 +
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Т у л а  дифференциалнинг  таърифига мувофиц:

Д е м а к ,
^х +  йу +

яъии юцорида т у л а  дифференциал г у гр и с и д а  айтилган фикр-  
нинг тугрилиги  исбот булади .

§  79. КУП АРГУМ ЕН ТЛИ  ФУНКЦИЯНИНГ ЮЦОРИ ТА РТИ БЛ И
ХО СИ ЛАЛАРИ

Фараз  килаилик
и =  / ( * ,  у, г,... /)

ва  х, у, г,... I эркли у з г а р у в ч и л а р  бУлсин. Б у  ф ункци янинг  
х, у, г,... £ га нисбатаи олинган хусу си й  ^осилалари

у м у м а н  айтганда  лгамон х, у ,  г,... Ь нипг ф уп кцияси  б у л а д и .  
Шунинг  у ч у н  б у  функ циядан  х, у, г,... Ь га  нисбатан яна  
х у с у с и й  ^осила излаш мум ки н .  Бундай  х у с у с и й  ^осилалар-  
ни иккинчи тартибли хусу си й  косила  де й и лади .  Ик кинчи  
тартибли хус у с и й  ^осилалардан олинган х у с у с и й  >;осилалар- 
ни учинчи тартибли хус у с и й  косила  д ейи лади  ва шунга> 
у х ш а ш .

Ма сала н,  дан х  га  нисбатан олинган х у с у с и й  ^осила-  

ни /  дан икки мартаба  х  га нисбатан олинган иккинчи тар -

д/ д/ д/ д /
дх  ' 0у  ' д г  дЬ
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тгибли хусу си й  косила  дейи лади  ва уни

d - f  .  /
5 ^  еКИ fx x

ш а к л д а  ёзилади.
Ш ун га  у х ш а ш  дан у  га нисбатан олинган ху с у с и й

^ о с и л а н и / д а н  олднн х  га нисбатан ва кейин у  га нисбатан 
■олинган иккинчи тартибли хус у с и й  ^осила дейилади ва уни

d - f  ..
еки / . у

d fш аклда  езилади:  дан z га  нисоатан олинган иккинчи т а р 

тибли хус у с и й  ^осилани /  дан олдпп х  га  нисбатан ва к е й 
ин z га нисбатан олинган иккинчи тартибли х усуси й  косила  
дейи лади  ва уни

d"-f .  . 
д х д г  екИ f* z

d fш а кл д а  езилади.  Бун га  Караганда  - j -  дан х  га,  у  га  ва z

г а  нисбатан олинган иккинчи тартибли ху с у си й  ^осилалар

d - f  (5-/ d - f
дудх ' ôf  ' dyûz

ёки

f у х '  f у у '  Í y z

ш а кл д а  ёзилади.  Ш ун га  у х ш а ш

дхл

f  дан уч  мартаба  х  га нисбатан олинган учинчи тартибли 
х у с у с и й  ^осилани билднрадн ва

d\f  
öx  д у  dz

/  да н :  олдип х  га,  кейин у  га ва энг сунг  z га нисбатан 
олинган учинчи тартибли хусу си й  ^осилани ку рс атади  ва 
ш у н г а  у х ш а ш .

М и с о л :  Мисол у ч ун  у ш б у  функциями оламиз:
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f  (х, у, z) =  Зху2 н- 5x2yz3 — 2x2y 

-% =  3y2 +  10 xyz3 — 4 xy

-f- =  6xy ox2 z3 — 2x-Oy y

—-  = 15л:2 y z2
ÜZ S

0 f  6y -f- 10xz3 — 4xd.v ày

d- f  
ûy a X 6 y  -f 1 Oxz3 — 4x

■P/- =\0z3~  4ùyôx-
ва шун га  ух ш а ш .

Бизнинг мисолда =  ~()ÿQx булади .  Б у  тасодифий б у л -
.. (У- f  à-f ' _

м а й ' ~ùxdÿ в а ~оу~дк )?осилалаР11 у з л у к с и з  бул га н  >;олда >;амма.
ва ^т  шунда й булади,  яънн диффереициаллаш нати жаси  диф- 
ференциаллаш тартибига  (олдин-кейинлигига )  богли^  
эмасдир.

Буни исбот ь;илиш у ч у н  /  (х, у) функцияни оламиз .  Бун-  
даг и  X га бирор h орттирма бериб,  бунлан ^осил бул га н  
функция орттирмасиии ср (х, у) фараз циламиз,  яъни

< ?{x,y)=f(x  +  h ,y)—f(x ,y ) .  (1 >

Энди у га  бирор h орттирма бериб,  <?{х, у) функциян и нг  
орттирмасиии туз ами з :

с? (х, у  + k) — 'f (х, у) = f ( x  +  h,y -!- k) — f{x , у +  k) —

—f i x  -i- A, y )  + f(x ,y ) .  (2>

Агард а  олдин у  га  орттирма бериб,  f{x ,  у )  нинг  орттир-  
масини à {х, у) фараз цилинса,  яъни

'Нх , y ) = f ( x .  y -V k )— f i x ,  у), (3>

фараз килинса ,  у  ^олда  ^{х,у)  нинг х  га нисбатан орттир-  
маси цуйидагича  булади :
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<Ъ ( х  /7, у )  — О (Л-, у )  / ( х  +  Л, у  - f  k) —f( x  -j- h, у )  -

— /(-к.  У +  £ ) + / ( * ,  у ) .  (4>

(2) ва (4) ни солиштириб куриш  н ат и жас нда  у ш б у  те нглик 
келиб чицади;

ср (х, у  +  А) — ® (х ,  у )  =  о ( х  -|- Л, у )  — -V (х ,  у ) .  (5) 

Л а г р а н ж  формул асига  асосан:

Ыу (■*. у I- Щ = кЪх ( х  -I- 0! /г). (6>

1) ва (3) га  мувофиц:

k [f'y (х +  А, У -I- Щ - / ’ (х ,  у  -I- 0/е)] =  h[f'x{x - f  0, /г, у  + /г) —

- Л ( л' +  ° Л у ) | (7>

А га р д а  б у  т еи гликнинг  ик кала  томонига  яна  бир мар- 
таба  Л а гр а н ж  формуласини татбиь; кил и 6, с ун гра  hk га  кис-  
Картирилса:

f y x  ( х  +  /г ’ У +  0,{)  =  Л ,  ( А' +  ° i /г> У  +  ° i А)  ( 8 >

Л ва /г нинг ^ар бири нолга ннтилганда /  (х ,  у )  в а / лу(-*> У) 
функциял ар лаги  х  ва у  нинг орттирмаларн >;ам нолга инти- 
лади;  д е м а к ,  бу фупкцияларпи х  ва у  га нисбатаи у з л у к с и з  
фараз  цилганда  (8)  пинг чап томонн лимити f yx(x, у) ва- 
у н г  томоми ли мити / (х ,  у )  булади.  Д е м а к , /  (х,  у ) = /  ( х , у  ). 

Д уй илган  шартга  риоя килг ан да ,  у м у м а н  ^осиланинг

да+?+т /
d x 1d y ' d z i

циймати фацат .^ар бир у з г а р у в ч и г а  нисбатан олинган ^оси- 
лаларнинг  сонига боглик булиб,  дифференциаллаш тартиби- 
га  боглиц эмасдир (албатга  бу  ^осилалар у з л у к с и з  бул ган-  
д а ) .

Масалалар

619.  и =  arc tg ^ j фараз цилиб, =  0  тенглиги -

нинг тугрилиги  исбот цилинсин.



304 Kÿn иргументли функциялар

620. Куйидаги мисолларда  тенгликнинг  T ÿ F -  

рилиги синаб курилсин:

а) и =  ln (X2 +  у-), Ь) и -  VX- +  у 2 +  arc tg

X

с) и --- sin (2х  -i- у) — ех у 2, d) и =  cos у-  +  е*.

621.  и =  У2ху  -+■ у 2 фараз цилиб, у ш б у  тенгликнинг

д 1 «  _ у-  (у — х)
ÜX- д у  ( ‘¿.'ey  -¡- у 2) '1/2

тугрилиги  исбот килинспн.
622. А га р д а  и =  e* cos  у —еу sin х  булса ,

( ) - Я  Л- . у-¡— — е s in у —в cos X
д х  д у

булади .  Буни исбот килиисип.
623. и =  хе"у+Ьг фараз ь,'нлиб, у ш о у  тенгликларнинг  TÿF- 

рилиги исбот килипсин:

д л Н 2 uv^-bz д ] II , 2  a y  + bz-=r—r „ — а е  , , . =  о едх д у -  ' ó x óz 2

624.  Фараз  цилиб, у ш б у  тенгликларнинг  тугрилиги  с и 
наб курилсин:

/ ( х ,  у ,  z) =  X sin у  •+- у  sin z z s in X

f f \ f  _  cV£_ д ‘ /  _#!/_
~  d z d x -  0 3  d y d z -  ~  d z - d y

СПС У J, -- Ö2«625.  и : ^  _  /iL, y, фараз кнлио,  — ¡tyí тенгликнинг

тугрилиги  сипаб курилсин.
626.  А гар д а  и --= In У ' булса ,  у  холда

d :tu  , д-Ч/ д 'н  д лн  ^  / 1 1 \

^  д х - д у  дх д у -  д у :> “  ( у 3 x :iJ

булади.  Буни исбот цплипсин.
627.  А гар д а  и = In (х3 -|- у 3 -[- z3 — 2>xyz) б ул са ,  у  ^олда
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1 д !и  1 д а  ди  д и  __ 1
б д х д у д г  3 дх  д у  д г  х 3 + у 3 + г 3 — Зху г

б ул ади .  Буни исбот цилинсин.

§  80. КУП АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ЮЦОРИ ТАРТИ БЛИ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

1. Фараз  кнланлик
« = / ( * ,  У) (О

ва х ,  у  нипг хар  бири эркли у з г а р у в ч и  булсин.  Б у  ф у н к 
циянинг  т у л а  дифференциали булган

1 ( 2> 

у м у м а н  айтганда  ^амон х, у нннг бирор функцияси булади .  
Шунинг  у ч у н  йи нинг яна  т у л а  дифференциалини излаш 
м ум кин.  йи дан олинган т у л а  дифферепциални иккинчи тар-  
тибли т у л а  дифференциал дейилади ва уни й-и равишда 
ё зи лад и ;  й-и дан олинган т у л а  дифференциални учинчи тар- 
тибли т у л а  дифференциал дейилади ва й3и равишда ё з и л а 
ди  ва ш ун га  у х ш а ш .

У м у м а н  (1) функциянинг  п-тартибли т у л а  дифференциа
ли у ч ун  формула  чицариш мум кин.  Т у л а  дифференциал-  
нинг таърифнга мувофиц:

й (йи) — й-и = (йи) йх -]- (йи) йу, (3)

йх  ва йу нипг ^ар бири эркли уз г аруичиларнинг  ихтиёрий 
орттирмалари булгани уч у н  у ларнинг  ^еч кайси бири х ё у  
га берилган кийматга  боглш-; эмасдир,  яъ н и  (3) да ги  диф- 
ференциаллашни ижро  цилганда йх ва йу у з г а р м а с  мивдор 
ролпда  бул ад и.  Шунинг  уч у н

д  , , . сУ-и , . д - и  ,-^(йи) ^ ^ й х  + ^ й у ,  

д  , , . д - и  . , д - и ,
'д7{с1и) =  ^ йх + ^ (1у-

Д е м а к ,

'■= Ш  й х 1  2  Ш Гу  й х  &  +  ?

20 -17 7
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Ш у  йул билан да вом  этг ан да  и нинг учинчи тартибли диф- 
ференциали цуйидагича  булади :

¿>и= +  з  ^ й х Ч у  +  3 - ^ й х й у ^ + ^ ё у * .  (5)

(4 )  ва (5) формулаларнинг  ту зи лишнга  д и к т а т  ки лганда ,  
уларнинг  Ньютон биномининг формуласига  ухш аш лигини 
ку ра ми з .  Х а Кицатда аг ар да

д а  д  -
■д— ни — • и каби дх  дх

д и  д  ,
з — » -д-  • и каби д у  ” д у

д ”-а  ( д  V  *
ш  - ( * ? )  • 11 к а б "

д~и / д  \- ~
ду*' " ( V  • “  К36И

ёзиб уларни вацтинча купай тм а маъмосида туш униш ни  ш ар т 
Килинса, у  ^олда  (4) ва (5) формулаларни цуйи дагича  ёзиш 
мум кин:

й"и = { - ^ с1х +  -Тус1У]3 ' п-

Б у л а р г а  асосланиб,  у м у м а п  у ш б у  формулани ёзиш м у м 
кин:

и = ( ш с1х +  - ^ с*у)п ' и- (6 )

Б у  формула  шартли,  символик формуладан иборатдир.  
Шунин г  у ч у н

д  , д  , \л 
д 7 а х  +  1 ь а у )  ’

цавсни Ньютон биноми формуласи билам очгандаи кенип 
^осил бул га н  ^ар бир
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кури нишда ги ифодани
д Пи , в  1..В-Я1

д х тд у

билаи алмаштириш лозим.
2*.  Чицарилган (6) формуланинг  тугрилигини индукц ия 

методи билан исбот килиш мум кин.  Бунинг  у ч у н  уни п нинг 
бирор цийматида т^гри фараз цилиб, сунгра  унинг ( г а + 1 )  
^ийматида  лам тугрилигини  исбот циламиз.

{ к а х  +  - ъ * у ) п

ни бином формуласи буйича очганда ,  у  ку йндаг ича  булади :

<?>

бун да  Рт м аъ лум  биномиал коэффициентлардан иборат.  йпи 
ни оддий (символик эмас)  формула  буйича ёй ганда ,  у  куйи-  
да гич а  бул ад и:

т ""п д п 
ё"и = 2  дХтд\!П-т  (¿у (8)

т-1.1 У
&пллч =  й(с1Пи).

Шунинг  у ч у п
тГ п / д п \

* * '  « =  2  р тй х " л г - й , о )
тО \ у }

чупки дифференциаллашда с1х ва (1у у з г а р м а с  ^исоб цнли- 
нади.  Иккинчи томондап:

Д е м а к ,

. . д п и N _  д П :1и . д п1Ли .
I д х тд у п - т )  дх", 1 [ д у п "1 Х д х ’пд у п - тлЛ

а п+' п =  У  Р ахтйуп~т — д— ------Лх +
т У \дхт- л д у п ~т Т

д п ' 1 и
т

д х тд у п~тл 

ёки символик шаклда :

- й у
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ёкиеки

ёки (7) га  асосам:

Д е м а к ,  (6 ) формула  п нинг бирор ^ийматида т у гр и  бул -  
т ан  лолда  (п +  1 ) д а  лам у з  кучини сацлайди.  Иккинчи то- 
мондан,  / г = 1 , 2 , 3 бул га н да  унинг  туррилиги синаб курил-  
ган эди.  Шунинг  у ч у н  п ь;андуй булса -д а ,  чи^арилгаи фор
м у л а  турри булади.

( 6 ) формулани чицаришда эркли у зг арувчи ларни нг  сони 
иккита  фараз килинган эди.  А га р д а  ул ар  бир неча булиб,  
х, у , г , .. Л  дан иборат булса ,  яъни

булса ,  у  лолда  (6 ) га  5' хш аш ,  формуланинг  курипиши цуйи- 
.дагича  булади:

3*.  Ю^орида чикарилган фо рмулада  х, у, г, . . Л  пинг 
лар бири эркли у з г а р у в ч п  фараз цилинган эди.  Энди м у р а к -  
каб  функцияни оламиз.  Фараз  цнлайлик

ва р , <7 у з  навбатида  х, у , . . .  нинг функцияси булсин.  Бу  
функцияпипг  1 -тартибли дифференциалн

бул ади.  Б у  ифодадан олинган т у л а  дифференциални бер илга н  
функциянинг  нккинчи тартибли диффереициали дейилади.  
Дифференциаллашда с1р ва dq нинг у зг ар ув чи лиги  назарда  
тутилиши лозим,  чунки р ва ц нинг лар бири функция фараз 
цилинади.  Шунинг  у ч у н

и = / ( * .  У. г , . Л )

и =/(р, д) (П)
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д/ , дГ ,
д^йР ва -Щ**

нинг ^ар бири б у  лолда  икки функциянинг  купайтмасидаш 
иборатдир.  Д е м а к ,

= й  ( 1 £ ) й р  +  &  а  { й р ) + а ( $ г ) ё ч  +  % а  {ад) =

йц

+  И ё а<1 а<1 + -5Ъа -Я-

дН
дддр йр -|-

Кавсларни очиб, соддалаштириш патижасида  у ш б у  фор^ 
м у л а  келиб чицади:

<?и =  +  +  | г ^  ¡
ёки

еРи =  ( ¿ -  йр +  £  йд)У ^  &р Н- ^  а %  (12)'

Шунинг  бнлан м у р а к к а б  функциянинг  юцори тартибли 
т у л а  днффереициали оддий функциянинг  шу тартибли т у л а  
дифференциалига  ух ш ам айди .  Бирок р ва ^ функциялари 
х, у, . . .  га нисбатан бириичи д а р а ж а л и  функция булгани 
^олда  формуланинг  курипиши бир хил булади ,  яънн бу  
>;олда ^ам (6) формула  у з  кучнии саклайди.  Х аки кат да ,

р — а1х  -|- с̂ г

<7 =  а-,х +  Ь2у -|- с-,г

бул син;  аи Ьи си а-,, Ь,, с-, у з г а р м а с  сонлардан иборат.  
Б у  ^олда

йр =  а 1йх +  Ь, йу +  с,йг

¿(/ =  а-\йх г й-,с/.у с-,йг.

Бу  ифодаларнинг  у н г  томонлари у з г а р м а с  сонлардан иборат 
бул гани у ч у н

й-р =  0,  с12д =  О 

булиб,  (12) формуланинг  кейинги икки ^ади й у к о л и б к е т а д и .
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§  81. ОШ КОРМАС ФУНКЦИЯНИНГ ^О С И Л А Л А РИ

1. Фараз  цилайлик,  бизга у ш б у  

/ (А ', у ) =  О ( 1)

тен глам а  берилган булсип ва ун да  у х  нинг ошкормас  
функцияси булсип.

(1) тен гламани у га нисбатан ечиш мумкин  бул га н  ^олда
t  ч  п /  --у  дан л- га нисоатан у , у , у , . . .  >;осилаларни белгили 

коид а  буйича топиш мумкин.  Фараз  ь;илайлик, (1) т е н гл а -  
мани у га нисбатан ечиш кийин булсин ёки м у м ки к  бул ма -  
син. Бундай  .^олда, яъни (1) тенгламани  у га нисбатан 
ечмасдан ^ам у  дан л' га нисбатан у ' , у", у ' " , . . .  ^осила-  
ларни топиш мумкин .

(1) т е н гл а м а д а  у х  нинг функцияси булгани у ч у й  f (x ,  у)  
нинг узи X нинг м ур а к к а б  функцияси булади.  А га р д а  (1) 
т ен глам ани у га нисбатан ечиб,  у у ч у н  аницланган ифодапи 
1<айтиб (1) т ен гл ам ага  куйилса ,  тенгламани айнан каноатлан-  
тирган буламиз .  Шунинг  у ч у н  а г ар да  f (x ,  у) функцияда ги  
у ни f (x ,  у) — 0 т ен глам ад ан  аницланган х  нинг функцияси 
фараз  килинса,  у  .чолда f (x ,  у) функция айнан нолга тенг  
б ул ади ,  де м а к ,у м и н г  х га нисбатан олинган ^осилалари ^ам 
ноль булади.

Килинган фаразияни назарда  тутиб ,  (1) ни дифференциал- 
л а ш  натижасида  у ш б у  ифода келиб чи^ади:

д у

Иккинчи тартибли у" ^осилани топиш у ч у н  (2) ни яна 
бир мартаба  дифференциаллаш ке ра к .  Бу  ^олда

(2)
бундан :

ÓX

(3)

ёки

(4)

Бун да ги  у' урнига  (3) дан ^ийматини куйиб,  с ун гр а  (4)
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д ан  у ни ани^лаш мумкин.  Ш у  иул билан да вом  этиб,ш IVу , у  , . . .  >;осилаларии топиш мумкин .
Мисол у ч уп  у ш б у

Ь-хг +  а? у2 — а2Ь2 =  О

функциянинг  у', у", у"' тартибли ^осилаларини топамиз.

1-усу л
Берилган мисолда

/ ( х , у) =  b2x 2 -I- а2у2 — а2Ь2.
Шуи и иг уч уй

р- = 2Ь2х; — 2а2 у.Ох ' д у

Буларни (3) ф ормулаг а  к у я м и з .  Б у  ^олда :

,  Ь*х
У =

у" ни топиш у ч у й  (5)ни яиа  бир мартаба  дифференциал- 
лаймиз:

V" =  _  — . у ~ ху' =  _  ь~(у ~  ху')
У а- у -  а гу 3

бундаги  у' нимг ур ии га  (5) дан унинг  киймати куйилса

„ _  ы (а»у> +
У

ё ки  берилган т е н г л а м а г а  асосан:

у" = - - $ ? ■  ( «

Буни дифференциаллаш нати ж асида

ш =  Ш-У*
У а- • у [

б ул ад и  ва бунга  у' нинг циймати цуйилса у'" ку йидаг ича  
бул ад и :

/// 3 ьлх t n ^
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2-усул
фараз

2 Ь2х +  2 о? у у' = 0 (8)

у пи X нинг функцияси фараз килиб, берилган тенгла- 
маии дифференцналлаймиз:

бундап
,  Ь-х

у =
(8) ни яма бир мартаба днфференциаллаймиз:

Ь- +  а-уу" -\- а2у ' 2 =  О 
бунга у' нинг кийматини куямиз:

аЧ 2у2 +  а*у3у" +  Ь*х2 = О, (9)
бундап

„ _  __Ь*х- 4- а-Ь2у- _  Ь- (Ь-х- -+- д -v-)
У а4 у3 аА у̂

ёкп

" —_ Í)A
У а'2у-’>ш

у'" ни топпш учуй (9) ни яна бир мартаба дифференци- 
аллаймиз. Бу ^олда:

2а2Ь2уу' +  3 аАу2у'у" +  а'уяу"' +  2 Ь*х = О

бунга у' ва у" нинг цийматлари куйилса

— 2 Ь1ху2 +  3 Ьах  +  а* у-'у"' +  2Ь'ху2 = О
ёки

3 Ьах  +  а 1уу'" = О,
бундан

ш 3bßxV = ---------.'  а*у-‘
2*. Биз юкорида/(х,  у) = О тенгламада у пи х  нинг функ

цияси фараз килиб, мураккаб функциянинг .\осиласини то- 
пиш коидаси билан

ÊL +  *fy' = 0
ох ду *

тенгламапи тузиб, ¥= О фаразия билап у ’ нп топган эдик.
Холбуки, у нинг X функцияси булиши ва у' .^осиланинг 
мавжудлиги бизга номаълумдир. Буларми маълум шартлар 
мавжуд булгандагина тасдиклаш мумкин. Шунинг учун
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биз бу ерда шу тугридаги ушбу теоремани исбот килиш- 
ни лозим топамиз:

Теорема f ( x ,  у) =  0 тенглама берилган булсин; агар
да (х0, у0) нуцтада 1) f ( x 0, у0) — 0 булса, 2) х = х„, 
у = Уо га цушни булган цийматларда /  (х, у) функция 
ва унинг / '  (х, у) ва /  (х, у) хусусий %осилалари узлуксиз- 
булса ва 3) /у ( х 0, у0)  нолга тенг булмаса, у .\олда 
f  (х> У) = 0 тенгламани цсшоатлантирадиган биргина 
у  = <р (х) функция мавжуд булади ва х  = х0 булганда 
у = у0 булади. Бу функция х нинг л'0 га етарли даражада 
яцин булган ,\амма цийматларида узлуксиз булиб, х = х 0 
нуцтада х;осилага эга булади.

Бу теоремани исбот килиш учун (хп, у 0) ни / ( х , у) — О 
тенгламани каноатлантирадиган нукта фараз киламиз: 
/(*„,  Уо) — 0; h ва k шундай мусбат сонлар булсинки, 
/д.(«о— А'п ' г  л ) иитервалда в а / у ( у н — k, у0 +  /г) интер- 
валда узлуксиз булсин (теореманинг шартига мувофик бу 
мумкип); /г ва k соплари шундай кичик булсинки, д а л и т  
интервалларда /  ( х 0, у (|) / 0 нинг ишорасини саклан 
олеин ( /у узлуксиз булгани учун шундай фаразияпи ки

лиш мумкш-ij.
Куйилган шартларга асосан, шундай мусбат а сомни 

топит мумкипки, юкорида курсатилган интервалларда 

Щ > а ёки |-/у ¡ а | 

h ни ^ар кандай кичик килиб олиш мумкин; шупипг учун 
агарда h <  ka фараз килинса, у  >;олда

h\K \< ka\f'v\< k\f'). (11>

Агарда ? ва r¡ сонларни

— Л < Е <  +  /1, - k < - t \ <  +  k (12)

фараз килинса, бу ^олда х  = х 0 ? ва у =  у 0 +  'Ч юкорида 
курсатилган интервалларда булади. Энди бундай айният 
тузамиз;

f { X  о - г  Е, Уо +  y¡)— f ( X  о, Уо) =  [ / ( х 0 -Г с, у  о : Г,) -
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— /4*0. Уо "01 [/4*о. у« '• ч ) — / (* о ,  у«)].

/  (л:;,, у„) 0 булишини назарда тутиб, бу тенгликнинг унг 
томонига Лагранж формуласи татбик килинса:

(-*<> ! S, у 0 : -ч) = « / ’ (■*„ ° ’ . у» ч) /̂>. К -  у  ■: 0 т0  (13)

О <  о с 1, 0 < 0 ' < 1 .

Агарда бу формулада щ -  ± k фараз цилиб, (11) тенгсиз- 
ликни эътиборга олинса, у  ^олда % нинг — h билан -|- h 
орасидаги .\ар бир цийматида (13) нинг унг томонидаги 
ифоданинг биринчи ^адининг абсолют киймати мккинчи- 
сининг абсолют цийматидан кичик булади. Шунимг учун 
■(13)да унг томонининг ишораси ундаги иккинчи ^адининг 
ишораси каби булади.

Бирок агарда бир мартаба ^ = - k ва иккинчи мартаба 
г| — — k фараз килинса, у >;олда калиги иккинчи ^адининг 
ишорасини узгартиради. Шунинг учун — у 0 - i ~ч) да £ 
ни узгартмай, уни ^ нинг функцияси ^исоб килинса, бу 
^олда теорема шартига мувофик у узлуксиз булади ва 
иккинчи томондан -ц = + k ва ч\ = — k да ишоралари узга-  
риб тескари булади. Демак,  у т| нинг — k ва i k орасидаги 
бирор Y) -- k' цийматида нолга айлапади, яъни

f ( x 0 1 Уо f  к’) = О,

т] нинг к' каби киймати (у0 — Уо +  к) интервалда ёлгиз 
биргина булади, чунки бу интервалда /  ишорасини сак- 
лайди, демак, f(x0 | £, у) ё доимо усувчи, ё доимо камаюв- 
чи функция булади.

Шунинг билан jc нинг >̂ ар бир х =  ха -с  кийматига у  
нинг биргина шундай у  —- у„ циймати тугри келадики, 
улар /(х, у) - 0 тенгламами каноатлантиради. Бу кийматлар 
f ( x , У) — 0 тенгламани айнан цаноатлантирадиган бирор 
у — (f (х) функциясини ташкил килади.

Бу функция узлуксиз булади, чунки f ( x u :- S, y u :-?,) = О 
тенглама ёки

ifx ( х0 н- о?, у0 :• -п) + (х0, у0 о ' ^  . .о  (14) 

тенгламада ; нолга ннтилганда ^ ^ам нолга интилади, чунки
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Шунинг бнлан баробар бу функция ^осилага эгадир. 
Хацицатда (14) дан

l'im 1  = Hm fx ( *° + °S’ У|> + У|) = _  /х{Х,)’ Уп)
? _ > 0  5 S - 0  f ' y  (  х о- У о +  ч )  f ' y  (  * о -  У о)  ’

чунки функция узлуксиз булгани учун с нолга интилгаида 
•»1 ^ам нолга интиладн (;, х  нимг ва -ц нинг орттирмаси >(и- 
соб килинаДп)-

Теореманинг шарти буйича Д. ва /у узлуксиз ва / Ф 0 
булгани учун у '  функция ^ам узлуксиз булади.

3*. Юкорида исбот цилинган теоремани умумлаштириш 
мумкин. Агарда

f ( x ,  у, 2 , . . .  и) = О

тенгламани у згаРУВЧ||ЛаРнинг ■*». Ун, z„, . . .  ип цийматлари 
Каноатлантирса, бу ^иймагларга кушни булган кийматларда 
f(x , у, 2 , . . .  и) функциянинг бнринчи тартибли хусусий 
^осилалари ыавжуд ва узлуксиз булса ва/иф 0 булса, у 
?{олда и х, у,  г, . . .  нинг функцияси булади ва у функция 
биринчи тартибли хусусий узлуксиз ^осилаларга эга булади.

Бу ^осилаларни топиш (15) тенгламани куйидагича диф- 
ференциаллаш билан булади:

^ L A df'2iL ~r\ ~ д1  _■ ALdJl ~ п
дх ' да дх ’ ду да ду ’ 0z 1 On dz ’

Буларнинг нсботи айнан юкоридаги йул билан булади. 
Мисол учун фараз цилайлик, бизга ушбу

/(х, у, г) = 0 (А)

тенглама берилган булсин ва бундам

dz dz д-z д-z д-z 
д х '  ду' дх-' ду-’ дхду

^осилаларни топиш керак булсин. Кис^а булсин учун:

dz „  dz д-z д-z д-z , , пч
дх ~  Р ' ду У' дх- ~~ Г' дхду S ' ду- —  ̂ ^

фараз цилиб, берилган тенгламанинг иккала томонидан х  га 
ва у га нисбатан хусусий косила оламиз:
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д/ , д/ д/ , д/
ох ~  Ам "г  Лг Ч — 0 .дг ду 1 дг (16)

Булардап биринчисини х  га нисбатан ва иккинчисини у га 
нисбатан дифференциаллашда ушбу тенгламалар келиб 
чи^ади:

~ 2 ^ - р + % р >  - - д/'Ох- дхдг ^  1 дг2 ‘' дхдг

ду- z  дудг 4
д-/
дг-Ч

дг'

дг

0,

0.
(С)

(16) тенгламалардап р т у  пи аницлаб, буларга цуйгандан 
сунгра г ва Ь га нисбатан ечилса, улар учун куйндаги ифо- 
далар келиб чикади:

-чдг)г =

0 К
дх

д1
дг 0

дГ
ду

д1
дг

д/
дх

д2 1  
дх2

г)-/
дхдг ■ ЧЫ

- 3 д£
ду

д2 1
ду'2

да/
дудг

д1
дг

д-1
дгдх дг-

д/ д-Г 
дг ОгОу

да/
дг-

Шунга ухшаш, (16) тенгламанинг биринчисини у га нис
батан ёки иккинчисини х  га нисбатан дифференциаллаш 
натижасида, юкоридаги каби, 5 ни аниклаш мумкин.

г ) -дгI

О Р1 . д'Г-
дх дг 

д-/д/ ду
ду дудх дудг

д/ _&/_ ф  
дг дгдх дг-

4::. Фараз цилайлпк, бизга ушбу п тенгламалар система- 
си бсрилган булсин:

Т. (■*, у, г, . . .  *) =  О,

?г  (х, у, г, . . .  ¿) = 0,

®я (х, у, г, . . .  г1) = О

(17)
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ва бу тенгламалар билан t  нинг ti функцияси, х ,  у,  z, . . .  
аницлансин. Агарда х, у , z, . . .  ларнинг ^аммасини t  оркали 
аницлаб, уларнинг ифодаларини цайтиб Шр cp2J ç3, . . .  срл га 
цуйилса, у  тенгламаларнинг чап томонлари айнан нолга 
айланади. Бу >;олда уларнинг t  га нисбатан олинган хосила- 
лари -чам нолга айланади. Шунинг учуп:

dif! dx д<р, dy dz
dx dt dy dt dz dt 0.

dy-, dx 
dx dt

dtf.¿ dy 
dy dt

df¿ dz 
dz dt

j -
1 at

j -  -  0 
' dt ’

df„ dx 
dx dt

d'fn dy
äy dt dz dt

(18)

„  dx dy dzБу тенгламалардаги -ft, j t , ларнинг олднлари- 
даги коэффициентларидан тузилган ушбу детерминант

D =

дъ d<? i d?\
dx ' dy ’ dz' ' ’ '

d f 2 dtp-. d?j
dx ’ dy ' dz' • "

д?п d?n dVn
dx ’ Oy ’ dz ' ' • •

яъни нолга тенг булмагани .^олда, ю^орндаги системадан

дх dy dz 
~dt' dl ' d t '

^осилаларни аницлаш мумкин.
Мисол учун ушбу тенгламалар системасини олиб:

X 2 -!- у1 -!- z 2 —  1 = 0 ,  X  +  у +  z  — а  =  0 ,

булардан ~  ва ~  ии топамиз. Бунинг учун берилган тенг
ламаларнинг иккала томонидан х  га нисбатан ^осила оламнз
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. с/у ¿2 „
Х +  У ы 7+ г 1й  = 0’

1 + ^  + ^  = 0 , 
ах (1х ’

булардан иккинчисининг иккала томонини г  га купайтириб, 
йг сни иук киламиз. Бу ^олда:

х - г  +  ( у - 2) £ -  =  о.
Шунга ухшаш

г —. 11 -I- (г — \Л ^х  — у  + (г -  у) а.г- = 0.
Бу тенгламалардан

({у _ г — х  (1г _ у — х
(1х у — г ' (!х — г  — у ’

§  82*. ФУНКЦИОНАЛ ДЕТЕРМ И Н АН Т ТУ ГРИ С И ДА

Фараз цилайлик, аргументларининг сони п булган 
( х р х 2, х3, . . .  х л)  ушбу п функция берилган булсин:

Х 2 ’ Х 3< • • •  Х п  )>

®2(*1. *2- *3. ••• ■*„).

'Р3 ( '^ 1 ,  Х 2> Х 3 ’ Х п  ) ’

С?п(х1, Х 2, X, ,  . . .  Х п ) .

Бу функцияларнинг ^амма аргументларига нисбатац 
олинган хусусий .^осилалардан тузилгам ушбу детерми- 
нантми:

д<Р, <Э<?2 дЧп
дх, ’ дх-,' ' ’ дх [

д?п
Ох-, ’ дх.,’ ' ‘ ’ дх2

д<р{ д<?2 < 4
дх„  ’I П дх п' " ■ дхп
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функционал детерминант ёки якобиан дейнлади ва уни 
одатда

равишда ишораланади. Куп аргументли функцияларни тек-  
ширишда бу детерминант катта роль уйнайди.

Функционал детерминант бирмунча хоссаларга эга 
булиб, уларнинг асосийлари цуйидагилардан иборатдир:

1. Аргументларининг сони п булган ушбу я  функция- 
ларнинг

орасида айний муносабат булиши учун у функцияларнинг 
функционал детерминанти айнан нолга тенг булиши зарур 
ва кифоядир.

Биз бу уринда цуйилган шартнинг лозимлигини исбот 
килиш билан чегараланамиз. Фараз цилайлик берилган 
<р,, <р2, . . .  <рл функцияларнинг орасида ушбу айний муно
сабат мавжуд булсин:

Бу айниятни х, ,  х 2, х п . . .  хп га нисбатан дифференциал- 
лаш натижасида ушбу п айният ^осил булади:

боглик булгани учун уларнинг бу аргументларга нисбатан 
хусусий ^осилалари бир вацтда нолга тенг була олмайди, 
шунга ухшаш

Та- ? п)  =  0 - 0 )

др йер, [ 0Р д<р2 
оу! дх1 ‘ ду.. ох,

, дР _ д̂ п _ _ п 
' дуп дх1

9.̂ . . 01\ ^ !*]!_ . 0*1 . . .  _|_ дР. . д,?п = п
д<?, дхп ' дср2 дх., 1 дуп дхч ’ ( (2)

дР ду} дГ_ ' дуи | _ _ дР _ дап п 
д'г1 ’ Ъхп с)?, ' дхп ' ‘ ' г  дуп ‘ дхп '

«р!, <р2, . . .  функциялар х , ,  х 2, . . .  хп аргументларга

• • • т  АГ

д/_ дР_ дР_ 
д?1’ д .̂1 ’ дуп

^ам бир вацтда нолга тенг була олмайди.
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тл /оч дР дР дРИккинчи томондан (2) система га нисба-
тан биржиисли булган биринчи даражали тенгламалар сис- 
темасидан иборатдир. Шунинг билан ®,, ®2, <?3, . . .  ®л
функциялар орасида (1) айний муносабат мавжуд  булгапи

№ № дР-Чолда, оир вацтда нолга тенг булмаган 
(2) системани каноатлантиради. Бу эса фа^ат

д'т*п лар

О VI- Уд
х и  Х-2, . . .  Х п

д<р-:
дхг’ дх1 ’

д'$-<
дх.,’ дх. ’

д'г! д<г«
дх„' дх'п' ’ ‘ '

д<(п

д<?п
дх.

дЧч

(3)

булган .\олдагина булади.
2. Функционал детерминантнинг иккинчи асосий хоссаси- 

ни чицариш мацсади билап ушбу

чЛ“и и2. Из, ••• «„). 

ср,(кь и,, ил, . . .  ип),

?„ ( « ! ,  «1>. «з, ••• ил)

функциялар системасини олиб, булардаги гг1, м2, . . .  ип 
ларни уз иавбатида х г, х.у х.р . . .  х п ларнинг функцияси 
фараз киламиз. Бу >>олда функционал детерминантнинг 
иккинчи асосий хоссаси ушбу тенглик билан ифода цилинади:

?!• «Ра. -  Уп  
Ху,  х-у, ... хп О Ъ> <?2 Чп

ии и-: , ... ип О ии ... ип
Х у ,  Х-2, . . .  Х п (4)

Хаки^атда, чапдан бошлаб бу тенгликдаги функционал 
детерминантларнинг элемептлари куйидагича булади:

д<?; йф , ди,_*_• . __L• а Ь = 1 1 9> л,- > к *1 1, Л).

Иккинчи томондан, мураккаб фупкцияии ди;|ф:рен- 
циаллаш цоидаси буйича:
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_  ¿9/ _ ди1_ ,______ , ди„
охп ди, дх/1 ¿ и ,  О-Хд,

•булади; шунинг учун детерминантларни купайтириш теоре- 
масини татбик килиш натижасида (4) формула келиб чита
ли. Бу формула мураккаб функция ^осиласи тугрисидаги 
теоремани эсга келтиради.

3. Функционал детерминантнинг учинчи асосий хоссасини 
чи^ариш учун (4) тепгликда:

х 1 =  <?1, х 2 —  ®2 , . . . Х п  =  <рп

фараз киламиз. Бу ^олда (4) формулапипг куриниши куйи- 
дагича булади:

п (ъ±1 * ^ ? п Л .в  ( ""  ̂ _  ! (5)
^ п„ и,,---ип I  ̂ <?1, • • • Чп )

яъни 9 ,, ®2, . .  . 9 „ дан и{, и2, .. . и„ га нисбатан якобиан 
и\, и2, • ■ ■ ип дан 9 Ь 9 ч , . . .  9« га нисбатан якобианга тескари 
булади.

Бу формула тескари функция .^осиласи тугрисидаги тео
ремани эсга туширади. Албатта бу урин да тескари функция- 
ларпинг мавжудлиги фараз килинади.

§  83. БИРЖИНСЛИ ФУНКЦ ИЯЛАР. ЭЙЛЕР ТЕ О РЕМ АС И

Агарда /(х, у, г, . . . )  функция шундай хоссага эга бул- 
саки

/ ( ¿ х ,  Ьу, Ьг, . .  .) = ¿"'/(х, у, г , . .  .) (1)

шарт таъмин этилса, яъни фупкциянинг >;ар бир аргумен- 
тини бирор I сонга купайтнришдан чиркан натижа шу 
соннинг бирор даражасиии берилган функцияга купайтмаси- 
га тенг булса, у  ^олда /(х, у, г, . . . )  функцияни биржинс
ли функция дейилади ва т  нн биржинсли функциянинг 
даражаси дейилади.

Мисол учун ушбу функцияни оламиз:

/ (х, у, г) = ах'у +  Ьуъ —

Бу мисолда:

/(¿х, Ьу, ¿г) =  а13х2у +  Ы3у3 — ~  (х , у, г), 
21— 177
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демак,  бу функция учинчи даражали биржинсли функция 
булади.

Фараз килайлик / ( х , у, г, . . . )  даражаси ш га тенг 
булган биржинсли функция булсин, яъни

Бунда Ь ;$ар капдай кийматга эга була олади. Шунинг учун

Бу тенглик биржинсли фуикциянинг асосий хоссаларидан 
бирини ифода цилади. Бунга Караганда: ^ар бир гп-дара- 
жали биржинсли функция — узгарувчилардан бирининг 
/га-даражасини, колганларининг шу узгарувчига нисбатидан 
иборат булган иброр функцияга купайтмасига тенгдир.

Агарда (1) тенгликда

фараз килинса, унинг куринишп куиидагича булади:

Агарда бу тенгламадаги л:,, у, ,  г р . . . нинг урнига (2) 
дан уларнинг ифодалари куйилса, бу тенглама айниятга ай- 
ланади. Шунинг учун (3) айниятнинг иккала томонидан £ га 
нисбатан косила олинса, у  куйидагича булади:

Ь= —  фараз килинса

бундан

Агарда

фараз килинса, бу >;олда

1х  = х 1, ¿у = ух, Ьг = г1. . . (2)

(3)
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Иккинчи томондан:

dyt dzx
ót ~  A"’ ót ~  У ’ dt ~ z ' " '

У dí\Z +  ’ ' ‘ = w í "  ’ f (x ' У' Z' ■ ■ •)• (4)

Агарда t =  1 фараз килинса, у .\олда (2) га acocan:

*i =  х, y t у, г,  = г, . . .

булиб, (4) тенгламанипг куриниши куйидагича булади:

'%¿x + % y + w z + ' "  = т К х ’ У 'z ’- ‘

Бу формула Эйлернинг биржинслн функция тугрисида- 
ги теоремасипи ифода килади. Бунга Караганда: агарда 
биржинсли функциянинг тула  дифференциалида эркли 
узгарувчиларнинг дифференциалларини эркли узгарувчи- 
ларнинг ;узлари билан алмаштирилса, у  ^олда берилган 
функциянинг биржинсли даражасини биржинсли функция 
билан купайтмасига тенг.

Бу теоремами сипаш учуп юкорида мисол учун курса- 
тилган функциями оламиз:

/ ( * ,  у, z) = ах2у + Ьу3 — .

Бу мисолда
£  =  2а х ,  + 4  , Ц- =  -|- 3Ьу\ - f  = -  ^ ,
ОХ X " Ú y  ÚZ X

d f  . d f . df /_  2 | г 1 \ . / г * q г з\ 4г* 
~дхХ +~д^У +  ~dzZ ~  \2 а Х У ^ ~ )  -Ь \а х  У +  З^У  )  —  =

= 3 ( ах2у + by3-  = 3f(x , у, z).

Масалалар

Ушбу функцияларнинг иккинчи тартибли тула диффе- 
ренциали топилсин:



324 Kÿn аргументли функциялар

628. и =  х  sin2y.
Жавоб: d2 и = 2 sin 2ydxdy  +  2xcos  2ydy1.

629>. и = ln (x2 +  y 2).

Жавоб: d?u = 2 [(joíjc +  ydyfiydx  — JCúTy)21.
U" + УТ

630. и = exy — xy.
Жавоб: d2a — exy (ydx + xdy )2 +  2 (exy — l )  dxdy.

Ушбу фуикцияларнинг учинчи тартибли тула дифферен- 
циали топилсин:

631. и = x3 +  ах+у.

Жавоб: d3u =  бdx +  ах+у (In a )3 (dx +  dy)3.

632. и = xyz.

Жавоб: d3u = 6 dxdy dz.

Ушбу ошкормас функцияларнииг биринчи ва иккинчи 
тартибли ^осилалари топилсин:

633. 2ау  -  у2 +  2х = 0.

1 п 1 — бвуЖаво:): у = -----------—т- ; у — — -------—¿тт- .
* у -W a y 1 '  ( y - Z a y l f

634. x3 -h у3 — 3аху  =  0.

п т  ^ / ау — х~ 2а3 хуЖавоб: у =  —I------- ; у =  — -------Нпг •у — ах  ̂у — ах)

635. хеу — у + 1 = 0.

еу . _  е2у(3 — у) 

(2 -  yfЖавоб: у' = ------- ; у — ——--------j2 —у
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5:
637. х  +  arctgy  — у = 0.

Жавоб: у '  =  1 +  - L  ; у» -  _  i±_2r .  _
У у"

638. х +  у =  ех~у .

ИГ гг / 1 — X  — V „ 4  (х  +  у )Жавоб: у  = ----- ¡—----- , у" =  ----------- v ,
1 + Х  +  У s  (  1 +  X  +  y ÿ

639. z +  3x2z — аху =  0, dz топилсин.

Е ч и ш й у л и: f ( x ,  у, z) = z +  Зх2 z — аху  = 0 
цилинса,

df = i í d x + %  dy i - - L d z = °-

Берилган мисолда:

à f  с d f d f  n 2 о 2- ^  = 6xz — ay; -ду- =  -  а х ;  = Зг = 3x ; 

шунинг учун:

(6 x 2  — ay) dx — axdy -[- 3 ( a 2 +  z )  dz =  0,
бунда»

, ay — 6 xz , , ax ,dz =  ---f-r,----- ;rr dx - - —^ ----- T̂— dy.
3 U -  +  Z-) S ( x -  +  y ¿) У

640. x s i n 2  -f ycos  2  — ег ^  0; dz топнлсин.

, , ,  ^ , sin z rix +  cos z dyЖавоб: dz = -— ■— —— n—-------(■------ .(x -f- y) sin z -J- ( y  — x) cos z

641. (2z -f- 3)3 =  xy ;  dz топилсин.

Жавоб: ¿ 2  = -- ^ : —  •
2 - ^ W

фараз
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642. Ушбу +  К- + Z'¡я" b" с~ 1 темглама билан аницланган

z функцияиипг биринчи тартибли хусусий .^осилалари то- 
пилсин:

. . .  , ,  02  с 1 X dz с 2 уЖавоб: , - = ----- — ; -д - = —  .
д х  а - z  д у  b -  z

643. Ушбу z -]- Zxyz = а тепглама билап аницланган z 
функцияиипг биринчи тартибли хусуспп л'осилалари то-  
пилсип.

( d z __ yz d z__  xz
дх

Жавоб:

z¿ -|- ху ’ dy 

д2 z

■ху

2 ху z
дх2 {z2+ xy)3 ’

à1 z _  z ( X1 у1 — 2xyz1 — г 4
дхду ( г 2+ х у У

d_z
ày2

2 x 3yz
( z*+xy)*

644. Ушбу e*cosx— cos y  = 0 тенглама билан аниклан- 
ган z функция и и и г биринчи тартибли хусусий .^осилалари 
топилсип:

Жавоб: = tg X, ~  =  — tg у.

645. Ушбу In ( х у z)— z = o тенглама билан аник- 
ланган z фуикцияпинг биринчи ва иккинчи тартибли хусусий 
^осилалари топилсин:

Жавоб :

dz
дх ~

à'1 z 
dx“

1 dz 1
X +  у - f  z — 1 ’ dy

à2z = di z _  
óxdy ду2

х + У + z -

X  +  y -h z
Тх + у~+ * -  l)3

646. f{x ,y ,z )  —0 тенгламада г  ни л: ва  y  пинг ошкор- 

мас функцияси фараз килиб, ва хусусий ^осилалари 
аницлансин.
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647. х у ги — а = 0, х-\- у — (г + и)Ь = О тенглама- 
лардан <1г ва с1и топнлсим.

Жавоб:

йг =  + г - йхЬ ( г -  и)
Ьх +  г  ,

т<*г>1 Ь (г — и) 

Ьх
Ь(г — и) Ь (г — и) йу.

648. хи + уи = а х у  ва XV +  уи = Ь тенгламалар система
ми ди ду дусидан хусусии ^осилалари топилсин.

2уи  _ <9к __ ял :2 — х у  +  уи

Жавоб:

ди
дх

ди 
Г ’

ду _ уи — XV — ау" ду
. дх — у 4 ду

х - - Г  

2 хи
г 2 X —у

649. х = V со$и, у = и этх»  тенгламалар системасидан 
■ди ди дv 
,1ду ' дх ' ду

Жавоб:

ду 
' "дх хусусий ^осилалари

ди —и c t g v
дх '¿V сое и -|- иьг 5111 и С1(ГУ ’

ди 2
ду - 2 5П1 V +  1IV СОЭ V \.ц и ’

ду 1
дх ‘¿V  СОБ и +  ыи2.51п и ^ У  ’

дь V t g  и
ду ~ 2 ЭШ V -|- иу сое V tg и

650. / ( х ,  у, г ) = 0 ва <р(х, у, г )  =  0 тенгламалар систе- 

масида у  ва г  ни х  нинг функцияси фараз цилиб, ^  ва ^  
ифодалари топилсин.

Жавоб: -Лх

д/  _ (З'-р __ д f до
дг дх дх дг
д/ д < ? _ д/ ду  ’
с*у д г  ¿ г  ¿ у
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df dtp _ df да
- dz dx dy ду дхЖавоб: = ---------------------------•d* df д? _  df dtp

dy dz dz dy

651. Ушбу тенгламалар системасидан 

X -f- у +  2 -[- и =  а,

-*2 -|- у2 +  z2 +  « 2=¿>2, 

je3 +  у3 +  г 3 +  и =  с3, 

dy dz du ,
dx * ~dx ’ dT нфодалари топилсин.

Жяплб- -  —  ('¿ ~  ^) ( г - - г )  . Jtz  _  _  (и - х ) { у  — х) 'yivduuu. dx (u__y)(z_ y) . dx— .

. jfu  _  __( г  — л:) (jy —  jc)
dx (z — u) (y — u)

Ушбу мисолларда Эйлериинг биржинсли функциялра 
тугрисидаги теоремаси симаб курилсин:



С а  к  к и з и н ч и  б о б

УЗГАРУВЧИЛАРНИ АЛМАШТИРИШ

Куп вацт дифференциал ифодалардаги, яъни дифферен
циал ёки косила катнашгам ифодалардаги узгарувчиларни 
улар билап белгили муносабатда булган янги узгарувчилар- 
га алмаштиришга тугри келади. Бу масалада мавжуд  бул
ган асосий доллар куйидагилардан иборат.

§  84. ЭРКЛИ У ЗГАРУВЧИ НИ  АЛМАШ ТИРИШ

Фараз цилайлик, бизга ушбу

куринишда бирор математик ифода берилган булсин ва 
унда х  эркли узгарувчп, у унипг функцияси булсин. 
Шунинг билан баробар л: нипг урнига эркли узгарувчи ки- 
либ бирор янги узгарувчини, масалап Ь ми, кабул цилиш 
лозим булсин. Албатта л; билан Ь нинг узаро кандай муно- 
сабатдалигн берилиши керак. Фараз килайлик, бу муноса- 
бат куйидагича булсин:

(1)

(2 >

(1) ифодага х  нинг урнига <р( )̂ куйгандан сунгра
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dy d2y dn у
dx ’ dx1' dxn

^осилаларни
dy d2y d" y
dt’ dt-' atn

хосилалар билан ифода килишга тугри келади, яъни у дан 
je га нисбатап олинган ^осилаларни у дан t га нисбатан 
олинган хосилалар билан ифода цнлишга тугри келади. 
Изланмоада булгаи бирипчи тартибли хосила жуда  осонлик 
билап топилади. ^ацикатда:

dy_
dy __ _  1 rfy_ ,o\
dx ~ ~ <t’ (t) ' ~át' ’

чунки (2) дан
dt

dx
dt = ?'(*)■

iP у , оч^  ни аницлаш учун ( j )  нинг иккала томоиидан х  га
нисбатан хосила олиб, сунгра куйида курсатилганча давом 
циламиз:

/dy \  dx ■d -y_d:X ' dy
dt dp dt- dt

■еки

d-y
dx~ ~  dx I dx I -  dt I dx dx ~  Í dx_V

dt

d’2y dt- dt
dx-= F7ÖP

Шунга ухшаш:

•' ) {•>’ ( ' )  S  -  T Í - " )  )  - ^ ( * ' m  W  -  4 i *  V)
dx-> ~  [•/ ( t)Y>

(4)

• (5)

Ю^орида курсатилган йул билап давом этганда у дан 
X га нисбатан олинган ^ар цандай тартибли ^осилани у  дан 
t  га нисбатан олинган хосилалар билан ифода цилиш 
мумкин.
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Лгарда у  ми эркли узгарувчи кабул цнлнб, х  ни функ
ция цилинса, у ^олда чицарилгап формулаларда йу ни 
узгармас фараз цилишга тутри келади. Шунипг учун 
■¿Ру = 0, 6?у =  0 булади. Демак, бу холда

( 6 )
чу

" /л <1у_ &Х_' ¿у_ (Рх
Фу ‘и &Р <И ,рх ,/у _  йу~
Л* = ~  [*' (О]3 _  “  ~Та^Г ~ ~  ах ~ йх \

1 7 1

( 7 )

<И ] \(1у }

- т ' ( 0 - ? " < 0 ^  +  3 [ < р ' ( 0 1 9 %((■¿у (Н (11
ах' [•/ (О!-*

<1х _ й'х йу I з  ( </2х\'йу
Ч Г 'Ш 'Ш  I ИГ* I агГ [ — йх-(Рх +  3 (сРхУ\ Ау

[?' (01я Л;с*

йх  _ ¿Ал: _|_ з  / с/2.\г 
йу АуЗ \ с/у-

Лс
¿ 7

¡Шунинг билан натижада:

_  ¿у _ йРд' 
¿Зу йх йу\
йх3

+  3
ш

(8)

Шу йул билан давом этганда у  дан х  га нисбатан олин- 
тан ^ар кандай тартибли ^осилаларни х  дан у га нисбатан 
юлинган ^осилалар билан ифода цилиш мумкин.

М и с о л .  х =  е( муносабатнинг ёрдами билан ушбу

й?2у  . й у  „

Х‘ О0  +  ХЯГ +  У =О
тенгламадаги эркли узгарувчи х ни £ га алмаштирилсин.
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булади. Шунинг учун (3) ва (4) формулаларга мувофик:

Буларни берилган тенгламага куйилса, унинг куринишю 
К у й и д а г и ч а  булади:

куринишда бирор математик ифода берилган булсин ва. 
унда х  эркли узгарувчи,  у унинг функцияси булсин. Шу
нинг билан баробар у нинг урпига бирор янги узгарувчини, 
масалан г ни кабул килиш лозим булсин:

Берилган нфодада (2) нинг ёрдами билан функциянинг 
узи алмаштирилади. Шунинг учун масаланипг му^им кис- 
ми (1) ифодада берилган

^осилалар билан ифода к»лишдан иборатдир.
Бунинг учун бупдай му^окама киламиз: (2) га Караган

да умуман г, у нинг функцияси булади, иккипчи томондак 
у нинг узи х  нинг функцияси булгани учун г нинг узи .с 
нинг функцияси булади. Демак,

Оу_ ¿Оу_ 
Ах М ’

е/ ^ Оу_ №у _  Оу_ 
¿■¡у ар а1 ар аь
ах> с2<

§  85. ФУНКЦИЯНИ АЛМ АШ ТИРИ Ш

Фараз килайлик, бизга ушбу

у = ? ( г ) . (2>

Чу а2 у 
ах ’ ах■ ахп ^осилаларни -т~, ——, . . .  —— ах ах~ ах

аг а2г ап г
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dy _ d y  dz __ //_ч dz
dx dz dx ^   ̂dx *  ̂ '

„Фу
^ г 2 нинг ифодасини топиш учун Z  ИИ X  нинг функцияси 
у^исоб ^илиб, (3) ни X га писбатан дифферепциаллаимиз:

0  = ?'(*> g  +  ?'<*> ( £ ) ’ ■ №
.Шунга ухшаш:

íTFS -  f'M  S  + 3?" й  g- ■ g  + (z) (£■)'. (S)

Шу йул билан давом этганда, у дан х  га нисбатан 
•олинган >çap цандай тартибли ^осилани г  дан х  га нисбатан 
•олинган ^оснлалар билан ифода цилнш мумкин.

М н е  о л. у = z- - f  2z муносабатдаи фойдаланиб, ушбу

1 2 ( d'y o . . ' l  I {‘*у\Л _ о / 1  I ,л аУ d'-y
dx dx:2о + у ) М ё - 2у )  +  Ш  = 2(1 + У)

тенгламадаги у ни z га алмаштириленн.
Берилгап мисолда у (z) = z- +  2z булгани учун:

<Р' (z) =  2z -]- 2, с?" (z) =  2, (z) =  0.

Буларни (3), (4) ва (5) формулаларга куйилса:

S -  2 < -  +  . ) £ ■

g  =  2(z + 1 ) 0 + 2  (£ - ) ' ,

d  = 2 (z +  Vdíi +  6 d i-d * 2-
Буларни берилган тенгламага куйиб, сунгра уни соддалаш- 
тирилса, тенгламанинг куриннши куйидагича булади:
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§  86. ЭРКЛИ  УЗГАРУВЧИ НИ  ВА ФУНКЦИЯНИ АЛМАШ ТИРИШ

Фараз килайлпк, бизга ушбу

F ( x  у  dJ L  É L
Г  l  У> dx > dj¿¿ • • ■ ■ dxn ) (I>

куринишда бирор ифода берилган б$'лсин ва умда х  эркли- 
узгарувчи,  у  упинг функцияси булсин. Шунииг билан баро
бар л: ва у  пинг уринга улар билан белгили муносабатда 
булган t ва и ни кабул цилиб, t ни эркли узгарувчи ва 
и ни унинг функцияси килиш талаб килипади. Эски ва 
янги узгарувчиларнпнг орасидаги муносабат куйидагича 
булсин:

f(x ,  у, t, и) = 01 
tp(x, у ,  t, и) = О J

Берилган тенгламалардан х  ва у  ни t ва и оркали аник- 
лаш мумкин:

к  =  A  (í, и), у  =  чч (í, и). (3>
Шупинг учуп куйнлган масалапинг му^им кисми ифода- 

dy d'-y du, d‘Uда  берилган . . .  ^осилаларпи . . .  ^оси-
лалар билап ифода килишдан иборатдир.

Агарда (2) ни t ва и га нисбатан ечилса, натижа куйи- 
дагича булади (ечиш мумкнм фараз килинади):

t = f .1{x ,y), м = ? 2(х, у). (4)’

Куйилган шартга мувофик у х  нинг функцияси эди. 
Демак,  у,  t, и нинг ^ар бири (2) тенгламапи айнан каноат- 
лантирадиган jc н и н г  функцияси булади. Иккипчи томондан, 
шартга асосан и, t нинг функцияси эди. Буларни назарда 
тутиб, (2) ни х  га нисбатан дифференциаллаш натижасида 
ушбу тепгликлар келиб чицади:

d f d f dy . d f dt . df_ du_ dt _____  „
dx üy dx d i  dx du dt dx

dtp ,d<f dy . dtp dt dtp du dt _ _
dx ' dy dx ' dt dx du dt dx

(5)

Бу тенгламаларни ва га нисбатан ечамиз. Ечиш
натижаси куйидагича булсин (ечиш мумкин фараз цили- 
нади):
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= F  (х,  у ,  и, ^ ) ;  =  Л  (х ,  у,  и, 5 - ) .  (6>

Бу тепгламалардаги х  па у .нинг  урнига (3) дан уларнинг 
Кийматларини куямиз. Бу холда куйидаги натижага эга 
буламиз:

& - * . ( ' •  « • £ ) •  <7>

Бу тенгламалардан биринчиси ~  ни янги узгарувчилар

ёрдами билам ифода килади. ~  ни аннклам1 учуп ^алиги 
тенгламанннг икки томонндам х  га нисбатан косила оламиз:

d -y__ с№ dt ^  db tin dt ^  д‘Ь d'2a dt
tldu_
\dt,

n m - i r  ü n u u r n  ( 7 \  л
(ix

dx" dt dx ^  du dt dx (du ) ^  ^

Бундаги -у- пинг урнига (7) дан уппнг ифодаси куйилса,

^  ямги узгарувчилар ёрдами билан аницланади:

d"У /* du \

Шу йул билам давом этганда у дан х  га нисбатан олин- 
ган ^ар цандай тартибли ^осплапи янги узгарувчилар ёрда
ми билан ифода цилиш мумкин.

Ми со  л. Уп1бу тенглама берилган:

у =  и2 +  t2, X =  t2 муиосабатлардан фойдаланнб, х ,  ва у ни 
t ва и га алмаштирилсин (¿ — янги эркли узгарувчи, и — ян
ги функция).

Берилган мисолда (2) тенгламаларнинг куриниши цуйи- 
дагича:

у = и2 +  t2, X = t2. (А)-

Юкорида курсатилганча, бу тенгламаларнинг >çap бирини. 
X га нисбатан дифференциаллаймиз:
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Бу тенгламаларнинг иккинчисидан:

с,Н _  1
ах ~ 2Г

буни биринчисига куямнз.  Бу .^олда:

_  1-1 Л .  ^с/х 1 г с« •

Бу тенгламанинг иккала томонидан яна х  га ннсбатан 
косила оламиз:

, аи с// а>ь — . ■ —  — и — .
а - у _ м  а х ____ах (¡и и а-и а 1
Ох?~ <■- ' Ох +  ~Т "ор ' Ох

еки
,  аи( ----—иа-у ‘М____  аи | и а-и

= ар ' Ти ~г 2[т ■ г• (С)

(Л), (В) ва (С) ифодаларини берилган тснгламага куйиб, 
•соддалаштирилса, уиинг куринчши цуйидагича булади:

,  а2 и аи . , ____ , ,

¡[р ~ИГ~'~

§  87*. ЭРКЛИ У ЗГ А РУ В Ч И Л А Р БИР НЕЧА БУЛГАН  )^ОЛ

Юкорида курилган алмаштириш масалаларида эркли 
узгарувчиларпинг сони биргипа эди. Энди бу Уринда эркли 
узгарувчиларнинг сони бир печа ,булган >{олни текширамиз.

Бирок содда булсин учун уларпинг иккитаси билан 
чегараланиш мумкнн, чумки эркли узгарувчиларнинг сони 
иккидан ортик булган ^олда .\'ам куйидаги му^окамалар 
уз кучини саклайди.

Фараз килайлик, бизга ушбу

р (  ^2 дг д-2 д-2 \ ,.,
(̂ х, у , а, ■, ¿)х'-' дхду ’ ' ' '/ ' '

ифода берилган булсин ва унда х,  у  эркли узгарувчи ва г  
уларнинг функцияси булсин. Шунинг билан баробар х ,  у  
нинг урнига эркли узгарувчи килиб г ии ва г  нинг урни- 
га янги функция килиб V ми кабул килиш талаб килинади.
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Янги ва эски узгарувчиларнинг орасидаги муносабат 
албатта берилиши керак.  Биз уларни цуйидагича фараз 
и^иламиз:

х{х , у , 2 , г ,  г ,  V) =  0'
б (х ,  у,  г,  г, V) = 0 ■ (2)
и>(х, у, г, г, V) = 0 .

Агарда х, у, 2  дан бирортаси, масалан 2  узгармасдан 
цолса, у  ^олда ^алиги уч тгнгламадан бири

V = г

тенглама билан алмаштирилади.
(2) системадан х, у, г  ни г, f, V орцали ифода цилиш 

мумкин.
Фараз килайлик, (2) системанинг х, у, г  га нисбатан 

ечиш натижаси цуйидаги булсин (ечиш мумкин фараз ци- 
линади):

х  =  ?, (г, t, V) |
у = й, (г, V) (3)
2 =  О)! (г, I, V) )

Шунинг учун куйилган масаланипг энг му^им цисми 2  дан 
х  ва у га нисбатан олипган турли тартибли:

дг дг д-г д’2г 
дх ’ ду ’ дх- ’ дхОу ’

хусусий ^осилаларни янги функция V дан янги эркли узга-  
рувчиларга нисбатан, яъпи г на Ь га нисбатан олинган ху с у 
сий ^осилалар билан ифода цилишдан иборатдир.

Бунинг учун (2) тенгламаларпи кетма-кет х  па у га 
нисбатан дифференциаллашга тугрн келадн. Шунинг билан 
баробар бу ерда шуни иазарда тутиш лозим: (2) дан г, V 
нинг ^ар бири х, у, г нинг функцияси булиб аницланади; 
иккинчи томондан, 2  нинг узп л', у нинг функцияси булгани 
учун г, V нинг ^ар бири (2) тенгламани айнан цаноатлан- 
тирадиган х, у пинг функцияси булади. Демак,  натижада 
V мураккаб функция булади, чупки у бир томондан г ва
I пинг функцияси булса, иккинчи томондан, г  ва £ х ,  у  нинг 
■фуикциясидир. Шунинг учуй:

2 2 - 1 7 7
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д<р
дх

, df 
' dz '

dz
дх

ду 
' дг

dr
дх "i

da dt 
dt дх

dl
h dz

dz
^  дг

dr i_ d'l dt
дх Ох ÓX i dt ox

д<а дш
~*~Ж'

dz д^
+  Иг

dr
+

dw dt
дх дх *dx dt их

Бу тенгламаларни dz
dx

dt
' dx'

_í_dvmd t)_  ^
dt дх 1 — U

S - я ) - O í  w

do> ídv dr . dv dt \ _  _ 
Jv  I d r  "dx +  di "öxj ~  U

натижаси куйидагича булсин (ечиш мумкин фараз цилинади):

dz с . / , dv dv\ /r.
Ö 7 =  F '\ X '  У' Z’ r ’ v ’ d r’ Tt) <5 >

dt c ( , dv dv\i f  = F2[x , y, z, r, t, V , -, - j  (6>

d r rr I , dv dv\—  = F3 [x , y , z, r, t, V, ¥r, TtJ <7>

(5) тенгламадаги x, y, z нинг урпига (3) дам уларнинг 
ифодаларини цуйилса

dz ,  ( , du скЛ /оч
ä i = / i K .  Í. öf) <8>

булади, яъни ^  янги узгарувчилар ёрдаыи билан ифода
^илинган булади.

Шуига ухшаш, (2) тенгламаларни у га нисбатан диффе-
ренциаллаб, шу йул билан давом этилса аницланади.

d z  . (  . dv dv] /ruГ у = А [г , t , г,, - ,  TtJ. (9)

ни аниклаш учун (о) тенгламани х  га нисбатан диф- 
ферепциаллаймиз:
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0Р\ (' д"-у дг . дЧ’ д1 \

д(()и) ох дх )'
Г Л /

Бу тенгламадаги ~  нипг урнига (5), (6), (7) дан
уларнинг ифодалари ва х, у , 0  нинг урнига (3) дан улар- 
нинг г , V оркали аницлапган ифодалари цуйилса, у ^олда
^ 5  янги узгарувчилар билан ва янги фупкциядан янги
узгарувчиларга нисбатан олинган .^осилалар билап ифода- 
ланади.

Шу йул билан , . . .  ифодаларипи топиш мум-
кин. Бу ерда масаланипг умумий ечилиши курсатилди. 
Бирок практикада купинча бу методни соддалаштириш 
мумкин булади.

М и с о л  1. х 2 -|- у 2 ва х2 — у2 ни янги эркли узгарувчи 
Кабул чилиб, ушбу

„2 = д-1 _  У2. д±  I ^  ,д2— П 
У дх2 '  ду- х дх ' у ду

тенгламанинг шакли узгартирилсин. Берилган мисолда 

г = х2-\-у2\ ¿ =  х 2 —у'2; V = г.

Буларнинг ^ар биридан х  га нисбатан косила олинса:

дг __ п . ^  __9 ду дг ду д1 _  дг
дх Х ' дх Х ' дг дх 1 д{ дх Ох ‘

Берилган тенгламалардан:

X =  у  1/2 (г Н- ¿); у  = -2 - / 2  (г — Ь).

Шунинг учун юцоридаги тенгламаларнинг куриниши куйи- 
дагича булади:

£  =  >/2<7+ 7); | - - У 2 < 7 + 0 ;

£  =  | / 2 < Г Р ) ( £  +  | ) .  (А)

Берилган тенгламалардан у  га нисбатан косила олинса:
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д г __„ _ д( _  „  _ до дг . ду ___дг
д у ' У' ду У ’ дг ду д1 ду ду

ёки берилгаи тенгламаларга асосан:

(В)

Шунга ухшаш, (А) ни яма бир мартаба х  га нисбатан 
ва (В) пи япа бир мартаба у  га нисбатан дифференциаллаб, 

д/ с!/• йсунгра д~, щ ларнинг урмига уларнинг янги узгарувчи-
лари орцали цийматлари куйилса, цуйидаги натижа келиб 
чицади:

(Л), (В), (С), (£)) ни ва х ,  у нинг янги узгарувчилар 
оркали анмцланган ифодаларни берилгаи тенгламага кУйиб, 
соддалаштирилса унинг куриниши ^уйидагича булади:

Мм с о л  2. Иккинчи мисол учуп ушбу

ОХ2 Оу*
ифодадаги х, у ми

муносабатлари ёрдами билам г, 0 га алмаштирамиз 
(V =/(х, у)). Геометрия ну^таи назаридан бу масала: де- 
карт коордипаталарида берилгаи ифодани цутб координата- 
ларида тузиш демакдир.

Бунииг учум V ми г ва 0 нинг функцияси ва г, 0 ни 
х  ва у нинг функцияси фараз цилиб, мураккаб функцияни 
дифференциаллаш коидаси татби^ килинса

х = г созО, у — г э т О (2)
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дУ
дх

дУ  дг 
Ог дх

дУ̂  дО 
О0 дх

дУ _  дУ дг дУ  дО 
Оу ~~ ог д у '  сМ ду

(3)

дг дО(2) ни г ва 0 га нисбатан ечмасдан ни топиш учун
(2) дан х  га нисбатан ^осила оламиз (у — ;узгармас фараз 
цилинади):

булардан

1 п дг . п дг! = соз ЗШ0 —

г. • п дг , п д»
° = 5ш 0^  +  ГСО5° ^

1 г  = С05°>
дО
дх

б 1п О

Г

(4)-

(5)

Шунга ухшаш (2) дан у га нисбатан ^осила олинса, 
(х  — узгармас фараз цилнпади):

булардан 

(5) ва (7) пи (3) га цуйилса

л  п дг . л дО0 ~ соэ 0 ------г бш О у-ду ду

1 ■ дг . п ^I = 8 1 п 0 ^  + ГСО5 0 ^

дг
ду

. п дО сояО
5Ш0> ду— Г-’

(6)

(7)|

дУ _  ду л дУ БШ 0
дх дг соэ 0 - дО Г

дУ _  дУ * С 1 дУ созО
ду " дг э т  0 + дО г ,

(8),

Бу тенгламалардан бириичисипи х  га иисбатац дифферен
циал ланса:
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бундаги ^  ва ^  пинг урнига (5) дан уларнииг ифодасини 
куямиз:

d2 l/' dV  s i i l -0 . 0  dV sin 0 cos 0 d2V .,0
' Ш  =  ~ЗР —  + 2 Ж — ^ -  + ^ cos ' 6 -

п sin 0 cos 0 д- V sin-fl d^V л г л
~  “  2 ’ дгд! ) “' г*~1)Sä*-

Шунга ÿxmaiu (8) пинг иккипчисини у  га нисбатан диф- 
фереициаллаб, cÿnrpa ^  ва ^  нинг урнига (7) дан уларнинг 
ифодалпри куйилса, цуйидагича булади:

ff‘ V dV  cosa 0 _ дV  sin 0 cos 0 . д2У . .
2 -ж -----^------ 1 sin 0О у- dr г  dU г- dr'¡

Ü cos П d- V  . cos20 d2 V 
г d/’dO г- d(J2 ’

, 0  s in  0 c o s  0 d-К  . c o s 20 d2V
r  r t r r i t l  H SÏÏT- U U

(10) ва (11) ни кушсак

Л 1 , d?V . д-V d?V . 1 d-'K . 1 dV  . , 0 .
Al/= d . i r + d ^  = l ^  +  7ï d F  +  T â F *  <12)

Ми со  л 3. Учипчи мисол учуй ушбу 

А V
ифодадаги х, у,  z пи

X = г sin ф cos О 

у = г sin О sin 6 (14)

z = г eos

иуносабатлари ёрдами билан г, 6, 6 га алмаштирамиз.

^  = /(■*. У. z).
Геометрия нуктаи назаридан бу масала фазодаги декарт 
координаталаридан кутб координаталарига утиш демакдир.

Бу ^олии ю^орида курилган биринчи ^олга келтириш 
мумкин. Ха1<икатда, агарда

p = r s i n ^  (15)

фараз килинса, бу ^олда
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X = p C O s Q ,  у  =  р s i n  0 ( 16 )

булади. Демак,  бу ^олда энг аввал (16) нинг ёрдами билан 
X, у,  z дан р, 0, z га утишга тутри келади, сунгра

2 = reos  ф, p = r s i n ^  (17)

формулалари ёрдами билап р, 0, г  дан г, ф, 0 га утилади.
Бунга Караганда иккала ^олда ^ам учала узгарувчилар- 

дан бири узгаришенз колади. Шунинг учун бевосита (12) 
формуладан фойдалаииш мумкин. Бу формулани (16) га 
татбик килипса, куйидагича булади:

d'-У д?у_ _  d2 У_ , _1_ <PV_ J_  dV_ , .  q ,
дх2 ду2 dp2 ' p2 àb2 р tip ’ '  '

демак,

дх2 ду'2 dz2 dz2 dp2 p2 d02 ‘ p dp ' ' *

Шунга ÿxuiain (12) формулани (17) га татбик цилинса

, & У__02У_ , 9 m

öz- "т" dp2 dr2 r '2 cty2 r Or ' '  '
демак,

d2K 1 d2V  1 д2У  2 d V  Ctgф д У  n
dr2 г2 dii’2 г2 s i n 2 ¿  OU '2 ' r dr r '2 ‘ '  ’

Масалалар

656. X = t2 фараз цилиб, ушбу

d"y i 1 dy у n  
c i x 2 ' 2x e i x  4 x

тенгламадаги x  ни t га алмаштирилсин.

Жавоб: ^  + у =  О.

657. X = cos t фараз цилиб, ушбу

' s> § 0 
тенгламадаги х  ни t га алмаштирилсин.

Жавоб: ^  =  0.
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658. х = у  фараз килиб, ушбу

x ' S + 2x 3 i i + y  = 0

тенгламадаги х  ни t га алмаштирилсин.

Жавоб: 2  +  У = °-

659. t = \nx фараз килиб, ушбу

„2 а*У i у аУ \ ,, _  п

тенгламадаги х  ни t га алмаштирилсин.

Жавоб: Ц  — у = 0.

660. t =  In je фараз килиб, ушбу

X* Í Í  +  3 х 2 Й  +  (а +  x) x %  — y  =  Q

тенгламадаги х  ни t га алмаштирилсин.

Жавоб: S  +  ß ^ - y  = 0.

661. y3z — 1 =  0 муносабатдан фойдаланиб, ушбу

~ у sin X +  у 4 sin X = О 

тенгламадаги у нипг урнига z функцияси кабул килинсин. 

Жавоб: “  +  z s in  х  — 3 sin х  = 0.

662. y = tgz  муносабатдан фойдаланиб, ушбу
d*y - 2(у+ 1) (dy\2 
d x 2 1 - f  >'J \fiüc /

тенгламадаги у  функцияси г  га алмаштирилсин.

Жавоб: S - 2(S)¿- cos2z=a
663. X =  е* ва у = е“ муносабатлардан фойдаланиб, ушбу

^ S - - * ( £ - ) 2 + y 3 = 0

тенгламадаги х ,  у  ни í ,  «  га алмаштирилсин.
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664. х  = j  ва y = t — t2z муносабатлардан фойдаланиб,. 
ушбу

dy I 2 „  т
dJT +  y  = ах

тенгламадаги х,  у  ни t, z  га алмаштирилсин.

Жавоб: ^  +  z =- at~m~x . dt 1

___У- » -  У
ланиб, ушбу

665. t = x — ~  ва и = X + у  муносабатлардан фойда-

* 1  +  у = оdx¿ X их 1 X2 J

тенгламадаги х у у  ни t, и га алмаштирилсин.

Жавоб: ~  = 0. dt1
6 6 6 .  t =  X ва г = у _ ^  -  муносабатлардан фойдаланиб,. 

ушбу
( *  — mz) ̂ - \ - ( y - n z ) d̂  = 0

тенгламадаги х ,  у  ни z, í га алмаштирилсин (z — функция 
аслича цолади).

Жавоб: -^г = 0.

667. X = t + г ва у = t — г муносабатлардан фойдаланиб,. 
ушбу

дг дг
? — ä— У — ~г х т  дх * ду

ифодадаги х, у эркли узгарувчиларни t, г га алмаштирил
син.

Жавоб: ?  =  g í - ^ r .

668. у-\-ах ва у — ах  ни янги эркли узгарувчи кабул 
цилганда, ушбу

тенгламанинг куриниши кандай булади?
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Жавоб: -т-17  = 0. drút

669. t =  X +  у, г = х  — у, V == ху — z муносабатлар- 
дан фойдаламиб, ушбу

—  J -  2 —  + —  = 0 дх- 1 ^  óxOy ^  ду*

тенгламадагп х, у, z пи t, г, v га алмаштирилсип (t , г —ян- 
ги эркли узгарувчилар, z — япгн функция)

Жавоб: 
0̂1“ 2.

670. t = X, г — у  — v — ~—  — муносабатлардан 
фойдаланиб, ушбу

öz . dz ,
х ~ i — +  У л-  =ÓX óy

тенгламадаги х , у,  г  ни Í, г, и га алмаштирилсип.

Жавоб: % = 0.
ОС

671. x  = rcosO, y = rs inö  муносабатлардан фойдаланиб, 
ушбу

.ифодадаги х, у ни z, 0 га алмаштирилсин.

Жавоб: ^  =

672. X = г  sin ф eos 0, у  = г sin ф sin 6, z = rcos<|> муноса
батлардан фойдаланиб, ушбу

<ЭУЛ2 , IdvV  , fdV\2
A' V = ( w )  \ÔX

лфодадаги х ,  у,  z ни г, ф, 0 га алмаштирилсин.

Жавоб:



ЧЕКСИЗ ЦАТОРЛАР НАЗАРИЯСИ

§  88. ЧЕКСИЗ К А ТО РЛ А Р

Т ущ изинчи боб

1. Чексиз цатор деб, маълум цонун буйича тузилган 
Ева ^адларининг сони чексиз булган уш бу

И-J +  112 “I“ u3 “Ь • • • +  и п +  • • • (1)

куринишдаги ифодани айтилади.
Бундай каторпинг куриниши цуйидагича

Л = оо
ёки У,ип

П — 1

•ёзилади. ип каторнинг умумий >?ади дейилади ва п берил
лам чокда ип маълум булади. Масалан, ушбу

'^аторнинг умумий ^ади цуйидагича булади:
пи_ = п +  1 ’

л  = 1, 2, 3, ... булганда, каторнинг ^адлари ^осил булади.
Каторнинг биринчи п >;адларининг йип-шдисини S  фараз 

,!^иламиз:
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и 1 +  и 2 +  из +  ' "  ип • (2)'

Агарда бу ифодада п чексиз усиб борса, у  ^олда куйида-  
ги уч ^олни учратиш мумкин:

1) бирор чекли лимитга интилади;
2) 5 Л нинг абсолют циймати чексиз ортиб боради ва;
3) чекли сонлигича цолса-да, лекин ^еч цандай ани^ 

лимитга интилмайди.
Биринчи ^олда (1) ь;аторни яцинлашувчи дейилади ва 

агарда п чексизликка интилганда 5 л нинг лимити 5  булса,. 
бу ^олда

5  = -[- и2 “I- М3 4“ • ■ • (3 '̂

ёзиб, 5  ни цаторнинг йигиндиси дейилади; иккинчи ва учин- 
чи лолларда (1) каторни узоцлашувчи дейилади.

Таърифдаги учала ^олни тасвир килиш учун цуйидаги. 
учта цаторни оламиз:

1 1 1 1  / 1  \ л — 1

1 + -2"+-2Г-Ь-2з" +  -2Г +  •• '  +  +  ’ • • И)/

3 +  З2 +  З3 +  3* +  3 4 ---------ь з" +  • • • {Ву

1 - 1  +  1 - 1  +  1 - 1  +  1 - 1  +  -- - + ( -  1)п+1 +  • • ‘ (О

Бу каторлардам (А) цатори яцинлашувчи булади, чунки 

у  махражи га тенг булган чексиз камаювчи геометрик, 
нрогрессиядан иборат булиб,

П— 1

 ̂ — 1 н—5—ь -¿г Н- -¿г -1- -¿г + •■• + (4")

Пт Э- = ---- ----- =  2.
/1-+оо , ^

1 _  2

(В) ва (С) цаторлари узоцлашувчи булади, чунки буларданг 
биринчисида п чексизликка интилганда 5 Л ^ам чексизликка 
интилади:

5 Л = 3 + 3 2 +  З3 4------ +  Зл ; Нш 5 Л =  оо
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« а  иккинчисида

S„ = 1 -  1 +  1 -  1 +  1 ------- + ( -  1) " + 1

булиб, п жуфг булганда Sn = 0, ва п тоц булганда5л = 1 бу- 
лади, яъни п чексизликка интилганда S n ^еч цандай аник 
.лимитга интилмайди.

2. Ф араз  килайлик , ушбу катор

И1 +  и 2 +  U 3 +  '  ' ‘ +  +  ' ' ' W

я^инлашувчи булсин ва унинг йигиндиси 5  булсин; п ва р 
бирор мусбат ва бутун сон булсин. Бу ^олда

lim S„ = S  ва lim S„, n = S,П n + p  '
/1 -> oo П-> с о

.демак,  p кандай булса-да

Hm (5л+/, - 5 л)  = 0. (5)
П-+ oo

иккинчи томондан:

= и, +  u2 -]- ил H------+  un ,

S n+p ~ u\ +  u 2 +  иг +  • • • +  un +  lln + 1 +  ■ • • +  “n+p ■ 

Шунинг учун (5) ни куйидагича ёзиш мумкип:

lim К + 1 +  ИЛ + 2 +  * ’ • +  ч ) = 0. (6)
П->- оо

Демак,  цатор яцинлашувчи булган ^олда, унинг бо- 
шидан етарли дар аж ад а  узоцлашган ва исталганча олин- 
ган кетма-кет ^адларнинг йигиндиси исталганча кичик 
булади.

Фараз цилайлик, бу шарт бажарилгаи булсин, яъни (6) 
•ёки (5) тенглик берилган булсин:

биз бунда п ни аниц сон ва р ни чексиз усувчи фараз ци- 
ламиз. Лимит таърифига мувофиц:
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______  =  < -  S  9  =
^  п + р  п  ^  "

5  — s S <d е —j— «S .п "  п + р  '  1 П •

1^илинган фаразия буйича п аник сои булгапи учун Sn 
>;ам аник сои булади. Демак,  р чексиз yc raH-M каторнннг 
(п-\-р) ^адларннииг йипшдиси шуидаи икки соннннг ора- 
сида булиб коладики, уларминг узаро айирмаси исталганча. 
кичикдир. Бу эса, Sll+ пигипдининг лнмитга интнлишини, 
яъни каторнинг якинлашишини курсатади.

Юкоридаги (и) тенгликни бундай ёзнш мумкин:

I “ „  +1  +  « „  +  2 ^ ................+  U n + p  | <  £ ‘ ( 7 >

Лимит тугрисидаги асосий таърифпи мазарда тутганда 
Каторнинг якиилашиш шартмни туларок килиб цуйчдагича 
ифода цилиш мумкин.

Ушбу чексиз каторнинг:

Kj -|- и2 -\- и., + • • •  +  •• •

якинлашиши учун ^ар цапдай кнчик булган мусбат е сои 
берилганда шупдай Аг сони топиш мумкин булсинки, /г >  N 
булгапда ва iiар кандай бутун мусбат сон булганда

|“« + 1 + Un + 2 +  •••

тенгсизлнги бажарилса зарур ва кпфоядир (Кошининг уму-  
мий аломати).

Агарда (6) да р =  1 фараз цилинса, у  .чолда

lim ип+1 — 0 ёки lim ип =  0 (8)
П->-со И->оо

булиши лознм, яъни якинлашувчи каторда п чексиз усганда 
унинг умумий ^ади булган ип нолга интилиши лозим ёки 
бошкача килиб айтганда, катор якинлашувчи булган ^олда 
бнрортасидан бошлаб катор ^адларининг абсолют кийматла- 
ри камайиб бориши лозим.

Цаторнинг якинлашиши учун бу  шарт лозим булса-да, 
лекин у  кифоя цилмайди, яъни цаторнинг умумий з^ади 
нолга интилгани билан унинг ^зи узоцлашувчи булиши 
мумкин.

Буни тасвир киладиган характерли ва классик мисол уш 
бу гармоник катор була олади.
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i i_1_i i i J_i_!_ i_!_i_!_i_L ...
' + Т  +  Т Т 7  +  5 ■ 6 +  7 + 8  +

Бу мисолда цаторнинг умумий .чади ип =  —  булади.. 
Шунинг учун бу ^олда:

l i m w « =  l i m ( 4 - ) = ° -/1 - >о о  П - *  с о  \  /

Холбуки, (8) кзтор узоклашувчи булади.
Хаки^атда буни ошкор ¡-¡илиш учун берилган каторни 

куйидагича ёзамиз:

1 + 4~+(4~+4“) + (4~+ 4"+4~+4~ ) ^
Буни ушбу катор билан солиштириб курамиз:

4-+4-+(-г+т)+(4-+4-+4-+-г)н
Бу цаторлардан биринчисининг ^ар бир з^ади иккинчиси- 

нинг узига мос булган .^адидан катта ёки тенг; иккинчи 
томондан кейинги цаторнинг >;ар бир ^ади, яъни 5çap бир

Кавснинг ичидаги йигинди 4 “ га тенг. Шунинг у  чун-иккин-

чи катор саноксиз куп-^-  лардан иборат булиб, у  узокла-
шувчи булади. Демак,  биринчи цатор ^ам узоклашувчи бу 
лади, чунки унинг ^ар бир ^ади иккинчи цаторнинг мос 
^адларидан каттадир.

3. Фараз ^илайлик, ушбу цатор

И, +  и 2 - ) -  « j  -|- • • • +  ип +  • • •

якинлашувчи булсин ва унинг биринчи п ^адларининг 
йигиндиси S n ва узининг йигиндиси 5  булсин:

U\ +  w2 +  и з  +  ■ ‘ ‘ +  и п +  Ил + 1 +  • ■ ■ =

и +  и2 -¡- иъ +  •• • - ) -  ип =  Sn.
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Бу ^олда 5  билан S n орасидаги айирмани ^аторнинг 
л-^адларидан кейинги ь^олдиги денилади ва у  одатда Rn би- 
лан ифода ^илинади:

5 - 5 л =  /?„.

Демак,  бу цолдик уз навбатида ушбу

R n  =  и п + 1 +  и п + 2 “I“ и п + 3 +  ■ ' '

цаторнинг йигиндиси булади ва у  берилган катор я^ин- 
лашувчи булганда — якинлашувчи ва узоклашувчи булган- 
да — узоклашувчи булади.

Шунинг билан, цаторнинг якинлашишини текширишда 
унинг бошидан бошлаб, сони чекли ^адларини эътиборга 
олинмаса ^ам булади.

4. Агарда уш бу цатор

U\ ""Ь lí2 +  Мз' ' ' ' “Ь ‘ ' -

яцинлашувчи булса ва унинг йигиндиси S  га тенг булса, 
у  >;олда бунинг ^ар бир ^адини бирор чекли а  сонга ку-  
пайтиришдан ^осил булган уш бу:

аи1 +  аи2 -i- аи3 -|- • • • +  +  • ■ ■

цатор э^ам яцинлашувчи булади ва унинг йигиндиси aS  га 
тенг булади.

Хакицатда, шартга мувофиц:

S n =  « j  -h и2 4- и.л +  • ■ - -Ь ип ; lim S n = S ,
/Z-5-оо

S„ = au, +  au0 -j- au., aun ; lim S„ =n 1 - л n n~> oo

=  a («j -I- и2 H- « 3 - ! - • • • + « „ )  = aS.
5. Якинлашувчи каторни .чадлаб кушиш ва айириш мум- 

кин. Масалан, ушбу

Mi “I“ 11 > "Ь ил +  ’ ' ‘ “I“ 11 п +  ' ‘ ’

®i +  -I' Л-------+  Vn H---------
Каторларнинг >̂ ар бири якинлашувчи булсин ва
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lim Sn —l i m ^  и,2 -|- и3 + • • • I 11 „ ) = S И)
П -> ОО

lim Sn — lim ('Dj +  v2 v3 -)-■•• -h v n )  = S  (В)
П-> oü

булсин. Бу ^аторлардам ушбу янгн ^аторни тузамиз:

(М, ± ^  )-h ( « 2 ± ^  ) 'h ■ • • +  (Un Vn ) +  ' ' ‘

Бу цаторнинг биринчи п .^адларипинг йигиндиси S n булсин:

S ' n  =  ( « 1  -1- V l  ) - I -  ( И2 - ! )  +  • • ’ +  ( « л  ±  V n )

(А) ва (В) пи эътиборга олипса

lim S n =  lim Sn ;i; lim S n
П->оо П-+Фо П-> oo

ёки
S" = S  ;!; S ' .

§  89. М У С Б А Т  * А Д Л И  К А ТО РЛ А Р 
УМУМИЙ МУ Л 0X1 АЗА Л AP

1. Каторларнинг ^амма >;адлари мусбат булган ^олда 
унинг якинлашишини текшириш бирмунча енгиллашади, 
чунки бу ^олда унинг биринчи я  ^адларининг йигиндиси 
булган Sn п чегарасиз усганда: ê чегарасиз усади ва бу 
эфлда, у  узоклашувчи булади, ё усса-да, ^амма ва^т бирор 
узгармас сондан кичик булади ва бу ^олда катор яцинла- 
шувчи булади.

Буни назарда тутиб, цуйидаги мусбат ^адли икки rça- 
торни оламиз:

и \ +  u i  +  U A +  '  '  ‘ +  и п  +  ‘ ‘ ‘ ( О

т», +  v2 +  v 3 н--------- ь vn н------  (2)

п )^ар кандай булса-да un-^.vn булсин.
Бу *олда, агарда (2) цатор яцинлашувчи булса, (1 )ка-  

тор ^ам яцинлашувчи булади; агарда (1) цатор узоц- 
лашувчи булса, (2) цатор ^ам узоцлашувчи [булади.

Хакицатда:
2 3 - 1 7 7
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булсин; куйилгап шартга мувофик п ^ар капдай булса-да 
пп -< vn булганн учун

Иккинчи томондан, (2) катор якпнлашувчн булган .чолда

Бунга Караганда п )\ар канча ÿcca-да, S n уз навбатида 
узгармас S' сондан кнчиклигича колади. Иккинчи томондан 
п усгаида Sn Усади. Шунинг учун Sn аник лимитга эга бу- 
лади, яънн ( ] )  катор якиилашузчи булади.

(1) катор узоклашувчи булган >;олда (2) каторгам узок-  
лашувчи булади ва бу >;ол (3) тенгсизликдан куриниб туради:

1\аторнинг якинлашишинн текширишда, унинг бошидан 
бошлаб сопи чекли хадларипи олиб ташлаш мумкин эди. 
Шунинг учун ип -%v/: тенгсизлиги катор ^адларинииг би- 
роргасидап бошлаб мавжуд булса-да, исбот килинган якин- 
ла пиш аломати уз кучини саклайди.

Мисол учун ушбу каторни оламнз:

(3)

lim s ' = S 
i, ^  tl (4)

ва каторнпнг хамма ^адлари мусбат булганн учун

(5)

(6)

бу каторни куйидагича килиб ёзиш мумкин:
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б у  цаторда

4* 22(/г_1)

ва шунга ухшаш.
Булардан бундай цатор тузамиз:

(В)

Иккинчи ^адидан бошлаб (Л) цаторнинг хар бир ^ади 
(В) каторнинг мое ^адларидан кичик. Шунинг учун агарда
(В) катор якинлашувчи булса, у  ^олда (Л) катор э а̂м якин
лашувчи булади. Бу эса к нинг кийматига боглик.

Ха'кицатда, агарда /г > 1 булса (В) катори якинлашувчи 
булади, чунки бу холда, у  махражи бирдан кичик булган 
геометрик прогрессиядан иборатдир.

Агарда k <  1 булса, бу ^олда (А) каторнинг jçap бир 
^ади гармоник каторнинг мос ^адидан катта булади. Демак,  
бу холда катор узоклашувчи булади.

Агарда k = 1 булса, у холда (А) гармоник каторга айла- 
ниб .чамон узоклашувчи булади.

2. y¡ип ва ни нг  )$ар бири м усбат ^адли цатор
булсин:

ва бирор п дан бошлаб

булсин. Бу ^олда, агар  (8) катор якинлашувчи булса (7) 
цатор ^ам якинлашувчи булади; агарда
*177

и1 -)- и., т  и3 + • • • +#„+ •■■  

+ v t +  V3 н-------+ v n-\---------

(7)

(8)
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-""-¡-Г-:. ” (Ю>"п v„ V '

булса ва (8) цатор узоцлашувчи булса (7) цатор ^ ам узоц - 
лашувчи булади.

Хакикатда, фараз цилайлик (9) тенглпк мавжуд  ва (8) 
я^инлашувчи булсин. Бу .\олда (9) дам:

-'л - 1 i/o
- « - 1  л  — 2 п — 2

буларии .\'адлаб купайтмрилса

" п  /  v n  .. „  " i—  •< —  еки и —  v . , ,'  v¡ п -  Vi П

агарда ~  = k фараз килинса, бу >;олда

ип <  kvn.

Виз биламизкн цатор якинлашувчи булган ^олда
2^'°, ,  Катор ^ам яцинлашувчи булади. Шунинг учун бу 
^олда юцорида исбот цилинган теоремага мувофик (7) rça- 
тор яцинлашувчи булади. Теоремапинг иккинчи цисми ^ам 
худди шу йул билап исбот цилинади.

Даламбер аломати

Агарда мусбат ^адли цаторда ^адларининг бирортаси- 
дан бошлаб унинг jçap бир кейинги ^адининг аввалгисига 
нисбати бирдан кичик булган узгарм ас  À сондан кичик 
булса, яъни агарда

ÜJLÏ1 .  <  \

ва X < 1 булса, у  з^олда цатор яцинлашувчи булади, агар-
апА-1. .  ——  > 1 булса, цатор узоцлашувчи булади.ип
Хакикатда, ушбу мусбат ^адли ii + u2+ uз~К-- + (11)
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цаторда
“„+1

О .  ( 1 2 )

ва X < 1 булсин.
1^уйилган 1иарт цайсп бир наддан бошлаб тутри келса, у 

з^адни цаторнииг биринчи ^ади фараз циламиз. Бу ^олда

<Х, и2 <1щ
“г

< X, и3 <  Хи2 < Х2и,

—  <  иI  <  Х « 3 <  /,2г/.,< Х3м 1 "з

Шунинг билан бизнинг цаторнинг

и2 > м3 , ... и;1+1 , ...

^адлари, ушбу

Хм,, Х2и,, ... Хли , , „

геометрик прогрессиядан иборат булган цаторнинг мос ^ад- 
ларидан кичик булади;  Х< 1 булганда, у чексиз камаювчи 
прогрессия, яъни я^инлашувчи цатор булади, демак,  иккин- 
чисидан бошлаб каторнинг >{ар бир ^ади яцинлашувчи ца- 
торнинг мос ^адларидан кичикдир.

а п + 1Агарда бирор п дан бошлаб ------- >  1 булса, яъни агар-
ип

да нп+1 >  ип булса, бу ^олда цаторнинг ^адлари усиб бо- 
ради ва у  узоклашувчи булади.

Н а  ти  ж а . Агарда

П т ------- = к
ип (13)
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ва к <  1 булса, бу >(олда Даламбериинг асосий шарти таъ- 
мин этилган булади; чунки 1 билан /г нинг орасига бирор X 
сонни ^уйганда, лимит таърифига мувофик

Шунга ухшаш, агарда (13) мавжуд  булиб, /г > 1 булса, 
^атор узоцлашувчи булади.

бирдан кичик булиб, Л = 1 булса, шуб^али >̂ ол дейилади, 
чунки бу ^олда катор ё якинлашувчи, ё узоклашувчи бу 
либ, масалани ани^лаш учун кушимча текшириш керак 
булади.

Ми с о л. Мисол учун уш бу каторларпи оламиз:

еки

тх ■+■ 1Агарда ——  5(амма вакт бирдан катта булиб, /г = 1 бул-

(А)

(Б)

(С)

А) Биринчи цаторда

иП

Г  2л +  1
2 ' 2п — 1 ’

демак,
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1
и п + 1 1 . .  2 л +  1 1 2 +  я  1 ^  ,lim —  = -5- lim 2— j. = —  h m -------- ¡ -  =  - г  < 1,

п-»- 8 п 2 — —л

бу эса, цаторнииг якинлашишини курсатади.
В) Иккинчи цаторда

а — —  и А___ -__ ц"+1 =  п tп — п ’ л+1 /1 -)- 1 > и и -ь 1

ва h =  1, яъни шуб^али ^ол. Лекин иккинчи цатор узокла- 
шувчи катордан иборат (гармоник).

С) Учинчи каторда

и = -1- ц — — 3—  • = я2__ 1
Un п* ’ л + 1 ~  (/2 + 1)2 ’ ип (я + 1 )2  4

ва  h = 1, я ъ н и  шуб^али ^ о л .  Лекин бу к а т о р  якинлашувчи 
К а т о р д а н  иборат ( г е о м е т р и к  к а т о р ,  А = 2 > 1 ) .

Кошининг хусусий аломати 

Агарда ^адлари мусбат болтан уш бу

U1 +  M.j +  +  ' ‘ ‘ “Ь ип +  ’ ‘ ’ (14)

цаторда, ^адларининг бирортасидан бошлаб

V ^ < K  о <  X <  1 (15)

булса, у  х.олда цатор якинлашувчи булади.
Ха^икатда (2) дан:

«„ < X* •

Демак,  шу уриндаи бошлаб каторнинг ^амма ^адлари 
чексиз камаювчи геометрик прогрессиянинг мос ^адларидан 
кичик булади, чункн Х< 1. Шупинг учун (1) катор якинла
шувчи булади.

Юкорида килингам муло^азага Караганда агарда

lim (|6)
00 4 7
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мавжуд  ва 1 дан кичик булса, цунилган шарт таъмин эти- 
лади, яънн цатор бу .^олда яцинлашувчи булади.

Агарда (16) бирдан катта булса цатор узоцлашувчи 
булади, чупки бу ^олда шупдан бошлаб цаторнинг ^амма 
^адлари бирдан кагта булади.

Агарда ип <  1 булиб, Пт |Лгл бирга интилса шуб-
П ■ о о

з^али ^ол дейилади, чупки бу холда ё яциплашувчи, ё 
узоцлашупчи булиб, масаланп ани^лаш учуй цушимча тек- 
шириш керак буладн.

М и с о л .  Мисол учуп ушбу цаторни оламиз:

4  +  ( т ) ’  +  Ж ’’ +  ( т г У  +  " '  +  ( а т ч ) "  +  • ■ •

Бунда
п ,------ п
у  а п ~  2/1 +  1

ва
Пт у и = Пт 1______1_

2л -[- 1 2 
11-* со

демак,  берилган цатор я^инлашувчи булади.

Куммер аломати

Юкорида исбот килипган Даламбер ва Коши аломатла- 
ри практикада ишлатиш учун жуда  му^им булса-да,  лекин 
к^пинча масалани ани^лаш учун кифоя килмасдан цолади. 
Бундай лолларда бош^а аломатлар ишлатилади. 1^уйидаги 
Куммер аломати Даламбер ва Коши аломатларига нисбатан 
умумиятга эгадир.

К у м м е р  а л о м а т и .  Агарда шундай а и а,, а л, ... 
мусбат сонларни топиш мумкин булсаки, п чексизликка 
ингилганда бирор жойдан бошлаб уш б у

< 1 7 >

ифода, п га  боглиц булмаган бирор мусбат X сондан к а т 
та  ёки тенг булса, у  ^олда мусбат ^адли цатор яцин- 
лашувчи булади ва агарда у  ифода нолдан кичикланиб 
уш бу



у  —= — —+ -1- -=---- 1_ (18)
А  ап а1 а2 а3 ап

цатор узоцлашувчи булса, у  ^олда

^  ип ~  и 1 "Ь М2 +  из "Ь ' ' ‘ (19)
/7 — 1

узоцлашувчи б^лади.
Теоремами исбот килиш учуп фараз ^илайлик

а п— ------- а ,, >Х > Оп „п+{ „+1 -  ^

булсин. Шупинг билам баробар теоремапинг шартини п =  1 
дам бом1лаб таъмим этмлади деб фараз цилим1 мумкин. Шу- 
нипг учун п =  1, 2, 3 , . . .  фараз Филипса,

Хм2 <  ахщ — а2и2,

Хи3 <  а2и2 — а 3к3,

$ 89. М цсбат %адли щ торлар  ЗЫ

Хи ■< а„ , и„ , — и„ ,
П. '  Л — 1 /7 — 1 П Л ’

буларни ^адлаб цушилса

Х(и2 +  « 3 -1------ +  ип ) <  а , — ап ип <

ёки

ёки
I 1 ■ (1\ 11\

И2 +  Из +  + « Л< " Т ± .

б у  эса (19) ^аторнинг якимлам]увчи эканлигини курсатади, 
чунки унинг «( ^адидан бомща биринчи п ^адларининг 
йигимдиси ушбу узгармас

сондан з(амма вацт кичик ё тенг булиб цолмоцда.
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Энди фараз цилайлик

а

ва (18) чатор узонлашувчи булсин. Бу зрлда:

еки

аП

Бу тепгсизликнинг Унг томони (18) катор ^адларининг 
нисбатидан иборат. Шунинг билан (19) цаторда мл+1 : ип 
нисбати (18) цаторнинг мос ^адларининг нисбатидан катта ё 
тенг булиб цолмокда. Килингам фаразияга мувофик (18) ка- 
тор узоцлашувчи эди. Демак,  (19) ^ам узо^лашувчи булади.

Исбот цилинган теоремадан куйидаги натижалар келиб 
чицади.

Н а т и ж а .  (Раабе аломати), Куммер аломати буйича агар- 
да бирор п дан бошлаб

булса, катор якинлашувчи булар эди.
Агарда хусусий ^олда ап =  п фараз цилинса

( л +  1 ) > Х > 0

еки

еки

(20 )

бунда к =  X +  1;
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демак, бирор п дан бошлаб (20) тенгсизлик мавжуд  булса, 
катор яцинлашувчи булади. Шунга ухшаш агарда бирор п 
дан бошлаб

булса, бу з{олда катор узоклашувчи булади.
Бунга Караганда юцорида килинган мулохазаларга асо- 

сан, агарда ti чексизликка интилганда

ифоданинг лимита >  1 булса — катор якинлашувчи ва <  1 
булса — узоклашувчи булади.

М и с о л .  Мисол учун юкорида текширилган ушбу катор- 
ни оламиз:
Бу каторда

Раабе аломатига acocan: k >  1 булганда, катор яцинла- 
шувчи булади; А < 1  булганда — узоклашувчи булади, k =  1 
булганда унинг узоклашувчи булишини биз билар эдик.

Куммер теоремасидан яна кун патижаларни чикариш 
мумкин. Масалан, агарда (17) да ап = п\пп фараз цилинса, 
бу ){Олда ифоданинг куриниши

булиб, п чексизликка интилганда (21) нинг лимити бирдан 
катта булса, катор якинлашувчи ва кичик булса, узокла-  
шувчи булади. Буни исбот килишни укувчига тавсия ки- 
линади.

Катор ^адларининг ишоралари ^ар хил булган ^олда 
унинг яцинлашишини текшириш учун ушбу теоремалар цул- 
ланади.

и ,* ’ и
" + 1 ( я  H- 1)*f l П

(п+ l ) ft = k.
П —> оо

(21)

§  90. ^А Д Л А Р Н И Н Г  ИШ ОРАЛАРИ ^ А Р  ХИЛ 
Б У Л ГА Н  ЦАТО РЛАР
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Теорема 1. Агарда л'адларининг ииюралари .\ар хал  
булган цаторда ^адларнинг абсолют цийматларидан т у -  
зилган цатор яцанлаш ути булса, у х,олда бералган ца- 
то р  Я1\инлашувш булади.

Буни исбот КИЛИШ учун ушбу

П1 " Г  112 +  П3 ■ “ Г  11 п +  • • • (1)

Каторнинг ^адларипи мусбат ва манфий фараз циламиз. (1) 
Катор ^адларининг абсолют кийматларидан тузилган ушбу 
¡Катор якинлашувчи булсин:

К  | +  \и 2 | + \ил | ‘ ’ "Ь |11П | • (2)

Бу ^олда, асосий шартга мувофнк р ни исталган бутун 
мусбат сон фараз Филипса

Ит (| и п+1 I -Ь |«я+2 | + К+з И----- \и п + Р \\ = °-
П~> о о

Иккинчи томондан, йигиндининг киймати кушилувчилар- 
нинг абсолют кийматлари йигиндиспдан катта булмагани 
учун:

| и п  +  1 + и п  +  2 + ---------- Н | и „  + 1 | +  | « я + 2  I +  ‘  • • +  \и п + р  •

Демак,  р  кандай мусбат бутун сон булса-да,

И т ( К  + 1 +  и п г  2 +  • • • +  и п+р\\ =  °>
/1-<- оо

■бу эса (1) каторнинг якинлашишини курсатади.
Исбот цилинган теоремага асосан >;адлари мусбат ва ман

фий булган якинлашувчи цаторларни одатда икки синфга 
буладилар: 1) ^адларининг абсолют кийматларидан тузилган 
катор якинлашувчи булган каторлар ва 2) ^адларнинг 
абсолют кийматларидан тузилган катор узоклашувчи булган 
•Каторлар. Булардан биринчи синф каторларини абсолют 
якинлашувчи ва иккинчи синф каторларини абсолют Я1<ин- 
лашувчи эмас дейилади.

Масалан, ушбу катор

1 -¡¿Г +  3̂ ---- 4Г +  ■ ■ • (3)

абсолют якинлашади, чунки унинг >(адларинипг абсолют 
■Кийматларидан тузилган ушбу
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(3)

\^атор якинлашувчи булади. Акхипча ушбу цатор

1_________и  . . (4)

абсолют яцинлашмайди, чунки унинг ^адларинипг абсолют 
гцийматларидан тузилгаи цатор узоклашувчи булади (гармо
ник катор), ^олбуки, биз уни келаси иккиичи теоремапинг 
ёрдами билан исбот циламиз, (4) ^атор якинлашувчи булади.

Абсолют якинлашувчи цагор хадларииилг У'рипларинн 
исталган тартибда алмаштнриб, бирининг урнига бошкасини 
куйиш ва группаларга ажратиш мумкип. Холбуки, абсолют 
якинлашувчи булмаган цаторларда ^адларининг йигиндиси 
уларнинг тартибига богликдпр. Мисол учун ушбу цаторпи 

-оламиз:

Бу каторнинг ^адлари уринларини алмаштириб, уни цуйн- 
..дагича ёзамиз:

ЧА) каторнинг йигиндисини 5, ва (В) каторнинг йигипдисини 
■52 фараз циламиз. Бу ^олда

( Л )

■•чунки п =  1, 2, 3, ... булиб усганда (1) каторнинг ^адлари 
:?{осил булади. Шунга ухшаш (2) цаторни куйидагича ёзиш 
.мумкин:
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1 V
2 ^ 1 2  п -п = 1

_1_ 
2 п

еки
— 5 ,  И— 9- ^ !  —  - т г 5 1(

бу эса юкоридаги фикрни очик тасвир килади:.
Теорема 2. Агарда шиора узгартувчи цаторда х,ад- 

ларининг бирортасидан бошлаб уларнинг абсолют ций- 
матлари доимо камайса ва нолга интилса, у ^олда ца- 
тор яцинлашувяа булади.

Одатда ишора узгарувчи цатор деб, ^адларининг ишо- 
ралари навбат билан узгариб борадиган цаторни айтилади„ 
Теоремани исбот цилиш учун ушбу

их — и-, +  и3 — иц +  ■ • • (5)»

цаторда и. > О, I —- 1, 2, 3 ... фараз циламиз.

Берилган цаторда ^адлари абсолют цийматларининг ка^ 
майиб боришини цаторнинг бнриичи ^адидан фараз цилиш; 
мумкип. Шунинг учуп

к,  > и2 > и3 > • • • (6)

Каторнипг сони жуфт хадлари йигиндисини $ 2п фараз ^ил- 
ганда, уни цуйидагича ёзиш мумкин:

=  ( и 1 ~  и 2)  +  («3  —  и д  +  ■ • • +  («2Я-1 -  и 2п ) (7>
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ёкн
5 2л =  « 1  -  ( « 2  -  « 3  )  -  ( W4 -  « 5) -------------------М2П • ( 8 )

^6) га acocan (7) ва (8) даги ^ар бир кавс мусбат сондан 
иборат. (7) га Караганда S2n ^амма вацт усиб боради, чун- 
ки у саноксиз куп мусбат сонларнинг йигиндисидан иборат 
ва (6) га Караганда S2n <  и1 . Бу эса S2n нинг аник лимит- 
га интилишини курсатади. Агарда бу лимитни S  фараз ки- 
линса:

lim S2n = S.
П-ä- oo

Энди каторнинг сони ток булган ^адларининг йигиндиси- 
ии 5 2л+1 фараз киламиз:

5 2л + 1 =  и 1 и 2 +  из И4 +  • ■ • и  2п - j-  и 2п+1

ёки (8) га acocan:

S in+i = S 2n + S 2H+1. (9)
Теорема шартига acocan:

lim ип = О,
п~> с о

шунинг учун
Пт «2л+1 = 0.

П - г с о

Демак, п чексизликка интилганда

1Ím 5 2* + 1 =  Ит S2n = S - П -*■ oo П -> oo

Бу эса, каторнинг якинлашишини курсатади.
Агарда каторнинг биринчи п ^адларинииг йнгиндиси Sn 

ни каторнинг йигиндиси 5  кабул килинса, у  ^олда

I < ил+1 ,

чунки ташланган катор >;ам ишора узгартувчи катор булиб, 
унинг биринчи э^ади ( — 1)л« л+1 булади.

Мисол учун ушбу каторни оламиз:
1 , 1  1 , 1  1
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Бу катор теорема шартига мувофик якннлашувчи була- 
ди (лекин абсолют якннлашувчи эмас, чупки унинг .^адларю 
абсолют кийматларндап тузилган кагор якннлашувчи эмас 
(гармоник катор).

§  91. х;а д л а р и  У ЗГАРУ ВЧ И  К А Т О Р Л А Р

Хознргача биз текширган каторларнинг ^адлари узгар-  
мас фараз килнпган эди. Энди бу ерда ^адлари узгарувчю 
Каторлар устида тухтаб утамиз.

Фараз килаилик ушбу каторнинг >;адлари бирор (а, Ь} 
интервалда аниклапган л' пинг функциялари булсин:

А  ( л ) ~г А  (л") + / з  ^л") Н- • • • ~ h f n (x ) +  • • • ( 1 )

Агарда, бу катор л: нинг шу (а, Ь) интервалдаги (а^ х^ Ь )  
^амма цийматларида якинлашса, у ^'олда (1) каторни (a, by 
интервалда якннлашувчи дейилади.

Фараз кплайлнк (1) катор (а, Ь) интервалда якннлашувчи 
булсин. Каторнингйикпндисп, биринчи п ^адларинингйигин- 
диси ва колдиги л' нинг функцияси булади. Буларни тартиб 
билан

S ( x ) t Sn (х), Rn(x) 

фараз киламиз, яъни

5  (-*) = /, (я) +  /2 (*) - f /3 (л-) + ------\ -fu (jc) +

S n ( л')  =  f i  (х ) + Л  (■*) + / з  ( * )  "I-----------Ь / „  (■«)

Rn (х) = /„+, (х) + f n+2 (-с) + f n+3 (x) ■

5  (л) = lim Sn (х), Rn (jc) =  5 (л')1 -  Sn (х).
П-> оо

Асосий якинлашиш аломатига мувофик (1) каторнинг 
якинлашиши учун ^ар кандай кичик булган мусбат е сон 
берилганда шундай N сонни топиш мумкин булсинки, n>N  
булганда х  нинг (а, Ь) интервалдаги-^ар бир киймати учун

| Ra (х) | <  в (6)

булса, ёки р .хар кандай бутун мусбат булганда

(/ л+1 ( * )  +  f n+2 W H —  + / „ +, W  I <  e ( 6 0
булса, зарур ва кифоядир.

(2

(3>

(4>

(5>
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Умуман айтгакда N х нимг (а, Ь) иптервалдаги киймат- 
ларига боглик булиб, л' турлича булганда N нинг киймати 
^ам ^ар хил булиши ыумкин.

Бирок, агарда шундай N ни топиш мумкин булсаки, 
унинг киймати х  га боглик булмаса, яъни .V нинг (а, Ь) 
иптервалдаги ^амма кнйматларп учуи куйилган шартпи 
таъмнп этадигап битта N сонпн топиш мумкин булса у 
^олда (1) каторни текис якинлашувчи катор дейилади.

Мисол учун ушбу цаторни олампз:

х  -|- х  (1 — х) +  х  (1 — х )1 +  • • • -)- х  (1 — х)п +

Бу катор, махражи (1 — х) булган геометрик прогрессия- 
дан иборат булиб, х  нинг (0,1) интервалдаги (0-<л'-<1) 
^амма кийматлари учун якинлашувчи булади.

Хакикатда х  = 0 булганда каторнипг йигиндиси ноль 
булади ва х  >  0 булганда прогрессия чексиз камаювчи булиб, 
унинг йигиндиси 1 булади. Бу эса, каторнинг йигиндисини 
узиладиган функциядан иборатлигини курсатади, чунки х  
нинг киймати 0 дан мусбатга утганда, унинг усиши з а̂р кан- 
ча кичик булса-да, лекин каторнипг йигиндиси 0 дан бир- 
даннга 1 га караб иргиб кетмокда. Бунинг сабаби катор
нипг текис якинлашувчи эмаслигидир. Хакщатда,  берилган 
Каторнинг колдик ^ади куйидагича булади:

= х(\ — х) + х ( 1  — х) 1 +  • • •

х  нинг кийматлари мусбат булган з^олда, бу катор чексиз 
камаювчи прогрессия булиб, унинг йигиндиси (1 — х)п бу 
лади:

Я„ = ( 1 - * ) " .

|/?л) < е тенгсизлигини каноатлантириш учун

(1 -  Х)П <  8
булиши керак ёки бундан

п ^ ( 1  — х) < 1й е
демак,

п <  г—г г - — 7 =  N 1й (1 —-ж)
булганда |/?„(-*)|<е тенгсизлиги таъмнп этилади.
2 4 - 1 7 7
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Бирок х  полга интилганда 1^(1 — л:) а̂хм нолга интилади 
ва N чексиз катта булади. Бу эса, е берилганда л; нинг 0 
билан 1 орасидаги ^амма кийматлари учун п >  N булганда 
1 ^ 1 < е буладиган N соннимг топиш мумкин эмаслигини 
курсатади. Демак,  берилган катор (0, 1) интервалнинг ^ам- 
маси учун текис якинлашувчи булмайди.

§  92. ТЕКИС ЯЦИНЛАШИШ АЛОМАТИ

Чексиз каторнинг кай вактда текис якинлашиши тугри- 
сида ушбу теорема мавжуддир.

Теорема. Бирор (а, Ь) интервалда анщланган, функ- 
цияларнинг цатори

/, (х) +  /2 (х) + /, (х) +  • • • + /„  (*) +  ■■• (1)

шу (а, Ь) интервалда текис яцинлашувяи булади , агар- 
да унинг х,адларининг модуллари (а, Ь) интервалда мус- 
б ат  ва узгармас \адли

а \ Н “  й 2 а л " Ь  ‘ ‘ '  “ Ь  а п  +  ' '  ‘ №

цаторнинг мос %адларидан к а т т а  булмаса ва (2) цатор 
яцинлашувяи булса (Вейерштрас аломати).

Хакикатда теореманинг шарти буйича «кандай булса-да, 
{а, Ь) интервалда

(3)

Кунилган шартга мувофик (2) катор якинлашувчи б)7лга- 
ни учун исталганча £ сон берилганда, шундай N сомни то
пиш мумкинки, я  > N ва р ^ар кандай (бутун ва мусбат) 
булганда

а „+1 +  а п+2 -Ь • • • +  ап+р <  е. (4)

Иккинчи томондан, (3) га мувофик-

/ л + 1 ( х ) /п+2{х) +  +  / л+/,(-*:)| <  «„  + 1 +

+  а п + 2  +  ■ • ■ +  а п + Р  <  е -

ёки
|Яя (*)| < 6,

бу эса (1) каторнинг текис якинлашишини курсатади.
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§  93. ТЕКИС ЯКИНЛАШУВЧИ КАТОРНИНГ АСОСИЙ ХО ССАСИ

Текис яциплапгувчи цаторнинг асосий хоссаси ушбу тео
рема бнлап ифода килинади.

Теорема. Агарда ушбу цаторда

f\ (х) + Л  (Х) +/з  (х) +  ■ • • + / „ ( А') + • • • (1)

/ ;.(х), (г 1, 2. 3 , . . . )  функцияларнинг .\ар бара бирор 
id, Ь) интервалда узлуксиз булса ва (1) цаторнинг узи 
текис яцинлашувяи булса, у х,олда (/) цаторнинг .S(x) 
iiuFunducu ,\ам (а, b) интервалда узлуксиз булади.

Бу теоремами исбот ц и л и ш  учун (1) цаторминг биринчи 
и .чадларимммг йнгиндисини .Sn(x) билам ва цолдип-шиRn(x) 
билам ифода киламиз:

S,, (х) = /, (х) +  /2 (х) +  /, (х) +  ■ • • +  /„ (л-); (2)

ёки
R„ (X) = /,1+1 (х) 2 (х) +/Я+3 (Л-) -I- ■ • • (3)

S(x) = S„(x) +  tfn(x). (4)

Агарда л' га исталганча бирор h орттирма берилса 5 ( х )
11 u 11 г орттмрмаси цуйидагича булади:

S (х а -/,)... S (х) = [5Я (х +  //) — Sn (х)] ¡- [/?„ (х  +  //) — Rn (дс)] 

•ски (2) га асосам

П
S  (х  + /?) -  S (х) = 2  [ f ¡  (х -Н l>) — ft  (•*)] +  [Я„ X 

/ = 1

X (х Н- //) — Rn (х ) ]. (5)

Хар бир /, (х) (а, Ь) интервалда узлуксиз булиб, цатор 
тмсис якиилашувчи булгани учум $ цандай мусбат сон бул-  
■са-да, шумдап N ни топиш мумкинки, ti '̂ N булганда
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булсин. Куйилган шарт буйича 5 п(х) узлуксиз функциялар- 
нинг йигиндисн эди; шунинг учун к ни шундай ь;илиб олипк 
мумкинки, (п ни сайлаб олгапдан сунгра)

|5„(л- 4 Л ) - 5 „ ( х ) | < - ^ -

булсин. Иккинчи томондан,

15 (х Ь к) — Б (д-) | <  1 (х + /1) — 5 л (х) | +

+  | (х +  Л) | +  | (х)| < е,

бу эса 5  (л) нинг узлуксизлигини курсатади.

§  94. Д А РА Ж А Л И  К А Т О Р Л А Р. ЯЦИНЛАШИШ РАДИУСИ

Хадларн узгарувчи булган цаторларнинг ичида энг му-  
^ими даражали цатор булиб, унинг умумин куриниши куйи- 
дагичадир.

а и -|- а х х  + а2 х 2 -|- а3 хл+ ■ ■ ■ -\- ап х п
бунда а0 , а , , а2 , ... , ап, ... коэффициентлар узгармас сон- 
лардан иборатдир; п — бутуи ва мусбат.

Даражали каторлар тугрисида биз ^озирча ушбу теоре- 
мани исбот килиш билан чегаралаиамиз.

Абелнинг 1-теоремаси. Агарда бирор х  —- ? цийматда (1)- 
даражали цатор якинлашувчи булса, у ^олда х  нинг ^ар 
бир |х|<|Е| киймати учун у ^атор абсолют якинлашувчн 
булади.

Теоремани исбот цилиш учун фаразцилайлик х = 1 бул- 
ганда ушбу

ао “Ь а \̂ +  а 2 ^  "Ь аз +  • • ■ +  +  • • • (2)»

цатор яцннлашувчи булсин, бу ^олда

Игл а л 6л =  0 (3),
П->оо 4 '

шунинг учун ^амма вацт шундай узгармас М сонни топиш 
мумкинки,

(4>
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булсин. Берилган цаторни цуйидагича цилиб ёзиш мумкин:
V 2

а о + а \Ь  ̂V  )  +  а 1 £  | +  ■ • • +  а п

Шунинг билан бизда

+

демак,

£'

ёки (4) га асосам:
Iа х п |< М (5)

Куйилган шарт таъмин этилганда, яъни |х|<|£| бул- 
ганда берилган каторларнинг модуллари ушбу

М

чексиз камаювчи прогрессиянинг мос з^адларидан катта бу- 
лолмайди. Бу эса цаторнинг абсолют якинлашишини курса- 
тади.

Н а т и ж а  1. Агарда х = Ь кийматда катор узоклашувчи 
булса, у  ^олда х нинг ){ар бир |х|>|$| кийматида ^ам ка- 
тор узоклашувчи булади.

Хакикатда, агарда |л:|>|£| булганда катор якинлашувчи 
булса эди, у ^олда исбот ^илинган теоремага мувофик 
|?|<|х| булганда ){ам у якинлашувчи булар эди. Холбу- 
ки, бу куйилган шартга царши. Демак,  катор бу ^олда 
узоклашувчи булади.

Н а т и ж а  2. Исбот килинган теоремани ва ундан чи- 
карилган 1-натижани эътиборга олганда ^амма вакт шундай 
аник ва мусбат /? сони мавжудки,  |х|</? булганда, катор 
абсолют якинлашувчи булади ва |х|>/? булганда катор 
узоклашувчи булади. Бундай хоссага эга булган /? сонни 
Каторнинг яцинлашиш радиуси дейилади. (— Л, +  Я)  ин- 
тервални каторнинг якинлашиш со^аси дейилади. х = ± Я 
булган ^олда катор баъзан якинлашувчи, баъзан узоклашув
чи булиши мумкин.
*177



374 Чексиз цаторлар наэарияси

Мисол учун уш бу  цаторни оламиз:

5х +  54х 4 +  5®х9 +  5 lex te +

Бу каторда:

ип = (5л:)л ; l im хл+1 l im |5л|2л+1= X.

Агарда |5х|< 1, яъни |д :|<-^-  булса,  п чексизликкаин-

тилганда X нолга интилади ва | 5 х| >  1, яъни | x | > - ^ -  бул-
1 1са чексизликка интилади; л  =  - г - в а  х  = ------—оулгапда ,  rça-О о

торнинг куриниши куйидагича булади:

1 +  1 +  1 +  1 +  • • • ; — 1 +  1 — 1 —J— 1 — • • • ,

демак ,  бу  лолларда цатор узоцлашади.  Берилгап каторнипг 

яцинлашиш со^аси |-----+  -£-) булади.

Масалалар

Ушбу каторларнинг л-^адлари тузилсин:

673. -Д— Ь - I -  +  "4- +  • • • Жавоб:  и =3 5 « п 4- 1

674. 2 -h — I— g- + - 16' +  ' ' ' Жавоб:  ип —

л-г- ■* i 3 З2 3J . -у- з" ^
675. 1 +  +  —  +  -4- +  * * * Жавоо:  иа -  .

676. X  +  2х +  +  Ах*^ . . .  Жавоб: ип -(/£ + 1)л* п  + 1

677. +  гЛт +  I • -}г Н- ■ • • Жавоб:  ип1-2 1 2 -3  1 3 -4  1 4 -5  п /г(м+1)

Ушбу цаторларминг йигиндиси топилсип:

678 . 1 + Ч— I- + - 4 - Ч ------  Жавоб:  S = 2.
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679. 4  2Тз Н~ 374 “h 473 + • • • Жавоб:  5 — 1.

ТУ -  1 1 1К у р с а т м а :  и„ — —.— —гг = ------------- г г *3 v  п Л ( Я + 1 )  п п +  1

680. Соф даврий каср берилган: 0, 232323.. .
Бунинг ^а^икий циймати топилсин.

к  п. 23 23 23 . 23
ж а в о о .  -jq0 -f- l000ü -f- 10üü000 i -  - • • — 99 •

Ушбу цаторларнинг яциилашиши текширилсин:

1*2 1*2*3
81. 1 +  утз +  773 . 5  + ■ • • Жавоб:  яцинлашувчи.

1-2 1 1-2-3

683. 2 + - | - + 4 +  4  +

Жавоб:  l im ип /= 0, демак ,ц атор  узоклашувчи булади.
П ->  оо

1-2 1-2-3
684. 4  - ]0з -]- • • • Жавоб:  узо^лашувчи.

685. 2 I- 4  -i- - 9-  '" +  ‘ ' ‘ Жавоб:  узоцлашувчи.

,у - п + 1 1 1 ^ 1К у р с а т м а. и „ - — -— = ------— -  >  - -J Г п /I- п n¿ п

6 8 6 . 4 . - 1- ( 4 ) "  -I- (  4 - ) '  +  ( - 5 - ) “  +1 _1. ( '  _i_ ( 3_V _L /_4 . 1̂В_и . . .  Жавоб:
яцинлашувчи.

687. 1 — 2. +  1_ Ь 4  • • • Жавоб:  узоцлашувчи.
V ^ / 3‘ /4'»

Ушбу цаторларпинг абсолют яцинлашиши исботцилинсин:
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6 8 8 . 1  - 4 - +  Í - Í  +

6 8 « . 1 - 4 - + 4 — 4 -

2  3  4
690.1  - 4 + 4 - 4 -  +

691. Ушбу цаторни я^инлашиши исбот цилинсин.

> +  4 - ( - г ) ’  +  4 - ( + ) ’  +  - г ( т ) ‘  +  -

692. х  нинг киймати кандай булганда уш бу

, * 2 , х3 i х" ,
2 3 • -JT + • • •

Катор абсолют якинлашади? Жавоб:  | х | < 1  булганда .

693. г цандай булганда уш бу

г sin а + г2 sin 2 а + г 3 sin За +  • • •

цатор абсолют якинлашади? Жавоб:  [ г | < 1  булганда.
694. х  ^ар ^андай булса -да  уш бу

cos х  + 4  cos 2х  + 4  cos Зх + 4  cos 4х  + • • •

^атор абсолют яцинлашувчи булади.  Буни исбот цилинсин. 
К у р с а т м а .  | c o s « x | < + .

| а | < 1  булганда 2  Катор х  нинг з{ар бир
Л =  1Л =  1

цийматида абсолют яцинлашувчи булади.  
Буни исбот цилинсин.

696. |х | < п л  булган ^олда уш бу
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_ (а-Ь)(а -2Ь)(а-Щ  „ 4 ,
I- 4!  х  ■

цатор абсолют якинлашади.  Буни исбот килинсин.
697*. Ушбу цатор берилган:

1 +  2 ( l o g  2 ) *  1 (3 l o g  3 ) ft 1 1 n(\ogn)k

агарда k >  1 булса цатор яцинлашувчи булади ва k 1 булса 
узоклашувчи булади.

698. Ушбу цатор берилган

_ L _ _______ L 2 ___ _ ___________ ________________,_ . . .
х  +  1 (х 1) (х г  2)  (х -+■ 1) (х +  2)  (х +  3)

агарда х > 1  булса яцинлашувчи булади ва x^Cl  булса 
узоклашувчи булади.  Буни исбот килинсин.

К у р с а т м а .  Р а а б е  аломати ишлатилсин.

Китобдаги баъзи масалаларни ечиш усуллари

38. lim 12 + 22 + 33 + + +n2 = -L .п3 3П-> оо

Энг аввал касрнинг суратидаги

I2 ч- 2 2 + З2 + • • • Н- п2

йигиндининг умумий ифодасини топамиз. Бунинг учун ушбу

(а + Ь)3 = а3 + 3а2Ь + 3ab2 ¡- b3

формулани оламиз. Бунга мувофик:
2 3 =  (1 -|- 1 )3 =  1 3 + 3 - 1 2• 1 + 3• 1 ■ 1 2 -i- I 3,
З3 =  (1 ! 2)3 =  I3 + 3 - 12-2 -I- 3 - 1 -22 4- 2я,
4 3 =  (1 4- З)3 =  I3 +  3 - 12-3 ! 3 - 1  -З2 +  3 :|,

(п + 1)3 =  (1 + я ) 3 =  13 -|- 3 ■ 12 • я  +  3 • 1 • я 2 I- л 3.
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Бу тенгликларни ^адлаб кушиб, сунгра кискартилса,  уш- 
бу ифода келиб чикади:

(п + I)3 = (я + 1) + 3(12 + 22 + • ■ • Н- п-) +

— 3( 1 -{— 2 + ■ • • -|- я )
ёки

(я  + 1)» =  ( я + 1 )  + 3 (1 2 +  22 + 3 ’ + ------ \- я 2) +  3” (п2— 1) ,

бундан

I2 + 2 2 +  З2 + • ■ • + я 2 =  п {п + V- (2п + ! ) .

Шунинг учун

1, + 2, + 3, + . . . + „, _  „(„  + 1)(2я + || =  1 
л3 6 3п-+ ОО П~* ОО

70 .  l im 1-2 +  2-3 +  ••• + и ( / | - _П =  1
п3 3П-* ОО

Энг аввал касрнинг суратидаги йигиндининг умумий 
ифодасини топамиз:

1 - 2 = 4 - - Ь 2 - 3  =  4 ~ - 0 - 1 - 2 ,

2-3  =  4 - - 2 - 3 - 4 - 4 - - Ь 2 - 3 ,

k ( k  +  1 ) =  ~ k { k  +  \){k -i- 2 ) -  -\ -{k-\)k{k  -I- 1),

я (я + 1) = ~ п ( п  + 1)(я 4- 2)----^-(я — 1)я (я + 1).

Буларни э^адлаб цушиб, сунгра кискартирилса:
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1 • 2  + 2  • 3 + ••• + л ( я  + 1 ) — -Tr- я  ( я  -J- 1 )(л 2 )

булади.  Демак ,

i .  1 • 2 4~ 2 • 3 4~ •••  +  г а ( д - [ - 1) _ 1
п т  п3 — 3 -П->- оо

7 1 ‘ «Гсо { +  ^ 3  +  ^ 4  + •" я ( я +  1) } =  Ь

1 1 1
п(п  4 - 1 )  п п 4-  1

булгани учун

т -L - L  _L + _L + . .. +  1 I
1 - 2  1 2 - 3  3 - 4  ^  Т  и ( « 4 -  1)  I

= Нт|(1—L)+(4— 4-) +

=  lim ( 1 ------- J -p  ] =  1 .
/г-f-oo \ «  +  1

7 4 .  Iim j l n  ( а  +  ех+х) ln =

=  lim j [ ln  ( a  - f  ex+1) +  \nex — I n e *  j l n  ^1 +  4 " ) ]  =

*  + I n  ( ^ + e=  l im
«->-00

in ( i  + 4 - u  =

77. Бутун бурчак билан яримталик бурчакнинг орасида- 
г.и муносабатни оламиз:
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2 tg  JL  ь 2tgx = -------------  . (1)
X

1 -  ‘g2

Энди берилган ифоданинг тузилишини назарда тутиб, 
уш бу  тенгликларни тузамиз:

1 1 _  1 ■* 
tg  *  — 2 g  2 ’

2 t g y

1 1 1 л:
2 tg 2“ ’X X

2 tg  y 2 tg  Y

1 1 1  JC
~  2 .tg 23JC X

2 tg 23 tg - ÿ

л: je 2 b 2‘
2 ‘g-ÿT t g ^ T

Шунинг учун

1 1 1 , x . 1 . x
ter У g  ~~9 I-  ~W  ^6 '*  tg  X 2 s  2 1 ?  6  21

2я t g ^ r

I 1 , X . , 1 , X
+  -2Г ------+-^Г

Иккинчи томондан,

l im ( ----- ------ \ =  l im --------------- Î----- ----------- =

- Т  '
\ / \ ' c o s —  

демак ,  берилган ифоданинг лимити —----- — .
X l g  X
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697. Берилгаи цаторни бундай ёзиш мумкин:

(  2( lg 2)* +  3 (lg 3)* )  + ( (4 (lg 4)Ä 4  + 7 (lg 7 f  l +  '

бумдан

S < 2 ------- — т  + 4- ----- -— ¡r +  8 ------- — Г- +
2 (lg 2) 4 (lg 4) 8 (lg 8)

5 < — — L_  +
(Ig2)A ^  ( lg4)* ( lg8)*

еки

‘S<(¿)F{1 + ̂ r + ̂  +
биз биламизки, А > 1  булганда ^авснинг ичидаги цатор' 
якинлашувчи булади демак ,  k >  1 булганда берилган цатор 
^ам якинлашувчи булади.

Иккинчи томондан, берилган ^аторни яна куйидагича, 
ёзиш мумкин:

5  =  1 д. / 1 +  1  ̂ .
2 (lg 2)ft ' ^ 3 ( l g  4)* 4 ( l g  3)* 1

1 + • • •  + ___ '— ]  +  ■
( 5 /g 5)* 8 ( I g 8 ) * j ^

б у н д а h

S >  -1-4- 12 (lg 2)* 4 (lg 4)* ' 8 (lg 4)a

еки
5  > 1 ii , 1 , 1  

^  2 ( l g l i ) Â ( h 2* ' 3* +

k <  1 булганда ^авснинг ичидаги катор узо^лашувчи бул а 
ди, демак ,  k 1 булганда берилган цатор ^ам узоцлашув- 
чи булади.
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