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So‘z boshi

Fizika fani tabiat qonunlarini o‘rnatish bilan shug‘ullanuvchi
fandir. Nazariy fizika tabiat qonunlarini matematik metodlar
bilan o‘rganadi. Ko‘p yillik tajribalar asosida tabiat qonunlari
bo‘ysunadigan asosiy prinsiplarni keltirib chiqarish va ularga
tayangan holda mavjud tajribalarni tushuntiradigan nazariyalarni
varatish - nazariy fizikaning vazifasidir. Bu vazifani muvaffagiyatli
bajarish uchun esa keng va chuqur matematik bilimlar kerak.
Bakzlavriatura davomida fizika fakultetlarida o‘giladigan oliy
matematika kurslari buning uchun yetarli emas. Shu sababdan
nazariy fizika mutaxassisligini tanlagan magistrantlar uchun
birinchi navbatda mazariy fizikaning har xil sohalarida keng
ishlatiladigan matematik metodlarni yoritishga bag‘ishlangan
maxsus kurs o‘gitiladi. Albatta, matematika - o‘ta keng va chuqur
fan, uning sohalari va metodlarini bitta kitob hajmida qamrab
bo‘lmaydi. Maxsus kursga ajratilgan soatlar ham cheklangan.
Shu sababdan ushbu kitobda bayon qgilingan materiallar mavjud
"Davlat ta’lim standarti" va "Nazariy fizikaning matematik
metodlari" kursining programmasiga muvaffiglashtirilgan.

Bu kitob o'z sohasida birinchi tajriba bo‘lib kamchiliklardan
holi emas. Masalan, o‘zbek tilidagi atamalar muammolari jiddiy
muammodir. Uni hal gilish uchun ko‘p vaqt kerak. Agar o‘quvchi
kitobda kamchiliklar topib qolsa muallifga habar gilar deymiz.

Muallif



I-BOB.

VEKTORLAR VA MATRITSALAR USTIDA
AMALLAR

§1. Vektorlarning ta'rifi

Fandagi ko'pgina umumiy tushunchalar sodda holdagi tushun-
chalarni umumlashtirish yo‘li bilan olinadi.

Ikki oflchamli fazodagi vektor tushunchasidan boshlaylik.
Tekislikda, dekart koordinat sistemasi - (z, ¥)- berilgan bo‘lsin. Shu
koordinat sistemasini ¢ burchakka burab yangi (z',7/) sistemaga
o‘taylik. Tekislikda yotgan bir r vektorini olib qaraylik. Uning
eski koordinat sistemasidagi koordinatlari (ri,r9) bo'lsin. Shu
vektorning yangi (shtrixlangan) sistemeadagi koordinatlarini (r{, r5)
deb belgilaylik. Buni (I.1)-rasmda ko‘rishimiz mumkin. Masala
- mana shu (z,y) — («/,y’) almashtirishda ikki o‘lchamli r
vektorimizning komponentalari ganday o‘zgarishini topish. Bizning

$

I.1-rasm: Koordinat o'glarini ¢ burchakks bureshga oid

magsadlarimiz uchun r vektorni vektor-ustun sifatida tasavvur

qilish qulaydir *:
r:(rl):(x) (1)
T2 X Y ’

"Wektorlarni wustun sifatida belgilash ularni matritsalar va tenzorlar bilar birga ko'rishda juda qulaydir.




Shtrixlangan sistemada huddi shu vektorimizni

=(1)-(7) @

deb belgilaylik. Rasmning geometriyasidan ko‘rinib turibdiki:

!

Y
Y =Nty cos Zige g = z1+19 = Y tg o+

, (3)

cosp’
yoki,
r’ =z cosy+ysiny, @
y' = —zxsinp+ ycosep.
Olingan munosabatni

"\ _ cosy sing Ty 5
o ] — \ —sing cosg g (5)

ko‘rinishga keltirib olganimiz qulaydir. Bundan ko‘rinib turibdiki,

agar
o = an @12 | _ cosy sing (6)
as a2z —siny cosy /
ko‘rinishd agi matritsa kiritilsa (4) va, unga ekvivalent bo‘lgan (5)
formwlalarni .
T, = Z ag‘-’)rj, i=1,2 (7
j=1

ko‘rinishga keltirib olish mumkin. Darhagqiqat,

ri =z’ =anr; + ajprg = TCosp + ysinyp,
rp =19y = aim + axpr; = —zsing + ycos @.

(T)-formula tekislikda yotgan ikki o‘lchamli radius-vektorning
ta'rifini leradi, bu ta‘rifni umuman ikki o‘lchamli vektorning
ta'rifi sifatida qabul qilaylik: bizga ikkita komponentali- kattalik
berilgan bo'lsin - A = (A3, A;). Bu kattalik ikki o‘lchamli
vekior deyiladi qachonki @ koordinat sistemasini
almashtirganda quyidagi goreun bo‘yicha o ‘zgarsa:

z a(2)A i=1,2 (9)

(8)



Ushbu formulaga kirgan a'? matritsa yugorida ta‘rifangan.

Odatda shunga oO‘xshash indeksli ifodalarda bitta sod-
d alashtirish qabul gilingan - ikki marta uchraydigan ixtiyoriy
indeks ‘sogov indeks deyiladi va u bo'yicha yigindi ko‘zda
tutiladi ammo yig‘indi belgisi tashlab yuberiladi. Bunday qoida
Einstein qoidasi deyiladi. Shu qoidani qabul gilib yuqoridagi
formulani quyidagicha yozib olamiz:

Bu formulada o'ng tomondagi j - soqov indeks, u bo‘yicha
yigiindi ko'zda tutilgan. Ifodaning ikkala tomoniga kirgan <
indeks ozod indeks deyiladi. Ixtiyoriy formula to'g‘ri bo‘lishining
zaruriy sharti - ozod indekslarning soni va belgilanishi formulaning
ikkala tomonida bir xil bo'lishi kerak. Soqov indekslarni esa
ixtiyoriy belgilayverish mumkin - indekslar adashib ketmasa bo'ldi.
Masalan,

Aj=eP 4 =t =P A (11)
Ikki o‘lchamli vektorning ta‘rifini oldik. Uch o‘lchamli vektorlarga
o‘taylik. Bizga uch olchamli radius-vektor berilgan bo‘lsin:

T
r=(y). (12)

Shu vektorni z o‘qi atrofida ¢ burchakka burishni quyidagicha ifoda
qilish mumkin:

2’ cos sing 0 Z
=19 | =| —sn¢g wsp O) Yy |. (13)
2 0 0 1/ \=z2

Darhagiqat, bu matrik tenglama quyidagi uchta tenglamaga teng:

¢’ =1 cosy + ysing,
—zTsing + ycosg, (14)

Z.

N
L w
I

Agar endi y o‘qi atrofida (demak, (xz,z) tekisligida) ) burchakka



buralishga kelsak uni

2’ —siny 0 cosy z
-0 @
2 cos®p 0 siny z '

ko‘rinishda ifodalashimiz mumkin. Matritsasiz yozsak

' = —z siny + zcos,

y =y, (16)
Z'=zcosy + xsiny

tenglamalarga kelamiz. Bu ifodalar koordinat sistemasini o‘ng
qo'l qoidasi bo'yicha burashga mos keladi. Huddi shunday z
o'qi atrofida ¢ burchakka buralishga ((y,z) tekisligida) quyidagi
formulalar mos keladi:

!/

=1z, Yy = ycosp+zsing, Z = —ysing+zcosp. (17)

Matritsalar tilida buni quyidagicha ifodalashimiz mumkin:

z' 1 0 0 x
r’=(y'>=(0 cos ¢ sin¢)<y). (18)
Z' 0 —sing cos¢ z

Uch o‘lchamli fazodagi ixtiyoriy buralishni avval z o‘qi atrofida ¢
burchakka, keyin y o'qi atrofidagi 1 burchakka va nihoyatda, x
o'qi at-roﬁciagi ¢ burchakka buralishlatga. keltrishimiz mumkin. Bu
degani, uch o‘lchamli fazodagi umumiy buralishni

1 0 0 —siny 0 cosy cosy sing O
a® =0 cos¢ sing 0 1 0 ~sinp cosp O | =
0 -sing cos¢ cosy 0 siney 0 0 1

— cospsiny — singpsiny cos Y
= ( cosycostsin ¢ — cosPsing  cospcosp +cosysingsing  sin ¢siny )
cos@cospcos Y +singsing —cospsin g + cospeosyPsing cosgsiny

(19)

matritsa yordamida bajarishimiz mumkin. Bu holda uch

o'lchamli ixtiyoriy vektor shunday A kattalik bo‘ladiki, uning

uch komponentasi bo‘lib A = {A,, Ay, A3} ular uch

o'lchamli fazodagi koordinat sistemasi buralganda yangi sistemada

quyidagicha ifodalanadi:

A=a4,  ij=128 (20)



Bu yerdagi matritsa a®® - (19)-formula orqali aniglanadi.
Huddi shuningdek n o‘lchamli fazolardagi vektorlarni

aniglashimiz  mumkin. Agar bizga n-komponentalik
A = {A;, Ay As, ..., A} kattalik berilgan bo‘lsa va u
koordinat o‘glarini almashtirishda

Al=aP4;,  4i=1,23..,n (21)

goida bo‘yicha o‘zgarsa bunday kattalik n o‘lchamli vektor deyiladi.
Bu yerdagi a matritsa ko'rilayotgan almashtirishga mos ravishda
aniglangan bo'lishi kerak. '

(6)-formula orqali kiritilgan matritsaga qaytaylik. Transponir-
langan matritsa tushunchasini kiritaylik (ko‘rsatkichidagi (2)

indeksini hozircha yozmay turamiz): a,-Tj = a;j;. Ko'rinib turibdiki,

oI = ( oS @ singo)
—sing cosy J°
Demak, a’a = I - birlik matritsa. aZa = I hossaga ega bo‘lgan
matritsalar ortogonal matritsa deyiladi. Keyin ko'rsatamizki,
umuman ixtiyoriy evklid fazosidagi buralish matritsalari ortogonal
matritsa bo‘ladi, buning muhim ahamiyati bor - §4.-paragrafning
ohirida shuning asosida evklid va psevdoevklid fazolaridagi vaktor
va tenzorlarning katta farqi kelib chiqgishi ko‘rsatilgan.

§2. Aktiv va passiv yondoshish

(4)-, (5)- va (6)-formulalar tekislikdagi (z,y) koordinat o‘glarini
¢ burchakka soat strelkasiga garshi yo‘nalishda burashga mos
keladi - (I.1)-rasmga garang. Bu formulalardagi (z,v) va (z/,v')
koordinatlar bitta r nuqtaning eski va yangi sistemalardagi
koordinatlaridir.

Buralish operatsiyasiga boshqacha yondashish ham mumkin.
(I.1)-rasmdagi r vektorni soat strelkasi bo'yicha p burchakka
buraldi deb garash mumkin. Bu holda

1) _ [ cos¢ —sing T (22
T sing Ccosy Ty 2]

8



ifoda r nugtaning qo‘zg‘olmasdan turgan koordinat sistemasidagi
yangi va eski koordinatlarini bog'laydi. Agar (5)-formula passiv
almashtirish formulasi deyilsa (22)-formula aktiv almashtirish
formulasi deyiladi. Qaysi bir yondoshishdan foydalanish
o‘zimizning ixtiyorimizda bo‘lib masalaning hususiyatlaridan kelib
chigib tanlaniladi. Kitobning qolgan gismlarida alohida aytib
o‘tirilmasdan ikkala yondashishdan foydalanid ketilaveradi.

§3. Tenzorlar

Fazo koordinatlarining  almashinishida ikkita vektorning
ko‘paytmasi kabi o‘zgaradigan kattalik Tj; ikkinchi rang tenzori
deyiladi:

Tz,] = aila]-kTgk, i,j, ’C, l= 1, 2, 3, ey, (23)
Uchta vektorning ko‘paytmasi kabi o“zgaradigan kattalik esa:
ﬂtjk = ailajmakn’Tlmn (24)

uchinchi rang tenzori deyiladi va h.k. Shu nuqtai nazardan vektor
- birinchi rang tenzoridir.

Tenzorlar ichida simmetrik va antisimmetriklik hossalariga ega
bo'lganlari muhim rol o'ynaydi. Simmetrik tenzor quyidagicha
ta'riflanadi:

Si; = Sjz- (25)
Antisimmetrik tenzorning ta'rifi:
Aij =—Aj. (26)
Quyidagi tasqiq juda keng qo‘llaniladi:
A;;Si; = 0. (27)

Buning isboti sodda bo‘lgani uchun uni o‘quvchiga havola gilamiz.

Fizikada uchraydigan hamma tenzorlar o‘zining indekslari
bo'yicha yoki simmetrik, yoki antisimmetrik bo‘ladi - bu
ko‘rilayotgan masalaning erkinlik darajalarining soni bilan bog'liq.
Masalan, simmetrik ikkinchi rang tenzorning umuman n?
komponentasi bor, simmetriklik sharti (n? — n)/2 ta shartni

9



beradi (diagonaldan yuqoridagi elementlar diagonaldan pastdagi
elementlarga teng), demak, simmetrik ikkinchi rang tenzorining
mustaqil komponentalarining soni n?! — (n> — n)/2 = n(n +
1) /2 ga teng. Antisimmetrik ikkinchi rang tenzorining ham
komponentalarining umumiy soni n2, antisimmetriklik sharti esa.
n—+(n?—-n)/2=n(n+1)/2 ga teng. Bu yerda birinchi n - hamma
n ta diagonal elementlarning nolga tengligi sharti, (n? — n)/2
- diagonaldan yuqoridag elementlarning diagonaldan pastdagi
elementlarga minus ishora bilan tengligini bildiradi. Demak,
antisimmetrik tenzorning mustaqil komponentalari soni n(n — 1) /2
ga teng ekan.

Masalan, F,, = 0,A, — 0,4, - elektromagnit maydon
tenzori, bu yerda p, v indekslar O, 1, 2, 3 - to‘rtta qiymat gabul
giladi. Demak, F,, ning umuman 16 ta komponentasi bor, ammo

o‘zining ta'rifi bo‘yicha u antisimmetrik tenzor - F,, = —F,,.
Antisimmetriklik shunga olib keladiki, to‘rtta diagonal elementlar
o‘zining manfiyiga teng bo'lgani uchun nolga teng: Fog = —Fgo =0

va hk. Yuqoridagi umumiy formula bo'yicha F,, ning 4(4—-1)/2 =
6 ta mustaqil komponentalari bor, ularga uchta elektr maydon
vektori E komponentalari va uchta magnit mayvdon bektori B
komponentalari mos kelishi ma’lum.

§4. Vektor va tenzorlarning umumiy ta‘rifi

Avvalga paragraflarda wvektor va tenzorlarning almashtirish
koeffisientlari a;; lar chizigli almashtirishlarga mos keluvchi
tenzorlar edi. Chizigli fazoning chizigli almashtirishiga o‘zgarmas
a; matritsalar mos keladi. Umumiy holga o‘taylik. ya’ni,
koordinatlarning umumiy almashtirishini ko‘ramiz:

= fi(z), i=12...,n (28)

Alm ashtirishning yakobiani noldan farqli bo‘lishi kerak, ya’ni,
almashtirish of‘zaro bir qiymatli va teskarisi mavjud bo‘lgan
alamshtirish bo’lishi kerak. Bu holda

ﬁdxj Oz do!

d i = T = -
o 0xi o

10



bo‘ladi (ikki marta uchragan indeks bo‘yicha yig‘indi ko‘zda
tutiladi).
ta‘rif: Agar n komponentalik A'(z) kattalik (28)-
almashtirishda _
_ 0"

oL (29)

gonun bo'yicha almashilsa u kontravariant vektor deyiladi.
Bu tarif (21)-ta‘rifdan a;; koeffisientning o‘rniga Oz"/0z’
koeffisient paydo bo‘lishi bilan farq qiladi. Agar (28)-almashtirish
chiziqli bo‘lganda ya’na o'sha (21)-ta‘rifga qaytamiz.

Endi funksiyaning gradientini qaraylik: 8;¢. Bu yerda ¢(z) -
skalar funksiya: ¢'(x’) = ¢(z), §; = 9/0z*. (28)-almashtirishda
quyidagiga egamiz (hosilaga zanjir qoidasini qo‘llaymiz):

d¢/(!) _ 8 dplz)

oz Oz’ fxi
Ko'rinib turibdiki, skalarning gradienti kontravariant vektorning
ta'rifiga mos kelmaydigan formada almashinayapti.

ta‘rif: Quyidagi qoida bo'yicha almashinadigan kattalik
kovariant vektor deyiladi:

Ali

G’ =

, 07
A'i = '@;A].
(29)- va. (30)-ta‘riflardagi koeffisientlarni matritsa sifatida ko‘rsak
(ixtiyoriy ikki indeksli kattalikni matritsa sifatida ko‘rishimiz
mumkin) bu ikkala ta‘rifdagi matritsalar ma’lum darajada bir
biriga teskaridir.
Ko- va kontravariant tenzorlarni ham shu yo‘sinda kiritishimiz
mumnkin. Masalan, ikkinchi rang kontravariant tenzori:

_ 002",
ozt 81t
Ikkinchi rang kovariant tenzor:

, _ 0zF o

VT 8B

(30)

" j

11



Ikkinchi rang aralash tenzor:

n i
i 9" 0T

L
Shundayl yo‘l bilan yuqori tartibli tenzorlarni ham kiritish mumkin:
Tiy BJ¥! va hk.
1.1-mashq. Zanjir qoidasi

oz 0z

B B~ O ()
dan foydalanib ko- va kontravariant vektorlarning skalar ko'paytmasi 28-
almashtirishlarga nisbaten invariant kattalik ekanligini isbot qiling:

A"B!= A'B,.

Shu bilan birga, A*B* va A4;B; ko‘payimalarning invariant emasligiga ishonch
hosil qilish mumbkin. B

Biror yuqori rang aralash tenzori T}]  berilgan bo‘lsin.
Agar uning bitta ko- va bitta kontravariant indekslari bo‘yicha
vig‘indisini olsak uning rangi ikkiga kamayadi:

T8, = T,
Buni isbot qilish giyin emas.

Nima uchun yuqorida n— o‘lchamli evklid fazosidagi vektorlar
haqgida gap ketganida biz ularni ko- va kontra-variantlarga
ajratmagan edik? Sababi quyidagicha. (29)- ta‘rifdagi koeffisientni
quyidagicha belgilaylik:

; 31:/7'

al = —.

7 Ozl

Ixtiyoriy ikki indeksli lkattalikni matritsa sifatida qarashimiz

mumkin bo‘lgani uchun aé- = a;; deb garaymiz, bunda yuqoridagi

- kontravariant - indeks satr nomeri bo‘lib xizmat qiladi, quyi -
kovariant - indeks esa ustun nomeri bo‘ladi.

@

Teopema 1.1 Agar almashtirish koeffisientlaridan tuzilgan a;;
matritsa ortogonal bolsa ko- va kontra- variant vektorlar orasidogi
farq yo'q bo'ladi.



Isbot: Zanjir qoidasi (31)-dan kelib chiqadiki ko- va kontra-
variant vektorlarning almashtirish qonuni bir-biriga teskari.
Ikkinchi tomondan, (30)-forrmuladagi koeffisientda (29)-qoida
nuqtai-nazaridan indekslarning o‘rni -almashgan, ya'ni, (30)-
forlr}}ulada a~'T matritsa turibdi. Ortogonal matritsa uchun esa
a ' =a.

Demak, ortogonal almashtirishlar hagida gap ketganda ko- va
kontra- variant vektorlarni ajratmasak ham bo‘ladi.

Ikki oflchamli evklid fazosidagi vektorlarning almshtirish
matritsasi (6)-formula orqali kiritilgan. Bu matritsaning o7 =
a~! ekanligini, ya’ni, uning ortogonalligini ko‘rish qiyin emas.
Ortogonallikni tekshirishning Yugqorida ko‘rdikki, ikki, uch va
h.k. o'lchamli evklid fazolarida chizigli almashtirishlar ortogonal
matritsalar orqali bajariladi, shu sababdan evklid fazolarida ko-
va kontra- variant vektorlar ajratilmaydi. Minkovsky fazosi
psevdoevklid fazo, undagi chiziqli almashtirishlar psevdoortogonal
matritsalar yordamida bajariladi. Bu holda vektorlarning
variantligining farqiga bormaslik mumkin emas.

§5. Vektor algebrasining analitik formasi

Quyidagi ikki tenzor kiritaylik: ;; va €;%. Ularning ta'riflari:

_} Li=3
bu tenzorning nomi Kronekker deltasi.

1, ijk = 123,231,312 tartibda;
gk =< —1, ijk = 213,132,321 tartibda, (34)

0, ixtiyoriy ikki indeks teng bo'lsa.
Bu tenzor Levi-Chivita birlik antisimmetrik (psevdo)tenzori
deyiladi. Rostdan ham, uning ixtiyoriy ikki indeksining o‘rnini
almashtirsak tenzorning ishorasi o‘zgaradi. ta‘rifdan bevosita

ko‘rinib turibdiki

Eijk = Ejki = Ekij = —E€jik = —E4kj = —€kji; Eiik = &4ij5 = E453 = 0.
(35)

13



Mana shu ikki tenzor yordamida biz butun tenzor algebrasini qurib
chiqamiz. Birinchidan, bu tenzorlarning invariant ekanligini isbot
gilaylik. .
5:1 = aikaﬂék, = QjkQj; = (i;j. . (36)
Kronekker deltasi fazo o'glarini almashtirganda o‘zgarmas, ya'ni,
invariant ekan.
Skalar ko'paytmadan boshlaylik.  Birinchidan, deltaning
ta‘rifidan oydinki
Ai = dijAj. (37)
Bu esa skalar ko‘paytma uchun
A-B=AB; = Ad;B; (38)

ni beradi.
gijx tenzor yordamida ikki vektorning vektor ko‘paytmasini
quyidagicha ta'riflashimiz mumkin:

[ABL = SijkAjB;;. (39)
Tekshirib ko‘raylik. 7 = 1 bo‘lsin:
[AB], = [AB]_ =&134;B:. (40)

O‘ng tomondagi ikkita yig'indi ostida soqov indekslar j va k
fagatgina 2 va 3 giymatlarni gabul qgilgan hadlargina nolga teng
emas:

€1jxA;j By = €123 4283 + €13 A3By = A B3 — A3 B,. (41)

Olgan natijamizni o‘zimizga ma’lum ko‘rinishga keltirib olishimiz
mumbkin:

[AB], = AsB3 — A4;B; = A,B. — A.B,,. (42)

Demak, €;;; tenzori vektor ko‘paytmani kompakt ko'rinishda yozib
olishga imkon berar ekan. Agar shu tenvorming quyidagi xossalarini
kiritsak: i

€ijk€im = Ojt0km — O;mOk,  EijtEijm = Wpm, Eijpsr = 6, (43)

vektor algebrasida uchraydigan eng murakkab ifodalarni ham
soddalashtirish imkoniyatiga ega bolamiz.  Bu =xossalarning
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birinchisini to‘g‘ridan-to‘g'ri tekshirib ko‘rishgina mumkin. Ikkin-
chisi esa birinchisidan uni J; ga ko'paytirib soqov indekslar
bo‘yicha yig‘indini xisoblab olinadi. Uchinchisi ikkinchisini dxm, ga

ko‘p Ky‘cmb olinadi.
. 1t11gan formulalarning ‘qanday ishlashini misollarda ko‘rib
chiqaylik.
1.1- mxsol. Uch vektorning qo‘shma ko‘paytmasini toping.
A-[BC] = 4; [BC], = eis4: B;Cr. (44)

Agar (35) ni eslasak uch vektor qo‘shma ko‘paytimasining bizga ma’lum bir
xossasini olgan bo‘lamiz:

A-[BC] =B [CA] =C [AB]. (45)
1.2-misol.

[AB] - [CD} = [AB],[CD}, = ¢;;tA; Bi€itmCi D =
= (6:16um — 6imbk) A;BiCiD = (A -C) (B -D) — (A - D) (B - C)

1.3-misol. Birlik antisimmetrik tenzorning antisimmetrikligidan foy-
dalanib

(46)

A- [AB]=0 (47)

ekanligini ko'rsating,.
Isbot.
A [AB] =€k AiA;By. (48)

Bu ifodada uchta sogov indeks bor - i, j, k, ularning har biri bo‘yicha 1 dan
3 gacha yig'indi ko‘zda tutilgan. k indeksni olaylik va uning har bir qiymati
uchun nolni olishimizni ko‘rsataylik. k = 3 dan boshlaylik. Unda

€ijafiA;Bs = (A1As — A2 A1) By =0 (49)
bo'ladi. Shu muloxazani £k = 1 va k = 2 xollar uchun ham qaytarishimiz

mumkin, har gal ham nolni olamiz. Umumiy natija. ham nolga tengdir.
Uchta vektorning vektor ko‘paytmasini ko‘raylik:

[A [BC]L = EijkAj [BC] e eijkAjeklmBlCm = ( )
50
= (6i16jm - Jim(sjl)AjBlCnl = Bz(A . C) — Cm(A . B),

yoki, to‘liq ravishda vektor ko‘rinishga o‘tsak:
[A[BC]] =B(A-C) - C(A-B). (51)

Asosiy tekstda uchta vektorning vektor ko‘paytmasi uchraganda
ularda ham huddi (50)-forrulasidagi tartib ko‘zda tutilgan
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- birinchi vektor ikkinchi va wuchinchi vektorlarning vektor
ko‘paytmasiga vektor ravishda ko'paytirilgan.
Maydon operatsiyalariga o‘taylik. ta'rif bo‘yicha

divA = 8, A, + 8,4, + 8, A, = 1 A1 + BoAy+ 8343 = B;A; (52)

Rostdan ham, divergensiya - bu nabla bilan vektoming skalar
ko‘paytmasi - div A = V - A. Rotor operatsiyasi nablaning vektor
ko‘paytmasi orqali aniqlanadi:

rotA =V x A, (53)
Vektor ko‘paytmaning umumiy ta'rifi (39)- bo'yicha
(I‘Ot A)z = SijkajAk. (54)

Bu ta‘rifdan foydalanib quyidagilarni isbot qilaylik:
1.
divrot A = 9; (ot A); = £;;40;0;Ax = 0. (55)
Chunki simmetrik tenzor §;0; bilan antisimmetrik tenzor e;;;
larning (z, 7 bo‘yicha) yig'indisi nolga teng ((27)-bo‘yicha).
2.
(rot gradyp); = €j10;0kp =0, (56)

yana huddi o‘sha sabab bo‘yicha.
1.4-misol. Maxwell tenglamalariga kirgan

divB =0 (57)

tenglamaning yechimini toping.
Yechim. (55)-bo‘yicha (57)-dan

B =rotA (58)

ekanligi kelib chlqadl
1.2-mashq. £div[E x B] ni Maxwell tenglarmalarini ishlatib toping.
1.3-mashq. rot [A x B] AdivB-BdivA+(B-V}JA—(A-V)Bni
keltirib chiqaring.
1.4-mashq. rot rot A =igraddiv A — AA ni keltirib chigaring.
1.5-mashq. grad(A- B) (B-V)A+(A-V)B+B xrotA+ A x rotB
1ni keltirib chigaring.
1.6-mashq. [A x B)2 = A28’ — (A - Bj2 ni keltirib chigaring.
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g§6. Helmholtz teoremasi

Teopema 1.2 Quyidegi munos abatlar orqali aniglangan F vektor
V-F=D, VxF=C
quyidegi ko‘rinishga ega:
F=-Vu+Vxw, (59)
bunde
D(r
“(")=4_ |r( )|d3' ™Y Y

Bu gerda D(r) va C(r) funksiyalar cheksiziikda r — o0
nolga kamida 1/v? dek intilishi kerak, undan tashgari o‘zaro
kelishtrilganlik sharti ¥V - C = 0 bajarilishi kerak.

Isbot: Teoremaning isboti

1 r—r 1
- = A
r-r] r=rP = "jr—r]

= —4né(r —r’)
formulalardan kelib chiqadi:
V-F=-Au= / D(r'}§(r — 1')d®' = D(x),

VXxF=VxVx w=-Aw+V(V.w),

—Aw = C(r),
Vow=r [ v _cu)d '—-i/———r_r' C@)d*' =
4 |r — 1| T Tl lr —r/|3 ' B
_____1_ 4 1 13/__1/ / C(I") 3,/
=~ Vlr—r'lc(r)dr_ y v Py a°r'+

L 1 ’ ’ 3/__if ! C(rl) _
+47r/|r—r’|v Cr)d>r' = i ds |r—r’|_0’

dunki C =~ 1/r2
Topilgan formula (59) yagonami yoki unga nimanidir qo‘shib
qO'yishimjz - memkimmmi?— - Biged—ga-~divergensivasi —va~rotor



nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy vektorni qo‘shib go'yishimiz mumkin,
natija o'zgarmaydi. Amimo, cheksizlikda nolga intiluvchi hamda
divergensiuasi va rotori nolga teng bo'lgan vektorning o‘zi nolga
teng. Shuning uchun (§9) formula yagonadir.

Olingan natijani bir joyga yig‘ib quyidagi formulani yozib
olishimiz mumkin: r — oo da 1/r dan tezroq nolga intiluvchi
ixtiyoriy F(r) funksiya uchun quyidagi tasavvur o‘rinlidir:

v o [T 2000) o (8100
(60)

Isbot gilingan tasdiq He mholt:? teoremasi deyiladi.
1.5-misol. Elektiostatikcada V-E =47p, V X E = 0. Demak,

E(r) = -V (/ T d3 ’) =—=Vo(); () =/'—I_E%d3r’.
4

1.6-1misol. MagnitostatikadaV - B =0, Vx B = -Z—TJ: Demak

4 d%') —V x Ar); A(r)=%/———'rj(j,l,' |

1
B(r)=Vx (; Ir—l"l
§7. Matritsalar

7 X n-matritsa deganda biz mma’lum bir qoidalarga bo“ysundirilgan
quyidagi jadvalni ko‘zda tutamiz:

Qi1 4y - 1,

a a e Qs PN
A= 2n (61)

Qpl1 Qp2 ** Qpp

Matritsani ko‘pincha uning matrik indekslarini ko‘rsatib bel-
gilaymiz: (A);; = 4. Matritsalarning ko‘paytmasi qoidasi
quyidagicha ta' riflanadi:-

(AB)U = aikbkj. (62)

2Hermann Ludwig Ferdinand von Heluholz {I 821 - 1894) - nemis fizigi




Soqov indeks k bo' yicha yig‘indi - 1 dan n gacha. Bu qoida chap
matritsaning satrini o'ng matritsaning ustuniga ko' paytlrlshga mos
keladi.

Matritsalarning ko‘paytmasi umumiy holda nokommutativlik
hossasiga ega, ya'ni
AB # BA. (63)
1.7-misol. Bizga ikkita. matritsa berilgan bo'lsin:

12 23
A=(01), B=(40). (64)
Ko‘rinib turibdiki,

as=(51)(23)=(29) ©9
BA=(Z 3)( ) ( )=>AB¢BA. (66)

Agar ikkita matritsaning ko‘paytamasi ularning tartibiga
bog'iiq bo‘lmasa
AB = BA, (67)

bunday matritsalar o‘zaro kommutativ deyiladi.
Hamma diagon al elementlari birga, nodiagonal elementlari
nolga teng matritsa

10 -~ 0
L (68)
00 - 1

birlik matritsa deyiladi. Uni ko‘pincha
I;;= &y, 4, =123, .,n (69)

ko‘rinishda olish quiaysir.

§7.1. Matritsalarning turlari

1. Simmetrik va antisimmetrik matritsalar.
Simmetrik matritsa:

Sij = S]l (70)

19



Antisimmetrik matritsa:
Ay =—Ay. (71)

nxn matritsaning komponentalarining soni n. Matritsa simmetrik
yoki antisimmetrik bo'lganda uning mustaqil komponentalari
sonini topaylik.

Simmetriklik sharti diagonal komponentalaiga alogasi yo'q,
ularning soni n-ta. Diagonaldan tepadagi komponentalar soni
(n? — n)/ 2, simmetriklik sharti ularning diagonaldan pastki kom-
ponenttalarga tengligini bildiradi. Demak, mustaqil komponentalar

soni: 4+ (n?—n)/2= En(n +1).

A ntisi mmetrik matritsaning diagonal komponentalari nclga
teng: Az = —Ay = 0,7 = 1 2,..,n Diagonal ustidagi
komponerxtalar diagonal pastidagilarga minus ishora bilan teng,
shu bilan antisimmetrik matritsaning mustagil komponentalarining

1
soni —n(rz — 1) ga teng degan hulosagea. kelamiz.

2. Owrtogonal matritsa. Transponirlangan matritsa - satr
va ust unlauri o'‘zaro almashgan matritsa.:

(A7), = A, (72)
Agar gandaydir haqiqiy A matritsa uchun
ATA=AAT =1, woki AzA; =93 (73)

bo‘lsa matritsa A ortogonal matritsa deyiladi.
1.8-misol. (6)-matritsani olaylik. T ortogonal matritsadir. Birinchidan
uning t ransponirlanganini topayli:

. T .
cos —smga) _( ¢os p sm<p)
sing  cosg - _—sing cosg

Ko'rinib turibdiki
cosyp sing cosy —sing \ (10 7
—sinyp cosp sing cosp /T \ 01 (74)
Demak, ikki o‘lchamli evklid fazosini  burchakka burash
matritsasi ortogonal matritsa ekan. Buni boshga so‘zlar bilan

ham ifodalashimiz mumkin: tekislikdagi koordinatlarni burash
almashtirishi ortogonal almashtirish bo‘ladi.

20



Ushbu tasdiq fagat tekislikka emas, ixtiyoriy n-o‘lchamli evklid
fazosiga taalluglidir.
n-o'lchamli evklid fazosida chiziqli almashtirish O ni ko raylik:

.'Di = O,‘j(l,']‘. (75)
Ochib yozsak

I = Onzi + O19xz9 + - -+ + Oqp g,
Ty = Og1x1 + O99x9 + - - - + Ogpxy,
(76)

.’ZI; = Onlftl + On2$2 + -+ Onnzn-

Ushbu chizigli almashtirish vektorning kvadratini saglasin deb
talab qilaylik:

xT . x' = 2,050z, = x - x. (77)
Bu munosabat bajarilishi uchun
OF.0ij = OixO;j = &; (78)

bo‘lishi kerak. Demak, n-o°‘lchamli evklid fazosida n X n o‘lchamli
ortogonal matritsa yordamida bajarilgan chizigli almashtirish
vektorning kvadratini saglar ekan. Koordinat o‘qlarini biron bur-
chakka burganimizda ham vektorlarning kvadratlari o'zgarmaydi,
chunki vektorning kvadrati uning uzunligining kvadratiga teng.
Demak, aylanish almashtirishlari ortogonal matritsalar yordamida
bajarilar ekan.

(73)-shartning ma’nosi shuki, ortogonal madtritsaning ustunlari
o'zaro perpendikular va har birining uzunligi birga teng bo'lgan
n— komponentali vektorlardan iborat. Huddi shu tasdiq ortogonal
matritsaning satrlariga ham tegishli. Buni (6)-matritsa misolida
ko‘rish mumkin: uning har bir ustuni 2-o‘lchamli uzunligi birga

teng vektordir,
(cgsgo) va (—smgo)’
sin COoS ¢

ularning o‘zaro skalar ko‘paytmasi nolga teng. Satrlardan tuzilgan
vektorlar hagida ham huddi shuni aytishimiz mumkin.
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Ortogonal matritsaning determinantini topaylik.  Birinchi
tomondan
det(OTO) = det I = 1. (79)
Ikkinchi tomondan
det(OT0) = (detO)?, (80)

chunki transponirlash natijasida matritsaning determinanti
o‘zgarmaydi. Bu yerda matritsalar ko‘paytmasining determinanti
determinantlar ko‘paytmasiga teng ekanligi ishlatib ketildi.

Demak,
detO = =£1. (81)

Odatda ixtiyoriy n x m ortogonal matritsalar to‘plami O(n)
deb belgilanadi, shu to'plamga kirgan va determinanti +1 ga
teng bo‘lgan matritsalar to‘plami esa SO(n) deb belgilanadi.
SO (n) to'plamdagi matritsalar shu bilan ajralib turadiki, ularning
ichidagi ixtiyoriy ikkitasining ko'paytmasi vana SO(n) to‘plamning
elementini beradi. Determinanti -1 bo‘lgan matritsalar bunday
hossaga ega emas.

3. Hermile go‘shma. Elementlari kompleks bo‘lgan
matritsani transponirlab kompleks qo‘shmasiga o'taylik. Bunday
operatsiya matritsaning hermite qo‘shmasiga o'tish deyiladi:

Al = AT (82)

Bu yerda yulduzcha - kompleks qo‘shmaga o‘tishni bildiradi.
Demak.,

T o
AL-]- = A;r (83

Agar matritsa o‘zining hermite3 qo‘shmasiga teng he'ls
Al = A, (84)

bunday matritsa hermite matritsa deyiladi.
4. Unitar matritsalar. Kompleks matritsa unitar deyiladi
qachonki u uchun

vUt=UlU =1 (35)

3Charles Hermite (1822-1901) - fransuz matematigi.
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bo‘lsa.  Ya'ni, unitar matritsaning hermite go‘shmasi uning
teskarisiga teng:
Ut=vu-. (86)

Matritsaning unitarligi shartini
u;iukj = (5," yoki uiku’;k = 51" (87)

ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yerdan ko'rinadiki
unitar matritsaning har bir ustuni uzunligi birga teng bo‘lgan
kompleks vektordan iborat, ikkita har xil ustunlarni tashkil qiluvchi
"vektorlarning" skalar ko'paytmasi nolga teng. Ya'ni, ustunlar
ortonormal sistemani hosil giluvchi vektorlardan iborat. Huddi
shularni satrlar hagida ham aytishimiz mumkin. Bu hossalar
unitar va ortogonal matritsalar uchun bir xildir, fagat birinchilari

kompleks matritsalardir.
1.7-mashq. Quyidagil arni ishot qiling:

(4B)" = B"AT; (AB)'=B"'A"Y; (AB)!=B'Al
1.8-mashq. Quyidagilarni isbot qiling;:

ortogonal

Agar Ava Bmatritsalar ( unitar

) bo‘lsa AB matritsa ham shunday bo‘ladi.

(88)
1.9-mashq. Ixtiyoriy .A matritsa uchun quyidagilarni isbot giling:

e S=A+ AT - simmetrik, B = A — AT - antisimmetrik ekanligini;
e A+ Al va }(A - Al) larning hermite matritsa ckanligini;

e AAt va A'A larning hermite matritsa ekanligini.

§7.2. Matritsaning izi

Matritsaning diagonal elementlarining yig'indisi uning izi deyiladi
va quyidagicha belgilanadi:
Ay = Tr(A) (89)
yoki
Ay = Sp(A). (90)
1.9-misol. Quyidagilarni isbot qiling:

Tr(AB) = Tr(BA),
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Tr(ABC) = Tr(BCA) =Tx(CAB;.
Birinchisining isboti
Tr(AB) = (AB)i = Ai; By = BjiAy = (BA)j; = Tr(BA).
Ikkinchisining isboti:
Tx(ABC) = Ai; BjxChi = BjCr Ay = CridiiBji.

a; az ag\
det| b1 b b3 } == e 0ibjc
C; C C3

1.310-mashg.

ekanligini isbot qiling. Umurnlashgan holda:

aj1 aipz am
det| a2 az axn | = é"sijkslmnailajmaku-
a31 asz as '

§8. Vektor-ustun va vektor-satr

Vektorlarni bir-necha yol bilan tasavvur qilishimiz mumkin.
Birinchidan, vektorni ko‘pincha biror fazodagi strelks ko‘rinishida
tasavvur qilinadi, bunda shu strelkaning uzunligi vektorning
uzunligiga teng. Bu tasavvur fizik kuchlar va tezliklarning
vo‘nalishlarini, ular orasidagi burchaklarni ko‘z oldiga keltirishda
qulaydir.

Ikkinchidan, vektorni huddi avvalgi paragrafdagidek analitik
ko‘rinishda, ya’ni, indeksli kattalik sifatida tasavvur qilishimiz
mumkin. Murakkab ifodalarni soddalashtirish nuqtai-nazaridan
ushbu tasavvur eng qulaydir.

U chinchi yvo‘l ham bor - chiziqli tenglamalar sistemasini olaylik:

a11%1 + @19T2 + * -+ + Appln = Y1,
an Ty + aps+ - + Gpdy = Yo; (1)

Ap1T1 + Ao+ - - + QrpTn = Yn

Ushbu ko‘rinishdagi chizigli sistema uchta kattalik - ikkita n



komponentalik vektor-ustun:

) 0N
x=| 721, y=|%1, (92)
L Yn

va bitta = X n matritsa

@11 612 - Q1n
az21 az --- a2

A= | 770 7 T (93)
Anl An2 " QAnp

kiritish orgali quyidagi kompakt ko‘rinishda yozib olinishi mumkin:
Ax=y. (94)
Bu tenglik geometrik nuqtai-nazardan quyidagini bildiradi: x
vektor ustida biz chiziqli almashtirish bajardik, bu almashtirish
A matritsa orqali ifod alanadi, bu chiziqli almashtirish natijasida x
vektor y vektorga aylandi. Vektor-ustun tushunchasi vektorlar va
matritsalarni o'z ichiga olgan ifodalarda qulaydir.
Vektorlar hagida gap ketar ekan ularning skalar ko‘paytmasi
bilan ham ish tutishimiz kerak.  Skalar ko‘paytmani korrekt

ravishda kiritish uchun vektor-ustunni transponirlash natijasida
olinadigan vektor-satrni ham kiritishimiz kerak:

XT = (Ila T, -, 2;n)-

Bu holda ikkita vektorning skalar ko‘paytmasi uchun satrni ustunga
ko'paytirish qoidasi bo‘yicha to‘g'ri ifoda olamiz:

n
(<, y) =x"-y => m.
k=1

Agar ko'rib chigilayotgan fazo kompleks elementlardan iborat
bo'lsa skalar ko‘paytma

n
(y)=xt-y=> " ziu
k=1
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ko‘rinishda ta‘riflanadi. Buning uchun chap tomondagi vektorni
transponirlashdan tashgari uning har bir komponentasining
kompleks qo‘shmasiga’ o'tishimiz kerak:

xt= (zf, m;’ T ,1,‘:)

Vektorlar va matritsalami o'z ichiga olgan yana bir skalar ifoda
(son) keng uchrayqi:

(x,Ay) = x'- Ay = Z z; Aikyr-
ik=1

Bunday ifodalarni yozganda yig'indi belgilarini tushurib qoldirish
qgabul gilingan: (x, Ay) = z}A;yk. Ikki matra qaytariladigan in-
dekslar bo‘yicha yig'indi ko‘zda tutiladi, ammo yozib o‘tirilmaydi.

89. Hususiy vektorlar va hususiy qiymatlar masalasi

Bizga 12 X n bo‘lgan A matritsa berilgan bo‘lsin. Faraz qilaylik shu
matritsa ta’sir gilayotgan n-o'lchamli fazoda shunday x vektor va
A sonlar topilsinki ular uchun

Ax = Xx (93)

munosabat bajarilsin.! Bu holda A son A matritsaning hususiy
giymati yoki soni va vektor x maetritsaning shu hususiy songa
mos keluvchi hususiy vektori deyiladi. Ba’zi-bir hollards A
xarakteristik son ham deyiladi.

Hususiy qiymat va hususiy vektorlarni topishga o‘taylik.
Buning uchun (95)-formulani quyidagicha vozib olaylik:

(A-Alx =0 (96)

X sonidan keyin paydo bo‘lgan [ birlik matritsani bildiradi.
Cramer® teoremasi bo vicha bu tenglama yechimga ega bo‘lishi

uchun .
det }A— /\I| =0 (97)

4Gabriel Cramer (1704 - 1752) - shveytsar matematigi.
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bo'lishi kerak. Bu esa bizga A uchun n-tartibli tenglamani beradi.
Algebraning asosiy teoremasi bo‘yicha uning n ta yechimi bor.
Demsak, A matritsaning n ta hususiy qiymatlari bor ekan. Shuni
hisobga olib (95)-tengl amani

Ax® = 2x® =12 -, n (98)

ko‘rinishda yozib olamiz. x vektor A matritsaning A; hususiy
soniga mos keluvchi hususiy vektoridir. Hususiy giymatlar oddiy
va Karrali bo'lishi mumkin. Biror hususiy son A; ga n; ta hususiy
vektorlar mos kelsa shu hususiy sonning karraligi n; bo‘ladi. Kvant
mexanikasida bunday hol n; karrali aynish deyiladi®. Matritsaning
hususiy giymatlari to‘plami - {1, Ag, - -+ , An} - shu matritsaning
spektri deyiladi.

1.10-misol. Agar T’ - unitar matritsa bo'lsa A va TAT" larning spektrlari
bir hildir. Buning isboti guyidagi sodda munosabatdan kelib chiqadi:

det |TAT™ - AT | = det |4 - 21},
Hermite matritsalarning eng muhim hossasiga kelaylik.

Teopema 1.3 Hermite matritsarezing hususiy giymatlari - haqigiy
sonlardir. Har zil hususiy qiymatga mos keluvchi hususiy vektorlar
o‘zaro ortogonaldir.

Isbot. i-nchi va j-nchi hususiy qiymatlarga va hususiy vektorlarga,
mos keluvchi tenglamalarni yozib olaylik:

Ax(i) — Aix(i), AX(J) — ij(j)- (99)

Bu yerda x® - \; hususiy qiymatga mos keluvchi hususiy vektor,
x() esa - A, hususiy qiymatga mos keluvchi hususiy vektor. Shu
tenglamalardan ikkinchisining hermite qo‘shmasiga o‘taylik:

<t At — )\;fx(j)f. (100)

Bu tenglamadagi x;f» ni qanday ma’noda tushunish kerak? Odatda
vektor deyilganda, aynigsa matritsalar kirgan chiziqli tenglamalar

SHamilton operatorining bitta hususiy qiymati 5 ga n; ta to'lqin funksiya mos kelishi mumkin, bunday
hususiy qiyioat n; karrali aynigan deyiladi.
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haqgida gap ketganda, vektor-ustun ko‘zda tutiladi:

5
x=| " |. (101)

Tn

Bu ustunni chap tomondan matritsaga ko‘paytirsak ((99)-
tenglam adalargidek) yana ustun, demak vektor, olamiz. Ammo
ustunni chap tomondan matritsaga ko‘paytirib bo‘lmaydi, matrit-
salarning ko‘paytirish qoidasiga matritsani chap tomondan satrga
ko‘paytirish mos keladi. (100)-tenglamada huddi shunday oper-
atsiya ko‘zda tutilgan, chunki hermite qo‘shmaga transponirlash
kiradi - ustunni transponirlasak u satrga. aylanadi:

xf = (13{7 .’E;, R :II;) (102)

Masalan, vektorning o‘z-o'ziga skalar ko‘paytmasi:
(x, x) =x' X =771 + T2+ - - + Top = Z lzef2. (103)
k=1
Ya'ni, (99)- va (100)- tenglamalarda chap va o‘ng tomonlarda bir
xil tabiatli kattaliklar kirgan - (99)-da chap va o‘ng tomonlarda
ustunlarga egamiz, (100)-da esa ikkala tomonda satrlarga egamiz.
(99)-ning birinchisini chapdan x0T ga ko'paytiraylik, (100) ni
esa o'ng tomondan x(®) ga ko‘paytiraylik:

O AXO) = AxDhe® | x D41 = ol
Matritsa A hermite bo'lgani uchun A" = A ikkinchi tenglamaning
chap tomoni birinchi tenglamaning chap tomoniga teng ho‘ladi -

L Ut At Gt A
Shuni hisobga olib birinchi tenglamadan ikkinchisini ayirib

tashlasak _
(N - )\’]'f)x“”x{“) =0 (104)

tenglikka kelamiz. Bu yerda ikkita variant bor.
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Birinchidan, 7 # j, buesa A; # /\:,',f degani, demak
xWixld) = @

Ya'ni, ikkita har xil hususiy qiymatlarga mos keluvchi hususiy
vektorlar o‘zaro ortogonal ekan. '

Ikkinchi variant - ¢ = j. Bu holda.
xWx® = |xD 2 > 0,
(104)-ning chap tomoni nolga teng bo'lishi uchun
A=A
bo'lishi kerak, ya’ni, hususiy qiymatlar haqiqiy bo‘lishi kerak.

Teorema. isbot qilindi.
1.11-misol.  Quyidagi matritsaning hususiy qiymatlari va hususiy

vektorlarini toping:
010
A=(100].
000
Yangi matritsa tuzamiz:

-2 1 0
A-—/\I=< 1 —A 0).
0 0 -

Uning determinantini nolga ten glashtirish kerak:
AN -1)=0.
Bu tenglamaning uchta yechimi bor:
AM=—1 A=1, X\=0

A matritsaning hususiy qiymatlarini topildi. Hususiy vektorlarga o‘taylik.

Al = -1 hol.
Bu holda
01 0 T x
00 0O W z
tenglamaga egamiz. Komponentalar tilida:

T =-y, y=—-x, z=0.
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Demak, birinchi hususiy vektor

z
X = _z>
0

ko‘rinishga ega ekan. Bu vektorning normasini birga tenglashtirishimiz kerak:
xWx®) = 222 = 1, buning uchun esa z = 1/v/2 bolishi kerak (z = ~1/+v/2
holning tahlili misolning ohirida berilgan). Natija:

w_ (]!
610 T z
as)(2)- ()
000 z z

tennglamaga kelinadi. Uni ochib yozaylik:

X =1 hol
Bu holda

m=y7 y=x) ZZO.

z
ﬂ”:(z)
0

ko‘rinishga ega ekan. Uning normasini birga tenglashtirsak

[x®}| = 22° = 1

Tkkinchi husussiy vektor

z = 1/+/2 ekanligini topamiz. Natijaviy ifoda:

Algebraik ko‘rinishda
z=10, y=0, z — ixtiyoriy.

Demak, yechim sifatida



olinishi mumkin. Vektorning normasini birga tenglashtirsak z = 1 bo‘ladi.
Natijada A = 0 hususiy qiymatga

0
1
vektor mos kelishi topdildi.

Ko‘rinib turibdiki topilgara vektorlar o‘zaro ortogonal to‘plamni tashkil
giladi:
x®,x@) =0, (x®,x®)) = 0, (x™,x®) = 0. (105)
Har bir vektorning normasini birga tenglashtirib olganimiz uchun bu ortogonal
sisterna ortonormal sistemadir:

(xO,x9) = 6;, i,5=1,23. (106)

Shu bilan uchta o‘zaro ortogonal va uzunligi birga teng bo‘lgan ortlar topildi.
Vektorlarni normaga keltirish jarayonida har gal + ishoralardan

I.2-resm: o‘ng-qo‘l va chap-qo‘l bazis

plyusini tanlab oldik. Ishoraning minusini ham tanlab olishimiz
mumkin edi, hosil bo'lgan sistema bari-bir ortonormalligicha
golaverar edi. Masalan, ikkinchi ortni

) 1 (1] )
xW==—1 1]. (107)
AN

ko‘rinishda olishimiz mumkin, bu ort bari-bir A matritsaning
bususiy vektori bo‘lib qolaveradi, ammo, hosil bo‘lgan ortlar
sistemasi o‘ng-qo‘l sistermasini emas, balki chap-qo‘l sistemasini
hosil giladi. Bu vaziyat (I.2)-rasmda ko‘rsatilgan.  Birinchi
va ikkinchi ortlar (z,y) tekisligida joylashgan, uchinchi ort -
2z o‘qi bo'yicha yo'nalgan. Xuddi shunday boshqa ortlarning
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ishorasini ham o‘zgartirishimiz mumkin, bu bazis ortlarning
yo‘nalishlarini har xil qilib tanlab olishga teng. Qaysi ishorani
tanlash yechilyapgan masalaning mohiyatiga mos kelishi nuqtai-
nazaridan hal qgilinishi kerak.

1.12-misol. Karrali hususiy giymatga misol.

100
(0 01 ) (108)
010
matritsaning hususiy sonlari:
A = -1, Ag=1, =1 (109)
Hususiy qiymatlar karrali bo'lib chiqdi: Ap = 3. Agar \; = -1 ga
o_1(?
xV=—| 1 110
i (110)

hususiy vektor mos kelsa, A3 =1 ga bitta

X
x2 = ( y) (111
y

hususiy vektor mos keladi. Masalaning o‘zida z va y laini tanlashga imkoniyat
beradigan iloj yo‘q, demak, qo‘shimcha mulohazalardan foydalanishimiz kerak.
Birinchi qadamda z = 0 deb olamiz:

x@ = L ( (1) ) . (112)
V21

Ikkinchi variant uchun y = 0 holni tanlaymiz:

1
x¥ = (0 ) : (113)
0

Olingan vektorlarning hammasi o'zaro ortogonal va uzunligi birga teng. Ya'ni,
ma'luxm bir. ortonormal bazisni tanlab oldik. Boshqa variantlar ham bor edi.
Agar (111)-ga qarasak bu vektor shunday tekislik ustida yotibdiki, u tekislik
(y,z) o'qlari bosil gilgan to'g‘ri burchakning diagonali bo‘yicha o‘tgan, (y,z)
tekisligiga perpendikular va z o'qi uning ustida yotadi. x() vektor esa shu
tekislikka perpendikular. (111)-ifodada r va y larning ixtiyoriy tanloviga
shu tekislikda yotgan va x{) ga ortogonal bollgan bir vektor mos keladi,
z va % larning boshqa tanlovigs shu tekislikda yotgan boshga vektor mos
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keladi. Bizning tanlov - mumkin bo'lgana bitta hususiy variant. Biror masala
yechilganda shunday vaziyat tug'ilsa o‘sha masalaning konkret hususiystlariga
mos keluv<hi variantni tanlash kerak.

1.11-mashq. Pauli matritsalari berilgan bo‘lsin:

ce(1): = (1) e(30)

a) Har bir matritsaning hususiy qiymatlari va hususiy vektorlarini toping,.
Ularni birlik normaga keltiring;

b) Birlik vektor olamiz n = (sin &cos ¢, sinfsin ¢, cosf.) Shu vektor
uchun n - o skalar ko'paytmaga mos keluvchi matritsani toping;

¢) n - o matritsaning hususiy qiymatlarini toping va uning hususiy

vektorlari 0
cos 2 —sin
i o3 2 [ ) i¢ 29
€¥sin 3 e?cos 3

bo'lishini ko‘rsating. Agar § = O va ¢ = 0 bo'lsa ushbu vektorlar yuqoridagi
o, ning vektorlari bilan ustms-ust tushushini ko‘rsating. 6 = 7/2va¢ =0
bo‘lganda natija o, ga mos kelishini ko‘rsating. # =n/2 va ¢ = 7/2 holda. esa
oy uchun natijalarga kelinishini ko'rsating.

1.12-mashq. Unitar matritsaning determinanti €, a— haqiqiy son,
bo'lishini ko‘rsating.

1.13-mashq. Unitar matritsaning hususiy qiymatlari €'*, a— haqiqiy
son, bo‘lishini ko‘rsating.

1.14-mashq. Haqiqiy antisimmetrik matritsaning hususiy qiymatlari
mavhum yoki nolga tengligini ko‘rsating;. Misol sifatida

) 0 —11
1 O 0)
-1 0 0

§10. Matritsani diagonal ko‘rinishga keltirish

matritsani ko'ring.

§10.1. Umumiy muloxazalar

Uch o‘lchamli misoldan boshlaylik.  Bizga ixtiyoriy hermmite
matritsa A berilgan bo‘lsin. Shunday bir matritsa 7' tuzaylikki,
uning ustunlari A matritsaning hususiy vektorlaridan tashkil
topgan bo'lsin:

xgl) ng) l‘§3)
T=(x(1),x(2), x(s))= :cgl) m&z) :zgs) . (115)
ORI
3 T3 3
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Bu matritsaning hermite qo‘shmasti
Xt gl)* (1)* (1)* \
TH=| x@t | = (2)* (2)* §2)* 1. (116)
x(3)f (3): (3)* §3)* ’

Tekshirish qiyin emaski

xOF
THAT = | x@t | AW, x®,x®) =
x®1
(117)
< M OO
= x® | (Ax®, Ax® Agx®) = ( 0 X O )
x@t 0 0 As

Umumiy holda ixtiyorly n X n matritsa A uchun diagonal
ko‘rinishga keltirishni quyidagicha ta‘riflashimiz mumkin. A ning
hususiy vektorlaridan

T=xb x@ ..., x(")) (118)
matritsa va uning hermite qo‘shmasi
x (Ot
ri- | <7 119)
x ()t

larni tuzamiz. Ular yordamida A matntsani diagonal ko'rinishga
kel tiramiz:

A1 O - 0
AT L
| D 0 - A
Ko*“rish qiyin emaski - '
T =1 (121)
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ya'ni, T matritsa unitar matritsa: Tt = T~!. Demak, A hermite
matritsa unitar almashtirish yordamida diagonal ko‘rinishga
keltirilar ekan: '
Dy =T7AT. (122)

Biz bilamizki

det (T7'AT) =detA, Tr (T7'AT)=TrA (123)
Bundan ikkita muhim hulosa kelib chigadi:

l.det A = A1/\2 e )‘n-

2. T[’A=/\1+/\2+"-+/\,.=Z/\k.
k=1

Birinchi hulosadan yana bitta hulosa keltirib chigarish mumkin
- agar A matritsa aynigan bo‘lsa (detA = 0) uning hech
bo‘lmaganda bitta hususiy giymati nolga teng bo‘lishi kerak.
§10.2. Ikkita matritsani bir vagtda diagonal ko‘rinishga keltirish

Teopema 1.4 Bizga o‘zaro kommutativ bo‘lgan A va B matritsalar
berilgan bo'lsin: .
AB = BA. (124)

Bu holda ularning hususiy vektorlari to‘plami bir bo‘ladi.
Isbot. x vektor A ning bir hususiy vektori bo‘lsin:
Ax = Ax. (125)

Bu holda
A(Bx) = BAx = \(Bx). (126)

Ya'ni, Bx vektor A matritsaning huddi o'sha A hususiy giymatiga
mos keluvchi yana bir hususiy vektori ekan, u x dan fagat o‘zining
uzunligi bilan farq gilishi mumbkin:

Bx = px. (127)

Demak, A ning hususiy vektori B ning ham hususiy vektori bo‘lar
ekan va teskarisi. Bundan teoremaning tasdigi darhol kelib chigadi.
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Teopema 1.5 A va B matritsalarning kommutativligi wlarnz bir
vagtda diagonal ko ‘rinishga keltirilishining yetarli va zaruriy
shartidir.

Isbot.

Yetarlilik sharti. A va B matritsalarning hususiy vektorlari
to‘plami bir xil bo‘lgani uchun mana shu hususiy vektorlardan
yuqoridagi (115)-qoida bo'yicha bitta T matritsa tuzaylik. Bu
matritsa A ni ham, B ni ham bir vaqtda diagonal ko‘rinishga
keltiradi.

Zaruriylik sharti. Faraz qilaylik

Dy =T AT, Dp=T'BT (128)

diagonal matritsalar bolsm. Bu yerda T - A (demak, B)
matritsaning hususiy vektorlaridan (115)-qoida bo‘yicha tuzilgan
unitar matritsa. Bu degani

AB — BA=TD T DT ' —TDpT'TD T =
(129)
= T(DADB — DBZDA)T“1 =(,

chunki diagonal matritsalar hamma vaqt kommutativ bo'ladi.

§10.3. Normal matritsalar

O‘zining hermite qo‘shmasi bilan kommutativ bo‘lgan matritsa
normal matritse deyiladi:

NNT=NTN. (130)
Normal matritsani quyidagi ko'rinishda tasavvur qilishimiz

mumkin:

‘ N = A+iB, (131)
bu yerda A va B matritsalar hermite va kommutataiv bo‘lishi
kerak. Darhagiqat,

NNt = (A+iB)(At —iBY) = AAT+ BBT+i{(BAf— AB") (132)
va
NN = (A'-iBYA+iB) = A'A+ B'B+4(A'B- B'4) (133)
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ifodalar bir biriga teng bo'lishi uchun A' = A, Bt = B, AB = BA
bo'lishi kerak.

Ikkita o‘zaro kommutativ matritsani bir vaqtda diagonal
ko‘rinishga keltirish mumkinligidan quyidagi tasdiq kelib chiqadi:
Teopema 1.6 Normal matritsa diagonal ko ‘rinishga keltiriladi.

1.15-mashq. Ixtiyoriy n X n o'lchamli A matritsa uchun

dete? = T4 (134)

ayniyatni isbot qiling: a) (123)-formulalardan foydalanib (disgonal ko'rinishga
keltiriladi deb faraz qilib); b) umumiy holda.

1.16-mashq. Quyidagi matritsalarning hususiy qiymatlari va hususiy
vektorlarini toping, ularni diagonal ko'rinishga keltiring:

100 1 0 0 010 200
a)(Oll), plo 1 V2 ,c)(lOl), d)(011)4
011/ 0 V2 0 010 011

§11. Gram-Schmidt metodi

Bizga biror C' fazodagi chizigli bog‘liq bo'lmagan funksiyalar to‘liq
sistemasi berilgan bo‘lsin: {¢n} = {¥1, ¥2, *** , @n, --* }
Teopema 1.7 Iztiyoriy chizigli bog‘lig bo‘lmagan toliq sistema
{pn, n=10,1,2,3,...} ni ortonormal sistema {5, n =1,2,3,...}
ga aylantirish mumkin. Yangi sistemaga kirgan funksiyalar i, eski
funksiya o, larning chizigli kombinatsiyasi bo ‘ladi.

Isbot. Ushbu ish qadamma-qadam bajariladi. Birinchi qadamda
quyidagi yangi funksiya. kiritamiz:
1
Po(z) = 7—0(z),  |lwoll #0. (135)
llpoll

Ko‘rinib turibdiki, bu funksiyaning normasi birga teng: ||¥o|| = 1.
Ikkinchi qadamda

¥ (z) = pi(x) — c0tdo(z) (136)
funksiya kiritamiz. Biz uni 1 ga ortogonal qilib olishimiz kerak,
buning uchun 3

(¥1, %0) = 0= (p1,%0) —awn (137)
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shartdan noma’lum « ni topib olamiz:

o = (p1,%0). (138)

Demalk, _ :

Y1 = @1(x) — (1, Yo)vo(z)- (139)
Topilgan ; aynan nolga teng bo‘la olmaydi, bu holda 1
funksiya @ funksiya orqali ifodalangan bo‘lib qolar edi, bu esa
teorerna shartlariga zid. Olingan funksiyaning normasini birga

tenglashtirish qoldi: . '
P =——1. (140)

{91l

Yangi sistemamaizning ikkita elementini topdik - 19,1;. Ular
o‘zaro ortogonal va har birining normasi birga teng. '

Davom ettiramiz. Yangi to‘plamning uchinchi elementini
kiritarnishni boshlaylik:

() = o(x) — aa0tbo — ent. (141)
Bu element topilgan g, larga ortogonal bo‘lishi kerak:

(12, o) = (p2, Po) — a0 = 0; (2, Y1) = (2,41) — a1 = 0.

(142)
ushbu ikkita shart bizga ikkita noma’lum alfalarni beradi:
a = (p2,%);  aa = (p2,%1)- (143)
Dema.k, _
P2 = p2(z) — (P2, %0110 — (02, Y1) (144)
Topilgan elementning normasini birga keltiraylik:
1 .
Py = ——1. (145)
flebal |
Shu etapda jarayonni umumlashtirishimiz mumkin. Agar

¥, ¥, -, Yn—1 funksiyalar topilgan bo'lsa

n—1
¢~n = @©n — Z ank'l/)ka Qng = ((pm 1/)):)) (146)

k=0
R



formula asosida yangi funksiya olamizlva uning normasini birga
tenglashtirib

) = e (147)

yangi sistemaning n-chi- elementini ham topamiz. G'ram-
Schmidt ® metodi deb atalgan bu metod bizga {¢,n =
0,1,2, ..} ko‘rinishdagi ortonormal sistemani beradi:

('wm "/}m) = Jmn- (148)

Metodni umumlashtirishivniz mumkin. G fazoda skalar ko‘paytma
p(z) vazn bilan berilgan bo'lsin:

b
(F.9)p = / dzp(z) f()g(z). (149)

1.17-mashq. Quyidagi chizigli bog‘liq bo'lmagan monomlar sistemasi
berilgan bo'lsin:
ealz) =2, n=012,.. {150)
Ushbu sistemani yugoridagi metod bo'yicha
1. (~1,1) intervalda p = 1 vazn bilan Legandre polinimlariga keltiring;

2. (~o0,00) intervalda p(z) = exp(—z?) vazn bilan Hermite polinomlariga
keitiring.

$Jorgen Pedersen Gram (1850 - 1916) - daniyalik tik; Erhard Schinidt (1876 - 1959) -nemis
matematigi
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H-BOB.

DIFFERENSIAL TENGLAMALARNING ANALITIK
NAZARIYASI

§1. Differensial tenglamaning to‘g‘ri va maxsus nuqtalari

Nazariy fizikada quyidagi ko‘rinishdagi ikkinchi tartibli differensial
tenglama ko‘p uchraydi:

u’(z) +p(2) (2) + q(2)u(z) = 0. 1)

Fizikada  uchraydigan funksiyalarning analitik  hossalari
ko‘rilayapgan masalaning fizikaviy hossalarining  aksidir.
Yechimning analitik hossasi esa tenglamaning mahsus nuqtalariga
bevosita bog'liq bo'ladi. ko‘pincha shunday hollar uchrab turadiki,
tenglamaning butun tekislikdagi aniq yechimini topish mumkin
emas (yoki u kerak emas). Bu holda biz o‘zimizga qiziq bo'lgan
nugta atrofida yechimni qidirib ko‘rishimiz mumkin.  Ushbu
bob yuqoridagi tenglamaning yechimini ixtiyoriy nuqta atrofida
qidirishga bag'ishlangan.

Yechimni nuqta atrofida gidirar ekanmiz biz uni gator sifatida
qgidiramiz. Agar biron:bir z = ¢ nuqgtada yechimni yaginlashuvchi
Taylor qatoriga yoya olsak bu nuqta oddiy, yoki, to‘gri nugta
deyiladi. Buning uchun quyidagi shart bajarilishi kerak. (1)-
tenglamadan biz u"(z) ni topa olamiz:

u'(z) = —pl2)u/(z) — q(2)u(z). (2)

Taylor gatoriga yoyvish uchun bizga u'(a) kerak, buning uchun esa
ixtiyoriy u{a) va u( ) lar uchun (2)-ning o‘ng tomoni mavjud
bo'lishi kerak. Boshga so‘z bilan p(a) va g(a) lar cheklangan
bo‘lishi kerak. Taylorlqatorlm qurish uchun kerak bo‘lgan yuqori
hosila. (u”(a) va hk!) larni hisoblay boshlasak p(z) va g(z)
larning ham yugori hpsﬂala,ri mana shu z = a nuqtada mavjud
bo‘lishlari kerakligi kelib chigadi. Demak, z = a nuqta to‘g‘ri
nugta bo'lishi uchun p(z) va ¢(2) funksiyalar shu nuqtada analitik
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(golomorf) bo'lishi zaruriy ekan. Shu shart bir vagtda yetarli
bo‘lishini keyingi paragrafda ko‘rsatamiz.

Yuqoridagi muloxazalardan tushunarliki, p(z) va g¢(2)
funksiyalar uchun z = @& nuqta maxsus nuqta bo'lib qolsa biz u(z)
funksiyamizni Taylor qatoriga yoya olmaymiz. Masalan,

W+ ol (2) + u(z) =0. 3)

Bu misolda z = 0 nugqta p(z) va ¢(z) funksiyalar uchun qutb
nugtadir. Agar u(0) va. u/(0) yetarli darajadagi yuqori tartibli nol
bo‘lmasa u”(0) mavjud bo‘lmaydi va yechim uchun z = 0 nuqtada
Taylor qatorini hosil qila olmaymiz. Demak, bu misolda z = 0
nuqta - maxsus nuqgta. Bu holda Taylor gqatorining o‘rniga Laurent
qatori paydo bo‘lishi aniqdir. Undan tashqari, tenglamaning ikkita
vechimining o‘rniga bitta yechimgina mavjud bo‘lishi mumkin.
Quyida mana shu masalalar ko'rib chigilgan.

Terminologiyaga to‘htalib ketaylik. Odatda differensial-
lanuvchilik, golomorflik va analitiklik tushunchalarining farqiga
borilmaydi, ular aynan tushunchalar deb qaraladi. Rostdan
ham, funksiya birqiymatli va u berilgan soha bir bog‘lamli
bo'lganda bu uchala tushuncha bir-biriga ekvivalentdir. Lekin bu
tushunchalarning har birining o'z ta‘rifi bor, ularni keltirib ketaylik:

1. Funksiya f(z) o‘zining aniqglanish sohasidagi z = a nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi qachonki bu funksiyaning
hagiqly va mavhum qismlari shu nuqtada birinchi tartibli
hususiy hosilalarga ega bo'lsa va ular Cauchy-Riemann
shartlariga bo‘ysunsa,

2. Funksiya f(z) o‘zining aniqglanish sohasidagi 2z = a nuqtada
golomorf deyiladi qachonki u shu nuqtada quyidagi qator
[o o]

ko‘rinishida tasavvurlansa: f(z) = Y cu(z — a)™
n=0
3. Funksiya f(z) o‘zining aniqlanish sohasi G da analitik
deyiladi qachonki shu funksiyaning 2y € G nuqtadan z; € G

nuqtaga analitik davomi shu nuqtalarni bog'lovchi konturga
bog'liq bo‘lmasa.
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Cauchyning integral teoremasidan kelib chigadiki sohada differen-

siallannuvcli funksiya shu sohada cheksiz marta differensiallanuvehi

funksiya bo‘ladi. Abelning qgatorlar haqidagi teoremasidan kelib
A ,

chigadiki f(z) = " ¢u(z — a)" cheksiz qator o‘zining yaginlashish
n=0

sohasida tekis yaqinlashadi va bu gator f(z) funksiyasining Taylor

gatori bo‘ladi: f(z) = Z F®)(a)(z — a)* /n! Demak, biror sohada

berilgan d1fferens1allanuvch1 funksiya shu sohada golomorf bo‘ladi
va teskarisi.

Analitiklik tushunchasi Weiersirass! tomonidan kiritilgan.
Monod romiya teoremasi bo‘yicha golomorf funksiyalarning analitik
davomi (ularning bir giymatli aniglanish sohasida, va bu soha
bir bog'lamli bo‘lganda, albatta) fagat boshlangich va ohirgi
nugtalarga bog'liq va bu nuqtalarni bo‘glovehi konturga bog‘lig
emas. Demak, golomorf funksiya analitikdir, differensiallanuvchi
funksiya golomorf bo‘lgani uchun u ham anslitik funksiyalar
qatoriga mansubdir. Shu sababdan biz ham differensiallanuvchi
va golornorf funksiyalarni analitik deb atab ketaveramiz.

Yana bir qaytaramiz, bu tasdiglar f(z) funksiyaning bir
bog‘lamli va bir qiymatli sohasiga tegishli.

§2. to‘g‘ri nuqta atrofidagi yechim

Yechimni tenglamaning to‘g'ri nuqtasi atrofida gidirishdan bosh-
laylik. Agar z = a nuqta atrofida p(z) va g(z) funksiyalar o‘zining
Taylor qatoriga yoyilsa:

plz) = po+ p'(a)z )+% alz —a)*+-

| @

q(z) = @+ ¢'(a)(z —a) +3¢"(a)lz —a)* + - -,
ya’ni, ular golomorf funksiyaler bo'lsa, ushbu z = a nugta (1)-
tenglamaning to‘g'ri nuqtasi bo'lishini korsataylik. Magsadimiz.
bu holda ushbu nuqta atroiida quyidagi ko'rinishdagi ikkita

Karl Theo dor Wilthelmn Weierstrass (1815-1897) - nernis matematigi.
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mustaqil golomorf yechim mavjud bo‘lishini ko‘rsatish:
o]
u(z) = 2 ciz—a)'=cp+alz—a)+clz—a)’+--- (5)
n=0

Tasdigni isbot qilish uchun (5)-qatorni bir va ikki marta
differensiallab (1)-tenglamaga olib borib qo‘yamiz. Birinchi hosila:

0
U(z) = zcﬂn(z ~a)"l=c +22(z—a)+3c3(z —a)2 +---
n=)

Ikkinchi hosila:

oC
w'(2) =} enn(n—1)(z—a)" "2 = 2ea+6c3(z—a)+12c4(z~a)*+ -
n=0

Natijalarni (1)-tenglamaga olib borib qo‘yaylik:
262+603(Z — a) + 126‘4(2’ - a)2 4.+

+(po+P'(6)(z — a) + $p"(a)(z — a)? + - - )(c1 + 2c2(2 — @)+
+363(z — a)2 +0) + (qo + q’(a)(z _ a) + %qn(a)(z _ a)2 I )

{eo+a(z—a)+ea(z—a)+---) =0.

Endi (z —a) ning nolinchi, birinchi, ikkinchi va h.k.-nchi darajalari
oldidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

2¢3 + poci + qoco = O;
6c3 + 2poc2 -+ p'(a)ea + goc1 + ¢'(a)co = 0;

12c4 + 3ep(a) + 2c2p'(a) + 3a1p”(@) + caq(a) + 1’ (a) + 3¢"(a)co = 0;

va. h.k. Bu munosabatlarni yechib ¢9,¢3,c4,--+ larni ikkita
noma’lum cg va ¢; orqali ifodalash mumkin. Natijada yechim -
(5)-qator - quyidagi ko‘rinishga keladi:

u(z) = coui(z) + crua(z),
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bu yerda

un(z) =1~ 5(:~aa(a) + ; (plo)ale) — ¢'(@)) (- —a) + -

us(z) = (z—a)~3pla)(z—a)'+ (#(e) — p'(a) — gla)) (z—a)'+- -
Ko'rinib turibdiki,
ui{a) =1, wug(a)=0, ui(a)=0, wuy(a)=1.

Agar Cauchy? shartlarini

uf@)=A va (a)=B (6)
deb belgilasak yechim
u(z) = Au;(z) + Buy(z2) (7

ko‘rinishini oladi. {u1,ug} funksiyalar sistemasi yechimlarning
Jundarnental sistemasz deyiladi.
2.1-misol. 3
(1 -2Hu" - 220"+ 4=0 ®)
tenglamarting z = 0 nuqgta atrofidagi yechimlari asosiy sistemasini toping.
Ko'rinib turibdiki, z = 0 nugta bu tenglama uchun to'g'ri nuqta:

AP PP RPN

3.1 _3. . 2, 4 ®)
q(2)=151_22 = Z(1+Z +24+ ).
Shu sababdan yechimni
u(z)=Zanz"=co+qz+—c«_;z2+--- (10)
n=0
ko‘rinishda qidiramiz. Hosilalarni topaylik:
u'(2) = c1+ 2002 +3cpf + - - u"(2) = 205 + Beaz + 12¢42° + -+ (11)

Topilganla.rni tenglamaga %)lib borib qo‘yamiz:
(1 - 2%)(2c; + 6c3z + 120;2? + 20¢523+ -+ ) — 22(ct + 2c07 +3co2® + - - - )+

3 '
+Z(c0+ clz+c'zzz+caz?+ <) =0.

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) - fransuz matematigi
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z ning bir hil darajalari oldidagi koeffisientlarni nolga tenglashtiramiz:

3 3
2¢ + -4—00——0 = cz——gco,
3 : 5
603 — 2¢; + 4= 0 = c= 27V
3 21
12c4 — 2¢3 — 62 + 9= 0 = o= ~ 15
3 15
20cy — 603 —603+ZC3— 0 = c= mch
va hk. Demak,
3 21 : 5 15
w(e)=1-g2" = e+ wa(e) =z 45+ 2
2.2-misol.

(z—2)(z—3)u" - (22 -5)u' +2u=0
tenglamaning z = 0 nuqta atrofidagi yechimini toping.
Yechimuni

u(2) =Zc,,z" =cptciz+er+2i+ et +---
n=0
ko‘rinishda. gidiramiz. Rekurrent munosabat:
_5(n —1) (rn-1)(n-2)
T B(n +2) Cntl 6(n+1)(n+2) e
Bu yerdan kelib chiqadiki,

5 1
=156~ g% g=¢=---=0.

Cn42

Topilgan fundamental yechimlar sistennasi:

1 5
uy=1— ~6-z2, Up = 2 —»1—222.
2.3-misol.
w4y —2z2u=0
tenglamaning z = 0 nuqgta atrofidagi yechimini toping.
Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:

1.
u1(3)=1+§z‘*+---, uz(z)=z—%z2+—é—z3+--~.
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2.4-misol.
: w4z +2u=0

tenglamaning z = 0 nuqta atrofidagi yechimini toping.
“Yechim. Yechimlarning fundamental sistemasi:
1 1 1
'LL](Z)=1—-2-22>+‘8‘Z4+“‘, ug(z)=z—§zg+—-~.
2.5-misol.
' —2u=0
tenglamaning z = 0 nugta atrofidagi yechimlarini toping.
. o0
Yechim. Yechimni u(z) = > ¢,2™ ko'rinishda izlaymiz. Koeffisientlar
=0
uchun quyidagi rekurrent munosabat topiladi:
_ 1
&= n{n—1) =3
Agar yechimning yoyilmasini texglamaga qo‘yilsa ¢ = 0 ekanligi darhol

korinadi. Demak, 2 = ¢5 = ¢ = --- = 0 deb olishimiz kerak. Qolgan
koeffisientiar:
1 _ _ 1 _ 1 -
C3 = ﬁq), Cq4 = HCI, Cy = 5—-3—-3——6(‘0, cr = mcl, va n.X.
Yechimlar fundamental sistemasi:
u1=1+%z3+i%zﬁ+~-, u2=z+1—1224+5—é427+-~-.
2.6-misol.

u' —2z4' +au=10
tenglarnaning z = 0 nuqta atrofidagi yechimlarini toping,
Yechim. Yechimni u(z) = i cqz" ko'rinishda izlaymiz. Koeffisientlar
uchun quyidagi rekurrent munosa'll;g topiladi:
2n—a
AR O )T ) R
Tkkita yechim topildi:

) aitma,, Gt -o) ()

U1=1+

2 ~ 7 234 e (2k + 2)!
va
_ a 3, 2—a)6-aq) ;
. — -z . 4. =
=zt oyE s
_ ~(2—a)6—a) - (4k+2—a) 5.,
=4 (2k+ 1)! =



Ikkala qator ham butun kompleks t,ekjsllglda yaqinlashuvchidir. Ko'rinib
turibdiki, z = oo da.ikkala qator ham ~ e** ko‘rinishga ega bo'ladi. Odatda bu
misoldagi tenglama kvant mexanikasida chizigli ossillator masalasida uchraydi,

to'lqin funksiyasi z — oo da o'sishi mumkin emas, shuning uchun gqatorni
cheklashimiz kerak. Buning uchin a = 2n,n =0, 1,2,3,... deb olinsa yetarli.
Masalan, n = O (a = 0) bo‘lganda u; = 1 bo‘ladi va uy yechim qaralmaydi,
n=1{a = 2)bo'lganda u; = z bo*ladi va u; yechim qaralmaydi, n =2 (a = 4)
bo‘lganda u; = 1 — 222 bo'ladi va. uy yechim qaralmaydi. Olingan polinomlar
sistemasi (mos keluvchi morma tanlab olingandan keyin) Hermite polinomlarini
tashkil qiladi.

§3. Maxsus nuqtalar klassifikatsiyasi

Yugorida. ko'rdikki, tenglamaning maxsus nuqtasida yechim
analitik funksiya bo‘lishi mumkin emas. Yechim ham maxsus
nuqtaga ega bo'lishi kerak. Mos kelgan yechimlarni topishdan oldin
ikkinchi tartibli tenglamaga. ikkita mustagil yechim mos kelishi
shartini aniglaylik. |

Faraz qilaylik, ( 1)-ning ikkita yechimi u; va up mavjud bo'lsin:

ul +pul +qui =0,  uj+pus+quo=0.
Bu yerdan
uoul — uyuy () ujuf — uhu
_, )= ——
U Uy — U A Uy — UUY
larni topamiz. lkkala mahra jda Wronski® determinanti w(z) paydo
bo'ldi, u) va us larning mavjudligi va mustaqilligi
w(z) = uwuh — upuj #0

bo‘lishini talab giladi.

Soddalashtirishh magsadida maxsus nuqtani z = 0 deb olaylik.
Biz yechimni qator ko‘rinishida gidiryapmiz, yechim

p(z) = (15)

u~cp 2+ 4

ko‘rinishda izlanadi. Yurutmoqchi bo‘lgan muloxazamiz uchun

z = 0 nugtaning bevosita atrofida birinchi had asosiy had bo‘lgani
uchun

uy ~ 2%, Uy ~ 22

3 Josef Maris Hoene-WronsJlci (1776-1853) - polyak faylesufi va matematigi.
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deb olishimiz yetarlidir. Shularni (15)-ga olib borib go‘ysak

1 1
plz)~ (51452 + 1)'2') 9(z) ~ 51527

formulalargs kelamiz. Bundan kelib chiqadiki, agar p{z) maxsus
nugtada tartibi birinchidan yuqori bo‘lmagan qutbga ega bo‘lsa
va (yoki) ¢(z) shu nuqtada tartibi ikkinchidan yuqori bo‘lmagan
qutbga ega bo‘lsa tenglamamiz shu nugteda ikkita mustagqil
Yyechimga ega bo‘ladi. Bu - zaruriy shart.

Maxsus nuqta p(z) uchun birinchi tartibdan yuqori bo‘lmagan
qutb va (yoki) q(2z) uchun ikkinchi tartibdan yugori bo‘lmagan qutb
bo'lsa u regular marsus nuqgtg deyiladi.

Aks holda maxsus nuqta irregular deyiladi.

84. Chekéiz uzoq nuqtaning analizi

Cheksiz z = oo nuqta quyidagicha tahlil qilinadi.  Yangi
o'‘zgaruvehi kiritaylik: .
(==.

(1)-tenglamani shu yangi o‘zgaruvchi tiliga o‘tkazaylik. Buning
uchun hosilalarni yangi o‘zgaruvchi orqali ifodalaymiz:

d d( d _ »d Y 4 @2
o Ga e Nyttt
Natijada tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:

du 2 pladu ¢
—_ —_—_— —_ L —_ \.
d@*@ &) e 16)
Agar(=0 nuqtada C C2> C — ifodalar analitik bo‘lsa z = co
nugqta tenglamamiz uchun oddiy (to‘g‘ri) nugta bo‘ladi.
2
Agar ¢ = 0 nugta ! | Z_ C£ uchun oddiy qutb va (yokl) —

uchun ikkinchi tartibdan yuqori bolmagan qutb bo'lsa z = oo
nugta tenglamamiz uchun regular maxsus nugta bo‘ladi.
Aks hollarda z = 00 nugta irregular maxsus nugta bo‘ladi.
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§5. Aniqlovchi tenglama

z = a regular maxsus nuqta bo‘lsin:

-~ P(-1; :
.P(Z)=z(—:l+po+p1(z—a)+p2(z_a)2+,__ ’

q(—2 () .
R A A CEDRT LSS

(17)
(1)-tenglamaning yechimini
(o] o0
wz)=(z—a)' Y. anlz—a)" = 3 calz —a)™* =
n=0 n=0 (18)
=cfz—a) +a(z—a)* +oz —a) 2+ .-
ko'rinishda gidiramiz. Hosilalarni hisoblaylik:
U(z) =cos(z —a) T +als +1)(z—a) + s +2)(z —a)* 1+ -

u'(z) = cos(s — 1)(z — @) 2+ crs(s + 1)(z — a)° 1+

+eo(s+2)(s +1)(z—a)’+---.

(19)
Tenglamaga oborib go‘yamiz (bir vaqtda tenglamani (z — a)? ga
ko‘paytirib yuboramiz - qulaylik uchun):

as(s —1)(z — a)* + as(s + 1)(z — a) ™ + (s + 2)(s + 1)
x(z=a)*? + - +(py +po(z —a) + pi(z — a) + - )x
X(cos(z —a)* +ci(s + 1)(z —a)™ +- ) + (qg) + 1)z — @)+
sz =0+ Yool - ) + ez — @ o) =0
Shu ifodada (2 — @)**/ ko‘rinishdagi har bir monom oldit(iig;)i

koeffisientlarni yig‘ib nolga tenglashtirishimiz kerak. Eng past
darajadagi monom (z — a)® oldidagi koeffisientlar

CO[S(S —1) +spny + q(-z)] =0 (21)

49



tenglikka olib keladi. Umumiy holda c¢g # 0. shuning uchun
52 + s(p-y = 1)+ qg =0 (22)

deb olishimiz kerak. Bu tenglamaning nomi - aniglovch:
tenglama, u s ni topish uchun hizmat giladi. Bu tenglama
kvadratik bo‘lgani uchun uning ikki yechimi bor - si, s9. Ular
ko‘pincha (1)-tenglamaning daraja ko‘rsatkichlari deyiladi.
2.7-misol.
2247+ 2u — 2u=0.

Bu tenglama uchun
p-1=1 g=-2 £=2 = s =-+V2 5=-2
Rekurrent munosabat mavjud emas:
ealln +8)* — 2] =0.
n # 0 holda to‘g'ri qavs ichidagi ifoda nolga teng emas, shu sababdan n # 0
bo‘lganda ¢, = 0 deb olish kerak. Faqat ¢g # 0. Ikkita topllgan yechim
V2 V2

z'%,
Quyidagi tenglamalarning z = 0 nuqtadagi yechimlari topilsin:
2.1-mashq. : !
u + -z—zu + Z;'u =0,
(20)-dan ¢, uchunj quyidagi umumiy rekurrent munosbatni
keltirib chigarish mumkin:

[(n+s)2+(n1—3)(P( 1= 1) Jrq( 2)]
= — Z {Pn m—l(*s - m’) + Gn—in— 2] Cm-

m=0

(23)

Bu formuladan quyidagi muhim hulosaga kelamiz: agar s; —s) = &
butun son bo'lsa katta s; gamos keluvchi yechimni topish muammo
bo'lmasa ham, kichik. sy ga mos keluvchi uy yechimni (18)-
ko‘rinishda topa olmaymiz. Bu holda 4y yechimning ¢;, ¢, ..., cp1
koeffisientlarini topa olsak ham ¢y koeffisientini aniglab bo‘lmaydi -
(23)-ni (22)-bilan solishtirsak ko'rinib turibdiki bu holda ¢; oldidagi
koeffisient nolga teng bo'lib goladi Bunday hollarga tegishli
quyidagi Fuchs teoremasi mavjud:
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1. Agar aniqlovchi tenglama yechimlarining farqgi butunmas son
bo'lsa ikkita mustagil yechimni olish mumkin;

2. Agar aniglovchi tenglamaning yechimlari teng bo‘lsa gatorga
yoyish metodi bilan fagat bitta yechimni topish mumkin; '

3. Agar aniqlovchi tenglamaning yechimlarining farqi butun
son bo‘lsa ularning kattasiga mos keluvchi yechimni gatorga
yoyish metodi bilan topish mumkin, ikkinchi yechim mavjud
bo‘lmasligi mummkin.

Ohirgi punktning talqini quyidagicha - agar s; — s3 = k butun son
bolsa (23)-ning chap tomoni albatta ¢ - 0 bo‘ladi, ammo, (23)-
ning o‘ng tormoni ham ba’zi-bir hollarda nolga teng bo'lib qolishi
rmumkin. Bu holda paydo bo‘lgan noaniqlik yechilishi mumkin.

Quyidagi misol shu holga mos keladi.

Umumiy holda esa ikkinchi yechimni qanday izlash kerakligi
keyingi paragrafda i ko‘rsatilgan.

2.8-misol.

2+ 2 -2u=0

tenglamaning z = 0 naqta atrofidagi yechimlarini toping.

z = 0 nuqgta regular maxsus nuqta, bu nuqtada p_, = 0, g2 = -2.
Aniglovchi tenglama va. uning yechimlari:

32—3—2=0 = s5=2 89=-1, 8 —8=3.
u=3,¢2"" qatorni tenglamaga qo'ysak

_ n+s—1
(rn+s)n+s—1)—2

Cn = Cn-1
rekurrent munosabat olinadi. s; = 2 ga mos keluvchi qatorni topish qiyin emas:

nn+1 N 1
= - — €] = —«=Cpy, C3 = — = =
(n n 1)(’", ¥ 2) . 2 Cn-1 1 2 0, €2 20601 c3 30C(],

Birinchi yechim:

39 = ~1 holni qaraylik:

n—2

Th-1Dmn-2)-2

Cn = Ch-1-
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Bu holda ¢ = —éco, c3 =0 larni topamiz. n = s; — s3 = 3 ga teng bo‘lganda
0 - ¢z = 0 munosabatni olamiz. Hagigatda ushbu holda noaniqlik yo'q, buni
ko'rish uchun olingan rekurrent munosabatning o‘ng tomoriga unig o'zini yana
bir marta qo‘yamiz:

_ n—2 n—3 _ n-—2
= - D=2 -2m -9 -9 -2 = Dn-a) "

Demak, ¢; = 5¢0. Davom ettirib ¢4 = 3;c0 ni ham topish mumkin. Shu bilan
ikkinchi yechim ham topildi:

11, 1
z2)=1— - 3 _ =4
w(2) TR Tt

Bu misolni keltirishdan magsad - s; — s; = n butun son {noldan tashqari)
bo‘lganda harm ikkinchi yechim ba’zi-bir hollarda qatorga yoyish usuli bilan
topilishi mum kin ekanligini ko‘rsatish.

§6. sy —s2=k, k=0,1,2,.. bo'lganda ikkinchi yechim

Agar s; — s2 = Kk butun son yoki nol bo‘lsa sy ga mos keluvchi
vechimni umumiy holda (18)-ko‘rinishda topa clmaymiz. Bu holda
ikkinchi yechimni quyidagicha qidiramiz:

up(2) = w(2)ui(z), w(z) = uauj —upu; — wronskian.
Hosilalarni topaylik:
wp = wuy +ugw’, v =w'uy + 20’ + wul.
Topganlarimizni ( 1)-tenglamaga olib borib qo‘yaylik:
w”u + 2wt + ujw + plw'ug +1dw) + quuy = 0.

Bu tenglikdagi uchinchi, beshinchi va oltinchi hadlarning yig'indisi
nolga teng (chunki u; - yechim). Qolgan hadlar

w'uy + 2w + pw'uy =0
ko‘rinishni oladi. Buni quyidagi qulay formaga keltiraylik:

w”’  d

— = —Inv' = -2—Ilnu; —p.
w dz dz TP
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Hosil bo‘lgan tenglamani integrallash qgiyin emas:
Inw'(z) = -2Inua(2) — [ dzp(z) = —2Inwui(2) — p_yyIn(z — a)—
—po(z — a) = 3p1(z — a)? —

yoki,

w'(z) = Aexp { —2Inuwy(z) — p-yIn(z — a) — po(z — a) -

1 A
- 5101(2 —a}— ... } = 2 —apa X
X exp { Z —pn(z —a)™! }

n—O

Yana bir marta integrallasak

uz)=4 / e

formulani olamiz, bu yerda A va B - integrallash doimiylari.
Mahrajdagi ifodani alohida ko‘rib chigaylik.

up = (z — a)* Ec,,(z -a)"

n=0)

o0
z exp{ -3 #pn(ﬁ —a)™*t

Lo o

bo'lgani uchun

ui(€ ~ af* = (€ — a)*1*2 (Z calz — a)n> )

n=0

2
(e — e (z (i - a>n)
n=0
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elﬁ_nkligini topamiz, bu verda 253 + p1 = 1 + k bo'lishini hisobga
oldik.

1 — 1 =

" (Z%(z—a)")z_ (co+ar(z—0) +exz - aff+--)"

n=0

= @y +p1{z — @) + ¢2(z —a)* +
funksiya z = a nuqtada analitik ekanligi oydindir. Olingan

w(z) = A / de 2 — ¢l&)+ B

formulada yana bir analitik strukturani ajratib chiqaraylik:

= 1
e { =2 e a>”“}so<§) -
n=0
=Y&) =thy + 1€ —a) + (€ —a)? + - -
Demak, topilgan yechim

. exp{ — ¥ Lpae- )}

ug(2) = w(z)u1 1(2) /d§ )1+k + Buy ()

ning analitik strukturasi k ning qiymatiga bo'g'liq ekan. Agar k =
0 bo'lsa

wa(z) = Aus(2) (Vala(s =) $9hs = ) + Jile - ar o )4
+ Bul(z)

yechimga egamiz. Umiman olganda, k£ butun son uchun ikkinchi
yechim mavjud bo‘lmasligi ham mumkin, buni biz bitta regular
nuqtali tenglama misolida keyin ko‘rsatamiz.

Ammo shunday ham bo‘lishi mumkinki, aniglovchi tenglama
yechimlarining fargi butun son bo‘lishiga qaramay ikkinchi
yechimni ham qatorga yoyish usuli bilan topish mumkin. Buning
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uchun (23)}tenglamadan keyingi koeffisientni topayotganimizd a
nafaqat chap tomondagi ifoda, balki o‘'ng tomon ham tegishli » soni
uchun nolga aylansin, bunda 'Hopitale qoidasini qo‘llash keyingi
koeffisientmi topishga imkon beradi. Bunday misol avval keltirilgan
- shu bobdagi 8-misolga qarang. '

2.9-misol. 1

v+ -u —u=0
2z

tenglamani z= 0 nuqta atrofida yeching.

z = O nuqta - regular maxsus nuqta. Aniglovchi tenglama s2 = 0
ko'rinishga ega. Bitta yechimni oson topish mumkin. Tenglama z — —z
almashtirishga nisbatan invariant bo‘lgani uchun yechim juft funksiya bo‘'lishi
Yerak - ¢ =c3 = ¢5 =- - - = 0. Rekurrent munosabatlar

1
cﬂ = 2 c‘n-2
n

dan (n = 2k deb olgand an keyin)

1
2 = R

ckanligini topamiz. Dernak, birinchi yechim

22 4 o sz
=1+ 2 L= _c
w=ltyntumyt fL_«_: PHEN)?

Ikkinchi yechim:

=y(2)lnz -~ %zzul(z) -

O‘zgarmas sonlarni yozib o‘tirmadik.
2.16-misol. 2-misohi davom ettiramiz.

(z ~2)(z~3u" —(2z—-5)u'+2u=0

tenglamaning yechimlarini z =0, z = 2 va. z = 3 nugtalar atroflarida toping.
z = (nuqta - oddiy nugta. Bu nugtadagi fundamental yechimlar sisternasi
darhol topiladi (2-misolga garang):
1 5
ulzl-gzz; ug—-z—ﬁzz
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z = 2 - regular maxsus nuqta. Aniqglovchi tenglama va uning yechimlari:
s(s—2) =0; 51 =2, s3=0.

Rekurrent munosabat:

(n+s)n+s-3)+2

Gl = (n+s)2-1 ™
sy = 2 hol uchun’
_ n(n+1)
Chtl = mcn
munosabatdan ¢; = ¢ = ¢g =--- = ¢ = --- = 0 ekanligi kelib chigadi.
Agar z = 2 nugtadagi s = 2 ga mos keluvchi yechimni uz deb belgilasak

uz(z) = (z — 2)? ekanligini topamiz (¢y ni yozib o‘tirmaymiz).
s3 = 0 holni garaylik. Bu holda rekurrent munosabat
_n(n=3)+2 n-2
lntl = n2—1 cn—n+1(41

ko'rinishni gabul giladi. Agar bu munosabatning maxrajida ham huddi suratiga
o‘xshab (n — 1) ko‘paytuvchi paydo bo‘lmaganda undan cs ni topib bo‘imas edi,
ikkinchi yechimni faqat yuqorida keltirilgan usul bilangina qidirish mumkin
bo‘lar edi. Hozir esa quyidagilarni topamiz:

1
a=-2, g=-za=¢ g=¢=--=0

Bu holga mos keluvchi yechimni uy(z) deb belgilasak u4(2) = (z — 3)? ekanligi
kelib chiqadi.

Endi z == 3 nuqtadagi yechimlarni topaylik. Bu ham regular maxsus nuqta,
yuqoridagiga. o'xshash analizdan keyin quyidagi natijalarga kelamiz: aniglovchi
tenglamaning yechimlari yana o'sha: s; = 2, s; = 0. Rekurrent munesabatning
fagat o‘ng tomonidagi ishorasi o‘zgaradi:

_(n+s)n+s—3)+2
(n+s)i—1

Cnyl =

s =5 =2 ga w(z) = (z—3)? yechim mos keladi. s = s, = 0 holda Frobenius
metodi yana ishlaydi, yechim uz = (2 — 2)? bo‘ladi.

Ikkinchi yechimni topish uchun yuqorida beriigan usuldan foydalanilsa
nima boladi? 2z = 2 nugia atrofida s = s; = 2 ga mos keluvchi yecim
ug = (2 — 2)? dan foydalanib us(z) = w(z)u; ni gidirsak u5 = 5/2 — = ekanligi
keiib chiqadi - logarifrmik had yo'q. Huddi shunday, 2 = 3 nuqta atrofida
ikkinchi yechimni topiskga yuqoridagi usul ishlatilsa yana us = 5/2 -z yechim
kelib chigadi. Topilgan beshta yechim quyidagi uchta chizigli munosabatlarga
bo‘ysunadi:

Quy — 6o —u3 =0, Suy —uwr+uz—us=0, 2u;—u +us=0.
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Bu misolni keltirishdan magsad - "s; — sp butun son bo‘lganda ikkinichi yechim
mavijud bo'lmasligi mumkin" degan tasdiq albatta mavjud bolmaydi degani
ernasligini ko'rsatish edi. '

2.11-misol. Bessel? tengl amasi-

22u// + zur 4 (22 _ u2)'u. =0.

Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor - regular maxsus nuqta z = 0

va irregular nuqta z = oo. z = 0 nuqta atrofida yechimni u(z) = i Ca2™?

. . .y . 7I=0
ko‘rinishda gidiramiz:

os(s — z* + ers{s + L)™'t +- -+ cosz® + ¢i(s + 1)z*H + ...
+(z2 - v¥)(coz® + " +. - ) =0.

a—ning darajasi eng past bo'lgann had z°, uning oldidagi koeffisientlarni
yig'amiz:

co(s® —v?) = 0. (25)
7°*! —monomning oldidagi koeffisientlarni yig‘aylik:
cif(s+ 1) =% =0. (26)
Umumiy ko'rinishda rekurrent munosabatlar quyidagicha ko‘rinishga ega:
1
R Py b 27)

(25)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:
co=0 yoki s =+v. (28)

(26)-dan esa

g =0 yoki s=+4v-—1.
cg # 0 bo'lishi kerak deb 51,2 = +1~ yechimni olamiz. Bu bilan ¢; = 0 deb olgan
bo‘lamiz, aks holda (26)-ni ganoatlantira olrmaymiz.

(27)-ga qaralsa ¢; = 0 ligidan hamma togq nomerli koeflisientlarning nolga
tengligi kelib chiqadi: ¢ = ¢3 = €5 = -+- = ¢g41 = --- = 0. Noldan farqli
koefBsientlar - ¢g, ¢4, C4... . .
ovi 5)1 = v da (27)-ning yechimi quyidagicha bo‘ladi (n = 2k deb olingandan

eyin):

1
C: = [— 1 k;_
2 = D e @
Odatda i
“@= gl

4Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846) - wuemis matematigi va astronomi
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deb olish gabul qilingan. Topilgan yechim J.(2) deb belgilanadi:

(-1
Ek'(k T

Aniqglovchi tenglamaning ikkinchi vechimi s; = —v mustaqil yechimga olib
kelmaydi. Buni tushunish giyin emas - v = n butun son bo‘lganda s;—32 = 2n
butun son bo‘ladi. Ko‘rsatish mumkinki [L7], » butun son bo‘lganda J,(2) =
(=) J-a(2) bo'ladi, ya'ni, s3 = -n hollarda tenglamaning yechimini qator
ko‘rinishda izlash mustaqil yechimge olib kelmaydi.

Ikkinchi yechimni hususiy hol » =0 da topaylik. z = 0 nuqta atrofida:

z dc z d(
= AJy(z / —— +B=AJ(z / — 4+ B=
wal(2) =A%) | 0 @) ey
=Akh(z)lnz + Zanz"
Umurnan esa ikkinchi yechim quyidagicha aniqlanadi:

cos(vr )T, (z) = J-.(2)
sin(vr)

Z 2k+v

N,(2) =

bu funksiyaning nomi - Neumann® funksiyssi. v = n butun son bo‘lganda bu
funksiya 0/0 ko'rinishiga keladi, bu noaniglik I’Hopital qoidasi bo‘yicha ochilishi

kerak. ,
2.2-mashq. Quyidagi tenglamaning 2 = 0 nugtadagi yechimiarini toping:

2u"+ W+ u=0

87. Aniqglovchi bir:misol

Ba’zi-bir hollarda ko'rilayotgan nugta to'g‘rimi yoki maxsusmi
bo‘'lishidan gat’iy nazar yechim
o
u(z)=(z—-a)f Zrm(z -a)

_ n=0
ko‘rinishda qidiriladi. 'Agar z = a nugta to‘g'ri bo'lsa aniglovchi
tenglamaning ikkita yechlml (ula,rmng fargi butun son bo‘ladimi
yo‘qmidan qat’iy nazar) bizga l-ning fundamental yechimlar
sistemasini beradi. Masalan, kichik tebranishlar tenglamasi:

u"(2) + wru(z) = 0.

5Karl Gottiried Neumann (1832-1925) - nemis materaatigi.
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Bu tenglamaning nechta maxsus nuqtasi bor? =z tekisligining chekli
gismida uning maxsus nuqtasi yo'q, z = 0o esa irregular maxsus

nugta: ) . . )
du(¢™)  2du(¢) w 1y
ac? +C ac +(4u(C }=0.
z = 0 nuqta oddiy nugta bo'lishiga qaramay bu nugtada yechimni
quyidagicha ko‘rinishd a. qidiraylik:

u = i cn2™ts. (29)

n=0

Magsad - aniglovchi tenglama yechimlarining farqi butun son
bolganda ham 2z = 0 nuqta oddiy nuqta bo‘lgani uchun
ikkita mustaqil yechim bevosita Frobenius metodi bilan topilashi
mumkinligini ko‘rsatish. Hosilalarni hisoblab tenglamaga olib
borib qo‘yamiz.

Y ealn+8)m+s - 1) R4 Y WP =0,

Bu tenglikni ochib yozaylik:
ces(s—1)2" 2+ crs(s+1)2° +[ea(s +1) (s +2) +wPco)2® +- -+ = 0.

Birinchi va ikkinchi hadlaming oldidagi koeffisientlarni nolga
tenglashtirishdan boshlaylik:

cos(s — 1) =0, cas(s+1) =0.
Bularning birinchisi - aniglovchi tenglama. Ko‘rinib turibdiki, yoki
¢ = 0, yoki ¢; = 0 deb olish kerak, aks holda s(s — 1) = O va
s{s + 1) = 0 bir vagtda bajarilishi kerak bo‘lib chigadi, bu esa
muickin emas. Bu ikkala tenglikdan biri bajarilishi kerak, shuning

uchun ¢; = 0 deb olamiz. Bu holda ¢ # 0, vas; = 0,55 =1
bo'lishi kerak. Rekurrent munosabat:

W Cn—2
(n+s)(n+s-1)
Bunda s = 0 deb olsa.k (qulaylik uchun n — n+2 deb ham olaylik)

w?

ECEDICES
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bo‘ladi. Bu yerdan

wz __1)2 U)2 2 w2n

2
kelib chigadi. Demak,
, 2 4
U = Cg (1— %12 + %—24+~ . ) = ¢y COSWz.
Endi s = 1 holni ko‘raylik. Bu holda
T R Y ) mt )

bo‘ladi. Demak,

('-U2 (—1)2((02)2 w2n
) T —————— s —= — s ey 0 = _1 n n.
@ =-573% & T g = (—1) i@
Bu hold agi yechim:
3 5
-—@ —&23 .-w_-rs'_... zc_0~'
Ug == ” (zw 3] + 5 z ) » smwz.

Aniglovechi tenglamaning yechimlari ayirmasi s; —s; = 1 butun son
bo‘lishiga qaramasdan biz ikkita mustaqil yechimni topdik. Ushbu
tmisoldann kelib chiqib ixtiyoriy holda yechimni 29-ko‘rinishda
qidirishimmiz mumkin degan hulosaga kelamiz, agar z = a nuqra
to‘g'ri nuqta bo'lsa biz ikkita mustaqil yechimni hamma vaqt
topamiz.

88. Irregular maxsus nuqta va aniqlovchi tenglama

Quyidagi tenglamani ko'raylik:

z = 0 nuqgta - regular maxsus nuqta. Yechimni (18)-ko‘rinishda
qidiramiz:



Rekurrent munosabatlar mavjud emas:
cnl(n +8)(n+s—1)—6]=0

formula har-xil indeksli koeffisientlarni bog'lamaydi. Aniqlovchi
tenglama s(s + 1) — 6 = 0 ning ikkita yechimi bor: s; = 3 va
s9 = —2. Demak, yechimlar cheksiz gqator emas, balki birhadlardan
iborat: z3va 272
Endi tenglamani o‘zgartiramiz:
1
u’ - ?u = 0. |

z == 0 nugta irregular maxsus nuqtaga aylandi. Yechimni yana
Frobenius metodi bo‘yicha qidiramiz, birinchi bir necha hadlarni
yozib olaylik:

ces(s +1)2 2 4 cys(s-+ 1)z + - - — 6p2® 2 — 62" 2 — - = 0.

Aniglovchi tenglama —6¢y = 0 ko‘rinishni oldi, buni gabul gilib
bo‘lmaydi, chunki undan ¢y = 0 ekanligi kelib chiqadi, bu esa
yechirnning yo‘qligiga teng.
Yana bir misol ko‘raylik:
2
u” + Lo - a—2u =0.
z z

Bu tenglama. uchun aniqlovchi tenglama s? = a?, uning yechimlari

812 = +a. Rekurrent munosabatlar yana mavjud emas:
cn [(n+s)?—a?] =0.

Yechim yana faqat ikkita haddan iborat: 2°, z72.
Tenglamaning maxsus nuqtasini o‘zgartiramiz:
1 2
u + =y - a—au = 0.
z z
Endi 2z = 0 nuqta irregular nuqtaga aylandi. Aniqlovchi tenglama
—a’co = 0 ko'‘rinishga ega, bu esa yana yechimni bu metod bilan
olib bo‘lmasligini ko'rsatadi.
Tenglamani yana bir bor o‘zgartiramiz:
1 a?
" / _

~
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z = 0 puqta yana iregular nuqta, ammo vaziyat o‘zgardi:
aniqlovchi tenglama s = 0 ko‘rinishga ega. Rekurrent
munosabatlar: ,
nn—1) — a?
n+l
Ko'rinib turibdiki, yechim yaqinlashuvchi cheksiz qator bo‘lmaydi:

Cnt1 n(n —1) - a*
Cn n+1

Qatorni qandaydir hadda bo‘lish kerak, aks holda uning ma’nosi
yo'q. Masalan, a? = 2bo'lsa qator n = 2 had bilan tugaydi: u(z) =
14-2z+-22? yechim bo‘lishini tekshirib chiqish ¢iyin emas. Umuman,
a? shunday son bo'lishi kerakki, n(n — 1) — a® = 0 tenglamaning
yechimi musbat butun son bo‘lsin. Aks holda (30)-tenglamaning
yechimini qatorga yoyish usuli bilan topib bo'lmaydi.

Ko'rib turinibdiki, Frobenius metodi irregular nugtalarda
muvafFagiyatga olib kelmasligi mumkin.

Cpy1= — Cn-

n—00
— Q.

§9. Bitta regular maxsus nuqta

Hususiy hollarga o‘taylik. Bitta regular maxsus nuqtali
tenglamaning eng umumiy ko'rinishi:
2
u' + u' =0. (31)
zZ—a

Tenglamaning maxsus nugtasi bitta - z = a. z = co maxsus nuqta
bo‘lmasligini tekshirish qiyin emas. Yechimni standart ko‘rinishda
qidiramiz:

u(z) = Ecn(z - a)™*
n=0
Bu galda quyidagi holga kelamiz:

ch(n+ s)n+s+)(z—a)""?2=0,

Aniglovchi tenglama s(s+1) = 0. Uning ikki yechimi: s; =0, 55 =
—~1. 8y = 0 uchun
crin+1) =0
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bo‘lishi kerak. n = -1 bo'lishi mumkin emas, n = 0 uchun esa
¢y ixtiyoriy bo‘lib chiqadi. Demak, s; = 0 ga mos kelgan yechim'
u; = A ekan, A - ixtiyoriy konstanta.

Bu misolning umumiy nazariyaga zid bo‘lgan joyi bordek
ko‘rinadi: 23-bo'yicha s; — s9 = 1 bo‘lgani uchun s; ga mos
keluvchi yechimni topa olmasligimiz kerak, ammo ikkala yechimni
ham osongina topish mumkin:

ug(z) = B+ D .
zZ—a

Ikkinchi yechim (§6.)-paragrafda berilgan metod bilan ham huddi
shunday ko‘rinishda topiladi.
Bu misolning urmumiy nazariyaga zid bo‘lib ko'ringanligining

sababi hagiqgatda w; = A yechim yechim emasligidadir.
Ko'rilyapgan tenglama ikkinchi tartibli bo‘lib unga ikkita bosh-
lang‘ich shartlar berilgan bo‘ladi, u; = A funksiya ikkita

boshlang'‘ich shartni ganoatlantira olmaydi - unga bitta noma’lum
kirgan.
Agar @ nuqtani cheksizlikka ko‘chirmoqchi bo‘lsak: a — oc,
tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
uw” = 0. (32)
Uning yechimi
u(¢) = A+ BC. (33)
Bu yechim yuqorida.gi ikkinchi yechim us(z) ga mos keladi.

§10. Ikkita regular maxsus nuqta

a va b nugtalar va faqat ular regular maxsus nugta bo‘lishi uchun
p(z) funksiya

1
~ (z —a)(z— D) (34)
va (yoki) ¢(z) funksiya
~ o (3)

(z — a)*(z — b)?
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ko‘rinish1i hadlarga ega bo'lishi kerak. Cheksiz nugta yangh maxsus
nugtaga aylanmasligi uchun (16)-dan ko'rinib turibdiki

2 p
- - = 36
kombinatsiya ¢ = 0 nugtada qutbga ega bo‘lnasligi kerak. Bunday
talabga esa quyidagi funksiyagina javob beradi:
, 2z—c
P = T aG by
bu yerda ¢ = const. Huddi shunday, z = o¢ nuqta yangi maxsus

nuqtaga aylanmasligi uchun ¢(z) ning ham ko‘rinishi maxsus
bo‘lishi kerak:

37)

_ const
1) ==

(38)
Ya'ni,

du + 2z + const @_ 4 const
dz2  (z—a)(z—b)dz (22— a)%(z — b)?

tenglama. ikkita regular maxsus nugtaga - a va b - ega bo'lgan
tenglamamning eng umumiy ko‘rinishi Ammo bu tenglamaga
kirgan o‘zgarmas sonlarni informativroq bo‘lgan ko'rinishga keltirib
olishimiz mumkin.

Ikkita regular maxsus nuqtali tenglamaning eng umumiy holi
uchun quyidagi standart ko‘rinish qabul gilingan:

v=0 (39)

d?u 2z +bA+p—1)—aA+p+1)du, Aula—b)? 0
dz2 * (z —a)(z — b) dz (z—a)2(z - b)2u -

| (40)
Bu tasavvurning afzalligi shundakim, wunda aniglovchi
tenglamaning ikkala yechimi yaqgol berilgan: ular A va p.
Ikkala maxsus nuqtalan ham yaqqol berilgan - a va b. Tekshiraylik.

= g nuqtada:

2a +b(A+p—1)—a(A+p+1)
p—1= a,'—.b

=1-A—yp, g2 = Al.
(41)
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Aniqlovchi tenglama va. uning yechimlari:

& — s\ +p) + =0, S1=2A, Sz=p. (42)
z = b nugtada: _
2+ b(A+p—1) —a(A+ p+1)

=14+A+p, g2 =Aar.
(43)

pP-1 b— o

Aniqlovchi tenglama va uning yechimlari:

s2+ s+ p)+ Ap =0, s1=—=\, spg=-—u. (44)

Olingan formulalar umumiy yechimni quyidagi ko‘rinishda qidirish
kerakligini ko‘rsat adi:

A u
z—a\" . z—a\" .
w = (323) o)+ (355) @) 69
almashtirish yordamida (40)-tenglamani

dulw) 1 -\ -pdu(w) M _
2 i m ST BBy M) =0 (46)

ko'rinishga keltirishimiz mumkin. Yangi o‘zgaruvchi tilida 45-
yechim

zZ—a

z—b

w =

u(w) = wriy (2) + whig(2)
ko‘rinishni oladi.
2.3-mashq. (46)-tenglamaning yechimini topib @;(z) va @iy(2) funksiyalar
o‘zgarmas son ekanligini ko*rsating.
Bu mashqdan kelib chiqadiki ikkita regular maxsus nugtali
holda tenglamaning umumiy yechimi quyidagi sodda ko‘rinishga
ega:

— o\ _ 2
wz)y=A4 <z a,) + B (z a) , A, B — konstantalar.

z—b 2— b
| (47)
Hulosa: tenglamada ikkita regular maxsus nugta bo‘lsa uning

yechimi elementar funksiyalar orqali ifodalanadi.
2 4-mashq. Agar A = u bo'lsa yechim

A A
z—a z—a z-a
u(z)_A<z—b> +B(z—b) lnz—b

bo'lishini ko‘rsating.
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§11. Uchta regular maxsus nuqta

Uchta. regular maxsus nuqtaga mos keluvchi p(z) ning eng umumiy
ko‘rinishidan boshlaymiz:

_ o« B g
p(z)—z_a+2_b+z_c+6. (48)

Cheksiz nugta maxsus nuqta bo‘lmasligi uchun

2 1 1
¢ ¢ (Z)
ifoda ¢ — O da analitik bo'lishi kerak. Buning uchun esa
a+f+y=2 va §=0 (49)

bo'lishi kerak.
Uchta regular maxsus nuqtaga mos keluvchi ¢(z) ning eng
umumiy ko‘rinishi

B 1 d € f =
q(z)—(z—a)(z—b)(z—c) (Z_a+z_b+z—c) (50)

bo'ladi. Yozilgan ifodaning strukturasi shundayki ( = 1/z — 0O
nugtada quyidagiga egamiz: q/(* = d +e + j. Shunday qilib,
butun kompleks tekisligida fagatgina uchta @, b, ¢ regular maxsus
nuqtaga ega bo'lishimiz uchun p(z) funksiya uchun (48)-ifodadagi
parametrlar (49)-shartlarga boysunishi va ¢(z) uchun (50)-formani
olishimiz yetarli va zaruriy ekan.

Uchta regular maxsus nuqgtali ikkinchi tartibli differensial
tenglamaning standart formasini quyidagicha tanlab olishimiz
mumkin:

S [A—l— )\'—1+u+u'—1+u+1/’—1}u,:_

z—a z-b zZ—c
M(a-bla—c) _mb=a)lb-g
(z —a)?(z — b)(z — ¢) (z — a)(z — b)2(z —c)

vv'(c - a)lc — b) _ N
<z—a><z—b><z—c>?]“‘0' °

+

—+
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Bu tenglama Papperttz-Riemann® tenglamasi deyiladi.
Bu holda (49)-shartning birinchisining yangi parametrlar tilidagi
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:
A+XN +p+p+rv+v =1

Ushbu tanlovning afzalliklari quyidagicha: yangi parametrlar
AN, o, ¢ va v, v’ (51)-tenglamaning a,b va ¢ regular maxsus
nugtalaridagi aniglobchi tenglamalarining yechimlaridir.

Masalan, 2 = @ nuqt ani olib ko‘raylik. Bu nuqtada

p—l(a) = —-A- A’a Q~2(a) = A)"a
aniglovchi tenglama.
s2— (A+XN)s + AN =0,

uning yechimlari s; = A va s; = X. Demak, (51)-tenglamaning
z = a nugta atrofidagi yechimi

w(z) = (z — a)* E an(z —a)* + (z — a)" Z bo(z —a)”

ko‘rinishda qidirilishi kerak, a, wva b, koeffisientlarni rekurrent
munosabatlardan topamiz. Huddi shundek, z = b vaz = cnugtalar
atrofida yechimlarning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

u(z)=(z =¥ _ calz =)™ + (2 = b} D du(z — b)",
va
u(z)=(z — ¢)” Z en(z— )™ + (z— )" Z fu(z =)™

Demak, tenglamani standart ko‘rinishga keltirishning o‘zi uning
yechimlarining asosly xarakteristikalarini aniglashga teng ekan.
Shu sababdan (51)-tenglamaning yechimlarini

a b c
u(z) :P{ Apov z}
A’ #I I/,

siimvol orqali ifodalash qabul qilingan. Bu simvolning nomi -
Rizemann stmvoli. Ushbu simvolning ko‘pgina hossalari [2}-
kitobda berilgan.

6 Georg Friedrich Bernhard Riemarin (1826 - 1866) - nemis matematigi.
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Shu hossalardan bittasini keltiraylik:

a b ¢ a1 b1 o
P{;\/N'V'z}zp{i\'ﬁ/yy' zl}. (52)
N’
Bu yerda _ An+ B "
N Czxi+ D /
kasr-chizigli almashtirish. Topish osonki
_Dz-B
A=A _Cr
Shunga yarasha
_Da-B b_Db~B _Dc-B
M=Qq-Co T A-cv T A-cc

Bu formulalarning ma'nosi nimadan iborat? (53)-almashtirish
kompleks tekisligidagi z nuqtani z; nuqtaga o‘tkazadi. (52)-
tenglikdan kelib chiqadiki, bu almashtirish natijasida maxsus
nugtalar ay, by, ¢; ga o'tadi va yechim ko'rsatkichlari A, u, v, X, i/,
v’ lar o‘zgarmaydi. Bu degani bizga g, b, ¢ maxsus nugtalardagi
yechirmlar berilgan bo‘lsa ularni a;, b;,¢; nuqtalarga (52)-orqali
o‘tkazishimiz mumkin.
Odatda maxsus nugtalarni a = 0,b = 1, ¢ = oc nuqtalarda
joylashtirish qabul gilingan. Buning uchun (51)-tenglamada
z—a b—c
w = Y =T
1

1—c
almashtirish bajaraylik. Bu almashtirish (53)-almashtirishning
hususiy holidir. Ko'rinib turibdiki, bu holda z = ¢ nigta w = 0
nugtaga o‘tadi, z = b nuqta w = 1 nugtaga otadi va 2 = ¢ nuqta
w = 0o nugtaga o'tadi: '

a — 0, b — 1, ¢ —= o

Klassik matematik fizika tenglamalarida butun kompleks
tekisligida beshtadan ortiq regular maxsus nuqtalar uchramaydi.
To'rtta va beshta maxsus nuqtali tenglamalar g'oyatda kam
uchraganligi uchun biz ularning nazariyasida to‘xtab o'tmaymiz.
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§12. Gipergeometrik funksiya (Gauss funksiyasi)
§12.1. Tenglama va uning yechimlari
Quyidagi tenglama gipergeometrik tenglama deyiladi:
21—z (2) + (c— (a+ b+ 1)2)u/(2) —abu(z) = 0. (54)
Agar uni

Wi | ——— +a+b+1 u’+a—bu—0
z(z —1) z—1 z(z

ko‘rinishda keltirsak uning yechimini

0 1 00
u=P{ 0 0 a z
l-cc—a—-b b

ko‘rinishda yozib olishimiz murnkin bo‘ladi. Ushbu jadvalning
birinchi ustunini tekshiraylik. =z = 0 nuqtada p_; = ¢, g9 = 0.
Shunga yarasha aniglovchi tenglama va uning yechimlari:

4+s(c=1)=0 = s5=0, spa=1-c

Birinchi ustun tekshirildi. Ikkinchi va uchinchi ustunlar ham
shunday tekshiriladi.

z = 0 nuqta atrofidagi yechimni topaylik. s; = 0 ga mos
keluvchi yechimdan boshlaymiz:

oo
LL(Z) :Zanzn=a(]+~a.12+a2z2+a323+... .

n=0

Uning huosilalarinin hisoblab (54 )-tenglamaga olib borib qo‘yamiz.
z ning bir xil drajaari oldidagi koeffisientlarni tenglashtirsak
quyidagi munosabatlarni olamiz:

b

cay —abagy=0 = a;= a—ag,
c
la+1)(0+1

2(12—((1+b+ 1)0.1 +2ca9—ajab=0 = a3= i(a—c-)f—(l——)al’
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yoki,

_la(a+1)b(b+1)

T2 cle+1)

Shu jarayonni davom ettirib
lafa+1)---(@a+n—-1bb+1)---(b+n—1)

== a
nl cle+1)---(c+n—1)

(25} aq.

n 0

ekenligini topamiz. Tenglamamiz chizigi bo‘lgani uchun gy = 1deb
olaylik, bu holda yning yechimi

., ab_ala+1)bb+1) 2 = (@)n(B)n 2"
F(_a,b,c,z)—1+—zz+ —-;-...__Z:_.WH

cc+1) 2 o
(55)
ga keltiriladi, bu yerda
_D{a+n)
(a)n - I-\(a) .

(55)-qator gipergeornetrik gator yoki funksiya deyiladi.
(54)-tenglamaning z = 0 nugtaga eng yaqin maxsus nuqtasi z = 1
bo‘lgani uchun bu gatorning yaqinlashuv sohasi |z| < 1 bo‘ladi.
Ko‘pincha biz aniqlagan gipergeometrik funksiya

2F1(a,b;c;z)

ko‘rinishda belgilanadi, bu belgilash (55)-qator suratida ikkita
parametr: a va b, maxajida esa bitta ¢ parametr borligini bildiradi.
Umumlashgan gipergeometrik qatorlar ham bor, ularning suratida
va maxrajida bir-nechadan parametrlar bo‘lishi mumkin.

= 0 nugtadagi ikkinchi yechimga o‘taylik. Uning ko‘rinishi

ug = 27 (2) (56)
bo‘lishi kerak, bu yerdagi f(z) funksiya z = 0 nuqtada analitik
bo‘lgan funksiyadir. Agar (56)-ni (54)-tenglamaga olib borib
qo'ysak f(z) uchun quyidagi tenglamani olamiz:

2(1=2)f"+(@2—c~ zla+b+3 - 2))f'+
+({(l-¢c)—la—c+1)b-c+1)f=0.
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Ko‘rinib turibdiki,

f=o1b~- c+ l,a—c+1;2—¢z2).

Shu bilan biz (54)-tenglarmaning z = 0 nuqta atrofidagi umumiy
yechimini topdik:

u(z) = AsFi(a,b;c;2) + le"chl(b —c+lia—c+1;2—¢2).
§12.2. Imtegral tasavvur

Gipergeometrik funksiya uchun integral tasavvurlar juda ko'p [5].
Jlarning ichida eng ko‘p ishlatiladigani quyidagisi:

1

N I'(e) $b=1(1 — ¢)e-b-1
oFy(a,b;c; z) = B (e —b) / L=tz dt. (57)
L4

2.5-mashq. (1 —tz)“ funksiyani qatorga yoyib shu integral tasavvurdan
(35)-catorni keltirib chiqaring;.

§12.3. Hususiy hollar
Quyidagilarni isbot giling;:
1. (1 + 2)" = 2 F1(—n, b; b; — 2).
2. In(14z) = 21, 1,2, —2).

1+2 1 3
! =22 [ =, 1, =: 22
n1 Z9 1(2,1,2,z>.

.QO

—Z
1+2

* (—1_—;)m =9F1(2a,a + 1;a; z).

1
.arcsinz = z oy (5, %;g; z2> .
3-

Qt

1
6. arctanz = zoFy { =, 1;=; —2?
arctan 2 1(2, 157 z).

. oFi{a,b;c; 2) = 2F1 (b,a; c; 2).

\'1
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dr (@) (b)n

——oFi(a,b;c;2) = ~—~——""3F(a+n,b+n;c+n;z2).
Z™ (Sn ‘
9.
. ol(c~a—b)
2Fl(a’> b:c71) - F(C—G)P(C— b))
c#0,-1,-2,..., Rec>Re(a+b).
10.
1
oF1(a,b;1+a—b;—1)=27" oy
r(1—b+g)r(* 2“.)
Re(1 +a—b) #0,~1,-2,....
11. P
zFl(a,l—a;b;E) =2 b( )b(i)a ;
2 rG+IrG-3+3)
12.
e’ = lim »Fi(1, 5,1; 2/ 8).
B0
13.

2 Fi(a,b+1;¢2) —oF1(a,bi ¢ 2) = a—j oFi{a+1,b+1;¢c+1;2).

14.
o Fi(a,b;c; z) = (1 — 2)™ o Fi(a, c — b;c; ad

).

15. Awvvalgi munosabatni ikki marta qollab va a <+ b
almashtirishdan foydalanib:

oFi(a,bic;z) = (1 — 2)°"* %3 Fi(c — a,c - b;c; 2).

z—1



Misollarning ikkitasini vechaylik.

1.
: 2 T(—n+k)(—2)F
Fi(=n,bjb; —2) = =
2 » Z{) T(-n) k!
B [(—n +1) [(—n +2) 22
TN e 9 TR 2
Bu yerda

I(—n +1)/T(-n) = —n, chunki '(—n+1) = —nl(-n),

(-n+2)/T{-n) = n(n-1), chunki I'(—n+2) = n(n—1)[(—n)
va h.k. Bu qator kK = n hadda uziladi, chunki £ =n + 1 uchun

(-n +n+ 1)/T(—n) = 0 bo'ladi, k¥ undan katta bo'lsa ham
[(—n + k)/T(—n) nisbat yana nolga teng bo‘ladi. Demak,

: ey =~D(=n+E)(=2)F
251(—n,b,b,—z)_§ N ET

1
=1+nz+§7z(n—1)zz+---+z"=(1+z)".

2.
(Dn(Dn (=)™ Z)" -
Fi(1,1;2— 2)H =
29 1 ) nz_o 2)n Zon+1
1 1
=z— 2z2+3z - =1In(l + 2).

§12.4. Legendre funksiyalari
Umumlashgan Legendre tenglamasini yozaylik:
(1 -2 - 222/ + (v + 1) — p2(1 - 2 Hu =0.

Agar v = n butun son bo‘lsa bu tenglamaning yechimi
umumlashgan Legendre polinomlarini beradi. Ushbu tenglamada

u=(z2 - 1), z=1-2¢
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almashtirishlarni bajarsak
EQ—EW"+(+ 1)1 -2 + v — W +p+lv=0

tenglamani olamiz. Buesaa =p—-v, b=p+v+1, c=p+1
parametrlik Gauss tenglamasidir. Natijada

1 (z+1\*? 1 2
K{z) = F{- L1l—p=—=

'PV(Z) F(l—[l;) (Z——l) 2 1( v, v+1; P72 2)
munosabatga kelamiz.

§13. Irregular maxsus nuqgta

v —kPu=0 (58)
tenglamaning bitta maxsus nuqtasi bor - z = co. U ham bo‘lsa.
irregular nuqta. Buni quyidagicha ko‘rishimiz mumkin: z = 1/¢
almashtirish bajaramiz va natijada

d?u 4 2du k2

m—— —_—_— U =

d¢? -~ ¢d¢  ¢*
tenglamani olamiz. Ko'‘rinib turibdiki, { = 0 (z = o0) nuqta
irregul ar maxsus nuqta.

(58)-tenglamada 2z = almashtirish bajarib maxsus

w—a
nuqgtani w = a nuqtaga ko‘chiramiz:
d*u 2 du k2

dv?  w—adw (w-a)?

u=0. (59)

Bu tenglamaning }echlmlm (58)-tenglamaning yechimidan os-
ongina. topamiz: ;
Lk k

u—;Ae'w"a+Be w—a. (60)

Mana, shu yechlmdan irregular maxsus nuqtaning talqinini
olishimiz mumkKkin: tenglamanmg irregular mazxsus nuq-

tasiga yechimning muxim maxrsus nuqtasi to‘g‘ri
keladz.




Irregular maxsus nuqtaga yana bir tomondan garash mumkin.
Ikkita regular maxsus nuqtali 40-tenglamada maxsus nuqgtalarni
ustma-ust tushuramiz: b = a + &, € — 0. Undan tashqari A =
—u = k/e deb olish kerak. Bu holda 40-tenglama 59-tenglamaga
o'tadi. Demak, tkkita regular mazxzsus nugtalarning
qgo‘shilishida hosil bo‘lgan mazsus nugqta irregular
bo‘lar ekan.

Bu natijani yechimlar ustidagi amallar bilan ham tasdiglash
mumKkin.

Ikkita regular maxsus nuqtali tenglamaning yechimi (47)-
ko‘rinishda bo‘lishini ko‘rsatgan edik:

A Iz
z—-a z—a
=A .
u(z) <2 — b) +B (z — b) (61)
lkkita maxsus nuqtalarni birlashtirish uchun yuqorida ko‘rsatilgan

b=a+e, A=—u=kJ/e, ¢ = 0 almashtirishlar bajarish kerak.
Bunda quyidagini olamiz:

§14. Aynigan gipergeometrik funksiya
§14.1. Tenglama va uning yechimlari

Gaussning (54)-tenglamasida z — z/b almashtirish bajarib b — oo
limitga o‘tsak 4

2"+ (c—2)u' — au=0 (62)
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning nomi aynigan giper-
geometrik tenglama, yoki, Kurnmer tenglamasi. Bu
tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor - z = 0 regular maxsus
nuqta va z = oo - irregular maxsus nuqta. Uning yechimini
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gator sifatida qidirib topishimiz mumkin, ammo osonrog'i (35)-
gipergeometrik qatordan z — z/b, b — oo almashtirish bajarib
keltirib chiqarishimiz mumkin:

ala+1)2!  ale +1)(a+2)28 N
cle+1)2  cle+1)c+2) 3

c° n

= (c)n !
Funksivaning indekslari tushunarlidir - qatorning surati va
maxrajida bittadan parametr bor. Bu qatorning yaginlashuv
sohasi |z| < 00, qatorimiz kompleksn tekisligining chekli qismida
yaqinlashuvchidir. Topilgan funksiya aynitgan gipergeometrik
funksiya, yoki, Kummner funksiyast’ deyiladi Ko‘pincha
Kummer funksiyasi o'zining maxsus belgisi orqali belgilanadi:

1Fi(a;¢ 2) = &(a;c; 7).

Gip ergeometrik tenglamada uchta regular maxsus nuqta bor edi -
0,1, co. Bajarilgan z — 2/b, b — oo almashtirish orqali ikkita
regular maxsus nuqtalar z =1 va z = oo ni birlashtirdik, buning
natijasida z = oo nuqgta irregular nugtaga aylandi, z = 0 nuqta
regular nuqtaligicha qoldi. z = O ning regular maxsus nuqtaligi
(62)-tenglamadan ochig-oydin ko‘rinib turibdi. (62)-tenglamada
z = 1/( almashtirish bajarib

d?u 2 1—-c(\du a
?I@*(' __)ZE"FU—

' a
1 Fi(a; ¢ Z) =1+ 'C-Z +

+ 0

¢ ¢
tenglamani olamiz. Bu tenglamadan yaqqol ko‘rinib turibdiki, { =
0{z = oo) nugqta irregular nuqtadir.

z = 0 nuqta atrofidagi yechimni topaylik. Bu nuqtada
aniglovchi tenglama

' s +slc~1)=0,
uning yechimlari s; = 0, so = 1 — ¢. Gipergeometrik tenglamaning
yechimini topganimizdagi uslubni yana bir qo‘llasak

u(z) = A®(a;c;z) + Bz 0(a — ¢+ 1:2 — ¢;2)

formulani olamiz.

7Ernst Kummer (1810 - 1803} - nemis matematigi.
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§14.2. Integral tasavvur

Huddi gipergeometrik funksiya.ga o‘xshash aynigan gipergeometrik
funksiya uchun ham integral tasavvurlar juda ko‘p [5]. Ularning
ichida. eng keng ishlatiladigani

1
. e F(C . zt yja—1 c~a—1
- ®(g;¢;2) = F(a T(c— /d 71 —t) .
0

2.6-mashq. Integral ostida e* ni gatorgas yoyib (63)-qatorni keltirib
chigaring.
2.7-mashq. Quyidagini isbot qiling:

‘I>(a c;2) = (a)"d)(a+n;c + n; 2).

(©)n

2.8-mashq. Quyidagini isbot qiling: ®(a;c;z) = e*®(c — a;¢;—2).
2 .9-mashq. Quyidagini isbot qiling: e* = $(a; a; 2).

dn

§14.3. Bessel funksiyalari

Bessel tenglamasini eslaylik (uini kompleks tekislikda yozib olaylik):
2u" + 2w + (22 - v =0.

Bu tenglamaning ikkita maxsus nuqtasi bor: z = 0 - regular nuqta

va z = o - irregular nugta. Demak, ushbu tenglama aynigan

gipergeomnetrik tenglamaning hususiy holi ekan. Darhagiqat,
Kummer tenglamasida

, 1
u(z) = 2~ 2w(z), a==-—k+p, c=14+2u

2
almashtinishlarni bajarsak quyidagi Whittaker tenglamasini

olamiz: P . ,
w 1 k ik
d22+<4+z+ = )w-—O.

Yana bir almashtirish bajarsak:

1

w(z) = ——Zy(z)
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quyidagi tenglamani olamiz:
22
2y -+ (—q +(1 - uz)) y=0.

Bessel funksiyasining normasini hisobga olib natija

1 2\ _;, 1 _ o
Ju(z) = (o +1) (5) e cI’(2+I/,1—f—2v, 2zz)

ko‘rinishga keltirilishi mumkin.




III-B OB.
ASIMPTOTIK METODLAR

§1. Asimptotik qatoxr tushumnchasi

Ba’zi-bir hollarda biror funksiyani o‘rganayotganimizda uning anig
ko‘rinishini taqribiy ko‘rinishi bilan almashtirishga to‘g'ri keladi.
Birdan-bir talab - mana shu tagribiy ifoda funksiyamizning asosiy
hossalarini ma’lum bir sohada yaxshi akslantirsin. Hususan,
f(z) funksiyaning o'rniga uning katta argumentlarida quyidagi
ko‘rinishdagi o

(63 ] [65)
Cot—F+—g+  t—m e 1
0T T2 2" ()
gatorni olish magsadga muvofiq bo‘lishi mumkin. Bu qatorning
hususiy yig‘indisi uchun

o Ck .
zllx)lgoz {f(z)—kzgz—i} =zlg£1oz"{f(z)——sn}—>0 (2)
ga ega bo'lsak u f(z) funksiyani uning katta argumentida yaxshi
yaqinlashtirgan bo‘ladi. (1)-gator yaginlashuvchi bo‘lishi shart
emas, u faqat f(z) funksiyaning =z ning katta qiy matlaridagi asosiy
hossalarini aks ettirishi kerak. (2)-shartga bo‘ysungan (1)-qator
f(2) funksiyasining asémptotik yoyilmasi deyiladi. Ushbu ta'rif
quyidagicha belgilanadi:

, C1 Co Cn
f(z)NCO+;+‘;2-+"'+;;+"' (3)

Har bir funksiyaning asimptotik qatori (agar u-mavjud bo‘lsa)
vagonadir. Rostdan ham, quyidagi formulalardan ko‘rish
mumkinki, (1)-qatordagi har bir koeffisient f(z) funksiya orqali
vagona ma'noda aniglanadi:

G = lim f(Z), Clzzl_i‘}rgloz{f(z)—q)}, cee

Cp = Zh_l)qgoz {f(z) — sn}.
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Lekin bitta asimptotik qator bir necha funksiyaning asimptotik
yoyilmasi bo‘lishi mumkin. Masalan, e™* va 0 funksiyalarning
asim ptotik gatorlari bir xildir, chunki lim 2z*e~% — 0.

=00
Asimptotik gatorlarni qo‘shish va ko‘paytirish mumkin: agar

% w g~ %

k=0 k=
bo‘lsa

- d Z ) _ .o n
Frron) ~ 3B sy ~ Yo WnLadrt o b

k
k=0 k=0 o

bo‘ladi. A51mptot1k gatorni hadlab integrallash mumkin (agar (3)-
gator cz/z? had bilan boshlangan bo' lsa)

oo n

/dzfz)NZ(A 1)zk SE

z

Ammo asimptotik gatorni hadlab differensiallash mumkin emas.
Masalan, f(z) = e “sine® funksiyani olaylik. Ko'rinib turibdiki,
f(z) ~ 0. Ammo f'(z) = —e *sine® +cos e” funksiya hech ganday
limitga ega emas (x — oo da).

Ushbu bob asosan qandaydir integral orqali berilgan
funksiyalarning asimptotik gatorlarini topishga bag'ishlangan.

§2.  O(g) va o(e) belgilar hagida

Agar shunday A son topilib

bo‘lsa, unda
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deb yoziladi. Masalan,

cose — O(1), sin e —> O(g),
£—0 e—0
£3/2
wse —1 — O(?), — — Oe?).
e—0 sin &g =0

- fle) _ ( — ol : -
Agar il_l;no ron 0 bo'lsa f(e) =o(g(e)) deb belgilanadi.
Masalan,
sine — o(1), sine —7 o(e¥/?).
&

§3. Bo‘laklab integrallash metodi

Bu metodni misollarda o‘rganish magsadga muvofiqdir.
3.1-misol. Quyidagi integral orqqali aniglangan funksiyani olaylik:

f(z) = / ez:dt. )

I

Integral aniq hisoblanmaydi. Ammo uning z katta bo‘lgandagi qiymatini

1/z bo'yicha qator sifatida topishimiz mumkin. Buning uchun shu integralni
bo‘laklab integrallaymiz:

1 dt - -
u—z, du——t—z, dv=e7tdt, v=—et
Natijada
|00 o0 x
e:t—t et —t 1 ot e:—t
f@)== “/tz dt-;—(——t—ze —2/ it | =
z z x .
(5)
11 2 Y et
=;—;—2'+‘;—"'+ z—"(n—l)!+(—1)"1l!/tn+ldt.

x

qatorni olamiz. Bu qator z katta bo‘lganida (4)-integral orqali aniglengan f(z)
funksiya uchun asimptotik qator rolini o‘ynaydi. Qator yaginlashuvchi emas,
buni n-hadning suratida (n — 1)! borligidan tushunishimiz mumkin: qoldiq had

uchun
® z—t 1 we:r—f n'
e o !
i — —— — o —_—
Tl./ tn+ldt - n!xnﬂ (n+ 1)1/ tn+2dt < e+l
z

x
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dan ko‘rinib turibdiki

al
x”{f(a:) - sn(r)} < % -0, T — 00,

: ‘ n!
ammo, chekli z uchun 7 = oo da p. —» o0. Buler shuni ko‘rsatadiki,

1 12 (-1)~1
———+——---+—;n——(n—1)!

r 122 23
qator r katta bo‘lganda (ma'lum bir » uchun) (4)-integral orqali berilgan f(z)
funnksiyani talab qilingan aniglikda yeginlashtirib beradi. Asimptotik deyilgan
qatordan talab gilingani shudir.

3.2-misol
. o 1 .71 11 1 .71
- N S L Nl i T Rt L Rl - =
f(=z) /dte 5€ /td(e ) 2:r+226 /t3d(e )
x z z

1 1 +1'3 1-3-5
2¢ 228 23;5 827

. N R ©
3.3-misol. Bo‘laklab intergallash yo'li bilan asimptotik qatorga o‘tishga
yana bir misol:
L ot
e
flz) = / U=

£

1 -
L= dv=e"‘dt!=ex—2—2/e—dt=
z (7)

2 78 o8 it

=e—z<1 2 3_!_...+£—_1ﬂ.”_—1_)!+...)_

Agarx bo‘laklab integrallashda birinchi bosgichda adashib u = e™ va dv = dt /¢
deb olganimizda asimptotik (ya’'ni, 1/z ning darsjalari boyicha) cator emas,
balki z ning musbat darajalari bo‘yicha qatorni olgan bo'lar edik.

Olingan qatorlarning hammasi asimptotik gatorlar.  Ular
berilgan funksiyani uning argumenti katta bo'lganida kerakli
aniqglikda yaqinlashtirib beradi.

Yaginlashuvchi oddiy qator (masalan, Taylor gatori) hagida
gapirganimizda u qatorlfling qancha ko‘proq hadlarini xisobga olsak
shuncha yuqoriroq aniqlikka ega bo'lamiz.  Asimptotik qator
haqida gap ketganda bunday emas. (5)-, (6)- va(7)-formulalardan
ko'rinib turibdiki argument z o‘zgarmasdan turganda har bir
keyingi hadning hissasi oldingi hadning hissasidan katia bo‘lib
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ketishi mumnkin - har bir hadning suratiga faktorial kirgan, faktorial
juda tez o‘suvchi funksiy a. Masalan, (5)-formulada n-nchi hadning
(n — 1)-hadga nisbati (absolut giymati bo‘yicha)

n!  (n—1) n
rn+l - " - ;
ga teng. Oydinki, n katta bo'lganida bu nisbat birdan katta. Shu

sababdan asimptotik qatorning faqatgina bir necha birinchi hadlari
qoldiriladi, z katta bo‘lganda shuning o‘zi yetarlidir.

6-formulaga qaytaylik. [ dte—*’ integralni ikki xil yo‘l bilan
0

hisoblaymiz. Birinchidan

_ ' 2 ¢ A
— 1— — « = et —_— — —— s 4w
/dte /( t+2!+ )dt z 3+10
i 0

Bu -yaqinlashuvehi qator. Endi integralni ikkiga bo‘lamiz va uning
ikkinchi gismi uchun 6-formuladan foydalanarmiz:

_tz': — =_1r_ _I2 —_—— — e
/ dte / _/ 7 ¢ (23: 23T )
0 0 @

Olingan forirulaning ikkinchi gismi - uzoqlashuvchi asimptotik
qator, ammo uning faqat chekli sonli hadlarini hisobga olsak x —
oo da integral o‘zining aniq qiymatiga erishadi.

Yana bir necha misolni ko‘raylik.

3.4-misol.

7 LI
I(x)= / dtf(t)e=t =Y fzkf?) +0 (z,}+2) ,  z—o0.
0 k=0

Bu integralni hisoblashda dv = e ®dt, u = f(x) deb olish kerak. Albatta,
if%)0)] < oo deb hisoblay miz.
3.5-misol.

I(a)=fdtf(t)e"“" =i(f(k)(o) +O( L ) a — oo.
0 k=0

—'ioz)k"‘l Q"+2
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3.6~ 1nisol. ,
I(z) = / dtf(t)esr®).

z katta, h(t) va f(t) funksiyalar « < t < b sohada differensiallanuvchi
funksiyalar deb hisoblaymiz. Undan. tashqari, [a,b] intervalda A'(¥) # 0
bo‘lsin. Integralni katta z larda baholash uchun uni quyidagicha bo‘laklab
integrallaymiz:

_f® _ _sh(t)pt N _ e 1)
= %70’ dv =P/t = uv= — du = (h(t)dt

Natijada

I(z) =% (’{’((I;))ezh(b) e fla) zh(a)) /dt 2h() (’{/((tt ) -

formulani olamiz.  Ikkinchi integralni bo'lakiab integrallasak u 1/z? ga
proporsionral bo'lib chigadi, shartimiz bo‘yicha [a,b] intervalda R/(2) # O edi,

bular hulosa shuki,
f(b) JThib (a') rhi«)
10~ (Fe™ - ™)

Agarda h(a) > h(b) bo'lsa

f(b zh{d) : .
I(z) ~ tll( ] bo'ladi,
h(a) < k(b)) holda esa
i f(a)ezh(a} . )
I(z) ~ - (0 bo ladi.

3.7-misol. Quyidagi integraining asimptotikasini toping (|7j):

F(\) =it‘*'1 (t+§>adt.

0

Ba’zi-bir hollarda bu integral etalon integral deyiladi.
1. a+ A < 0 bo‘lsin. Bu holda

o0

F(,\,a,_/j)=/tﬂ‘1 (f+ ) dt = (/ /)r‘“ r+)1\> it = F,— F.
0 Q

a
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3 ni topish qivin emas:
X 1 P 00

Fi= / tf-t (t + X) dt =\"°"8 / Pt +1)%dt = A°PB(B, —a — B).
0 i

F5 ning ostidagi funksiyani 1/ bo'yicha qatorga yoyamiz:
0 oc a+B—k
_ p-1 kpa—ky—k __ ky—k_ 2"
Fa= faufty" Gl ZCA 5 E
4 k=0
Natija:

a

p-1 1\* —a—p - CFA-F a*+b-k
F\a,B)= /t (t + X) dt = A B(B, _a—ﬂ)+§ o a—m
0 =

2. o+ f > 0 bo'lsin. Bu holda F'(\,¢,8) ni ¢ = 1/X bo'yicha N =

[+ B8]+ 1 ([a] belgi a sonining eng katta butun qismini bildiradi) marta.
differensiallasak avvalgi holga kelamiz:

N
(:_s) Fhap)=cla=1) (= N+)FX\a=NF)

Buni N marta integrallasak asosiy asimptotika uchun
F(X\, o, B) ~ constA™o+8

hadni olamiz.

§4. Laplace metodi

Matematik fizikada ko'pgina hollarda

b
= /dttp(t)e’\f(t) (9)

ko‘rinishdagi integrallarning asimptotikasini hisoblashga to‘g‘ri
keladi.  Asosiy gloya: Agar f(t) funksiya [a,b] interwvalda
bitta keskin maksimumga ega bo ‘lsa A\ ming katta giymatiarida
integralga esosiy hissani mana shu keskin maksimumning atrofi
@0 ‘shadi. Agar keskin maksimuinlar bir-nechta bo‘lsa ularning
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hissalarini alohida analiz qilib chiqash kerak, umuman olganda
asosiy asimptotikaga ularning eng kattasi hissa qo'shadi, golgan
maksimumlar keyingi hadlarga hissa qo‘shadi. Shu g'oyaga
asoslangan metod Laplace metodi deyiladi.

Bu metodning tavsifi a) maksimumning gayerda joylashganiga
- [a,b] intervalning chegarasidami yoki uning ichidami va b)
maksimum nuqtasida f{t) ning nechta hosilasi nolga tengligiga
bog'liq.

§4.1. f(¢) ning maksimumi intervalning chegarasida
f'(a) # O bo‘lgan hol

= a nuqtada f(¢) o'zining maksimumigs erishsin:

f@) =fla)+flt-a)+---,  fla) > ft), t€la,b]

Bu yerda f'(a) < 0 bo‘lishi kerak, aks holda f(a) maksimum nugta
bo‘lmaydi. A katta bo‘lganda integralga asosan ¢t ~ a atrofi hissa
go‘shgani uchun integral ostidagi ifodani ¢ = a nugta atrofida
qatorga yoyamiz:

b
F()\) = / dtp(t)eV O =

a

b
= /dt ((p(a) + (p/(a,)(t — a) + .- ) e)x(f(a)+f'(a)(t~a)+~~)
a

va olingan ifodada faqat asosiy hissa qo'shadigan hadiari
goldiramiz:

b b
F(\) = / dto(t)eMN® ~ p(a)eM @ / dte? (@)

Qolgan integralda ¢ — a = 7 deb belgilaymiz, yuqori chegarani
oo ga almashtiramiz (f(a) < 0 bo‘lgani uchun ¢ = a nugtadan
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uzoglashsak integral osti nolga intilib ketadi):

@)

F(/\) (a)eAf(a /dTC Af (@ = (P( )/\If’( )I

Bu - asosiy had. Keyingi hadlarni topish uchun ¢{t) va

f(t) funksiyalarning yoyilinalaridagi yuqori tartibli hadlarni ham
hisobga olish kerak.

() =0, f*(a} # 0 hol
Bu holda

1
) =f@+ '@ -ay+--,  fla)<0
bo‘ladi. Integralga asosiy hissa:
b b
PO = [ dple)0) 2 gla)eM® [ aremtiroie—?

a a

ko‘rinishga ega. A|f"(a)|(t — a.) = 7 almashtirish orqali uni

~ (p(a’) Af(a) dT e T = A (a) T
PV vE T mia

ko‘rinishga keltiramiz. Bu - asosiy had.

(@) = f'(a) =0, f"(a) # 0 hol
Bu holda

f) = f@) + gf"@E-aP +-,  f(a) <0
bo‘ladi. Integral

b
FQ\) = / dip(t)eM®) =~ p(a)eM @ / dtes M/ " @ll(t=e)®
a
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ga keltirildi.  I\[f"(a)|{(t — ¢)® = 7 almashtirish bajarib bv
integralni osongina hisoblaymiz:

[o0]

1 6 V3 1 dr
~ Af(“)._ —_— . f ——e 7 =
F()\) ga(a)e 3 (/\Ifm(a)l) . /T2/36
0

_ aeAf(a)F(1/3) 8 %
pla)e = (z\lf”’(a)l)

Keyingi hadlarni hisoblash

f(t) funksiyasining bir-necha xil o‘zini tutishi uchun integral
asimptotikasining asosiy hadlarini topdik.  Keyingi hadlarni
topishni bitta misolda ko‘rsataylik. Formulalarni ortiqcha
harflardan ozod qilish magsadida 9-da integralning quyi chegarasini
0 deb olaylik. (t) funksiya uchun ¢ = 0 nugta atrofida

o0
o) =tPlcg+ ot + et + ) = Z cnt™t?
n=(
yoyilma o‘rinli bo'lsin. f{¢) funksiya esa ¢ = 0 nugta atrofida
f(t) = —kt* ko'rinishga ega bo‘lsin. § > —1va « > 0 bo'lishi
kerak. Bu holda
b

o
F(\) = / dt D cpt™Fem M

0 n={_

integralda Akt™ =7 almashtirish bajaramiz:

oo

1 > _ a4+l 1r+5—f—1_1
PO IO B I

n=0 s

6 et (121)

n=0 @

F(X)

Avvalgi misollar bu umumiy formulaning hususiy hollari sifatida
kelib chiqadi. 2 =0 had asosiy had bo'ladi, n =1, 2, ... hadlar shu
asosiy hadga tuzatmalar bo'ladi.
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3.8-misol.
10

10
~AXt
F(A):/ d tdt=/dte"‘t(1—t+t2—t3+---)=
0

1+
0

10/
_I/df—i 1 t+t2 ﬁ_}_ l_L+2_'_
Y XX X XT3

0

3.9-misol.
1/

1
1 t 1
-x . -
/e ”lxl(l-Lt)dt—X/dte 'ln<1+x)~:\3+...
0 i

3.10-misol.
i 1/A n2
1 t n
-At ) . -t —_— A — ...
/e In(2 + t)dt = ,\/dte 1n<2+,\) +
0 o

§4.2. f(¢) ning maksimumi intervalning ichida:
f'(i) =0, [ (%) #0, to € [a,b]
Ascsiy had

f(t) funksiya tg € [a, b] nuqtada o zining maksimumiga ega bo'lsin:

g 1
1) = f(to)‘i‘gf"(to)(t—to)z‘*" 5 fte) <0,  f(to) 2 F(1).
Asimptotikaning asosiy h adini topaylik:

b b
F()) = / dicp(t)eM ) ~ e (t0) f dtp(t)er " )t-t) o

a

~ N Wog(ty) / die BN e*f«o)sp(to),/“xlf"?:(r‘t ik
0

(10)
Integral chegaralarini ch eksizliklarga almashtirish yuqori tartibli
hadlargagina ta'sir giladi ([6], 5-bob, §3).
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3.11-misol. Mavhum argumentli nolinchi tartibli Bessel funksiyasi Jo(z)
ning z katta bo‘lgandagi asimptotikasini toping:

2n
Iolr) = — / dfe e’
Q

Eksponentadagi funksiya f(#) = siné o‘zining o‘zgarishi schasida 8y = /2
nuqt ada maksimumga erishadi:
1 T\ 2
=sinf, f(6,) = =T =1-=(6-T\" 4...
f(0)=sinf, fB)=0 — G=5 fO)=1 2(9 2) +
Asosiy asimptotika:
[oe]

1 ;
Io(z) ~ e / e =

>

e:v

Vo2rz

Umuniy formula

Umumiy holda a < ¢ < b nuqtada maksimumga ega bo‘lgan
funksiya uchun

F(#) = f(to) + as(t —to)?+as(t — o) +--- +an(t —to)" +

deb olaylik, bunda a, = f®™(tg)/n!, az < 0. Integral ostida
yangi o‘zgaruvchini quyidagicha kiritamiz: —7% = f(t) — f(%0)-
Boshgqacha so'z bilan aytganda

T ={(t—to)v/—az —as(t —to) — - —an(t —to)"2— - (1)

Ushbu formulaning teskarisini topib uni t = ¥(7) deb belgilaymiz.
Bunda

b/

F(\) = & / o(W(r)(r)dre "

—a
formulaga kelamiz. Bu yerda o' > 0va b’ > 0 bo‘ladi, ularning

aniq ta‘riflarini 11-dan topish mumkin. Katta A uchun olingan
integralga integral ostidagi funksiyaning nol nugta atrofi asosiy

hissa go‘shadi.
P (Y (1) =) enr”
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yoyilmani yuqoridagi integralga qo‘'yarniz va integralni ikki qismga
bo'lamiz:

v v 0 a

0
/ = / + / (kerakli yaginlashuvda) ~ / + / .

S 0 Za 0
Natijada

)

[ pwepwmare? -

—a’

a

- / (T (1) — Pp(~T))!(~)) dre™" =

0

Aa?
= 2ZC2n / drr®"e ‘)‘T Z )\:iq 7 / dzz" %"

n=0

formulaga kelamiz. Katta A uchun yuqori chegarani oo ga
almashtirish quyidagini beradi:

F(X) == e “°)\[ Zc;"fnl (12)
n nn

Bu yerda quyidagi formula ishlatildi:

/xn—l/ze—r =T'(n+1/2)= \/Z,Ei?)'
J !

p(to) C bt
A = p(to)y'(Lo) = kanl hisobga olsak (12)-
gar ¢y = p(to)¥'(20) N ekanligini hisobga olsak (12)-dan
asosiy had sifatida (10)-ni olamiz.
3.12-misol. Garnma-fu nksiyaning asim ptotikasi:

20
A+ 1) = / dttre™.
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Integral ostini qulay ko‘rinishga keltiraylik:

o0 0 oC
T +1) = )‘A+1/dtt,\e—,\: =/\A+1f€—,\t+,\1mdt= )\,\+1€—,\/e—,\(:—1—1nt)a.t.
o ' i)

Yuqoridagi formulalar bilan solishtirsak
A =1 fO=—(-1-Int) f(&)=-1+.
Integral ostidagi eksponentat = 1 nuqtada o‘zining maksimumiga erishar ekan:
FO) = 45/ M= )74 = (6~ 17+

AA(t — 1) = % almashtirish bajaramiz:

o0
A
FA+1)~ X\*le"’\\/ ; /‘d're"'2 =27 (é) .
e
-00

Bu formulaning nomi - Stirling formulasi.
3.13-misol. Quyidagi nostandart integralning asimptotikasini toping:

1
— At — a)?
F(A)—/dte t—a ( )
Ko'rib chiqilgan usulni qo‘llab bo'lmaydi. Quyidagicha yo'l tutamiz.

1 i OR(t) ’
— At —a), W o= 1 _ ~ 2\t —a).

t—a " (to-a)?

Bu hisob asosida t = o+ A~Y35s almashtirish bajaramiz. Unda

h(t, A) = — 23 G + 52>

h(t) = -

73 (h—a)
1 A3 -
FN =35 / dse~" (57145
! 0

boladi. Y yog'iga standart metodga o‘tish mumkin. Integral ostidagi
eksponnentadagi funkswa.' so = 273 nugtada minimumga (eksponenta, esa
maksirmumga) erishadi, jagar A/3(b - ¢) > 2718 bolsa eksponentadagi
funksiyani sq = 271/ nuqta atrofida qatorga yoyamiz:

~A/3(s7h 4 ) = AL (3 273 (s - 2-1/3)2 +o ) .
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Natija:

©o
1 1/2
F(O) ~ A_lﬁe—a(,\/d)x/s / eIV g (;r_/\) Q_S(A/4)x/s.
—o0

3.14-misol. Quyidagi nostandart integraluing asimptotikasini toping:

o0 ta
F(x)=/exp (;—zt) dt, O<a<l
0

t = z1/(=1r almashtirish bajaramiz:

oCc
F(z) = zl'l(“_l).] exp (z"‘/(“'l) (T— - T)) dt.
a

(s}

7¢/a— 7 funksiyaning maksimumi 7o = 1 nuqtada, shu nuqta atrofida ikkinchi
tartibli hadlargacha aniglikda g atorga yoyamiz:

x
F(2) = 2/ Vexp (%z“/ ("“)) /exp (——%(1 —a)z/ @Y1 — 1)2) ~
0

~ [ p(2-a)2(a1) 1-a o/
2 —a) z €xp P .

3.15-misol.

z 1
[ e ildt = [ dasreiegart = gatt Tagg-atetis =
0 0 1

— l.tx+le—l/z Td‘u(l 4+ u)—a—2e—u/:c ~ pO+2o—1/z

0
3.16-misol.
o0
00 .Y
[0+ )t = > [T ) In(e )~ S
1 0.
3.17-misol.
oC o0 ‘/_
—A\r? 2 T2 8 s
./dze ot 27 ~ /du o
e e
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3.18-misol.

1
/dtexp(—%+t+)\)= t=

0

1 —
1+¢|

> 0

o0
— — —_— 2 - . ~J
/(1+<)Zexp( M+1-¢~C+--)
0
3.19-misol.
'Y A 222
/taetzlzdt=/t°'let2/2d(t2/2)=/ (22) @2 2 dy ~ A21N/2,
0 ) 0
3.20-misol.
e~*dz 17  e®dx 1 1 N
A+x+z\/_ )* 1+z/d+z/vVA~ A A3/
3.21-misol.
oc(t ) T cost 17 cost °°(1)"°°
cos(t — x cos cos - [ '
/‘_T’"‘ mdt—;/m/xdt—z /t costdt
z o 0 n=0 0

oo oc
oft" costdt = %Oft"' (e +e )= [imt! 4+ (=)™ nl =

_J0o, n =2k,
Y (DEY(2% 4+ 1), n=2k+1

cost—r) (—1)k+! 1 3 5!
/ Z gz (kD= - 45+
J r

§5. Davon oshish metodi

Davon oshish metodi quyidagi ko‘rinishdagi integrallarning asimp-
totikasini topishda ishlatiladi:

FO) = [ dagiz)e, (13)
C
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bu yerda f(z) va ¢(2) funksiyalar integrallash sohasida analitik
bo‘lgan funksiyalar, € - integrallash konturi, A - katta parametr.
Kontur C ning boshi va ohirini @ va b deb belgilaylik.

- Metodning asosiy g'oyasi quyidagicha. Cauchy teoremasi
bo'yichaintegral ostidagi funksiya analitik bo‘lgan sohada konturni
hohlagancha deformatsiyalashimiz mumkin - integralning giymati
bundz o‘zgarmaydi. Shundan foydalanib konturni shunday
deformatsiyalaylikki, natijada. tanlab olingan yangi kontur bo‘yicha
harakat qilganimizda f(z) funksiyasining maksimumi shu konturda
yotgan bo'lib chigsin. Bu esa bizga darrov Laplace metodini
ko'llashga imkon beradi.

Ammo bitta narsaga aharniyat beraylik - f(z) funksiya analitik
bo'lgani uchun u hech qanday sohada o‘zining maksimumi yoki
minimumiga erishishi mumkin ernas (berk sohaning chegarasidan
tashqari). Buni quyidagicha isbot qilishimiz mumkin. f(2) ni
haqiqiy va mavhum qismlarga ajrataylik:

f(z) = wlz, y) +iv(z,y). (14)

f (z) ning analitikligi uning haqiqiy va mavhum qismlari Cauchy-
Riernann shartlariga bo'ysunishini bildiradi:

@ B ov ou _ ov

o Oy’ dy 0z
Bu esa o'z navbatida w va @ funksiyalarning garmonikligini
bildiradi:

(15)

o*u 4 *u 0 0% % 0 :

2 a2 o (16)
Ohirgi qatordagi formulalarni avvalgi qatordagilardan keltirib
chigarish oson.

Biror bir zg nuqtada f'(zg) = 0 bo‘lsin. Analitik funksiyaning
hosilasini ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha hisoblasak bir xil natijaga
kelishimiz kerak.  Masalamn, uning z va y bo'yicha hosilalari
bir biriga teng (Cauchy-Riemann shartlarining ma’nosi shunda).
Demak, bir paytning o‘zida

6 «
Pl = oo f@lem = (onto) +igoole)) =0

;I:=I07 y=y0 \
(17}
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va
15) o} o
fﬂm=7gﬂ@mm=(%uaw+%vag e

T=20.y=Yp .
(18)

bo“lishi kerak. Bu esa shu munosabatlarga kirgan hamma to‘rtala
hususiy hosila.larning nolga tengligini bildiradi:

d 5 3
-——u( 0,Y0) = 5y u(ro, o) = W( T0, P) = 35 v(zg, yo) = 0.

(19)
2 funksiya zp, ¥ nugtada maksimumga ega bo‘lishi uchun
32
@u(ﬁo,yo) <0
bo‘lishi kerak, ammo (16)-formuladan ko‘rinib turibdiki, bu holda
52
52 ©(20, Yo) > 0

bo‘ladi. Demak, 2 nugtada biz z yo‘nalishida maksimumga ega
bo'lsak y yo'nalishida minimumga egamiz va teskarisi (v uchun
ham, v uchun ham). Bulardan shunday hulosaga kelamiz: f/(zp) =
0 bo‘lgan 2z nuqta f(z) funksiya uchun egar nugta bo‘ladi - bu
vaziyat (IT1.1)-rasmda u(z,y) funksiya uchun ko‘rsatilgan. Ushbu
rasmda Cauchy-Riemann shartlaridan kelib chigadigan yana bir
munosabat hisobga olingan:

Judv Oudv
Vi Vo= ol f 2 g :
w V= Grdr 90y (20)
Bu shuni bildiradiki, u = const va v = const ekvipotensial chiz-

iqlar (z,y) tekisligining har bir nuqtasida bir-biriga perpendikular
bo‘lgan egri chiziglar sistemasini tashkil qiladi. Ya'ni, v = const
chizig‘ning ustida hara.kat gilganimizda u funks1yan1ng eng tez
o‘zgarishi yo'nalishida harakat qilgan bo‘lamiz va teskarisi - v =
const chiziqning ustida harakat gilganimizda v funksiyaning eng
tez o‘zgarishi yo‘nalishida harakat qilgan bolamiz.

Bularni aniqlab davon oshish usulining asosiy g'oyasiga
qaytaylik. Integrallash konturini shunday deformatsiyalaylikki
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i
0" Tez tushish
chizigi,
u=const v=const

1II.1-rasm: Egar nuqta
e yangi kontur 2y nugtadan o‘tsin;

e yangi kontur bo‘yicha harakat gqilganimizda z; nuqtada
funksiya o‘zining maksimumiga erishsin;

e z; nuqtaning yetarlicha yaqin atrofida bu konturning ustida
v = const bo‘lsin.

Bunday tanlab olingan egri chiziq eng tez tushish chizig‘c
deyiladi, unga (III.1)-rasmda ab kontur mos keladi. Shu sababdan
davon oshish metodi ko'pincha eng tez tushish metodi ham
deyiladil.

Integralga qaytib kelib uni

b
F(\) = / dzgo(z)e’\f (2) v Hiv(z9) / tp(z(t))e’\“(“’y)z'(t)dt (21)

(64 a

ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda C - yangi kontur, z(t) -

mana shu yangi konturning parametrik tenglamasi. Integrallash

chegaralari sifatida a va b larni belgiladik, Laplace usulining asosiy
Unglizchasi - the method of steepest descent
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g'oyasi bo'yicha bu chegaraviy nuqtalarning katta ahamiyati yo'q
- A katta bo‘lganida integralning asimptotikasiga asosiy hissani zq
nuqtaning atrofi go‘shadi. Avvalgi paragrafiardan ma’lum bo' lgan
texnikani qo‘llashni yengillashtirish uchun u(z, y) = v(2(2)) = f(t)
va (2())z’(t) = @(t) belgilashlar kiritamiz (esdan chigarmaylik,
integrallash jarayoni z(t) konturning ustida ketayapti). Natijada
quyidagini olamiz:
b

F() o i) / Pt Ot (22)

2]

zo = z(tp) nuqtada f(¢) maksimumga ega: fllt)) =0, f"(to) <
0. Asosiy asimptotikani topish uchun f ning Taylor qatorida
f(to) dan keyingi birinchi hadni qoldirsak yetadi: f(f) =
flto) + 3 — t0)2f"(to). Shu yaqinlashuvda ¢(t) = (to) ga
almashtiramiz.  Integral darhol quyidagi holga keltiriladi (A
katta bo‘lgan limitda integrallash chegaralarini cheksizliklarga
almashtirishimiz mumkin):

F(/\) ~ e,\f(zo)(ra(to) / dte_‘\zlf—”(to)l(’“to)?. (23)

Yangi o‘zgaruvchi kiritaylik:

1 -
=gl —u =t @

[f"(to)l

Natijada
2n

Al (to)|
formulani olamiz. Bu yerda ¢(tg) = ¢(z0)7 (¢y). Undan tashgqari,

d?
dt?

F(X) ~ e¥5(1) (25)

i), (26)

f”(tﬂ) .



Integrallash konturining ustida Imf(z) = v(z,y) = const bo‘lgani
uchun bu formulani quyidagicha holga keltirishimiz mumkin:
d? d?
de? (t)l t=ty -dt_zf(t)lt=to- -
= (/"2 + f'2") ., = F'(20)2"(t0). (27)
z(t) o'zining ta‘rifi bo'yicha kompleks funksiya, demak, 2'(tp) =
ke’ deb olishimiz mumkin, bunda k - haqiqiy son bo‘ladi. 8

esa. C konturga to nuqtadagi urinmaning z o'qi bilan hosil gilgan
burchagi. Shularni hisobga. olib

Blto) = plaoke”,  |f" (o)l = | f"(20)2"(t0)] = |f"(20)IK* (28)

deb yozib olish mumkin.
Natijada integralning asosiy asimptotikasi quyidagidan iborat
bo‘lib chigdi:

f"(to) =

2T ”

F()\) ~ M @0)p(2) NTZESTh (29)

3.22-misol.  Bessel funksiyasining r ning katta qiymatlari uchun
asimptotikasini topaylik:

::(z-—l/z)/2

"(l =5 zn+1

|z]—l

@)=z 1 =3 (:-1), r@=3(1+%).

Ekstremum nugtalari:

fl(z) =0 = 2= -1, Z12 = +i.

Bu - egar nugtalardir. Bu nuqtalarda Re f = 0. f(2) ning haqiqly va mavhum
gismlari:

1 x 1 Y
u(x;y)=§<x~m), U(I,y)=§(y+m)-

z = =i nuqgtalarda u(z,y) = 0. IIL.2-rasmda mana shu egar nuqgtalarning
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o=Yan

III.2-rasm: Bessel funksiyasining asimptotikasini hisoblash uchun kontur

atroflari "+" va "." belgilar bilan belgilangan. Bunda "+" belgisi « > 0
sohaga mos keladi va "-" belgisi' v < 0 sohaga mos keladi. |z] = 1 aylana
kontur egar nugtalar atrofida shunday deformatsiyalanganki, shtrixlangan
chiziglar bo‘yicha yurganimizda biz vodiydan vodiyga davon oshib o‘tishimiz
mumkin - bunday yo'l "-" - "." sohalarni birlashtiradi. "+" - "-+" sohalarni
bog‘laydigan shtrixlangan yo'lda u(z, y) funksiya o'zining minimumidan o‘tadi
va magsadimizga to‘g'ri kelmaydi. w(z,y) ning eng tez o'zgaradigan konturi
z = -+i nuqtada 8 = 3w/4 burchakli urinmaga egs, z = —¢ nuqtada esa
¢ = /4 burchakli urinmaga ega. lkkala nuqtaning ham beradigan hissasi
bir xil tartibli kattalik shuning uchun ikkala hissaning yig‘ndisini olamiz. Bu
nugtalarda ularni rasmdagi strelkali kontur bo'yicha otganimizda quyidagilarga
egamiz:

(i) = ¥ i) = TR F ()] = 1
Demak

Ju(z) ~ 1 /?E (ex(i—l/i)/2—i7r(n+\)/2+3i1r/4 + CJ(—i+1/’.')/2+i7r(n+1)/2+i7r/4) _
" omV z

2 ( nw ﬂ')
=4/ —cos{z————).
T 2 4

3.23-misol. ([7]. {g])

(30)

\ 172

A/ 3v/§)
Bubolda f(z) = z(1+i) - 2%, f(z) =1+4-3z% egar nuqtalar ikkita:

\/§ i /4

2 =(1+1)/3= =€ tenglamaning yechimlari  z;5 = 21/4371517/8

/‘ exp [/\(:r +ir — 1*3)] dz ~ e7*"/16 ( exp (27/43—3/26131'_/8)\)
0

Shu ikki nugtada f(z) ning giymatlari:
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® c

z, quz

a b
I11.3-rasm: Misollarga doir konturlar
- o 97/4
fa)=n ( 2e"/4 ) = 21 = Wea "8, f(z2) = _’3@33”/8-
Funksiyaning ikkila egar nuqtalardagl haqiqiy gismlarini solishtiraylik:
24 3g 274 3

Ref(z) = 37 5 g 0.2477 > 0, Ref(z) = ~g3a g = —0.2477 < 0,

demak, integralga asosiy hissani z; nugta qo‘shedi. Agar fagat asosiy
asimptotikani topmoqchi bo‘lsak konturni 2; nuqtadan o‘tadigan qilib
deformatsiyslash kerak (111.3a-rasmga qarang). @ burchakni quyidagicha
topamiz: f () = f”(z1) (z1)” hagiqiy son bo‘lishi uchun 26 + /8 = 0 bo‘lishi
kerak. |f”(z))| = 2v/3v2 hisobga olinsa

27 .
Alf"(z)

o«
jexp [/\(I + iz — 9:3)] dr ~ —inf16 A f(z1)
0

1/2
) exp (27/43—3/2 i3n/8 )\)

— e—in/16 )
AV3v2

kelib chigadi.
3.24-miisol.
(2]
_ 1—c)1Y2
/ (1 + 2% dx ~ [i_)\_cl] e (2c)7*, c=v2-1
-0
Integralni
[s.o] [s <]
/ ei»\:l:(l + xZ)—/\dz _ / ei/\::—/\l.n(1+:t:’)dI
—00 -0

ko'rinishga. keltiramiz. f(z) = iz—1In(1 +22) funksiya uchun z; » = i(—1£+72)
nuqtalar egar nuqtalardir, ularning joylashishi I11.3b-rasmda ko'rsatilgan. z =
+i nugtalar integral osti funksiya uchun maxsus nuqtelardir, shu sababli z;
nugtadagi davon balandroq bo‘lishiga qaramay uni hisobga olmaymiz. z; = ic

101



nuqtaning hissasini topganda |f"(z1)| = (¢ + 1)/e =2/(1 — ¢) ni hisobga olsih
kerak (f"(z1) ning hagiqiyligi § =0 ekanligini bildiradi):

x® 1/2
/ei/\z—)\ln(li-:zz)dz,v W(l—c)] (g
AT '

—00

§6. Statsionar faza metodi

Statsionar faza metodi quyidagi ko‘rinishdagi integrallarning
asimptotikasini topishga mo‘ljallangan:

b
0 = f dt p(t) €M), (31)

Integralga kirgan ¢(t) va f(t) funksiyalar hagiqiy bo‘lsin.
Riernann-Lebesque lemmasi. Agar f(z) € Li{—o00,00)
bo'lsa

/\li"rlgo/f(x)ei’\xda::o(l).

-0

§6.1. f'(£) #0, t Cla,b] bol

Faraz gilaylik f'(t) # 0, t C [a,b] bo'lsin.  Eksponenta
ko‘rsatgichida mavhum birlikning borligi A katta bo‘lganda integral
ostidagi funiksiyaning juda tez tebranishini bildiradi. Natijada
ixtiyoriy chekli bir intervalni olib qarasak (I[I.4)-rasmdagi holni

I11.4-rasm: (31)-integral ostining A katta bo‘lgandagi ko'rinishi
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koramiz - qo‘shni sohalardan kiruvchi hissalar bir-birini yeydi -
Riemann-Lebesque lemmasining ma’nosi shunda. Agar

u=—}e,—, dv = e™Mdf

belgilashlar kiritib integralimizni bo‘laklab integrallasak

) b
1 (p(b) a0 @) i 1 / P i)

— - [ X\ _ \PT iAfla _ - df = i

=3 (f’(b)e Fay° SYAAND A
(32)
ko‘rinishga keladi. Bo‘laklab integrallash amalini bajarish uchun
birdan-bir f'(t) # 0, t C [a,b] shartning o‘zi yetarli. Bu holda
integralning asosiy asimptotikasiga chegaraviy nuqtalargina hissa
qo‘shadi. Ularning gaysi biri muhimroq - f(t) va ¢(t) funksiyalarga

bog'liq.

Asosiy asimptotika 1/A ga proporsional. (32)-ifodadagi qolgan
integralni yana bir marta bo‘laklab integrallassk undan 1/X? ga

proporsional had kelib chigqadi. Bu amalni davom ettirib yugori
tartibli hadlarni ham topish mummkin.

§6.2. f'{to)) =0, to C [a,b] bolsin

Bu holda asimptotikaning asosiy hadi avvalgi holga nisbatan
kattarog bo‘ladi. Buni tushunish uchun (II1.5)-rasmga qaraylik.

LA
WUl

I.5-rasm: f'(to) = 0 holdagi integral ostid agi ifodaga tp nuqta atrofida mos keluvchi grafik

Bu rasmda ko‘rilayotgan holga (¢p nuqta integrallash intervali
ichida va chegarasida yotgan hollar uchun) tahminan mos keluvchi
chizmalar berilgan. ty nugta atrofida integral ostidagi eksponenta
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sekin o‘zgaradi, natijade mana shu sohaning hissasi qo‘shni
sohalarning hissalari bilan qisqarmaydi va integralga qo'shilgan
asosiy hissa bo‘lib chiqadi.

Zo =a hol - (IIL.5b-rasmga qarang)

‘Rasmdan tushunarliki bu holda integralga asosiy hissa a nugta
atrofidan keladi.

710) = flto) + 5" @)t — 02+ (33)

yoyilmani (31)-integralga ohb borib qof ya.m12 (hamma joydaty =a
deb almashtirib)

b—a
I’(/\ /dt <P(t) e:)\f(a)ﬂ%,\f”(a)(t— 2 _ ez).f(a) /dtgo a+t) D7)t
0
(34)
Bizni asosiy hadning o'zi gizigtirgan holda bu integralni
o]
I ~ ¢(a)eM / dt D@ (35)
0

ko‘rinishga keltirib olamiz. Yuqori chegara b — a ning o‘rniga oo
ga almashtirildi, bunda paydo bo‘ladigan qo‘shimcha hadlar asosiy
yaginlashuvga ta’sir gqilmaydi. Olingan integralni quyidagicha
hisoblaymiz. Faraz qgilaylik f"(a) > 0 bo'lsin. 3Af"(a) = & deb

I1L.6-rasm: (35)-integralni hisoblashda ishlatiladigan konturlar

belgilaylik, a > 0. Cauchi teorernasi bo‘yicha (I11.6)-rasmning
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birinchi gismida ko‘rsatilgan yopiq kontur uchun

f dz e = (36)
(o]

bo'lishi kerak, churiki ushbu kontuming ichida integral osti
ifodaning hech qanday maxsus nuqtasi yo‘q. Ushbu yopiq kontur
uch gismdan iborat: 1)z ogi bo'yicha 0 dan R gacha, 2) R radiusli
nimchorak aylanma Cpg bo‘yicha burchak 0 dan w/4 gacha, 3)

argumenti 7/4 bo'lgan nur bo‘yicha R dan 0 gacha. Integralni
ochib yozaylik.

1. Haqiyiy o‘qning ustida z = z, dz = dz;
2. Cp konturning ustida z = Re®, dz = iRe"¥dy;

3. 7/4 burchakli nurning ustida z = pe™4, iz2 = —p?, dz =
dpeiﬁ/l!.
Ya'ni
R /4 0
fdzeiaz2=/d$eiazz+iR/dcpeiaRzeZW’+ei1r/4/dpe—0p2 =0.
C 0 0 R
(37)

R — oo limitda iklkinchi integral nolga intiladi (integral ostidagi
eksponentada exp(— R?sin(2y)) ifoda bor, 0 < ¢ < 7/4 bo'lgani
uchun R — oo limitda exp(—R?sin(2p)) — 0 bo‘ladi). Demak,

| o [ 1,
/dmezoﬂz — e7.71'/4 / dpe—apz — _617"/4\/2 (38)
2 « '

0

Agar @ < 0 bo'lsa integralni hisoblash uchun (II1.6)-rasmning
kkinchi qismida ko‘rsatilgan konturdan foydalanish kerak. Bu

holda
/ dze’™™ = '”’/ 4 (39)
V Ial



bo‘ladi. Shu natijalarni hisobga olsak {35)-integral uchun quyidagi
asimptotik baholashni olamiz:
f"(a) > 0 holda:

2
X

(a)'ei%,\f(a)+i7r/4;

() ~ (@) ® / At _ L

40
f"(a) < 0 holda: (#0)

i r i1y g 1 I
() ~ wla ezAf(a)/ dt e’éxf (@ _ S ('9( ) 12Af(a)-z7r/4
@~ el 2|/ N7

(41)
Avvalgi paragrafda ko‘rgan edikki, integrallash intervalida f (tg
funksiyaring statsionar nugtasi bolmaganda asosiy asimptotika
1/ A ga proporsional edi. Integrallash intervalida. statsionar nugta
paydo bo'ganligi asosiy asimptotikani 1/+/A ga proporsional
bo ‘lishiga. olib keldi.

a < ty <b boflgan hol

Bu holda statsionar nuqta integrallash intervalining ichida
joylashgan bo‘ladi ((III 5a)-rasmga qarang).  Eksponentadagi
f(t) funksiyani t; nuqta atrofida qatorga yoyamiz va, her
galdagidek, bos asimptotikanigina ko‘zda tutib kvadratik had bilan
chegaralanamiz:

F(O)= Flto) + 57 Go)e - 20+ - 2

(31 )-integralda mana shu almashtirishni bajaramiz:
1)~ / dt (1) et +HiAT ) o) (43)

A katta bo‘lganida intégralga asosiv hissani tq nuqta atrofi beradi,
shu sababdan birinchidan, integrallash chegaralarini cheksizlikka
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almashtirishimiz mumkin, ikkinchidan, integral ostidan ¢(tg) ni
chiqarib olamiz:

I0) = MWt [ dt b (44)

(35)-integralni hisoblashda ishlatilgan texnikani yana bir marta
gollashimiz kerak. Quyidagini hisobga olsak yetarli:

[e o) <D
/ dt et” =9 j dt e’ (45)
—00 o

Natijada
f"(a) > 0 bo'lganda:
J A f(e b2 " (a)t? 2m ) iiAf(a)+ir /4.
I(A} ~ (p(a)e f( ) j dte 2 J ( )2 — Af”(a)(p(a)elz f( )+ / :
(46)
f"(a) < 0 bo‘'lganda:
) ~ gla)e @ f dt 08 = o)t @)-in/a
e @

(47)
ekanligini topamiz.
3.25-misol. Butun indeksli Bessel funksiyasining z — oo dagi
asimptotikasini toping:

Julz) = % /cos(a: sint — ni)dt.
0

Bu integrahi qulay ko‘rinishga keltiraylik:

1 A
Ju(z) = ;Re/ exp(irsint — int)dt.
0
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Bu holda ¢(t) = e™. f(t) = sin! funksiva 0 < ¢ < = intervalda bitta
statsionar nuqtaga ega: to = 7/2. Bu nugtada f'(m/2) = —1. Demak,
misolimiz 47-holga mos keladi

Jn(z) ~ %m\/geriﬂnﬂewe—iw/«i - /:—xcos (a: _ 71_: _ %) _

Javobni 30-formula bilan solishtiring.

§7. Qatorlarni yig‘ish usullari-

§7.1. Qatorlarning asimptotikasi
Agar n juda katta bo‘lsa

Ef(k) /f(:z:da:+0(f(n+1 +0(1)

k=0
deb olishh mumkin ([7], 10-bet). Masalan,

n

E%wlnn.

k=1

Zka ~
a“(ln n)?

Zk“(lk — T e>-L

a> —1.

§7.2. Euler usuli

Bizga
o0

Sen

n=0
qator berilgan bo‘lsin. U yaginlashuvchi bo‘lmasligi mumkin. Euler
bo'yicha bu holda vangi
o e)
N N anr”
d

n=0
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qator kiritamiz va

[o ] o<
E a, = lim E apx"
r—1-0

n=0 n=0

deb olamiz. Masalan,

o0
1—1+1—14+1—-=> (-

n=0

gator yaginlashuvchi emas. Ammo |z < 1 bo‘lganda

l—z+2° -z +-.- —Z(——x
n=0
Euler bo'yicha

1 o]
deb olishimiz mumkin. Shu sababdan 5 son > (=1)* qatorning
n=0

"Euler bo‘ytcha yig‘indisi" deyiladi.
8§7.3. Borel bo‘yicha yig‘indi

o0

> ot

n=0

ciator berilgan bo'lsin. U yaqginlashuvehi bo‘lmasligi mumkin. Borel
bo‘yicha bu gatorni quyidagi usul bilan yaqinlashtirish mumkin:

oo oo mn
Zanx" = Zanmn! an ~ /dt thelrt = /dte_tcp(xt),
7=0 n=0
bu yerda
[o o]
X thz"
p(at) = 2% Gn—
n=l
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Berilgan gatorning yaginlashish sohasida quyidagi formula

o0 (eo]
Z ana” = / dt e p(xt)
G

n=0

aniq formuladir, boshqa sohalarda bu formula berilgan gatorning
"Borel bo‘ytcha yig‘indisz" deyiladi. Ya'ni, qator uzoqlashu-
vchi bo‘lishi mumkin, o‘ng tomondagi integral yaginlashuvchi
bo‘lishi mumkin, bu holda formulaning o‘ng tomoni shu gatorning
Borel bo‘yicha ta'rifi (analitik davomi) bo‘ladi.

3.26-misol.
o0 00 %) *x
tha" 1
Z "= /dt et ——Il = /(lt et = i
n=0 0 n=0 s e -r
o0
3.27-misol. Yana Y. (—1)" qatorga qaytib kelib unga Borel usulini
n=0
qo‘'Haylik:
xQ o0 >0 o< o3
n __ (_l)n | — —t (_t)n _ —a 1
Z(—l) = Z—n’—-n = [ dte Z = dte™" = 5
n=0 n=0 0 n=(0 0

oG

Yaginlashmaydigan > (—1)" gatorning Euler bo‘yicha ham, Borel bao'yicha
n==0

ham yig‘indisi bir xil chiqdi.

§8. Mashglar
3.1-mashq. n — oo hel uchun quyidagini isbot gling:
1
1 2 nfl [;
/( - z)'dx \/n (n — o).
2
3.2-mashq. Quyidagi mashqlardaz — oc.

7 dt 1
2lnt  zlnz

T
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3.3-mashq.

z

/ dt Inz
tlnln¢ Inlnz’
2

3.4-mashq.
z
/ (t® + 3 /24t ~ 2,
.5
0
3.5-mashq.
1
/e"' sint ~ -1—2
x
i
3.6-mashq.
oo
~1/2
3.7-mashq.
T(1/n)
~ Tzt
0
3.8-mashq.
1
_gtn I'(2/n)
ot
[ e mar e~ 20
0
3.9-mashq.
/2

™

in"tdt ~ 4/ —.

Jawtaun [T
0

3.10-mashq. Quyidagi mashqglarda A — oo.

[o =}

/ —A{z2+21) (1 +.'L‘)°/2 21/\
0

3.11-mashq.

o0
/ e T2 n(1 4 ) ~ &
0
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3.12-mashq.

/ e In(1+ ¢ +z%dz ~ %)\‘3/2.

—o0

3.13-mashgqg.

Lo <]
/ e dt ~ Bz e g5

k4

3.14-mashgqg.
7 e"\”2 e
/ Vz+322 4

3.15-mashg.

1 . 1 .
eiAt3dt N F(1/3)6W/6' ez,\t:’dt N 1"(1/6)6"’"/2
3N/ ] \/% 3)\1/8
0 L]

3.16-mashq.

1

. r(2/3)e?
/e‘“s In(l +¢)dt ~ (—3//\2)/3—
0

3.1 7-mashgqg.
1

/ ¢ In(2+ t)dt ~
0

I(1/3)e"/5 102
3/\1/3

3.18-mashq. Quyidagilarni keltirib chigaring (r — o) -




,Yo(x)——- ——/ cos zt dt \/ sm (a:— =
2 T eiat 2
HO(z)= -2 / _ET gt~y lei9).
o (z) = — dt 7r:ce
1

T
T cos & €

I(z) = er s cosn6d0~‘/2_mz.

Sy
O



IV-BOB.
GRUPPALAR NAZARIYAS]

§1. Simmetriya va uning matematik ifodasi

Fizik sistemalar uchun simmetriya juda muhim rol o‘ynaydi. Agar
fizik sistema biror simmetriyaga ega bo‘lsa harakat tenglamalari
ham shu simmetriyaga ega bo'lishi kerak. Sistema ustida biror
almashtirish bajarilganda uning holati o‘zgarmasa uning energiyasi
ham o‘zgarmaydi. Schrodinger tenglamasi nuqtai nazaridan
Faraz qilaylik H0 molekulasidagi vodorod atomlarining
o'rinlarini almashtirdik, natijada molekulaning holati o‘zgargani
yo'q, uning energiyasi ham o‘zgammadi. Sistemaning gamiltoniani
ham huddi shu o‘rinalmashtirish simmetriyasiga ega. bo‘lishi kerak.
Simimetriya deganida sistema harakat tenglamalarining ma’lum
bir almashtirishlarga nisbatan invariantligi ko'zda tutiladi. Bu
ta‘rifdan muhim bir hulosaga kelish mumkin: agar tenglama A va B
almashtirishlarga nisbatan invariant bo‘lsa v ketma-ket bajarilgan
C = AB almashtirishga nisbatan ham invariant bo‘ladi.
4.1-misol. Garmonik ossillator uchun Schrédinger tenglamasi:

d2
( 2ﬁ7'ndzZ * ;mwz 2>¢(1) o).

Bu tenglamada z - —r almashticish bajarsek v (2), ¥(—z), ¥(z) +
(~—z), ¥ {(2)—v(—z) to'lqin funksiyslaming hammasi o'sha E energetik satxra
moes kelishini ko‘ramiz. Bu misolda biz tenglamani yechmasdan turib uning
vechimlarining muhim hossasini topdik.

Almashtirishlaming hammasi ham geometrik ma'noga ega
bo‘lishi shart emas.

82. Gruppaning ta‘rifi
Bizga {91, 92, -, o, -} elementlardan iborat bolgan G

to‘plam berilgan bo‘lsin. Yai, (g, € G, ¢ =1,2, -, n, -}
Shu to‘plamning ichida o deb belgilanadigan kompozitsiya
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(ko'paytirish) qoidasi kiritilgan bo'lsin. ¢ to‘plam elementlari shu
kompozitsiya qoidasiga nisbatan quyidagi talablarga bo‘ysunsin:

1. Ixtiyorly g; € G va g; € G lar uchun giog; = gr, gx € G
bo'lsin ;

2. Assotsiativlik qoidasi: ixtiyoriy g;, gk, gx € G lar uchun g; o
(95 0-9) = (g: © g5) © gx bajarilsin;

3. Quyidagicha ta‘riflangan g; 0oe = eo g, = ¢;, Vg; € G birlik
element e mavjud bo'lsin;

4. Teskari element giog;! = g7 log; = ¢, ;! € G mavjud bo'lsin.

Shu goidalarga bo‘sungan elementlar to‘plami G gruppa deyiladi.

G to‘plam elementlari soni chekli yoki cheksizligiga gqarab
gruppa chekli yoki cheksiz deyiladi. Chekli gruppa elementlarining
soni uning tartibz deyiladi. Agar cheksiz elementli gruppaning
clementlarini sanab chigish mumkin bo‘lsa bu gruppa sanoqli
cheksiz gruppa deyiladi. Agar gruppa elementlari uzliksiz to‘plam
hosil qilib bu to‘plamda qandaydir topologia kiritilgan bo‘lsa
bunday gruppa topologik gruppa deyiladi.

Umumiy holda g¢; 0 g; # g; © g bo'ladi. Agar gruppaning
ixtiyoriy ikkita elermenti uchun gio g; = g,04;, 4,5 =1,2,3,...
bo'lsa bunday gruppa abel gruppasi (yoki kommutativ
gruppa) deyiladi

Gruppalarning fizikadagi ahamiyati ularning fizika uchun juda
muhim bo'lgan sirmmetriya tushunchasining matematik ifodasi
ekanligi bilan aniqlanadi.

Gruppalarga misollar:

1. Butun sonlar to‘plami (nol soni bilan birga) qo‘shish
operatsivasiga misbatan cheksiz gruppani hosil giladi. Ya’ni,
gruppaviy kompozitsiya sifatida qo‘shishni qabul gilamiz. Bu
gruppada A elementiga teskari element —A bo‘ladi, birlik
dement sifatida 0 qabul qilinishi kerak. Anigki, bu gruppa
abel gruppasidir. Shuni ham aytishimiz kerakki, ixtiyoriy
abel gruppasini mana shu butun sonlar to'plami bilan aynan



muvofi glashtirishimiz mumkin:

g:°9; < %+
e & (;
ot e —a;

a" & na

Misolni davom ettirishimiz mumkin - butun hagqiqiy sonlar
to‘plami R ni qo‘shish operatsiyasiga nisbatan gruppa deb elon
gilishimniz. mumkin.

. n o‘lchamli vektor fazo elementlari- vektorlar vektor qo‘shishga
nisbatan gruppani hosil qiladi. Gruppaviy kompozitsiya -
vektor qo‘shma. Darhaqiqat, ikki vektorning vektor yig'indisi
yana vektordir. Birlik element sifatida nol-vektorniolish kerak.
a vektorga teskari vektor —a.

.e,a,aZ,a’ ...,a" ! to‘plamni olamiz, a” = e bo'lsin. Bu

to‘plam stklik gruppa deyiladi. U tartibi n bo‘lgan abel
gruppauni hosil giladi Bunday gruppani amalda. quyidagicha
tasavvur gilishimiz mukin: a element sifatida z— o‘qi atrofida
27 /n burchakka buralishni ko‘zda tutamiz, bunda a? element
z—o0‘qi atrofida 2-2m /re burchakka buralishga mos keladi va h.k.
a™ element esa ni2m/n = 27 burchakka buralishga mos keladi,
bu esa. boshlangich holatga qaytib kelishga ekvivalentdir,
shuning uchun a" = e. lkkita ketma-ket almashtirishni
bajaray’lik - bir gal k27 /n burchakka, keyin [-27/n burchakka.
Natija (k+ 1) 2r/n burchakka buralishga mos keladi: o*- o' =
a**!. Berilgan to‘plamning gruppani hosil qilishi oydindir.

. Uch o‘lchamli fazodagl aylanishlar - uler uzliksiz gruppani
tashkil qiladi. Darhagiqat, ikkita ketma-ket aylanishni (ikkita
har xil o‘qlar atrofida) uchinchi bir o‘q atrofidagi bitta aylanish
orqali- ifoda qilishimiz mumkin. Bu noabel gruppasidir, chunki
a va b aylanishlarning ketma-ketligini almashtirsak boshga
natija olamiz: ab! # ba.

i
. Lorentz almashtirishlari gruppani hosil giladi. Hagigatan,
ikkita ~ Lorentz.  almashtirishi uchinchi bir Lorentz
almashtirishiga teng  Buni ko'rish qiyin emas - Lorentz
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almashtirishlari yordamida. K sistemadan K’ sistemaga
o‘tamiz, keyin K’ sistemadan K” sistemaga o‘tamiz. Oydinki,
biz mana shu K” sistemaga bevosita o‘tishni (K — K”) bitta
Lorentz almashtirishi yordamida ham bajarishimiz mumkin.
Lorentz almashtirishlari to‘plami uzliksiz bo‘lgan Lorentz
gruppasini hosil giladi.

§3. Gruppalar nazariyasining asosiy tushunchalari

1. Qismgruppa. Qismgruppa H gruppa G ning shunday
gismto'plamiki, uning ichida gruppaviy aksiomalarning hammasi
bajaritadi. H ( ning gismgruppasi bo‘lishi uchun H dagi
gruppaviy kompozitsiya qoidasi G bilan bir xil bo‘lishi kerak.

2. Chekli gruppa G elementining davri. G ga kirgan
bir element g; ni olamiz va uni darajalarga ko‘tara boshlaymiz:
¢, 9%, g, .. G gruppamiz chekli bo‘lgani uchun bu gator takrorlana
boshlaydi. Qandaydir k1 va k; > k; butun sonlar uchun
ky

k
g =g1-2=e

bo‘lsin. Bu degani
gk =e.

g; elemenuing tartib: deb shunday eng kichik n soniga aytiladiki
uning uchun

g =e
bo'lsin. g, g2, ¢}, -+, g = e to'plam g; elernentning davri,
voki, cikli deyiladi. Oy dinki ixtiyoriy elementning davri
a) G gruppasining gismgruppasini tashkil etadi;
b) bu gismgruppa abel gruppasidir.

3. Qo‘shma sinflar. Berilgan: G - n-tartibli gruppa, H —
uning k -tartibli qismgruppasi. G ning H ga kirmaydigan bir
elementi g ni olaylik: g1 € G, g1 ¢ H. Quyidagi to‘plam hosil
gilaylik g H = {g1h1, grh2, ..., g1hr.} Endi H gaham va g1 H ga
nam kirmeydigan g elermentni olamiz va go H to‘plam hosil qilamiz.
Ushbu jarayonni G da ma H ga. va na biror-bir g;H ga kirmagan
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element qolmaguncha davom ettiramiz. g; # g; bo‘lganda ¢;H
va g; H to'plamlarning umumiy elementi bo‘lmasligini ko‘rsataylik.
Faraz qilaylik shunday bo'lmasin, ya'ni, qandaydir g;, # g;, lar
uchun g; h; = gi,h; bolsin, h;, h; € H. Bu degani g;, = gi,h:h; =
gihk, hiy € H. Ya'ni, g;, element g;, H to‘plamga kiradigan bo‘lib
chiqdi, bu esa boshlang‘ich shartimizga ziddir. Shu bilan biz G
gruppasini
G = {H> QIHJ 92Ha ey g'm,-—lH}

ko‘rinishga ega bo‘lgan sinflarga bo‘ldik, bu tagsimot H qism-
gruppasining chap yondosh sinflari, yoki, chap gqo‘shma
majmeut deyiladi’. G gruppasini huddi shunday qilib o‘ng
yondosh sinflarg ham yoyib chiqishimiz mumkin:

G Z{H) Hg‘l) Hg‘Z: sy Hg‘rn—l}-

Ko‘rsatganimizdek, bu yoyilmalarga G ning har bir elementi
fagatgina bitta yondosh sinfga kiradi. G ning elementlari soni n,
H ning elementlari soni k bo‘lgani uchun

n
" %
bo'lishi kerak {Lagrange). m soni H qismgruppaning indeksz
deyiladi.

Yondosh sinflarga yoyilma faqat H qismgruppaga bog'liqdir,
agar F berilgan bo'lsa g; larni qanday qilib tanlamaylik o'sha
yoyilmaning o'zini olamiz. Sababi - hech qaysi yondosh sinflar
umumiy elementga ega emas.

Olingan natijadan hulosa: agar gruppaning tartibi oddiy (hech
gaysi songa bo‘linmaydigan) sor bo'lsa bu gruppada gismgruppa
bo‘lmaydi.

4. Qo ‘shma elementlar va sinf. ¢ € G bo'lsin. ¢ =
9997, 9; € G nituzaylk. g va ¢ lar go‘shma elementlar
deyiladi. g; sifatida gruppaning hamma n elementlarini olib
chiqaylik. Hosil bolgen n ta elementli to‘plamda & ta har xil
elementlar bo'lsin: {g, ¢, ..., g%x.} Ushbu to‘plamning ixtiyoriy

IRus tilida - aeeve cumeocnnie nacc, conpadcennate cosorynnocmu cresa. Inglizchasi - left cosnis



ikki elementi ham o‘zaro qo‘shmadir:
91= 9499, 92= 999, = 90 91949, =

—(n A1 =1yl

= (9,95") 91 (9,95") -
Demak, shunday elementlar to‘plami bitta elementning berilishi

bilan aniqlanar ekan.  Ushbu to'plam sinf deyiladi, uning
elementlari soni k shu sinfning tartibi deyiladi.

1. Birlik elementning o'zi sinfni tashkil giladi.

2. Birlik elementdan boshqa sinflar qismgruppani tashkil qilmayd i
(ularga birlik element kirmaydi).

3. Gruppaning tartibi sinfning tartibiga bo‘linadi.

Har bir cheklangan gruppa G bir necha qo‘shma sinflarga
parchalanadi.

5 Invariant gésmgruppa - normal bo‘luvchi H
to'plam G gruppaning qismgruppasi bo‘lsin. Agar ixtiyoriy g;
uchun g;Hg;'! = H,Vg; € G bolsa H G ning normal
bo‘luvchisi, yoki, inwariant gismgruppasi deyiladi. Agar
gi € H bo'lsa g; ning qo‘shma butun sinfi H ga kiradi.
Vg, ¢:Hg' = H bo'lgani uchun normal bo‘luvchi uchun chap va
o‘ng qo'shma sinflar bir xildir.

Abel gruppasining hamma gismgruppalari invariant qismgrup-
palar bo‘ladi.

6. Faktorgruppa. Gruppani uning invariant gismgruppasi
bo'yicha yondosh sinflarga yoyaylik:

G=H+ gH+gH+ -+ gn-1H. (l)
Quyidagi moslik mun osabatlarini kiritaylik:
hi~ hy, agar h;, ho € H bo'lsa;

by~ hy, agar hi, hy € g1H bo'lsy;

W ~ hy, agar h{, hy € goH bo'lsa vahk.

Bunday moslik (ekvivalentlik) o‘rnatilgandan keyin 1-yoyilmadagi
har bir to'plamning bitta gandaydir elementi shu to‘plamning
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vakili bo‘ladi, shu elementni bundan keyingi hammia muloxazalarda
mana shu to‘plamning boshga elementlaridan farq gilmaymiz.
Shu bilan biz G gruppani m ta elementdan iborat boshqa bir
gruppaga aylantirdik, uning har bir elementi hagiqatda g,H
to‘plamdagi hamma elementlarning bir vakili, shu element sifatida
g:H to‘plamdagi ixtiyoriy bir elementni qarashimiz mumkin.
Gruppaviy aksiomalarning bajarilishini tekshirib chigish giyin
emas. Hosil bo‘lgan vangi gruppa G ning faktor-gruppasi
deyiladi va quyidagicha belgilanadi: G/ H.

7. Gruppaning markazi. G gruppasining o'ziga qo‘shma
bo‘lgan elementlari to‘plami shu gruppaning markazi deyiladigan
invariant qismgruppani tashkil qgiladi. Element o'ziga qo‘shma
bo‘lishi uchun u gruppaning hamma boshqa elementlari bilan
kommutativ bo‘lishi kerak. Demak, markaz - abel gismgruppasi
ekan.

Gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo‘lgan
elementlar to‘plami qismgruppani hosil qilishini ko‘rsataylik.
Bunday to‘plam elementlarini Z; deb belgilasak (¢ = 1,2,...,])
(albatta, bu to‘plamga birlik element ham kiradi, uni, masalan,
Z1 = FE deb olaylik) ta‘rif bo'yicha

Zig = g2 Z;9 = gZj, Vg e &

bo‘ladi. Bundan Zj;Z,-g = Z;94; = gZ;Z; kelib chiqadi.
Demak, Z;Z; elemenf ham mana shu to‘plamga kirar ekan,
ya'ni, gruppaning hamma elementlari bilan kommutative bo‘lgan
elementlar to‘plami gruppani tashkil qgilar ekan. Bu gruppa G ning
gismgruppasidir.

7. Gruppalarning akslantirishlari. lkkita gruppa G va
g' berilgan bo‘lsin. Bu gruppalarning elementlari orasida shunday

o‘zaro bir giymatli munosabat g; +» ¢‘; o'rnatilgan bo‘lsinki

g < g4

g <4
Bunday munosabat izomorf akslentirish, yoki izomorfizm
deyiladi. Izomorf gruppalar ko'pincha G ~ g' deb belgilanadi.

Gomomeorf akslentirish - katta gruppa G ning bir
nech a elementini undan kichikroq gruppa g* ning bitta elementiga

dan g;g; <> gig'; kelib chigsin.
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akslantirish. Bunda gruppaviy ko'paytirish goidalari saglanib
qolishi kerak. Akslantirishni ¢ : G — g deb belgilasak gruppaviy
kompozitsiyaning saqlanishi gige = g3, g; € G dan ¢(g;)p(g;) =
olgr), ©(g:) € ¢¢ ekanligi kelib chiqadi. ¢g' ning birlik elementi E’
ga akslanuvchi elementlar to'plami ¢g; € G gomomorfizm ¢ ning
yadrosi deyiladi:

{g9:: ¢(g:)) =FE" € g} =kero.

lzomorf gruppalar bir-biridan fagr qilmaydi (gruppa sifatida).
Agar gomomorf akslantirishda G gruppa o'zidan kichikroq g
gruppaga akslantirilsa. ¢* gruppa. G ning asosiy hossalarini saqlab
goladi, ular orasidagi farq nozik masalalardagina namoyon bo‘lishi
murkin.

Teopema 1IV.1 Fektorgruppa G /kery va gruppa g izomorfdir.

Bu teorernani isbot qilish uchun quyidagi uch bosqichdan
o'tamiz:

e gomomorfizm yadrosi ker ¢ qismgruppani tashkil qiladi;
e bu gismgruppa invariant qismgruppa bo'ladi;
e faktorgruppa G/ker ¢ va gruppa g¢‘ izomorfdir.

Avtomorfizm: Agar G gruppa o'z-oziga gomomorf
akslntirilishi mumkin bo‘lsa bundan akslantirish eavtomorfizm
deyiladi. Avtomorfizm ichki va tashqi bo‘lishi mumkin. ¢,(g) =
29z7Y, ¢ € G avtomorfizm ichki avtomorfizm bo‘ladi, bu yerda
z € G. Yani, g butun gruppa G ni ketma-ket gabul qiisa ¢, (g)
qandaydir ¢* to‘plamga teng bo‘ladi, tushunarliki, ¢ C G. Tashqi
avtomorfizmga misol: uch o‘lchamli evklid fazosini olaylik, und agi
vektorlar vektor yig'indiga nisbatan abel gruppasini tashkil giladi.
Uning elementini z deb belgilaylik. Shu uch olchamli fazoda
aylanishlar gruppasini olaylik, uning elementlari z deb belgilanisa
f,(z) = zzz~! akslantirish ixtiyoriy vektor z ni yana shu fazo
vektoriga o'tkazadi.

9. Sodda va yarimsodda gruppalar. Invariant
qismgruppaga ega bo‘lmagan gruppalar sodda gruppa deyiladi.
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Invariant gismgruppasi bo‘lsa ham u kommutativ bo‘lmasa gruppa
yarimsodda deyiladi.

10. To‘g‘ri ko‘paytma. Ikkita G; va G9 gruppalar berilgan
bo‘lsin. Shu gruppalarning to‘g'ri ko‘paytmasi G ®G, deb shunday
g = {91, 92}, 91 € G, g2 € Gz elementlar to‘plamiga aytiladiki,
undagi g = {91, 2} va ¢¢ = {g‘1, g2} elementlarning gruppaviy
ko‘paytmasi

= {0d'1, 929'2}

qoida orqali aniglanadi. Birlik element sifatida e = {e1, ey} xizmat
qiladi. Agar G; ning tartibi n; va G ning tartibi 7y bo'lsa G1 &G,
ning tartibi n; X 7y ga teng bo'ladi. g; — {g1, e2} akslantirish G;
ning G1 ® G2 ga izomorfizmi bolladi. Shu ma’noda G; gruppa
G; ® G'2 ning qismgruppasidi. Gy hagida ham shuni aytish
mumkin. Ikki elementning ko‘paytmasi haqida gap ketganda har
xil gruppalarning elementlarining o‘rnilarini almashtirish mumkin:
71092 = g2®g:. Demak, G va G3 gruppalar G} ®(G'; ning invariant
gismgruppalaridir. Teskarisi ham to‘g'ri: agar biror G gruppaning
G va G2 gismgruppalari bolsa. ixtiyoriy g; € G| va g2 € G3 lar
uchun g1 g2 = g29; bo‘lsaa va hamma g € G lar uchun g = g9,
bo'lsa G = G; ® G, bo'ladi.

§4. Misollar

4.2-misol. Bir elementdan iborat gruppa: To'plam bitta E elementdan
iborat bo‘lsin: G : { E}. Uning kvadrati kam sbu E ga teng bo'ladi: E2=F.
Bu to‘plarn gruppani hosil qiladi. Teskarielement: E—! = E.
4.3-misol. lkki elementdan iborat gruppa: G : {E, A}. Bu to'plam
gruppani hosil gilishi uchun A’ = E bo'lishi yetarlidir. Bu holda A~ = A4
bo‘ladi. Bunday gruppa ikkirchi tartibli ciklik gruppa deyiladi va C; deb
belgilanadi. E element 51fat1da va A elerent sifatida — 1 ni tasavvur gilishimiz
mumkin. (Gruppa uchun ko,pa.yurlsh jadvali:
. [GEA
| E{E A
, [AJAE

4.4-misol. Uchta elementdan tuzilgan gruppa: G : {F, A, B}.
ko'paytirish jadwvali:



w > o153
> 1
o > >
> o1 0 o

Jadval bo'yicha AA = B, AB=FE, A' =B, B! = Ava hk Uch-sodda
son, u xech qanday songa bo‘linmaydi, demak, bu gruppa fagat ciklik gruppa
bo‘lishi mumkin. Uni Cj deb belgilanadi. Masalan, A = exp(i27/3) ni olaylik.
Unda B = exp{i4n/3) bo‘ladi.

4.5-misol. Tort elementdan iborat gruppa: (F, A, B,C). Uni ikki xil yo'l
bilan tasavvur gilishimiz mumkin. .

Birinchi yo'l: (E, A, B,C) < (1,%,~1,—1). Ko'rinib turibdiki, AB =
BA =C, BC = CB = A CA = AC = E, yani bu - abel gruppasi.
Undan tashqari A~! = C, B-! = B. Bu gruppa ciklik gruppa Cy ning o‘zi:
{1,672, &7 ¥7/?} = (/"% |k = 1,2,3,4.}. Gruppaning ko'paytirish

jadvali:
CoJE A B C
ETE A B C
AlA B CE
BB CE A
CICE A B

Uning bitta gismgruppasi bor - (E, B) = (1, —1). Bu - invariant gismgruppa:
A(E,B)A™! = (E,B), B(E,B)B! = (E,B),C(E, B)C™* = (E,B). Bu
gruppaning har bir elementi sinfni tashkil giladi. A va C elementlarning tartibi
to'rtga teng: A* = E, C* = E. B ning tartibi esa ikkiga teng: B> = E.

Ikkinchi g'o‘l: Hamma elementlarning tartibini ikkiga teng deb olaylik:
A?= B? = C* = E. Bu holda quyidagi jadvalga kelamiz:

Ch JE A B C
EIE A BC
A JA ECB
B |BCEA
C|C B AE

Bu gruppa Co, deb belgilanadi. Ko'paytirish jadvalidan ko‘rinib turibdiki
bu ham abel gruppasi. C; va Cy gruppalar izomorf emas. Ci, da wuchta
qismgruppeni kiritishimiz mumkin: H; : {FE, A}, Hy : {E, B}, H; :
{E, C}. Ularning hammasi invariant qismgruppalarni tashkil qiladi, demak,
ularning har biri bo‘yicha faktorgruppa tashkil qilish mumkin: {Hy, BH,} =
{(Ev A) (Ba C)}» {H2’ AHZ} = {(E1 B)1 (A’ C)} va {H31 AHa} =
(E C). (4 B}

To'rtinchi tartibli gruppani ikkita ikkinchi tartibli gruppalarning to‘g'ri
ko'paytmasi sifatida tasavvur gilish mumkinmi? Ikkinchi tartibli gruppa. - Cs :
{F, A}, boshqasi yo‘q. Ikkita Cz ning to‘g'ri ko‘paytmasi:

20 ={E, A} ® {Ez, A} = {E1QE;, E1® Az, B, ® A;, A1 ® Az}
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Hosil bo‘lgan to‘rt elementli to' plam elementlarini o'zaro ko‘paytirib chigaylik.
Birinchidan, har bir elementning kvadrati hirlik elementga teng:

(E\®@ E))(EiQE)=E,®E;; (E1®A)(E1®A4)) =

=(E10 AcAr) = B1®F;;, (E;® A))(E; ® Ay =
=(E;® A)A) = E1Q By (A1 ® 4) (A1 ® A2) = E1 @ E.

Ikkinchi elementning uchinchisiga ko‘paytmasi to'rtinchi elementni, wuch-
inchining to‘rtinchiga ko'paytmasi ikkinchini va to‘rtinchining ikkinchiga
ko‘paytmasi uchinchini beradi. Masalan,
(B2 ® A1)(E1 ® A2) = Ay @ As.
Natijada Cap, gruppasining ko'paytirish jadvalini oldik. Demak, ikkita Cj ning
to‘g'ri ko'paytmasi Cy ga emas, Cy, ga izomorf ekan:
C2 ® G2 = Cop.

4.6-misol. Dj gruppasi. Ushbu gruppa oltita elementdan iborat bo‘lib

uning ko‘paytirish jadvali quyidagicha ko‘rinishga ega:
ko‘paytirish jadvali

2R W

R
HMXRE > o
>wmr§g
ome>< Ny
> W R 2

~

Jedvaldan ko‘rinib turibdiki, K2 = I2 = M? = E, 4B = A* = B* = E.
Topish qiyin emaski, K ! =K, L =L, B '=Awhk

Gruppaning ichida bitta gismgruppa bor: H := {E, A, B}. Bu - invariant
qismgruppa, y’ani, ixtiyoriy g € G uchun gHg~! = H.Masalan, g sifatida K ni
olaylik. Bu holda KH := {K, L, M}, KHK™! := {E, A, B}. Shu invariant
Gismgruppa ho‘yicha qo‘shma to'plamlarga bolib chigishimiz mumkin. Birinchi
yo'l: H+ KH. Buholda gruppamiz ikkita to‘plamgs bo'linadi: (E, A4, B) +
(K,L, M). Agar qo'shma to'plamga bo‘lisk uchun 7 ga kirmaydigan boshaa
elementni olsak, masalan, i, natija yana o‘sha bo'ladi: H+ LH = (E, A, B) +
(L,M, K). H gakirmaydigan element sifatida M ni olsak yana o‘sha natijaga
kelamiz. '

Gruppa Dj3 uchta sinfdan iborat:

Sy = (E), Sy = (A, B), S3:= (K. L, M,).

Buni tekshirish giyin emas. E bitta sinfui tashkil gilishi oydin. A ni olylik,
jadvaldan ko‘rinib turibdiki,
EAE=A, BAB'=A, KAK'=LK =B,
LAL'=ML=B, MAM'=KM=B.
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Demak, (A, B) bitta sinfni tashkil qilar ekan. Uchinchi sinfni ham huddi
shunday tekshirish rnumkin. '

Quyidagi gruppani kiritaylik Co : {1,—1} (keyingi misol bilan solishtiring).
Agar (E,A,B) - 1 va (K,L,M) — —1 moslik kiritsak yadrosi kery :
(£, A, B) daniborat D3 — C2 gomomorfizin kiritgan bo‘lamiz. Agar (E, A, B)
elementlami ekvivalent deb (ya'ni,- gruppaviy ko‘paytirishlarda ularning faqri
yo'q deb) qarasek va huddi shunday, (K, L, M) elementlarni ham ekvivalent
deb olsak {G/kerp} faktorgruppaga kelamiz, u C; ga izomorf bo‘ladi.

Ushbu gruppa. to‘g‘ri burchakli uchburchakni tashkil giladigan uch atomli
nolekulaning simmetriyalariga mos keladi. Bu yerda birlik element E hamma
atornlarni 0‘z joyida qoldirishga mos keladi, A element sistemani 27/3 = 120°
burchakka burashge mos keladi, B element molekulamizni 2 - 2x/3 = 240°
burchakks burashni ifodalaydi, K, L, M elementlar esa molekulani IV.1-
rasmmda ko'rsatilgan o'glar atrofida. akslamtirishni ifodalaydi. Jadvalga kirgan

K
IV.1l-rasm: Uch atomli molekula

operatsiyalarning hech biri molekulaning holatini o‘zgartirrnaydi, shuning
uchun Dj; gruppasi molekulaning hamma simmetriyalarini ifodalaydigan gruppa
hisoblanadi.

4.7-misol. Ciklik gruppa Ch, : {a, a?,a?,...,a" = E.} Bu gruppa abel
gruppasidir, uning har bir elementi o‘ziga qo‘shme bo'lib bir sinfni hosil
giladi. Bunday gruppani biror berilgan o'q atrofida diskret burchaklarga
buralish gruppasi sifatide tasavvur gilishimiz mumkin. Buning uchun a =
exp{i27/n} deb olamiz. Ya'ni, C\; grupp asining a elementi biror o‘q (masalan,
z d'qi) atrofida 27r/n burchakka buralish elementi bo‘ledi. Darhagiqat, (z,y)
tekisligidagi ixtiyoriy bir nuqtani z = =z + iy kompleks son deb qarashimiz
mumkin. Shu kompleks sonni eksponensial ko‘rinishda z = z + iy = pe*
tasavvur gilishimiz mumkin. Bu holda. az = pe!@+/) vektor z ni 2r/n
burchakka. burilganiga teng. Bunday tasavvurga o‘tsak siklik gruppa quyidagi
ko'rinishni oladi: C, : {eli27/n} eli2n/n2} = oli2n} — 1},

Faraz qilaylik, buralish burclraklari diskret emas, uzliksiz to‘plamni tashkil
qilsin. Bunday holni C,, deb belgilaymiz, bunday uzliksiz to‘plam Cy, : €%, 0 <
@ < 27 cheksiz gruppani hozil giladi. Bu gruppaning har bir elementi e
tekislikdagi vektorlarni z - o'qi atrofida ¢p burchakke buraltiradi.

Shu joyda 6-matritsani eslash o‘rinlidir.  Bu matritsa tekislikdagi
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vektorlarni ¢ burchakka buralishiri ta'minlar edi. 6-matritsalar determinanti
birga teng ortogonal 2 x 2 matritsa be'lib ularning 0 < ¢ < 27 ga mos
keluvchi uzliksiz to'plami (x,y) tekislikdagi buralishlar gruppasini tashkil
giladi. Bunday matritsalar to'plami SO(2) deb belgllanad1 Demak, Cy, va
SO(2) gruppalarning har bir elementlari orasida o‘zaro bir-giymatli moshk bor
ekann, bu degani, ular izomorf ekan: Cp ~ SO(2). Bu ikkita gruppaga izomorf
bo‘lga.n yana bir gruppa bor - U(1), bu gruppa moduli birga teng bo‘lgan
sonlarning uzliksiz to‘plami: U(1) = €¥, 0 < 3 < 27. Oydinki,

Co = SO(2)= U(1).
4.8-misol. Tekisilikdagi
z' = zcosp + ysinp+a; ¥ = —zsing +ycosp+b (2)

almashtirishlar koordinat o‘qglarini ¢ burchakka burash va koordinat boshini
d = (a, b) vektorga siljitishga mos keladi. Bu almashtirish natijasida ikki
nuqta, orasidagi masofa va fazoning orientatsiyasi o'sgarmaydi. Parametrlarning
o‘zgaxish sohasi

0<p<2r, —-oco<a<oo, —w<b<oo

Bu almashtirishlar gruppani hosil qiladi, uning nomi - ¢ekislikning
harakatlari gruppasi, u ISO(2) deb belglanadi. Uning har bir elementi
¢ va (a,b) parametrlar orqali beriladi, ya'ni, ISO(2) - uch parametrli gruppa.
Koordinat o‘qlarini ¢ burchakka burab koordinat boshini (¢, b) vektorga siljitish
(ko‘chirish) operatsiyasini g(p, a,b) deb belgilaylik, g(p. a,b) € I50(2).
Elementlarning ¢ = 0,b = 0 bo'lgan to‘plami SO(2 gruppani hosil giladi,
9(¢, 0,0) € SO(2). an1qk1 bu to'plam I'SO(2) ning gismgruppasidir. SO(2) -
abel gruppasi. ¢ = 0 bo'lgan elementlar g(0, a,b) to‘plami ham qismgruppani
tashkil qiladi - tekislikning ixtiyoriy nuqtasining (@1,b1) vektorga va (ag, by
vektorga ixtiyoriy tartibda ketma-ket siljishlari shu nuqtaning bitta (a3 =
o] + ay, by = by + b)) vektorga siljishiga teng. Bu qismgruppa - tekislikni
o'ziga, parallel ko‘chirishlari gruppasidir, uni P(a,b) deb belgilaylik. U ham
abel qismgruppasidir. Ikkala gismgruppa bitta umumiy nuqtaga ega, u ham
bo'lsa birlik elernentdir (ya'ni, koordinat boshi va o‘glarini ¢'z joyida goldiruvchi
element ¢(0,0, 0)). Demak, ISO(2) ning ikkala gismgruppasi ham abel
gruppasini tashkil etadi, ammo [S0(2) ning o'zi abel gruppasi emas, chunki
(e, ai,bg(ee, az,bz) #g(wz,az,bz)a(wx, a, b))

P(a,b) gismgruppa ISO(2) ning invariant qismgrappasi (tekislikdagi
ixtiyoriy vektorni avval biror burcha.kka. buraymiz. qandaydir vektorga
ko‘chiramiz, keyin shu amallarni teskari tartibda bajaramiz, natijada vana
o'sha vektor kelib chiqadi).i 7SO 2) (2)/P(a, b) faktor-gruppani ko' rayhk Faktor-
gruppa. nugtai-nazaridan P(e, b) ning elementlari ekvivalent, va'ni, (0,0)
vektorga ko‘chish ham, ixtiyoriy (a, b} vektorga ko‘chish ham ekvivalent bo'lib
bitta elementdek ko'riladi. Demak, g¢(@, a1, b1) va g{(p, ay, bs) elementlar
Faktor-gruppa nugqtai-nazaridan farq qilnaydi va ular g(,0, 0) ga ekvivalent.
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Demak, [SO(2)/P faktor-gruppa SO(2) ga izomorf ekan: ISO(2)/P =
S0O(2).

IS0(2) gruppasi ikkita qismgruppadan tashkil topganini oshkora ifodalash
magsadida uning elementlarini g(a(p),r) deb belgilash qulaydir, bunda
tekislikdagi  burchakke: burash matritsasi a( ) 6-formulada berilgan (u yerda
u a® deyilgan), r = (a, b) - ko‘chirish vektoridir.

ISO(2) gruppasidagi gruppaviy kompozitsiya (ko‘paytirish) qoidasini
keltirib chigarish uchun uning elementlarini quyidagi matritsa yordamida

tasavvur gilamiz:
cosyp sinyp a
T(g)={ —sinp cosyp b |. 3)
0 0 1
Bu holda tekislik nuqtalarini ham uch oflcharuli vektor-ustun sifatida tasavvur

qilishimiz kerak:
( ; >
v ].
1

Bunday tasavvur 2-almashtirish qoidasiga mos keladi. Ko‘rinib turibdiki

v cos(p1 + ¢2)  sin(p1 +p32) azcosepr +basings +a
T(g)T(52) = | —sin(e1+ p2) cos(pr +p2) —azsing; + 152 cospy+by |-
0 0

Demak

Py =prtwe. a3 =ascosytbhosingi+aer, by = —azsing;+b; oos¢1+(bl).

4
Vektor belgilashlar kiritaylik: v1 = (a1,b), ro = (a3, by). Agar tekislikdagi
i burchakka. burash matritsasini 6-formula asosida a(yp) deb belgilasak 4-dagi
r; = (as.ba) vektorini quyidagicha ifodalash mumkin:

r3 = a(cpl)rz +r;.
Shu bilan IS0(2) gruppasidagi ko'paytirish qoidasi topildi:
93 = 9192 = g(a(ipr + 92}, a{p1)rz +11).

Ixtiyoriy fazodagi harakatlar haqida gapirganimizda shunday ko‘paytirish
qoidasi uchraydi, bunday ko‘paytirish qoidasi yarim-to‘g‘ri ko'‘paytirish
deyiladi. Odatda yarim-to‘g‘ri ko'paytma. gruppani uning avtomorfizmlari
gruppasiga ko‘paytirishini ta‘riflashda ishlatiladi. Tekislikning harakatlari
haqida gap ketayotganida SO(2) gruppssi P gruppasining avtomorfizmlarini
tashkil qgiladli, chunki tekislikdagi ixtiyoriy buralish shu tekislikdagi ixtiyoriy
vektorni yana shu tekislikda qoldiradi.  Poincare gruppasi - Minkovskiy
fazosining harakatlari gruppasi - hagida gapirganimizda ham yana yarim-to‘g‘ri
ko'paytmaga kelamiz.
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§5. Gruppalaring tasavvurlari

Gruppa elementlari ozining ta’siri orqali aniqlanadi. Bu ta'sirni
abstrakt Korinishda - ko‘paytirish jadvali sifatida - aniqlashimiz
mumkin. Fizik kattaliklar haqgida gap ketar ekan ular matematik
nuqtai nazardan odatda mos keluvchi chizigli fazolardagi vektorlar
va  tenzorlar sifatida namoyon bo'ladi. Vazifa - gruppa
elementlarining mana shu fazo elementlariga ta’sirini aniqglash.

§5.1. Asosiy ta‘riflar

Chiziqli fazo L berilgan bo‘lsin. Ushbu fazo elementlari ma’lum bir
fizik sistemaning holatlarini bildirsin. Bizga ma’lum bir simmetriya
operatsiyalari - yani, ma'lum bir gruppa G - berilgan bo‘lsin. Shu
gruppaning ta’siri natijasida L fazo elementlari qanday o‘zgaradi?
Magsadimiz mana shu savolga javob berish.

Elementlari matritsalardan iborat va gruppaviy kompozitsiya
goidasi matrik ko' paytma bo‘lgan gruppa matritsalar gruppasi
deyiladi. Mana shu L fazoda ta’sir giladigan matritsalar to‘plami
I' ni topaylik - I': {D1, Dy, ...}. Shu to‘plam elementlari matiik
gruppani tashkil gilsn. G gruppa elementlari va I’ gruppa
elementlari orasdida ma‘lum bir moslik o‘rnatilgan bo'lsin: ¢; <
D;, shuning uchun D, = D(yg;) deb belgilaymiz.

ta‘rif: Agar G gruppa mana shu matrik gruppaga gomomorf
akslantirilsa

G-I, g— D)

va har ganday g, € G va g2 € G lar uchun 19; = g3, 93 € G
bo ‘lganda
D(g:1)D(g2) = D(g3),  D(g)eTl,i=1,2,3
to‘g‘ri kelsa topilgan matrik gruppa T G ning L fazodagi tasavvuri
deyiladi.
Agar L fazoning o'lchamligi n bolsa topilgan tasavvur
I' n-o‘lchamli tasevvur deyiladi. L fazo tasavvurlar

fazost deyiladi. Teskari elementlarning mavjudligi sharti D
matritsalarning aynimagan bo‘lishi kerakligini bildiradi:

D(g')=Dg), V. (3)

128



Undan tashgari, D(e) = I bolishi kerak, bu yerda I - nxn o‘lchamli
birlik matritsa. Agar I' = G bo'lsa (ikkala gruppa izomorf)
T tasavvur aniq deyiladi. Bu holda G ning har bir elementiga
T .ning bir elementi mos keladi va teskarisi. - Agar G ning bir
necha elementi bitta 2 matritsa orqali tasavvur gilinayotgan bo'lsa,
bunday tasavvur noaniq tasavvur deyiladi.

Ikkita tasavvur 'y va 'z ekvivalent deyiladi, qachonki ularni
hosil qgiluvchi matritsalar o‘xshash almashtirish A orqali bog‘langan
bo'lsa:

Dy = AD,A7L (6)
Bu yerda A matritsa I'; tasavvurlar fazosi L ni I'; tasavvurlar
fazosi Ly ga akslantiradigan matritsa. Ekvivalent tasavvurlar
bir hil o‘lchamlikka ega bo'lishi aniqdir. Agar ikkita ekvivalent
tasavvurlar bitta fazoda aniglangan bo‘lsa. A matritsa shu fazodagi
bazisni almashtirish matritsasi bo‘lib chigadi.

Tasavvurlar keltzriluvchan va keltirib bo‘lmaydigan
bo'lishi mumkin. L fazoda shunday gismfazo L, bo'lsinki (L; C
L) uning elementlari I' tasavvur matritsalari ta'sirida yana shu
gismfazo L; elementlariga o‘tsin. Bunday gismfazo L, invariant
gismfazo deyiladi. _Agar L da hech bo‘lmasa bitta invariant
gismfazo L; bo‘lsa bunday tasavvur keltiriluvchan tasavvur
deyiladi. Agar L, butun L bilan mos tushsa bunday tasavvur I'
keltirilib bo‘lmaydigan deyiladi.

Agar L ni ikkita invariant gismfazolarning yig'indisiga ajratish
mumkin bo'lsa: L = Li @ Ls, va har bir qismfazoning vektorlari
[ tasavvur ta'sirida o‘z gismfazolarida qoladigan bo‘lsa bunday
tasavwur to‘liq keltiriluvchan deyiladi. Bu holda tasavvur
matritsalari quti-diagonal ko'rinishga keltirililadi:

(1)
D(g) = (D 0(9) D(S () ) . (7)

Bu yerda D - n X n matritsa, u n -o'lchamli L fazoda ta’sir giladi,
D® _pn; x ny matritsa, u n; -o‘lchamli L; fazoda ta’sir giladi va
D® _ny x ng matrits a, u ng -o'lchamli Ly fazoda ta’sir giladi, ny+
ng = n. Bunday tasavvur tasavvurlarning to‘g‘ri yig‘indisi
deyiladi va D(g) = D™ @ D@ ko‘rinishda belgilanadi.
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x(g) =TrD(g) kattalik tasavvur zarakteri deyiladi.
Oydinki,
e ekvivalent tasavvurlar uchun TrD; =TrDy;
e bitta klass elementlariga mos keluvchi matritsalar xarakterlari
tengdir.

Tasavvur D(g) aniq deyiladi qachonki g; # g9 bo'lganda D(g;) #
D(go) bo'lsa.

Uraitar tasavvurlar.

Kvant mexanikasida quyidagi ko'rinishdagi skalar ko'paytmalar

ishlatiladi:
(@,9) =D =iy (8)
1=]

Bir bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish almashtirishini ko‘raylik:
' = Uz, v =Uy.
Skalar ko'paytmaning saglanishi uchun almashtirish matritsasi U
unitar mmatritsa bo'lishi kerak - Ut = U~L:
(«',9) = Uz, Uy) = (2,U'Uy) = (2,9). 9)
Fizik sisternaning simmetriyasi haqida gap ketar ekan unga
mos keluvchi almashtirishlarda sistemaning holatida o‘zgarish

bo'lmasligi kerak. Shu sababdan tasavvur matritsalarining unitar
matritsa bo‘lishi muhimdir.

i
Teopemia I'V.2 Cheklengan gruppaning iztiyoriy keltirilmaydigan
tasavvuri unitar tasavvurga ekvivalentdir.

Isbot: D(g),i = 1,2,..,k matritsalar G gruppaning n
o‘lchamli L fazodagi keltirilmaydigan tasavvurini tashkil qilsin.
Quyidagi matritsani tuza,ylik'

A= ZD‘(.@D (92)-
Ko'rinib» turibdiki A - 1erm1t matritsa: Al = Y. D¥(g;)D(g;) =

Demak, uni biror umﬂar matritsa St = S~! yordamida dlagonal
ko* rmlshga Keltirish mumkin

d=SAS7 =Y SDY(g)S™S D(gi)s™ - 0D
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bu yerda D = SDS™!. Bu diagonal matritsaning diagonal
elementlari musbat aniqlangan:

doa = D!s(8)Dpa(9:) =D Dpol9:)Dpalg:) =
if i,8 _
= Z |Dﬂa(gi)|2 > 0.
8.

Bumatritsaning diagonal elementlaridan ildiz chiqafib d%z ulardan

tuzilgan diagonal matritsani d'/2 deb belgilaymiz.  Olingan
matritsa ermitdir: dY% = dY/2. Agar shu matritsa yordamida
D{g;) ga ekvivalent bo‘lgan yangi U(g;) = d/2D(g;)d~*/? matritsa
kiritsak u unitar bo‘lib chiqadi. Buni ko‘rsataylik:
M(g)Ulg:) = d~/* D¥(g;)d"/*d"2D(g;)d™/* =
.= d~VDY(g;)dD(g;)d" /2.

Ammo D'(g;)dD(g;) = d, demak,
Ut (g:)U(gs) = dV*dd™2 = I.

Demak, ixtiyoriy keltirilmaydigan tasavvurni unitarga aylan-
tirishimiz mumkin:

U(g:) = d/*SD(g,)S™'d7"?, Ut =UL

Kompleks qo‘shma tasavvur Agar I tasavvurga kirgan
hamma matritsalarni ularning kompleks qo‘shmasiga almashtirib
chigsak yangi tasavvurni olamiz:

D(g:) = D*(gs)-

Hosil bo'lgan tasavvur umumiy holda boshlang‘ich tasavvurga
ekvivalent bo‘lmaydi.
Regular tasavvur. Quyidagi matritsalarni kiritaylik:

oy = [ L gigs = g bolsa;
D;j(gi) = { 0, aks holda. (10)
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Bu matritsalar n x n o'lchamli tasavvumni hosil giladi. Isboti: bir
tomondan

]. gkg =giva gnd = g, y()k! - bo‘lsa;
D;;(9x)Djilgm) = { 0: 9idj — iV o =9 Irgmgt = gs

ikkinchi tomondan

1, = g b ‘ls ]
Di(grgn) = { 0 Zﬁg"}llgélda,.g .

Demak,
D(gk)D(gm) = D(gkg'm) .

§5.2. Schur lemmalari

Schurning 1-lemmasi

Lemma:  Keltirilmaydigan tosavvur matritsalari D(g;) ning
hammasi bilan kommutativ bo‘lgan meatritss A birlik matritsage
proportsionaldir: A = M, bu yerda A - son.

Isbot: Shart bo‘yicha

AD(gz) =D(gi)A, Vgi‘€ G. (11:)

Demak .
DY(g) Al = ATDY(g,), Vg € G.

Ammo D'(g) = D7}(g) = D(¢7?). Ushbu munosabat ixtiycriy g;
uchun o‘rinli bo‘lgani uchun ohirgi tenglikni

D(g)A' = A'D(g), Vg €G, (12)

deb yozib olishimiz mumkin. Agar H = A+ Al va J = i(4 —
A') ko'rinishdagi ermit matritsalarni kiritsak 11 va 12 formulalarni
darhol quyidagi ko‘rinishka keltiramiz:

D(g:)H = HD(g:),  D(g:)J=JID(g), VeeG. (13

H va J matritsalar ermit bo‘igani uchun ularnidiagonal ko‘rinishga
keltirish mumkin:

SHS™'=h, TIT'=j (14)
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Natijada 13 formulalar
SDS™ISHS™! = SHS™'SDS™! yoki, SDS 'h=hSDS™!

(15)
va '
TDTYTJT! = TJT*TDT™' yoki, TDT 'j=;TDT™!

(16)

ko‘rinishlarga keltiriladi.  Shularning birinchisining (zj)-matrik
elementlarini olaylik:

(SDS™Viche; = hie(SDS )iy (17)
Py = hids ekanligini hisobga olib olingan formulani darhol
(SDS_l)ij(hi - hJ) = 0 (18)

ko'rinishga keltiramiz. Oydinki, ¢ 5 j bo‘lganda yoki h; = h;, yoki
(8DS71);; = 0 bo'lishi kerak. Ikkinchi imkoniyat tasavvurning
keltirilmaydiganligiga ziddir, shu sababdan birinchi imkoniatni
olish kerak:

h; = hj, ixtiyoriy ¢ va j uchun. (19)
Shu bilan A matritsaning birlik matritsaga proportsionalligini isbot
qildik. Agar h; = o deb belgilasak A = «f ko‘rinishga ega bo‘lamiz.
Bu degani esa

H=A+A'=al

ga teng. Huddi shunday mulohazalar asosida
J=1i(A - AN =8I
ekanligini isbot qilishimiz mumkin. Demak,

A= ;(a —iB)I = AL (20)

Schurming ikkinchi lemmasi

Lemma. D® va DU matritsalar G gruppasining ikkita
keltirimaydigan tasavvurlari bo‘lsin. Ularning o‘lchamliklari mos
ravishda n; X n; va n; X n; bo'lsin. Agar n; x n; olchamli A
matritsa

DY(g)A= ADY)(g), Vge€Ga, (21)

133



munosabatga bo'ysunsa 1) har xil o‘lchamli keltirilmaydigan
tasavvurlar uchun A4 nolga teng, 2) bir xil o‘lchamli noekvivalent
tasavvurlar uchun ham A = 0; 3) bir xil o‘lchamli ekvivalent
tasavvurlar uchun A - aynimagan matritsa (det A # 0).

Isbot. '

Avvalgi paragrafda 11- dan 12-ga o‘tganimizdagi mulohazalarni
qaytarib 21-dan

A'DY(g) = DU g)AT, vge @ (22)

kelib chiqishini topamiz. 21-ni chap tomondan A' ga va 22-ni o‘ng
tomondan A ga ko‘paytirsak

A'DO(g)A = AlADY(g),  ATDO(g)A = DU)(g)A1A
larni olamiz. Bulardan
AtADY() = DY)(g)AT4, Vge G (23)

ekanligi kelib chiqadi. 21-ni o‘ng tomondan At ga va 22-ni chap
tomondan A ga ko‘paytirib

AAIDDD () = DD AAl, Ve @ (24)

ekanligini ham topamiz. Schurning birinchi lemmasi bo‘yicha n; x
nj o'lchamli kvadrat matritsa A'A birlik matritsaga ekvivalent:
AYA = pI, huddi shunday n; X n; o‘lchamli kvadrat matritsa AA!
ham birlik matritsaga ekvivalent: AA! = AT, bu yerda p va X -
sonlar. Demak, det ATA = 4™ va det AAT = .

n; = n; bo'lsin. Buholda A matritsa kvadrat matritsa bo'ladi
va det ATA = |det A> = der AYA bo'lishi kerak uchun \ = p
bo‘ladi. Agar A = u # 0 bo‘lsa A ning teskarisi mavjud, demak,
21-ni

DU(g) = ADY(g)A™!,  Vge@ (25)

ko‘rinishga keltirish mumkin. Hulosa: bu holda D® va DO
tasavvurlar ekvivalent. Lemmaning uchinchi gismi isbotlandi.

Agar A = p = (0 bo'lsa A aynigan matritsa bo‘ladi, 25-
ko‘rinishdagi munosabatni yoza olmaymiz, D va DU tssavvurlar
noekvivalent bo‘ladi. Lemmaning ikkinchi qgismi isbotlandi.
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n; # n, bo'lsin, aniglik uchun n, > n; deb olaylik. Bu
holda A matritsani nollardan iborat bo‘lgan ustunlar bilan to‘ldirib
kvadrat ko'rinishga keltiramiz, yangi matritsani B deb belgilaylik.
B matritsalar uchun huddi A matritsalar uchundek 23- va 24-
formulalar o'rinli bo‘ladi, demak, B'B matritsa diagonalida bir
xil son turgan matritsa bo‘lishi kerak. Ammo uning diagonalining
ohirgi elementlari nolga teng, demak, ularning hammasi nolga teng.
Bundan kelib chigadi A ham nolga teng. Lemmaning birinchi gismi
isbotlandi.

Schur lemmalaridan muhim hulosalarga kelamiz:  agar
birlik bo‘lmagan matritsa qandaydir tasavvur matritsalari bilan
kommutativ bo‘lsa bu tasavvur keltiriladigan bo‘ladi. Har xil
keltirilmaydigan tasavvurlar bir-biri bilan bog'langan bo‘lishi
mumkin emas.

§5.3. Misollar

4.9-misol. Abel gruppalarining hamma, keltirilmaydigan tasavvurliari bir
o*lchamlidir.

Isbot.  Kommutativ gruppalarning ta'rifi bo‘yicha D(¢;)D(g;) =
D(g,;)D(g:) ixtiyoriy tasavvur matritsalari uchun. Shularning birini, faraz
qgilaylik D(g;) ni, yuqoridagi A matritsa deb qarasak uning birlik matritsaga
proportsional ekanligini topaumiz: D(g;) = pl, p-son. Ammo, ta'rif bo‘yicha
D(g;) - keltirilmaydigan tasawvvur matritsasi, u diagonaldagi elementlari noldan
fargli, diagonaldan tashqari elementlari esa nol bo‘lgan matritsa bo‘lishi
mumkin emas. Demak, u bir o‘lchamli matritsa, ya'ni, oddiy funksiyadir.

4.10-misol. Abel gruppalarining keltirilmaydigan tasavvurlarini toping.

Abel gruppalari uchun kompozitsiya qonuni qo‘shishga tengligini hisobga

olib
D (1) D(ag) = D(ay + a3)
deb yozsak, uni or; bo'yicha differensiallasak va a; =0, a9 = o deb olsak

D'(0)D(a) = %@

munosabatga kelamiz. D'(0) = « deb belgilasak bu tenglamaning yechimini
darhol topamiz:

D(a) = cexp(ka), ¢ = const. (26)
Tasavvur unitar bo‘lsin desak k = ik deb olishimiz kerak:

D(a) = cexp(ika). 27)
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4.11-misol. Ciklik gruppa C, ning kelt'rnmay dlgan tasavvurlarini toping.
Yechim. C, gruppa ciklik bo'llib {E,a,a? a?, a*" !} elementlardan
iborat. Bunda a™ = FE bo‘ladi. Oydinki e- nchl elementnmg tasavvuri sifatida

D(a) =exp (2;_7r>

deb olishimiz kerak. Shu'nga yarasha
a* = exp (21:7') . k=01,23.,n—1

bo‘ladi. Ko‘rininb turibdiki, afa® = gkit*z,
4.12-misol. Tekislikdagi buralish gruppasi Co, ning keltirilmaydigan
tasavvurlarini toping.
Yechim. Ixtiyoriy ¢ burchakka buralish elementini g(p) deb belgilasak
unga
9(p) = DV (g} = exp(ip)
tasavvur mos keladi. Tasavvurlar uchun asosiy bo'lgan

DY (p)DW(gz) = DV(ip1 + 2)
hossani tekshirish qiyin emas. Bu tasavvuming bazisi sifatida bir o‘lchamli
kompleks sonlar fazosini olishimiz kerak. Rostdan ham, z = z + iy = pe®
kompleks sonni olaylik. Unga D(y) tasavvur bilan ta'sir gilaylik:
DW(p)z = pexp(i(y) + ) = 2.
Yangi hosil bo'lgan kompleks vektor 2/ uzunligi o'sha p ga teng bo'lgan, ammo
yo‘nalishi ¢ burchakka buralgan vektordir.
Demak, bir oflchamli keltirimaydigan DW(¢y) tasavvur bir o‘lchamli
kompleks vektorlar fazos;da ta’sir gilar ekan.
4.13-misol. To'g'ri'chiziq R! deb belgilanadi. Unmg nugtalari qo‘shishga
nisbatan abel gruppasini tashkil qiladi Bu gruppaning keltirilmaydigan
tasavvurlari bir o‘lchamlidir.

D(a)=((1) ‘i’) ac R

matritsa shu gruppaning keltiriladigan tasavvurini hosil qilishini ko‘raylik:

D(ew)D(az) = ((1) o ) ((1) ‘?) = (}) ot ) = D(ey + o).

Tasavvur keltiriluvchan, lammo, to'lig keltirilavchan emas. Bu 2 x 2 tasavvur
2-o‘lchamli fazoda ta’sir qlladlgan matritsa, ikki o'lchamli fazo elementini ( =

G

pax =@¢ = (5 $)(8)=(9%%) -xa( ).
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Bu munossbatlarning yechimlari A = 1,¢ = 0. Demak, { = %

vektorlar invariant gismfazoni tashkil giladi. Ammo ( = gz vektorlar

invariant gismfazoni tashkil qilmaydi. Demak, umumiy ikki o'lchamli fazo
ikkita invariant qismfazoga parchalanmaydi. Shuning uchun D(a) matritsa.
blok-diagonal ko‘rinishga keltirilmaydi.

4.14~-misol. )
(2) _ cosy —smy
D®(p) = ( sing cosy ) (28)

matritsa tekislikda buralish gruppasi C,, ning to'liq keltiriluvchan tasavvuri
ekenligini ko‘rsating.
Yechim. Tkki komponentali haqiqiy vektorlar fazosini kiritaylik:

r=<;). (29)

Bu - yana o'sha tekislikdagi vektor, tekislikning ixtiyoriy nuqtasiga yoki haqiqiy
ikki komponentalik vektorlarni, yoki bir komponentalik kompleks son z = z+iy
larni mos keltirishimiz mumkin. Ko‘rinib turibdiki,

{7 cosy —sinyp T zCosp —y sing
r = 7 = : = . . (30)
Y sinyp cosp Y sing +y cosy
Bu esa tekislikdagi (z,y) koordinatali radius-vektorni ¢ burchakka burash
formulasi.

Endi D® tasavvurning keltiriladigan tasavvur ekanligini isbot gilamiz.
Buning uchun uning ustida

1 (14
=51 1) 4
unitar matritsa yordamida o‘xshash almashtirish bajaramiz:
@g1_ (€ O
ADYA —( 0 e"'"’)' (32)

Demak, D® tasavvurimiz ikkita bir o‘lchamli keltirilmaydigan tasavvur D)
larning to'gri yig'indisigaga keltirilar ekan:

D® = pW g p*

9 D) ¢
D<>=( 0 D(,),,). (33)

voki,
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Keyin ko‘ramizki, 28-ko‘rinishdagi matritsalaming o'zi alohida bir gruppani
tashkil giladi, bu gruppa SO(2) gruppasi deyiladi.

4.15-misol. Dj gruppasining tssavvurlarini toping.

Agar har bir elementning tasavvuri sifatida birga teng sonni oladigan
bo'lsak gruppaning trivial tasavvwini topgan bo‘lamiz.  Bu tasavvurning
hech qizig‘i yo'q, ammo quyida keltirib chiqarilgan juda muhim ortogonallik
munosabatlarida uning ham o‘z o'rni bor. Shunday qilib, tasavvurlarning
birinchisi sifatida quyidagi jadvalni olishimiz mumkin:

ETATBTK[L[M
DOT1T1]1]1f1]1

Gruppaning ko‘paytma jadvali bajarilganligi shubhasiz.
Ikkinchi tasavvur sifatida quyidagini olaylik:

ETATBTKTL M
DO ]-1]af-1

Bu gal ham gruppaning ko‘paytma jadvali bajarilganini ko‘ramiz. Bunday
tasavvur D3 ning sinflarga parchalanishiga mos keladi. Shu bilan bir o‘ichamli

tasavvurlar tugaydi.
Ikki o‘lchamli tasavvurga o‘taylik. Bu tasavvurning bazisini quyidagi
vektor-ustunlar tashkil qiladi:

nee(s) mee(s) wmi(a) @
=a y 2=——_1_’ = - _.l
1 73 2\ T2\

Ko'rinib turibdiki, bu wvektorlar 1-, 2- va 3- atomlarning tekislikdagi
koordinatlari.  Simmetriya operatsiyalari atomlarning o‘rinlarini ma’lum
tartiblarda almashtirishi kerak.

Birlik elementning tasavvurini topish oson:

DO(E) = (é ‘1’)

A element uchburchak bo'lib joylashgan atomlarni (z, y) tekisligida 120°
burchakka burash operatsiyasi edi. i- atomning koordinatlarini (r,, y;) deb

begilasak bu atom buralish natijasida
z; | _ ( cos120° —sin120° Tz ) _ g z; (35)
vl ) = sin120° cos120° ( v )~ 1\ ’
koordinatlarga ega boladi. Demak, A elementning ikki o'lchamli fazodagi
tasavvuri sifatida >

!
N'&O'H

D(S)(A) - (

|
Mllr— "’l&n

|
Sl
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matritsani olishimiz kerak. B element 240° burchakka buralishga mos keladi,
uning tasavvuri sifatida

@py_ { ©0s240° —sin240°\ _ [ —3 ¥3
D (B).—<Sin240° o )= (b %

matritsani olamiz. ko‘paytirish jadvali bo‘yicha A2 = B, olingan ma:tritsalar
shunga mos kelishini ko‘rish qiyin emas:
D®(A)D® (A) = DO(B).

K elementga kelsak u 2-nchi va 3-nchi atomlarning o‘rnini almashtirish
operatori edi, bunda 2- va 3- atomlarning koordinatalari uchun

() =) 6o

ni olamiz, birinchi atomning esa koordinatalari o'zgarmaydi. Ammo uning z-
koordinatasi nolga tengligini hisobga olsak 1-atom uchun ham 36-formulani

ishlatishimiz mumkin. Demak, K elementning tasavvuri sifatida quyidagi
matritsani olishimiz kerak:

D@ (K) = ( s (1’) .

Qolgan roatritsalarni ko‘paytirish jaclvalidan foydalanib topishimiz mumkin.
Masalan,

1 3
D(L) = DO (K) DO(4) = ( % 2 ) :
5 T2
1 _¥3
D) = D (K)DO(B) = ( s ) -
2 2
Natijani bir jadvalga yig‘aylik:
E A B
D® 1 0 1 -1 —V3 1 -1 V3
o1)|2{va o1 )|t v o
K L M

p@| (=101 1 VB\|:f 1 -3
0 1 2\+v3 -1 /[2\ —v/3 -1
4.16-misol. 8-misoldagi I.50(2) gruppasi. (3)-matritsalar shu

gruppaning 3 X 3 o'lchamli tasavvurlarini tashkil giladi. Bu matritsalar 7SO(2)

gruppasining aniq tasavvurini beradi, chunki g; # g, bo‘lganda T'(g1) 5% T'(g2)
bo‘ladi.
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I50(2) gruppasining kompleks 2 x 2 matritsalar orqali beriadigar
tasavvuririi ham topish mumkin. Buning uchun har bir g(¢,a,b) harakatga

o = (% 1) @)

madtritsani mos keltiramiz, bu yerda g = a +¢b. Tekislikdagi ixtiyoriy r = (z, y)
nuqtani ham ikkki komponentalik kompleks ustun sifatida tasavvur qilamiz:

z _
r—(1>, z=1z+2y.

Shu bilan (3)- va (37)-matritsalar 1.50(2) gruppasining 3 x 3 va 2 x 2 o‘lchamli
tasavvurlarini beradi.
§6. Tasavvur bazisi

§6.1. Tasavvurning bazisga ta’siri

Ma’lumki ((21)-ga qarang) 7 o'lchamli fazoda chiziqli almashtirish
ba jarilga.nida vektorning komponentalari

J ..
A; = a;;4;5, i, 7=1,2,...,n,

goida bo‘yicha o‘zgaradi, bu yerda a - almashtirish matritsasi.
Gruppaning n o‘lchamli tasavvurlari ham n o'lchamli fazolarda
almashtirish matritsaldri rolini o‘ynaydi. Gruppaning g elementiga
chiziqgli fazoda T, operator mos qo‘yiladi. Uning ta’siri quyidagicha

ta‘riflanadi:
Tge,- = Z Djz(g)ej. (38)

J
Bu ta‘rif yuqoridagi ta‘rifga mos kelishini ko‘rish giyin emas:

Tg-.A = Tg Z Aie,- = ZAiT'gei = Z AiDﬁ(g)ej =
i i ’ i

= Z (z DJ,(g)Az) e; = Z A;ej = AI.

O‘zining ta'rifi bo'yicha Dy, (g) matritsa T, operatorning e va e
velctorlar orasidagi matrik elementidir, 38-ta'rif shunga ham mos
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keiishini ko'rish qiyin emas:
(e, Tye:) = (T ki = ZD,, )(ek, €)= > D;i(9)bi; = Dii(g):
J

Asosiy maqsadlmlz kvant sistemalar bo‘lgani uchun bazis
vektorlar sifatida funksional fazolarning elementlari - funksiyalarni
garaymiz.

Bizga biror fizik sistema berilgan bo‘lsin, shu sistemaning
tolgin funksiyasini ¥(r) deb belgilaylik. Bu to‘lqin funksiya k-
o‘ichamli L fazoning elementi bo‘lsin. Fizik sistema ustida g
almashtirish bajaraylik. Sistemaga kirgan vektorlar r' = g¢gr
ko'rinishda o‘zgaradi. g € G bo‘lsin, ya’ni, bajarilgan almashtirish
simrmetriya operatsiyasi bo‘lsin. Birinchi bob §2.-paragrafdagi
terminologiya bo‘yicha bu - aktiv almashtirish, ya'ni, koordinat
o'glari o'z joyida. turibdi, r vektor almashinayapti.

L fazoda ortonormal bazis {iy(r),i = 1,2,..,k} berilgan
bo‘lsin. Shu fazoda G gruppasining k X k o‘lchamli matritsalardan
iborat I' : {D(g;), i = 1,2,...,n} tasavvuri ta'sir gilayotgan bo‘lsin.
Agar G gruppasining g elementiga mos keluvchi operatsiyani T
deb belgilasak uning L f{azosidagi ixtiyoriy funksiyaga ta'sirini
quyidagicha belgilashimiz mumkin:

Typ(r) = (Ty)(r). (39)

Biz bu bilan T, operator L fazoning elementi 1 ga ta’sir gilayot-
ganini ko‘rsatmoqchimiz, bunda g element yuqorida aytganimizdek
radius-vektor r ga ta’sir giladi: r’ = gr.

L fazodagi chiziqli almashtirishning ta'rifi bo‘yicha

(Tg)i(r) = ¥i(x) =¥s(g7'r) = Y Di(@)95(r).  (40)
3

g almashtirish L fazoda Dj;(g) matritsa orqali tasavvur.landi
ta‘rifning birinchi qismi quyidagi ma’'noga ega. (Ty)(T')
funksiya almashtirilgan r’ nuqtaga mos keluvchi almashtirilgan

(T,%) funksiyadir, ikkinchi tomondan u eski r nuqtadagi eski 1>
fun ksiyaning o‘zidir:

(Tow)i(r') = %(x") = %i(r) = ¢u(g~'r'). (41)
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Agar 1; funksiyalar (40)-formulaga bo‘ysunsa ular G gruppasining
L fazodagi I tasavvurini amalga oshiradi deyiladi.

(40)-formula hagiqatan ham tasavvurlarning. ta‘rifiga’ mos
kelishini ko‘rsataylik. Tasavvurning ta‘rifi bo‘yicha

D;ij(91)Dji(g2) = Diklg192).
Tekshiraylik:
T Touti(r) =Ty Y Dyilga)¥(x) = D | Djilg2) Dej(gn)u(x) =
J Ik

= ZDki(glgz)‘P(f) = ¢i((9192)_11‘) = Ty ¥i(T).
k

§6.2. Hamiltonianning invariantligi

Nomeri Z bo‘lgan atomning hamiltoniani (spinlarni hisoba olmay
turganda) quyidagi ko‘rinishga ega:

H=-2 3 a- Eze

z=1 i<y

Albatta, n = Z bo'ladi. 7; - i - nchi elektronning radiusi,
r;j— t—nchi va j—nchi elektronlar orasidagi masofa. Koordinat
o‘qlarini ixtiyoriy burchakka buraylik ((19)-formula bo‘yicha) -
z — ',y — y', 2 > 2. Laplace operatori bu O(3) gruppasining
almashtirishlariga nisbatan o‘zgarmasdan qoladi, hamiltoniandagi
ikkinchi va wuchinchi hadlarga kirgan masofalar ham aylanish
almashtirishlariga nisbatan invariant bo‘ladi Yangi hamiltonian
eski hamiltonianga teng bo'lib chiqdi:

B2 <& ° 72 e?
H'=—s-3 M=) m+) 7=

T 7
2m =1 i=] 2 i<; W
n n
K2 Ze e’
=_§_§:gi_§:_ i
m T i
=1 =1 : i<y T4
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Bunday hol hamiltontanning invartantligi deyiladi.
Schrédinger tenglamasiga kelaylik:
Hy(z,y, 2) = EY(z,y, z). (42)

Yuqoridagi almashtirishda Schrodinger tenglamasi quyidagicha
o‘zgaradi:

H'Y'(a,y, ) = BEy'(@, ¢, 7). (43)
Hamiltonianning invariantligi H' = H ni hisobga olib uni
Hy'(2,y', ) = EY'(. ¢/, 2') (44)

ko‘rinishga keltiramiz.  (42)- va (43)-tenglamalardan hulosa:
hamiltonian biror almashtirishlarga nisbatan invariant bo‘lgan
holda energetik satxlar aynigan bo‘ladi, bitta energiyaga bir nechta
to‘lgin funksiya mos keladi.

Hamiltonianning invariantligini operator formaga keltiramiz.
(42)- tenglamags 7, operator bilan ta’sir gilamiz:

T,HT'Tyy = ETy.

(43)-tenglamaga kelish uchun Tyy) = ¢’ va T,HT, = H' deyish
kerak. Hamiltonianning invariantligi H' = H edi, demak,

THT,'=H = T,H-HT,=(T, H|=0.

Energetik satxning aynish karraligini n deb olaylik. Asosiy
tasdiqqa o'tamiz: agar H hamiltonian G gruppa almashtirishlariga
nishatan invariant bo‘lsa, bitta energetik satxga tegishli {L :
¥;,1 = 1,2,...,n} to'lgin funksiyalar to‘plami G ning ma’lum
bir keltirilmaydigan tasavvurining bazisini tashkil etadi.

Buni isbot qilish qiyin emas. Bir tomondan ixtiyoriy ¢;;, € L
va 93, € L lar uchun uchun

Clwil + C2¢i2 € L’

ya'ni, L to‘plam chizigli fazoni tashkil giladi. Ikkinchidan bu
chizigli fazo invariant fazodir chunki ixtiyoriy gx € G wuchun
Tgkwi eL:

HTgL'l/)z HZDjl gl ZD]z 9k Hd)J —EZDJT g"

j
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dan ixtiyoriy g¢ uchun . Dji(gx)¥; ham {L © 4y, i =
1,2,...,n} to'plamga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demalk,
D ;i(gx) keltirilmaydigan tasavvur matritsalari ekan.

Sistemani tashqi maydonga kiritaylik. ~ Tashqi maydonga
mos keluvchi g‘alayenlanish operatori V qandaydu simmetriyaga
ega bo'lsin. Yangi hamiltonian H + V ning energetik satxlari
haqgida nima deyish mumkin? Agar V ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan yugori bo‘lsa sistemaning to'liq simmetriyasi H
ning simmetriyasiga teng bo'ladi, energetik satxlarning aynish
darajasi o‘zgarmaydi. Agar V ning simmetriyasi H ning
simmetriyasidan past bo‘lsa sistemadagi aynigan satxlarning bir
gismi parchalanishi mumkin. Masalan, vodorod atomini z-o‘qi
bo‘yicha yo‘nalgan tashgi magnit maydon B = (0, 0, B) ga
kiritaylik. Bu holda V= - p- B = —u.,B = —0mB
bo‘ladi (3 - Bohr magnetoni), O(3) gruppasiga nisbatan simmetriya
golmadi, ammo z— o'qi atrofida aylanish (unga O[2) gruppasi mos
keladi) simmetriya operatsiyasiligicha qoladi. Natijada sistemaning
simmetriyasi O(3) — O(2) gacha pasaydi. Har bir ! ga mos
keluvchi aynigan m = —{, —I+1, ..., { — 1, | satxlar parchalanadi,
chunki ularning har biri o'zining energiyasiga ega boladi. O(2)
gruppasi abel gruppasidir, uning keltirilmaydigan tasavvurlari
bir olchamli, natijada vodorod atomining to‘lgin funksiyalari
hosil qilgan keltiriladigan tasavvur bir o‘ichamli keltirilmaydigan
tasavvurlarning to‘g'ri yig'indisiga aylanadi.

4.17-misol. (kerakli joyga qo‘yish kerak) Vodorod stomining energetik
satxlari:

Ry mel

E'n:——;l?, R\'=2_hz— fl:].23

n - bosh kvant soni, orbital kvant soni [ =0, 1,2, ....n — 1 qiymatlarni qabul
giladi. Vodorod atomining to‘lgin fanksivalari

wﬂim(ri 91 ¢’) = R’nl (T) Ylm (0) ‘/’)

Radial funksiya R, (r) Laguerre polinomlari orqali ifodalanadi, burchaklarga
bog‘liglik sferik polinomlar ¥im(6, ¢) orqali ifodalanadi. Coulumb maydonida
harakat sferik simmetriyaga ega. Sferik simmetriya SO(3) gruppasi orqali
ifodalanadi. Bu gruppaning keltmlma.ydlgan tasavvurlari D' §12.-paragrafda
topilgan. Ulardan kelib chigadiki, bir | ga tegishli 2/ + 1 ta to‘lgin
funksiyalar mana shu keltirilmaydigan tasavvur bazisini tashkil giladi. | =
0,1,2,...,n — 1 ekanligi shuni bildiradiki, ma’lum bir n ga mos keluvchi E,
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n—~1
satx 5.(20 +1) = n? ta gismlarga parchalanadi, ular D™, D*"%, .. D°

1=0
keltmlmaydlgan tasavvurlar bo'yicha almashinadigan bazislarga mos keladi.
Ya'ni, E, ga mos keluvchi to'lqin funksiyalar to'plami keltiriledigan tasavvur
bazisini tashkil giladi, bu bazisga asoslangan fazo har biri ma’lum bir D'
bo'yicha almashinadigan 2-n(n — 1) ta invariant gismfazolarga parchalanadi.
4.18-misol. Bir o'lchamli garmonik ossillator.
Bir o'lchamli garmonik ossillatorning hamiltoniani
2 2
D kx
H="—+— 45
2m + 2 (45)
ustida quyidagi almashtirish bajaraylik:

mhw h k
L Y SRR t 2
(¢'"—a), =z \/2 (a +a), W= —. (46)

Natijada hamiltonian maysadimizga qulay quyidagi ko‘rinishga keladi:

p=t

H= %(aaf +ala). (47)
Ko'rinib turibdiki, hamiltronianimiz
a— a = ae™, a' — a't = dle@ (48)

almashtirishlarga nisbatan invariantlik hossasiga ega:
hw .
H = ?-(a’a'T +d'd) = %’(aat t+ala)=H. (49)

Bu almashtirishlar U(1) gruppasini tashkil etadi, demak, hamiltonianimizning
har bir energetik satxiga mos keluvchi to‘lqin funksiyalar to‘plami shu
gruppaning keltirilmaydigan tasavvurlari bazisini tashkil qiladi. Ammo U(1)
gruppa - abel gruppasi, uning keltirilmaydigan tasavvurlari bir o‘lchamlidir.
Demak, bir o'lchamli garmonik ossilatorning har bir energetik satxiga bitta
to‘lgin funksiya mos kelar ekan. Boshqa so‘z bilan aytganda, ossilatorimizning
energetik satxlari aynigan emas ekan.

§7. Ortogonallik munosabatlari

Bizga n-nchi tartibli G gruppasining ikkita D% (g) va. DU)(g) keltir-
ilmaydigan tasavvurlari berilgan bo‘lsin, ularning o‘lchamliklari
mos ravishda n; X n; va n; x n; bo'lsin. Bu holda

ZD@)* (J)(g) _ gaij(;aﬁw (50)



ekanligini ko‘rsataylik.
Quyidagi matritsani tuzamiz:

M%) =" Db(g) BDY(g), (51)
g

bu yerda %, j matritsa indekslari emas, matritsa nomeridir. B
matritsaga kelganimizda u ixtiyorly n; X n; o‘lchamli matritsa
bo‘lsin. Ko‘rinib turibdiki,

M DU)(gy) =" D¥ (g7 BDY)(g) DU)(gy) =
g
=Y DV (g)BDY gg1) = DO(g1) Y DD(gi")DP (57)x
g

g
x BDD(9g1) = D (g1) 3 | DO(h)BDY () = DO(g1) ™).
h

Olingan natija
M@ DY (g,) = DY(g1)M™)
ga Schurning ikkinchi lemmasini qo‘llasak
i # j bo'lganda M) =0, (52)

i = j bo'lganda esa M@ birlik matritsaga proportsionalligini

topamiz: )
MG = pr,

B matritsa sifatida fagatgina ~yo elementi birga teng, boshqa
hamma elementlari nolga teng matritsani olaylikc B,, = 1. Bu

holda "

ZD« (9) = byobii0es (53)
munosabatga kelam1z. Bu munosabatda 7 = j deb a8 bo'yicha
yig‘indini olamiz:

> DE(g)DD(g ) =bren, = nbie. (54)
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Bu tengliklarning birinchisi DS,’), matritsaning o‘lchamligi n; X n;
ekanligidan kelib chigadi, ikkinchisi esa DI (g) D) (g™1) = 84 den
va gruppa G ning tartibi n ga tengligidan kelib chiqadi. Shu bilan

byo = —0q0
Yo = 0
ekanligini topdik. Agar keltirilmaydigan tasavvur uchun

Dya(97") = D7a(9) = Dia(9) = Diy(g)
ekanligini eslasak (50)-formulaning isboti tugaydi.
Ortogonallik munosabati (50) xarakterlar uchun muhim
bo‘lgan natijaga olib keladi. (50)-da (a7y) va (¢f) indekslar
bo‘yicha yig‘indilarni olaylik:

3™ xO* (g)x)(g) = ndy;. (55)

g

Bumunosabat keltirilmaydigan tasavvurlar xarakterlarining ortog-
onalligini bildiruvchi munosabatdir, uni ochib yozaylik:

G

()=

X g)xV(gr) + xP*(g2)x P (g2) + - - + x9*(92) XV (gn) =n(<5ié,)
undan keltirilmaydigan tasavvur xarakterlarining ma’lum bir
n olchamli fazoda ortogonal vektorlar sistemasi {x*, 0 i =
1, 2, ..., ;;} ni tashkil etishi kelib chiqadi.

Eslataylik, bir sinfning ichidagi elementlarga mos keluvchi
tasavvurlar harakterlari bir-biriga teng, agar gruppada s ta sinf
bolsa, har-hil xarakterlarning soni ham s ta bo‘ladi. Shu
sababdan yuqoridagi qatorni hagiqatda quyidagicha yozib olishim iz
to‘g‘riroqdir'

X" (a)x"(g1) + rax®* (g2)x9(g2) + - - - + rex @ (g5)x 9 (gs) =

§
= " rix™(g)x"(gx) = ndy;,
P

(57)
bu verda 7 - k-nchi sinfndagi elementlar soni, g; - k-nchi sinfga
tegishli bir element.
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Yugoridagi munosabatning i = 5 dagi hususiy holi:
> I P =" relx (ge)[? = . (58)
g k=1 '

Demak, quyidagi s X s jadvalning

o T2 () Ts A,
\/nx (91), \/nx (g2)s -+, X (s);

[r1. 2 (@) Ts @)(g).
v —X (91), \/—;X (92),---,\/;)( (gs):

© re ey

1 Ty Ts_ s/ s
i/ X, \/;x(s’(gz), oy =x(g);

har bir satri uzunligi birga teng vektorni beradi, ixtiyoriy ikki
satrdagi vektorlar o‘zaro ortogonaldir.

Bizga bir keltiriladigan tasavvur berilgan bo‘lsin.  Uning
xarakterini x(g) deb belglaylik. Shu tasavvur keltirilmaydigan
tasavvurlarga yoyilsin:

D(g) = DVeD®g...eDW. (59)

Bu yoyilmada bazi bir keltirilmaydigan tasavvurlar bir necha marta
uchrashi mumkin, umumiy holda z¢-keltirilmaydigan tasavvur m;
marta uchrashi mumkin bo‘lsin. Buni biz ¢-nchi tasavvurning
karraligl m; ga teng deymiz. Xarakterlarga o'taylik:

x(9)="Y_ mx“(g). (60)
(65)-formuladan quyidagini topish mumkin:

m; = % > x"(g)x(g). (61)
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Yana bir munosabat:
Soxtox(g) =D _mm; > X (gx =n> mZ,  (62)
g ij g i
yoki,

Z_: m; = % Z x*(9)x(9)- (63)

Bu munosabatdan bir muhim hulosa chigaramiz: xarakteri x(g)
bo'lgan tasavvur keltirilmaydigan bo‘lishi uchun

=YX (o)) =1 (649

bo'lishi kerak, chunki bu holda fagat bittagina m; birga teng,
golganlari esa nolga teng bo‘ladi.

Regular tasavvurga o‘taylik. Regular tasavvur uchun x(E) =
n, golgan hamma elermentlar uchun x(g) = 0 bo‘ladi, demak, (63)-
formula

Zm?=m§+m§+--~+mi=n (65)
i
ko'rinishga keladi. lkkinchi tomondan regular tasavvur uchun
n= Z m;Te; (66)

bolishi kerak, bu yerda n; - i-nchi tasavvurning o‘lchamligi.
Shu formulalarni solishtirsak regular tasavvurning keltirilmaydigan
tasavvurlarga yoyganimizda har bir keltirilmaydigan tasavvur
o'zining o‘lchamligiga teng bo‘lgan karralik bilan kirishini topamiz:
m; = n;. (67)
65-formuladan yana bir muhim natija kelib chiqadi: abel gruppalari
uchun har bir m; = 1, chunki ularda har bir element alohida sinfni
tashkil giladi, ya'ni, ular uchun k = n. Bu degani, abel gruppalari
uchun keltirilmaydigan tasavvurlar o'lchamligi hamma vaqt birga
teng. Biz buni yugorida Schur lemmasidan ham keltirib chigargan
edik.
4.19-misol. Dz gruppasining 15-misolda topilgan tasavvurlariga

ortogonallik munosabatlarini go'llaylik. Buning uchun xarakterlar jadvalini
tuzamiz:
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E[A]B[K]LTM
Ol f1}1
@t rjal-17a
x®T21-1[-110f0]0

Bu gruppada uchta sinf bor edi (124-betga qarang), har bir sinf elementlari
bitta xarakterga egaligini hisobga olib jadvalimizni qayta tuzamiz:

Cy | Cyl Cs
¥U[1]1]1
x@l1]1] -1
@210

Tasevvurlarning hammasi haqgiqiy bo‘lib chiqdi. Topilgan tasavvurlarning
hammasi ham keltirilmaydigan ekanligini ishotlash uchun (64)-formulaga
murojaat gilamiz. Ko'rinib turibdiki, uchals tasavvur uchun ham

1o 6y ,
s XN =1 i=1,23, (68)
g

yani, ularning hammasi keltirilmaydigan tasavvurlardir. D3 uchun sinfiarning
soni uchga teng edi, keltirilmaydigan tassvvurlarning soni esa sinflarning soniga
teng bo‘lishi kerak. Bu degani, agar D3 gruppa uchun yana boshqa tasavvurlar
topilsa ular keitiriladigan bo'lib chiqadi.

Masalan, regular tasavvurni topaylik. Birlik element uchun regular
tasavvur 6 X 6 o‘lchamli birlik matritsa bo‘ldi:

100000
010000

e 1001000

DYE)=1 000100 (69)
000010
000001

A element uchun regular tasavvurni qurish uchun 10-ta‘rifdan va 124-betdagi
ko‘paytirihs jadvalidan foydalanish yetarlidr. Bu jadval bo‘yicha gruppa
elementlarining tartib nomerlari mos ravishda

E—>1A—->2 B-3 K—4, L->5 M—6.

Demak, Dﬁ(k) matritsani tuzganda k = 2 deb olsak A element uchun regular
tasavvurni topgan bo‘'lamiz. Noldan farqli matrik lelementlar quyidagi jadvalda
berilgan:

kxj—i: 2x1—=2; 2x2-3; 2x3—=>1; 2x4—6; 2x5—>4; 2x6 3.

150



Bu jadval 124-betdagi jadvalning ikkinchi qatoriga mos keladi, masalan,
2-elementning l-elementga ko‘paytmasi 2-elementga teng, 2-elementning 2-
elementga ko'paytmasi 3-element ga teng va h.k. Demak,

0

DR(4) = (70)

[=NN~Nol i)
coOoO—OO
OO0 0OH
—OoO0O0O0O
coO~0O0O
O-=OOO

Huddi shunday yo'l bilan

DY(B) = (7)

OO~ OO
QOO OM
OO O
O~HOOOO
~OO0OOOO
OCOROOO

ekenligini topamiz. ko'p }ytlnsh jadvali bo'yicha AB = BA = E, topilgan
matritsalsr uchun ham D )ID¥(B) = DR(B)DR(A) = DR(E).

Shu yo'l bilan regula.r tasavvur matritsalarining hammasini topishimiz
mumkin.

Ammo. biz bilamnizki, harmma keltirilmaydigan tasavvurlarni topganmiz,

regular tasavvur ularning ichiga kirmaydi. Buning isbotini (64)-formuladan
ham ko‘rishimiz mumkin: regular tasavvur uchun -

XF(E) =86, x(4) = x¥(B) = x*(K) = x*(L) =xF(M) =

Ko'rinib turibdiki, keltirilnlaydiganljk sharti bajarilmayapti
Zx (9x(g) =6 #1.

Demak, regular tasavvurimiz keltiriladigan tasavvur, uni keltirilmaydigan
tasavvuilar bo'yicha qatorga yoyishimiz mumkin. Yoyilma koeffisientlarini 63—

formula bo'yicha topamiz:
1 1
=S XV () = 56140 = 1,
a
=+ 3 X () = 56 1+0) =1
=5 X (9)x " (g) = 5(6- ) =1, (72)
q
1 B¢\ R 1
my =2 > X (9) =5(6-2+0)=
g
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Topilgan natijani
DR=DW oD% @ 1DV, (73)
yoki, matritsa ko'rinishida

0 00 0 O
0 00 0 0
Df = 8 8 D(m‘ gg (74)
0 0 00
o o0 oo |D9®

deb ifodalashimiz mumkin. So'z bilan aytsak, regular tasavvurning ichida bir
olchamli D tasavvur bir marta, bir olchamli D® tasavvur bir marta, ikki
o'lchamli D(® tasavvur esa ikki marta uchrar ekan Regular tasavvur to‘'liq
keltiriladigan bo‘lib chiqdi.

4.20-misol. Dj gruppasining yena bir tasavvuri. Uchta jismlami ixtiyoriy
ravishda o‘rinalmashtirish operatsiyalariga mos keluvchi S3 simmetrik gruppani
olib qaraylik. Masalan,

P = ( 123 )
B=113 2

element 2- va 3- jismlarni o‘zaro almashtirib qo‘yadi. Huddi shurday,

123
P3]2=<3l 2)

element uchala jismlarni ciklik ravishda almashtinib chiqadi. Bu elementni R
deb belgilaylik, 2- va 3-jismlarning o‘rnini almashtiradigan elementni P deb
belgilaylik: P = Py3. Birlik elementni esa quyidagicha belgilaymiz:

123
E= ( 123 ) :
Bu gruppadagi elementlar soni 6 ga teng Ular  quyidagilardir:
{E.R,R? P.PR PR} Bu toplan uch jism sistemasidag hammna o‘zaro
o'rinalmashtirishlarni o'z ichiga olishini ko‘rish giyin emas. Boshlangich holat
(1,2, 3) yuqoridagi operatsiyalar natijasida quyidagi ketma-ketliklarga o'tadi:
{(172» 3); (3a 1, 2)7 (2= 3, 1)7 (1737 2)’ (3)2: 1): (17 32)}

D3 va S; gruppalarning izomorfligiga ishonch hosil qilish qiyin emas: D3 ~
S;. Ushbu izomorfizm quyidagicha ornatilishi mumkin:

E« E AoR BeoR, KoP, Lo PR M PR
Olingan natija muhim bo'lgan Caley teoremasining hususiy holidir: Har
ganday chekli gruppa mos keluvchi tartbli simmetrik gmappa S, ning
gismgruppasidir. Bu teoremaning to‘liq isbotini keltinb o'tirmaymiz, uning
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to‘g'riligiga har gsl konkret cheklangan gruppani ko‘rganimizda ishonch hosil
qgilishimiz mukin.

S; grappa. uchta, bir hil jismli sistemaning simmetriyalarini o'z ichiga olgan.
S3 gruppa D3 gruppage izomorf ekan D; ning shu paytgacha topilgan hamma
tasavvurlari S3 ning ham tasavvurlari bo'lib hizmat qiladi. Ammo S3 ning
yana bir tasavvurini topishimiz mumkin. Buning uchun quyidagicha vektor-

ustun kiritamiz: ;
( 2 ) . (75)
3

6-misolda ko‘rsatgan edikki, Dj gruppasi uch atomli molekulaning sim-
metriyalarini ifodalaydi, IV.1-rasmda bu molekula ko‘rsatilgan. Kiritilgan
vektor-ustun shu molekuladagi atomlarning boshlang‘ich holatini bildirsin. Bu
holda birlik element E ga 3 x 3 birlik matritsa mos keladi (harmma atomlar o'z
boshlang'ich holatida qoladi):

(596

R elementini esa quyidagicha tasavvurlash munkin:

(£88)()-C)

Bu almashtirish molekulani 27 /3 burchakka burashga mos keladi, atomlar
quyidagicha o‘rinalmashdi: 3 —» 1, 2 — 3,1 — 2. Topilgan ikkita
matritsa S; gruppasining ikkita elementining 3 x 3 o'lchamli tasavvurlaridir,
yang tasavvurni D (g) deb belgilasak topilgan matritsalarni quyidagicha
ifodalashimiz mumkin:

100 00 1
D“)(E):(o 1 0), DOR)={( 10 o).
001 010

Huddi shu yo'sinda qolgan tasavvur matritsalarini ham topishimiz mumkin:

100 00 1
D(“)(P)-—-(OO 1); D<4)(PR)=(01 o);
01 0/ 100
0
0
1

Topilgan her bir matritsa bajarayotgan almashtirishlarni tekshirishni
o‘quvchigs qoldiramiz.
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S; gruppasi ham uch sinfga bo'linadi - Cy : (E), Cs : (R, R%), Oy
(P, PR. PR?). Xarakterlarni topaylk:

E|R[R*[P| PR|PR?
x®@[3]olof1] 1 1

Sinﬁér bo‘yicha:

Ci11Ce Gy
X930l 17
Topilgan D¥ tasavvur keltinlmaydiganmi? Yo'q:

é Z; (@) x® () = é(g +8)=2#1L

Buni oldindan ham bilishimiz mumkin edi: gruppadagi sinflarning soni
uchta, uchta keltirilmaydigen tasavvurlar topib bo‘lingan. Demak, nni
keltirilmaydigan tasavvurlar bo'yichato'g'ri yig'indiga voyishimiz mumkin. Shu
ishni bajaraylik.

Umumiy formule bo‘yicha.

1 A ¢
mi=23 x“(ox(g).
9

Oddiy hisoblash natijasidam; = 1, my = 0, ma = | ekanligini topamiz. Natija
quyidagidan iborat:
DW = pW g p@)

00
pW=1{ "¢ .

0 p@®)

yoki,

§8. Tasavvurlarning to‘g‘ri ko‘paytmasi
Gruppalarning  to‘gri  ko'paytmasini  -betda  kiritdik.
Tasavvurlarning to‘g‘ri ko'paytmasiga o‘taylik. Tasavvurlar -

matritsalardir, shuning uchun matritsalardan boshlaylik. Bizga
ikkita 2 x 2 matritsa berilgan bo‘lsin:

_ (o an . _ [ b bae
A= ( a1 age ) e B= ( by bago > ' (76)
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Ularning to‘g‘r, yoki, tenzor ko‘paytmasi deb quyidagi 4 x 4
matritsa aytiladi:

anbi anbiy a12bu e12bi
| anba1 ainbyn aigby aizbxe
a21011 @21012 a22011 a220)2
anbor @by agba axnbx

A® B matritsaning matrik elementlari a;;by elementlardan iboract,
buni
(A ® B)ik,jl = aijbk( (78)

ko‘rinishda belgilanadi. Ikkala matritsamizning o‘lchamliklari bir
xil be'lse - n X n, ularning to‘g'ri ko‘paytmasining o‘lchamligi n? x
n? bo‘ladi. Agar A ning o‘lchamligi n x n, B ning o‘lchamligi
m X m bolsa, A ® B ning o‘lchamligi nm x nm bo‘ladi.

(78)-ta‘rifning to‘g'ri ishlashini ko‘rstaylik. Bizga n x n tartibli
ikkita A; va A va m x m tartibli ikkita B; va Bs matritsslar
berilgan bo‘lsin. Bu holda

(A1 @ B1)(A; ® By) = A1A; ® B1Bo (79)

bo‘lishini ko‘rsataylik (® ko'rsatilmagan joylarda oddiy matrik
ko‘paytma ko‘zda tutilgan).

[(Al Q B;)(A2® Bz)] gt = (A1 ® B1)itpr(A2Q Ba)prji =

= (A1)ip(B1)kr (A2)pi(Ba)r = (A1 A2)ij(B1B2)u,

bu esa (79)-ning o‘zi.

(78)-ta'rif quyidagiga ham olib keladi: agar A va B matritsalar
unitar bo'lsa A ® B ham unitar bo‘ladi: (A® B)Y = (A® B)~?!
Tekshiraylik:

(AT) (Bf)kl - a]zblk - (A ® B)]l ik — (A®B)1,k]l’
dan kelib chiqadiki
[M®BY(A®Bmi =(A®B), (A® B)mnjt =

= Al B! AiBu = (A'A)u(B'B)y = 6,6 = I 1.

m.

ikmn
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Huddi shunday isbot qilishimiz mumkinki, ermit matritsalarning
to‘g‘ri ko‘paytmasi yana ermit matritsa bo‘ladi.

Biror-bir gruppaning ikkita keltirilmaydigan tasavvurlari
D@ va DO berilgan bo'lsin.  Ulaming. to‘g'ri ko* paytmasini .
qu(yldaglcha ta‘riflaymiz. ¢° funksiyalar n, o‘lchamli L fazodagi
D@ tasavvurning bazisni tashkil qilsin - {¢2,1 = 1,2,...,n4}.
Shunga o‘xshab, ¢ funksiyaler ng o‘ichamli L# fazodagi D
tasavvurning bazisini vashkil qilsin - {1/)? vio= 1,2,...,ng}
Ularning ko‘paytmast {1/)5-’9 = 1/)?1/1;9, i=1,...,n07=1,...,ng}
Ng X ng o‘lchamli fazodagi bazisni tashkil giladi. Bu fazoni L*® L#
deb belgilaylik. Kelib chiqgan fazo L* va L# fazolarning to'g'ri
ko‘paytmasi deyiladi.

D@ va D® tasavvurlaming to‘g'ri ko'paytmasiga mos
keluvchi nang X nong olchamli matritsa,

D g D&
bazisi mana shu {wf’wf } bo'lgan tasavvurni hosil giladi:
D@ — pla) g DB,

Hosil bo‘lgan matritsa D) tasavwur matritsasi ekanligini
tekshiraylik, buning uchun bizga 79-formula yetarlidir. g,g; =
gs bo‘lsin, matritsalar uchun ham shu qoida o'rinli ekanligini
tekshlrayhk

D) (g ) DA (gy) = (D(a)(gl) ® DV (91)) (D(a) (9) ® Dw)(gz))
— (D(a)(gl)D(a)(92)> ® (D(‘a)(gﬂD(B)(gZ)) =
— D(a)(ga) ® D(ﬁ)(gg) — D(“ﬁ)(gg).

L* ® L? fazoda gruppamizning ¢ elementiga mos keluvchi
operatorini T, deb belgilaylik. = Uning ta’sirini quyidagicha
aniglashimiz mumkin;
Toti = Dyl = DS (9)Di (ahief =
(80)
a \B o y
= (D( )( )U)A) \D ) )"/’I) To; ng’j-
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Agar
¥ =y @y
belgilash kiritsak ohirgi natijani

Tp™? = Tyb™ @ Ty

ko‘rinishda ham belgilashimiz mumkin.

Keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g‘ri ko‘paytmasiga mos
keluvchi tasavvurni keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g'ri
yig'indisiga yoyish tasavvurlar nazariyasining ikkinchi asosiy
masalasidir.  Ikkita tasavvlar D@ va D) [keltirilmaydigan
bo‘lgan holdaham ularning to‘g‘ri ko'paytmasi keltirilmaydigan
bo‘lmasligi mumkin. Odatga, bu ko‘paytma keltiriladigan tasavvur
bo‘lib uni keltirilmaydigan tasavvurlarning to ‘g‘rt yig‘indisiga
yoyish masalasi muhim masaladir:

D@ g DB — ZCD Aog, DY) (81)
¥

Bunday qator Clebsch-Gordon gqatori deyildi, Ayp, koeff-
isientlar esa Clebsch-Gordon koeflisientlari deyiladi. Ta’kidlab
ketaylik, o'ng tornondagi qator - tasavvur matritsalarining to'‘g'ri
yig‘indisidir.

Xarakterlarga kelsak 78-dan ko'rinib turibdiki, to‘g'ri
ko‘paytmaning xarakteri xarakterlarning ko‘paytmasiga teng:

Xuﬂ =Tr (D(a) ® D(ﬂ)) — Xaxﬂ_ (82)
Clebsch-Gordon gatori uchun bundan quyidagini olamiz:
X =x*%" =" Aaprx. (83)
2

§9. Tanlash goidalari

Bizga biror fizik kattalik £, berilgan bo‘lsin, unga mos keluvchi
operatorni F, deb belgilaylik. Kvant mexanikasida odatda

Foij = (Wi, Fath;) (84)
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ko‘rinishdagi matrik elementni hisoblash masalasi qo‘yiladi. Agar
fizik sistema qandaydir simmetriyaga ega bo'lsa yuqoridag:
matrik elementning qanday hollarda noldan fargli va qanday
hollarda.aynan nolga tengligini gruppalar nazariyasi aniglab berishi
mumkin. Bu ish ortogonallik munosabatlari asosida qilinadi.

Ko‘rilayotgan fizik sistema qandaydir simmetriyaga ega bo‘lsin,
unga G gruppa mos kelsin (masalan, translatsion simmetriya,
gruppa G - o‘zgarmas a vektorlarga siljish operatorlari g(a) =
exp(iap) dan iborat). Operator F., shu gruppaning ma’lum bir
tasavvuri orqali almashinadigan bo‘lsin:

F, = TET;'*=) Di(9k
B

v® va @ holatlar ham mos keluvchi tasavvurlar bo‘yicha
almashinsin:

Ty =3 DR, T = Zm@ﬂl
k

(84)-dagi skalar ko‘paytma unitar almashtlrlshlarga. nisbatan
invariantdir. Har bir ¥ ning ma’lum bir tasavvurga bo‘ysunishini
hisobga olib {84)-ni mos ravishda o‘zgartiramiz:

Foij = @, Bl = (T, T,Fa0?) =

= (T, TET Tl = Y DY (9) Dh,g)
Bkl
X Dz(f)(g)(?-r"’;(cl Z D (9)Dh(g) D (.0 Fi.
Bkl

Bu munosabatning chap tomoniga g kirmagani uchun uning o'ng
tomonida g bo'yicha yig'indiga o‘tamiz (natijani gruppa G ning
tartibi n ga bo‘lish kerak, albatta):

Foiy= ZZ D{"(g)D Q)Dz] (9)Farar-

9 Bk
Yig'indi ostidagi ifoda to‘g'ri ko'paytinadir:
U*(g) ® D"(g) ® DP(g).
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Ortogonallik munosabati (50)-dan kelib chigadiki
1 «
=3 D" (9)DE.(9)D(9)
g

vigindi shunda noldan farq gqiladi qachonki DF ® D® to*gti
ko‘paytmada D) tasavvur uchrasa. Aks holda bu yig'indi nolga
teng. Mana shu tasdiq tarelash qoidasi deyiladi. Chunki,
yig'indi nolga teng bo‘lsa (84)-matrik element ham nolga teng
bo‘ladi, ya'ni, bunday jarayonning amplitudasi nolga teng bo‘ladi.
Amplitudasi nolga tenng jarayon tagiglangan jarayon deyiladi.
Tanlash qoidasi matrik elementning; hisoblash yo‘lini ko‘rsatmaydi,
u facat qanday jarayonlar taqiqglanganligini ko‘rsatadi.

4.21-misol. Simmetxiyasi uch o‘lchamli aylanish gruppasi SO(3) ga
mos keluvchi atom sistema berilgan bo‘lsin. Sistema dipol momentga. ega
bto'lsin. Dipol momentining tashqi elektr maydondagi energiyasi quyidagicha
aniglanadi:

V=-d-E=—) er.E (85)
a

Shu o'zaro ta’sirga mos keluvchi op erator V' ta'siridagi o‘tishlarning qaysi birlari
tagiglangan va qaysi birlariga ruxsat bor?

§12.-paragraida ko'rsatilganki, SO(3) gruppasining keltirilmaydigan
tasawvvurlari j son bilan aniqlanadi. j son butun va yarim butun sonlardan
iborat, j - chi tasavvurni amalga oshiradigan funksiyalar 25 + 1 olchamli
fazodagi bazisni aniglaydi. 5 =1 hol uch o'lchamli fazo vektoriga mos keladi,
shunga yarasha r, vektorlar D) tasavvur bo'yicha o‘zgaradi. Atom sistema
kam qandaydir D) tasavvurga bo'ysunsin (j = | + 1/2, bu yerda [ - orbital
moment). Atom sistemasining {85)-operator ta'sirids 7; — j2 o‘tishlarining
qaysi birlariga ruxsat bor va qaysi birlari ta'qiglangan?

Umumiy mulohazalar ga asosan

(42, V1) ~ (jo, Bat) ~ D¥* @ DV g DU,

Ma’lumki

DW e D) = pli+l) ® puv D pha-l
Dernak, fagatgina js = 5,41, 71, J1—1bo‘lganda j; — jo o'tish ta'giglanimagan
bo‘ladi. Buni A7 = 0, =1 qoida deyiladi. Bu qoidadan bitta istisno bor.
Boshlang‘ich holat j, = 0 bo'lsin, unda. DD @ D® = DU demak, faqatgina
72 =1 holatga o'tish mumkin, 0 — 0 o*tishlar tagiglangan.



§10. Uzluksiz gruppalar

Shu paytgachan cheklisonli, yani, diskret elementlardan iborat
bo‘lgan gruppalarni o‘rgandik. Elementlari to'plami uzliksiz fazoni
tashkil qiladigan gruppalarga o‘taylik.

4.22-misol. R! - qo'shish operasiyasiga nisbatan uzliksiz
additiv gruppa. Bu - nokompakt gruppa, chunki gruppa elmentlari
nokompakt to‘plamni tashkil giladi.

4.23-misol. To‘lig chizigli gruppa GL(n,C) - kompleks
elementlardan iborat aynimagan n x n matritsalar to‘plami:

gn g1z ' Gin
g=| 2o (86)
Int 9n2 °* Gnn

Agar har bir element g;; gandaydir parametrga uzliksiz boglig

bolsa {gi1, 912, - --» Jim 921> - - -» Gun} Vvektorni n? olchamli uz-

liksiz C™ kornpleks fazo nuqtasi deb garashimiz mumkin.
4.24-misol. GL(n, R)-GL(n,C) gruppasining gismgruppasi:

GL{n,R) ={g9 : g €GL(n,C),Img; =0,4,7 =1,...,n}.

Uning hamma elementlari haqigiy sonlardir.
4.25-misol. SL(n,C") C GL(n, C). Determinanti birga teng
muatritsalar to‘plami: -

SL(n,C)={g :¢9 € GL(n,C), detg =1.}

Bu ham nokompakt gruppa. Buni quyidagicha hususiy misolda

ko‘ramiz.
SL(2,C) gruppasini qarayiik. Bu gruppa giperbolik aylanish-
la.rni oz ichiga oladi.
ab
cd

matritsa SL(2,C) gei tegishli bolishi uchun uning determinanti
birga teng bo‘lishi kerak:

ad— bc= 1.
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Bu tenglamaning yechimlaridan biri:
a=d=chr, b=c=shrt

Parametr T ning o‘zgarish sohasi cheklanmagan: —oco < 7 < 0.
Demak, SL(2,C) ning gruppaviy fazosi to‘g'ri chiziqqa gomomorf
ekan, shuning uchun u nokompakt gruppa. Uning elementlari

sifatida
cht shr
sht chr

matritsalarni ko‘rislaiimiz mumkin.
Agar zg, 1 lar ikki o'lchamli psevdoevkhd fazodagi koordi-
natlar bo‘lsa

xy=zochT +z15h 7, xy =xosht +x1chT (87)

almashtirish shu fazodagi interval kvadratini o‘zgartirmaydi:

R
87 - almashtirishlar Lorentz almashtirishlari deyiladi. Fizik

kattaliklarga
1
chr = ——— 8=

v1-p%
orgali o'tishimiz mumkin.
4.26-misol. Unitar n X n matritsalar to‘plamini olaylik.
U gruppani hosil qgiladi, chunki ikkita unitar matritsalarning
ko‘paytmasi yana unitar matritsadir:

Uity = Iva UUz =1 bo'lsa (UUn)TUWUy = UUTLNU, = T
bo‘ladi. Oydinki
Un) ={g :9 € GL(n,C), g'g=1}.

Unitar matritsalar ichida determinanti birga tenglari SU (n)
deb belgilanadi, ular ham gruppani tashkil giladi:

SUn) {9 :9€GL(n,C), g'g=1,detg=1}, SU(n) c U(n).

ol

SU(n) - unitar unirnodular matritsalar gruppasi deyiladi.
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U(n) gruppasini kompleks chiziqli fazodagi skalar ko'paytmani
saqlaydigan matritsalar to'plami sifatida aniqlashimiz ham
mumkKkin:

n
(:17, 7J) = Z x;yi
i=1
skalar ko‘paytma berilgan bo‘lsa unitar almashtirish natijasida z’ =
Uz, y' = Uy skalar ko‘paytma o‘zgarmaydi:

(U(B, Uy) = (*7:1 UTUy) = ('T7 y)'

Unitar gruppalar kompakt gruppadir.

4.27-misol. n oflchamli fazodagi ortogonal matritsalar
to‘plami O(n) gruppani hosil giladi: ikkita ortogonal matritsa
O1(n) va Oy(n) larning ko‘paytmasi yana ortogonal matritsa:

(0109)T(0,0y) = 0F0¥0,0, =1.

Ortogonal matritsalar hagigly n oflchamli fazodagi skalar
ko‘paytmadarni saqlaydi:

(Oz, Oy) = (z, y).

Ortogonal gruppalar kompakt gruppalarga kiradi.
Juda muhim teorema: Iztiyoriy kompakt wzliksiz
gruppa yoki U(n), yoki O(n) ning qismgruppasi bo‘ladi.
4.28-misol.  Psevdoortogonal gruppa O(p,q) o‘lchamligi
p + g bo‘lgan haqiqiy fazodagi quyidagi formani saglaydigan
alnashtirishlar sifatida ta‘riflanadi:

(,y) = T1y1+ToY2+  TpYp—Tpeilpri — Lpr2ips2 = — Lpiq¥ptq-

Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Bu gruppaga kirgan
m atritsalarning determinanti birga teng bo‘lganlarini SO(p, q) deb
belgilanadi. Lorentz almashtirishlari SO(3, 1) gruppasini hosil
qilishini tushunish qiyin emas.

4.29-misol.  Psevdounitar gruppa U(p,q) olchamligi p +
g bo'lgan kompleks fazodagi quyidagi formani saglaydigan
almashtirishlar sifatida ta‘riflanadi:

A * * * * * #*
(.78, Y) = T Tyt TpUp =Ty 1Yp+1 —Lppalpt2 = "~ Ly Uptg
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Bu gruppalar nokompakt gruppalarga kiradi. Determinanti birga

teng psevdounitar matritsalar SU(p, ¢) deb belgilanadi.
4.30-misol. Simplektik gruppa Sp(n,C). Bu gruppaga kirgan

almashtirishlar 2ri o'lch amli fazoda quyidagi formani saglaydi:

(177 y) = 1Yo +ToYon—1 + "+ ZTpl¥n —Tn41Yn—1—Tni2Yn-2—" ' "~ —L2Y1-

Bu formaning nomi - simplektik -forma. Sp(n,C) nokompakt
gruppani tashkil etadi. Hamilton dinamikasi ushbu gruppa
almashtirishlariga nisbatan inveriantdir. Buni quyidagicha ko‘rish
mumkin. Poisson gavsini olaylik:

(39501 %

Agar {1)1' =P1, P2, " 5 Pn Gny n—1, "~ ,QI} va
@) — ( —OI,; {;" ) bundayemas
belgilashlar kiritsak (Z, - n - o‘lchamli birlik matritsa) Poisson

gavslarini
of 39 (2n)
9} = le Ox; 0z

ko‘rinishga keltirib olamiz. Poisson qavslan yugqoridagi simplektik
forma ko‘rinishini oldi.

§11. Uch o‘lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi

Uch olchamli fazoda bir x = (21,9, 23) vektorni olib garaylik.
Yangi shtixlangan koordinat sistemasiga o‘taylik, u eski sisternani
biron burchakka burash orqali olingan bo'lsin. Bu sistemada
vektorimizning komponentalari x’ = (xl,xz,xs) bo‘ladi. Buralish -
chizigli almashtirish bo'lib eski va, yangi koordinatalar quyidagicha
chizigli bog'langan bo'ladi:

33:1 = g11Z;1 + g12%2 + G133,
T2 = guTr + gaaTs + g2373 (88)
Ty = gnZ) + gnTo + ga3Ts.
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Matrik belgilashlarga o‘tsak bu almashtirishni

A (8¢)

ko‘rinishga keltirishimiz mumkin.
Demak, uch o‘lchamli fazodagl chizigli alamshtirish 3 x 3

matritsa
g11 g12 413
g= (921 922 gzs)
g3 932 433

orqali ifodalanar ekan. (88) - almashtirish aynan aylanish bo‘lishi
uchun g matritsa ma’lum bir hossalaiga ega bo'llishi kerak.
Ularni keltirib chigarish uchun aylanishda vektorning uzunligi
o‘zgarrnasligi kerakligini ishlatamiz:

X =g+ ol + a2 =gl + 1+ od = X7
Ammo

3 3

2
in = Z TiGijGikTk;
i=1

i,5,k=1

3
bu ifoda 5 z? ga teng bo'lishi uchun
=1

3
Z 7339k = Oj
i1

bo'lishi kerak. Demak, uch o‘lchamli fazodagi buralishlar
matritsalari g ortogonal matritsa bo‘lishi kerak:

gdg=1I

Uch o‘lchamli ortogonal matritsalar to'plami O(3) deb belgilanadi.
Demak, g € O(3). Ortogonallik sharti g7 = g~ dan

(det g)? =1, yoki, deét g = £1

ekanligi kelib chiqadi. Determimnanti -1 bo'lgan matritsalar
gruppani tashkil gilmaydi (hagiqatan ham, ikkita detg = -1
bo'lgan matritsalar ko'paytmasining determinanti +1 bo'ladi),
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det ¢ = +1 matritsalar esa ~ tashkil giladi. Demak, detg = +1
matritsalar O(3) gruppasining qgismgruppasini tashkil gilar ekan,
uni odatda SO(3) deb belgilanadi (so‘z bilan aytganda - ortogonal
unimodular matritsalar).

§12. SU(2)-gruppasi

Unitar unimodular matritsalar gruppani tashkil qgiladi. SU(2)
bilan SO(3) ni bog'laylik. Buning uchun fazoning har bir nuqtasi
ilzl‘l, T2, .’133) bilan

§ = 10 = I3 I -—,7:222
lal T +1ry —IT3

matritsani bog'laymiz, bu yerda o; - Pauli matritsalari. I-bobdagi
{114)-formula Pauli matritsalarini aniglaydi. Ular uchun quyidagi
kommutatsiya va ko‘paytirish qoidalari o‘rinlidir:

loi, ;] = 2igijxo, 0,0 = 0ij + 4€ijk0k. (90)
Pauli matritsalarining harbirining izi nolga teng, ammo yuqoridagi
formulaning ikkinchi qismidan

Ty (0’,'0']') = 2(5,:]' (91)
ekanligini topish mumin.
£ matritsa ermit va uning izi nolga teng:
#t=2, Trz=0.

(91)-formuladan foydalanib

1
Tr; = -érﬁ' (If?di)

ekanligini topish mumkin.
Agar unitar va unimodular bo‘lgan 2 X 2 o‘lchamli U/ matritsa
yordamida yangi

g =UzU™! (92)
ratritsa tuzsak u ham ermit va izsiz matritsa bo‘ladi:
/ ! L
s x5 z) — izh
x ( xy +izhy —zh ) : (93)

Bu tasdigning isboti qiyin emas:
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1 (UzUY = U-HiztU = rav-
2. Tr#’ = Tr (UsU ') = Tid = Q.

(93) - formula mana shu ikki munosabatning natijasidir. (92) - dan
kelib chiqadiki,
det 3’ = detZ.

Ikkinchi tomondan
detz = —:vf—x%—:rg =—x! va detd = —x'f—zlzz—x'f =—x".
Demak, unitar va unimodular bo'lgan 2 x 2 o‘lchamli U matritsa
yordamida bajarilgan (92) - almashtirish vektorning uzunligini
saqlaydigan almashtirish, ya’ni, fazodagi burilish ekan.

Shunday ekanligiga quyidagi hususiy hol miselida ishonch hosil

gilishimiz mumkin:
e? 0
Uz = ( 0 e_i% > . (94)
Hisoblaymiz:

« ) e
U.U-1 = ez 0_0 a3 31— 1T e~ 0\ _
S 0 ez a1+ ixe —x3 0 &3

. . ’ ! W)
_ z3  (;i—imple™™ ) _ R R
(x1 + izg)e™ —r; xy+ixy —xy ’

yoki,
T =acosa +xsing;
Ty = —a318ina + Iy OS q;
xh=a3.
Demak, (94) - matritsa z - o'¢i atrofida o burchakka buralishni

ifodalar ekan.

4.1-mashgq.
g

Fny|
cos & —sin
= 2
Uy ( sing cos ) ()
madtritsa y o'qi atrofida 8 burchakks buralishni ifodalashini isbot qiling.

(92)- formulani z’ = zlg; = U ;U 'r; ko'tinishda yozib olib

unga (91)- formulani qo‘llab va (89)-formmulani eslasak ¢ € SO(3)
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va U € SU(2) matritsalar quyidagicha bog'langanligini ko‘rsatish
mumkin:

g,‘]'(U) = %'Tl' (UO']'U—IO'i) (96)

Ko‘rinib turibdiki, g(U) = g¢(-U). Demak, +U € SU(2) va
~-U € SU(2) matritsalarga bitta g € SO(3) mos keladi. Bundan
kelib chigadiki, SU(2) va SO(3) gruppalari orasida ikki giymatli
gomomorfizm bor ekan:

SU(2) = SO(3)
ker f=2,={E,-E}

SO(3) gruppasi SU(2) gruppasining Z; invariant gismgruppasi
bo‘yicha faktor gruppasini beradi.

§12.1. Generatorlar

SU(2) gruppasining generatorlarini topaylik. Gruppa elementi g
va generatori A orasida quyidagi bog'lanish bor {(a - gruppaviy
pararetr):

g(a) = e, (97)

g matritsa unitar g' = g~ bo'lishi uchun generator ermit bo‘lishi
kerak:

Al = A, (98)

g ning unimodularligini ishlatish uchun (I.134) - ayniyatdan
foydalanamiz:

detg =exp(feTrA4;)) =1 — TrA; =0. (99)

Demak, A; matritsalar ermit va izsiz 2 x 2 matritsalar ekan.
Bunday matritsalar sisterriasi bizga ma’lum - bu Pauli matritsalari:

1701 10 —i 1/1 0
ITHIRPITE )

Qisgacha aytganda, A; = 3i0;. Pauli matritsalari quyidagi
kommutatsion munosabatlarge bo‘ysunadi:
- {A.,‘,, AJ] = iaijkAk- (100)
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4.31-misol. (94) - formula orqali aniglangan U, matritsa = -
o‘qi atrofida o burchakka buralish matritsasi ekanligini isbot qilgan
edik. Hozirgina keltirilgan muloxazalar shunday matritsa sifatida

5:(0) = e (001 )

ni qarashimiz kerakligini bildiradi.  Ularning tengligini isbot
qilaylik.

i ALY
oier=soteoa-rr (i 3, ) o (0 2,)

_ (em(g%a) - (O_%a)) ~U..

(101)
§12.2. SO(3) gruppasining generatorlari
z o‘qi atrofidagi ¢ burchakka buralish matritsasini yozamiz:
cosp sne 0
gz(p) = ( —sing cosp 0 ) (102)
0 0 1
Generatorning ta'rifi bo‘yicha
=199
A d(p 1(;:0
hisoblashni bajarsak
0 - 0
J.=11 0 0]. (103)
0 0¢

Ishonch hosil qilish qiyin emaski,

g (95) = e):p(z'gch) :
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Huddi shunday vyo‘l bilan, z wva y o'glari atrofida buralish
matritsalari

1 0 0 cose O —sing
g:(p) = (0 cosy singp |, gy(p) = < 0 1 0 )
0 —sing cosyp sing O cosyp

dan kelib chigib z va ¥ o'qlari atrofida buralish generatorlarini
topishimiz mumkin: '

00 0 00
J,.=(00 —i), Jy=<0 00). (104)
0% 0 —i 00

Tekshirish qiyin emaski

[']i: J]] = i&ijk-]k. (105)
Undan tashgari
J=J. (106)
Bu formulani (100) - formula bilan solishtirsak SU(2) va SO(3)
gruppalarining generatorlari bir hil kommutatsion munosabatlarga
bo‘ysunar ekan. Generatorlar uchun kommutatsion munosabatlar
gruppaning algebrasini tashkil etadi deyiladi, SU(2) va
SQO(3) gruppalsrining algebralari bir xil ekan. Bu - yuqorida
aytilgan SU(2) va SO(3) orasida.gi gomomorflikning aksidir. Ikkala
gruppaning generatorlari bir xil algebraga bo‘ysunar ekan ularning
orasidagi farqqa bormaymiz, {J;,¢ = 1,2,3} deganda ikkala
gruppaning ham generatorlarini tushunamiz.
Generatorlarning kvadratlarining yig‘indisini kiritaylik:

32 = JiJi= JE+ T2+ JE. (107)
Uning ixtiyoriy generator bilan kommutatori nolga teng:
(32, Ji] = 0. (108)

Demak, J? ixtiyoriy J; bilan bir hususiy funksiyalar sistemasiga
ega ekan. Ammo, J; lar o‘zaro kommutativ emas, shuning uchun
gruppaning tasavvurlari klassifikatsiyasi magsadi uchun J? bilan
bir vaqtda faqatgina bitta J; ni tanlab olish mumkin. Bunday
generator sifatida odatda J3 = J, olinadi. Demak, tanlab olingan
bazisni tashkil gilgan funksiyalar J? va J3 ning hususiy funksiyalari
bo'ladi.
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§13. SU(2) (SO(3)) gruppasining tasavvurlari

Tasavvurlarni qurish uchun
Jp= Jl +iJy, J_=J; - iJQ

operatorlarni kiritamiz.
4 .2-mashq. Quyidagi munosabatlarni keltirib chigaring:

U Jal =xJe, [y J =2k, P=Ld +-J,=JJ,+J +J,.

(109)
Izlayapgan tasavvur matritsalari gandaydir bir n o‘lchamli fazoda
ta’sir gilayapgan bo'lsin, bu fazodagi bazis elementlarini f,,, m =
1,2, ...,n deb belgilaymiz. Tanlovimiz bo'yicha

szm =mf1ri- (1]-())

Bazisni ortonormal deb olamiz. Hozircha ularning indeksida
faqatgina J, ning hususiy qiymatini aks ettiramiz, J2 ning hususiy
giymatini uni topgandan keyin kiritamiz.

Yuqoridagi kommutatsion munosabatlarni ishlatib

Jedifm= (Ul £J) fn=(m £ 1)Jsfm (111)

ekanligini topish mumkin. Demeak, (J; f;,) funksiya J, matrit-
saning (m £ 1) hususiy qiymatli husus1y funksiyalari ekan. Ya'ni,
J, operatori J, ning husisiy giymatini bittaga oshirib hubus1y
funksiyani f,, — fm4: tarzda o‘zgartirar ekan, J_ operatori esa
J, ning husisiy qiymatini bittaga kamaytirib hususiy funksiyani
fm — fm-1 tarzda o‘zgartirar ekan. Shu sababli J, operator
"ko‘taruvchi" operator va J_ operator esa "pasaytiruvchi" operator
deyiladi. Fazomiz chekli ollchamli bollgan ekan m ning shunday
maksimal giymati (uni j harfi bilan belgilaylik) borki

bo‘lishi kerak. Agar
Jifm = P fmi1
belgilash kiritsak

[J+’ J—]fm =2J; fm = 2m frn = (P;¢P;—1 - P:;P;z-u)fm,
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yoki,
PmPm-1— PmPmit =2Mm (112)
munosabatga kelamiz. J. ning matrik elementlarini hisoblaylik:

<m|Jgm' >= (I} ) =< m|phim' + 1 >= p}16m mis1;

<Ml L|m >= (J-)mtm =< M| plm = 1 >= 078t .
Bu munosabatlarni faqat noldan farqli matrik elementlar kirgan
quyidagi ko'rinishda ham olish qulay:
<miJim—1 >=p}_-, <m~-YJ_|m >=p}.
Jy larning boshqa elementlari nolga teng. (106) - munosabatdan
kelib chigadiki
(J-i—)mm’ = (Ji)mm’ = (Ji)m’m)
yoki,
P = Pri1-
Mairik elementlar tilida
<m|Jypm—1>=<m - 1|J-lm>"*.
Natijada (112) - formula
lom-1l? = 2m + |o7,

ko‘rinishga keltiriladi.
4.3-mashgq.

1. Yuqoridagi munosabatda galma-~galdan m = j, m = j§ — 1,... giymatlarni

olib
P =@ —m+ Dm

ekanligini ko‘rsating;

Pm=ViG+1)-mm—~+1), pp=Vii+1)-mm-1)
ekanligini ko‘rsatingg;

3. Ji larning noldan farqli elementlari uchun

<mlJim - 1>=<m — 1|J_|m >= /j(j + 1) ~ m(m — 1)

ekanligini ko‘rsating.
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4. Jy= (Jp+J2)/2va Jp = (J4— J-)/(21) lardan foydalanib j = 1/2 holda

1 1 1
J= 501, J= 502, Jy = —2-03 (113)

ekanligini ko‘rsating.-

5. j = 1/2 holda
1
J+=(80), J_=<(1)8) (114)

ekanligiga ishonch hosil qiling.

J? ning hususiy giymatini hozircha Cj2 deb belgilab uni
quyidagicha topamiz. Bir tomondan

< my|JeJ-|mg >=< m3|I? = J,(J, - 1)jmz >=
= (CJQ - 7712(777,2 - 1))6"117”2’

ikkinchi tomondan

< my|JyJ-|me >= Z < my|J4|ms >< mg|J-|mg >=

m3
= Z (sml,m.;ﬁ—l \/] (.7 + ]-) - m3(m3 + 1)67"3»7712“1)(

mg

X 3G+ 1) = malmg — 1) = by my (G (5 +1) = mu(my — 1))
Demak,

J2fm = J(] + 1)fm' (115)
fm bazis J? va J, laming hususiy funksiyalaridan tashkil top-
ganligini bilamiz, ammo shu paytgacha bazis funksiyalarimizning
indeksi faqgatgina J, ning hususiy giymatlarini aks ettirgan edi,
endi biz J? ning ham hususiy giymatlarini topdik va uni ham f
ning indeksida aks ettirishimiz kerak: fI.

7 soni m ning maksimal giymati edi, uning minimal qiymatini
topaylik.  Hozircha shu minimal qiymatni j' deb belgilaylik.
o‘zining ta'‘rifi bo‘yicha

J_f=0.
j
Shundan kelib chigib

Jod-fl = (P = L\L = )l = (G + 1) - 5G - D)f} =0,
7 )
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yoki,
-/

J =—=J
ekanligini topamiz. Demak, J, ning hususiy qiymati m
~j<m<j (116)

coiymatlarni gabul qilar ekan. Boshqacha so‘z bilan aytganda
tasavvur matritsalari ta’sir gilayapgan bazis soni (25 + 1) - ta
bo‘lgan _ _ _ . .

ija fij-g-l; fij+2) RIS | fj]_la fj (117)
funksiyalardan iborat ekan. Bu bazis kanonik bazis deyiladi.

Olingan natijalarning asosiylarini qulaylik uchun bir joyga
yig'aylik: .

SU(2) (SO(3)) gruppasining tasavvurlar fazosida {f7,, —j <
m < j} funksiyalardan iborat to'plam ortonormal bazisni tashkil
qiladi. Bu bazisda J2, J,, Jy, J_ larning matrik elementlari 3-
mashqdagi formulalar va (110)-, (115)-formulalar orqali aniglanadi.
Fazoning o'lchamligi n J2 ning hususiy qiymati j bilan aniqlanadi :
n = 2j + 1. Fazoning o‘lchamligi butun son bo‘lganligi uchun 7
quyidagi yarimbutun giymatlarni gabul qilishi mumkin:

. 1 1
j=0, 5 1, 12, 2, ...

j = 0 hol trivial tasavvur deyiladi, j = 0 ga bir o‘lchamli fazo
mos keladi, bir o‘lchamli fazo skalar funksiyalardan tashkil topgan
fazodir.

j = % bo‘lganda n = 2 ga teng, bu tasavvur ikki o‘lchamli
fazoda ta'sir qilishi kerak. Ikki o'lchamli fazo vektorini

h

fa
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Odatda bunday kompleks vektorlar
spinor deyiladi. Yuqoridagi (116)- va (117)-formulalarga qaytsak
f1 komponenta j = 1, m =  holga va f; komponenta j = 3, m =
——12; holga mos kelishini ko‘ramiz. Ya'ni, spinorni

1/2

h/

(118)
1/2
-1/2
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ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Kvant mexarukasi nugtai
nazaridan ushbu spinor spini 1/2 ga teng bo‘lgan zarrachaning
to‘lgin funksiyasini ifodalaydi. (113) - formula bo‘yicha ushbu
spinor J? ning 3/4 ga teng hususiy giymatiga mos keluvchi vektor,
J3 ning esa +=1/2 hususiy giymatlariga mos keladi:

1/2 1/2 1/2
f 1/2 1/1 0 f 1/2 1 f 1/2
3 =3l0 -1 =3 (119)
0 0
; 0 1(1 0 0 1 0
3 1/2 T 2\0 —1 1/2 9 1/2
-1/2 TN d-1/2 -1/2
(120)
Ko‘taruvchi va pasaytiruvchi operatorlarga kelsak (114)-
forrmuladan
0 1/2 1/2
-1/2 CJ1y2
J+ 1 = / ; + / =0
/2
~1/2 0 0 )
va 12 0 0
Sip | ~
- - 12 |° 1/2
0 ~1/2 ~1/2

ekanligini ko‘rish mumkin.

Ikki komponentalik spinorlar aylanish gruppasining spinor
tasavvurini tashkil giladi. j = 1 bo‘lgan holdag tasavvur
vektor tasavvur deyiladi, bu tasavvur bo'vicha almashinadigan
uch komponentalik kattaliklar SU(2)(.SO(3)) gruppasining vektori
deyiladi. Agar ularni ustun sifatida olsak

y
f
Ja
ko‘rinishga kelamiz. Bu - oddiy uch o‘lchamli fazoning vektorlari,
fagat ular kanonik bazisda olingan. Bu bazisni o‘zimizga tanish
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bo‘lgan uch o‘lchamli dekart bazisi vektorlari bilan bog‘lash qiyin
emas.

fi; va ft lar qandaydir uchvektor a = {a,,ay, a,} bilan
bogliq. Buni quyidagicha ham ko‘rish mumkin: z o‘qi atrofida
¢ burchakka bursak ixtiyoriy uchvektor uchun

a, + ia, = e*¥(a, + iay) (121)

bo*ladi ((I.14)-bi1a.n solishtiring), huddi shu operatsiyada f, =
9.(¢) fi; = e f1; bo'ladi ((102) va, (110)-lar bilan solishtmng)
Undan tashqarl (<p) = fo va g,(p)a, = a,. Demak, fl ~
ap +iay, i~ a, —1a, va f§ ~ a, ekan. Odatda

fl= ﬁ(a, +igy),  fl= W@z —ia), fg=a

tanlab olinadi. Bu muhokamani (§17.)-paragrafdagi misolda davom
ettiramiz.

J? odatda Casimir operatori deyiladi (§22.4.-paragraf
bilan solishtiring). Casimir operatorlarining hususiy qiymatlari
gruppaning tasavvurlarini klassifikatsiya qilish uchun ishlatiladi.
SU(2) gruppasi uchun J2 = j(j + 1), hozirgina ko‘rdikki, j ning
har xil giymatlariga har xil o‘lchamli tasavvurlar mos keladi.

§14. 2 x 2 unitar va. unimodular matritsaning umumiy
ko‘rinishi

Ixtiyoriy unitar va unimodular matritsaning eng umumiy
ko ‘rinishini topaylik. Quyidagi kompleks 2 x 2 matritsani olaylik:

a b a* ¢
U=(cd)‘, U*=(b,, d,,). (122)

Uning unimodularligi quyidagini beradi:
detU =ad — bc = 1. (123)

U= ( _dc ‘ab) (124)
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ta‘rif bo‘'yicha Ut ga teng. Demak,
o =d b=—c (125)

U=<_‘2, :) U"=U“1=<‘;* ;b) (126)

Determinantning birligidan esa

yoki,

la|* + b =1 (127)
kelib chiqgadi. Bu tenglamaning yechimi sifatida
a=ePcosy, b=—esiny (128)

larni olishimiz mumkin. b ning oldidagi minus ishorasi aylanish
matritsalari bilan moslik uchun olingan. Shu bilan biz 2 x 2
o'lch.amli unitar unimodular matritsaning eng umumiy ko‘rinishini

topdik: " N
_ [ e®¥cosy —esiny /
U= ( etsiny  ecosy ) (129)
Bu formulada v = 0 deb olsak z - o‘qi atrofida 2§ burchakka
bura.lish matritsasini olamiz - (94)-formula bilan solishtiring. Agar
6 = A =0 va~vy= f/2deb olsak y o'q atrofida S burchakka
buralish matritsasi kelib chiqadi (95 - formula bo'yicha).
Buralish burchaklari sifatida Euler burchaklarini olamiz. Bu
holda buralish jarayoni uch etapdan iborat bo‘ladi - birinchi
navbatda eski z 0'qi atrofida ¢ burchakka, ikkinchi navbatda yangi
y o‘qi (tugunlar chizigi deyiladigan ON o'qi) atrofida € burchakka
va nihoyat yangi z o'qi atrofida 1 burchakka buralish (TV.2-
rasmga qarang). Bu uchta ketma-ket bajariladigan operatsiyalarga
quyidagi uchta matritsalarning ko'paytmasi mos keladi:

—i¥ 0 4 0 _inl - Q0

e cos sin e

U= ( ¥ nt 0’ ) ( z%) -
0 e sns  cos3 0 e

] s
e~ iEr cosg- —etT smg
¥ e A O+y .

e~ %" sin % 5T cos %
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.2-rasm: Euler burchaklari

Ixtiyorly 2 X 2 o‘lchamli kompleks matritsani 8 ta son aniqlaydi,
unimodularlik (123)- va unitarlik (125)-shartlari beshta shartdir.
Demak, 2 x 2 o‘lchamli unitar va unimodular martitsani 8-
5=3 ta mustaqil son orqali aniglash mumkin. Ular sifatida uch
o‘lchamli fazodagi aylanishlarni aniglaydigan uchta burchaklarni
olish mumkin. Ohirgi formulada mana shu uchta burchakka
bog‘liqlik oshkora ko‘rinishda aniglangan.

§15. Spinorlar

j = 1/2 holni alohida ko‘raylik. (113)-, (119)- va (120)-
formulalardan ma’lumki bu holda ikki komponentalik

- (2)

kompleks vektorlar SU(2)(SO(3)) gruppasining eng kichik vaznli
spinor tasavvurini tashkil giladi. Bu tasavvur keltirilmaydigan
tasavvurdir. SU(2) ning elementini U deb belgilasak aylanishga
nisbatan £ quyidagicha almashinishi kerak:

ge=Ugef, o f=1,2 (131)
Bu yerda
U=a Uj=b, Ul=c=-b, Ul=d=a"
Yuqoridagi formulani ochib yozsak
¢l =agt +b¢% 7 =cf +dg (132)
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bo‘ladi. Shunday ikki komponentali spincrlardan m tasini olib
ulardan £716;% - - - £2m ko‘paytmani tuzamiz. Oydinki

7 / / e B m
£ e = UglUg2 - Upmefigg? - &,

Agar £“ vektor ikki olchamli chiziqli fazo bazisini tashkil gilsa
&rE7 - - - £8m ko'paytma 2™ o'lchamli chiziqli fazo bazisini tashkil
etadi. Ushbu fazoni L, deb belgilaylik. Hosil bo‘lgan L,, fazoning
ixtiyoriy elementini £%%2%m deb belgilaylik. Bu vektor uchun
almashinish qoidasi

é./alaz...a-m — Ul;llUg; . Ug;lé'ﬁlﬂ'.’ﬁm (133)

bo‘ladi. Demak, £41% °m elementlar SU(2) ning L., fazodagi
tasavvurining bazisini tashkil qilar ekan. £*1@2*m kattaliklar
m—rang spinori deyiladi, mos keluvchi tasavvur esa m-chi rang
spinor tasavvuri deyiladi. Bu tasavvur keltirilmaydigan
emas. Buni quyidagicha ko‘rish mumkin. Hamma indekslari
bo‘yicha simmetrik bo‘lgan spinorlar to'plamini S, deb belgilaylik,
bu to‘plam L,, ning gismfazosidir. S, invariant gismfazo
bo‘ladi. (133)-dan ko‘rinib turibdii, sicnmetrik bo‘lgan @192 om
spinorning indekslarining o‘rinlarini qandaydir qilib o‘zgartirganda
o‘'ng tomondagi U matritsalarning va B,8s--- B, indekslarning
o‘rinlarini ham mos kelgan holda o‘zgartirsak formula o‘zgarmaydi.
Demak, simmetrik spinorlar L, ning invariant qismfazosini
tashkil giladi. Bu degani, simmetrik spinorlar keltirilmaydigan
tasavvurni tashkil qiladi. Sy, ning o‘lchamligini topaylik. {12 om
simmetrik bo‘lgani uchun uning 1 va 2 indekslari qaysi tartibda
joylashganining ahamiyati yo'q, shu sababdan quyidagi m + 1 ta
spinorlar S,, fazodagi mustaqil bazisni tashkil qgiladi:

gl gt (122 222
H " 3 -

P

Demak, S, ning o'lchamligi m + 1 ga teng. Bunday simmetrik m-
chi rang spinor aylanish gruppasining j = m/2 vaznli tasavvurini
tashkil giladi.

Shu paytgacha o‘rganilgan spinorlar kontravariant spinorlar
deyiladi. Ular U matritsalar yordamida (131)-qoida bo‘yicha al-
mashinadi. Kompleks qo‘shma tasavvur U' orqali almashinadigan
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va kovariant spinor deyiladigan

&=€s ("), (139)

kattaliklarni kiritaylik. Unitarlik sharti natijasida. U tasavvur
mustaqil emas, u U~} ga teng. Kovariant spinorni vektor-satr
&, = (&, &) sifatida ko'rish kerak, shunda yuqoridagi almashinish
qoidasi tushunarli ko‘rinishga keladi:

* *

G 8=6n e (5 &)= @a+vechee. o)

Norelativistik kvant mexanikada. &, kompleks qo‘shma spinor ¢* ga
mos keladi, 1/*vy = |9|* ko'paytma esa zarrachani fazoning ma’lum
bir nugtasida topish extimolligin i beradigan kattalik sifatida skalar,
ya'ni, invariant kattalik bo‘lishi kerak. U matritsaning unitarligi
UtU =1 bu talabning bajarilishini ta’minlaydi. Demak, ixtiyoriy
ko- va kontravariant spinorlarning skalar ko‘paytmasi invariant

ekan:
X:xg,a = XaUTUga = Xa€%- (136)
(132)-qoida bo‘yicha ahmiashinadigan ikkita kontravariant spinor &
va x lardan
Xt - x'¢?

kombinatsiyani tashkil qilaylik. det U = ad—bec =1 bo‘lgani uchun
bu kombinatsiya invariant bo‘la.di:

XI2§’1 _ X/1§/2 — Xzfl _ X1€2.
(136)-bilan moslik bo‘lishi uchun

xi=x  xe=-x (137)
deb qabul qilish kerak. Ya'ni, SU(2) holida ko- va kontravariant
spinorlar hagiqatda bir-biriga keltiriladi.

Kovariant spinorlar kiritilgani uchun ixtiyoriy rangli aralash
spinorlarni ham kiritish murnkin. Masalan, &g spinor al-
mashtirishlarda o‘zini bitta kontra- va bitta kovariant spinorlarning

ko'paytmasidek tutadi, buni £ ~ £%xs deb belgilash mumkin.

g‘f;’fA esa ikkita kontravariant wva uchta kovariant indekslarga ega

bo‘lgan 5-rang spinoridir.
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SU(2) gruppasining tenzorlari bilan ishni osonlashtirish

maqsadida .
0 1
eB=\ 19 ) Jop = —Y9Be

ko'rinishga ega bo‘lgan kovariant "metrik tenzor" kiritamiz. Bu
holda (137)-qoida

Xa= gaﬂxﬂ
ko‘rinishni qabul qiladi. Agar g,3¢%" = &7 munosabat orqali
kontravariant metrik tenzor

g% = (? *01> (138)

kiritsak x* = g®xs formulani ham olamiz. Umuman

X’ = gorX™, Xap = Guyp8aX"s X% =¢"x,) vahk

Kiritilgan metrik tenzorlar orqali spinorlar fazosidagi invariant
skalar ko‘paytmalarni sodda ko'rinishda ifodalab olishimiz mumkin:

Xaéa = gaﬂxﬁfa-

Bunday kiritilgan skalar ko‘paytma quyidagi hossaga egaligini
tekshirish qiyin emas:

Xa® = —X"éa- (139)
Buning sababi metrik tenzorning antisimmetrikligi: go,3 = —gga.

Kiritilgan metrik tenzor m-chi rang spinorini ixtiyoriy ikki
indeks bo‘yicha soddalashtirib (m — 2)-chi rang spinorini olishga
imkoniyat beradi. Masalan,

gala2£0102a3 = 60-3'
(139)-dan ko'rinib turibdiki
908X X" = XX = 0.
Bu natijalardan hulosa shuki simmetrik spinorlar keltiriimaydigan
tasavvurni tashkil giladi. Bir simmetrik spinor olaylik: {*%2om,
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agar uni ixtiyoriy <; va o¢x indekslari bo‘yicha soddalashtirsak nolni
olamiz: '

Jogoug £712 Ok am —
Demak, simmetrik spinorlar o‘zidan soddaroq spinorlarga keltir-
ilmas ekan

Ixtiyoriy ikkinchi rang antisimmetrik spinor metrik tenzor geg
& keltiriladi:

Xag = —XBa = AGap, (140)
bu yerda a - skalar. Ko'‘rish qiyin emaski, boshqa xech qanday
imkoniyat yo'q. '

Yuqoridagi qoidalar formal matematik talablardan keltirib
chiqarildi. Haqigatda ular kvant mexanikasidagi fizik talablarning
ratijasidir. Kvant mexanikasidan ma’lumki, spini h ga teng
zarracha (masalan, elektronning) spinining r,anlangan yo na.hsh§a
(masalan, z-o'qiga) bo‘lgan proeksiyasi fagat + h va —3h
¢iymatlarni qabul giladi. Spinning proeksiyasi +1h bo‘lgan holatga

#-(0)

spinor mos keladi, proeksiya —2ih ga teng holga. esa
UR g

#-(3)

spinor mos keladi. Bularni tekshirish giyin emas: spinning z-
omponentasi operatori s, = %hcr, uchun

1 1
1_ g1 2 _ _lp o2
s = 251/1 ) s 2Fup.

Zarrachaning biror nuqtada topish zichligi p = ¢/*}!+1*%p?2 skalar
kattalik bo'lib u aylanish operatsiyasida o‘zgarmaydi:

'l,b’*l'l,l)ll + wl*2¢l2 — ¢*1¢1 + ¢*2¢2. (141)

Agar 9!, ¥? spinorlar (132)-qoidasi bo'yicha o‘zgarsa va shunga
yarasha 1* lar uchun

wl*l — a*wl +bxw2, wl*2 c 'l,/)1+d*’lp2
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ga ega bo‘lsak (141)- bajarilishi uchun (125)- va (127)- bo'lishi
kerakligini keltirib chiqarish qiyin emas (bu - o‘quvchiga mashq).
Bu o°z navbatida (131)-dagi almashtirish matritsasi U ning unitar
va unimodular bo'lishi kerakligini bildradi.

§16. Aylanish matritsalari

(117)-formulaga qaytaylik. Elernentar ikki komponentalik kon-
travariant spinorning komponentalarini & = ( €& = n deb
belgilab {fZ,, —j < m < j} funksiyalar sifatida ulardan tuzilgan

quyid agi simmetrik bazisni olamiz:

Cj —mnj—i-m
Y BT ETD]] (14

—7 < m < j intervalda o‘zgarganda quyidagi ko‘rinishdagi 25 + 1
ta birhadlar sistemasini olamiz:

Czja Czj"ln, CQj_Z"?Q: sy C'"]Qj—l: 772'7'~
(40)-bo'vicha ((126)-ni hisobga olganda)
f(€) = F(UT€) = f(a*( = b, b"C +an)

bo‘ladi. Tasavvur matritsalarini D’ . deb belgilasak

Fla¢ —bn,b*¢ +am) = ZD;,mf:n,(f, n)

filgn) =

formulaga kelamiz.
J—m

(@¢—bpy ™" = > Ch_ (@ (YT =tm),
' =0

F+m

(B°C+any*™ = Ok (b)) an)k
k=0

formulalarda binomial koeffisientlar C} = k!/(I!(1 - k)!) niishlatib,
(130)-formuladan a va b larni qo'yb aylanish matritsalari D,
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uchun Fuler burchaklari orqali quyidagi ifodani topamiz:

D} i, 0, 9)) =
=”Zi'f(~l)n+m_ml VG +mG = m)IG +m)5 — m)?

n(j—m —n)(g+m —n)l(n+m—m)

n=0

2j+m/—m—2n 2n+rn—m'
imy _ —im'y 0 .0
X e e COS ‘2‘ sin 5

D! (p,0,0) = &™ed)(8)e™ (143)

mm

Bu formulani

ko‘rinishda ishlatish qulayroqdir. Eng muhim bo‘lgan ikkita
hususiy holni keltiraylik:

f _siné
2 0) = (0082 smz).

in? g
Sins CoS3

/14—0050 sinf 1—0080\
2 V2 2

siné sin §
cos

V2 %)

d (6)= -

'

1— cosf® sinf 1+ cos@

\ "3 5o
(IV 2)-rasinda keltirilgan Euler burchaklarining ta‘rifidan ko‘rinib
turibdiki ¢ va @ burchaklar bilan ¢ 4 27 va 9 + 27 burchaklar
fizik nuqtai nazardan farq qgilishi mumkin emas, shuning uchun
D‘an’(o’e’w) = Dfn ,(27(',9, Il/}) va DZ“ /(90’6)0) = Dfnm’((to7 91 27T)
bo‘lishi kerak. Buni%irqz'ymatlilz'k sharti deylik. Ammo (143)-
formuladan quyidagilarni olamiz:
D! (27,8,4) = 7™ D? (0,0,4);

mm’

D7, (2,8,2) = ™™ DI (0, 6,0).

mm
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7n va ' sonlar § bilan bir vagtda butun yoki yarimbutun bo‘ladi.
Shuning uchun, agar j soni butun bo‘lsa birgiymatlilik sharti
bajariladi, agar j yarimbutun son bo‘lsa (spinor tasavvur) tasavvur
ikkigiymatli deyiladi. Bunda D _,(27,6,4) = —D? (0,0,v)
va D! (p,6,2r) = =D} ,(p,0,0) boladi. Kvant mexanikasida
elektronning to'lgin funksiyasi j = 1/2 ga mos keluvchi spinordir,
olingan formuladan kelib chiqadiki, bu to‘lgin funksiya 2m
burchakka burilganda (-1) ga ko'payadi.

817. Clebsch-Gordon gatori

Keltirilmaydigan tasavvurlarning to'g'ri ko‘paytmasini keltirilmay-
digan tasavvurlarning to'g‘ri yig'indisiga yoyish masalasi eng
rmuhim masalalardandir:

D@ D= "@y2Dp%, (144)
Jj3

Umumiy holda bu masala og‘irmasala hisoblanadi. SU(2) gruppasi
uchun uning yechimi quyidagicha.

Bir sinfga tegishli elementlarning xarakterlari bir xil. Har
xil o‘qlar atrofida bir xil burchakka buralishlar bitta sinfga
tegishlidir. Buni quyidagicha ko‘rish mumkin: birinchi o‘q atrofida,
¢ burchakka buralishni g1 (p) va ikkinchi ixtiyoriy o'q atrofidagi ©
burchakka buralishni g2(,p) deb belgilayli. Birinchi o‘qni ikkinchi
o‘qqa burab o‘tkazadigan elementni gy deb belgilaylik. Unda
g1(0) = gog2(p)gy " bo'ladi. Demak, 2-0'gi atrofidagi o burchakka
buralish tasavvurining xarakterini topsak ixtiyoriy o'q atrofidagi
o burchakka. buralishga mos keluvchi tasavvurning xarakterini
topgan bo'lamiz.

D]r‘nm’ (‘P) 07 O) = eimw5mm’
dan foydalanib quyidagini olamiz

. : i sin (—(2] + 1))
X (@)= Dilp.0,0)= Y & =—2
m=—j sin 5
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(144 )-ning chap tomonining izini hisoblaymiz:

_ _ J1 . J2 _ m=ji1+j2
Pp(p)= D €™ Y dmr= Y x"(p).
m=—j Te=—7j2 m=|j1~jal

Tasavvurlr tilida quyidagi Clebsch-Gordon gatorini olamiz:
DI @ D2 = pDittiz g pAitie-l g ... g pla—al, (145)

D’ matritsa 25 + 1 o‘lchamli fazoda keltirilmaydigan tasavvurni
ifodalaydi. Chap tomonda (2j; + 1)(2j2:+ 1) o‘lchamli fazoda
ta'sir qiluvchi tasavvur matritsasi berilgan, o‘ng tomomning
ma‘nosi shuki, bu fazo olchamliklari |j; — ja| dan j; + j2 gacha
bo‘lgan invariant gismfazolarning yig‘indisiga parchalandi. Bu
gismfazolrning har biriga tegishli funksiyalar uch o‘lchamli zx,y, 2
fazoning buralishlarida faqat shu qismfazoga. tegishli funksiyalar
orqaligine ifodalanadi.
4.32-misol.

DY*® D2 = D' @ D°. (146)
Har bir 122 ikki o‘lchamli bo'lib ikki komponentalik spinorlarning almashtirish
matritsasidir. Tkkita fu ndamental ikki o‘lchamli tasavvurlarning ko‘paytmasiga
mos keluvhei to'rt o'lchamli fazo tikkita keltirilmaydigan fazolarning to‘g'ri

yig‘indisige parchalanar ekan. Clebsh-Gordon gatori ko‘pincha tasavwvur ma-~
tritsalariniyozib o‘tirmay shu tasavwvurlarning o‘lchamliklari orqali ifod alanadi:

22=301.

Ya’ni, ikkita spinorning ko‘paytmasi bitta uch o‘lchamli vektor va bitta skalarga
parchalanur ekan. Shu joyda (121)-formulaning muhokamasiga qaytish ayni
muddao. DY? @ D/? tasavvur bo'yicha o‘zgaradigan kattalik 14*f. Uni
simmetrik va antisimmetrik gismlarga bo‘laylik:

Yo7 = S0 ) + (0 — ) = o) 4 O,

Mana shu parchalanish (146)-ga mos kelishini ko‘rsataylik. Antisimmetrik gism

aylanishga nisbatan /1fl = 1le8] ekanligini topish quln emas - (140)-formula
bo‘yicha bu spinor skalarga ekvivalent, demak, u D° bo'yicha a.lmashmadlgan
skalar bolar ekan.  Ikkinchi rang spinorining simmetrik qismi bilamizki
keltirilm aydigan tasav-vurga bo‘ysunadi. (142)-formula bilan solishtirib ikkinchi
rang spinorning simmetrik gismini quyidagi uch komponentalik vektor

1 s
fi = st

1 1
7 SV fo=5W+9)

1 _
f—l_ \/‘2‘
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ko‘rinishida. yozib olishimiz mumkin.
4.33-maisol.
Dl @D1/2= D3/2® DI/Z.
Buni esa )
3®2=402

deb ifodalayymiz. Ya'ni, birinchi rang tenzor (uch komponentalik vektor) va
yariminchi rang tenzon (ikki komponentalik spinor) ning ko‘paytmasi to'rt
komponentalik (rangi 3/2 ga teng) va ikki komponentalik (rangi 1/2 ga teng)
tenzorlarning to‘g‘ri yigindisiga parchalanar ekan.

4.34-misol. Ikkinchi rang tenzorini soddalashtirish.

Clebsh-Gordon qatorini ikkita vektorning ko' paytmasiga qollaylik:

D'@ D'=D*¢D'®D’ yki 3®3=5630L (147)

Tkkinchi rang tenzori o‘zining ta‘rifi bo'yicha ikkita vektorning ko‘paytmasi kabi
almashinishi kerak, shu nugtai nazardan chap tomonda qandaydir ikkinchi rang
tenzori turibdi. Bunday tenzorning 9-ta komponentalari bor, ular 9-o‘lchamli
fazoni tashkil giladi. (147)-formulaning o'ng tomoni bo‘yicha bu fazo uchta
keltirilmaydigan invariant gismfazolarga parchalanadi. Ularning o‘lchamliklari
-5,3val.

Shu masalani boshgacha yo'l bilan ham yechaylik.

Bizga ixtiyiriy ikkinchi rang tenzori berilgan bo'lsin: 7j;. Uni simmetrik
va antisimmetrik qismlarga bo'lib olishimiz mumkin:

1 1 .
T,;j = 5 (n_-, + T_’,l) + E(TU - TJ,) = Sij + Aij. (148)
Ko‘rinib turibdiki,
1 1
Sij = 5 (TlJ + j}l) = Sji, Aij = 5 (T, —_ T},) = —Ajl'. (149)

Uch o‘lchamli fazodagi ikkinchi rang tenzorining komponentalarining soni 3 x
3 = 9 ga teng. Tenzorning mustaqil kexnponentalari soni masalasiga kelaylik.
Bu masalani hal qilish uchun ixtiyoriy ikkinchi rang tenzorini matritsa sifatida
tasavvur qgila olishimiz mumkinligidan ‘ovdalatanimiz:
( Ty Ty Tig
Ty Tp Ty |.
Ty Ty T )

Antisimmetrik tenzorning mustaqil komponentalari soni nechta?  Uning
diagonalidagi hamma komponentalari nolga teng:

A= -Ay = Ai=0 i=1.23.
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Diagonali tagidagi 3-ta komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponental siriga
minus ishora bilan teng.. Demalc, antisimmetrik tenzorning mustaqil
komponentalari soni 3 ga teng:

0 Ap Agp

_A12 0 A23 .
—Aiz —Axn O

Simmetrik. tenzorning mustaqil kom ponentalarining soni esa 6 ga teng -

diagonaldagi 3-ta komponentalar o‘z-o'ziga teng, diagonal tagidagi 3-ta

komponentalar diagonal ustidagi 3-ta komponentalariga. teng:

S Sz Suis
S12 Sap Sz |-
Si3 Saz Sas

Tenzorning simmetrik va antisimmetrik gismlari koordinat o‘qlarini al-
mashtirishda faqat o'zl orqaligina ifod alanadi:

! !l
S = ajk0uSn = @uajkSn = Qa1 = ainaiSu = Syj;

A = ajk0uAn = e Ay = apaiAi = —oixaiAy = —Ajj.
Bu yerda biz ikkinchi tenglikdan keyin a koeflisientlarning o‘rnini almashtirdik,

uchinchi tenglikdan keyin k < ! almashtirish bajardik, to‘rtinchi tenglikdan
keyin esa. (149)-dan foydalandik.

Simmetrik tenzor o'z navbatida ikki qismga bo‘linishi mumkin:
1

551' JT)

buyerda T = ZT,, = ES,, - tenzor T ning izi (diagonal elementlarining

yig'indisi). T-mng izi umng simmetrik gismi S-ning iziga teng. Yangi kiritilgan
S.J ning izi nolga teng: ZS,, = (. Navbatdagi bu bo'lishning ma’nosi yana

Sij = §ij +

a‘sha - tenzor ustida allnashtlnsh bajarganimizda S,J va T yana fagat o'zi
orqali ifodalanadi:

S =awanSy, L Si=3"awaaSu = 6uSu =Y. Sk =0,
; i %
T =3 5,=>_axtaSu= duSu =3 Su=T
k 3 k
Uchinchi tenglik belgisidan oldin almashinish madtritsasi a;; ortogonal
ekanligidan foydalandik. Shu bilan ixtiyoriy ikkinchi rang tenzori wuchta
invariant gqismlarga bo'lindi:

~ 1 1 1
T}j = A,‘j + Sij + ‘é‘sijT = A,;j + (Sij - géijT) + g(sz
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Bu tagsimot shu mea'noda invariantki, antisimmetrik tenzorlar, izi nolga

teng sirmmetrik tenzorlar va tenzorning izi fagat o'zi orqali almashinadigan

kattaliklarni tashkil giladi. Tasavvurlar nazariyasi tilida ularning har biriga

mos keluvchi fazolar umumiy 9-o‘lchamli fazoning invariant gismfazolaridir.

Bajarilgan ish (147)-formulani keltirib chiqarishga ekvivalentdir.
4.35-misol.

D'eD'@D'=D3@2D0%0 3D 0 D,
yoki,
3333=T92-5¢63-361
botladi. Ya'ni, 27 o‘lchamli fazo bitta 7 o‘lchamli, ikkita 5 o'lchamli, uchta 3

o‘ichamli va. bitta bir o‘'lchamli invariant gismfazolarga parchalanar ekan.
4.36-misol.

DV'®D'e D' = D% ¢2D% g 2D'
bo‘ladi.

18. Momentlarni qo‘shish
§

Momentlarni qo‘shish masalasi Clebsch-Gordon qatori bilan
uzviy bog'langan. Matematik nuqtai-nazardan spin va orbital
momentlarning fargi yo'q, shu sababdan bundan keyin "moment"
deyilganda ularning ixtiyoriysi ko‘zda tutiladi.

Clebsch-Gordon gatorini fizik nuqtai-nazardan quyidagicha
tasavvur qilish mumkin. Momentlari 7; va j; bo‘lgan ikkita sistema
berilgan bo‘lsin. To‘liq sistemaning momenti qanday giymatlarni
qabul qiladi? Sistemalar 25 va 27, rangli ikkita spinorlar orqali
ifodalanadi, to'liq sistemaga

2 i1 2j2

¢,a’1a2 : ¢ﬁ1»/32 ce

spinor mos keladi, "uni hamma indekslar bo‘yicha simmetrik-
lashtirib j; + jo momentga mos keluvchi 2(j; + j;) rangli
simmetrik spinor olinadi.  Olingan spinorda birinchi guruh
indekslar va ikkinchi guruh indekslardan bittadan olib ular bo‘yicha
soddalashtirilsa 2(j; + j2) — 2 rangli spinor olinadi, u j; 4+ jo — 1
momentga mos keladi. Shu ishni yana bir marta bajarsak 5, +jo —2
momentga mos keladigan spinor olinadi va h.k. Jarayonni davom
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ettirib |j; — jo| momentga. mos kehavchi spinorgacha yetib kelinadi.
Olingan gator Clebsch-Gordon qatori (145)-ning o‘zidir.

Quyidagi masalani ko“rib chiqaylik: alohida olib qaraganimizda
momentlari j; va 7+, ularning z-o‘qiga proeksiyalari m; va 172,
bo‘lgan zarrachalardan tuzilgan sistemaning to‘liq momenti wva
uning proeksiyasi qanday qiymatlarni qabul qilishi mumkin?
Bunday masala mornentlarni qo‘shish masalasi deyiladi.

Momentlarni qo‘shish masalasi aniqroq quyidagicha ifo-
dalanadi: ikkita sistema (yoki zarracha, matematik nuqtai-
nazardan fargi yo‘q) berilgan bo‘lsin, ularning momentlari j; va
jo bo'lsin, shu momentlarning z-o0°qiga proeksiyalari mos ravishda
m1 va mg bo‘lsin. Agar har bir sistemani alohida ko‘rsak har bir
my; mos ravishda 27, +1 ta qiymatlarni gabul gilishi mumkin va har
bir sistemaning to‘lqin funksiyasi 32 va j;, ning hususiy funksiyal ari
bo'ladi - (110)- va (115)-formulalarga garang. Kvant mexanikasiga
vaqginroq bo‘lishni ko‘zda tutib bunday hususiy to‘lgin bunksiyani
l7:,m;) deb belgilay mis. Demak,

Fi,m) =1 GL+ Dldnm), Gzl mi) = mulg, mi),

Bliz:ma) = ja (G2 + 1)|g2, M2y, Jaslijo, ma) = maljz, ma).
Butun sistemaning to'liq momenti j = j; +jo bo‘'ladi. Ko‘rish qiyin
emaski, |73, m1)|j2, 7m2) to'lqin funksiya j, = ji, + jo. operatorning
hususiy funksiyasi ( j; va ja va ularning komponentalari har xil
o‘zgaruvchilarga ta’sir qiluvchi operatorlar bo‘lgani uchun ular
o‘zaro kommutativ bo‘ladi):

=171, miY| g2, me)] = (i + J2z) (171, M) g2, ma)] =

= (m1 +my)|f1, m1)|j2, ma).
Ammo |3j;,m1)|j2, 712) to'lqin funksiya j? ning hususiy funksiyasi
bo'lmasligi mumkin:
P =i+33+2
ifodadagi ohirgi had bunga to'sqinlik qgiladi. Shularni hisobga olib

momentlarni qo‘shish masalasi quyidagicha qo‘yiladi: 2(j; + Jj2)
rangli spinor bo‘lgan |ji,mi)|j2,my) funksiyani j* va j, ning
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hususiy funksiyasi bo‘lgan |j.m) bo‘yicha qatorga yoying:

|1, ma)lge ma) = D GIT ol m). (150)
J

Bu yerda o‘ng tomondagi m chap tomondagi m; va my larning
yig'indisiga teng: m = my + mp. Huddi shu masalani teskarisiga
ham qo'yish mumkin: |j,m) ni |71, ™m1)|j2,m,) bo‘yicha shunday
qatorga yoyish kerakki, unda m; va m, larning m; + my = m
shartga bo‘ysungan hamma kombinatsiyalari ishtirok etsin

!j1 m) = Z C;:?n]nmzljlv m1>£j2= m2> . (151)

m

O‘ng tomonda mgy bo'yicha yig'indi yo'q, chunki uning qiymati
my + my = m shartdan topiladi.

Matematik nuqtai-nazardan (150)- va (151)-formulalar bitta
ortonormal bazisdan ikkinchisiga o‘tish formuialaridir, shuning
uchun ularga kirgan koeffisientlar o‘zaro teskari bo‘lgan unitar
matritsalarni tashkil qilishi kerak. Buni boshqacha ham
ko‘rsatishirniz mumkin.

Umumiy goida bo'yicha

G gamg = (3| (i1, m1)|gas ma)) ;

Jimpjoms

Cj::nugmg ((]hmll(]?,m?l)lja )

Ikkinchi tomondan (1)) = (yo|v1)* bo'lishi kerak, demak,

]nz S _7777* . iy . . .- L,
G g jama = O} myjomy- Keyin koramizki, bu keefficientlar haqigiy
_ im
son bo'ladi, shuning uchur G“m,],,m,) C myjama-

(150)-- va (151)-almashtirishlarning unitarligidan C;;’;nmm
koeffisientlar uchun quyvidagi munosabatlar kelib chiqadi:

jm jm _ R E : jm _1 ' _ 5
E C31m1.72m2c_71 myjomp 5ml.m'1’ CJlmUWHz Jrmyzamg 511"
3

cim koeffisientlar Clebsch-Gordon koeffisientlari deyilad:.

Jjimygams

Ularmi aniglash uchun (110) - (116)-formulalarda qo‘llanilgan



metoddan foydalanamiz. Bu formulalarning ichida ko‘rilayapgan
masala uchun eng muhimlarini hozirgi belgilashlarda yozib olaylik:

jsli,m) = p*(,m)ld, m*1), p*(3,m) = Vi(j + 1) = m(m £1).
(151)-formulaning o‘ng tomonida m; = j; va my = j; bo'lsin,
ya’ni, momentning proeksiyalari o‘zining maksimal giymatiga ega
bo'lsin. Bu holda chap tomonda j = j; +j; va m = j; + j; bo'ladi
va, qatordan bittagina had qoladi:

g1+ Ja, J1 + Ga) = CIHFIIHR2 5,51 5o, ga).

N3jziz
To'lgin funksiyalarining hammasining normasi birga teng qilib
tanlab olingan deyilsa |C;;;j;3’21+’2|2 = 1 bo'lishi kerak,
C;I‘;Iﬁf;“z = 1 deb tanlab olamiz. Bu tanlov bilan biz

hamma C}7,, .., larning umumiy ishorasini aniqladik. Endi ohirgi

formulaning ikkala tomoniga pasaytiruvchi operator bilan ta’sir
qilish kerak:

j—\31+j2, g1+ J2) = (= + Jo)dn, Ji)lde, J2) =

= p~(J1, Jllin 71 — Vlda, J2) + o~ (G2, 32)l51, adlde, J2 — 1)
(4, 7) = V27 bo‘lgani uchun

V2(h+ )l +72 01+ — 1) =
= /2551, 51 = )72, J2) + /2421, Ju)ld2, G2 — 1)

Olingan formulani (151)-bilan solishtirish Clebsch-Gordon koeff-
isientlarining ikkitasini beradi:

C.71+.72,.{1+.72 1__ J1 J1+d2. 11+le—1 J2
, . ) J1, N T .
J1: :J2:72 J1 + Ja J1.J1.92,J2— 71 + Jo

Ikkala koeflisient oldida musbat ishora olindi, keyingi topiladigan
to'lgin funksiyalarining ishoralarini shunday tanlab olish kerakki,
ular bu funksiyaga. ortogonal bo'‘lib chigsin. Jarayonni davom
ettirib |j; + jo, —j1 — j2) holatgacha yetib borish giyin emas.

Ko‘rinib  turibdiki, = Clebsch-Gordon koeflisientlarining
hagigivligining ‘yuqorida vada qilingan isboti p~(j,m) larning
hagigiyligidan kelib chigadi.
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j = j1+ j2 — 1 holatga o‘taylik. Bu holatga mos keluvehi
eng yuqori vektor uchun m = j; + j» —1 bolishi kerak. U esa
faqatgina |1, j1— 1) J2, j2) va |j1,71)|J2, j2— 1) holatiarning chizigli
kombinatsiyasi bo'lishi mumkin. Demak

|71+ J2 — 1, 1 + Ja— 1) = alj1, i — 1)|J2,d2) +blji, i) lie, 72 — 1).
Bu holat 7, ta’sirida nolga tenglashishi kerak:
J+ (@lg1, 1 — Ve, J2) + g1, 51)lds Ja — 1)) =
= aji+lir, 1 — Vjz J2) + 871, 31)da+|de, 2 — 1) =

= (av/251 + b\/252) |1, i) jzs j2) = 0.

Demak, a = —b+/j/j1. Buni hisobga olib m = j; + j» — 1 holatni
quyidagicha tanlab olamiz:

V2 +i)lh+ie—1Lia+np—-1=
= /27291, 51 — Dliz, i2) — V2l 1)l g2 g2 — 1)

Bu tanlov holat normasining birga tengligini ta’minlaydi. O'ng
tomondagi ishoralar shartlidir, ya’ni, birinchi had oldida minus va
ikkinchi had oldida plus olishimiz imumkin edi. Muhimi - ikkala had
oldidagi ishoralarning har xilligi. Topilgan |5 + 42— 1,51 +j2 — 1)
asosida yuqoridagi usul bilan hamma |j; +jo— 1,51 +72—2), |51 +
jo— 1,71 + 72— 3.y If1 +72 — L, =51 — j2) lami topish mumkin.
Clebsch-Gordon koeffisientlarining quyidagilari topildi:

Gt LRl J2 CRLikn—l / J1
Jua1—Lij2.d2 g1+ j2 F1:1 22 \} 91+ 7

Keyingi holatlarni topishda ham huddi shunday usul bilan harakat

qilish kerak.

4.37-misol. j; =1/2, j; =1 bo'lsin.

j ni m dan farq qilish uchun m ning oldiga uning ishorasini qo'yib
ishlatamiz. Ikkala zarracha momentining z - o‘giga proeksiyasi maksimal
bo'lsin, bunda:

3 3 101
: =|= 421,41,
’2,+2>|14 1
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Proeksiya +1/2 bo'lgan holge. o'tish uchun ikkala tornonga j_ = j;_ +js— bilan

ta’sir gilamiz:
1
2, > \f‘ >|1 0)+‘ §>“’+1)'

Endi spin proeks1y831 -1/2 bo‘lgau holatni topayhk Buning uchun yana bir
marta j_ = jj- 4 jo— bilan ta'sir qillamiz:
1
=1, ~1).
3)1L-1

\3"%> = \/; 5’—§> L0+ 3

Yana bir marta pasaytiruvchi operator bilan ta’sir gilinsa to‘'liq moment 3/2,
uning, z-0'qiga proeksiyasi -3 /2 bo'lgan holatga o‘tiladi:

3 3 21 1 1 {1 1
S NVOTY =1 =T ¥ RS | QUISLI f i N | Y
A2y = v - e L - Dy
1 1
= \/315 )~ 5> 11, —1).
Albatta, bu munosabatni oldindan ham yozib qo‘yish mumkin edi, ammo
biz yo'l-yo‘lakay hamma hisoblarimizni tekshirib chigish imkoniyatini boy

‘bermaslikka qaror qildik.
To'lig.spin 1/2 bo‘lgan holga o't aylik. Yuqoridagi nazariya bo'yicha

11 107 1 1

kombinatsiysga ko'taruvchi operator j; bilan ta'sir qilamiz, natija nolga teng
‘bo'lishi uchun @ + 5v/2 = O bo'lishi kerak. To'liq to‘lqin funksiyaning normasi
-birga teng bo‘lishi kerakligi shartidan quyidagini olamiz (¢ ning ishorasini
musbat deb tanladik):

%,+é>= % >|1+1 \/_l >|10)

- Pasaytiruvchi operator bilan ta’sir qﬂamxz.
1
§> Il ) _1>'

;o1 1 j1 1 211
13~ §> =7 '2‘,-§> I1,0) — \/; g0t
- Boshga holatlar yo'q, hamma topilgan holatlarning o‘zaro ortogonalligini
“tekshirib chigish giyin emas.
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§19. SU(3)-gruppasi

O‘fchamligi 3 X 3 bo'lgan unitar va unimodular matritsalar to‘plamni
SU (3) gruppasini tashkil giladi. g C SU(3) bolgan ixtiyoriy
matritsani _
g = exp (i \')

ko‘rinishda ifodalash mumkin, bu yerda a; - hagiqiy parametrlar, A*
- 3x 3 matritsalar. g ning unltarhgl g! = ¢~1 dan X\’ matritsalarning
o'ziga qo‘shma ekanligi AT = X va g ning unimodularligi det g =1
dan M matritsalarning izsizligi Tt(A\*) = 0 kelib chiqadi. Ixtiyoriy
aynimagan n X n unitar matritsa n-o‘lchamli kompleks fazoda
quyidagi kvadratik formani saglaydi:

', ¥) Zx’*’ (Uz,Uy) = (=,UUy) = (z,y) = Zryz

Ixtiyorly unitar matritsa uchun U(n) = U(l) x SU(n)
bo‘ladi, bu yerda U(1) - U(n) ning abel qismgruppasi, SU(n)
esa sodda gruppadir {(Qachon gruppa sodda yoki yarimsodda
deyiladi va bu nimaga olib keladi §22.-paragrafda tushuntirilgan).
SU(m) gruppalar kompakt gruppalardir, demak, ularning hamma
keltirilmaydigan tasavvurlari unitar bo‘lishi kerak. Demak,
hermit go‘'shma D' tasavvur bo‘yicha almashinadigan kattaliklar
teskari D~! tasavvur bo'yicha almashinishi kerak. SU(3) uchun
buni quyidagicha ifodalaymiz.  Uch komponentali kompleks
kontravariant vektor kiritaylik:

Bu kattalik SU(3) gruppasining biror keltirilmaydigan tasavvuri
U; bo'yicha almashinsin:

W =Uy,  4,j=123
Hermite qo‘shma tasavvur bo‘yicha almashinadigan kattalik
kovariant vektor sifatida qaraladi:

=U g,  47=123.
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Kiritilgan lattaliklar .SU(3) gruppasining birinchi rang tenzorlari
bo'ladi. Guppaning p-marta. kontravariant va g-marta kovariant
tenzori:
MHyige-i i i i _ j’ _ j’ —1 jl i'i’--’-i’
Viga-gg = UgUg-- - UZ (U Va0 05 Vi gy
(152)
Bir marta ko- va bir marta kontravariant aralash tenzor 'wj- berilgan

bo'lsin. U uchun ,
i i (rr—-1\7
¥ =U; (U] ¥

Agar bu ifeda i va j indekslar bo‘yicha soddalashtirilsa va 9! =
1 belgilash kiritilsa 7' = 1) bo'ladi. Ikkinchi rang aralash
tenzorini soddalashtirib rangi nolga teng bo‘lgan skalar kattalik
oldik. Huddi shunday ixtiyoriy rarng aralash tenzorini bitta ko-
va bitta kontravariant indekslari bo‘yicha soddalashtirib rangi
ikkitaga kam bo‘lgan tenzor olinadi.

Soddalashtirish masalalarida invariant tenzorlar yordam be-
radi, SU(3) gruppasida uchta invariant tenzor bor: &, 7% va
€i;k. Ularning birinchisi - Kronecker deltasi, ikkita qolgani - birlik
antisimmetrik tenzorlar. Ularning invariant ekanligini ko‘rsatish
qiyin emas: '

5 =Us (U] & = Ui (UT)] = 85

J 7
9% = GIUI Ukel™ = (det U) - €9 = %,
= ) (O (U e = det () - e =

Ohirgi ikki munosabatni olishda birinchi bobdagi 10-mashq
natijalari ishlatildi.

(152)-cpida bo'yicha alm ashinadigan tenzor keltirilmaydigan
tenzor emas, uning ikkita birt ko- va biri kontravariant indekslari
bo'vicha soddalashtirilsa rangi ikkitaga past bo‘lgan tenzor kelib
chigadi. Shuning uchun keltirilmaydigan tenzorlarni quyidagicha
tariflaylik:

1. Tenzor o'zining yuqori va quyi indekslari bo‘yicha (har biri
bo'yicha alohida) simmetriklashtirilgan bo‘lishi kerak;
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2. Ixtiyoriy ikkita biri yuqori va biri quyi indekslar bo‘yicha
sod dalashtirilganda u nolga teng bo‘lishi kerak.

Birinchi rang kontravariant tenzor v* keltirilmaydigan tasavvur
D(1,0) bo‘yicha almashinadi deyiladi, birinchi rang kovariant
tenzor ; bo'lsa keltirilmaydigan tasavvur D(0,1) bo‘yicha
almashinadi deyiladi. Shunga yarasha

¢¢3—-5v ()

ikkinchi rang keltirilmaydigan aralash tenzor bo‘lib, u keltir-
ilmaydigan D(1,1) tasavvur bo‘yicha almashinadigan tenzor
bo‘ladi. D(p, q) esa p marta kontravariant va q marta kovariant
Kkeltirilmaydigan tenzorni ifodalaydi.

Birinchi rang tenzorining o‘lchamligi 3 ga teng, ikkinchi rang
aralash tenzorning o‘lchamligi 3 x 3 = 9 ga teng, keltirilmaydigan
ikkinchi rang aralash tenzorning o'lchamligi 3 x 3 -1 = 8
ga teng (izining nolligi shartini hisobga olish kerak). Ikkinchi
rang kontravariant keltirilmaydigan tenzornmg oltita kompo-
nientasi  bor: U}, {22} {83 (12} {18} 4128} By yerdagi
{} simvollar ulaming 1ch1dag1 mdekslammg simmetriklashtiril-
ganligini bildiradi, shu sababdan ikkinchi rang kontravariant
keltirilmaydigan tenzorni ¢{¥} deb belgllash mumkm Ikkinchi
rang kovariant keltirilmaydigan tenzor esa 1(;; deb belgilanadi.
)1} tenzor D(2,0) tasavvur bo‘yicha, Y53 esa D(0,2) bo'yicha
almashinadi.

D(p, q) tasavvarning o‘lchamligini topaylik. 1, 2, 3 giymatlarai
gabul qiladigan p ta sonlardan 37 ta har-xil variantlar tuzish
rmumkin . Ularning ichida simmetrik variantlar i1...1,22...2 33...3
ko‘rinishga ega bolishi kerak. Bu kombinatsiyalarning soni vergul
belgisini necha hil yo'l bilan tanlab olishga teng, bu tanlashlarning
soni i(p + 1)(p + 2) ga teng. Huddi shunday quyi indekslar
bo'yicha ham simmetrik variantlar soni -é—(q + 1)(q + 2), ularning
ko'paytmasi (p+1)(p+2)(g +1)(g+2). Har bir yugori-quyi juftlar
bo‘yicha soddalashtlrlshda nol olinishi kerak, bunday shartlarning
soni 1p(p + 1)g(g + 1). Natijada D(p, ¢} tasavvurning o'lcharmligi
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uchun

Lo+ 1)ip +2)(d + Dla+2) —plp+ ala+ 1] =

1
=5@+Dg+1)p +9+2)
son olinadi. .

Yugorida olingan hususiy giymatlar bilan solishtirish mumkin:
D(1,0) ning o'lchamligi 3 ga teng, D(2,0) ning o‘lchamligi 6 ga
teng, D(1,1) ning o‘lchamligi 8 ga teng, D(3,0) ning o'lchamligi
10 ga teng

Keltirimaydigan tasavvurlarni ko‘paytirish (Clebsch-Gordon
qatorini topish) masalasiga kelaylik. D(1,0) va D(0,1)
larning to'g‘ri ko‘paytmasidan boshlaymiz. D(1,0) bo'yicha ¢*
almnashinadi, D(0,1) bo'yicha ;. ¥¢*t); ko'paytma ikki gismga
ajratiladi: skalar ¢*4);, u D(0,0) bo'yicha almashinadi, va izsiz
tenzor Yy, — %6}1/)"1/),5, u D(1,1) bo'yicha almashinadi. Demalk,

D(1,0) ® D(0,1) = D(0, 0) ® D(1,1).

O‘Ichamliklarini tekshiraylik: 3 x3 = 1 +8. Ohirgi yozuvda 3 belgi
orqali D(0,1) ning kompleks qo‘shma tasavvur ekanligi ifodalandi.
Odatda D(0,0) bo'yicha almashinadigan skalar singlet,
D{1,0) v D(0,1) bo‘yicha almashinadigan kattalik triplet,
D(1,1) bo'yicha almashinadigan kattalik oktuplet deyiladi.
4.38-misol. 1* va 1;; larni keltirilmaydigan qismlarga parchalang.

Tkkinchi rang tenzorini simmetrik va antisimmetrik gismlarga parchalashni
bilamiz:

ij i i gy _ Y ji bl _ Lo ji
v1=¢{1}+¢,[11, d,{J)_§(¢J+.¢,J)’ w[1]=§(¢1_wa)_

Y} simmetrik tenzor sifatida D(2,0) bo'yiche o‘zgaradi, ¢ esa D(0,1)
bo'yicha almashinadigan birinchi rang kovariant tenzoriga proporsional: 1); =
6ijk1/1[ij}. Demak,

D(1,0)® D(1,0)=D(0,1)® D(2,0), yki 3®3=3606.
;5 ga kelsak

D(0.1) ® D(0,1) = D(1,0) & D(0,2), yki 3®3=366
boladi.
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4.39-misol. ¥, ni keltirimaydigan gismlarga parchaiang.

¢, va ¥}, lar D(0,1) bo‘yicha almashinadigan birinchi rang kovariant
tenzorlar, izi nolga teng bolgan quyi indekslari ho‘yicha simmetrik va
antisimmetrik tenzorlar:

. 1 R . .
i — 5 (O +avly) = D2y

X1 1 i 1

tl

Demak,

D(1,0)® D(0,1)® D(0,1) = D(0,1)  D(0,1) D(2,0) ® D(1, 2),
yoki, 3@ 303=303 06515

4.40-xmisol. D(1,1) ® D(1, 1) ni toping. _

Birinchi D(1,1) ga mos keluvchi bazisni ¥; deb belgilaymiz, ikkinchi
D(1,1) ga mos keluvchi bazisni ¢; deb belgilaymiz, ulaming izlari nolga teng.

1. Birinchidan, ¢} va ¢} lardan singlet hosil qilish mumkin: 1,/1;915{ .Bu- singlet,
u D(0, 0) bo'yicha o'zgaradi.

2. Ikkita indeksli izi nolga teng kombinatsiyalar hosil qilish mumkin:
ig = Llgr i 1o
A vid; - 3hiviar
Bular D(1,1) bo‘yicha o‘zgaradigan ikkita oktuplet;

3. eyl kombinetsiyani (2,1, m) indekslar bo'yicha simmetriklashtirib
chigish kerak, natijada dekuplet deyiladigan I)(3, 0) tenzor hosil bo‘ladi;

4. Eijk’ll?i¢51 kombinatsi)%ani (z,1,m) indekslar boyicha simmetriklashtirib
chigish kerak, natijada D(0, 3) tenzor hosil bo'ladi, u ham dekuplet;

5. 'z/)ﬁ ;; ko‘paytmani (41, 12) va (1, J2) indekslar be‘yicha simmetriklashtirib
chigib izlarini ayirib tashlash kerak. To'liq simmetrik kombinatsiya:
X5l = Vi + Ul + 0o + el

Undan ayirilishi kerak hadlar:

. | T 1., . . . 1.
i =R (s, + ) — S8 (s + o) - 2o

5 Fi]

: 4 1 5 { 3 ., 1
X (1/)? gS_l;z + '4);\2(}5;:)— - 5612 (¢;rl é.};l + 1'[}51 ¢Z‘) +1_0'
Ma.pa shu ikkglg ifodalarping yig‘inc}isi x;‘l'; = X]ll’;;’+ xf,’;? ikkala yuqori
va ikkals quyi indekslari bo‘yicha simmetrik va ixtiyory bitta yuqori va
bitta quyi indekslari bo'yicha soddslashtirilganda nolga teng boladigan
keltirilmaydigan D)(2,2) teczorni beradi.

(885 + 5538%) "

g 1
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Olingan natjani quyidagi ko'rinishga. keltirish maqsadga muvofiqdir:
D(,1) @ D(1,1) = D(6,0) @ D(1,1) @ D(1,1)® D(3, 0) & D(0,3) ® D (2, 2).
Tenzorlarning o‘lchamliklari orqali:

808=168p80 100106 27.

Chap va o‘ng tomonlarda bir xil son turibdi - 64

Keltirilmaydigan qismlarga parchalash elementar zarrachalar
nazariyasida katta ahamiyat kasb etadi. Kvant xromodinamikasida
kvarklar uch xil rangga (algebraik rang emas, qizil, sariq
va yashil ranglar) ega bo'lib SU(3) gruppasining fundamental
tasavvurini tashkil qiladi - kvarklar D(1,0) va antikvarklar I2(0, 1)
tasavvurlarga tegishli. Mezonlar bitta kvark va bitta antikvarkdan
tashkil topgan, demak, ular 3 x 3 = 1 + 8 tasavvurga tegishli
bitta sibglet va bitta oktetdan iborat nonetni tashkil qilishi kerak.
Fizikada har bir oktet, nonet, dekuplet va h.k.lar multiplet
deyiladi. Barionlar, giperonlar uchta kvarkdan tuzilgan bo'lib ular
ham tegishli multipletlarga parchalanadi.

SU(3) gruppasining 8-ta generatori bor ( paragrafning ohirida
SU(n) gruppasi uchun generatorlarning soni hisoblangan, bu
son n? — 1 ga tengligi ko‘rsatilgan). SU(3) ning generatorlari
fundamenta.l tasavvurda odatda quyidagicha tanlab olinadi 7, =
1)\a, a = 1,2,...,8. Bu yerda A, lar Gell-Mann matritsalari
deyiladi, ularmng ko rinishi quyidagicha:

010 0 - 0 1 0 0
,)\1=k1 0 N )\2= i 00 ’ A3=(0 -10 )
000 0 0O 00 0
001 00 00 0
)\4=(0 01; A={ 00 O) )\6=<00 1];
100 100 01 0
(0 0 0 ) 1 < 100
M=100 —i ]; M=—[ 01 0 |.
07 0 v3\ oo —2)
Ko'rinib turibdiki, generatorlarning ikkitasi, A3 va Ag, bir vaqtda

diagenal korinishga ega. Bu degani §23.-paragrafda keltirilgan
Xlassifikatsiya bo‘yicha SU(3) gruppasi ikkinchi rang gruppadir.

I3

[

coo @@
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A3 va Mg generatorlarga mos keluvchi kvant sonlar saqlanuvehi
kattaliklar bo‘ladi. Elementar zarrachalar fizikasida bu sonlar
sifatida giperzaryad va izotopspinning uchinchi komponentasi
gabul qilinadi. ), larning hammasi izsiz ermit matritsalardir.
A1, A2 va Ag larga ahamiyat berilsa ular Pauli matritsalarini
o'z ichiga oladi, bu bilan SU(2) gruppasi SU(3) gruppasining
gismgruppasi ekanligi ta’kidlanmoqda. Generatorlar quyidagi
kommutatsion munosabatlarga bo‘ysunadi:

Azz. )\b . >\c

I: 2 ’ 5 ] zfabc 2 .
SU(3) gruppasining hossalarini bilish uchun yuqoridagi gener-
atorlar algebrasiga kirgan struktura doimiylari fu,. larni bilish
yetarli, bu haqgida §23.-paragrafda gapirilzan. Generatorlarning
yuqorida keltirilgan realizatsiyasi uch o‘lchamli D(1,0) tasavvurga
mos keladi, ixtiyoriy D(p, ¢) tasavvurda generatorlarning realizat-
siyasini quyldaglcha topish mumkin. Cheksiz kichik «; parametrlar
uchun U =~ 5; +iz04 (A ) deb olib (152)-formulada cheksiz kichik
almashtirishlarga o‘tamlz

rjig:--ip 1 “ A 2 1 %
Vrizr-dg = (1 + ZEaa/\a)f’ (1 + 1§C!b)\b> o (1 + 25%/\6),-; .
1 2 A

’

1 / 1 72 1 j‘l] it ihyeif
_— adAd> 1- i—ae/\e> coee (1 - i—af/\f) / } . I:
( J1 \ 2 72 2 . U2

Jq
"~ 1) + éy belgilash kiritilsa

q
WS E ' "l i E : L
1Y) N
O’/)JIJQ"‘JII '3 aﬂ[ (/\ Jl g Jl“‘J["'NI

=1

o m\

bo‘ladi. Masalan,

805 = i [ — 0 9] = 50 [0 8 - O] 8] vy

To‘gri qavslarning ichidagi matritsa aralash tenzor ¥; ning
tasawurldagl generator bo‘ladi, bu-generatorlarning olchamhgl
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9 x 9. .Boshqa tasavvarlarga mos keluvchi generatorlarni ham shu
yo'l bilan topish mumkin.

Paragrafning ohirida S'U(n) gruppasi uchun bir necha muhim
munosébatlarni keltiri b chiqaraylik .

SU(n) gruppasining generatorlari sonini topaylik. Genera-
torlar izi nolga teng ermit bo'lgan n x n matritsalardan iborat.
Kompleks n x n matritsani ng umumiy elementlari soni 2n? ga teng,
ermitlik shartlari soni 23(n?—n)+72 ga teng, izsizlik sharti 1 ta, shu
bilan, izi nolga teng ermit bo'lgan n X n mustaqil matritsalarning
soni 202 —n? — 1 =722 — 1 ga teng. Demak, SU(n) gruppasining
generatorlari n? — 1 ta bo'ladi (masalan, SU(3) gruppasida 8 ta.
generator bor). Ularni Tg,, a = 1,2, ...;n? — 1 deb belgilaylik.
Generatorlarning kornmut atori

ﬂr2,71]==ifam7}-

Bu yerda fu,. hamma indekslari bo'yicha to‘liq ravishda anti-
simmetrik tenzor - SU(n) gruppasining struktura doimiylari (Lie
gruppslari algebrasining §22.3.-paragrafdagi hossalariga qarang).
Elementar zarrachalar nazariyasida ko‘'p ishlatiladigan bir necha
formulalarni keltirib chigaraylik.

Generatorlar quyidagi shartlarga bo‘ysunadi:

1
T(T,) = 0, TY(T,Tp) = 3%
Birinchi shart - generatorlarning izsizligi sharti, ikkinchi shart -
ixtiyorly yarimsodda. gruppalari wchun Kkiritilishi mumkin (§22.3.-
paragrafdagi Cartan formasining muhokamasiga qarang). Ikkinchi
shartda 1/2 ning o‘rmiga. ixtiyoriy son olish murmnkin, ammo biz
yuqgotidagini tanlaymiz. Bu munosabatlardan ko‘rinib turibdiki
2
f;&r:='ETY(EILaTH71)~

Feynman diagramma.larida quyidagi munosabat keng go‘laniladi:
n2-1

Sy - (s - 2aet) . )

a=1

44-mashq. (153)-€formulani keltirib chiqaring.
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4.5~mashq. (153)-formuledan foydalanib quyidagi munosabatlarui
keltirib chiqaring:

n?-1

n?—1
3T LI =C(R)I, ) TTT.= (02(3) -~—cz(G)) o Zfacdfm Cy(G),
a=1 c=1

cd=l

Z_.1 2
-1
5= funTiT: —“cz(G)Ta, GR)=5— G@=n
be=1

Bu mashqda paydo bo* lgan Co(R) va Co(G) belgilar SU(n)
gruppasining kvadratik Casimir operatorlarining hususiy giymat-
lari, C2(R) - fundamental (r o‘lchamli) tasavvurga mos keladi,
Cy(G) esa biriktirilgan (n? — 1 o'lchamli) tasavvurga mos keladi.
Kva.nt xromodinamikasida Cy(R) kvarklar bilan bog' langan chunki
kvarklar fundamental tasavvurga tegishli, Co(G) esa gluonlar bilan
bog*lang;an, chunki gluonlar biriktirilgan tasavvurga tegishli.

§20. L.orentz gruppasi
§20.1. L.orentz gruppasining ta‘'rifi va umumiy hossalaxi
Minkowsky fazosida (4-0‘lchamli fazo-vaqgtda) ikkita cheksiz yaqin
hodisalar orasidagi interval quyidagicha aniglanadi:
ds? = g,,dztdz" = (dz%)? - (dz')? — (dz?)? — (dz3)2.
Bu formani invariant qoldiradigan almashtirishlar
dz# = Ardx”,  ds?=g,di'"dz" = g, datdr’ = ds® (154)

Lorentz almashtirishlari deyiladi. Lorentz almashtirishlari bir
inersial sanoq sistemasidan unga nishatan qandaydir tezlik bilan
harakat gilayotgan ikkinchi inersial sanoq sistemasiga o'tishga mos
kelar edi. Ikkita ketma-ket bajarilgan Lorentz almashtirishlari yana,
Lorentz almashtirishini beradi:

da"™ = A% dz" = AE AL da® = A% da”

formuladan ko'rinib turibdiki, K sistemadan K’ sistemaga A,
yordamid a, undan keyin esa K’ dan K" sistemaga A; yordamida
o‘tish K dan bevosita K” ga bitta Az = AjAy Lorentz almashtirishi
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yordarnida o‘tishga teng ekan. Bu degani, Lorentz almashtirishlari
gruppani tashkil giladi.
Lorentz almashtirishlari ta‘rifini ochib yozaylik:

Gu A A\ dx’ds? = g,pdx’dz?.
Bundan ko‘rinib turibdiki

GuNGAy = g (155)
Bu munosabatni matritsa ko‘rinishida yozib olish mumkin:
ATgA = g.
Bu holda
detg = —1 = det g(det A)?,
yoki,

det A = +1

ekanligini topamiz. (158)-formulada ¢ = A = 0 deb quyidagini
topish mumkin:

9o =1= gurproAyo = (A00)2 - (Alo)2 - (/\20)2 - (Aso)z- (156)
Demak,
3
(A =1+) (AP >1.
=1
Ikkita hol bo'lishi mum kin ekan:
A% > +1, A% < -1,

Determinantning ham ishorasini hisobga olsak Lorentz al-
mashtirishlarini to‘rt qismga bo'lish mumkinligini ko‘ramiz:

1LLL: A% >+1, detA=1;

&

To A% >+1, detA=-1;
JLh: A% < -1, detA=1;
L A% < -1, detA=-—1.

= o
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det A = +1 bo'lgan almashtinishlar hususiy deyiladi, A% > +1
almashtirishlar esa ortoxron deyiladi. Ro‘yxatdagi birinchi hol
hususiy ortoxron almashtirishlar deyilib ulargina qismgruppani
tashkil qiladi. Buni tushunish giyin emas - birinchidan, ikkita
determinanti manfiy matritsalarning ko‘paytmasi determinanti
musbat matritsa bo‘ladi. Ikkinchidan, A% < -1 almashtirish
vagt o‘qini teskariga yo‘naltiradigan almashtirishdir, uni ikki
marta qo‘llasak vaqt o‘qi yana o'zining boshlang'ich yo'nalishiga
qaytib keladi, ya'ni, ikkita ketma-ket bunday almashtirishning
natijasi bitta A% > +1 almashtirishga tengdir.  Yani.
LT,, L‘.L,, va LY to'plamlar qismgruppani tashkil qila olmaydi.
Bundan tashqari, birlik element LL ga kiradi. Hamma Lorentz
almashtirishlari umumiy Lorentz gruppasini tashkil giladi,
determinanti +1 gateng almashtirshlar to‘plami Ll—k[/fr hususty
Lorentz gruppasi deyiladi. §10-paragrafdagi klassifikatsiya
bo‘yicha Lorentz gruppasi psevdoortogonal SO(3, 1) gruppaga mos
keladi. Bundan keyin Lorent: gruppasining tasavvurlari hagida
gap ketganda hususiy Lorentz gruppasining tasavvurlari ko‘zda
tutiladi.
Quyidagi almashtirish matritsalarini ko'raylik:

~1000 10 0 0
0 100 0-10 0
Ar=1 9 010 e Ap=14 9 _1 ¢
0 001 00 0 -1

Birinchi matritsa ta'sirida vaqt koordinatasi o'z ishorasini

o'zgartiradi: 7% — -z0 ikkinchi almashtirish esa fazoviy

. - . . . . . 1 9
koordinatalarning ishorasini o'zgartiradi: 2! — —»' 22 —

—z?, P~ —x*
z'° -1000 x? —20
V] [ 0 100 2| | 7t
Z2 1 71V 0 010 22 ] T 22
'3 0 001 x3 3
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n

x 10 0 O z° T
2t _0-10 O 2| | —2!
z? |1 10 0 -1 O 22 | T | —2?
e 00 0 —1/\z _

Bu ikkala almashtirish ham Lorentz almashtirishlariga tegishli
chunki ular intervalning kvadratini saqlaydi. Ular uchun Ay € Lt
va Ap € LT, undan tashqari ArAp € Lﬁ. Odatda Ar matritsa
orqali ifodalangan operatsiyani T"—almashtirish, Ap matritsa orqali
ifodalangan operatsiyani esa P —almashtirish deyiladi. Ular
diskret Lorentz almashtirishlariga tegishli,

§20.2. Lorentz gruppasining generatorlari

Lorentz gruppasining generatorl arini topishdan oldin uch o‘lcharmli
fazodagi aylanishlar harm Lorentz gruppasiga kirishini ko‘rsataylik.
Quyidagi matritsa

1 0 0 O
0 cosep sing O

g12lp) = 0 —sing cosp O
0 0 0 1
x" 1 0 0 O z°
2P| _{ 0 cose sinp O ' |
2?2 | T} 0 —sing cose 0 z2 | -
" 0 0 0 1 z3
20

zcosp + x?sing
—rtsin +z?cosy
73
almashtirish bajaradi, bu almashtirish z#z,, ning bir qismi bo‘lgan
r'r" ni invariant qoldiradi, demak zz, ni ham . Demak, =z
o'ql atrofidegi aylanish Lorentz gruppasiga taalluqgli ekan. Huddi
shunday ko‘rsatish mumkinki, y va z o‘qlari atrofidagi aylanishlar
ham Lorentz gruppasiga kiradi. Ya'ni, SO(3) gruppasi Lorentz
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greppasining gqismgruppasidir. x va y o'‘qlari asrofidagi
aylanishlarga quyidagi matritsalar mos keladi:

10 0 0
(o) = 01 0 0
IBL)I=1 00 cose sing |’
0 0 —sing cose
1 0 0 0
0 cose 0 -sin
gafp) = 0 0<P 1 0 4
0 sing 0 cosy

Endi hususiy Lorent almashtirishlariga o‘tamiz. Faraz qilaylik
Lorentz almashtirishlari fagat 0-nchi va 1l-nchi o‘qlarga tegishli
bo‘lsin, bu holda (156)-formuladan

(1\00)2 - (Alo)2 =1

ga kelamiz. Bu teriglamaning (hususiy va ortoxron holga mos
keluvchi) yechimi

A% = chr, Alg=shT, —00 < T < 0.
Matritsa ko‘rinishida:
cht sh7 00
(r) = sh7 ch7 00
o) =1 0 o0 10
0 0 01
Ushbu elementga mos keluvchi generator:
0 —200
_ 4 () |l -1 000
a‘O] - l-dTgol \T/ - 0 O 0 0
=0 0 00O

(t,y) va (1, 2) tekisliklarida bajarilgan Lorentz almashtirishlariga
quyidagi matritsalar mos keladi:

ch7 0 sh7 0 ch7 00 shr
0 1 0 0 ) 010 0
9260 =\ shr caro]> 9= o 01 0
0 0 0 1 sh7 00 chr
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Ularga mos keluvchi generatorlar:

0 0 -4 0 0 00 —1
_ 0 00 0 _ 0 00O
2= 500 0> %T| 0000
0 00 0 -1 00 0
Bu matritsalar hermite matritsa emas.
gijy i,j = 1,2,3 elementlarga mos keluvchi generatorlar
quyidagicha bo‘ladi:
000 0 000 O
by = 00-20 .o | 0000
2=10¢ 0 0] "™7000 —3 |
00 0 O, 00¢ O
0 0 00
ber = 0 0 01
7100 00
0-i00

Ushbu matritsalar yuqoridagilardan qat’iy o‘larog hermitdir.

Shu bilan oltita generatorlar topildi. Rostdan ham, to‘rt
o‘lchamli fazo-vaqtdagi to‘rtta koordinat o‘glari oltita buralish
orgali almashinishi mumkin: uchta hususiy Lorentz almashtirish-
lari-+uchta z,y, z o'qlari orasidagi buralishlar.

Topilgan generatorlarning algebrasini aniglaylik. Quyidagi
belgilashlar kiritaylik:

agn = A1, apx = Ag, ags = Az, byy = By, b3y = By, big = Bi.

Bu belgilashlarda Lorentz gruppasining algebrasi quyidagicha

bo‘ladi:

[4i, Aj] = —ieijx By, [Bi, Bj| = ieyx By,  [Ai, Bj] = ieijrdhr.
(157)

Bu munosabatlarni tekshirib chiqishni o'quvchiga havola gilamiz.
A; va B; matritsal arning ta‘riflaridan ko‘rinib turibdiki

Al=-4, Bi=B.
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Ularning o‘rniga

1
L;= 5(31 + ZA,) va K;= %(Bz - ZAl)

matritsalarni kiritaylik. Ko‘rinib turibdiki ular hermitlik hossasiga
ega:
L = L, K! =K, (158)
(157)-dan quyidagilarni keltirib chigarish mumkin:
[Lz 5 LJ] = 2'67;]'[;[11;, [Li, KJ] = 0, [Ki, K]] = ’isiijk.
(159)
Demak, L; va K; generatorlaming algebrasi SU(2)SO(3) grup-
paslari generatorlari algebrasi (100)- va (105) bilan bir xil. Bundan
kelib chigadiki L? operatorining xususly qiymatlari L2 = I( +
1) va K? operatorining xususiy giymatlari K? = k(k + 1)
munosabatlarga bo'ysunadi va, shunga yarasha, Lorentz gruppasi
bo‘yichra almashinadigan kattaliklar ikkita son bilan xarakterlanadi
- (I,k). lva ksonlar 0, 1/2, 1, 3/2, ... qatorga tegishli qiymatlarni
gabul giladi.

§20.3. Lorentz va SL(2,C) gruppalari orasidagi bog‘lanish

SL(2,C) gruppasi determinanti birga teng kompleks 2 x 2
matritsalardan iborat: -

A:(:{g), det A=ad— fy=1. (160)

Kompleks 2 x 2 matritsa 4 ta kompleks son bilan aniglanadi,
bu esa & ta haqigiy son berilishi kerak degani. Determinantning
birga tengligi kompleks songa qo'yilgan ikkita shartdir, demak,
A matritsa oltita hagigly parametr bilan aniglanar ekan. A ning
teskarisini topish giyin emas:

A—lz( 9 _IB>
. _fy 8% '

2 x 2 matritsalar sohasida Pauli matritsalari bazisni tashkil
qgiladi. Ularga birlik matritsani qo‘shsak quyidagi to‘rtta matritsani
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olamiz:

10 01 0 —i 10
9=101/)92T\10)°%25{i 0 /]>9T\0 -1 )"

Shu matritsalar yordamida fazo-vaqtning z nuqtasiga mos keluvchi
b= ol — ( x°+:'l:3 xl—i:r2)
;" ot +iz? 09— o3
matritsani kiritamiz. Ko‘rinib turibdiki |
det & = (2% — (z1)? — (?)? - (%) = z,2¥ = 2.

Pauli matritsalari uchun Tt (0;0;) = 26;; bo‘lgani uchun
1
xt = §'I‘r (ouE)

ekanligi kelib chigadi.  (160)-rmatritsa yordamida quyidagicha
almashtirish bajaramiz:

0 3 1 Py
. N + -
& = AzAt = 2o, = (;7,1 N ;;,2 Q;IO _z;fs ) (161)
det A = 1shart (undan det A" = 1 ligi ham kelib chigadi) interval

kvadratining invariantligini ta’minlaydi:
det ' = det &, yoki — zz =gzt

Demak, (160)-matritsalar A € SL(2,C) yordamida bajarilgan
(161)-almashtirish Lorentz almashtirishlariga ekvivalent ekan. Bu
moslikning tasodifiy emasligini shu ham ko‘rsatadiki, Lorentz
gruppasi oltita parametrli gruppa, SL(2,C) ham oltita parametr
bilan aniqlanadigan gruppa. (154)-dagi A*, va A € SL(2,C)
matritsalar orasidagi bog‘lanishni topaylik:

detd’ = 2o, = A* 20, = AzAY = Ag, Alz?,
bundan
Ao, = Ao, Al
Demak,

A, = %Tr (c*Ac, AY).
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Bu formuladan ko'rinib turibdiki, + A va —A matritsalarga bitta
A#, mos keladi. Demak, SL(2,C) gruppasi Lerentz gruppasiga
gomomorf ravishda akslantirilar ekan.

Ixtiyoriy 2x 2 matritsani A = A*o,, desak uning unimodularlik,

ya’ni A € SL(2,C) lik sharti
det A= (A%* - A? =1
ni quyidagicha yechish mumkin:

0 0

0__ v i _ i 2 _
A -—ch2, A nsh2, n =1
Bu holda p
0 0 - -n—
A=aoch§+0' -nsh—2-=e 2, (162)

Yarim argument 6/2 ning paydo bolishini quyidagi misol
tushuntiradi:

4.41-misol. z* vektorning almashinish qoidasi (161)-bo‘yicha

& = AGA = 7 85"
dan vektor z** ning komponentalari uchun quyidagilarni olamniz:
2% = z0ch 6+ (x-n)shh, (¥ n) = (x-n)chf+ 2%shb.
Bu - Lorentz almashtirishlari, ularning fizik kitoblarda berilgan formasiga o‘tish
uchunthé = wv/c deb olish kerak.

SU(2) gruppasi ham 2 X 2 matritsalardan tuzilgan, ular
unimodularlikdan tashqari unitarlik shartiga bo'ysunishi kerak.
Demak, SU(2) gruppasi SL(2,C) gruppasining cismgruppasidir:
SU(2) c SL(2,C). Bu gismgruppaga moas keluvchi (162)-
matritsalar unitarlik shartiga bo‘ysunishi kerak: A" = A~! Bu
holda A matritsa

—— w w
A=¢€"1 =gy 0S5 +i(o -n)sin 0
ko‘rinishga ega bo‘ladi ((97)- va (98)- lar bilan solishtiring).
4.42-misol. n = (0,0, 1) vektor uchun (aylanish yo'nalishi - z -o'qi)

w o w [ cosy +ising 0 (et 0
oo COaE -+ 203 sin 5~ 0 cos % —isin % = 0 % |
Buni (101)-bilan solishtiring.
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§20.4. Relativistik spinorlar

SL(2,C) gruppasining to'rt-vektorlarga ta'siri Lorentz al-
mashtirishlariga ekvivalent ekanligini ko‘rdik.  Ikki o‘lchamli
matritsalar sifatida (160) - matritsalar ikki qatorli kompleks
vektorlarga ham ta’sir qilishi kerak. Lorentz almashtirishlarida

€% = A)®,  o,f=1,2 (163)
qoida bo‘yicha o'zgaradigan

= (%)

kattaliklar relativistik spinorlar deyiladi. (163)-formulani ochib
yozaylik:
=o' +8% = +688 ab—By=1 (164)

Spinorlar ikki o‘lchamli kompleks fazo vektorlari sifatida qaralishi
mumkin.

Ikkita & va 7 spinorlar uchun
'n? - %" = (ad — BY)(EN* - ) = — €yt (165)

bo'ladi. Bundan kelib chiqadiki é1% — ¢! kombinatsiya Lorentz-
invariant (bir hisobot sistemasidan ikkinchisiga o‘tganimizda
o‘zgarmaydigan) kombinatsiya ekan. Bunday invariantlarni

tabily ko‘rinishda yozish uchun quyidagicha antisimmetrik " metrik
tenzor" kiritiladi:

0 1
Gap = -1 0/ 9o = —9Ba-

Ushbu metrik tenzor yordamida quyi indeksli spinorlarni kiri-
tishimiz mumkin:

fa = gaﬁgﬁ, }’a’ni, 61 = 62’ 52 = _-51'
Bu holda (165)-invariant

e — ' = &'m + €% = €% = gapt®n® = —&n?
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as_ [0 —1

~=(1 ),
Demak, yana bir marta yuqoridagi &1 = —&, & = §
munosabatlarga kelamiz.

Norelativistik kvant mexanikssida p = |12 = ¢! + p*%?
kattalik elektronning zichligi bo‘lib hizrnat giladi, zichlik invariant
(skalar) kattalik bo'lishi kerak bolgani uchun norelativistik
spinorlarning almashtirish matritsasi unitarlik hossasiga ega
bo‘lishi kerak edi, shu sababdan u holda SU(2) gruppasi paydo
bo'lgan edi. Relativizmda zichlk p = [¢|? skalar emas, u 4
vektorning nolinchi komponentasi. Shuning uchun zichlikning
invariantligi sharti kiritilmaydi. Bu o'z navbatida almashtirish
matritsasining unitarligini talab qilmaslikka ekvivalentdir. Uch
o‘Ichamli spinorlar haqgida gap ketganida aylanish matritsalarining
unitarligi kovariant spinorlar uchun (136)-qoidaga olib kelgan edi:
kovariant spinor SU(2) gruppasining kompleks qo‘shma tasavvuri
bo'yicha almashinar ekan. Ya'ni, kovariant spinorning almashinish
qoidasi kontravariant spinorning kompleks qo‘shmasi bilan bir hil
edi: xa ~ (X*)"

To‘rt o‘lchamli holda esa kompleks go‘shmatasavvur bo‘yicha
almashinadigan spinor

Cl*a — A}ag*ﬂ

alohida kattalikdir, chunki A* matritsa A ga chizigli almashtirish
yo'li bilan keltirilmaydi. Bunday spinor uchun alohida bhelgilash
qabul gilingan: x° Bunday spinorlar punktirli spinoriaer
deyiladi. Almashtirish qoidasini to‘gri yozish uchun A*
matritsaning indekslarini ham punktirli gilib olamiz:

Xd _ Agd B, X!i = a*Xi + 8" /2, XIQ — -,Y*Xi +6*X2' (166)

Albatta, 1 indeks spinning z - o‘qiga proeksiyasi +~1/2 ga mos
keladi, 2 indeks esa spinning z - o qiga proeksiyasi -1/2 ga mos
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keladi. Punktirli spinorlar bilan ishlash uchun punktirli indeksli
metrik tenzor kiritiladi:

- . 0 1  — .
a6 =\ —1 0 ) 9ap T " 9pa

Bu metrik tenzor punktirsiz metrik tenzordek indekslarni tushur-
ishi va ikkita punktirli yuqori indekslar bo'yicha soddalashtirishi
murakin. Agar g*@ 9p, = 05 formula orqali punktirli kontravariant
metrik tenzor kiritilsa u yordarmida kovariant punktirli indekslarni
ko‘tarish va soddalashtirish mumkin. Kontravariant metrik tenzor

uchun: 0 1
af _ -
#=(17%)

Shu joyda (159)-formulalar va ulardan kelib chiqgan hulosalarni
eslash o'rinlidir. U yerda ma’'lum bo‘lgan ediki, Lorentz
gruppasiga bo'ysunadigan kattaliklar ikkita mustaqil sonlar (k,1)
bilan aniglanadi, ikkala songa tegishli kattaliklar o‘zaro kompleks
go'shma tasavvurlar bo'yicha almashinadi. Shu indekslarning
birini oddiy spinor indeks bilan bog'laymiz, ikkinchisini esa
punktirli spinorlar bilan bog'laymiz. Masalan, (1/2,0) tasavvurga
@ spinar, (0,1/2) tasavvurga esa x? spinor mos keladi. (1/2,1/2)
tasavvurga x*? aralash spinor mos keladi. (k,1) tasavvurga esa

40102"'Qkﬁlﬂ2"‘ﬁl

spinor mos keladi. Uning komponentalarining soni (2k + 1)(2] + 1)
ga teng.

Punktirli va punktirsiz indekslar bo‘yicha soddalashtirishning
ma'nosi yo'q, hosil bo‘lgan kattalik invariant xarakterga ega
bo‘lmaydi. Soddalashtirish faqat punktirsiz indekslarning ichida
alohida va punktirli indekslarning ichida alohida bajarilishi kerak.
Indekslar bo‘yicha soddalashtiruvchi metrik tenzorlar g,5 va 9sp
antisinmetrik bo‘lgani uchun har bir gruppa indekslar bo'‘yicha
simmetrik spinor keltirilmaydigan tasavvurni amalga oshiradi.
ajap - -+ ap larning ichida simmeyrik kqmbinatsiyalarning soni (k+
1) ga teng, huddi shunday, (18-, larning ichida simmetrik
kombiratsiyalarning soni (I+1) ga teng. Demak, (k, 1) spinor ikkala
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xilga ham tegishli indekslari bo‘yicha simmetrik bo'lsa u amalga
oshirayotgan keltirilmaydigan tasavvurning o'lchamligi (k+1)(I+1)
ga teng. Mana shu keltirilmaydigan (k+1)(I+1) o‘lchamli tasavvur
matritsasini D*Y deb belgilaylik. Undan tashqari D*.0) = Dk va
DO = D'* deb belgilaymiz.
' Ikklta (k1,11) va (K, l2) indeksli spinorlarning ko‘paytmasi (k;+
ks, 11+ 1) indeksli spinorni beradi. Masalan, {g’«/ﬂ" = <pg"’” bo‘ladi.
Ikkita indeks bo‘yicha soddalashtirish natijasida rangi ikkitaga kam
spinor hosil bo‘ladi. Masalan, galaséo‘éazu"’ = 532, g"‘ﬂ(m_(j
skalar va h.k. Albatta, soddalashtirilayotgan indekslar bo ylcha
spinor simmetrik bo' lmashgl kerak, aks holda nolni olamiz.

Ikkala xil indekslari bo‘yicha simmetrik spinorga misol sifatida
birinchi rang spinorlarining ko‘paytmasini olish mumkin:

'fal‘faz e 'fakgﬁlé.ﬂﬂ e ‘S .

(161) -formula bo'yicha to' rt vektor z* ni ikkinchi rang aralash
spinori sifatida ko‘rish kerak: &' = AZAT formulani indekslar bilan
yozsak )

Jaf _ panvs 418
£ = ATE A
bo'ladi. Bundan kelib chigadiki Pauli matritsalarini spinor

hisobning elementlari sifatida garaganda ularni (¢,)* ko‘rinishda
olish kerak.

§20.5. Lorentz gruppasining tasavvurlari
Tasavvur ta’sir giladigan fazoning bazisini tashkil qiluvchi
funksiyalar sifatida quyidagi monomlar olinadi:

J1+<7§.71 jatp, J2—p
1/2 12y 2

VUL +00NG = oG+ 612 — #)
buyerda —j; <o <ji, —j2 < p < jo. Fazoning o'lchamligi (25, +
1)(2j2 + 1) ga teng. Tasavvur matritsasi DU192)(A) quyidagicha
aniqlanadi:

frlf)(jl, ]2) =

£ = (D92 P71, 52)

A
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DULI2)( A) matritsa A matritsa orqali aniqlanadi. Bu formulaning
o‘ng tomonida (164)- va (166)-formulalar ishlatiladi, keyin (4£)1+<
ga o'xshagan darajalar ochiladi va f» polinom qayta yigilib
DU172)( A) matritsa topiladi. Bu ishda to‘xtalib o'tirmay DU72)(A))
matritsaning asosiy hossalarini qayd qilib ketaylik.

o1, 32) va  foP(ki,kz) funksiyalar keltirilmaydigan
tasavvurlarni amalga oshiradi, f?(j;,42) f7P(k1, ko) ko‘paytma
ham Lorentz gruppasining gqandaydir tasavvurini amalga
oshiradi, ammo bu tasavvur keltirilmaydigan tasavvurlarning
to'g'ri ko'paytmasiga bo'lib keltiriladigan tasavvurga mos
keladi.  Keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g'ri ko‘paytmasi
keltirilmaydigan tasavvurlar bo‘yicha qatorga yoyiladi:

DULkL) & DU2.k2) — Z DUk),
®

bu yerda j = |1 ~ jol, |F1 —Jol +1,. -, j1 + 2 va k = |k1 — ks, [ky —
ko] + 1, ..., k1 + ko giymatlarni qabul giladi. Hususan

DUIJZ)( A) = D(jlro)( A® D(O.J'z)( A)
bo‘ladi. Undan tashqari |
DOI(A) = DU (4%
bo‘ladi. Bundan kelib chiqadiki
D(h,jz)(A) = ('D(jmjl)(A))* )
DULR2)( A) matritsalar unitar tasaavurni tashkil qilmaydi. (IV.2)-
teorema faqat chekli va kompakt gruppalarga tegishli, Lorentz
gruppasi nokompakt gruppa bo‘lib uning cheklangan tasavvurlari
unitar bo‘lmaydi.

Agar 271 va 2j larning juftligi bir hil bo‘lsa bunday tasavvur
bir qiymatli, yoki, tenzor tasavvur deyiladi, har xil bo‘lsa ikki
qiymatli, yoki, spinor tasavvur deyiladi. Masalan, (0, 0) tasavvurga
skalar mos keladi, (1/2,1/2) tasavvurga vektor mos keladi. Izi

nolga teng iikinchi rang simmetrik tenzorga (1,1) tasavvur mos
keladi. Ikkinchi rang antisimmetrik tenzorga (1,0) yoki (0, 1)
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tasavvurlar mos keladi. Punktirsiz spinor D20 tagsavvurni
amalga oshiradi, punktirli spinor esa DOV tasavvurni. Dirac
bispinoriga ikkita keltirilmaydigan tasavvurlarning to‘g'ri yig'indisi
mos keladi: DG/20 g DOV,

§21. Poincare gruppasi
§21.1. Poincare gruppasining algebrasi

Relativistik kvant fizikasida quyidagi ko‘rinishdagi birjinslimas
Lorentz almashtirishlari muhim rol o‘ynaydi:

™ = Abz” + o (167)
Bu yerda AY - Lorentz almashtirishlari matritsasi, a* - to‘rt
o‘lchamli Minkowsky fazosidagi o‘zgarmas vektor. Bunday bir-
jinslimas Lorentz almashtirishlari hosil qilgan gruppani Poincare
gruppast ham deyiladi. Matematik nuqtai nazardan bu - to‘rt
o‘lchamli fazoda koordinat o‘qlarini ma’lum bir burchakka burash
va a* vektorga ko‘chirishga teng?.

Poincare gruppasining elementini (167)-formuladan kelib chiqib
(a,A) deb belgilash mumkin. (167)-formulani ikki-marta go‘llab
Poincare gruppasidagi kompozitsiya. qonunini keltirib chiqarish
mumbkin:

(al, A])((Izt Az) = (a1 + Ajas, /\11\2).
Bu ko'paytirish goidasi quyidagicha besh o‘lchamli matritsa kiritish
yo'li bilan ham aniqlanishi mumkin:
Aa
(a, A) = ( 01 )
QOlingan tasavvur Poincare gruppasining chekli ofichamli unitarimas
tasavvuridir.

Poincare gruppasi uchun kompozitsiya qonunining hususiy xoli:
(a,1)(0,A) = (a, A).

Kvant mexanikasida impuls quyidagicha tariflanadi:

Pt =iR0* & P = ind" = z'h—cgt-, P = —ihV

?Bunday ta‘rif passiv qarashga taallugli, ektiv qarash'to‘yiche koordinat o‘glari o'z joyida qoladi, fizik
sistema (jism) ko*chiriladi.
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Bu ta‘rifdan foydalanib fazodagi siljish operatorini kiritish mumkin:
exp (iP,a* /R) f(z) = exp (—a8 — a- V) f(z) = f(z — a).

Impulsning koordinata z# = {z©, z!, 72, 2%} bilan kommutatori

[z#, P"] = —ihg"* (168)
ekanligini keltirib chiqarish giyin emas. Oydinki
[PH, P"]=0. (169)

Puancare gruppasiga to‘rtta siljish operatoridan tashqari oltita
buralish operatorlari ham kiradi, klassik kanonik formalizm
va aynigsa kvant mexanikasidan ma’lumki buralish operatorlari
sifatida impuls momenti komponentalarini ishlatish kerak. Rela-
tivistik impuls momenti operatorini kiritaylik:

MW =zbP’ — 2 PF, MW = -M".

Uning oltita mustaqil komponentalari bor, ular to‘rt o‘lchamli
fazodagi oltita aylanishlarni ifodalaydi. (168)-dan foydalanib
tekshirish giyin emaski

[MH, t' = [z#P¥ — 2" P*, x| =
= gH[P?, ’\] — z[P*, 2| = ih(g"'z* — ¢z’ (1 70)
va
[M*, P)| = [g#P" — 2"P¥, P)| = ih(g"™ P* — g"*P*) (171)

bo'ladi. Huddi shu yo'sinda quyidagi kommutatorni ham tekshirib
chigish mumkin:

[M™, MP) = [M™, 2#P” — 2°P?] =

= [M™, 2P + 2f|M™, P°] — [M, 2| PP — 2°|M*, P?] =

=ik [g"pM“" — g M” + g M* — g M)



Bu natijani keltirib chigarishda quyidagi formuladan foydalandik:
|[A, BC]) = ABC - BCA =
= ABC - BAC + BAC — BCA = [A,B|C + B[A, C].

(169), (171) va (172)-nchi formulalar Potncare gruppasining
algebrasini tashkil etadi. Bu algebra yuqorida kiritilgan o‘nta
generatorlarga asoslangan: to'rtta P, va oltita M,

Buralish operatorlari M* larni ikki gismga bo'lib ularni
yangicha belgilaylik:

A{Oi _ N'i, M12 — M3’ M23 — ]\4’17 M31 — MQ.
o‘zining kiritilishi bo‘yicha N' operatorlar (0, ¢) tekislikdagi
buralish sifatida Lorentz almashtirishlariga mos keladi, MY
operatorlar esa (i,7) tekisligidagi buralishga mos keladi. Masalan,
M = M3 operatori (z,y) tekisligida, boshqa so‘z bilan aytganda
z o‘qi atrofida biron burchakka aylanishga mos keladi.

4.6-mashq. (172) - munosabatlardan quyidagilarni keltirib chigaring:
[N', N7 = —ig* M*,  [M?, M7) =ieP M*, [N, M7 = icW*N*. (173)

4.43-misol. Yuqoridagi munosabatlarning ohirgisini keltirib chiqarishni
ko'rsataylik: '

[N, M) = %ei“[MO", MM =
= %e"” (g* MY + ¢! M) = _%Eﬂ N4 %gﬂei NE = etk k.
Agar yangi
J= %(M +iN), K= %(M — iN)
generatorlar kiritsak (:173)—formulalar
%, J;) = z'giijk,‘ [J, Kj] =0, (K, K = e K,

ko‘rinishga keltiriladi. (159)-formuialarga yana keldik, u
yerdagi Lorentz gruppasiga tegishli hulosalarni yana gaytarishimiz
mumkin.
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§21.2. Poincare gruppasining tasavvurlari

Poincare gruppasining tasavvurlari quyidagicha klassifikatsiya
gilinadi. M? ning o‘zidan biror aniq fizik ma'noga ega bo‘lgan
kattalik kelib chigmaydi. To‘rt-vektor(psevdo) kiritamiz:

1
Wy = € awp P MM,

Bu yerda €y, - to‘lig antisimmetrik psevdotenzor: o123 = 1, juft
almashtirishlar natijasida yana birga teng, toq almashtirishlardan
keyin -1 ga teng, indekslarning biror ikkitasi bir-biriga teng bo‘lsa
nolga teng. Oydinki w,P* = 0.

4.7-mashq. Quyidagilarni isbot qiling:

[wln Pv] =0, [‘M/\/n wu] = i(g;w'u’,\ - g,\vwﬂ)i [w;n u"v] = ispw\aw'\Pa-

Poincare algebrasining ikkita Casimir operatori bor: P2 = PZ —
P2 va w?. Bu ikkala kattalikning P, bilan kommutativligini
tekshirish giyin emas, ularning M, bilan kommutativligi ularning
skalarligidan kelib chiqadi (chunki M), - aylanish operatori).

w? ni hisoblashga o‘taylik. Buning uchun birlik antisimmetrik
tenzorning quyidagi hossasi kerak bo‘ladi ([16], §6):
€Y e oy = 5;’6;,\5,? +89828Y 4 8V8287 — 6,‘;5;,\51 — 5:5?5,‘: — 5,76,?5;‘,.

TY7Yp T p

4.8-mashq. Yuqoridagi formuladan foydalanib
w? = %MWM“"P,,P" — PP, M, M™

ckanligini ko'rsating.
4.9-mashq. P? va w? larning hamma P¥ lar va M* lar bilan
kommutatorlari nolga. teng ekanligini ko‘rsating.

Yuqorida topilgan ikkita Casimir operatorlari Poincare grup-
pasining tasavvurlarini klassifikatsiya qilishda ishlatiladi. Casimit
operatorlari gruppa algebrasining hamma tashkil giluvchilari bilan
kommutativ ekan ixtiyoriy keltirilmaydigan tasavvur matritsalari
bilan ham kommutativ bo‘ladi. Bu holda Schur lemmasi bo‘yicha
ular birlik matritsaga karrali bo‘lishi kerak. Fizik o‘lchamlik
nuqtai nazaridan P? = m? deb olish kerak, bu yerda m - massa
birligiga ega konstanta. w? ning hususiy qiymatini topish uchun
uning skalarligidan foydalanib uni P = 0 sistemasida hisoblaymiz
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(Lorentz invariant kattalikni ixtiyoriy sistemada hisoblash murnkin,
uning kattaligi hamma sistemalarda bir xildir). Bu holda
w? = %PzMijMij = m’M?

bo‘ladi. Zarracha qo‘zg'olmay turgan sistemada M - uning hususiy
morenti, ya'ni, spinidir. Demak, M? = j(j + 1), bu yerda j -
zarrachaning spinining son qiymati: j =0,1/2, 1, 3/2, 2, ...

Shu bilan muhim hulosaga keldik: Poincare gruppssining ikkita,
invarianti bor ekan, ular - massaning kvadrati va spinning kvadrati:

PP=m?  w’=m?(+1).

Casimir operatorining kelib chigishidan m? ning ishorasini aniglab
bo‘lmaydi, ammo biz elementar zarrachalar uchun m? > 0 deb
olamiz.  Elementar zarrachalarga ta‘rif berish mumkin bo‘lib
chiqayapti - elementar zarracha Poincare gruppasining ma'lum bir
massali va spinli keltirilmaydigan tasavvurini tashkil qilishi kerak.
Spini nol va butun bo'lgan j = 0, 1, 2,... zarrachalar bozonlar
deyiladi, spini yarim butun bo‘lgan j = 1/2, 3/2, ... zarrachalar
esa fermionlar deyiladi.

P? > 0 bo‘lgani uchun P, ning ishorasi ham ahamiyat topadi,
uni € = Fy/|Py| deb belgilaylik. Natijada quyidagi manzaraga
kelamiz:

1. P2=m? >0, e =+l (yani Py > 0). Bu - massasi m bo‘'lgan
haqiqiy zarrachalarga mos keladi..

2. P2 = m? >0, e = —1 (ya’ni Py < 0). Oldingi punktdagi
tasavvurga kompleks qo‘shma tasavvur.

3. P2 = (0, ¢ = +1. Massasi nolga teng bolgan zarrachalarga
mos keladi. Masalan, fotonga.

4. P2 = 0, ¢ = —1. Avvalgi tasavvurga kompleks go‘shma
tasavvur.

5. P? = 0, P, = 0. Bu tasavvur vakuumga to‘g'ri keladi deb
hisoblanadi.
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204-betdagi Lorentz gruppasining klassifikatsiyasini Poincare
gruppasiga bevosita ko‘chiriladi. Ya’ni, Poincare gruppasi ham
to‘rtta parchaga bo‘linadi: PI, PI, Pi, P!. Bu parchalarning
talgini 204-betdagi talginga mos - biror element PI ga tegishli
deyiladi qachonki unga mos keluvchi A € Ax_ bo'isa, va h.k.

§22. Lie gruppalarining wmumiy hossalari
§22.1. ta‘rif

Shu paytgacha bir necha konkret uzliksiz gruppalarni ko‘rib
chigdik. U(1) va unga izomorf bo'lgan SO(2) va Cx lar
bitta parametr ¢ ga bog'liq edi, u ham burchak bo‘lib 0 <
¢ < 27 sohada uzliksiz o'zgarar edi. Mana shu (0, 27) soha
U(1) gruppasining gruppaviy fazosini tashkil etadi. (0, 27) soha
kompakt soha, shunga yarasha gruppa ham kompakt gruppa
deyiladi. Uch o‘lchamli fazoda. aylanishlar gruppasi SO(3) uchta
parametrga bog'liq - Euler burchaklariorqali ifodalanganda ular
0 < <2m0 <y <27 0 < 8 < 7 to'plamni tashkil
giladi. Bu ham kompaki to‘plam, shunga yarasha SO(3) (va
unga gomomorf akslantiriladigan SU(2)) kompakt gruppa deyiladi.
SL(2, C) gruppasining gruppaviy fazosi uzliksiz —0o < 7 < o0
to‘plam bo'lib nokompakt to‘plamni tashkil qgiladi, shunga yar asha
gruppa nokompakt deyiladi.

Umuman olganda har bir uzliksiz gruppaning gruppaviy fazosi
qandaydir r o'lchamli fazoni tashkil qiladi. Bu fazoning elementlari
gruppaviy aksiomalarga bo‘ysunishi kerak, ya’ni, G to‘plamning
ixtiyoriy ikki @ va b elementlariga uning uchinchi elementi ¢ mos
qo'‘yilgan bo'lishi kerak: ¢ = ¢(a,b). Bu - a va b elementlarning
gruppaviy ko‘paytmasi, agar b element berilgan bo'lib a elernent
o'zgarsa ko'paytma ham o‘zgaradi. Uzliksiz deganda shuni ko‘zda,
tutamizki, a element cheksiz kam o‘zgarsa ¢ = ¢(a,b) ham
cheksiz kam o‘garadi. G to'plam odatda manifold strukturasiga
ega deb olinadi, ya'ni, uning har bir nuqtasining atrofi r-o‘lchamli
evklid fazosining hossalariga ega bo'ladi.  Shu sababdan uni
G, deb belgilaylik. Bu degani, GG, ning har bir nuqtasining
atrofi uzliksiz va o‘zaro bir qiymatli ravishda r-o'lchamli evklid
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fazosining biron bir nuqtasining atrofiga akslantirilishi mumkin.
Ya'ni, G, da r olchamli koordinatalar sistemasi kiritilgan deb
qaraladi. Bu koordinatalar sistemasi uch marta differensiallanuvchi
deb qaraladi, Lie gruppalarining nazariyasi uchun shu yetarlidir.
Ammo ko‘rsatish mumkinki, haqiqatda bu sistema analitik
bo‘ladi. Gruppaning birlik elementiga koordinata boshi to'g'ri
keladi. Quyida ko‘p uchraydigan a = (a?, @?, ..., a") belgilashda
gruppaning elementi a € G ning shu r o' Ichamli differensiallanuvchi
koordinat sistemasidagi ifodasi ko‘zda tutiladi.  Gruppaviy
operatsiya natijasida xosil bo‘lgan almashtirish (¢ funksiya) lar
ham differensiallanuvchi va hatto analitik ekanligini ko‘rsatish
mumkin ([12], 7-bob).

Kiritilishi bo'yicha G, ning har bir elementi a r komponentali
kattalik: a = (a% @’ .., a"). Shu sababdan gruppamiz r
parametrik gruppa ham deyiladi.  Masalan, yugoridagi
uch o‘lchamli fazodagi aylanish gruppasining elementlari uch
komponentali kattaliklar edi: g = (9., gy, g2), shunga yarasha
uch o‘lchamli fazodagi aylanishlar gruppasi uch parametrli gruppa
bo'ladi.

§22.2. Struktura konstantalari

Yuqorida ta'riflangan gruppaviy ko‘paytmani yana bir marta
yozaylik: i

¢ =¢'(a,b)=¢a, d% ..,a", b %0, i=1,..., "
(174)
ta'rif bo'yicha birlik elementga koordinat boshi mos keladi, demak:

a=ya e e ad =¢a0), b= ole.b) & & =p(0,b)

a ni kichik deb qara;b bu formulalarning birinchisini qatorga
yoyamiz:

_ ‘ B 1 520
at = ¢*(0,0) + & + Zatat 2P

2 Oakoal

D¢
Oa*

a=0 a=0
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Hulosa.:

. 8¢'(a,0) . 9,0 | |
i — = & = > 2.
¢ (0.0 =0 —5% % Bakdal-.-oap| 7=
a=0 a=0
(175)
Huddi shunday ish tutib quyidagini ham olish mumkin:
8p*(0,b) - ™0, b)
o = ¢ —| =0 > 2.
B b POY .- ob =
b=0 b=0 .
‘ (176)
Teskari elementning mavjudligidan quyidagini olamiz:
p(a™,a) = p'(a,a™!) =0, 1=12,..,1 (177)
Gruppaning assotsiativlik hossasi quyidagini beradi:
p(a, p(b, ¢)) = p(p(a,b),c). (178)

Agar mana shu funksional munosabatlarni hal qilsak gruppaning
harmma hossalarini o‘z ichiga olgan ¢ funksiyani topgan bo'lar
edik. Ammo bu giyin masala. Sophus Liening ixtorosi
shundan iborat bo‘lganki u ixtiyoriy chekli a, b va ¢ lar uchun
o'rinli bo‘lgan funksional munosabatlarning o‘rniga gruppaviy
to‘plamning koordinat boshi atrofidagi differensial munosabatlarni
o‘rganish yetarli ekanini isbot qilgan. Biz ham shu yo‘ldan ketamiz.

(175)- va (176)-larga kirgan quyidagi formulalarni alohida yozibb
olaylik:

899%0'70) _ a‘Pz(O, b) — (51'.
Bak I

Bu munosabatlardan kelib chiqadiki, (174)- munosabat birlik
-element e atrofida yechimga ega.

(174)-formulada a va b elementlarni kichik deb (boshgacha so‘z
bilan aytganda, ularni birlik element e atrofida yotibdi deb garab)
va (175)- hamda (176)-larni hisobga. olib quyidagi yoyilmani olish
munkin:

a==0

¢ = p'(a,b) = a® +b' + gt abF + hiadakb! +piyalbfbt 4+ - (179
ik gkl 7kl
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Yuqorid a aytilgan edi koordinatlarni uch marta differensiallanuvchi
deb qarash yetarli, ohirgi formula shunga mos keladi Keyingi
hamma mulohazalarimizda ham (179)-yoyilmaning yugori hadlari
kerak bo‘lmaydi.

(179)-yoyilmani assotsiativlik sharti (178)-ga qo‘llaymiz. (178)-
ning o‘'ng tomoni:

#'(p(a,b),¢) = p'(a,b)+ ¢ + gu®(a, b +Rji?(a, b)p* (a, )+
+p' i’ (@, b)fe'= at+ b+ +g afb g af g bR yataFbls
+pijk,ajbkbl+gik,gkmnamb"cl-i—hiklm(ak+bk)(a’+b’)c’“+piklm(ak+bk)clc’”
(178)-ning chap tomoni uchun ham wuchinchi tartibli hadlar
anigligida yoyilma yozisa va yuqoridagi ifoda bilan solishtirilsa

quyidagilar topiladi:
a) chap va o‘ng tomondagi birinchi tartibli hadlar aynan bir
xil:
E+b+d =at+ b+
b) chap va o‘ng tomondagi ikkinchi tartibli hadlar aynan bir
xil:
kbl

Gt + ghiaPd + gubid = ghafh' + gt + gibhe,

¢) uchinchi tartibli hadlar ikki gismga. bo'linadi: «, b, ¢ larning
ixtiyoriy biri ikki marta uchraydigan hadlar ham aynan bir xil,
abc hadning oldidagi koeffisientlar esa quyidagi munosabatga olib
keladi:

;K ik i ; i ;
g;\:lgmn = Gnk9nl = Pmal + p:'nln - h’m'n.I - h:unl' (180)

Quyidagicha kattalik kiritaylik:
Cj'k :g;'k - Qij = —'Cij‘ (181)

Kommutativ gruppa uchun albatta g}, = gj,, shunga yarasha

bunday gruppalar uchun ¢}, = 0.

4.10-mmashq. (180)-formulani (I,m, n) indekslarning o'rnini har xii yo'l
bilan almashtirib yana besh marta yozib chiqing. Indekslar juft tartibda
o‘zgartirilgan uchta formulani musbat ishora bilan, toq tartibda o'zgartirilgan
uchta formulani manfiy ishora bilan olinsa natijaviy formulada Ky va piy, lar
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ishtirok etmaydi. (181)-ta‘rifdan foydalanib faqat g}, larning ko‘paytmalari
ishtirok etgan qolgan hadlar
CimCht 4 CimCk + kel =0 (182)

ko'rinishga keltirilishini ko'rsating. ]
4.11-mashgq. Teskari elementni a~! uchun ¢'(a,a™!) = 0 bo‘lishidan

(e = —d' + g;‘-kaja" e

ekanligini ko'rsating.
4.12-mashq. g = ab(ba)™! kattalik Lie gruppasida kommutator
deyiladi. Yugoridagi mashqdan foydalanib

o' ((ba)?) = - — a' + g}t (P8 + b +a7af) + -
ekenligini ko'rsating. Bundan foyydalanib
¢ = c;kajb" + yugqori tartibli hadlar. (183)
ekanligini isbot giling.
4.13-mashq. ¢ = 1 bo'lgannda ab = ba ekanligini ko'rsating. Ya’ni, biror-

bir Lie gruppasida hamma elementlarning kommutatorlari birga teng bo'lsa bu
gruppa kommutativ (abel) grup pa bo‘ladi.

(181)- ta‘rif orqali kiritilgan ¢}, kattaliklar Lie gruppasining
struktura doimiylari deyiladi. Ular o'zining quyi indekslari
bo‘yicha antisimmetrik tenzorlardir. O‘zinig ta'rifi bo‘yicha ular
sonlardit (gruppa elementlarining funksiyasi emas ma’nosida),
ammo gruppaviy fazodagi koordinat almashtirishlariga nisbatan
ular bir marta kontravariant, ikki marta kovariant uchinchi rang
tenzorini tashkil qiladi.  (182)-munosabat Jacobi ayniyati
deyiladi.

S.Lie isbot qilgani bo‘yicha struktura konstantalari berilgan
bo'lsa wzliksiz gruppani tiklab chigishimiz mumkin, ya’ni, berilgan
¢, lar bo'yicha (e, b) funksiya to'liq ravishda topiladi.

§22.3. Lie gruppasining algebrasi. Generatoriar
Algebra

Quyidagicha tuzilgan r-o‘lchamli vektor fazo R" berilgan bo'lsin:

1) U hagiqly yoki kompleks sonlar maydoni K ustida
aniglangan bo'lsin;
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2) Undagi vektorlar uchun quyidagicha kommutator deyi-
ladigan kompozitsiya gonuni aniglangan bo'lsin: ixtyorty ¢ € &’
va b € R™ vektorlarning kommutatori yana shu fazodagi vektorni
beradi - ¢ = [a,b], ce R".

3) Kommutatorlar quyidagi qmdalarga bo' ysunsin:

[aa +d'd, ] = ala,b] + o/[d,b], o, & € K; (184)
[a, ] = —[b, aj; (185)
[a, [}, c]] + (6, [c,a]] + [, [a,b] =0. (L8)

Shunday tuzilgan vektor fazo R” K maydon ustida aniqlangan Lie
algebrast deyiladi. Agar K to‘plam haqigiy sonlardan iborat
bo‘lsa mos keluvchi algebra hagigiy Lie algebrasi deyiladi,
agar K to'plam kompleks sonlar to'plami bo'lsa mos keluvchi fazo
kompleks Lie algebrasi deyiladi. Lie gruppasining algebrasi
hamma. vagt haqigiydir ([12], 10-bobga qarang) , shuning uchun
bundan keyin Lie gruppasining algebrasi hagida gapirilzanda uni
oddiygina qilib Lie algebrasi deb ketaveramiz.

Kommutator bo‘ysunishi kerak bo'lgan birinchi ikki ¢oida
chizigli bo‘lgani uchun kommutator operatsiyasini koordinat
formada quyidagicha _yozib olish mumkin:

' = [, b = c3atY.
Paydo bo‘lgan cj} sonlar Lie algebrasining struktura doimiylari
deyiladi.  Kommutatorlarning (185)- va (186)- goidalaridan
quyidagilar kelib chigadi:
ki = —Cif> ChiCm + Gichm +Craichy = 0.

Bular Lie gruppasining struktura doimiylari boysunishi kerak
bo'lgan (181)- va (182)- formulalarning o'zidir. Bu tasodif emas,
biz hozir ko‘rsatamizki, Lie gruppasining va Lie algebrasining
struktura doimiylari bir-biriga teng.

Lie gruppasi G berilgan bo'lsin. Unda differensiallanuvchi
koordinatalar kiritilgan bo‘lgani uchun ixtiyoriy differensiallanu-

vchi egri chiziq {d*(t),7 = 1,23, ..,7} uchun urinma vektor
maydon
. dat )
X~=-(%f_o, i=1,23,..,r (187)

226



kiritish mumkin. a(t) € G, t > O— biron-bir parametr. ¢ = 0
nugta G dagi koordina.t boshiga mos kelsin, ya’ni, a(0) = e. Shunga
mos kelib {X*, ¢ = 1,2,3,...,7} vektorlar G ning birlik elementi
atrofida kiritilgan urimma vektorlar fazosini hosil qiladi. Bundan
keyin X* vektorlar to‘plami shunday kiritilganki, ular urinma
fazodagi ba'zisni tash kil giladi deb qaraymiz. Bu fazoda ixtiyoriy
X vaY elementlarning kommutatorini yuqoridagicha kiritamiz:
= [X,Y], ya'ni, urinmalar fazosini Lie algebrasiga aylantiramiz.
Ikkita egri chiziq «(t) va b(t) berilgan bo‘lsin, ularga koordinat
boshidagi urinmalarni X va Y deb belgilaymiz. Koordinatalar
boshi atrofida

a(t)= a(0)+ Xt + - =Xt+---,
' ' _ ‘ (188)
()= 60)+Y4+ - - =Yt+---.
a(t) va b(t) larning kommutatorini kiritaylik (12-mashqqa qarang):

g(t) = a(t)b(t)a™ ()b~ (¢)-
12-mashqga binoan koordinatalar boshi atrofida
¢'(t) = c,a*(t)b'(t) + yuqori hadlar = ¢, X*Y'* + yuqori hadlar.

Ikkinchi tomondan (183)-formulani hisobga olsak
=[X,Y} =Xty = lmq ( ) = ¢, Xkyl. (189)

Demak, Lie gruppasining va Lie a.lgebrasmmg struktura doimiylari
bir-biriga tengdir: . '
Gi = Cia

Har bir Lie algebrasiga gandaydir (lokal, koordinat boshi atrofida
aniglangan) Lie gruppasi mos keladi. Bitta Lie algebrasiga bir
necha global gruppalar mos kelishi mumkin, ular izomorf bo‘lishi
shart emas. Bunga §12.-paragrafda ko‘rilgan SO(3) va unga
gomomorf bo‘lgan .SU(2) gruppalarining algebralari misol bo‘ladi.
S0O(3,1) Lorentz gruppasi va unga gomomorf akslantiriladigan
SL(2,C) gruppasining algebralari ham bir xil edi - §20.-paragrafni
qarang.
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Odatda Lie gruppasiga mos keluvchi algebra hagida gap
ketayotganida uni belgilash uchun o‘sha gruppa uchun ishlatilgan
xarflarning kichiklari ishlatiladi. Masalan, SU(n) gruppasining
algebrasini su(n) deb, SL(n, C) gruppasining algebrasini sl(n, C)
deb belgilanadi va h.k. ‘

Lie algebrasini tashkil qilgan 7- o‘lchamli urinma vektorlar fa-
zosi koordinat boshida kiritilgan edi, bu bilan shu urinma vektorlar
fazosi gruppaning birlik elementiga bog‘lanib qolgan bo‘lmaydi. Lie
gruppasida bir koordinat sistemasidan ikkinchisiga o‘tish mumkin.
Almashtirish formulalari analitik funksiyalar bo‘lishini isbot gilish
mumkin. Mana shu almashtirishlar yordamida koordinat boshidagi
vektorlarni ixtiyoriy boshga nuqtaga ko‘chirish mumkin.

Lie algebrasiga tegishli bir-necha muhim ta'rifiar bor, ularni
keltirib ketamiz.

K maydon ustida aniglangan Lie algebrasi R berilgan bo‘lsin.
R ning gismfazosi bo'lgan S to'plam R ning gismalgebrasi
deyiladi gachonki a) S fazo R ning qismfazosidir, ya'ni, ixtiyoriy
a, b € S vektorlar uchun aa + b ham S ning elementi bo‘lsin, bu
verda o, B € K; b) ixtiyoriy a, b € S vektorlarning kommmutatori
ham S ga kirsin: [a,b] € S. Agar ixtiyoriy ¢ € Rva b € S lar
uchun [a, b] € S bo'lsa S R ning Zdeali deyiladi. R ning o'ziga
yoki bo‘sh to‘plam {0} ga mos kelgan ideallardan boshga idealga
ega bo‘'lma.gan Lie algebrasi R sodda deyiladi. Agar ixtivoriy a € R
va b € S lar uchun [a,b] = 0 bo‘lsa S markaziy ideal deyiladi. Bu
ta‘rifga bo* ysunadigan hamma b laming to‘plami R ning markazi
deyiladi.

G gruppa berilgan bo‘lsin, R - uning algebrasi bo‘lsin, A
- uning gismgruppasi bolsin. H dan o‘tgan egri chiziglarga
urinmalarning to‘plamini S deb belgilaylik. Bu holda S to‘plam R
ning qismalgebrasi bo'ladi. Agar H G ning invariant gismgruppasi
(normal bo'‘luvchisi) bo'lsa S R ning ideali bo'ladi. Agar H G
ning markaziy normal bo‘luvchisi bo‘lsa S R ning markaziy ideali
bo‘ladi.

R algebra o'zining S va T qismalgebralarining to‘gri
yig'indisiga. parchalanadi R = S @ T deyiladi gachonki S va T lar
R ning ideallari bo'lsa va R vektor fazo sifatida S va T ning to'g'ri
yig‘indisi bo‘lsa. Bu holda /7 algebraning har bir elementi z € R
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yagona ravishda x = ¢/ + 2,y € S, 2 € T ko'rinishda yoziladi va
[y, 2] =0 bo‘ladi. Agar G gruppa o‘zining normal qismgruppalari
H va K laming to'g'ri ko'paytmasiga parchalansa: G = H ® K,
G ning algebrasi R, #I ning algebrasi S va K ning algebrasi T
bo‘lsa R algebra S va. T larning to‘g‘ri yig‘indisiga parchalanadi:
R = S® T. Bu tasdiglarning isbotini [12] ning 10-bobida topish
mumkin.

4.44-misol. Uch oflchamli evklid fazosi R® ni olaylik. Agar uning
elementlari bo‘lgan har qanday ikki a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi
fab] shu vektorlarning kommutatori sifatida olsak: [ab] = [a,b] R®
fazo algebraga aylanadi, chunki (184)-(186)-qoidalar darhol bajariladi. R®
ning qismalgebralari faqat bir o‘lchaanli bo‘lishi mumkin, mmasalan, faqat
r—komponentaga ega bo‘lgan vektorlar, yoki, faqat y— komponentaga ega
bo'lgan vektorlar, yoki faqgat z— komponentaga ega bo‘lgan vektorlar. R® da
kki o‘lchamli gismalgebra bo‘lishi mumkin emas, tekislikda yotgan ixtiyoriy
ikkita vektorning vektor ko‘paytmasi shu tekislikka perpendikular bo‘ladi.

R?sodda algebradir, bunga quyidagicha ishonch hosil qilish mumkin - fagat
r—komponentali vektorlar fazosini X deb belgilaylik, oydinki, X ga tegishli
vektor bilan X ga tegishli emas ixtiyoriy vektorning vektor ko‘paytmasi yana
X ga tegishli bo'lmaydi. Demak, R® ning ideallari yo'q.

Generatorlar

a elementga ixtiyoriy kichik da element bilan ta'sir qilaylik,
natijada olingan element @ boshlang‘ich @ dan kam farq qilishi
kerak:

i=p(a,6a) = d'+da'=d +g§kaj6ak +---

Buni quyidagicha tushunish kerak: @ = a o da, ya'ni, avval kichik
da ta’sir qiladi, keyin a element ta'sir giladi. Ikkinchi tomondan

d¢'(a,b)

i = ﬂoi(aﬁ 5a) = ‘Pi (a; 0)+ bk

baF+. .. = a4yt (a)bak+- -
b=0

Bu yerda kiritilgan p(a) tenzorning ta‘rifi va asosiy hadlarini
kel tiraylik:

0p'(a, b)

pife) = % =8 +ghad+--- . (190)

b=0
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Demak, v .
da’ = pt(a)éa®.
Agar . 4 _
XN (e)pi(a) = & (191)
formula. otqgali pi(a) ga teskari matritsa kiritilsa
ok = )\f(a)daj
munosabat kelib chigadi.

Gruppada aniglangan ixtiyoriy F(a) funksiya uchun quyidagini
yozib olish mumkin:

F(a+da) — F(a) = %dai = p}c(a)dd’“%f—i = 8a* X F(a),

bu yerda s
Xk = ui(a)ﬁ, k=1 .., (192)
Kiritilgan kattaliklar {Xy, k = 1,...,r} Lie gruppasining
generatorlari deyiladi. Ulaming yana bir nomi - gruppaning
infinitezémal operatorlari. Lie gruppasining generatorlari
gruppaning algebrasini tashkil qgilishini isbot qilaylik.
Generatorlarning kommutatorini topish qiyin emas:

P o opt OuE\ o
[X:, X;] [,U;Z (a) 5ok Hi (a) Ba'} (,uz 7ol M aaz) Bak’

(193)

¢ = ¢(a,b) bo'lsin. Bu holda
¢+ dc = p'(a, b+ db) = p(a, (b, 6b); = w(pla,b),0b) = p(c, 0b)

ketma-ketlikdan dc' = 6b* = MNi(b)db* ekanligi kelib chiqadi.
Demak ‘ ‘ _ _ _
de* = pi(e)dc’ = p(c) AY(b)db,

yoki, .
oc - i
T M}(C)/\ﬁ(b)-



Topilgan differensial tenglamani qulayroq ko'‘rinishga keltiramiz: .

8¢ (a,b
0L _ i ola XD (194)
92¢'(a, b) _ 0%*¢*(a, b)
BbobF | Obkob

bo‘lishi kerak bo‘lgani uchun
0 [ ; ;
o (1 e BYONB) = o (1i(ola, )N )

munosabatga kelinadi. Chap va o‘ng tomonlardagi hosilalarni
hisoblaymiz, A(b) larning hosilalarini (191)-formuladan foydalanib
1(d) larning hosilalariga aylantiramiz, hosil bo‘lgan formulani bir
marta chap tomondan A(c) ga ko‘paytiramiz (tegishli indekslar
bo'yicha yig‘indi hosil qilib (191)-dan foydalanib p(c) larni
yo'‘qotisk uchun), o‘ng tomondan esa formulani tegishli indeksli
p(b)u(b) ga ko'paytiramiz (yana kerakli indekslar bo‘yicha yig'indi
hosil qilib (191)-dan  foydalanib A(b) larni yo'qetish uchun).
Ohirida ¢ = ¢(a, b) larni o'z ichiga olgan hadlarni chapga, b larni
o'z ichiga olgan hadlarni o'ngga yig‘amiz:

)‘m(c) [#,(C) ( ) _-,( )anuq (C):l _

Ak (b k
40 [u£<b> 0 -uz<b>——5*gb2b)] .

Chap tomon fagat < ning funksiyasi, o‘ng tomon fagat b ning
funksiyasi: o‘zgaruvchilar ajraldi. Demak, yuqoridagi tenglikning
ikkala tomoni ham o‘zgarmas son ekan:

Auk(b k
AP(B) [ui(b)‘;—’bﬁ—) - u;<b)3“’—(”)} _a (1)

O'ng tomon konstanta bo‘lgani uchun chap tomonni b n'ing ixtiyoriy

giymatida hisoblash mumkin. b = 0 deb olib (191)- va (190)-dan

Ous(b)
ob

k
= g;
b=0

X5(0) = p5(0) = &,
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ekanligi kelib chiqishidan foydalanib (195)-dagi &} lar hagigatda
gruppaning struktura doimiylari ekanligiga ishonch hosil qilish
mumkin:

B =95 95 =¢
Yana bir marta (191)-formuladan foydalanib (195)-ni quyidagi
ko‘rinishga keltirish mumkin:

Bﬂ '} l auz

18&’ :uja 1 = cqru! (196)

Buni (193)-formulaga go‘ysak quyidagi fundamental munosabatga
kelamiz:
[Xu X; ] - C Xl' (197)
4.14-mashq. (182)-ni hisobga olib quyidegi Jacobi ayniyatining
bajarilishini tekshiring:

(Xe, [X5, Xil] + [XG, [(Xp, Xil] + [Xe, (Xe, X]] = 0. (198)

Lie gruppasining struktura doimiylari ma’lum bo'lsa ular
asosida butun gruppani tiklash mumkin, bu tasdigning isbotini
[12] kitobning 10-bobida topish mumkin. Gruppani tiklash
degani berilgan ck] lar orqali p(a,b) funksiyasini topish degani.
Bu tasdigning to‘liq isboti qiyin masala, ammo uning asosiy
g'oyasi oson: cy; lar berilgan bo'lsa (196)-diﬁerensial tenglamaning
yechimini topish mumkin (1%(0) = J; boshlangich shart bilan),
I ‘(a) topilgandan keyin (194)- tenglamam integrallash qoladi.

Topilgan ikkita formula (197) va (198) shuni bildiradiki,
(192)-formula orgali kiritilgen X; generatorlar Lze
gruppasining algebrasini tashkil giladi. Lie gruppasining
algebrasi (187)-formula orqali urunmalardan iashkil topgan
vektorlar fazosi 31fat1da kiritilgan edi. Shu ikkala tushunchalarni
bog’ la.yhk

Bir parammetrli qismgruppa

Lie gruppasi G ningi birlik elementi e atrofini U harfi bilan
belgilay’lik, U C G. Haqiqiy sonlarning additiv giuppasi bo'lgan R
gruppani olaylik. R gruppaning G gruppaga lokal gomomorfizmi
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a(t) mavjud bo‘lsin: shunday kichik a > 0 soni mavjud bo‘lsinki,
Is|] < a,[t] < a,|s +t < a bolganda a(t) € U, a(s) €
U, a{s + ) € U lar mavjud bo‘lsin va

a(t+3s)=a(t)a(s) €U (199)

bajarilsinn. R 5 G gomomorfizm G ning bir parametrli
gismgruppasi deyiladi. [{| < o soha bir parametrli gruppaning
mavjudlik sohasi deyiladi.

Boshqacha soz bilan aytganda G to‘plamda egri chiziq a(t)
berilgan bo'lsin, ¢ > O - bir haqiqiy parametr, a(0) = e - G ning
birlik elementi. Bu egri chiziqdagi ikkita parametr ¢t va s larga
alt) € Gva a(s) € G elementlar mos kelsin, agar t +s parametrga.
alt + s) € G element mos kelsa a(t)a(s) = aft + s) bo‘ladi.
Ya'ni, mana shu egri chiziqdagi ikkita nuqtalarning gruppaviy
kompozitsiyasiga shu chizigning ustidagi uchinchi bir nuqts mos
keladi. Ixtiyoriy Lie gruppasida bir parametrli qismgruppani
kiritish mumkin {12}. Bu - notrivial natija, (199)-ga gruppaviy
fazodagi ko paytirish qoidasini qo‘llasak

d(t+s) = ¢'(a(t), a(s)) = a’(t) + a'(s) + gjxa’ (B)a’(s) + - -

(199)-formulaning haqiqatda sodda emashgi tushuna 1 bo‘ladi.
Boshida berilgan ta‘rif lokal xarakterga ega edi, ammo ixtiyoriy
Iokal Lie gruppasi haqiqatda global gruppa bo‘ladi, shunga yarasha
bir parametrli qismgruppa ham butun gruppaviy fazoda mavjuddir.
Koordinat boshida (gruppaning birlik elementi atrofida) a(%)
egri chiziqga urinma kiritamiz:

d.a'(0)
dt

Bu formula (187)-formulaning o‘zi, bu yerda bizning magsad
(199)-funksional munosabatdan dxfferensml tenglamaga o‘tish, uni
yechish va a(t) bilan X larni bog‘lash. Buning uchun (199)- dan ¢t

bo‘yicha hosila olarniz va t = O deymiz (ohirida s — t almashtirish
bajaramiz):

= X', i=1,2,3,..

20 _ o (0)a(t) = Xa(t).
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Bu tenglamaning yechimi:
alt) =e* =1+4tX + EXZ (200)

Yechirnni tekshirish giyin emas - buning uchun undan t bo'yicha
hosila. olish yetarli. Formulada birlik elementni 1 deb ketdik,
koordinatalarga o'tganda ungas koordinat boshi mos kelishini

unutmang.
Koordinat boshida boshlangan ikkita a(t) va b(t) egm
chiziglarni olaylik, ularga urunmalarni X va Y deb belgilaylik:
da(0) db(0)
i A 2y,
dt X, dt
Bu holda
alt)=e* va b(t) =¥

bo‘ladi. a va b larning kommutatorini topamiz:

q(t) = a(t)b(t)a™ t)b"l(t) = (1 +tX + §X2 +-- ) :

AR ><1»-¢Xf_ +)

- <1—tY+7;Y2+---> =1+ (XY -YX)+--
Z

(189)-bilan solishtirish shuni ko‘rsatadiki Lie algebrasidagi kom-
pozitsiya gonuni sifatida kommutatorni qabul qilish kerak:

X,Y] = XY -YX.

(200)-formula Lie gruppalaridagi gruppa elementi a va gruppa
algebrasi orasidagi bog‘lanishni beradi. Unimodular gruppalar
uchun deta = 1 dan Tr(X) = O ekanligi kelib chiqadi ((1.134)-
formulani ishlating). Unitar gruppalar uchun a! = a7! dan X
ning antiermitligi X! = -X kelib chigadi. Bu holda odatda
X — iX almashtirish orqali ermit matritsalar X! = X ga
o‘tiladi. Ortogonal gruppalar uchun «7 = a~1, demak, ularning
generatorlari antistmmetrik bo'lishi kerak XT=-X.
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(200)-formulani olganimizda konkret bir egri chiziq va unga
urunma haqida gap ketgan edi. Bu formulani umuman gruppa
elementi g € G uchun umumlashtirish mumkin. Buning uchun
urunmalar fazosidagi ixtiyoriy vektor X ni urunmalari X*, ¢ =
1,2,3,...,rorqali ifodalash kerak va eksponentadagi tX ni quyidagi
skalar ko‘paytmaga almshtirish kerak (g ni unitar k‘orinishga
o'tkazish qulay, shuning uchun mavhum birlik ¢ ni ham kiritamiz):

,
tX =iy o X' =iaX.
i=1

Bu holda ixtiyoriy element g € G uchun

gla) = ¥ (201)
tasavvurga kelamiz.  Algebra birinchi navbatda chizigli fazo,
unda bazisni har xil yo‘l bilan tanlab olish mumkin. Shuning
uchun gruppaning algebrasini tashkil giluvchi {X*'} generatorlar
to‘plami - algebraning bazisi - bir giymatli aniglangan emas.
Ammo, faraz qilaylik, ma’lum bir bazis {X*, ¢ = 1,2,3,...,7}
tanlandi. Bu holda hamma element g lar uchun bu to‘plam
bir xildir, element g mni aniglash uchun esa r komponentali
parametr &« = {o,q9, a3,..., -} ishlatiladi, ya'ni, a berilgan
bolsa g berilgan bo‘ladi - (201)-formulada shuning uchun o
parametr g ning argumentiga kiritilgan. Gruppaviy elementning
bunday tasavvuridan shu paytgacha ko‘p foydalanganmiz - aylanish
gruppasi, SU(n) gruppasi, Lorentz gruppalarini o‘rganganda.

4.45-misol.
;9 -9 ——if(s2_,2
X1 = —z%, X9 = —zay, X3 =—i (:cay yax)
operatorlarni kiritaylik. Unda
[X17 XZ] = 01 [X3;Xl] = iX2a [X2y X3] = le

munosabatlar bajariladi. Demak, {X;, Xz, X3} to'plam Lie algebrasini tashkil
gilar ekan. Bu algebra 8-misolda keltirilgan 1SO(2) gruppasining algebrasining
bazisidir. Buni ko'rish qiyin emas. Ixtiyoriy a o‘zgarmas soni uchun g,(a) =
exp(iaX)) element tekislikning ixtiyoriy vektorining z komponentasini = + a
ga o‘zgartiradi:

e ( 2 )=o) (1) mew (o2) (2) = (252,
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Xuddi shunday, g, (b) = exp(ibX:) element tekislikning ixtiyorly vektorining y
komponentasini y + b ga o‘zgartiradi:

a0 () ()=o) (5) - (410):

X, va X, kommutativ bo'lgani uchun g.(a)g,(6) = exp(teX| + 76X2) bo'ladi,
va bu element tekislikdagi ixtiyorly r = ( Jyz > vektorini d = ( Z ) vektorga

siljitib beradi:
+
o080 (3)=(355) =r+a

Agar tekislikda qutb koordinat sistemasiga o'tsak X3 generatorning ma’nosi
aniqlanadi, qutb sistemasida u X3 = —i8/0yp ko‘rinishga ega. Demak, X,
generatori tekislikdagi vektorlarni koordinat boshi atrofida me’lum burchakka
aylantirishga mos keladi. Buni tekislik nuqtalarining kompleks z = z + iy =
pexp{zZy) tasavvurida ko‘rish osomrog:
7' = g3(8)z = exp(i#X3)pexp(ip) = p exp(i(yp + 6)).

Umuman olganda X = aX; + bX3 + ¢X3 ko'rinishdagi operator 1.50(2)
gruppasining algebrasiga tegishli bir elementidir, bu element {Xi, X, X3}
bazisda, aniglangan.

Yugqoridagi natijalarni olganimizda gruppaviy to‘plamda kiri-
tilgan koordinat sistemasi tushunchasidan foydalandik ammo bu
koordinatalarni yaqqol ko‘rinishda ishlatganimiz yo'q. Demak, Lie
gruppasining hossalari koordinat sisternasining konkret ko* runshlga
bog'liq emas, yuqondagl munosabatlarni boshqa koordinat
sistemasiga o‘tkazsak ular o‘zgarmaydi. Bunday hossa Lie
gruppalarining koordinat invariantligi deyiladi. Lie gruppasidagi
har xil koordinat sistemalari analitik bo‘lgan o‘zaro almashtirish
formulalari bilan bogligligini yana bir eslatib ketamiz.

Struktura doimiylari uchun (182)-nchi munosabatni (ularning
antisimmetrikligi c;k = —¢}; dan foydalanib) quyidagi ko‘rinishda
yozib olaylik :

(Cj)inéck) — ()il = rlemi-

Demak, struktura dbimiylari ularni (c;);, matrik elementli r ta
o‘lchamligi 7 X 7 bo‘lgan ¢; matritsa sifatida ko‘rganda gruppaning
bir tasavvurini hosil qilar eban, bu tasavvur birtktirilgan
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tasavvur® deyiladi. Masalan, SU(2) va SO(3) gruppalari uchun
bu tasavvurni 3 x 3 bo‘lgan (103)- va (104)-matritsalar ifodalaydi.
4.46-misol. GL(n, R) gruppasining strukctura doimiylarini toping.
GL(n,R) gruppa aynimagan n x n oflchamli haqiqiy matritsalar
gruppasidir. Gruppaviy kompozitsiya. qonuni - matrik ko‘paytma: /7 = a®*b*.
(179)-bo‘yicha
i 9% i j i j
Gkmn = Gotiggmm = k% 003 = 60im;.
Struktura doimiylari topildi:
Cz,nm = gijz"mn - gr?;n,kl = (5;.51"16#1 - &méﬂkéi (202)

4.47-misol. SU(2) gruppasining algebrasi Pauli matritsslari o;,i =
1,2,3 orqali ifodalanad i:

gy 03 . O
5 5] =T
Agar generatorlarning boshqa bazisiga o'tsak: o; = 2ie;, yangi bazisda

[ei,ej] = eijuex ni olamiz. Demak, SU(2) gruppasining struktura doimiylari
uchinchi rang birlik antisimmetrik tensorga teng ekan: c;jx = €. (Struktura
doimiysining yuqori indeksini tushurib yozish mumkinligi (208)-formuladan
keyin tushuntirilgan.)

Ado teoremast deyiladigan tasdiq mavjud: ixtiyoriy Lie
algebrasi gl(n, C) matrik algebraning qandaydir gismalgebrasiga
izomorfdir ([13], X-bobning ohirida), shuning uchun Lie al-
gebralarini o‘rganish g¢l(n,C) matrik algebralarni o‘rganishga
keltirilishi mumkin. Albatta, haqiqiy algebralar haqida gap
ketganda gl(n, R) matrik algebralarni ko‘zda tutamiz.

Shu nuqtai nazardan kelib chigib gl(n, R) matrik algebrada
quyidagi Weyl bazisi deyiladigan bazis kiritamiz: o‘lchamligi
nx n bo'lgan e;;, i,j = 1,2,3,...n matritsalar, ularning matrik
elementlari (ej;)kz = didj;. Masalan, e;3 degan matritsaning
birinchi satrining uchinchi elementi 1 ga teng, uning qolgan hamma
elementlari nolga teng. Tekshirib chiqish giyin emaski bu holda

[eij, ekl] = 5jk€il - 5il€kj-
Bu formuladan gl(n, R) algebrasining struktura doimiylari uchun
yana (202)-formula kelib chigadi.
Kompleks algebralarga quyidagicha o‘tish mumkin: Weil bazisi
€11, 1€11, €12, 1€12, ..., Eng, t€n, Ko'rinishda tanlab olinadi.

3Inglizchasi adjoint representation , ruschasi npucoed: nped Aenue
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4.48711'1is'ol.. o(n) algebrasida Wel bazisini kiriting va uning struktura
doimiylarini toping. i
. O(72) gruppasi elementlari uchun g5 = g! bo'lishi kerak bo‘lgani uchun
uning gell;ler:l’iorlarzl‘ (algebrast elementlari) antisimmetrik matritsalardan iborat
bolishi kerak: X? = —X. Demak, bazisni é&; = e; — e; ko'rinishda oksh
kerak. Bu holda ’ ! g sada o
65, 6t) = Ba8at — Bunije + Buéjp — 56
bo'ladi. Buni [&;, &) = cj}Emn ko'rinishga keltirish uchun
Ciig = 00065k — 670 0ay + 87670y — 67" 5 dt

bo'lishi kerak.

§22.4.° Metrika. Killing-Cartan formasi. Casimir operatorlari.

Bizga Lie algebrasi R (K sonlar maydoni ustida) berilgan bo‘lsin.

R fazoda ixtiyoriy z,y € R larga quyidagicha ta'sir giladigan
Diz, 1) = [Dz, 3] + [z, Dy]

operatorlar to‘plamini Rp deb belgilaylik.

Teopema IV.3 Rp to‘plam Lie algebrusini tashkil qiladi, ya'ni, 1)
agar D1 € Rp va Dy € Rp berilgan bo’lse unda istiyoriy sonlar
a,f € K uchun aD, + 8D, € Rp boladi; 2) undan tashgari,
[D1, D] ham Rp ga tegishli bo‘lads.

Isbot. Teoremaning birinchi qismi bevosita tekshiriladi. Tkkinchi
gismiga o*tamiz. Quyidagilarni topamiz:

D1D2[‘T’ y] = Dl ({Dgl‘;y] + [TC, D?.UD -
= [D1Dyz,y] + [Doz, Dry] + [D12, Doy + [z, D1 Dyy],

va
D2D1[33,y] =D2 ([Dl.’lf,?/] + [L‘Dly]) =

= [DQ‘Dlx’ y] + [Dl.’E, D2y] + [Dgl‘., Dly] + [iL', Dngy]
[D1, Da] = D1D2 — D2Dj bol‘gani uchun
[Dy, Doz, y) = [ D1, Djlz,y] + [z, D1, Doly]
kelib chigadi.
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Rp algebra Lie algebrasining differensiallanishlari
algebrasi deyiladi. R algebraming har bir a € R elementi uchun
shu algebrani o' z-‘oziga akslantiradigan

Pa{z) = la, 1]
operatsiya kiritaylkk, =z € R. p, larning to‘plamini P deb
belgilaylik. P to'plam ham Lie algebrasini tashkil giladi, ya’ni,
pe € Pvapy € Pbo'lsacxp,+8py € P, o, € K va[ps, p] = Play
po'ladi*. Bu algebra R ga biriktirilgan algebra deyiladi.
Tasdigning birinchi qismi oson tekshiriladi. Ikkinchi gismining
isboti quyidagicha:
[Pa, pb]ll = (pupb - Z9bpa)5C = [a,, [ba :L']] - [bw [a’ :L‘]] = .
(203)
= (ab - ba)z — z(ab - ba) = [[a, b}, 2] = playz-
Bu algebra Rp ning ideali bo'ladi. Buni isbot qilish uchun
birinchidan P C Rp ekanligidan boshlaymiz:

pilz,y] = [, [z,9]] = {[a, 2], ¥] + [z, [a, 4]] = [Pez, y] + [z, Pa ]
Bu - P algebra R p ning gismalgebrasi ekanligini isbot giladi.
P gismalgebra Rp ning ideali ekanligi quyidagi formuladan kelib
chiqadi:

[2; D)2 = po Dz — Dpox = |a, Dz]— D|a, z] = [a, Dz|-[Da., z]—
~la, Dz} = aDz—Dzx-a —Da-x+xDa—aDz+Dz-a = tDa- Da-x.
Agarda Da = d(a) € R p belgilash kiritsak

[D> pa]x = [d(a)a ’L‘] = Pd(a)®
ekanligi kelib chigadi. Shua bilan P Rp ning ideali ekanligi
isbotlandi. _ _ o
p. ning taTifidan (pu(z))* = [o,2] = ;ka’xk ekanligi kelib
chigadi. Boshqa so‘z bilan (pg)} = c}':ja’c ekan.
R algebrani evklid fazosiga aylantiradigan skalar ko‘paytma

kiritish maqsadga muvofiq. Ixtiyoriy a,b € R elementlar uchun
skalar ko'paytma

(a,6) =Tr (paps) = czkcf‘;ajbl (204)

“Ko'p hollarde p, ning o'rmiga sda belgilash ishlatiladi.
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orqali ta'riflanadi. Bunday kiritilgan skalar ko'paytmaning
hossalari quyidagicha:

(z,y)= (w,2), 2 €R, yeR,

(ax—+Py,2) = o(z,2)+B(y,2), 2€ R, t €R, ye R o,f € K;
(la,z],y) +(z,la,y]) =0, a€R,z€R, yeR
Birinichi va ikkinchi hossalar ravshandir. Uchinchi hossani

(Pa(z),9) + (£, pa(y)) =0 (203)

ko‘rinish'da ifoda qilish mumkin va-uni {203)-formula yordamide
tekshirish mumkin. Birinchi had:

(Pa (-’L'): Q) Tr (Ppazpy [Pau pr]py) Tr {Papzpy - Pxpapy) :
Ikkirachi had:

(E,pa(y)) ='Tr (Pr[pa; pyD =Tr (Pmpapy - pzpypa) .

Ikkala hadning yig'indisi nolga tengligi Tr ning I-bobdagi %
misolda keltirilgan hossasidsan kelib chigadi.  (205)-dan kelib
chigaudiki, tegishli bamsda P. operatorga mos keluvchi matritsa
antisimm etrik ekan: pl = —p,. Birinchi bobdagi 14-mashqdan
ma’lumki, bunday matritsalaming hususiy giymatlari mavhum
son bo la,dl (205)-hossaga ega bo‘lgan skalar ko'paytma kiritish
mumkin bo‘lgan algebra kompak:t algebra deyiladi®. (205)-
hossaga ega bo‘lgan skalar ko‘paytmaning mavjudligi algebraning
kompaktligining zaruriy va yetarli shartidir.

Struk tura doimiylarini ¢z = ¢;;; deb olib (205)-formulani
koordinat bazisida yozamiz:

(Pal@) W + 2 0aly)) =
= C}kajxkyz + x’C;'ka'Jyk = ajfrkyl (cijk + cxji) = 0.

Demalk, ¢z = —ciji. Bu formula bilan (181)-formulani solishtirsak
struktura doimiylari uchun quyidagilar kelib chigadi:

Cijk = Cijki = Cij = —Cyik = —Cikj = —Ckji-

5Bu terminnEng topologiyadagi kompaktlik tushunichasigs aloqasi yo‘q.

240



Skalar ko‘paytmani ta‘rilagan (204)-formulaga qaytamiz:
(a,b) = T (papp) = ;kcﬁa‘jbl = —Cikjc,'uajbl.

Kiritilgan skalar ko‘paytma R algebrani quyidagi metrikali evklid
fazosiga aylantirar ekan:

(a,b) = gijaibj s Gij = —CkliCklj-

R fazoda metrik terrzor g;; kiritildi.  p(a) operatorning
antisimmetrikligidan kelib chiqadiki ¢;j; sonlar sof mavhum sonlar
bo‘ladi (kompakt algebralar uchun, har holda), shuning uchun
¢,k = ifi;; deb olinsa bo'ladi, bu yerda. fix - hagiqiy sonlar.
Kiritilgan skalar ko‘paytmada ixtiyoriy @ € R ning kvadrati
musbat son bo'ladi:

(a, a) = Farjfirea’al = (fikjarj)Z > 0. (206)

Bundan bitta istisno bor - agar R ning markazi Ry mavjud bo‘lsa
va a € Ry bo'lsa ixtiyoriy =z € R uchun p,(z) = [a,z} = 0,
yoki. (pe(2))! = @, z]' = cijra’z* = 0. x ixtiyoriy bo‘lgani uchun
@ = 0 bo'llishi kerak. Demak, a € Ry uchun (a,a) =
Agar R ning markazi faqat O dan iborat bo‘lsa (206)-dan ko‘rinib
turibdiki (204)-formula orqali kiritilgan kvadratik forma musbat
aniglangan bo‘ladi. Dernak, algebraning markaziy ideali bo‘lmasa
unda musbat aniglangan kvadratik forma kiritish mumkin ekan.

(204)-formula orqali kiritilgan forma Killing formasi va g,;
tenzor Lie algebrasining; Killing- Cartan metrikasi deyiladi.

Eslatib ketamiz, Lie gruppasi sodda deyiladi qachonki uning
gismgruppasi bho‘lmasa. Lie gruppasi yarimsodda deyiladi
qachonki uning invariant abel gismgruppasi bo‘lmasa (diskret
gismgruppadan tashqaxi). Bu holda uning algebrasi markaziy
idealga ega bo'lmaydi. Yuqorida isbot gilingani bo‘yicha (bu natija
Cartanga iegishli)

detg;; # 0 (207)

shart gruppaning yarimsodda bo‘lishi uchun yetarli va zaruriydir.

Shu joyda ikkita fikrni aytib ketish o‘rinlidir. Birinchidan,
{X'} bazisni almashtirsak ¢}, sonlar ham o‘zgaradi, bu al-
nashtirishga nisbatan ular uchinchi rang tenzorini tashkil giladi,
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bir marta kontravariant va ikki marta. kovariant. c;-k sonlarning
bazisga bog'ligligini 47-misolda ham ko‘rish mumkin. [kkinchidan,
bundan keyin struktura doimiylari hagida gap ketganda ularning
qaysi biri ishlatilgan - c;j mi, yoki fi;x mi - kontekstdan ma’lum
bo‘'ladi deb o‘ylaymiz.

Nima uchun yarim sodda gruppalarga alohida shamiyat
beriladi? Gap shundaki, ixtiyoriy Lie gruppsasi bir yarimsodda
gruppa bilan qandaydir abel gruppasining ko‘paytmasi bo'lib
chiqar ekan ([12], [?]). Shu sababdan abel gruppalarini va yarim
sodd a gruppalarni alohida o‘rganish Lie gruppalarini o‘rganishda
muhim ahamiyatga ega.

4.15-mashq. (46)-misolning natijasidan foydalanib gi(n, C) algebra
uchun Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda

Gklpr = 2 (nékrépl - 6},.,-(5“)
bo'lishini ko'rsating.

gl(n,C) algebrasini aynimagan n x n matritsalar tashkil qiladi.
Ularning ikkita ixtiyoriysini X va Y deb belgilab va yuqoridagi
formuladan foydalanib ularning Killing-Cartan formasini aniqlash
mumkin:

(X,)Y) = gripr XpiYpr =
= 2nXlelk - 2kaY21 = QHTF(X)/) - 2Tr(X)Tr(Y)
si(n,C) to‘plam gl(n, C) ning izi nolga teng matritsalaridan iborat,
ular uchun Tr(X) = 0, shuning uchun

(X,Y) = 2nTr(XY), XY €sl(n,C).
sl(n,C)
Shu bilan sl{n,C) algebrasi uchun ham Killing-Cartan formasi
aniglandi.

4.16-mashq. (48)-misolning natijasidan foydalanib oin) algebra uchun
Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda

9ijpr = 2(n = 2)(8;58ir — Bipdsr )
bo‘lishini ko'rsating.
Ikkita X, Y € o(n) uchun Killing-Cartan formasini topaylik:
(X,Y) = GijprXijYor =
=2(n - 2) [Ti(XY) - Tr(XYT)] =4(n - 29)Tr{XY),
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chunki o(n) ga tegishli matritsalar uchun Y7 = —Y. Shu yerda
abel gruppalarining algebralari uchun struktura konstantalari nolga
teng bo‘lgani uchun ularga mos keluvchi Killing-Cartan formasi
ham nolga tengligini eslash o‘rinlidir - O(2) gruppasi abel gruppasi
ekanligini bilamiz, shunga yarasha n = 2 holda yuqoridagi metrika
ham nolga teng.

4.17-mashq. (47)-misolning natijasidan foydalanib su(2) algebra uchun
Killing-Cartan metrikasini toping. Bu holda

9ii = 2b;;

bo‘lishini ko'rsating.

(207)-shart bajarilgan holda g;; ga teskari bo‘lgan g* tenzorni
ham kiritish mumkin: - _

9795% = 4.

Yana bir narsani isbot gilish mumkin: yarimsodda va kompakt Lie
gruppalari uchun hamma vaqt

8i = 6ij ‘(208)
deb tanlab olish mumkin (shu sababdan struktura doimiylarining
yugori indeksini tushurib yozish mumkin: Cix = Cijk)-
Quyidagi ko‘rinishdagi Casimir operatori deyilgan katta-
likni kiritaylik: o
C= g,-jX1XJ .
4.18-mashq. Casimir operatorining gruppaning hamma generatorlari
bilan kommutativligini ko‘rsating:
[c, XY =0.

Agar gruppamiz kompakt va yarimsodda bo‘lsa (208)-bajariladi va
Casimir operatori
c=>) X'x

ko‘rinishga keltiriladi.  Casimir operatori algebraning hamma
elementlari bilan kommutativ ekan unga mos keluvchi operator
ixtiyoriy bazisda diagonal ko‘rinishga keltiriladi (Schur lemmasi
bo‘yicha). Demak, Casimir operatorining hususiy qiymatlari
saqlanuvchi fizik kattaliklarga mos kelar ekan.
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§23. Ildizlar bo‘yicha klassifikatsiya

§23.1. Ildizlar sistemasi

Markaziy maydondagi harakat masalasini eslaylik. Bu holda
(energiyadan tashqari) quyidagi saglanuvchi kattalikka egamiz -
harakat migdori momenti J. Uning uchala komponentalari J;, i =
1,2,3 ham saglanadi, ammo ulardan faqat bittasinigina (odatda
J, ni) J? bilan bir vaqtda saglanuvchi kattalik deb qarash mumkin
(chunki J, ning J; va Jy bilan Poisson qavslari nolga teng emas).
Kvant mexanikasida bu quyidagicha ifodalanadi: Momentning
kompomnentalari o'zaro kommutativ emas - [J;, J;] = ig e Ji, ammo
ularning har biri J2 bilan kommutativdir: [J2,Ji] = 0. Bu
munosabatlar bilan tanishmiz: (105)- bilan (107)-larga qarang.
J? bilan bir vagtda saqlanuvchi kattalik sifatida J, olinadi, bu
esa, J, va J? lar umumiy hususiy funksiyalar sistemasiga ega va
shu funksiyalar bazisida biq vagtda diagonal ko‘rinishga keltiriladi
degani.

Har akat migdoti momenti va spin algebralan SO(3) va SU(2)
larning algebrasi bilan bir xil. Yugorida SO(3) va SU(2) larning
tasavvurlarini qurishda va ulamni klassifkatsiya gilishda J? va
J. larning urmumiy hususiy funksiyalari bazisidan fO)dalandik
Mana shu metodni boshqa gruppalarga qoliash uchun (105)-(111)
formulalarni umumla~ht1rlsh kerak.

Algebrani aniglash uchun struktura doimiylarini aniglash
kerak. Struktura doimiylari aniglansa algebralarni, demak,
gruppalarni klassifikatsiya qilib chigish mumkin. Quyida struktura
doimiylarini aniqlashning bir vo'li keltiriladi.

Algebraga kirgan N ta X, generatorlarni ikkigismga bo‘lamiz:
diagonal ko‘rinishdagilarini H;, i = 1,2, ...1 deb belgilaymiz va
golganlarini E,, o = 1,2,...,N — [ deb belgilaymiz. Diagonal
generatorlar uchun

[H,.E,Hj] =0, i,j=12..1 (209)

bo'lishi kerak. Diagonal elementlarning sonil gruppaning "rangi"
deyiladi. Agar biror operator gamiltonian bilan bir paytda diagonal
ko‘rinishga (qandaydir bazisde) keltirilgan bo‘lsa u saglanuvchi
kattalikka to‘g'ri keladi, demak, ko‘rilayotgan gruppa ko'rilayatgan
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masaladagi simmetriyaga mos kelsa shu masalada [ ta saglanuvchi
kattaliklar - harakat integrallari - mavjud ekan. Ya’ni, har bir H;
bevosita fizik ma’noga ega..

E, generatorlar huddi SU(2) gruppasidagi J. lardek
"ko‘taruvchi" va "pasaytiruvchi" qoida bo‘yicha tuzilgan deb
olamiz, shunga yarasha ularni E,, o = £1,£2,..., £(N —1)/2 deb
tasavvur gilamiz. Masalan, E,, ta’sirida H; ning hususiy qiymati
bir pog‘ona ko‘tariladi, Z_5 ta’sirida esa ikki pog‘ona kamayadi.
H va F orasidagi kommutatorni topish uchun Jacobi ayniyatidan
foydalanamiz:

[Hi: [Hj’ Ea]] + [Hj’ [Em Hi]] + [Em [Hi; Hj]] =0.
Bu munosabatning ohirgi hadi nolga teng, qolgan ikki hadni
[Hi’ [Hj7 EO!]] = [I_Ij, [Hir EO!]]

ko‘rinishda yozib olish mumkin. Olingan tenglamaning yechimi

[, Eo] = 14i(a) Eq (210)
bo‘lishigina mumkin. ¢ indeks 1 dan [ gacha o'zgargani uchun r;(«a)
har bir o uchun ¢ komponentali vektor r(«) ni hosil giladi. U."ildiz
vektori" deyiladi. Olingan formulani (109)-bilan solishtiring. U
yerda & = £ va 7;(£) = +1. Har bir gruppa uchun mana shu ildiz
vektorlar sistemasini topish kerak.

Yarimsodda. algebraning ildizi musbat deyiladi va kerak
bo‘lganda r{e) > 0 deb belgilanadi qachonki uning birinchi noldan
farqli bo‘lgan komponentasi musbat bo‘lsa. lidiz sodda deyiladi
gachonki u musbat bo‘lib ikkita, boshqa musbat ildizlarning
yig'indisiga keltirilmasa. Rangi | bo‘lgan yarimsodda algebrada
[ ta sodda chizigli mustaqil bo‘lgan ildizlar mavjud. Sodda ildizlar
algebraning ildizlar fazosining bazisini tashkil giladi: ixtiyoriy ildiz
sodda ildizlarning chiziqli kombinatsiyasiga yoyiladi.

Kiritilgan FE, generatorlar rostdan ham "ko'tarish" va
"tushurish" operatorlari ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.
Buning uchun generatorlar ta'sir gilayotgan ma'lum bir tasavvurlar
fazosidagi bir element f; ni olamiz, u H; ning hususiy vektori
bo'lsin: H;f; = h;f;. h; - saqlanuvchi kattalik, harakat integrali.
Bu holda (210)-dan

H; (Eafi) = (hi+ ri(@)) (Ealf)
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ekanligi kelib chigadi. Bu formula (111)-ga o'xshash ma’noga ega
Ya'ni, E, operator h; ning givmatini 7;{a) ga o‘zgartirdi. Agar A,
ning maksimal qiymatini AT deb belgilasak uning minimal qiymati
—h™ bo‘ladi, ularga fi* va f;™ vektorlar mos kelsin. E, operator
har bir ta’sir qgilganda h; ning giymatini r(c) ga oshirsa, E_,
operator har bir ta’sir qilganda h; ning giymatini 7;(—a) = —r;(a)
ga kamaytiradi. Demak, f™ vektor E, ning yetarli darajadagi
ta’siridan keyin f™ gacha "ko'tariladi".

[E., Es] ni topish uchun yana bir marta Jacobi ayniyatidan
foydalanamiz:

(H;, [Ea, Egl| + [Ee, [E, Hi] + [Eg, [Hi, Eo] =0 =
= [H[Ea Bgl] = (s(0) +7(B) [Bx Bsl. (1)
Uch xil variant bo'lishi mumkin:
1. r{a)+r:i(B) # 0 vaildiz bo'lsin, bu holda [Ey, Eg] = NosFouqs;
2. 75(a) +7:(8) = 0, bu holda a = —§ va [E,, E_o] = () H;;
3. 7i(a) + r;(B) ildiz emas, bu holda [E,, Eg| = 0.
Olingan munosabatlarni bir joyga yig‘aylik:
(H;, H;] =0, (Hy, Eo} = ri{a) Ey;
' (212
[Ea E—_o] = Tzéa)Hi; (Ba> Bl = NogEors.

Ohirgi formulada agar r;(a) + 7§} ildiz bo'llsa Nys #0, aks holda
Nop = 0. Agar r(a) vektor ildiz bo‘lsa 2r(cv) ildiz bo'lmaydi, chunki
[Eo, E24) = 0.

Olingan (212)-munosabatlar (197)-kommutatsion munosabat-
larning kanomnik ko'rinishi deyiladi. Lie algebrasining ixtiyoriy
elementi mana shu H;, B, lar bo‘yicha yoyilishi mumkin, ular
bazisni tashkil qiladi. Kiritilgan bazis Lie algebrasining kanonik
bazisi deyiladi. '

(212)-ning to‘rtinchisidan kelib chiqadiki, sgar r(x) va r(3)
ildizlar bo‘lsa va kr(a) +1(8), k =1,2,3, ... yana ildiz bo‘lsa

k

—

Ea, [Ea,--- |Eay Esl]] ~ Brass
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bo‘ladi. Faraz qilaylik, p va ¢ shunday butun musbat somnlar
bo‘lsinki
7(8) + pri{@) = h*  (H;ning maksimal hususiy giymati) ,
r(8) —gri{c) = —R™ (H; ning minimal hususiy giymati)
bo‘kin. lkkala formula go‘shilsa.

(p — Qri(ee) +2r5(8) =0
bo‘lib chigadi. Bu munosabatning ikkala tomonini r;(a) ga
ko‘paytirib i bo'yicha yig'indiga o‘tilsa
r(a) - r(8)
— = g\ T\

P %ra) xa)
formula kelib chigadi. Bu formulani keltirib chiqarishda o va 3 lar
gaysi tartibda kelishining ahamiyati yo'q edi, & <> 8 almashtirish
bajarsak huddi shunday formulaning o‘zi kelib chiqadi, fagat p — ¢
boshga butun sonlar bo‘ladi.

Agar ri(a) va r,(3) sodda ildizlar bo‘lsa ¢ = 0 bo‘lishi kerak.
Buning isboti quyidagicha: r(a) — r(8) = r(y) ayirma ildiz bo‘la
olmaydi, aks holda a) agar r(y) > 0 bo'lsa r;(a) sodda bo'lmaydi,

b) agar r(y) < 0 bo‘lsa r;(8) sodda bo'lmaydi. Demak, sodda
ildizlar uchun
(@) T(8) _

r(a) -r(o)
Shu bilan biz quyidagi teoremani isbot qildik:

Teopema IV.4 Agar r(a) hamda x(B) tkkita sodda ildiz bo “lsa
r(@)- T(8) _ r(a) -x(8) _
@) x@ " B xB)

butun sonlar bo'ladi. Undan tashgari, m,n < 0 (ikkita sodda
vektor orastdagi buchak o‘thir bo‘la olmaydi).

(213)

—p < 0.

(214)

Teoremaga qo‘shiimcha qilib quyidagini aytish kerak: r(a) va
r(f) ildizlar bo‘lsa

r(8) - 2r(a>§%—% = r(6) + (p - Q)r(a)
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ham ildiz bo‘ladi (uni (213)-formulaga qo'yib tekshirib ko'ring).
Geometrik nugtai nazardan bu vektor r(f) ni r(a) ga
perpendikular bo‘lgan tekislikka nisbatan akslantirib olinadi.
Masalan, bu operatsiyada r(8) ning o‘rniga r(a) olinsa yuqorida
ta’kidlangan natijani olamiz: —r(a)vektor hamildiz bo‘lib chigadi.

r(a) va r(8) vektorlar orasidagi burchakni ¢ deb beligilasak
yuqoridagilardan

)
r(a) -r(B) = cos?p = lmn,
[ |r(a)|2,r(m|2] R -

ekanligi kelib chigadi. Demak, butun sonlar m va n larning
ko‘paytmasi 4 dan katta bo'la olmas ekan. (214)-formulalarni

r(2) 1(8) = grd(e) = znr(6)

formad a olsak r(a) va r(3) vektorlarning kvadratlarining nisbati
quyidagiga tengligi kelib chigadi:

o) _n

T rB) m

Aniqlik uchun r?(a) > r%(B) deb qabul gilamiz, boshqa so‘z bilan
|n| > [m|. (210)-masalani kiritganda H; va E, operatorlarning
normalarini muhokama gilmaganmiz, normalarni shunday tanlab
olaylikki

Zri(a)rj(a) = b, yoki Z r’(a) =1 bo'lsin. (216)

k

§23.2. Ildizlarning to‘liq sistemasini topish

Ildizlar sistemasini to‘liq ravishda aniglash uchun (212)-formulalar
sistemasidagl N,g koeffisientlarni topish kerak. Avvalam bor
oydinki Nas = —-Np, Undan tashqari, agar (211)-ni (212)-
ning ohirgisi bilan solishtirsek r(e + 8) = r(a) + r(B) ni topamiz.
r(a), r(#)va r(y) lar shunday noldan farqgli ildizlar bo'lsinki ular
uchun r(a) + r(B) +r(y) =0 bo'lsin. Bu holda

Nop= Ngy =-Nya (217)
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bo'ladi.
4.19-mashq. [E,, [Eg, E,]] uchun Jacobi ayniyatidan foydalanib (ildizlar
yig'indisining nolga tengligini ishlatgan holda)
Nagr(y) + Np-,!’(a) + Nvar(ﬁ) =0

ekanligini ko'rsating. Ildizlarning har birining noldan faqrliligi (217)-ga olib
kelishini ko'rsating.

Nys larning hamma hossalarini bir joyga yig‘aylik:
Nop = —Npa = Npa—p=N_a-pa (218)

Bularning birinchisi N,z ning ta‘rifidan, ikkinchi va uchinchisi
(217)-dan kelib chiqadi. Undan tashqari Nog = —N_q4 g deb olish
mumkin.

Faraz gilaylik r(a) va r(8) # =r(a) ikkita ildiz bo'lsin va
r(8) — gr(a), ..., x(B) — x(a),x(B),r(B) + r(a),...r(B) + pr(a)-
ildizlar sistemasini tashkil qilsin. Bunda r(8) — (g + 1)r(a) va
r(8)+ (p+1)r(c) lar ildiz bo‘lmaydi. Quyidagi Jacobi ayniyatidan

[E—ay [Eon EB]] + [Ecn [EBa E—a]] + [Eﬁ’ [E—O'l EC!]] = 0
avval
Naﬁ[E-m Ea+ﬂ] + Nﬁ.—a[Eaa EB—a] + 7T (a)[Eﬁ) Hi] =0,
keyin
NaﬁN—a,a+ﬂ —+ Nﬁ,-aNa.B—a - r(a) : r(ﬂ) =0
kelib chigadi.
4.20-mashq.
P

Z [r(a) - (x(B) + jr(a)) — Nagt+ialN_a.p+(+1)a + N—a,ﬂ+jazNa.ﬂ+(j—l)a] =0
J=—q

munosabatdan (213)-formulani gayta keltirib chiqaring. Quyidagilar kerak
P P
boladi: )2 1 = 14p+q, 3 j=3(1 +p+a)lp—9).
Jj=—q i=-q
Mashqdagi qatorni boshqa chegaralarda hisoblaylik:
0

> (@) (r(8) +jr(a)) -

a,ﬁ+jajv—a,ﬁ+(j+1)a + N—~a,ﬂ+jaNa,/3+(j—l)a] =

249



0
E =1-+gqva Z j = —%2¢(1+ q) formulalarden va r(8) —

(q -+— Dr(a) ildiz emashgldan Neg—(g+10 = 0 kelib chigishidan
foyd alanib quyidagini topamiz:

1 I
Nfﬂ = Ep(l +q)r¥(a), yoki, Nas= i\/ip(l + q)r¥(a).
(219)
Ishoralarni shunday olish kerakki, (218)-hossalar buzilmasin.
§23.4 -paragrafda bu formulalar yordamida SU(3) gruppasining
struktura doimiylari topilgan.

§23.3. Dynkin sxemalari

Lie gruppalarini to‘liq klassifikatsiya qilish uchun Dynkin sxemalari
ishlatiladi. (215)-formulaga qaytib kelamiz. Quyidagi variantlar
bo‘lishi mumkin:

n=0,m=0n=-lm=-lin=-2m=-1;n=-3, m=-L1

m = = =2 hol ko'rilmaydi chunki bu holda r{e) var(8) vektorlar
kollinear bo‘lib chigadi (ya'ni, ular bitta vektor). n =0, m =0
holda. ildiz vektorlari uzunliklarining nisbatini aniglab bo‘lmaydi,
ammo ular o‘zaro perpendikular: ¢ = 90°. Qolgan hollards esa
k=1,k=2,k=23boladi Demak, cos¢ quyidagi giymatlarni
qabul qilishi mumkin: 0, —%, —%, ~‘—2/§. Bu giymatlarga o'z
navbatida 90°, 120°, 135°, 150° burchaklar mos keladi.

Ikkita sodda ildiz vektorini olaylik.  Agar har bir ildiz
vektorini bir doiracha qilib ko‘rsatsak wva bir doirachadan
qo'shnii doiracha(vektor)ga shu ikkala vektorlar crasidagi bur-
chakka bog'liq bolgan va soni &k teng bo‘lgan chiziglar
o‘tkazsak (IV.3)-rasmda ko‘rsatilgen uchta sxema paydo bo‘ladi.
Bu rasmda ko‘rsatilgan sxemalar ikkinchi tartibli 4§
Dynkin sxemalari deyiladi. Har bir doirachaning
ustidagi son ~quyidagicha aniglangan:  chap
tomondagi doiracha r(a) ildiz vektoriga va o'ng &El"
tomondagi doiracha r(8) vektorga mos kelady 1v. Srasm: Ikkincki

shu ikkita vektorlar kvadratlarining nisbati  ga [y Dynkin se-
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teng, doiracha ustidagi sonlar mana shu nisbatni

belgilaydi. Yani, ikkala doirachaning ustida bir xil

son turgan bo‘lsa ularning uzunliklari teng. Bir

doiracha ustida 2 soni, ikkinchisi ustida 1 soni

turgan bo‘lsa birinchi doiracha ifodalaydigan ildiz kvadratining
ikkinchi doirachaga mos keluvchi ildizning kvadratiga nisbati ikkiga
teng bo‘ladi. Somlar 3 va 1 bo'lsa -katta ildiz kvadratining kichik
ildiz kvadratiga nisbati uchga teng bo‘ladi. Boshqa variantlar yo'q.
k = 0 xol ildiz vektorlarining perpendikularligiga to‘g'ri keladi, bu
holda mos keluvchi doirachalar orasida chiziq bo‘lmaydi. Dynkin
sxemasida ikkita ortogonal vektorlar yonma-yon tura olmaydi,
ular orasida bog'lanish bo‘lmagani uchun bunday sxema ikkita
bog'lanmagan sxemalarga parchalangan bo‘ladi.

Quyidagi shartlarga  bo'ysungan
Dynkin sxemalari yo‘l go‘yilgan
sxema deyiladi (bu  tasdiglarning
isbotlarini [13|, X-bob, §10 da topish

mumkin): oo .. - m<:
1. n - chi tartibli Dynkin sx- <

emasida n — 1 ta bog'langan juft

doeirachalar bo‘lishi mumkin (aks holda >—°< - ><
sodda ildizlarning chiziqli mustaqilligi V-*resm Teqiqlangan sxemalar
o‘rinli bo'lmaydi);

2. Dynkin sxemasi yopiq zanjir ko‘rinishida bo‘lmaydi
(aks holda bu zanjirga kirgan vektorlarning xech bo'lmaganda
bittasining kvadrati manfiy bo‘lib chiqadi);

3. Xech qaysi doirachadan uchdan ortiq chiziq chiqmaydi;

4, n > 3 holda hech ganday ikki nuqta uchta chiziq bilan
bog‘lanishi mumkin emas, fagat n = 2 holdagina bu mumkin
((IV.3)-rasmga gqarang); Yo'l qo‘yilgan Dynkin sxemasida ba’zi-bir
doirachalarni (va ulardan chigqan chiziglarni) o‘chirib tashlasak
yana yo'l qo'yilgan Dynkin sxemasi hosil bo‘ladi.

(IV4)-rasmda ko‘rsatilgan sxemalar yo'l qo'yilmagan -
tagiglangan - sxemalardir chunki wulardagi ba'zi-bir chiziglarni
o'chirsak 3-chi punktga zid holga kelamiz - ba’zi-bir doirachalardan
to'rtta chiziq chiqa boshlaydi. [13]-kitobning X-bob, §10 da
(IV.5)-rasmda ko'rsatilgan sxemalardan boshqa Dynkin sxemalari

D0+ -
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bo'lishi mumkin emasligining isboti keltirilgan. O‘z paytida (XIX-
asrning ohirida) buyuk fransuz matematigi E.Cartan yarimsodda
gruppalarning (algebralaming) klassifikatsiyasini yaratgan. Uning
ko'rsatishi bo'yicha bu gruppalar A,(n > 1), Bo(n >
2), Cp(n > 3),D,(n > 4) cheksiz seriyalarga (n - butun sonlar)
va alohida deyiladigan beshta Eg, Er, Eg, Fy vaGy gruppalarga
bo'linadi. Dynkin sxemalaridan kelib chiggan va (IV.5)-rasmda
ko‘rsatilgan klassifikatsiya mana shu Cartan seriyalari va alohids
gruppapalariga mos keladi. Rasmda bu moslik ko‘rsatilgan.
Olingan har bir '

sxemani tahlil qilaylik.

Bu  tahlildan oldin 4, 2 2. 2 n=l
§10.-paragrafdagi - -
klassifikatsiyani  yana Bs 2 2- 2 1 n=2
bir marta ko‘rib chiqgan .
yasxshi. gz zg

~ 237-betda keltirilgan
Ado teoremasi bo'yicha Pn 2_2 . .. 2 2 2 nzd
har bir Lie gruppasi 2
GL(n,C) matrik En 2 _2 .. .2 22 2 678
gruppaning bir w2 02 1 °
gisyngruppasi  bo'ladi, Y o—a—o—o

shunga yarasha harbir ., ,
Lie algebrasi gl(n,€C)
matrik algebraning bir IV.5-rasm: Mumkin bo‘lgan sxemalar
gisrnalgebrasi  bo'ladi.

Eslatib ketamiz, GL(n,C) matritsalar aynimagan matritsalardir.
Matritsalar chiziqli fazodagi chiziqli almashtirishlarni ifodalaydi.
Gruppalar fizik sistemaning simmetriyasini ifodalaydi, shu
sababdan bu chizigli almashtirishlar shu fazoda berilgan skalar
ko‘paytmani saqlashi kerak. Bu quyidagicha ifodalanadi:

| (98,9%) = (&)

bu yerda g € G gruppa elementi. Generatorlarga o'tish uchun
g = g(t) deb olamiz: !

(9(t)¢,9(t)Y) = (6,9).
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Bu ifodadan ¢ bo‘yicha hosila olib ¢ = 0 ga o‘tamiz ((200}-ga

qarang):
(X ¢,%) + (¢, Xb) = 0. (220)

Olingan munosabatga bo‘ysunivchi X matritsalar Lie algebrasini
tashkil qilishini ko‘rish qiyin emas.
4.21-mashq. (220)-for mulaga bo'ysunuvchi X va Y matritsalar uchun

(X, Y]g, %) + (8, [X, Y]op) = 0
bo‘lishini ko“rsating.
Bu mashqdan kelib chiqadiki, (220)-formulaga bo‘ysunuvchi

(aynimagan) matritsalar to‘ plami Lie algebrasini tashkil qiladi. Bu
matritsalar quyidagi klassik deyiladigan seriyalarga parchalanadi.

A, seriya (n>1)

gl(n,C) to'plamdan izi nolga teng bo‘lgan matritsalarni ajratib
olamiz, ular gismto'plamni tashkil giladi. Ular bilan, odatda,
kvadratik formalar bog‘lanmaydi. A, deyiladigan seriyaga sl(n +
1,C) algebra mos keladi, bu algebra izi nolga teng bo‘lgan (n +
1) X (n + 1) o'lchamli kom pleks matritsalardan iborat. SL(n,C)
gruppasi GL{(n, C) ning determinanti birga teng gismto' plami edi,
(I.134)-ayniyat bo‘yicha bu gruppaning algebrasi izi nolga teng
matritsalardan iborat bo‘lisshi kerak.

Masalan, sl(2,C) algebra izi nolga teng 2 x 2 matritsalardan
iborat. Lorentz gruppasini o‘rganganda SL(2,C) gruppasi
S0(3,1) gruppasiga gomomorf ekanligini ko‘rdik, ularning alge-
bralari izomorf bo‘ladi: si(2,C) = so(3, 1).

siin + 1,0) ning gismalgebralari sifatida
su{n), sl(n,R), su(p, q),p + ¢ = n lami ko'rish mumkin.

sli(n + 1,C) ning o'lchamligini topaylik. (n + 1) x (n +
1) matritsaning olchamligi (n + 1)> ga teng, uning izining
nolga tengligi bitta shart, demak, sl(n + 1,C) ning mustaqil
komponentalarining soni (n + 1)2 — 1 = n? + 2n ga teng ekan.
Bu - algebradagi bazis elementlarining soni, bazisning o‘lchamligi
N =rang | + ildizlar soni edi. sl(n+ 1,C) ning rangi n ga teng,
demak, uning ildizlari soni n?+2n —n = n(n + 1) ga teng.
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2, va D, seriyalar.

Kvadratik forma (¢,%) haqiqiy va simmetrik bo‘lsin: (¢, ¢) =
S, ¢i#pi. Qaralyapgan gruppa mana shu formani saglaydi. Agar
fazoning o‘lchamligi 2n+1 bo'lsa hosil bo‘lgan algebra so(2n+1, C)
deb belgilanadi, uning boshga nomi - B, seriya. Agar fazoning
o*lchamligi juft bo‘lsa so(2n, C) algebra hosil bo'ladi, u Dy, seriya
deyiladi. Bu algebralar ortogonal algebra deyiladi.

B,, ning o‘lchamligi 2n2+n, D,, ning o‘lchamligi 2n’ —n. Bular
quyidagicha topiladi. m o'lchamli matritsaning komponentalari
soni m? ga teng, ortogonallaik shartlari CZ% +m = 3m(m — 1) +
m = %—m(m + 1) ga teng. .Demak, bunday matritsaning mustaqil
komponentalari soni m? — Zm(m +1) = ym(m — 1) ga teng. m =
22 + 1 deyilsa 2n? + n kelib chiqadi, m = 2n holida esa 2n* — n
ni olarniz. B,, ning ildizlari soni 2n? ga teng, D, ning ildizlari soni
2722 — 2n ga teng.

A,, va By, lar qachon izomorf bo‘lishi mumkin? Buning uchun
nZ2+2n = 2n%+n bo'lishi kerak, bu esafaqatn = 0van = 1 dagina
mumkin. Demak, A; =~ B;. A, va D, lar izomorf bo‘lishi uchun
n2 + 27 = 2n% — n, yoki, n = 3 bo'liski kerak. Demak, A3 ~ Ds.
B,, va D, lar izomorf bo‘lishi mumkin emas: 2n?+n = 2n? — n
tenglama fagat n = 0 da bajariladi.

C, seriya.

(¢,v) forma egrisimmetiik forma bo‘lsin.  Toq olchamlikli
egrisimmetrik formaga aynigan matritsalar mos keladi, shuning
uchun bu yerda faqat juft o‘lchamli formalar ko‘riladi. Masalan.

(P 9) = Oy ng1 + Othnaz+ - + Orim — Gnpyts — - — D5

Bunday formalarni saglaydigan algebralar C,, seriyaga taalluqlidir,
odatda ular sp(2n,C) deb belgilanadi. Bu formani matrik
ko“rinishga keltirish uchun quyidagi ko‘rinishdagi 2n X 2n matritsa

kiritiladi: -
J= ( ol ) .



Bu matritsadagi har bir birlik matritsa I n X n matritsadir.
Saglanuvchi forma

(&%) =D 6] Jit;
i=1
yuqorida keltirilgan ko'rinishga ega. Bu holda Sp(2n, C) gruppalar
shunday P matritsalardan iboratki

(P, Pyp) = (¢, ¥)

bo'lsin. Yani, PTJP = J bo'lishi kerak.

C,, ning o‘lchamligi 2n%2 + n. A, va C, lar n = 1 dagina
izomorf bo‘lishi mumkin A; =~ C;, C, va D, lar izomorf bo‘la
olmaydi. Ay = C; va A1 = B; dan B; = C] ekanligi kelib chiqadi.
Ammo nz > 2 bo‘lganda B, va C, lar izomorf bo‘la olmaydi. Buni
quyidagicha tushunish mumkin. B, va C,, larning ildizlar sistemasi
ikki xil uzunlikdagi ildizlardan iborat, kalta vektorlarning soni B,,
uchun 2n ga teng, C, uchun esa u 2n? — 2 ga teng. Bu sonlar n > 2
da teng bo‘la olmaydi.

Bu izomorfizmlarni hisobga olib A,,n > 1, B,,n >2,C,,n >
3 va Dn,n > 4 deb yoziladi. D, ga kelsak u sodda algebraga
tegishli emas, Dynkin sxemasidan ko‘rinib turibdiki (IV.7-rasmga
qarang), Dy =~ A; & A; .

Shu yverda quyidagi tasdiqga to‘xtalib ketish joizdir: Lie
algebrasi shunda sodda bo‘ladiki qachonki uning Dynkin sxemasi
o‘zaro bog‘'lanmagan gismlarga parchalanmasa ([?], §95).

Maxsus (alohida) gruppalarning o‘lchamliklari quyidagicha:
Gy - 14, Fy - 52, Eg - 78, E7 - 133, Eg - 248. Ularning nazariyasi
o‘ta murakkab.

§23.4. Birinchi va ikkinchi rang gruppalari

SU(2) yoki SO(3) gruppalarini eslaylik. ., 0
Ular izomorf bo'lib uchta generatorga ]
ega: Ji, Ja, J3. Bu  generatorlar 1V6-resm: SU(2)(50532
orasidagi  kommutatsion munosabatlar 5225&’:‘2’2?
(103)-formulada  berilgan: 2

i€k, 1. J, k = 1,2,3. Generatorlarning

reel)
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soni uchta, demak, su(2) algebrasining tartibi

ham uchga teng. (110)-bazisda J3 operator diagonal ko‘rinishga
ega, demak, algebraning rangi birga teng, Jy = J + i,
operatorlar esa "ko'taruvchi" va "pasaytiruvchi" operatorlar rolini
o'ynaydi: [Js, Jo] = +Jy. J; bazis unitar bazis deyiladi (
JZ.T = J; bo‘lgai uchun bu bazisda gruppa elementi g = exp(iJ;a;)
unitar bo‘ladi).  Quyidagi ko‘rinishga ega bo‘lgan kanonik
bazis ga o‘taylik: :

Jl + iJz

o

J3=Ha E:l:l:

Bu bazisda
[H, E:{-_]] = :}:E:kb
Demak, r(+1) = +1, r(-1) = —1. (IV.6)-rasmda bu ildizlar
sistem asi ko‘rsatilgan. Algebraning o‘lchamligi uchga teng - ikkita
ildiz + bitta rang. Shu ildizlardan bittasi - r(+1) = +1 - sodda
ildiz, ikkinchisi - 7(-1) = —1 - sodda emas.
[ = 2 holga - ikkinchi rang gruppalariga - o‘taylik. IV.7-

A2 o—o SU ( 3 ) uzunliklari teng ikkita sodda ildiz. ¢=120°

B, & S$0(5)

ikkita sodda ildiz. uzunlklarining nisburi V3  ¢=135°

G == Sp(4)

G e ikkita sodda ildiz. uzunliklarining nissati V3, p=150°
o IV.7-rasm: Ikkinchi rang gruppalari

D o yarim-sodda, 52 zAj (<) ,

rasmda ikkinchi rang grippalarining ildiz sistemalari haqgida
umumiy ma’lumotlar berilgan, algebralar uchun D; = A; @D A3
munosabatni gruppalar tiliga o'tkazsak SO(4) = SU(2) ® SU(2)
bo‘ladi. IV.8-rasmda Ds va Az, Cs va By algebralarining izomorfligi
va ulardan kelib chiqadigan mos keluvchi gruppalarning izomorfligi
ko‘rsatilgan.  Ikkinchi rang gruppalari uchun (IV.9)-rasmdagi
dizgrammalarni olamiz. Bu diagrammalarda to'liq ildiglar
sistemasi berilgan, ularning ichida r; va ry deb belgilanganlari
sodda ildizlarga mos keladi. birinchisi ¢ = 120° ga. ikkinchisi
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IV.8-rasm: Baai-bir izomaorf algebralar va ularga mos keluvchi gruppalar

D;=> ~ oo =A, ki SO(6)~SU4)

C2=a:> PR —— =BZ Yoki Sp(4)‘30(5)

il r i L“-
z =il 2
L L
A g aF &
or ] o or 1
r -l il
23 4
1L L il
2 Vi 2
Ll e 41 L _L e 4L 0
i w3 FY R Vi Vi V3
SU(3) A SO(5) B, G

IV.9-rasm: Ikkirichi rang gruppalerining ildiz diagrammalari

¢ = 135° va uchinchisi ¢ = 150° ga to'g'ri keladi. Har bir ildiz
diagrammasi tagida uning gaysi gru ppaga mos kelishi ko‘rsatilgan,
yonida uning algebrasining belgisi ham keltirilgan.

(IV.9)rasmning birinchi qgismini olib qaraylik, unda
SU(3) gruppasining ildiz sistemasi ko‘rsatilgan. Ildizlarni
quyidagicha belgilaymiz: r(1), r(2), r(3), r(—1) = —r(1), r(-2) =
-r(2), r(-3) = —r(3). Rasmdagi sodda ildizlarga r; = r(1) va
ry = r(3) mos keladi. Ildizlar quyidagicha aniglangan:

. "1 1 1 1 1

N={(=0), r@={(—, =), @ =(-——= =}.
0= (7 ) @ (2\/3", 2) 7 (2x3 2)
Har bir ildizning kvadrati 1/3 ga teng. r(1)—+r(3) ham ildiz, r (1) +

2r(3) va r(1) — r(3) lar esa ildiz emas. Demak, p=1va g =0.Bu
yerdan quyidagi kelib chiqadi:

L
7

(IV.9)-rasmdan va (218)-formulalardan foydalanib qolgan noldan

Nyi3 = —N3z; =



farqli Nag larni ham topish mumkin:
1
7
" Gruppadagi parametrlar soni ildiz vektorlari soni + rangga

teng, SU(3) uchun u 6+-2=8 ga teng, SO(5) uchun 10+2=12 ga
teng, G2 uchun esa 8+2=10 ga teng. Boshqa ikkinchi rang gruppa

yo'q.

N_3_1=N3_3=N_g1=Ny 3=N_jo=

§23.5. Klassik Lie gruppalari

Lie algebralarining klassifikatsiyasidan Lie gruppalarining klas-
sifikatsiyasiga o‘tish lozim. Gruppa. elementi va algebrasi
orasidagi bog'lanish (201)-formula bilan aniglanadi. Agar algebra
izsiz matritsalardan iborat bo‘lsa unga mos keluvchi element
unimodular matritsa bo‘ladi, ya'ni, sl(n,C) algebraga SL(n,C)
gruppa mos keladi. Umuman olganda yarimsodda gruppalarning
hammasi unimodular bo‘ladi ([15], 3-bob). Fizikada eng ko'p
qo‘llaniladigan gruppalarnigina ko'rib chigaylik.

A,.-; algebralarga quyidagi gruppalar mos keladi: SL(n, C') va
uning hususiy hollari: SL(n, R), SU(n), SU(p,q), p+ g =n. Bu
gruppalarning ta‘riflari §10.-paragrafda berilgan.

B, algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n +1), SO(p, q),p+ q¢=2n+ 1.

C,, algebralarga quyidagi simplektik gruppalar mos keladi:
Sp(n, C), Sp(p,q),p+gq=rn.

D,, algebralarga quyidagi ortogonal va psevdoortogonal
gruppalar mos keladi: SO(2n), SO(p, q). p+q =2n.

Boshqga yarimsodda gruppalar ham bor, ammo ular tadbiglarda
kam uchraydi.
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Mashqglarga ko‘rsatmalar va ularning
yechimlari

Ko‘pgina mashglarda ularning javoblari berilgan, shuning uchun bu yerda faqat
giyinchilik tug‘dirishi mumkin bo‘lgan mashgqlarning yechimlari ko‘rsatilgan.
1.1-mashq.

i Ox" 0zF
A"B; = 527 — A By = 6"A’Bk = A'B;.
1.2-mashq. Maxwellning
rotB—QE+4—WJ va, rotE—-—Ql-a—

cdt ¢ cot
tenglamalaridan foydalanib
2 div[E x B = ——= (E2 BY) -j-E
ekanligini ko‘rsatish mumkin. O‘ng tomondagl birinchi had - elektromagnit
maydon energiya zichligidan vaqt bo'yicha hosila, ikkinchi had - maydonning
bir sekundda zaryadlar ustida bajargan ishi.
1.3-mashgq.
(I'Ot [A x B])i = E,'jkaj[A X B]k = E,'jkEHmaj(A(Bm) =
= (5{15_7'.,,1 - (5im6j1)(Bm6jAl + Alaij) =
= (B . V)A, - (A . V)B. + A;divB — B;div A.
14-mashgq.

(rotrotA),- = E,’jkaj[rot A]k = E;jkajeklma[Am = (6i16jm - 6.-,,.5,-,’)6,-3,,4,,, =

= 8.- divA — AA,
1.5-mashq.

8,(AB) = 3,(AJB_,) = Bja.-A,-+A,~6,-BJ- = B,-(@.—Aj—ajA,-)+AJ-(6.-BJ-—6,-B,-')+

+B;0jA; + A;0;B;i=[(B-V)A+ (A-V)B+B x ot A + A x totB]
1.6-mashq.

[A x B)? = (cijxA4;B1)? = €ijxA;jBreimAiBm =
= (8;t8km — Ojmdu)A;BrAB, = A’B? — (A - B)”.
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1.7-mashq.
(AB)}; = (AB); = AjBu = AL; B, = (BTAT) ;
AB(AB)™!' = (AB)"'AB = I bo‘lishi uchun (4B)~! = B~14~! bolishi
kerak;

((AB)) ;= (AB)");, = AjBi = BLAL, = (B'A),..

1.11-mashq.
a} Pauli matritsalarining hammasining hususiy qiymatlari A = +1 ga teng.
Mos keluvchi hususiy vektorlar:

o1 uchun L<1> —1—<1)
AR A

o3 uchun —l—(1> —1—(1>
\i) ZA\-i)

o3 uchun —1—(1) —1—<0)
va\0)" e\l

b) .
( cosf e **sind )
no=| ..

e?sinf — cosd

matritsaning hususiy gqiymatlari &1 ga tengligini va hususiy vektorlari
mashqning shartida ko'rsatilganlarga tengligini topish qiyin emas.

1.12-mashq. UU = I dan |detU|> = 1 ekanligi kelib chigadi. Demak,
detU = €, a- haqiqiy son.

1.13-mashq. Unitar matritsa uchun Uz = Az dan z{Ut = 71U~ = Xzt
kelib chiqadi. Ohirgi tenglikni o'ng tomondan U ga ko'paytiramiz: zt = M *21U,
demak, 'z = |A\?ztz, yoki, A = €. a— hagiqiy son.

1.14-mashq. Haqiqiy antisimmetrik At = AT = —A matritsa uchun

= Az dan —z'A = A\*z! kelib chiqadi. Birinchi tenglamani chapdan z! ga.

1kk1nch1m esa o'ngdan r ga ko‘paytirib ikkalasini qo‘shsak ||z]|? = (r,z) # 0
uchun A + A* = 0 ekanligini topamiz. Demak, ) - mavhum son (yoki
nol). Misol sifatida benlga.n matritsaning hususxy qiymatlari quyidagicha:

A =0, A =iV?2, /\3——1\/_
1.15-mashq. ,

? n n
det EA = dea hm (1 + —4-> = lim det (1 + é) =
n—00 n n—o00 n

= lim (det (1 + %)) = lim (1 + iTrA +O( 1/n2)) = T4,

n-—0o0 n—o
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1.16-mashq.
a)A1=1, A =2, A3 = 0. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

L 1 (0 1 /0
x.= i xeg=—0| 1]; z3=—>{ -1 ].
: 0 VAT TV

b} A1 =1, A =2, A3 = — 1. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

. G 1 (9 1 (0
) h () - a(3)

O M =0 X=+v2, A3 = —v2. Ularga quyidagi vektorlar mos keladi:

1 {1 1 (L 1{ 1
wl8) ami () mmil)

d) Ay =0, A2 = Az = 2. Hususiy vektorlarni quyidagicha tanlash mumkin:

1 (9 12} 1!
(L) (V) s ()

2.1-mashq. Bu tenglama uchun rekurrent munosabat quyidagicha bo'ladi:
ca{(re +5)2 — (n 4 8)(A + p) +Au} =0.
co # 0 bo‘lishi kerak bolgani uchun n = 0 holda 5, = A, sp = p kelib chiqadi.

n # 0 bo‘lganda bu tenglamaning birdan-bir yechimi ¢, = 0 bo'lishi kerak,
demak,to‘liqg yechim

uw(w) = Aw* + Bu*,
bo‘lishi kerak, bu yerda. A va B - noma'lum o‘zgarmaslar.
2.2-mashq. Bu holda s; = s = X. Demak, u; = w?. Ikkinchi yechim

u2=u1/cf;exp{ (1—2A)/ }=w’\lnw.

2.3-mashq. Binomial qator

a —a)! —a)!
G- Z( ( ))'k' t2)" _1_(—(a _)1)!”*(-(5 ~a??)121t222""=

1
=1+atz+ Ea(a+1)t2z2+---

dan foydalanish kerak.
2.4-2.7-mashqlar bevosita hisob orqali yechiladi.
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3.1-mashq.
1

/d:z(l - 2%) /d:ce"'"l 7).

-1

F(z) = In(1 — z2), f’(:z) = —22/(1 - ), (0) = 0, £"(0) = —2. Demak,

1 —_—
'/dzenln(l—rz)w\/z
o

-1

3.2-mashq.
T dt 1 ° T a 1
2o ) o[22 s~ 1 01/zn?2),
/t2lnt tint . /tzlnzt zln:c+0\ [zIn"z)
z z
3.3-mashq.

j dt _ [d(nt) Int

tlnlnt J In(lnt)  Inlnt
2 2 2

T
/‘ dt Inz
tin’lnt Inlnz’
2

3.4-muashq.

x xr <
f(t2+t3)1/2dt=/t(1+t)1/2dt=§t(1+t)3/3 - %/(1+t)3/2dt =
0 0 0 0

_ 2 { 3/2 4 5/2 5 2 372
= 3z(l + ) 15(1—&-17) el

3.5-mashq. Integralgs asosiy hissani t =0 soha qo‘shadi:

1 [e3] 1
/dte‘“'sint ~ /dte"‘t ==
x
0
3.6-mashq

? =32 _
/dtl+t2 x /d 1—}-:(;222 /d

1

3.7-mashq.
1 —gtn z 2 0 17
/'e _ 1 / e An-lgs 1 e E gy — ﬂi/'_')
14t nxl/n 1+ (z/z.)l/n nxl/in nzl/n
0 Q
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3.9-mashq. sin®t = e*'85in! deb belgilaymiz. Integralga asosiy hissani
t = 7/2 nuqta atrofi qo‘shadi, bu nugta atrofida

Insint z—% (t—- %)24.

Demak,

n/2 /2

o0
Y 1 z\? - 1 2 w
[ T tdt o~ ~52(t-5) g4~ - S L TRy R
J sin” tdt /e d_t 5 /e dt 52
2]

] —0Q

3.10-mashq. Eksponentadagi f(z) = —2? — 2z funksiya z = 0 nuqgtada
malsimumga ega (integrallash schasida). Demak, A — oo da integralga asosiy
hissani z = 0 sobha qo'shadi:

o0 o0

—A(z? +2z) 5/24 2z 5 S
/e 14z da:_/e <1+2:z:)dz %
o 0

3.11-mashgq.

o0 o0 1
/e"‘(zz*'z’) In(1 + z)dz ~ /e"z’\":cd:c ~ o
0 0

3.12-mashq. Fksponentadagi funksiyaning maksimumi z = 0 nuqtaga
to'g'ri keladi, shuning uchun In(1+2z+2?) funksiyani ham z = O nuqta atrofida
qatorga yoyamiz va birinchi noldan farqli hadni qoldiramiz:

1 1
ln(1+z+x2):z+x2—§(x+ z2)2+...=z+51;2+..._
Natijada

oG oo

v 1
/ e In(1 4 z + z?)dz ~ 3 / e pldx = —\{1—7?/\'3/2.
—o0 —ac

3.13-mashq. Ikkinchi tenglik belgisidan keyin paydo bo‘lgan integraiga
z — 00 da asosiy hissa qo‘shadigan soha ¢ = 1 nuqta atrofi.

o ) o
/tae—t"dt — gotl /.dzzae—z"z" — %xa+l/dtt-—l+(a+l)/ﬁe—z’t ~
Ed .l 1

oc
~ '/1§$0+1/dt(1 + (i _ 1)(_1 + (Ot + 1)/ﬂ))e—:c"[(t-l)+1] ~ ‘_;_Ta+l—ﬂe—z’.
1
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3.14-mashq. z = y + 1 almashtirish bajaramiz:

[e ] oC o0
/dx—e—’\i_ b e_’\/dy._i__z_/}i ~ Ee_A/dye_sz — Ei'
Y vz + 322 ) CNVA+Ty+ 32 2 J 4\
3.15-mashq.

/6

/dtev\t /dpezf/ﬁ =27 +1,/d§06 ire®®

A — oo da ikkinchi integral nolga intiladi, birinchisi esa kerakli natijani beradi:

P 1 ¢l /GF(1/3)
i ir /6 — i — - ! Y
/ dtezAta d /dpet l/Ge Ap3 =€ /6 5 : 1/3 / d?/y 2/36 v - 3)\] /3 ",
0 0

3.16-3.17-mashqlar huddi shunday yechiladi.
3.18-mashq. 1. t = z + 1 almashtirishdan boshlaymiz va hosil bo‘lgan
integralga z ~ O soha asosiy hissa qo‘shishini hisobga olamiz:

x T o zz T = Tz
e~ e” e e
dt:e"/~————dz~ / ds =
1/\/t“’—l V2z + 22 \/50 vz
-x —at? __ -z :_
=v2e /dte =e 97"

4. Ikkinchi va uchinchi misollar shu misolning hususiy holidir. Integralga katta
z larda asosiy hissa qo‘shadigan soha - £ =1 atrofi. Shuning uchun t =4y +1
almashtirish bajaramiz:

e ell lI‘l e-ur e-z:m
@ =-2 [ [ = - [y
1 0

\/1—t ™ vV-2y—y2 e J V¥

7,2\/— 2¢'* / it gy (2 i)
T

5. Asosiy hissani # = 0 soha go shadl.

I(z) = % /ez“’secos(nﬁ)de ~ l/e"‘(l‘é.'?/z) (1 - lnzf)z) df ~

T J-
0
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o]
Ny T
T / V2rz

4.1-mashq.

cosg - sing Z3 T — 1T cos g sin% —
sng  cos g z; + 1z —x3 - sing cos 5

_ r3cos 8 — risinf zy1cos B + z3sin B — izg
T\ zjcosfB +z3sinfB+ixy —zx3cosBS+zysing ’
yoki,
t\=zicosB+ x3sinB, T, =13, xy= —z;5infB+ T3008p.

42- va 4.3mashqlar bevosita hisoblanadi.
4.4 mashq. Umumiy holda.

(To)i(To)f = adidf + bojs%.
Bundan boshqa strukturani tuzib bo‘lmaydi. ¢ va j indekslar bo'yicha yig‘indi
olinsa (yoki k& va | indekslar bo'yicha) T, larning izsizligidan a = _71'.b ckanligi

topiladi. Endi j va k bo‘yicha soddalashtiramiz, undan keyin ¢ va [ bo'yicha.

Tr(T2) = 3(n® — 1) ligidan (a bo'yicha yig‘indi bor) foydalanilsa (153)-formula
kelib chiqgadi.

Huddi shu munosabatni quyidagi yo‘l bilan ham keltirib chigarish mumkin.
su{n) algebrasining ixtiyoriy elementi A ni T, lar bo'yicha qatorga yoyamiz:

n?—1

A=c{)I+Zc,,Tﬂ

a=l

A ning izini hisoblayrniz: TrA = com. Demak, ¢g = 1TrA. Endi T, A ning izini
hisoblaymiz:

TH(T,A) =-%_c,. o o= 2THTLA).

Demak,
.n2-1 n2-1
AL = —ALS +2 z(T YAUTL), = 6'6,,+2Z(T V(T
a=1 a=1

Bu formulaning chap va o'ng tomonlari teng bo‘lishi uchun (153)-formula o*rinli
‘bo'lishi kerak.
4.5-mashq.

n?—1

o= (n- 1) 8- am;

Ca=1
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. i i j 1 ok Lg Lo
S ELLT, = SR = 0w, (55 - 1a0t) = -5 (T

c c

Zd facified = —4Zd[Ta,7}]§(Td)f[7’ba TH(Te)k =

i j 1 i j
= -2 ZC[Ta: Tc]j[Tbr Tt:];c (6165 - ;635}5) =2 E[T'IJ’ TC]j [n’TCH =
= 2Ty [%T.,T}, + 02(R)Tan] = ndus

D Jae(BL) = —% Y [To, BRTNHT)n(TIT =
be b

. : om 1 ™m j ' . [ j i
=—i) <51k & — ;55? o ) (To, Bl Tl = =415, Tl (1) =
b

— T T = CalR) + 51 ) (T =i

4.6-mashq undan keyingi misolda ko‘rsatilgandek vechiladi.
4.7-mashq.

1 1
[we, Bl = 50100 P*M*™, P] = 55;,,,“}9"[1»[“,13”] =
iR

= D s P (PP~ POEE) =

chunki bu ifodadagi ikkala had ham simmetrik va antisirnmmerik indekslarning
yig'indisi bo‘lib chiqdi.

i 1
[1‘/{'\#7 'U.)u} = §6aﬂa”[M/\#’PaA/[ﬁd] = 560/9011 ([Mz‘\uw P&] Aljaa - pa[]"/l'/\ln l{Bd]) b

(171)- va (172)-formulalamni go'llasy qoldi.
4 8-mashgq.

1 1
w? = 2" o, P Myg PTMP = 2 [P Mo PP MY + P M) P M+

1,
+P,Mye PPM 7] = 5P, (Mys, P|+ P* M),) M""+$P., (3iAP, + P°Myg) M*?

1 1
+5P (=3ihPy + PAM), ) M = EP?‘M"’ — P,P% M, M".
4.9-mashq. Bittasini ko'rsataylik:
1
[P, w?] = EP?[Pu, MY - P,,.P"[Pu,, M M.

266



Bu ifodaga quyidagilarni go'yamiz:
(P, M5, M*) = 24R(P* M, + M, P");
P, P[Py, M M"Y = —2ihP*P*M,, — 382 P, P?.
Natijada
[Py, v?) = ih P*(M,, P’ + P*M,,,)+ 3R?*P, P* = ik P*[M,,, P"|+3#’P,P* = 0.

4.10~-mashq. Mashqgda berilgan ko' rsatmalarga rioya qiling.
4.11-mashq.

Y'(a,a™) =0=20a'+ (a7 +gha’ (@) +
dan quyidsgi kelib chiqadi:
(@) =—d - gha?@ )+ = —a’ + gala* + - .
4.12-mashq. Yuqori tartibli hadlarni yozib o‘tirmaymiz:
#'((b) ™) = —(ba) + gjx(ba)’ (ba)* = —a' - b — gj;b'a® + g}y (ba) (ba)* =
=—d' —b + g} [-Vaf + (ba)Y (ba)¥] = —a' - b + g (&6 + a7b* + dla).
Kommutator:
¢ = '(ab, (5a)™") = (ab)’ + ((ba)™")" + gy (ab)’ ((ba)~")* =
= (o7 b ~ Ha¥) = (gis ~ gl;)a?t" = iyt

413mashq. ¢ = 1 degani koordinatalar tilida ¢' = 0 deganiga teng, bu
holda ¢ = 0 bo'lishi kerak.

4.14-mashq. (198)-formula ochib chiqilsa u bilan (182)-formula ekvivalent
ekanligi darhol ko‘rinadi.
4.15mashq.

mn

Jklpr = CH mn p”J (5" 61,-,,5’ (5:,'5nk5}7)(5;n5”_5?—(5:"5_7p53) = 2(n5kr5pl—5k15pr)-
4.16-mashq.
Gijpr = t],klckpr,mn = [611(6” 6.7’5 - 6m50k) 6;: (5?15]'1 - 67‘611)] .

y [651(6;’:5"7‘ - 51,-:6pm) - 557:(5:?57'11 - ‘sfépn)] = (2n - 4)(6jp6ir - 51'1)51'?)-

417mashq.  Birinchi bobdagi (43)-formulaning ikkinchi gismidan
foydalaning ( ni ham hisobga oling).

4.18mashqg. Hamma indekslarni quyi deb olamiz:

C, Xi] = gul X X1, Xi] = —ChmnCimn (Xi X1 X — X X X)) =
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= —ClannClmn (CkisXle + Cl'istXs) = —clcmn(clmn Cras + csmn.clcil)XsXI =
= (griCris + GrsChit)Xs Xi = const(cus + o) X s X7 = 0.
4.19-mashq. Yacobi ayniyatidan birinchi bosqichda quyidagi keiib chigadi:

Nﬂ“/ [E&y EﬂH] + N‘ya[Eﬂy E7+a, + Na {E—/; Eoz+3] = 0.
Uchala vektorning yig'indisi nolga tengligini hisobgs olsaylik:
Ngyr(a)- H+ Nyor(8) -H + Ngr(y) - H = 0.

Uchala vektorning noldan farqhhgx va r(a) +r(f) + r(4) = 0 munosabatning
ham bajarilishi kerakligi &V Nog ekanhgun bildiradi.
4.20-rnashq. Ikkita Nﬁ Ya.rnmg ’ico pay'tmasﬂlk badlarning yig‘indisi nolga
teng, qolgani: r(a)-r(A)(1+p+4q) +3ri(a)(1 +p+ q)(p —g) = 0. Bu yerdan
(213)-formzula darhol kelib chiqadi.
4.21-rnashq. X vaY uchun (220)-bajarilsa va Lie ko'paytmasi [X,Y] =
XY — Y X ko'rinishga ege bo'lsa

([X.Y]6,0) = (XY = YX)g, ¥) = (XY,¥) - (YXp,9) =

= (¢,Y X¢) - (6, XYy) = —(¢, [X,Y]3)
bo‘ladi.
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