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K IR IS H

Tabiat qonunlarini o ’rganishda fizika, m exanika, x im iya va 
biologiya ham da boshqa fanlam ing ayrim masalalarini yechishda har 
doim ham u y o k i bu evolyusion  jarayonlam ing kattaliklari orasida 
to’g ’ridan to ’g ’r i b o g ’iiqlik o ’matib b o’lmaydi. Am m o k o’pgina 
hollarda kattaliklar (funksiyalar) va boshqa o ’zgaruivchi 
kattaliklarning o ’zgarish tezlig i orasida b o’gliqlik  o ’raatish mumkin 
bo’ ladi, y a ’ni shunday tengiam a luzish m umkin bo’ladiki, bu 
tenglamada n om a’lum funksiya va uning hosilasi qatnashadi.

1-T a’rif. N o m a ’lum funksiya va uning hosilalari qatnashgan 
tengiama d iffe re n s ia l ten g ia m a  deyiladi.

2 -T a ’rif. A g a r  differensial tengiamada qatnashuvchi nom a’lum  
funksiya bir o ’lchovli funksiya b o ’lsa, (y a ’ni faqat bitta 
o ’zgaruvchining funksiyasi b o ’lsa) bu tenglam aga odd iy  d iffe ren sia l  
tengiam a  deyiladi.
Tenglamada qatnashgan hosilalam ing eng yuqori tartibi shu 
tenglamaning tartibi deyiladi. Demak, n  -  tartibli oddiy differensial 
tenglamaning um um iy k o ’rinishi quyidagicha:

F (  x ,y ( x ) ,y '( x ) ,y \ .c ) , . . . . ,y (n )(x )  )  =  0  ( 1 )

fa
bu crda x - e r k l i  o ’zgaruvchi, y  = y(x) - nom a’lum funksiya, y ^  = d—~

dxk
- nom a’lum funksiyaning A: — tartibli hosilasi.

3 -T a ’rif. A g a r  differensial tenglam ada qatnashuvchi nom a’lum  
funksiya k o’p o ’zgaruvchili fu n k siy i b o’lsa (ya ’ni 2-yoki undan 
ortiq o ’zgaruvchining funksiyasi b o ’lsa) bu tenglam aga xususiy  
xosilali d ifferensial tengiam a deyiladi.

Ikkinchi tartibli ikki o ’zgaruvchili xususiy xosila li differensial 
tenglamalami um um iy k o ’rinishini quyidagicha yozish  mumkin:

F (  x ,y ,u ( x ;y ) ,u x(x - ,y ) ,u v( x ;y ) ,u :a( x ;y ) ,u xy( x - y ) ,u >y( x ;y ) ) = 0  ( 2 )

Albatta, tabiat jarayonlari va hodisalarining k o ’pxilligi ulami 
yechishda keltiriladigan differensial tenglamalar dunyosining juda boy  
ekanligidan dalolat heradi. Ushbu qo’llanmada oddiy differensial 
tenglamalami y ech ish  usullarini o ’rggnish bilan bir qatorda ba’zi bir 
birichi tartibli x u su s iy  xosila li differensial tenglam alam i yechish  
usullarini ham o ’ rganiladi.
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I-BOB. BIRINCH I TA R TIB LI
DIFFEREN SIA L TENGLAM ALAR

l -§ .  U m u m iy  tushum chalar va ta ’riflar. Izok linalar

Ushbu bobda birinchi tartibli oddiy differensial 
tenglamalar haqida tushunchalar beramiz hamda ulami 
yechilish usullari haqida ma’lumot beramiz.

l .l-T a ’rif. Quyidagi

tenglamala deyiladi. Bu yerda .r-erkli o ’zgaruvchi, y  = y(x) - 

noma’lum funksiya ^(дг,Я4У(*)) esa x ,y (x ) ,ÿ (x )  

o’zgaruvchilaming fünksiyasi bo’lib, berilgan fünksiyadir. 
Masalan usbbu ko’rinishdagi tenglamalar

1-tartibli oddiy differensial tenglamalarga misol bo ’ladi.

1.2-Ta’rif. Biimchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan 
differensial tenglama deb

ko'rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli differensial

a) x ^ - \ + y + 5 y '=  0;

b) y s in x - 2 /= 0 ;

с ) y ¡ x y - \ - y '= 5 ;

d) 3y,2 -5 x y  = ~ .

(1 .2 )

yoki
M  (x;y )d x  + N(x.y)dy = 0

ko’rinishdagi tenglamalarga aytiladi, bu yerda 
f ( x ,y ) ,  M (x;y ), N (x.y)-berilgan funksiyalardir.
Masalan: а ) = sin xcos у  ;

ax

(1 -3 )

b) ys,m x-2y  = 0 ;
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с )  J x y - \ - ÿ  = 5 ’, 

d )  3v'2 - 5 x y = - .
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1.3-Ta’rif. y =<p(x) funksiyani berilgan differensial 
tenglamaga qo’yganda uni ayniyatga aylantirsa, u holda 
y=<p(x) funksiyaga berilgan differensial tenglamaning yechimi 
deyiladi.
1 -Misol. y=c}ex+o‘2xex funksiya y"-2y'+y-o tenglamaning 
yechimi ekanligini !<o’rsating.
Yechish. y = cje:c +c2xex yechimdan foydalinib
y' = c,ex +c2ex +c2xex,
y"=c1ex +2c2ex +c2xex larini topamiz va berilgan tenglamaga 
qo’yamiz:
c,ex + 2c2ex + c2xex -2(c,&x +c2ex + c2xex)+ctex +c2xex = 2(c,ex +c2ex + c2xex ) - 
-2(clex ■+c2ex +c2xex)=o demak, berilgan funksiya berilgan 
tenglamaning yechini bo’ladi.

1.4-Tarif. (1.1) yoki (1.2) tenglamalaming biror bir 
i = {x£(a,t>)} intervaldagi yechimi deb, shu intervaldagi uzluksiz 
differensiallanuvchii y = fix )  fanksiyaga aytiladiki , bu 
funksiya (1.1) yoki (1.2) tenglamalami I  intervalda ayniyatga 
aylantiradi, ya’ni =f(x;ip(x)), yoki F\ x,<p(x),tp'(x)J=o.

2-Misol. y t e n g l a m n i n g  (-1; 1) intervaldagi yechimi 

y= J \-x2 funksiyaekanini isbotlang.
Yechish. Yechimning (-1;1) intervalda berilgan tenglamani 
qanoatlantirishini tekshiramiz, buning uchun y = \l\-x2 va

: 5
/= -= = =  funsiyalaming ie  (-l;i) da uzluksiz ekanligini

V\-x2
etborgaolib berilgan tenglamaga qo’yamiz : 

zx = ~x demak ayniyat hasil bo’ldi, ya’ni y = Ji-x 2
^h-x2 v l—x2
funksiya (-1; 1) intervalda berilgan tenglamaning yechimi 
bo’ladi.



1.5-Ta’tif. (1.1) yoki (1.2) tenglamaning umumiy 
yechimi deb, shunday y  = <p(x-c) (c=comt) funksiyaga 
aytiladiki:
1 )c  n ing  har qanday qiymatida y=<p(x;c) funksiya (1.1) yoki 

(1.2) tenglamalami qanoatlantiradi;
2 ) y ( x 0)  =  y 0 boshlang’ich shart har qanday bo’lmasin c 

o’zgarmasning shunday C\ qiymatini tanlash 
mumkinki>=^(x;c,) funksiya berilgan boshlang’ich shartni 
va tenglamani qanoatlantiradi.
(1.1) yoki (1.2) tenglamaning >■(*„) = y0 boshlang’ich shartni 

qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi1 masalasi 
deyiladi, boshlang’ich shartga esa Koshisharti deyiladi.
3 -M isai y=x> -2x+c funksiya y +2=2jc differensial 
tenglamaning umumiy yechimi ekanligini tekshiring va y(0) = l 
boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini 
toping.
Yechisft. Berilgan y=x2-2x+-c funksiya berilgan tenglamani 
ixtiyoriy c da qanoatlantirishini tekshiramiz. /=  2x-2+o ni 
berilgan tenglamaga qo’ysak, 2 x - 2 + 2 = 2 x  ya’ni 2 x = 2 x  
ayniyat hosil bo ’ladi. Demak berilgan funksiya ixtiyoriy c da 
berilgan tenglamaning yechimi ekan. Endi boshlang’ich 
shartni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini topamiz. Buning 
uchun y=x2 -2x-t-c yechimdan va yo) = l shartdan foydalanib, 
y(0)=02 -2-o+c = i ga ega bo’lamiz. Bundan c=i ni topamiz. 
Demalc, xususiy yechim >•= r 2 -2 x + i bo’ladi.

(1.2) tenlamadagi f(x,y) funksiya XOY tekisligining 
(x0;yo) nuqtani o’z ichiga oluvchi biror D  sohada aniqlangan 
bo’lib, ux vay  o ’zgaruvchilar bo’yicha uzluksiz bo’lsin.

1 Koshi Lui Ogyusten(1789-1857)-Fransuzmatematigi.



1.1-Teoreina. Agar f(x,y) funksiya D sohada y  bo’yicha 
uzluksiz xususiy hosilagi. ega bo’Isa, u holda (1.2)

tenglamaning x0 nuqtani o’z ichiga oluvchi biror intervalda 
aniqlangan va h a r bir berilgan (x0,y0) e D  nuqta uchun y(x0) = y rj 

boshlang’ich shartni qanoatlanti ruvchi yechim mavjud va 
yagonadir.
Natija. Koshi masalasi yechimi mavjud vayagona.

4-Misol y' = x2y +e"Sy+y x  tenglair aning yagona yechimga ega 
bo’ladigan sohani toping.
Yechish. f ( x - ,y ') = x 2y + e ~ 5y +yx  fanksiya uchun teorema 
shartiga ko’ra ^ ^ ^ =x1- 5e~Sy +x funksiya uzluksiz

bo’ladigan sohani topamiz, bu soha esa XOY tekisligidir, 
ya’ni =  x2 ~Se~5y +x funksiya XOY tekisligining

ixtiyoriy nuqtasida uzluksiz. Demak berilgan tenglama XOY 
tekisligida yagona yechimga ega.
5-Misol. y = c x + - . c-  funksiya, barcha ce R  lar uchun

\/l + c2

y - x y '= - ¡  y  ■ -- tenglamaning yechimiga ega ekanligini 
b y ' 2 

ko’rsating.
Yechish: Berilgan funksiya hosilasi /= c  ekanini e’tiborga 
olib y  va /  ning qiymatlarini berilgan tenglamaga qo’ysak,
c x + - . c  -c x =  , c bundan esa -=£==-=£== ayniyatga ega 

vl +  c2 V l+ c 2 v l+ c 2 v l +c2
bo’lamiz. Shunday qilib, berilgar y funksiya barcha ceR da 
ko’rsatilgan tenglamaning yechim: bo’ladi.

6-Mis ol y  = x 1 +  f—-d x
1 x

funksiya x^-y=xe* tenglamaning

yechimi ekanligini ko’rsating.
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Yechish: Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:
^ =1 + f ^ + r Z  = l +^ + j £ l <fe
dx x  x 1 x

bundan

x ~ - - y  = x- l+e'v + [— dx 
dx x

\ /
Berilgan funksiya orqali berilgan tenglama hosil qilindi,

1h-f— dx
x

demak, y  = xr e*1+f— dx
X

funksiya berilgan tenglamaning yechimi

bo’ladi.
1-Misol. y=arcig(x+y)+c munosabat orqali aniqlanadigan 
y=<p(x)funksiya barcha c&R da tenglamaning
yechimi ekanini isbotlang.
Yechish: Berilgan munosabatga oshkormas funksiyani

1 + ^
differensiallash qoidasini qo’llab, ga ega

^  i+ (*+ j02

bo’lamiz. Bundan esa ni olamiz.
d* ( x + j2)

8-Misol. y—(p{x) funksiya x=te‘ , y=e~‘ parametric
ko’rinishda berilgan bo’lsa, bu funksiya
tenglamaning yechimi ekanini isbotlang 
Yechish: t parametming har bir qiymati uchun
(l+ fc  =(1+t) ^ l T + e-2t = = - , - 2' 4-<T2i =0
' '  d(te?) e  + te  el (\+t)

ga ega bo’lamiz, demak y = c p { x )  funksiya berilgan tenglamani
qanoatlantiradi,

ya’ni y=(p(x') funksiya berilgan tenglamaning yechimi bo’ladi.
<p(x,y,clrc2,........ ,0= 0  egn chiziqlar oilasi yechim

bo’ladigan differensial tenglamani tuzish uchun, y funksiyani 
x ning funksiyasi deb, yechimlar oilasini n marta x bo’yicha



differensiallashdan hosil bo’lgar tenglama hamda yechimlar
oilasining ko’rinishidan foydalanib, c„c2, ........ ,c„
o’zgarmaslami ariiqlash kerak bo’ladi.
9-Misol. x 2 +y2 — cx=o egri chiziqlar oilasining differensial 
tenglamasini tuzing.
Yechish: Egri chiziqlar oilasi tenglamasida bitta c  parametr 
bo’lgani uchun uiii bir marta ciifferensiallaymiz. Bunda y  

noma’lum funksiya x o’zgaruvchining- ning oshkormas 
funksiyasi ekanligini e ’tiborga olib, 2 x + 2 y - ~ y - - c  = Q ga ega

bo’lamiz. Bundan c = 2 x + 2 y -~ y~. Topilgan c  ni berilgan egri

chiziqlar oilasi tenglamasiga qo’yib, x 2 + y 2 - 2 x 2 -2 xy -~ ?-= o

yoki 2xy-^+x2 - y2 = o differensial tenglamani olamiz.

10-Misol. 4 y 2 - 4 e 2y + c ?  + c lx  = o egri chiziqlar oilasi yechim 
boTadigan differensial tenglamani tuzing.
Yechish: Egri chiziqlar oilasi tenglamasi ikkita c, va c 

parametrlarga bog’liq bo’lgani uchun bu tenglamani x 
bo’yicha ikki mart a differensiallab, (bu erda y = y ( x ) )  c, va c2 
lami topamiz, ya’ni tenglamani avval bir marta 
differensiallaymiz va & y y ' - 4 c 2/ + c , =  0, bundan esa 
c , = - 8 y y ' + 4 c 2y '  ni topamiz, ikkinchi marta differensiallash orqali

esa 8 y ' 2 + y " 8 y  -  4c2y "  = o ni, yoki bundan c 2 = 2 y + 2y~ -  ni

topamiz. Topilgan c2 ni c , ga qo’yib,

C, = - S y y '+ 4 y ' 2 y + 2y
= -8yy'+ 8yy' + ̂ 4 -  = %

-3

y  /y
ega bo’lamiz . Topilgan c, va c2 ni berilgan egri 
chiziqlaroilasi tenglamasiga qo’yib, y + 2 y ’x = 0  differensial 
tenglamani hosil qi lamiz.
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1 1 - M i s o l .  Umumiy markazi (0;2) rnqtada bo’lgan 
aylanalardan iborat bo’lgan egri chiziqlar oilasi differencial 
tenglamani tuzing.
Yechish: Markazi (0;2) nuqtada bo’lgan aylanalar tenglamasi 
x 2 + { y - i )2 = r 2, (R=c ons t  =£o) ekanligi ma’lum. Bu munosabatni
X bo’yicha differensiallab, 2*+2C -2)f= 0 , (y -2 ) f «  = 0
differensial tenglamaga ega bo’lamiz.

1.7-Ta’rif. (1.2) tenglamaning y=< p{x)  yechimi grafigi 
shu tenglamaning integral egri chizig’i deyiladi, koordinata 
o’qlaridagi proyeksiyasi esa differensial tenglamaning 
trayektoriyasi deyiladi.
ll-M isol. ~  = 2 x + \  tenglama yechimi y = x 2 + x + c  bo’ladi.
Demak, berilgan differensial tenglamaning integral egri 
chizig’i (c = o) da shoxlari yuqoriga qaragan paraboladan 
iborat b o ’lib, tenglama trayektoriyasi esa y¿c-~  yarim to’g’ri
chiziq (integral egri chiziqning ordinata o’qidagi proyeksiyasi) 
hamda o x  o’qidan (absissa o’qidagi proyeksiyasi) iborat.
ХЪ-Misol. tenglamaning integral egri chizig’ini

d x  y + \y \

quring.
Yechish: Berilgan tenglamaning aniqlanish sohasi 
у +\у \ф 0\ \ y \ * - y ,  demak y > 0  bo’ladi. Berilgan tenglamani o’z 
aniqlanish sohasida quyidagicha yozib olish mumkin.

[0, a g a r  x < 0  

x— , a g a r  * > 0 .
У

Demak, berilgan tenglama xoy  koordinatalar tekisligining 
ikkinchi choragida -^ = 0 ko’rinishga ega, bundan y = c  to’g’ri 
chiziqlar oilasi yechimi ekanini olish mumkin. Koordinatalar 
tekisligining birinchi choragida esa, berilgan tenglama
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yoki ydŷ xcbt = o k o ’rinishga ega bo’ladi. Bu tenglamaning 
yechimi y 2 + x 2 = c 2 ko’rinishdagi markazi (0;0) nuqtada 
bo’lgan aylanalar oilasidan iborat.

Shunday qilib, berilgan differensial tenglamaning integral 
egri chizig’i quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi (1-rasm).

y

1-rasra.
1.8-Ta’rif. (1.2) tenglama aniqlanish sohasining har bir 

[x,y) nuqtasidan o ’ luvchi va Oxo’qi bilan hosil qilgan burchak 
tangensi j(x,y) ga teng bo’lgan to’g’ri chiziqlar oilasiga (1.2) 
tenglamaning yo’nalish lar maydoni deyiladi.

14-Misol. y '~ 2 x y  tenglamaning yo’nalishlar maydonini toping. 
Yechish: y '= 2 x y  yoki ĉ = 2xy  tenglamaning yechimi y = c e A'2

funksiya ekanini tekshirish qiyin <;mas. Aniqlik uchun c= i deb 
olaylik, u holda y =  exl funksiyada x e R ,  y > l bo’ladi.

Demak berilgan tenglamaning aniqlanish sohasidan 
quyidagi (0;l); (i;e), (~ l;e) nuqtalami tanlash mumkin. Shu 
tiuqtalarga mos burchak tangenslari esa, mos ravishda 
tga, = o, tga2 = 2e, t g a 3= - 2 e  bo’ladi Shunday qilib yo’nalishlar 
maydoni (2-rasm) * ,

\  e
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Intégral egi'i chiziq o’zining har bir nuqtasida 
tenglamaning yo’nalishlar maydoniga urinadi. Bu esa intégral 
egri ehiziqni, tenglamani yechmay taqribiy chïzish 
mumkinligini anglatadi.

ÿ = f ( x , y )  tenglamaning (x,y) nuqtadan o’tuvchi yechimi 
shu nuqtada f { x ,y )  ga teng bo’lgan ÿ  hosilaga ega bo’lishi 
zarur, y a 5 ni intégral egri chiziq a = a rctg f(x ,y )  burchak ostida 
ox o’qi bilan kesishuvchi to’g’ri chiziqqa urinishi kerak.

14-misoldagi ÿ  = 2xy  tenglamaning yechimi y = œ x  
funksiya graflgiiii, ya’ni intégral egri chiziqri c - 1 da 
koordinatalar tekisligida tasvirlaylik. Bu grafik 2-rasmdagi 
yo’nalishlar maydonidagi to’g’ri chiziqlarga urinadi. (3-rasm).

Intégral egri ehiziqni qurish masalasi ko’p hollarda izoklina 
kiritish bilan yechiladi.

1.9-Ta’rif. Har bir nuqtasida yo’nalishlar maydoni bir xil 
bo’lgan egri çhiziq izoklina deyiladi.

{ \ .iy  tenglamaning izoklinalar oilasi f ( x ,y ) = k  tenglama 
bilan anïqlanadi. Demak, ÿ=f(x,y) tenglamaning taqribiy 
yechimini qurish uchun yetarlicha zich izoklinalar chizib, 
keyin intégral egri ehiziqni aniqlash mumlcin, ya’ni 
f ( x , y )  =  kv  f ( x ,y ) = k 2, ....izokiinlar bilan kesishuvchi egri
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chiziqlar kesishish nuqtalarida burchak koeffisientiga
ega bo'lgan urinmalarga ega b o ’ladi.

1-Eslatma. Intégral egri chiziqning maksimum va 
minimum nuqtalari joylashadigan chiziq f(x,y)-0 tenglama, 
ya’ni nol izoklina bilan aniqlanadi.
Intégral egri chiziqui yanayam aniqroq qurish uchun intégral 
egri chiziqning egilish (burilish) nuqtalari géométrie o’mini 
topish maqsadga muofiqdir. Buning uchun (1.2) tenglamadan 
/  ni topibnolga tenglashtiramiz, ya’ni

< ' - 4 >

demak,
g + / X  ̂ ) f = °  (1 .5 )

tenglama bilan aniqianadigan chiziq intégral egri chiziqning 
burilish nuqtalari géométrie o’mini aniqlaydi. (agar ular 
mavjud bo’lsa).

2-Eslatma. Ikki yolci undan ortiq izoklinalaining 
kesishish nuqtasi ( 1.2) differensial tenglamaning maxsus 
nuqtasi bo’ladi, chunki b u  nuqtalarda intégral egri 
chiziqlaming yo’nalishlari aniqmas bo’ladi.

15-Misol. y' = —i  -  tenglamaning intégral egri chizig’ini
izoklinalar yordamida taxminiy qi.ring.
Yechish: Izoklinalar oilasi —l—=k yoki y=kax+kb

a x + b  J
tenglama bilan aniqlanadi.
Ma’lumki y = kax+kb tenglama ~^;oj nuqtada kesishuvchi

to’g’ri chiziqlar oilasini aniqlaydi. 
a) ->o bo’lsin

a

13



Demak, integral egri chiziq nuqtada turli yo’nalishlarga

ega.
Berilgan teaglamaning umumiy yechimini topaylik.

У~=— L _  in\y\ = \n\ax+b\+c, bundan у = c(a x+ b) um um iy
у  a x — b i l l  i

yechimga ega bo’lamiz. Ravshanki, nuqta berilgan

tenglamaniftg maxsus nuqtasi. Bu yerda izoklinalar integral 
egri chiziqlari bo’ladi.

16-Misol. dy=sm(x+y)dx (1.6) differensial tenglamaning 
integral egri chizig’ini izoklinalar yordamida taxminiy quring. 
Yechish: ÿ = k ,  к = const deb sin(x+.y)=*, (-i<A:<i)tenglamani 
olamiz.
/fc = 0 da  sin(jc+j)=o, bundan y=-x+7rn, nez. Bu iholda, ya’ni 
k  = о bo’lgani uchun integral egri chiziqlaming izoklinalar 
bilan kesishish nuqtasidagi urinmalari OX o’qiga parallel



to’g ’ri chiziqlar bo’ladi. Endi esa integral egri chiziqlar 
y=-x+nn izoklinalarda ekstremumga ega yoki ega emasligini 
tekshiramiz. Buning uchun ikkinchi tartibli hosilaga qaraymiz.
_/ = (l + y)cos(x+j>)= (l+sin(A:+3;))cos(.'c + _y); y--x+nn da, ya’ni 
y + x - n n  bo’lganda / ’=(i+sin;m)cos;rn = (~i)w; « e z .  Agar 
n = o ,± 2 ,± 4 ,. . .  bo’ lsa y">o, demale y=-x+nn izoklinlar bilan 
kesishish nuqtalarida integral egri chiziqlar minimumga 
erishadi. Agar «  =  ±  i , ± 3 , ± 5 ... bol’sa / < 0  bo’ladi, vabuholda 
maksimumga erishadi.
Endi k  ning -1 va 1 qiymatlari uciun izoklinalami topamiz:

k=-1, sin(.c+^) = -l; y--x-~+2nn\ nez, (1-7)

k  = 1 , sin.(;r+_y) = l; y = x-^- + 2 Tin', nez. ( 1 - 8 )

Ikkala holda ham burchk koeffisiyentlari -1 ga teng bo’lgan 
parallel to’g’ri chiziqlar izoklinalar bo’ladi, ya’ni izoklinalar 
OX o’qi bilan 135° burchak ostida kesishadi. (1.7) 
ko’rinishdagi izoklinalar (1.6) differensial tenglamaning 
integral egri chizig’ ekaniga ishonch hosil qilish qiyin emas, 
buningb uchun (1.7) ni (1.6) tenglamaga qo’yib ayniyat hosil 
qilish yetarli. Detnak, (1.6) tenlamaning integral egri chiziqlari 
y = -x~+2nn izoklinalami kesmaydi. Endi integral egri
chiziqlaming botiqlik va qavariqlik oraliqlarini aniqlash uchun 
y" ni hisoblaymiz
y '  =  c o s ( x + y ) ;  c o s ( a : h - ^ )  =  0 ;  x + y  = ̂ + m v ,  y  = - x + ^ + 7 t n ,  ( w e Z ) ;  

demak, y=~x+~  izoklinada / = o bo’ladi. /> 0  bo’ladigan 
qiymatlami tekshiraylik.

y"  = c o s ( x + y )  >  0; +  2 n n  <  x + y  <  ^  +  '.\n n \
y > - 7~ - x - ‘c 2 n n \  ( n e Z ) ,  

y < ^ - x + 2 7 r n ;  ( w e Z ) ,
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ya’ni 7Ty = — -x+ 1 n n \ (n eZ ), izoklinalar integral egri

chiziqlaming egilish nuqtalari geometric o’mini beradi va bu 
integral egri chiziqlar (1.8) izoklinalarda yuqorida botiq, 
pastda esa  qavariq bo’ladi.Nihoyat yuqoridagilarga asosan 
integral egri chiziqlami quyidagicha tasvirlaymiz. (5-rasm).

5-rasm

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar:
I. Berilgan fiinksiyalar mos differensial tenglamalaming 

yechimlari ekanini ko’rsating (1-10).

1. ,y =  ig(lnx);

2 . sinx

3. ex  =c ( \ - e  y y,

4. y j l + x 2 +yj\+y2 =c;
x 2

5. y  — ex \er dt+cex ;
0

x

y+ xy  = COSJC. 

y + y ' =ey .

K-Jl+y2 + yy'^h + x2 = 0.
i X~\~Xy  —y  — e

i6



г 7 sin /  .
0 . у  = х ) ——-dt;

О {
X = sin 4е

8.

10.

у  = cos8/  ; 

х  = р -+ е 1 

у  = | í 3 +  ( í - i y ; 

x  = t\nt

y  = t2(2 1n t + ï); 

x = í+arcsinf

xy = j/+;tsin.x. 

ÿ + 4 x  = 0.

ÿ 2 + ey’ = x.

ÿ  -\ n ^ - = 4x.
4

x = ÿ + arcsin y .

П. Berilgan fiinksiyalar mos clifferensial tenglamalaming 
umuuiiy yechimlari ekanini teks hiring, hamda bu umumiy 
echimlardan m os boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi 
xususiy yechimlami aniqlang (11-20).

1 1 .( l+ j)e  y  = 1г,1| 1+ ^ |+ с - х ;  ( l+ e x )yy’ =  ey ,

12. x + c ^ g U ^ L + i \

. = 0.x  = 0

У = sin(jf-j/); у (л )  = 0.

13. ax + c T > '= c ,

14. x e x  = c ;

ÿ  = ax + y , ( a > 0, a * l) ,j< l)  = 0. 

{ x - ^ d x + lx ÿ â y ^ Q ;  j>(1) = 0.

15. суг = е У  \ ^ у * +x2) ? + x y + \ ^ y - ¿ y 2,-xy+^jx/=0;y(\)=]

16. 2x3y3 = 3  a2 x ’ +c;

17. y 3 = cx —  lnx-1;

18. y  = a+
c x

a x + V

ig 4 = = c _ 2 s in f ;19. in 

20 . 1+ ey = c ( l  + x 2 j;

xy2(x ÿ + y )  = a2; у (л ) = 1.

{\ n x + y ’ ^ dx-'ixy 2dy = 0, j ^ i j  = 0.

y - x ÿ - a ^ l + x 2ÿ ^  ; y (  2) =  0.

y + s in ^ ± ^  = s i n i ^ ;  >>(2л-) = 0.

eJ'|l+jc":jü(v-2^^I+e;,;jíi)c = 0; _у(1)=0.

Л _
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III. Mavjudlik va yagonalik teoremasiga asosan quyidagi 
tenglamalar yagona yechimga ega bo’ladigan sohani toping, 
(21-30).

21. y d y  — xdx. 26. ~=(3x-yy-l.O'
22. d y  _  jy + 1 

cix x - y
27. y == sin 2.y — cos 2.y.

23. , d y  =dx.  1 - c t g y
28. . . A : T =dx.

24. . = xdx.

J i - y
29. y ' = x 2 + y 2 .

25. y ' = y j x 2 - y - x . 3(3. d y  = j x —y  cbc.

IV. Quyidagi egri chiziqlar oilasiga mos differensial 
tenglamani tuzing.(31-40).

31. x  = a y 2 +by+c. 36. Iny  — ax+by.

32. y  = c j c 37. y = a x ’ + b x 2 + c x .

33. x 2 4 -cy2 =  2y. 38. cy — sin ex.
34. y = ( x - c ) 3. 39. x2 +cy2 =2y.

35 . { x - a 'f+ b y 2 = 1 . 40 . j>=siri(x+c).

41. Markazlari y = 2 x  to’g’ri chiziqda yotgan va radiuslari 
1 ga teng bo’lgan aylanalar oilasining differensial 
tenglamasini tuzing.

42. j= o  va y = x  to’g’ri chiziqlarga uririuvchi va 
simmetriya o ’qi 0y o’qiga parallel bo’lgan parabolalar 
oilasining differensial tenglamasini tuzing.

43. Ox o’qiga urinuvchi barcha aylanalar oilasining 
differensial tenglamasini tuzing.

44. Birinchi va uchinchi chorakda joylashgan hamda bir 
vaqtda ^ = 0 va x = 0 to’g’ri chiziqlarga urinuvchi aylanalar 
oilasining differensial tenglamasini tuzing.
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45. Koordinata boshidan o’tuvchi va simmetriya o’qi o y  

o’qiga parallel b o ’lgan barcha parabolalar oilasining 
differensial tenglamasini tuzing.
V. Quyidagi tengla.malaming integral egri chiziqlarini quring. 
(46-50).

46 . y'y + 2x = Q. 49 . y '~  X~ y
\x ~y\

47. y = ^ .  50. y=J°* agar y * x
a2 [1, agar y  =  x .

48 . xydy = \xy\/.h'.

VI. Quyidagi differensial tenglamalaming integral egri 
chiziqlarini izoklinalar yordamida taqribiy quring (51-64).

51. dy = ( x +  l)d\r. 52. J&— = JÊL
JF +  1 X — 1

53. £ 5 4 .

55. 56. f r - y f .

57. - *-= d x .  58. $ +x=I.
x - e y  dx y

59. -^ = sin(y - '. lx ) .  60. cfy = cos(x - y)dx.

61. |j?  + y2 ^dy--=4xdx. 62. ^- = x 2 + 2x - y .

63. xdy = -ydx. 64. ^- = 2x + y - x 2.
ax

65. Quyidagi differensial tenglamalar yechimlari 
grafiklarining egilish nuqtalari gsometrik o’mi tenglamasini 
tuzing.

a) & =У~х2- b) dy=[x-^dx\

«о i - » л , , » .
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2 - § .  O ’zgaru vch ila i i ajraladigan va unga k eltir ilad igan  
differensial ten g lam alar

2.1-Ta’rif. Ushbu
| = / W g W  (2 -1)

ko’rinishdagi tenglamalar o’zgaruvchilari ajraladigan 
differensial tenglamalar deyiladi.
1 -Misol. a) ^  = c) dy = <?mx cosydx\

c t  2 y - 5
2

b )  y  =  sinx c o s y ;  d )  d x = - ^ ~ d y .

(2.1) tenglamani o’rganishdan avval quyidagi ikkita xususiy 
ho Ini qaraymiz:
1-HOL. g ( y )  = i bo’lsin, a  holda (2.1) tenglama d y  = f ( x ) d x  

ko’rinishda bo’ladi.
f ( x )  funksiya biror / ,  = { « (a,b)} intervalda uzluksiz bo’lsin. Bu 
holda umumiy yechim

y(x) = | f(t)dt+c, x , x 0 e l x ,  (c-  ixtiyoriy o’zgarmas son)

ko’rinishda yoziladi. Umumiy yechimdan c- o da olinadigan 
xususiy yechim y ( x })=o boshlang’ich shartni qanoatantiradi.

J’(X) = \ +0=0,
■̂0

c = y 0 qiymatdagi xususiy yechim esa y ( x 0) = y a boshlang’ich 
shartni qanoatlantiradi.

Xo
y ( x j =  \ f( t)d t+ y 0 = y 0.

Xo

2-Misol. —cosx  tenglamaning umumiy yechimini toping.

YechisJt. dy  = c o s x i h  bu tenglikning ikkala tomonini x0 dan x 
gacha integrallab,

X
y ( x )  = I cos td t  + V'(jfCl) =  sin x + y ( x j  -  si n A‘I( ; y ( x 0)  -  sin -V0 =  c o n s t  

Xu

2 0



bo’lgani uchun yx) = sinx+c umumiy yechimga ega bo’lamiz.
2-HOL. / (jc) = l b o ’lsin, u holds. (2.1) tenglama dx=-^—

g(y)
ko’rinishda bo’ladi..
g(y) funksiya biror i y = {y& (c,a)} intervalda uzluksiz va

g(y)* o, (Vye ly) bo’lsin. U holda C?00=-^~ funksiya ham ham

uzluksiz bo’ladi, demak tegishli tenglamaninig umumiy 
yechimi

y
X O') = J G (t)dt+c; y ,y 0 e l y ,  

yo y

c - ixtiyoriy o’zgairmas son.

3-Misol. tgydx=-~dy  tenglamaning umumiy yechimini 

toping.
Yechish. cfc =— J ----- dy bu tenglikning ikkala tomonini y0 dan

COS y ■ .tgy s

y  gacha  in te g ra lla b ,(^  = ̂ -«, y0± x n , (« e z )),

X W = i i i s 5W //+^ o) = I ^ +X (% )=In|^ l+^ (>'o)_ln|^ 01
ga ega bo’lamiz. Demak, umumiy yechim X (y)=\n\tgy\+c, bu 
yerda c=^Cy„)-ln|^jy0| - o’zgarmas son.
3-HOL. f ( x )  va gO) funksiya]ar bir vaqtda o’zgarmasdan 
farqli bo’lsin.
(2.1) tenglamada, a gar g(c0) = o teriglik y = c 0 nuqtada bajarilsa, 
u holda y=c0 funlcsiya (2.1) tenglamaning yechimi bo’ladi.
(2.1) tenglamaning umumiy yechimi.

i ~ ^ j ~ S f ( x ) d x = c  ( 2 -2)

munosabatni g(y)*(» nuqtalarda qanoatlantiradi.
Eslatma: O’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar
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M (x)N (y')dx + P(x)Q{y)dy = 0 ( 2 -3 )

'• '• Ц ' • •'
ko’rinish.da ham berilishi mumkin. Bu kc’rinishdagi 
tenglamalami P (x )Q (y)* o  funksiyaga bo’lish natijasida (2.1) 
korinishga keltiriladi.

4-Misol. у = Злу2 -  5xy tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglamani Q-=xyQy-5) ko’rinishda yozib

olamiz. Tenglamaning ko’rinishdan ravshanki, y = o va y = -

funksiyalar tenglamaning yechiomi bo’ladi. Boshqa 
yechimlami topish uchun berilgan tenglamaning
o’zgaruvchilarini ajratib uni integrallaymiz. \^ _ -ÿ \xdx\

5x2

Ш = с‘Г б * ■ c’>0;
Avval topilgan ^=0 yechimni oxirgi munosabatdan c ,=  о 
bolganda olish mumkin bo’lgani ucliun, berilgan tenglamaning 
umumiy yechimini

- 5 r2-X*
- See 6 

_5X2 ;
3 - V p  6

(c e R ) ko’rinishda yozam iz.

5-Misol. Xsyy '- 5= у  tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglamani (2.3) ko’rinishga keltiramiz.

xi y ~ -=  y+  5 , x3ycty = (y+5)dx
ax

hosil b o ’lgan tenglamaning ikkaJa tomonini . (̂.y+S) ga 
bo’lamiz. Bo’lish. natijasida *=o va j>+5=0,  ya’ni y = - 5 

yechimlami yo’qotishimiz mumkin. Lekin ravshmki y = - 5  

berilgan tenglamaning yechimi bo’ladi. x=0 esa tenglamaning 
yechimi emas, ya.’ni berilgan tenglamani qanoatlantirmaydi.

22



Demak, y=-s yechimni e ’tiborga olib, bo’lish natijasida hosil
bo’lgan tenglamani yechamiz.

y +5 
t У г dx

Demak, berilgan tenglamaning yechimi
-L-+C va  >> = -5 bo ladi .  

2лг

V " 3 ^ 5 r = 5 ¿ ’  y -5 \n \y + 5\ = - — + c, ( c e R ) .

y - 5 ln \ y + 5 \ = -
2xr

6-Misol. [a2 + y 2 }d< c+ 2x\lax-x2 dy= o  tenglamaning y (a )= 0

shartni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechislt. Berilgan tenglamada o’zgaruvchilarini ajratib ikkala 
tomonini integral laymiz.
Í - 4 j -

dx

а '+ У 2 2 ' x \ la x -  jc2
ri-

dy__b
,2

dx

H
2 ‘ 2

i 4 ~ )  , A -

i+

I

a—arc.tg— = —~J-2
2 a

JF'
1 +C .

Endi boshlang’ich shartni qanoatlantirsak, ya’ni 
o’miga a, y ning o miga esa О

X nmg 
qo’ysak,

—arctgÓ = ----- I------1 - h e ,  c  = 0
a  2a \  a berilgan

yechimi

va g(y)

ega bo’lamiz. Demak, 

tenglamaning y(a\ = o shartni qanoatlantiruvchi
y = - a t g .¡ —-\  ko’rinishda bo’ladi.

V i
2 .1 - T e o r e m a . .  (2.1) tenglamadagi f ( x )  

funksiyalar biror * = *„ va y=ya nuqta atrofida mos ravishda 
aniqlangan va uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar bo’lib, 
g(y0)*o bo’lsa, u holda (2.1) tenglamaning Ф 0)=Уо 
boshlang’ich shartni qanoatlantiravchi y=<p(x) yechimi * = a-0 
nuqta atrofida maA'j ud va yagona bo’lib,

9>(x) jv X

I  -¡ k -i.™ *  (2.4)
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tenglikni qanoatlantiradi.

1-Misol. x 2ÿ - o o s 2 y  = \ tenglamaning y(+co)=—-
shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. 1-Usul. Berilgan tenglamada o ’zgaruvchilami 
ajratamiz:

= 1 + cos2y; —^  ~ = cosjíéO .
d* 2 cos у X2

(2.4)formulaga ko’ra f  —^ —= J hgy-~tgy0 = - - + — ega
>o2cos _У XoX 2. 2. X  JT0

bo’lamiz. Bundan va y ( -w )= ~  shartdan

4  lim \tgy(x)—tg y A - — lim 2*-»+°°L j x-H-oo *

\ t 9 n \ ,  I 1, 1 1
2 ~4~~ 2 ‘ = x ¡ ’  2 0 = 2 _ л̂

ni hosil qilamiz. Demak, tgy = ya’ni y=2^+arctg\ l-^ j

berilgan tenglamaning y(+cc)=~ shartni qanoatlantiruvchi 
yechimi.
2-usul. Berilgan tenglama yechimini (2.4) formuladan 
foydalanmasdan, o’zgaruvchilami ajratgandan so’ng 
to’g’ridan-to’g’ri integrallab, umumiy yechimini topamiz:

x * 0'

]^ tgy= c-^ \ y = arctg  ̂  2c -  ̂  J + 2я-/с

Bundan _y(+<o)= shartga ko’ra,

lim  y =  lim \ a r c t g \ 2 c - - \ + 27rk\=arctg2cr +2jrk = ~
X—У—нх> jr-*+oo^ x J J * 4

ga ega bo’ lamiz. \arctg2c\ < * bo’lgani uchun oxirgi tenglikdan 

k = 1, bo’ladi, bundan esa a r c t g lc + lir ^ 9̂ -', arctg2c = ~; 2c = l;



Demak, yechim y  = a rc tg \ \ -= A + 2 n  ko’rinishda bo’ladi.
X )

S-Misol. 3y2y '+ ]6 x = 2 x y i  tenglamaning * - » + o o  da 
chegaralangan yechimini toping.
Yechish. O’zgaruvchilami ajrataniz:

3v2,  dy = 2xdx; y * 2 \
? - %

Buni ikkala tomonini integrallab,
2

3|—j—-d y~ 2 \xd x+ c, lnjy3 -8j = x2 +c, c = lnc,, (c ,>0) deb olib,

j^-sl =c,elc2 nihosil qilamiz. Oxirgi tenglikdan ma’lumki, agar

c, = o bo’Isa y  = 2 funksiya berilgan tenglamaning integral egri 
chiziqlar oilasiga kiradi, ya’ni tenglamaning yechimi bo’ladi. 
Shunday qilib, berilgan tenglamaning umumiy yechimi

y3  -  si = c,irr2 , (c, > 0)

ko’rinishga ega bo’ ladi. Biroq bu yechimlardan faqat bitta 
y = 2 funksiya x  —> +<o da chegaralangan funksiyadir.
Demak, berilgan tenglamaning n os shartni qanoatlantiruvchi 
yechimi y= 2  funksiyadir.

Ushbu
y ' = f(a x-h  b y + c ) (2.5)

ko’rinishdagi tenglamalar z  = a x + b y + c  va dz = adx+bdy  

almashtirishlar orqali ko’rinishdagi

o’zgaruv chi lari ajralgan differensial tenglamaga keltiriladi.

9-Misol. y" = cos(x--_v - 1) tenglamani yeching.
Yechish. x - y — \ = s Elmashtirish natijasida
d x -d y  =ds, dy = d x - cts; d x - d s  = cossdx, ds = (\-cos s)dx; ni hosii 
qilamiz. s= 2 n k , k e z  funksiya oxirgi tenglamaning yechimi 
ekanligini e’tiborga olib, uning boshqa yechimlarini
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r_ds— tenglikdan topamiz. Bundan i - c o s s = 2 s i n 2 ^  ga
■* 1 — c •’

asosan, s - 2 arcctg{x-c)+ 2 nn , n e z  ni olamiz. Belgilashga 
ko’ra, y= x -2 a r c c tg (x -c ) - \- ir2nrr, ( n e Z )  yechnmga ega
bo’lamiz. ..•«'¿y.Ai
10-Misol. (0; —2) nuqtadan o’tuvchi shunday egri chiziqni 
topingki, lining ixtiyoriy nuqtasidan urinmalarining burchak 
koeffisiyentlari shu nuqtalar ordinatasi uchlanganiga teng 
bo’lsin.
Yechish. Biz izlayotgan egri chiziq y = f ( x )  funksiya orqaii 
ifodalangan boMsin, u holda bircr bir (x0,y ( x 0)) nuqtadagi 
urinmasining burchak koeffisiyenti k = f ’(x0) = 3 f( x 0) bo’ladi. 
(x0,y 0) ixtiyoriy nuqta bo’lgani uchun /= 3 y tenglama hosil 
qilamiz.
Demak, ¿=3, j^=3jix , ln| |̂=3x+c; ya’ni biz izlagan

egri chiziq y = c ,e 3x funksiya bilan ifodalanadi. Bu egri chiziq 
(0; —2) nuqtadan o’tgani uchun -2=c,e3'0, c,=-2, ya’ni y=-2elx 
funksiy a qo’yilgan masalaning yechimi bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar:

I. Quyidagi tenglamalami integrallang (66-85).
6 6 . x 3dx + (x 2 -l)d y  = 0. 67. cos(2xi-\)dx = Say.
6 8 .  {y 3 - \ ) d y = ( y l  +  y+ \)d x. 69. s in (2 j-l) = 5i&. 

7 0 . ( l + y 2)d x + x y d y = 0 . 71. (1+ y 2)dx = xcty.

7 2 .  sjy2 +\ =xyy'.

7 4 .  y ' = ax + y , (a>0 , a* l).

73. y '- x y 2 = 2xy.

75. ey ( l+ x z )y '= 2 x (\ + e y) .

~ 7 6 .  ( l+ y 2y [ y - b ~ ? ) ( ^ ) ^ .  77. 2 ^ y y '+ y 2 =2. 

7 8 .  (xy2 - y 2 + x - ijd x + ^ x 2y - 2 x y + x 2-t-2y-2x+2^dy = 0.
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79.xx '+ / =1.

80. —̂ ctgx-v y  =  2;, * 0 ) - l  

82. ( x + 2 y ) /  = l\ y(0 ) = - 1 .  

84. d y = c o s(y -x )d x .

8 1 .  (x+y)2y' = a2.

83. y '- y jA x + 2 y —1.

85. ^ - - y  = 2 x - 3 .  
ax

D.Mos almashtirishlar orqali quyidagi differensial 
tenglamalami yeching (86-90)

86. (x2+ y 2 + \ )d x + 2 x 2dy = 0; (x}> = t).

87. (x3/ 5 +jc2>'2 +jy-t-l).y + (x3iy3 - x 2>'2 -xy+l)x>'' = 0; (xy = /).

88. (x3)?  + y + x - 2 )c£x+(xi y 2 +x)d)' = 0; (xy= t).

89. ( a :6  -  2X5 + 2x4 -  x 3 + Ax2y)dx + (xy2 -  4x3 )*/y = 0 ;  (_y = ix).

90. (xy+2.*yln2 .y+yln_y)6i* + (2x2 ln_y+x)i/y = 0; (xln.y = /)-
III. Quyidagi tenglamalaming x-->±a> da qo’yilgan shartlami 
qanoatlantiruvchi yechimlarini toping (91-96).

91. X2COS>>-y+l=0; y(+ao) = -jK .

92. x2/-t-cos2.y = i; >’(+<») = •
93. x3/  —sinj/ = l ; >'(+qo) = 5^.
94. ey = e4y^ + \ ,  x —> +oo da v chegaralangan.

95. (x+i)i/y=(j^-i)cjtc, x —> +-30 da y chegaralangan.
96. </y=2x(7r+yi£&, x—>+oo day chegaralangan.
97. Absissa o ’qi, uirinma va urinish nuqtasining ordinatasi 

bilan chegaralangan uchburchak yuzi a2 ga teng bo’lgan egri 
chiziqlami toping.

98. Har qanday urinmasining absissa o’qi bilan kesishgan 
nuqtasining absissasi urinish nuqtasining absissasidan ikki 
marta kichik bo’lgan egri chiziqlami toping.

99. Quyidagi xossaga ega bo’lgan egri chiziqlar topilsin. 
Agar egri chiziqning ixtiyoriy nuc[tasidan koordinata o’qlariga 
parallel to’g ’ri chiziqlar o’tkazilsa, hosil bo’lgan to’g’ri 
to rtburchakni egri chiziq i :2 nisbatda bo’ladi.
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lOO. U rinm a va ox o’ qining musbat y o h a lish i orasidagi 
burchakning tangensi urinish nuqtasining ordinatasiga to'g'ri 
proportsional b o ’lgan egri chiziqlam i toping.

3-§. Bir jinsli va utiga keltiriladigan differensial 
tenglamalar

3 .1 -T a ’r if ,
f(tx,ty) = tnf(x,y) (3 .1 )

shartni qanoatlantiruvch i f(x,y) funksiya x va У 
argurnentlariga nisbatan n o’lchovli (tartibli) bir jinsli funksiya 
devil adi.
1 -Misol. f(x,y)= H(x,y)= G(x,y) = x2-2xy + 4y2;3x + 4y x+y
funksiyalar mos ravishda 0, 1 va 2 — tartibli bir jinsli
funksiyalar ekanini ko’rsating.
Y e c h b h :  a ) 0-tartibH bir

j i n s l i  funksiya;

b) H { tx ,ty )  = 2‘ 2 * 1 - {х ‘у  = ¿S 2* 2 ~ду) = tH (x ,y ) , 1-tartibli bir jinsli 
y tx+ ty t(x + y )

funksiya;
c) CJ(tx,ty) = rx~ -lixiy+Ary =P{x2 - 2xy+4У2 )t2G{x,y), 2 -tartibli bir
j i n s l i  funksiya .

3.2-Ta’rif. Agar f(x,y) nolinchi tartibli bir jinsli funksiya 
bo’lsa, u holda

$ - /< * ,* >  <3-2)ax
d ifferen sia l tenglam a b i r  j i n s l i  d iffe r e n s ia l te n g la m a  deyiladi 

va bu  ten glam a У = /  - |  ko’rinishdayoziladi.
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2 - M i s o l . a) " ? = * ± y ; b) y = — ■y2 t ^ -_.
x y  jc2 ~ x y + 4 y 2

3.3 -Ta’rif. A gar A ( x , y )  -va B (x ,y )  funksiyalar bir xil 
tartibdagi bir jinsli funksiyalar b o ’Isa, u holda

A{x,y)dx + B (x ,y ')d y  = 0 (3.3)
tenglama b ir  j i n s l i  d iffe r e n s ia l t e n g l a m a  dey iladi.
3 - M i s o l . a) I*2 — xy^dx + 3xydy = 0-, b) (x + y)dx -  (3* -  4y)dy = 0.

tenglamalar bir jinsli differensial tenglamalardir.
(3.2) yoki (3.3) ko’rinishdagi tenglamalami yechishda 

y  = zx  almashtirish orqali x  va z yoki y va z o’zgaruvchilarga 
nisbatan o’zgaruvctii lari ajraladigan differensial tenglamaga 
keltiriladi.
4 - M i s o l . -jcos^ j dx+xcos^dy=i' tenglamani yeching.

Y e c h is h : Berilgan tenglama (3.3) korinishdagi tenglama 
bo’lib, A (x,y) = x - y m s . ^ va B (x ,y )  ==*cos^ funksiyalar ikkalasi
ham birinchi tartibli bir jinsli funksiyadir. Demak, berilgan 
tenglamada y  = z x , dy = zd x  + xdz almashtirishlami bajarib,
( x - x z cosz )d x Jr x cosz(zd x  +xdz) = 0 => x  l - z c o s z  + zcosz]£& = -;c2 coszc/z

- - y d v  = cosztir =>- j - - =  j cos z d z , d e m a k  in|*|+sin—= c fu n k s iy a
-t x

berilgan tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.
3.4-Ta’rif. U shbu

y,=zf[ ^ r + ^ + ^ ] '  (ai= const’ b,-const, / = 1,2) (3.4)
ko’rinishdagi tenglama bir jinsli differensial tenglamaga 
keltiriladigan differensial tenglama deyiladi., bu yerda 

* 0 .

Agar atb2- a 2b,= o bo’lsa, u holda (3.4) tenglama 
( a lx+ bly = k (a ,x + b 1y ) b o ’lgani uchun) z = a1x + b 1y  almashtirish
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natijasida o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga 
keltiriladi.
(3 .4 ) tenglam ada а Д - а , 4 *о bo igan d a , x = u + ¿ ¡, y = v + r¡  

alm ashtirish  bajarib, 4 va /7 sonlarni shunday tanlaymizki.,

natijada ( 3 . 4 ) tenglama u '= Á T u f b ^ ]  k o ’rinishg a k e l s in -

5-MisoI. ( 6 л +У-Л)dx -+■ (4 л -+ У - 2 ) cly= 9  tenglamani yeching. 
Yechish : Berilgan tenglamani = ko’rmishda

yoZsak, bu tenglama (3.4) tenglamaga o’xshash. Bu yerda 
a] = 6, й, = 1, a2 = 4, 62 = i demak, яД-аД *0 . Buadan x=u+4 va 
y=v+rj ( 4,r¡ = const ) almashtirish qilish kerakligi ma'lum. Endi 
almashtirishlar va dx = du, dy=dv ni berilgan tenglamaga 
qo’ysak, {bu+v+вс, +r]-\)dii+(4u+v+4Ç +T]-2)dv=0 bo’ladi.

A gar j6i +/7_1=0 bo’lsa, oxirgi tenglama bir jinsli
[4£+i]— 2=0

tenglamaga keladi. 7  = 4. Demak, berilgan tenglama

uchun almashtirishlar x = и -   ̂ va y  =  v + 4  ko’rinishga ega
bo’lib, uning yordamida berilgan tenglamamizni 
(6u+v)du -+(4u+v)dv=o ko’rinishga keltiramiz. Bu esa (3.3) 
ko’rinishdagi tenglama bo’lib, uni yechish uchun м-v/ => 
du = vdt h- tdv almashtirish bajaramiz,

v (6 i  +  \)(vdt+ tdv)  +  v ( 4  /  +  \)dv =  0;

(6/ + l)vdi = -(6i2 +5/ + l)ifv . (3.5)
(3.5) n i  o’zgaravchilarni ajratib, so’ng ikkala tomonini 
integrallab,

f  =  => I f  <ft =  - l n v + c  =»

&2+5,+. v 6K ) H )
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- i n , 4 =  In — Í- => i r + l f
I  2 ] 3 V I  2 )

t +  —
Cj -  J .  n i h o s il q ila m iz .

Bundan t  va v o ’zgaruvchilami л: va>> o’zgaruvchilari 
orqali ifodalab, / = ̂ .=J!î±JL; v = y ~ u .  Berilgan tenglama

2 J * ± L + i
y ec h im in i to p a m iz : + l l  = (. 2ÍZ ~ “) 3

U O - m) 2J .у-н

(2д:+^-3)2 =c(6x + 2y — 5) b o ’lad i.

(3.5) tenglikdan m a’lum ki,/= -1  v a / = - i  ya’ni 2 x + y - 3 = o  

va з*+у-| = о funksiyalar ham berilgan tenglamaning 
yechimi bo’ladi.

6 -Misol. { 2 x + y + \ ) d x - ( 4 x + 2 y - i ) c ’y  = o tenglamani yeching.
Yechish: Berilgan tenglama (3.4) ko’rinishdagi tenglama
b o ’lib , l u  y e rd a  a ,=  2, é ,=  1, a2 = 4, 62= 2 y a ’n i a,i2- a 2è,= 0

bo’ladi. TJ holda berilgan tenglamada z = 2x+.y va d z= 2d x+ d y

a lm a sh tir ish  b a jg .ra m iz . B u  a lm a s h tir is h g a  k o ’ra ,

(z+ 1)<Ä -(2 z -  3Xdk -  2cbc) =  0 ^  5(z-ltóc = (2z-3 )¿z, \ ^ ~ ^ d z  = \d x ,
1)

2 i
j z - j i n |z - i |= jc + c .  X v a  y  o ’z g a ru v c h ig a  q a y tib , 2 x + y - i = c e 2y~x 

u m u m iy  y ech im g a  e g a  b o ’lam iz .

1-Misol. ÿ=y±l-\-tgyZ?* te n g la m a n i y e c h in g .
x+1 лг+ l = J 0

Y e c h is h :  B erilganL  te n g la m a n in g  o ’n g  to m o n id a g i b ir in ch i 
h ad d an  m a ’lu m k i, a g a r  >>+2 = z; .c+\ = t a lm a s h tir is h  b a ja rsa k ,

b e rilg a n  ten g lam a  ~  = k o ’r in is h d a g i b ir  j in s li



t e n g la m a g a  k e la d i. E n d i e sa  z = s t  => dz = sdt +tds a lm a sh tir ish  

q ilib , ^  =  /g (i-2 ) ten g lam an i h o s i l  q ilam iz . B u y e rd a  s - 2 - n n ,

y a ’n i s =  2+Trn; « e Z  y ec h im  e k a n lig in i e ’t ib o rg a  o lib , q o lg a n  
y e c h im la m i  to p ish  m a q sa d id a  o ’z g a m v c h ila ra i  a jra ta m ish

u s u lid a n  fo y d a la n am iz : (— ; in |sin (s -  2 ) |= In  |r| - i - c ,
tg(s 2) t

b u n d a n  sin(i--2)=cí u m u m iy  y e c h im n i o lam iz , s  v a  t 

o ’z g a ru v c h i la rd a n  x  va y  o ’z g a ru v c h ila rg a  q ay tsa k , 

c (x + ]) , c e n  y ec h im  h o sil b o ’lad i. S h u n i t a ’k id la s h

jo iz k i ,  .s =  2+ n n  y ech im , u m u m iy  y e c h im d a  c=<) b o ’lg an  
h o ld a  m a v ju d .

3.5-T a’rif. A g a r  gU%.y) fu n k s iy a  u c h u n  

g (A a x ,A /3y y A kg (x,y ),(A > 0 ) te n g lik  a v a  p  la m in g  b a rch a

q iy m a t la r id a  b a ja r ilsa , u  h o ld a  g (x ,y )  fu n k s iy a g a  k  -  ta rtib li 
k v a z i b ir  j i n s l i  fu n k siy a  d ey ilad i.
8-Misol. f { x ,y ) = x 2 + y 3 fu n k s iy a n i k v a z i b ir  j in s li l ik k a  
te k s h i r in g .

Y e c h i s h :  / f Aa x ,Á./)y j  = A2ai 2 +A 3/}y3 = a a (x2 + y 3 ); b u  y e rd a n

¡A2a = Ak sjs t e m a  i^o sii b o ’lad i, y a ’ni t  => P = ^ r -
} A3 „  =  A k J  \3 p = k  3

D e m a k , b e r i lg a n  fu n k s iy a  a  va p  n in g  p  = 2~  rn u n o sa b a tn i

b a ja r u v c h i  ix tiy o riy  q iy m atla ri u c h u n  k = 2a -  d a ra ja li  k v az i b ir 
j in s l i  f u n k s iy a  b o ’ladi.

3.6-T a’rif. (3 .2 )  ten g lam a  k v a z i  b ir  j in s li  te n g la m a  
d e y ila d i, ag a r /(x.jO  fu n k s iy a  p - a  - ta r tib li k v a z i b ir  jin s li  

fu n k s iy a  b o ’lsa , y a ’n i f ^ A ax,A ^ y ^ = A ^ ~ a  f { x ,y ) .  K v a z i b ir  j in s li

£
d if f e r e n s ia l  te n g la m a la r  y = : a  a lm a sh tir ish  o rq a ii b ir  jin s li
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te n g la m a g a  k e l t i r i la d i .  y  = uxa  a lm a sh tir ish  e sa  te n g la m a n i 
o ’ zg a ru v ch ila ri a j r a la d ig a n  d if fe re n s ia l te n g la m a g a  k e ltira d i.

I

te n g la m a  ek a n lig in i t e k s h i r in g  v a  un i y e c h in g .
Y e c h i s h :  B e r i lg a n  te n g la m a n i  (3 .2 ) k o ’r in is h g a  k e lt ira m iz

4 ,-6  _  „ 4
У  = — j 2-  v a  t e n g la m a n in g  o ’n g  to m o n id a g i fu n k s iy a n i, 6 -

2 x y

t a ’r ifg a  aso san  ß - c x  - ta r t ib li  k v az i b ir  j in s l i  e k a n in i 
tek sh ira m iz . B u n in g  a c h u n

te n g lik  b a ja r i la d ig a n  ex. v a  ß  la r  m a v ju d  e k a n in i k o ’rsa ta m iz . 
Y u q o rid a g i te n g l ik d a n

s is te m a n i h o s il  q i la m iz .  B u  s is te m a n in g  y e c h im i 2/? = 3a  

m u n o sa b a tn i q a n o a t la n t i r u v c h i  b a rc h a  a  v a  ß  s o n la r i  ek an i 
ra v sh an . D e m a k , b e r i lg a n  te n g la m a  k v az i b ir  j in s l i  d if fe re n s ia l  
te n g la m a d ir .B u  te n g la m a n i  y e c h is h  u c h u n

9-Misol. te n g la m a  k v a z i b ir  j in s li

4Л6огл б - Л 4^ у 4 _  p 'l-a  4 л6 - у 4

M o s  k o e ffits ie n tla r rii t e n g la s h t i r ib .

I  t 3
y = w r“ y a ’ni y = u x 2 a lm a s h t i r i s h  b a ja ram iz .



f 2ti — du _  r d x , 

‘u2 + 4 ) ( , /2 - l j  = л ’

l«2 - l
ln

г/2 +4
+ 51njjt| = lnc]; " 2_ , - x 5 = V

ы2 + 4

Topilgan yechimni у=га2 almashtirishga asosan x va y

o’zgaruvchilar bo’yicha yozamiz y 2 - * 3 

y2 +4x3
X5 =c; с е й .

Ю-Mwö/. Ixtiyoriy urinmasining abtsissa o ’qi bilan kesish 
nuqtasidan koordinata boshigacha va urinish nuqtasigacha 
bo’lgan masofalari teng bo’ ladigan egri chiziqni toping. 
Yechish: Masala shartiga ko'ra \o k \=\k m \,  ya’ni 
zoMK = ZMOK = ß demak, a --iß bundan
t g a  = t g 2 ß  = 2 t g 2 a ' ^ = y

1 - t g 2 ß  x

bo’lgani uchun 
2 1

tgcc = -----2 -  = — ^ - ;  t g a
1 _ r  X - r

x2

esa hosilaning geometrik ma’nosidan,
o’z navbatida ÿ  ga teng, ya’ni ÿ = - ^ ~  ko’rinishdagi bir

x r - y

jinsli differensial tenglamaga ega bo’ldik. Bu tenglamani y = z x  

almashtirish yordamida yechamiz.

d y  = z d x  +xdz;

. i , fl+3z2 , d z2 
ln |c x |= J -------

zdx-+xdz  2 z
dx 1 - Z 2 1 x  ' z + z 3

d z ,

z  + z 1+: T ln|cx| = h
1+ z¿

; yoki у х
С* =  3 2  x ¿ + y ¿

y a ’ni х 2 + у г = с ,у ;  c t e R  yechiniga ega bo’lamiz.
Eslatma: / = / i-|  tenglamaning integral egri chizig’i vay

y = kx to’g’ri chiziq kesishishiian hosil bo’lgan burchak
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tangensi [+ k^ k )  g;a teng bo’ladi. Bir jinsli tenglamaning

integral egri chiziqlari y  =  kx to'g’ri chiziqni faqat bir xil 
burchak bilan kesga.ni uchun к  ning qiymatlari orqali, berilgan 
tenglamani yechmay turib, uning integral egri chizig’ini qurish 
mumkin.

/Yjfc) —jfc

Mustaqill yechish uchun misol va masalalar:

I. Quyidagi funksi.yalaming bir jinsli ekanligini tekshiring 
(101-104).

1 0 1 . f { x , y )  = 1 0 2 . f ( x , y )  = ( 2 x ~ y f  + 4 x 2y .
X « y

1 0 3 .  n * , y ) , i - ± y L .  1 0 4 .  / ( x , y ) = H ± f e ;
x —  y  c x + d y

I I  Quyidagi tenglamalami yeching (105-120).
105. 4х-Зу + У(2^-Злг) = 0. 106. ^  =

107. x y ' - y  = ( x +  108. x y '  =  y - x e x . 

109.y2 +  x 2ÿ  = Х У ~ ^ -  110. 4 x ’ + x y - 3 y 2 + ~ ( 2 x y - 5 x 2 +y2)=0 .

111 . 1 1 2 .  X ^  = X t g Z  + y .
3 x  - y  d x  x

113. xdy  =  y c o ù r t — cùc. 114. +  =
x  { d x  )  x + 3  x + 3

115. 2x+2y -l + ̂ ( x  + ̂ - 2) = 0. 116. 3x+v- 2  + ̂ (x -l) = 0.
c l x  d x

117. [ 2 x + y - 4 ) d y  = ( y + 2 ) d x .  118. ( y - x + 2 ) ^ -  =  \ +  y - x .  
d x

119. d y  = 2^— ̂  + ̂  j j~ d x . 1 2 0 . ( x + y - 3 ) y ' =  - ( 2 x - 4 y + 6 ) .

III. Quyidagi kvazi bir jinsli differensial tenglamalami 
yeching (121-126).

121. 2C*2 - x y 2 ) y '  +  y 3 = 0 . 122. ( y 4 - 3 x 2 ) ÿ + x y - 0 .
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123. d y  =  ¿ ^ d x .
о Л2 х ‘

1 2 4 .  (х 2у 4 +  1)_к =  - 2 x ÿ .

125. d y = ¿ ^ f ^ d x .
VА"

126. х ( 2 х у + \)у '+ у  = 0.

127. Urinish nuqtasining absissasi, koordinata boshidan 
urinmasiga tushiriLgan peipendikulyaming uzunligiga teng 
bo’lgan egri chiziqtii toping.

128. Koordinata boshidan ixtiyoriy urinmasigacha 
bo’lgan masofa mos urinish nuqtalarining absissasiga teng 
bo’lgan hamda ( 1;1) nuqtadan o’tuvchi egri chiziq 
tenglamasini tuzing.
Quyidagl tenglamalaming taqribiy egri chizig’ini quring 
(tenglamani yechmasdan).

129. x 2 d y  =  y ( 2 y - x ) d x .  130. { 2 x 2y - x i ) d y  =  ( 2 ^ - x 2 y ) d x .

4-§. Chiziqli va unga keltiriladigan differensial 
tenglamalar.

4.1-Ta’rif. Ushbu

ko’rinish.dagi tenglamaga birinchi tartibli chiziqli differensial 
tenglama deyiladi. Bu yerda p [ x )  va q ( x )  funksiyalar 
uzluksiz funksiyalar. (4.1) ko’rinishdagi tenglama turli 
usullarda. yechiladi. Masalan: o’ zgarmasni variatsiyalash 
(Logranj2) usuli. Bemiilli3 usulu va integrallovchi 
ko’paytuvchi kiritish usuli.

1. O ’zgarmasni variatsiyalash usuli. Bu usul yordamida 
(4.1 ) tenglamani yechish uchun avval (4.1) ning birjinsli 
qismini y a’ni

p ( x ) y  =  q ( x ) (4.1)

2 Lagranj J o z e f  Lui (1 7 3 6 -1 8 1 3 ) - Fransuz n atem a tig i
3 Y ak ob  B c r n u lli (1 6 5 4 -1 7 0 5 ) - Shved m atem atigi.
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t +p{x)y=0
tenglamani yechamiz. Uningyechimi y  =  c e ~ ^ p ( x №  bo’ladi.
(4.1) ning yechimini

y { x ) = c ( <x ) e  \ p { x ) d x  (4 .2 )

ko'rinishda izlaymiz. Y a ’ni (4.2) dan y ' ( x )  ni topib, (4.1) ga 
qo’yib, undan

c ( x )  =  a + f  q { x )  (4 .3 )
ni topamiz. (4.3) ni (4.2) ga qo’yib,

c  +  j  q ( x ) J  P ^X^ X  d x
- \ p ( x ) d x  

y - e  1 (4.4)

ko’rinishdagi (4.1) tenglamaning umumiy yechimini topamiz.

1 - M i s o l .  х 2 у ' + х у ч -  i = o tenglamani yeching.
Y e c h i s h :  Tenglamani / + Iy = —L  ko’rinishda yozsak, bu

x  x
tenglama (4.1) ко'rinishdagi chiziqli differensial tenglamaga 
keladi. Bu tenglamani Logranj (o’zgarmasni variatsiyalash) 
usuli bilan yechamiz. Buning uchun /+ Iy= o  tenglamaning

yechimi y  = ekanini e’tiborga olib, berilgan tenglamaning

yechimini y = ^ i  k o ’rinishda izlaymiz y=£M _£M  Va
X X Д.2

У = ~  ni berilgan tenglamaga qo’yib, c'(*) = - -  bundan
x  X

c(r)=-ln(x)4c, ni topamiz. Dsmak berilgan tenglamaning 

umumiy yechimi >=—n*+c> ko’rinishda bo’ladi.

2. Bernulli usulL Bu usulda yechim y ( x ) = u ( x ) v ( x )  ko’rinishda 
izlanadi. Q = u ( x ) ~ - + v( j c ) ^  va я*)=«(*)<*) ni (4 .1) ga qo’yib,
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u ( x ) ~ - t - v ( x ) - ^ +  p ( x ) u ( x ) v ( x ) = t ¡ ( x ) y o k \  u ( x ) ^ v { x ) [ ^ + p ( x ) u { x ) \ =  q (x )

ga e g a  b o ’lamiz. ~+p(x)v(x)  = o tenglamaning biror bir

u(x) =  c ( x ) e ~ ^ p { x ) d x  yechimini olsak, u hoida oxirgi tenglikdan

e i p(x^ x -  q(x) y a ’ni v(jx') = jq(x)JP{X>CÍXdx+- c, (c=const)
dx

olamiz. Demak, topilgan u(x) va v(.r) fuinksiyalami 
y (x)=n(x)v(x) ga qo’ysak (4.4) yechimni olamiz.

2- M i s o l .  xy’ =  2(x4-+y) tenglamani yeching.
Y e c h i s h :  Berilgan tenglamani y ' ~ y = 2 x 3’ ko’rinishda

yozam iz . Dem ak, berilgan tenglama chiziqli differensial 
tenglam a. B u  tenglamani B em ulli usuli bilan yecham iz, ya ’ni 
y (x) = u (.v)v(jc) almashtirish bajaramiz;

y'(x)  = Ii'(x)v(x) + \’’(x)ii(x) => í/(jc)v(a)+ v'(x)u{x)-—u(x)v(¿t) = 2x?=>

=> v'(jc)m(x)+v(a) t i ' ( x ) -  x̂ lli x ) = 2í 3 (4-5)

lami hosil qilamiz. Bundan u'(x)~^u(x)= 0  tenglamaning biror

bir yech im in i topamiz. => (lnw(x)),.=2(lnx)j =>

¡nu(x)=2lnx; => U(x)=x2. Topilgan u(x)=x2 ftinksiyani (4 .5 )  
g a q o ’ yib, v'(jc)== 2x ya ’ni v(x)=x2+c, (c=const) n i olam iz. 
D em ak , berilgan tenglamaning umumiy yechim i 
y(x)=u(x)v(x)=x2(x2 +c) ya’ni y =cx2+x4 b o ’ladi.
3. Integrallovchi ko’paytuvchi kiritish usuli.
(4 .1) tenglamaning ikkala tomonini Jp(-r)ax jf0(jaga  

k o ’paytirib, tenglamani
d  ' | p&)dx V q( x y № x)dl  
dx\
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ko’rinishda yozamiz. Oxirgi teriglikning ikkala tomonini 
integrallab,

y a ’n i

y =  e - f P ^ dx

ko’rinishdagi (4.4) formulaga ega bo’lamiz.
3 - M i s o l .  ÿ +  tenglamani yeching.

Y e c h i s h :  Berilgan tenglamani (4.1 ) ga moslashtirsak, p(x)=tgx 
va

J  p(x)dx _ Jtgxdx _ c- lncosjr_ 1
COSX

cosxbo’ladi. Demak, berilgan tenglamaning ikkala tomonini ~

ga ko’paytirib:
1 dy , sin* 1

—---- ~ r  + У-----^------------
cosx ax cos X  cos x  ш  v  cos^x

-4̂1 V—̂— I = —L - ;  ni hosil qilamiz.
dx\„ cos x J cos x 

Bundan y—l— =  /gx -+cga ega bo ’lamiz. Demak, berilgan
COSJC

tenglamaning umumiy yech.imiy=sinx+ccosx; ( c = c o n s t )  

ko’rinishda bo’ladi.
Ësiatma. B a ’zi bir tenglamalarda x  ni y  ning 

funksiyasi deb qarasak, bu tenglama chiziqli tenglamaga 
keladi.
A(y)+[B(y)x-C(y)]^-=o cbiziqli bo’lmagan tenglamani

qaraylik. Bu tenglamaning ikkala tomonini A(y)*o ga bo’lib, 
berilgan tenglamani

<~+<p(y)x = f(y)

ko’rinishda yozib, x(_y) funksiyaga nisbatan chiziqli 
differensial tenglamani yuqoridagi usullar yordamida yechish 
mumkin. Bu yerda
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Ay) ’ My)
4 - M i s o l .  y  = —-—r- tenglamani yeching.

2 x  + y J

Y e c h i s h :  Berilgan tenglamani differensiallar orqali 
quyidagicha yozamiz.

_Z._ yoki — = 2x'+->;3. = - x + y 2. Oxirgi tenglikdan
2 x  +  y 3 d x  y  y

ma’lumki berilgan tenglama x { y )  funksiyaga nisbatan chiziqli
differensial tenglama, ya’ni ^ - - ^ x = y 2 . Bu tenglamani yechish

d y  y

uchun (uchinchi hoi) integrallovchi ko’paytuvchi kiritish 
usulidan foydalanamiz.

- f - d y  In
e \ P ( y ) d y  =  e  y  = g -21n y  =  e

y 2

Demak, tenglamaning ikkala tomonini ga ko’paytiramiz.
y

- r i -  - \ x=l  y ° ki $y 2  d y ?  d y

r
i

x ~ i  
. y

=  1; ^ =  y + c .
r

Y a ’ni berilgan tenglamaning umumiy yechimi x = y i +cy2 

bo’ladi.
Quyidagi

f { y ) % + P L x ) f l y ) = q ( x )  (4.6)

f + p { x )  =  q ( x ) e " y  (4.7)
a x

4 l + p ( x ) y = q ( x ) y ”‘ (4.8)
a x

ko ’rinishdagi tenglamalar ham chiziqli differensial 
tenglamalarga keltirib yechiladi. (4.6) tenglamada y ,  x  ning 
funksiyasi bo’lgani uchun f ( y ( x ) ) = z ( x )  yoki f ( y ) j f = z \ x )



almashtirish natijasida z'+p ( x ) z ’ = q ( x )  ko’rinishdagi chiziqli 
tenglama hosil bo’ ladi.

(
5 - M i s o l . ~ ^  +  ( 2 —x ) \ n  y  =  x e  2л + -  e  2 tenglamani yeching.

Y e c h i s h :  Tenglama у  ga nisbatan ham yoki x  ga nisbatan 
ham chiziqli emas, ammo bu tenglama (4.6) tenglamaga mos
bo’lib, f ( y )  =  \ n y „  f ' ( y ) = —  bo'lgani uchun \ n y  =  z { x )

у

almashtirish bajaramiz, u hoi da ^  = z ' { x ) . Demak berilgan 

tenglama

z ’ + ( 2 - x ) z  = x

f  x*_
- 2 x  + e A (4.9)

ko’rinishga keladi, bu tenglama esa z(x) ga nisbatan chiziqli 
differensial tenglamadir. Hosil bo ’lgan tenglamani yechishda 
Logranj usulidan foydalanamiz

• d z —2x
z ' - i - ( 2 - x ) z  =0 ; ¡ - — =  f ( x — 2 ) d x ;  z  =  c ( x ) e 2

Topilgan z(x) funksiyani (4.9) ga qo’yib,

с(л г) =  j x(e 2 -¡r e x̂ )dx+cl
ga ega bo’lam iz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy 
yechimi quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi.

~ —2x 
In y ( x )  =  z ( x )  =■ c ( x ) ¿ ?  2

-X±
\ x : ( e  2 + e 2 x ) d x + c l

X̂ ~ 2 x

(4.6) ko’rinishdagi tenglamalarni yechishda, tenglamaning 
ikkala tomonini e y { x }  funksiyaga bo’lib, z ( x ) = e ~ ny(-x )  va 
z ' ( x ) = - n e ~ n y ( x ) y ' ( x )  almashtirish na.tij asida quyidagi tenglamaga
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ega b o ’lamiz: - ^ р ( ф = ф )  (л*о), bu tenglama esa z«  

funksiyaga nisbatan chiziqli differensial tenglamalar.

6 - M i s & l .  e ~ x ÿ  - e ~ x  =  e y  tenglamani yeching.
— X

Y e c h i s h :  Berilgan tenglamani ikkala tomonini e  ga 
ko’paytirib,

d y  , x: y  -f--l - e  e - '  
d x

tenglamani hosil qilamiz. Hosil bo’lgan tenglama (4.7) 
ko’rinishdagi tenglama-ning xususiy (w=i) holi bo’lgani 
uchun, bu tenglamani z (x)= e~y^  va z \ x ) = - e ~ y M y \ x )  

almashtirishlar orqali z '+ z = - e x  tenglamaga keltirib yechamiz. 
Hosil bo’lgan so’nggi tenglama z < »  ga nisbatan chiziqli 
differensial tenglama bo’lib, uni yechish usuli bizga ma’lum 
bo’lgani uchun bu tenglama-ning umumiy yechimini birdaniga 
yozamiz: z(x)  = ce~x - ~ e x , demak berilgan tenglama umumiy

yechimi é ~ y = c é ~ x - ^ e x  ko’rinishda bo’ladi.

4.2-Ta’r if. (4.8) ko’rinishdagi tenglamaga B e r n u l l i  

t e n g l a m a s i  deyiladi.
(4 .8 ) ko’rinishdagi tenglamalami yechishda
г(х)= У “"‘, { т Ф  o m * .  1) va z X x ) = ( \ - m ) y ~ m ÿ  almashtirish 
bajaramiz, demak. (4.8) tenglama

z '+(1 -  m) p{x)z = (1 -  m)q (x)

ko’rinishdagi chiziqli tenglamaga keladi. Bu tenglama, bizga 
ma’kim bo’lgan chiziqli differensial tenglama bo’lib, uni 
yechish usulini esa biz bilamiz.

1 - M i s o l .  (л-+ 1 ХУ+у2 ) = - y  tenglamani yeching.
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Y e c h i s h .  Berilgan tenglamada * * - 1  deb faraz qilib, uni 
y ' + —^ y = - y 2 ko’rinishda yozib olamiz. Hosil bo’lgan

tenglama (4.8) ko’rinishdagi tenglama bo’lgani uchun 
z ( x ) = y ~ l ; z ' ( x ) = - ^ ~  almashtirish bajarib: ¿ — ^ z  = i

X  +  \

ko’rinishdagi chiziqli tenglamaga ega bo’lamiz va uni 
yuqoridagi usul laming biri orqali yechib, 
z=(A-+i)(lnO+i) +c)yechimni olamiz, Demak, berilgan tenglama
yechimi y=7— — ' bo’ladi.
J (x +  lX ln(A -+l)H -c)

Ba’zi hollarda Bem ulli teaglamasini yechishda Bemulli
usulidan foydalanish qo’ l keladi.
8 - M i s o l .  ( x P " 2 x y  =  4 y j y ( \ +  x 2 ) a r c t g x  tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Berilgan tenglama Bernulli tenglamasi bo’lib, uni 
yechishda _y(x) = u ( x ) v ( x )  va  d y ( x )  =  u ( x ) d v ( x )  +  v ( x ) d u ( x )  

almashtirishdan foydalanamiz:
(,x 2  + l ) ^ ~ v + -  t i j  -  2xtrv  =■■ 4 u v ( \+ x 2)arctgx ,

{x2 + \ ) ~ V+-ÍX2 + í ) f ---- ti =  4 Juv(\ + x2)arctgx, (4.10)
dx { . d x  l + x 2 )

^ t e n g l a m a n i n g  biror v = i + * 2 xususiy yechimi uchun
d x  I h-x
(4.10) tenglamadan u ( x )  funksiyani topamiz, ya’ni 
( x 2 + \ ÿ ^ = 4 y / ü ( l + x 2 ) a r c t g x  tengamani yechamiz. Bu

tenglamaning u ( x ) =  0  bir yechimi ravshan, boshqa 
yechimlarini topish uchun o ’zgaruvchilami ajratib, uni 
integrallaymiz::

j d ^  = 4 \arctg^ dx  va u(x) =  (arctg2x+ -c \2 ga ega bo’lmiz. Demak,
Va ] + x 2 '

berilgan tenglama yechimi y ( x )  =:0  va y ( x )  =  ( \ + x 2 ) [ a r c t g 2 x + c ]j  

bo’ladi.

2
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4.3-Ta’rif'. Ushbu
/ + a ( x ) y  + b(x)y1 =  c ( x ) , (  b(x), c(x) *  0 )  ( 4 . 1 1 )

ko’rinishdagi tenglamaga R i k k a t i  t e n g l a m a s i  deyiladi.
Agar Rikkiati tenglamasining biror bit y \  xususiy 

yechirni mavjud bo’lsa yoki topish mumkin bo’lsa y = y x + z  

almashtirish orqali (4.11) tenglama Bemulli tenglamasiga 
((4.8) tenglamaga) keltiriladi. Agar Rikkati tenglamasining 
biror xususiy yechimi ma’lum bo’hnasa uning xususiy 
yechimini o’ng tornondagi c ( x )  funksiya ko’rinishiga qarab 
izlaymiz. M . a s a \ m : c ( x ) = a lx 2 + a 2x + a 3 (q ,a 2, a 3 = c o n s t )  bo’lsa,
xususiy yechimni y =b xx + b 2 ( b v  = c o n s t ) ko’rinishda, c ( x )  =  ~  

{n,k= c o n s t)  bo’lganda esa, xususiy yechimni y = ^ r
XK

(m ,k=  const) ko’rinishda izlash qo’l keladi.
9 - M i s o l .  y ' + y 2 = ^ -  tengl amani yeching.

x 2

Y e c h i s h .  Berilgan tenglama Rikkati tenglamasi bo’lib, uning 
xususiy yechimi ma’lum emas. Berilgan tenglamada c ( x ) = - ^

bo’lgani uchun, uning xususiy yechimini y r =  ™ ko’rinishda
n

qo’y ib  aoma’lunikoefTisiyent tn  nitopamiz:
„2

m 
x

izlaymiz. Demak, y \ = ~ ^  va y,=— ni berilgan tenglamaga

m  n , ~ \  ya’ni m2 - r n - 2 = 0  tenglamani yechib,

=—i,m, = 2 ga ega bo’lamiz.Ya’ni tenglamani ikkita xususiy 
yechimi topildi: 2̂=|. Demak berilgan tenglamada

y = y x - + 2= z - l  almashtirishni bajarib, z ' ~ z = - z 2 korinishga

ega bo’lgan Bemulli tenglamasini hosil qilamiz. Bu 
tenglamaning ikkala tomoaini x 2  ga ko’paytirib,



x d-~ ^ -= 3 z x - (x z )2 tenglamaga, и =  zx  almashtirishdan so’ng esa 

д г ~ -= 3 м -м 2 tenglamaga egabo’ lamiz. Bu yerdan u = ( u -3 ) c 2 va 

u = 3  yechimlarga ega bo’lam iz. Demak, hosil bo’lgan 
Bernulli tenglamasii yechim lari z =  ~  va z  =  c ( z x -3 ) x 3 , o’z

nav latida berilgan tenglama yechimlari esa 

1 va bo’ladi.
*  (cx3 - ^  ' *

4.4-Ta’ rif. Ushbu
M { x \ y ) d x + N  (x; y )¿/y + /?(х; y ) ( x d y  -  y d x )  = 0 (4.12)

ko’rinishdagi tenglamaga M i n d i n g - D a r b u  t e n g l a m a s i  

deyiladi, bu yerda M v a  N fuhksiyalar birxil o’lc'novdagi bir 
jinsli funksiyalar, R -h am  bir jin sli funksiya.

Bu ko’rinishdagi tenglamalar y = x - t  almashtirish orqali 
Bernulli tenglamasiga Iceltiriladi.

1 0 - M i s o l .  ( 2 x y - x * y - _ y i ) d x - ( x z  + y 2 - X 3 - x y 2 ) c f y =о tenglamani 
yeching.
Y e c J i i s h .  Berilgan tengl amani
2 x y c b - ( x 2 y + y i ) d x - ( x 2 + j^ )¿ ^ + (x 5 + x y 2 )tfy  = 0

yoki 2 x y d x - ( x 2 + y 2 ) d j  + { x r 2  + y 2 ) ( x d y - x d y )  =  о yozib olsak, (4.12) 
tenglama ko’rinishiga keladi,. Demak berilgan tenglamani 
y = x t  almashtirish orqali yecha-miz: d y = t d x + x d t  ni e’tiborga 
olsak, ( i - t 3 ) d x + ( \ + t 2 ){xr2  - x ) d t  = o  tengla-maga kelamiz. Bu 
tenglamaning o’garuvchilarini ajratib, so’ngra integrallash 
natijasida — -— y a ’ni y ( x ~ l) =c(x2 -_y2) umimiy yechimga

X \ - t l

ega bo’lamiz.
Mustaqiil yechish ucliun misol va masalalar:

I. Quyidagi differerisial tenglamalami yeching (131-145).

45



1 3 3 .  ^ L  =  x 2 + 2 x - 2 y .  1 3 4 .  x h x d y  = (x i ( 3 \n x - \ ) + y ) d x .
ax

1 3 5 .  xc fy= (xy+ ex ')dx. 1 3 6 .  =

1 3 7 .  “  =  3 x 2e ~ x - ( x i - y ) y .  1 3 8 .  & - = ( x 2 + y ) d x  . 
ax Lx

1 3 9 .  — +  c o s x  = ^ -  . 1 4 0 .  ( x + y ) d y = \ 2 y - \ - ( x + \ ) 4 ~ \dx .
x  ax L J

1 4 1 .  /  = ---- ;------- 1 4 2 .  /  = --------------------------------------
x s m y + 2 s m ¿ y  3 x - y ¿

1 4 3 .  (sin2 у  +  xc tgy jy '= 1 .  1 4 4 .  ydx  = ( x + y 2)dy.

1 4 5 .  ( 2ey - x ) ÿ  = \ .

II. C4.5) ko’rinishdagi quyidagi differensial tenglamalarni
y e c h i n g  ( 1 4 6 - 1 5 3 ) .

1 4 6 .  2ÿ 1 4 7 .  Cy 2 - t x ) = x y y ' .  
x 2 - l  У

148. x y '+ x 5y ^ e x = -2 y  . 149. (ху+ х2у* )у '  = 1.

1 5 0 .  8x y ’ = y - ^ =  . 1 5 1 .  3xy' = 2 y + ^ - .
y J x + ¡  JT

152.х1плУ = (l+ln*)>—1>/х(2+1пл). 153. х2У = у 2(1+2х2) - 2 х 3у .  

Ш . Quyidagi Bemulli tenglamalarini yeching (154-158).

1 3 1 .  (a2 - x 2)dy = (a2 -xy)dx . 1 3 2 .  (_x2+ 2 x - \ ) ^  = x- \+{x+\)y .

154. x y 2/ ~ x 2 +y¿.  155. ÿ x 3s i n y = x y ' - 2 v .

156. y ' = y 4 cos x + ytgr . 157. ÿ + 2  y - y 2ex .

158. x(ey  -  / ) = 2, ( e y  =  z(x)  almashtirish baj aring).

IV . Quyidagi Rikkati tenglamalarining bitta xususiy yechimini 
tanlash orqali topib, ularni yeching (159-164).

159. x y ' - ( 2 x + \ ) y  = - ( x 1 +}'1)-  1 6 0 . y '  + 2yex - y 2 = e2x +  ex .

161. 3 y '+ y 2 +-̂ - = 0 . 162. x 2y '+ x y + x z y 2 = 4 .
xr
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V. Quyidagi Minding-Darbu tenglamalarini yeching (165- 
168).

165. y d x +xdy+y 2(xdy- ydx) = 0 . 166. (x^y+y*  — xy)dx+x2dy = 0.

1 6 7 . y ^ ( x + a ) d x + x ( : c 2 - a y ) d y  = 0 .
1 6 8 . ( x 2  + 2 y 2 )c£t -  = (xc/y -  >>i£c).

169. Urinish nuqtasining ordinatasi urinina va koordinata 
o’qlari bilan chegaralangan trapetsiya yuzi 3a2  gat eng bo’lgan 
egri chiziqni toping.

170. Koordinata boshidan urinish nuqtasigacha bo’lgan 
kesma, urinma va absissa o’qi bilan chegaralangan 
uchburchak yuzi o’zgarmas bo’ladigan egri chiziqlar oilasini 
toping.

163. y ' -2xy+y2 = 5 - x 2 . 164 , y ' = ¥ - -  — +x.

5-§. To’liq differensialli tenglamalar. Integrallovchi 
ko’paytuvchi.

Matematik analiz kursidan ma’lumki ilcki o’zgaruvchili 
u ( x , y )  funksiyaning to’liq differensiali
du(x ,y )= ux(x,y)dx+uy{x,y)dy  formula bilan hisoblanadi.

5.1. - Ta’rif. Agar
M  (x, y)dx + N  (x, y)dy =  0 (5.1)

tenglamaning chap tomoni qancaydir u (x ,y )  funksiyaning 
to’liq differensiali bo’Isa, ya’ni

du(x,y) = M (x,y)dx+ N (x ,y)dy  (5.2)
bu yerda ux =  M (x,y), Uy =  N (x ,y ) ,  u holda (5.1) ko’rinishdagi 
tenglamaga t o  ’l i q  d i f f e r e n s i a l l i  t e n g l a m a  deyiladi.
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5.1.-Teorema. Agar M ,  n , dP - ,  lar D c z R 2 sohada°  o x  a y

uzluksiz bo’Isa, u holda (5.1) tenglama t o ’l i q  d i f f e r e n s i a l l i  

t e n g l a m a  bo’lishi uchun

^ L S ^ L  (5.3)
8 x  d y

tenglik o’rinli bo’lishi zarur va etarli.
1 - M i s o l .  (X3 + x y 2 ) d x + ( x 2 y + y 3 ) d y  = 0 tenglama to’liq 
differensialli bo’lishini tekshiring.
Y e c h i s l i :  Berilgan tenglama (5.1) ko’rinishdagi tenglama 
bo’lib,

M{x,y) = x3+xy2, N(x,y) = x1y + y 3 .

Endi 5.1.- teorema shartini ya’ni (5.3) tenglik bajarilishini 
tekshirib ko’ramiz.

d _ m ± y l = 2xy ,  y l  = 2 x y .
dx ay

Demak, tenglik bajarildi, ya’ni berilgan tenglama to’liq 
differensialli tenglama ekan.

Agar (5.1) tenglama to’liq differensialli tenglama ekani 
ma’lum bo’lsa (5.2) dan du(x,y)=o tenglama hosil bo’ladi, bu 
tenglamaning yechimi esa u(x,y)=c, (c=const)ekani ma’lum. 
Demak, (5.1) tenglamaning chap tomoni biror bir 
u(x,y)funksiyaning to’liq differensiali bo’lsa, bu tenglamaning 
yechimi u(x,y)=c, (c=const) ko’rinishda bo’ladi.

2 - M i s o l .  ( 2 x + cosx ) d x - sin y d y  = o tenglamani yeching.
Y e c h i s h :  Berilgan tenglama (5.1) ko’rinishdagi tenglama 
bo’lib,

d N ( x , y )  _  g sin y  _ 0 d M ( x , y )  _  8 ( 2 x  + c o s x )  q 
a x  dx ’ d y  dy
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Demak, berilgan tenglama to’liq differensialli tenglama va uni
d i t ( x , y )  = d ( x 2 +sinx+cx)s y )  = 0

ko’rinishda yozish murnkin, bundan tenglamaning yechimi
X +sinx+cos>, =:c, (c = const)

ko’rinishda bo’ladi.
Har doim ham (2-misoldagidek) v { x , y )  funksiyani to’g’ridan- 
to’g’ri topib bo’lavermaydi. u ( x , y )  funksiyani topish uchun 
quyidagi ketma-ketlik amalga cshiriladi. (5.2) tenglikdan 
bizga ma’lumki

^ ÿ ^ - = M { x , y ) ,  =  N ( x , y ) ga teng.

Shu tengliklami birinchisini integrallab,
u(x, y )  = \M  (x, y)dx = F(x, y )  + (p(y) (5.4)

ga ega bo’lamiz, bu yerda F(x,y)  =  M (x,y)  va <p(y) - ixtiyoriy 
differensiallanuvchi funksiyalar.
(5.4) ni y  bo’yicha differensiallab, quyidagini

(5.5)

Hosil qilamiz. (5.5) dan q>(y) ni topib, (5.4) ga qo’ysak, biz 
izlagan u{x,y) funksiva topiladi.

3- M i s o l .  2 x ( i + \ J x 2 - y ) d x - J x 2 - y  d y =о tenglamani yeching.

Y e c h i s h :  —  x w.

bo’lgani uchun berilgan tenglama to’liq differensialli tenglama 
bo’ladi. Berilgan tenglamaning chap tomoni biror bir u(x,y) 
funksiyaning to’liq differensiali bo’lsin deb uni topamiz. 
Buning uchun (5.4) ga ko’ra

___ _____  3

^ ^ -  = 2x(l + y jx ^ - y ) ,  u(x,y)  = 21:c(l + y¡x2 - y )d x  = x2 + |( j c 2 - y ) 2 +(p(y)

Oxirgi tenglikni y  bo’yicha differensiallab,
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1   ■ . i;,  . ■ , > ;
y) . = - ( x 1 - y ) 2 + (p'(y) = - s jx 2 -  y , => <p'(y) = 0 => «(>■•) = const

d y

ga ega bo’lamiz. Demak, berilgan tenglamaning yechimi
3 3

u (x ,y )  = x^  + \ i x i - y ) 2 +c, = c  yoki x2 + —(x 2 - y ) 2 =C0, (c0 =const)
D 3

ko’rinishda bo’ladi.
5.2-Ta’rif. (5.1) tenglamaning integrallovchi

ko’paytuvchisi deb, shunday m(x,y) funksiyaga aytiladiki, (5.1)
tenglamaning ikkala tomonini m(x,y) funksiyaga
ko’paytirganda hosil bo’lgan tenglama to’liq differensialli
tenglama bo’ladi, ya’ni

m ( x ,  y ) M ( x ,  y ) d x + m(x, y ) N ( x ,  y ) d y  = 0 (5.6 )

tenglama to’liq differensialli tenglama. Yoki, 5.1. teoremaga 
asosan

d { m { x , y ) M ( x , y ) )  _ d ( m ( x , y ) N ( x , y ) )  ^  ?^
d y  d x

tenglik o’rinli bo’Isa, (5.6) tenglama to’la differensial 
tenglama bo’ladi. (5.7) tenglikdan m ( x , y )  integrallovchi
ko’paytuvchi

m ( x , y ) { M yi- N x ) - N m x - M m y  (5.8)

tenglamaning yechimi ekanligi kelib chiqadi, ya’ni m ( x , y )  

funksiyani topish uchun (5.8) tenglamani yechish talab 
qilinadi., buning uchun quyidagi xususiy hollami qaraymiz.
1-HOL. m ( x , y )  funksiya faqat x ning funksiyasi bo’lsin, 
ya’ni m ( x , y )  = m ( x ) , u holda (5.8) dan

m  d x  N  

munosabatni olamiz.

^ J ( 5 . 9 )
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4- M i s o l .  ^i+4-jdx+^-+^jí/y = o :englamani yeching.

Y e c h i s h :  Berilgan tenglamada M (x,y)  = \+-Kr-, N { x , y ) - - + ^
x r  x  X2

bo’lib, undan M  =4r; N x =— topamiz, ya’ni
X

M y ~ N * _ 2 ( x + 2 y ) _ 2  

N  x ( x + 2 y )  x '

Topilganlami (5.9) ga qo’yib, m ( x )  =  x 2 ni topamiz. Endi 
m(x ) = x 2 integrallovchi ko’paytuve higa berilgan tenglamaning 
ikkala tomonini ko’paytirib,

+ y ^ d x + ( x + 2 y ) d y  =  0

ko’rinishdagi to’liq differensialli tenglamani olamiz.
Bundan d i x 3  + 3 x y + 3 y 2 )  =o ega bo’lamiz. Shunday qilib 
berilgan tenglama-ning umumiy yechimi 
x3 + 3 x y + 3 y 2  = c ,  ( c  -  c o n s í )  ko’rinishda bo’ladi.
2-HOL. Integrallovchi ko’pa;>1:uvchi faqat y  ning 
funksiyasi, ya’ni m ( x , y )  =  m ( y )  bo’ lsa, u holda (5.8) dan

N -M
1 d m  N x - M  í  ~~¡~a ~ d y

=»*<'>** í5 ' 10)
tenglikka ega bo’lamiz.
5- M i s o l .  x y '=3x2cos2y-Isin2^ tenglamani yeching.

Y e c h i s h :  Tenglamani  ̂3 x 2  eos2  ̂sin 2 y ' j  d x - x d y = o

ko’rinishda yozib,
N x - M v =  6 x 2  eos >,sin>,-l+eos 2  y  = 2 (3 jc 2  eos y  -  sin y) sin y  

ni topamiz. U holda (5.10) ga ko’ra
I f f a  = 25¡n>(3«; cos.y-sinj.) _ a a , ^  m W ----- 11 b o , ,adi
m d y  ( 3 x  e o s  _y -  s i n  v )  e o s  y  e o s  y

51



Shunday qilib, berilgan tenglamaning ikkala tomonini 
m ( y ) = — l—  integrallovchi ko’paytuvchiga ko’paytirib,

COSJ
(3 x z - t g y ) d x ------%j— d y -  o2cos y

ko’rinishdagi to’liq differensialli tenglamani hosil qilamiz va 
hosil bo’lgan tenglamani 3-misoldagidek yechamiz:

W ± y )  = 3x 2_tgy; W W I -- 5-------->*■ ATT 9  ’
cos y

d u  x  , ./.x  x
' Y \SS ~~ 7 ’

KV cosz y  cos y

(p \ y )  = 0 = co n s t

Demak, u ( x , y ) = x ‘ - x t g y + c o n s t  berilgan tenglamaning 
yechimi. y = - + k a ,  k a z  esa ikkinchi yechim, tenglamani

cos2 > ga bo’lganda yo’qotilgan yechimdir.
3 -H O L Agar (5.6) tenglamada m ( x , y )  integrallovchi 
ko’paytuvchi biror bir w ( x , y )  ( w ( x , y )  -  ma’lum funksiya) ning 
funksiyasi bo’Isa u holda

1 d m _  M > ~ N * (5 11)
m dw Nwx -  Mwy

tenglik orqali m ( x , y )  funksiya topiladi.
6 - M i s o l .  ( y - &  +x^dx+ady =  0 tenglamaning integrallovchi

ko’paytuvchisi *+.y ning funksiyasi ekani ma’lum bo’lsa, bu 
tenglamani yeching.
Y e c h  i s h :  (5 .11) ga asosan

a
1 dm  % x - a  x - a  _  1

m  d w
a -

------------- ^
ay  

y ------ hX
V X

a x + a y - y x - x 2  (*+*X *"«) x + y
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dm 1=>—  = -------m x+y
bo’ladi.

d w = - — ga ega bo’lamiz. Bundan w(x,v)=—
W 'é>w x+y

Berilgan tenglamaning ikkala tomonini ,„(x,y) = — —  ga
X+ V

ko’paytirib, quyidagi to’liq differensial tenglamani hosil 
qilamiz:

1 -- ay dx h— — dy ~ 0 . 
x+ y

\ + y- --C, (c = const) ko’rinishda

x ( x + j ) J

Bu tenglamaning yechimi esa e x 

bo’ladi.
7 - M i s o l .  (2x3y 2 -  y)dx+ (2дг2_)Р -  x)dy=о tenglamani yeching. 
Y e c h i s h :  Tenglama to’liq differensialli tenglama emasligi 
ravshan. Shuning uchun m(x,y) = m(w(x,y)) integrallovchi 
ko’paytuvchini izlaymiz. w(x,y) =  xy bo’lsin, ya’ni m(x,y)  
flinksiya xy ning funksiyasi bo’lsin deb, (5.11) dan

1 dm _ Ax3y - \ - 4 x y i  + 1 _ Axyjx^-y1) 2 
mdw (2x2y3-x)y - (2x3y 2 -y)x  -2 x2y2(x2 - y 2) ХУ 

ga ega bo’lamiz. Demak, m(x,y) funksiya xy ning funksiyasi 
bo’lib, oxirgi tenglikdan m(x,y)=-^— bo’ladi. Shunday qilib,

berilgan tenglama

2x-
X2 ,

dx+ 2 y -
ХУ2 ,

dy = 0

ko’rinishdagi to’liq differensialli tenglamaga keladi va bu 
tenglamaning yechimi

xy(x2+y2) +1 ~ c  xy, ( c = const)ko’rinisda bo’ladi.
8 - M i s o l .  (x2 + y)dy+ j:(1 -  y)dx = о tenglamani yeching.
Y e c h i s h :  Integrallovchi ko’paytuvchini (7-misoldagidek) 

x y  ning funksiyasi, j'a’ni w ( x , y ) = x ¡ >  bo’lsa, u holda (5 .1 1 ) dan
1 dm  , ~2x -  x 3x
mdw (>2+y)y-x(\-y)x
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hosil bo’ladi. Hosil bo’lgan — , 3x, ■ fiinksiya x y  ning
2x 2y + y 2 - x 2

funksiyasi bo’lmagani uchun integrallovchi ko’paytuvchini x y  

ning funksiyasi qilib, tanlash noto’g’ri bo’ ladi, ya’ni bunday 
ko’rinishdagi integrallovchi ko’paytuvchi mavjudemas.

Endi w = x 2 +y2 bo’lsin deylik, u holda(5.11) dan
1 dm _ _________________=_____ 3
m chv 2(x2 + y)x-  2x(l - y)y  2(r2 + y 2) 

bo’ladi, ya’ni integrallovchi ko’paytuvchini tanlash to’g ri va
_3

u m ( x , y )  =  ( x 2  + y 2 ) 2 ko’rinishda bo’ladi. Demak, berilgan 
tenglama

x 2 + y 3 dy+ x(-l ~y)- dx = o

(x^+y2)2 (x2 +y2)2
ko’rinishdagi to’liq differensialli tenglamaga kelib, uning 
yechimi

—  Z  . = c ,  ( c =  c o n s t )

W i x2 + y 2

ko’rinishda bo’ladi.
5.2-Teorema. Agar m0Cc,>-)funksiya (5.1) tenglamaning 
integrallovchi ko’paytuvchisi, u0(x,y) esa mos tenglamaning 
umumiy integrali bo’lib.

m0 {M(x, y)dx + N(x,  y)dy)  = u0 (x, y ) 

tenglik o’rinli bo’Isa, u holda (5.1) tenglamaning barcha 
integrallovchi ko’paytuvchi lari

m(x, y)  = m0 (x, y)-<p(u0 (x, y))  (5 .12)
(<p(uQ(x,y))- ixtiyoriy, uzluksiz differensiallanuvchi funksiya) 
formula bilan aniqlanadi.

4-HOL. Ba’zi hollarda (5.11) tenglamani
M, ( x ,  y ) d x  +  N t ( x ,  y ) d y  + M 2 ( x ,  y ) d x  +  N 2 ( x , y ) d y  -  0 (5.13)



ko’rinishda yozíb, M ]( x , y ) d x  +  N l ( x , y ) d y  = 0 va
м  2 ( x , y ) d x + N ^ x , y ) d y  = о tenglamalami mos ravishda
m ¿ x , y ) ,  ™2(*,.у) integrallovchi ko’paytuvchilari hamda 

u2(x,y) umumiy integrallari aniqlanadi va 5.2- 
teoremaga as osan

m(x ,  y )  =  m ] ( x , y ) c p ¿ u x( x , y ) )  == m 2( x , y ) ç 2 (u 2( x , y ) )

munosabat orqali { ^ { u x 0 ,.y)) va р2(и2(х,у)) lami tanlash imkoni 
bo’lsa) (5.1) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisini 
topish mumkin.

9- M i s o l .  Ot3 - x y 2 - y ) d x  + ( x 2 y - y 3 +  x ) d y =o tenglamani yeching. 
Y e c i i i s h :  Berilgan tenglamani
x i x 2 - y 2 ) d x + y C x 2 - y 2 ) c t y - h x c t y - y d x  =  о ko’rinishda yozib olib, uni 
ikkitaga ajratamiz.

x ( x 2 - y 2 ) d x + y ( x 2 - y 2 ) d y  =  0  (5-14)
x d y - y d x = 0  (5.15)

(5.14) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi 
/«1°(jr,y)=— ko’rinishda bo’ladi, demak (5.14) tenglama

X ~ y

x d x  + - y d y  = o ko’rinishga kelib, uning umumiy yechimi x 2 + y 2  =c 
bo’ladi. Demak, (5.12) ga asosan (5.14) tenglamaning barcha 
integrallovchi ko’paytuvchilari m ^ 0 ; , y ) =  1 <p^x2 + y 2 )  (p,(z)-

X2 - y 2

ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya) formula bilan 
ifodalanadi. (5.15) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi
m \ ( x , y ) = —  va mos umumiy yechimi ^=c ekani ravshan,

xy x
shuning uchun (5.15) tenglamaning barcha integrallovchi 
ko’paytuvchilarini w (*o0 =—í»2 Í - ]  formula orqali topamiz.xy \XJ
(pt( z )  va ( p ^ z )  -  ixtiyoriy funksiyalar bo’lgani uchun ulami 
shunday tanlaymizki ular quyidagi
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te n g lik r ti  q a n o a tla n tirs in . A g a r  p,(x2 +y2) = ^ ( 2)= ! b o ’lsa, u

holda <p2
y
X ya’ni q > A z ) ——^ —T bo’ ladi. Demak,

'  1 1 - z £

berilgan tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi.
m(x, y) =) =  m (x ,y )  = m2 ix, y) = - r ----- y

x r - y r

ko’rinishda bo’ lib, berilgan tenglamani unga ko’paytirish 
natijasida

X - 2 2 X - y
dx + y +

x 2 - /
dy = 0

to’liq differensialli tenglamani hosil qilamiz. To’liq 
differensialli tenglamani yechish usuliga ko’ra

yu . = x - 2 2 ’ x z - y U> ^ y + a - ; 2 ’x  - y

w(A-,y) = l  X— =-----Y
x  - y

dx+<p(y) = ̂ - - i l n
x - y
x + y +<f>(y) =>

^  Uy dy

X  r+(P'(y) — v+ X

x - y
*r<P(y)

2 2 x + y
=y+

x2 ^ 2 '

- y 2 x 2 -  y :
<p’(y) =y; <p(y) = Y +e> {c" const)

Shunday qilib, berilgan yenglamaning umumiy yechimi 
quyidagicha

y- 4 — ^rln 2 2
x - y
x +  y

— c, ( c = const) topiladi.

(5 .16)
5-H O L. Agar (5.1) tenglamada

^ L - ^ L  = N<pi(x ) - M (p2( y )

shart bajarilsa, u holda bu tenglamaning integrallovchi 
ko’paytuvchisi



m(x,y)  = mi(x)m2(y) 

ko’rinishda bo’ladi, bu yerda «!,(*), m2(y)  funksiyalar

».,<«) - < № * ’ ■. ,n,!0 , ) . e ^ <y)dy

formulalar crqali topiladi.

10 - M i s o l .  ( y 4 -4 x y )d x + { 2 .x y i  - 3 x 2)c'y = 0, a >  0 , y  > 0 , <  x  <

teng- lamaning integrallovchi ko’paytuvchisini toping.
Y e c h i s h :  M y = 4 y 3 ~  4 x ;  N x = 2 y ’ - 6 x .  (5.16) ga asosan

M - I S = 2 y 3+ 2 x  = (2 x y i - 3 x 2) - - ( y 4 - 4 x y ) -  = N - - M - .
y X y  X y

Demak, m i(x) =  J x ,±> =  x 2 , m2( y ) = y 2 bo’lgani uchun berilgan 
tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchi m (x ,y )  =  x 2 - y 2 

ko’rinishda bo’ladi..
6 -H O L. Agar (5.1) tenglamada M ( x , y ) v a N ( x , y ) funksiyalar 
bir xil tartibli bir jin s li, hamda differensiallanuvchi funksiyalar 
bo’lsa u holda (5.1) i:englama

ko’rinishdagi integrallovchi ko’paytuvchiga ega bo’ladi.

11 - M i s o l .  4 xydx+ C y 2  - x 2)dy = o  tenglamaning integrallovchi 
ko’pay-tuvchisini toping va uni tekshiring.
Y e c h i s h :  M ( x ,y ) =  4xy, N ( x , y ) = y 2 - x 2 funksiyalar ikkalasi 
ham ikkinchi
tartibli bir jinsli funksiyalar, demak (5.17) ga asosan
integrallovchi ko’paytuvchi

/  \  i ' m(x, y )  = — ------------— —  =  -- --------- -
4 x  y + y ( y  - x  ) 3x  y +y  

bo’ladi. Topilgan funksiyaga berilgan tenglamaning ikkala 
tomonini ko’paytirib, hosil bo’lgan tenglamaning to’liq 
differensiallitenglania ekanini tekshiramiz.
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4 x  j  . У j ._л k iin H o frl \/f —___^ j  V — -------
2 2

d x + — ^ — r.dy-^ o, bundagi m,=
3x2 + y 2 ' ' 3 x 2y + y 3 

funksiyalar (5 .3 ) shartni, ya’ni ni qanoatlantirishini
3x2 +y2 3x2y  + yJ 

funksiyalar (

tekshiramiz:
4x

43x2 + y 2

8.ty

“ » l  _  и
dx dx

2 2 л у  - x

Зх2 +у3

IЗх2 + у2 j 

„2 „2Ч-2ху{3х  +  у2 ) -  6(у1 - х2 )ху _ _  8ху
л  , ,  ч\2 ’

у2 Í3x2 + y i]jl (Зл^+у3)
1Demak, (5.3) shart bajariladi, ya’ni topilgàn /<х,у) = З х 2 у + у 3

funksiya berilgan tenglamaning integralLovchi Ico’p'aytuvchisi 
bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar:

I. Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang (171-180):
171. ^2-9лу2|-гЛ+(4у2 —6 x ^ ) y d y = 0 .

172. ^ ¿ . d x = ^ ^ d y .
у  У

x  
sin у173. í  *l ŝiny ) cos2y—1

174. 2x l̂ + y¡x2 -y^dx-y¡x2 -ydy.

175. 3r2(l+lny)abf =

176.

177.

2 y - dy.

( sin2jc dx+
sin 2x

-------- + x у 0
l У У\ * /

dy = 0.

xy
,> /l+Jr2

■+2 xy-- £¿r+í \Ju-x2 +x2 -  l n x W =  0.
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1 7 8 .
- / х ^ + у

— I + I
2 *  У

dx + - = ¿ = + - ---- ~
y 2 'v /

sin y  + y  s in  X+j- J d x +  ̂л-cos y  -  cosx + — ■

dy =  0 .

179. I s in  V+  V S Í n x  +  —j

180.

ciy — 0

O- Я = ,=  i-
J'3 /

II. Integrall o vchi ko’paytuvchi yordamida 
tenglamalami integrallang ( 1 8 1 - 1 9 5 ) :

181. \ \ - x 2y ^ d x - i - x 2 ( y - x ) d y  = 0, m = <p(x).

1 8 2 .  [ x 2 + y ^ d x — x d y  =  Q, m  = cp(x).

1 8 3 .  ^ 2 x y 2 - 3 ) 3 ^ d x + ( 7 - 3 x y 2 )dy= --0 , n i = < p(y).

1 8 4 .  ^ x 4 l n x —2 x y 3 ^ d x + 3 x 2y 2 e fy = 0 ,  m  = (p(x).

1 8 5 .  ^ 2 x 2y + 2 y - h  5 ^ d x  + ( 2 x 3 + 2 x ) a y  = 0, m  = tp£jt).

1 8 6 .  ( x + s i n j c + ; s i n y ) t £ c + c o s y t / v = 0 ,  m  = ç ( x ) .

1 8 7 .  x d x + y d y +  x ( x d y - y d x )  = 0 .

1 8 8 .  | x 2 + y 2 +  \ '< d x - 2 x y d y  = 0 .

1 8 9 .  ^ y 2 - x ^ d x + ^ Q . ) ? - 6 x y ^ d y  = 0 .

1 9 0 .  (x2 +  l ) ( 2 x A  - f - c o s y ¿ / y )  =  2A-sin y d x .

1 9 1 .  x 2y ( y d x + x d y ' )  =  2  y d x  + x d y .

1 9 2 .  y 2 ( y d x - 2 x d y ' ) - x 3 ( x d y - 2 y d x ) .

193.(j:2-sin2y)ú!x: +xsin2yc/y = 0.
1 9 4 .  ( x 2 - ) / 2  + y ) a t x + x ( 2 y - \ ) d y  =  0 .

1 9 5 .  ( x + 2 x + y ) a x :  = ( л - - 3 x 2 y ) d y .

quyidagi
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Ushbu ^ r = f ( x , y )  tenglamaning yix0)=y0 shartni
ax

qanoatlantiruvch yechimini topish (Koshi) masalasi 
yechimining mavjudligi vayagonalik teoremasi:

P ik a r teoremasi. f ( x ,  y )  fimksiya
n={(x;y):|jc-x0|<fl,|y-y0|<z>}, (a>0 ,b>0)  to’rtburchalcda uzluksiz 
va y  bo’yicha Lipshits shaitini qaaoatlantirsin ya’ni,
I f ( x , y x) - f ( x , y 2 ) \ < N \ y i - y 2 \ tengsizlik, \ x - x 0\ < a  shartni 
qanoatlantiruvchi barcha * lar, ham da \ y r y 0\ < b ,  \ y 2 - y 0 \ < b  

shartni qanoatlantiruvchi barcha y } , y 2 lar uchun o’rinli.
M  = max |/(x,y)|,/»=mini a,-̂ -1 bo’lsin, uholda Koshi masalasi

( x j - e T l ) 1'  1 I  M )
[x0- h ; x 0 -hh]  oraliqda yagona y=<p(x) yechimga ega bo’ladi.

Koshi masalasi yechimini, Pikar teoremasi sharti 
bajarilganda,

y n+l( x ' ) = y 0 + *  f ( t , y n( t y ) d t ,  y 0 ( x ) = y 0 (w= 0,1,2 ,...) (6 . 1)
xo

rekurrent munosabat bilan aniqlanadigan hamda n -> < x > da tekis 
yaqinlashuvchi {y„(xj\ funksional ketmaketlik bilan topish 
mumkin. Yechimni (6.1) formula yordamida ketma-ket 
yaqinlashish usuli bilan tiklaymiz. n-yaqinlashishdagi yn(x ) 

yechimni aniq y { x )  yechimga almashtirishda xatolik

tensizlik: orqali baholanadi.
Piano teoremasi. f ( x , y )  funksiya n to’rtburchakda

uzluksiz va m =  max |/(x,y)|, h = m m \ a ~ \  boisin, u holda
(jy'en) \  M )

Koshi masalasi [ x 0 - h ; x 0 + h ]  oraliqda hech bo’lmaganda bitta 
y  = <p(x ) yechimga ega bo ’ ladi.

6 - § .  K o s h i  m a s a l a s i  y e c h i m i  m a v j u d l i g i  v a  y a g o n i l i g i .
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<x0; y g )  nuqta Kosh.i masalasi yechimining y a g o n a l i k  

n u q t a s i  deyiladi, agar shu nuqtadan berilgan tenglamaning 
yagona integral ch izig ’i o’tsa. Agar (*0;.y0) nuqtadan 1 tadan 
ortiq integral chiziq o’tsa. u holda bu nuqta, Koshi masalasi 
yechimi y a g o n a  b o  ' I m a g a n  n u q t a s i  deyiladi. Koshi masalasi 
yechimi yagona b o ’lmagan nuqtalar to’plami m a x s u s  t o ’p l a m  

deyiladi. Agar maxsus to’plamda biror bir integral chiziq 
yotsa, bu chiziqni m a x s u s r  i n t e g r a l  c h i z i q ,  shu integral chiziqga 
mos yechimni esa m a x s u s  y e c h i m  deb ataymiz.
1 - M i s o l .  f ( x , y )  — y 2 sin jc+- e x funksiya n = {(.r;y):|>>|<¿>} sohada y  

boyicha Lipshits shartini qanoatlantirishini ko’rsating va 
Lipshits o’zgarmaslarining eng kichigini toping.
Y e c h i s h .  yv y2eU bo’lsin, f (x ,yx) - j \ x , y 2) ayirmani 
baholaymiz:

\f(,x,yx) - f ( x , y 2)\ = |y? sinx - y 2sirijfj = |sinx||y, + y 2\\yt - y 21.

sup |sinx||j-+d =  2A bo’lgani uchun, \f(.x,y,)-f(x,y2)\<2b\yx- y 2\ 
(x ,> ')6n

ga ega bo’lamiz. Bu esa f (x,y)  funksiyaning ri cohada y  

bo’yicha Lipshits shartini barcha xe R  larda bajarishini 
anglatadi. Pikar teoremasiga asosan Lipshits 
o’zgaimaslarining engkichigi N = 2 b  bo’ladi.
2 - M i s o l .  m - \ y [ n  y l a ga r  y * °  funksiya [_¿( b ]  kesmada

[O, agar y =  0
Lipshits shartini qanoatlantirmasligini ko’rsating.
Y e c h i s h .  Faraz qilaylik berilgan funksiya [ - b ,  b ]  kesmada 
Lipshits shartini qanoatlantirsin, ya’ni v  y x, y 2 & [ - b , b \  nuqtalar 
uchun \ f ( y x) - f { y z ) \ < N \ y - y 2 \ tengí.izlik, y x, y 2 larga bog’liq 
bo’lmagan barcha musbat o’zgarmaslar uchun o’rinli. 
y 2 = 0 ,  y , * o  deb tan lay lik, u holda I^ H in l^ H ^ y o k i |in|y,||<Ar 
ttengsizlik barcha o<|ĵ ,|<  b  larda o’rinli bo’lishi kerak, bu esa
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hardoim o'rinli emas. Demak berilgan funksiya Lipsliits 
shartini qanoatlantirmaydi.
3 - M i s o L  Ketma-ket yaqinlashish usuli bilan quyidagi Koshi 
masalasini yeching: y’=x+y, >'(0)=i.
Y e c F i i s h .  Berilgan masalani yechishda (6.1) formuladan 
foydalanamiz, unda quyidagi

Demak, Koshi masalasi yechimi quyidagi ko’rinishga ega

4 4 Y Z i s o l .  Quyidagi y' = 2x+z, z '=y;  y(\)= l, z(i) = 0  tenglamalar 
sistemasi yechimi uchun ikkita ketma-ket yaqinlashishni 
quring.

Y e c h i s h .  (6.1) formulaga asosan

bundan y0(i)=i, z0(i) = o ni e’tiborga olib, quyidagilami 
topamiz:

yn+i(x) = y 0+ j ( t + y n(t))dt, y 0(.r) = l (» = 0,1,2,...)
'0

rekurrent

formula orqali yechamiz: y0(x) = i;

o

y n̂ x ) = y 0+ ^ (2 t+ z K(t))dt, zm]{x) = z0+] y ß ) d t ,  ga egabo’lamiz,



_y2( j r ) = l + j ( 2 r + i -  \)d t = \ + ̂ — 2 - * + i  = :*£.— x + i ,  z2(x ) = ^ t2d t = ± ~ - ,

5- M i s o l .  y ' = x + y 3 tenglamaning ,KO)=o boshlang’ich shartni 
qanoatlantiruvchi yechimi mavjud bo’iadigan biror kesmani 
aniqlang.
Y e c J t i s h .  Piano teoremasi shartlarini tekshiramiz. f ( x , y ) = x + p  

funksiya ixtiyoriy n  = |(x,y)e«2 :|x|<a,|y|<i)j to’rtburchakda

uzluksiz va = 3y2  funksiya :tb 2  bilan chegaralanganligi,

ya’ni |/(x,>'l)-/'(jc>y2)J<3A2 |yl -.v2| bo'lgani uchun Lipshits sharti 
ham bajariladi.
Demak Piano teoremasiga asosan [~h,h] segmentda berilgan 
masala yechimi mavjud, bu yerda h = m i n ^ a , ~ ]j ,

M =  max I x + y ^ l - a + b 3 . Endi esa ft=mini a , s o n n i  topish 
(^ e n ) l  I { a+b3)

kerak. Ma’lumki, agar qandaydir I segmentda yechim mavjud
va yagona bo’Isa, bu segment ichidagi har qanday segmentda
ham mavjud va  yagona bo’ladi. Demak, shunday I segment

topish kerakki, max min a , - ■b  ■ j bo’lsin. y ( c i ) = a  funksiya
№ ia+b  

a + b
barcha a > o da o ’suvchi, g(a) =  -  -  ~ funksiya esa kamayuvchi,

demak, max min a , -----T ho’ladi. Agar v/(a) = g(fl) bo’lsa, u holda
L a + b3)

(*)
a + b 3

bo’ladi. a ning eng katta qiymatini topish uchun (*) ning o’ng 
tomonidan b bo’yieha hosila olamiz va nolga tenglashtirib 
maksimum nuqtani l opamiz:
b 3 = % ,  va(*)ga qo’yib, b  =  ^ = ,  a = *-L=, nitopamiz. 

z  <16 </216
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• 2 2  Demak ¡nasala yechimi i ~=—=\x==
[ s j l \6  Ш б

segmentda mavjud.

6 - M i s o l  c~ = t + e x tenglamaning *(i)=o boshlang’ich shartni
at

qanoatlantiruvchi yechimi mavjud bo’ladigan biror kesmani 
aniqlang.
Y e c h i s h .  Pikar teoremasigaasosan: \ t - \ \ < a \  |x|<¿,

M =  max !/'(i,x)|= max /+ел =a + \+eb, ft=min a,-------- r  5-
(i,jeell) 1 (МеП)1 I L a+\+eb 1

misolga o’xshash teng bo’ladi. Buni b bo’yicha
differensiallab, quyidagi

t> оa = —
a  + 1  +eb ° & 

_  - ( f l 2 + 0  +  1)

i
= 0  tenglamani yechib, a = e  ,

a - e ko’rinishdagi extremum nuqtalami topamiz. 
Bundan a >o,2 . Demak, o,8<r<i,2 segmentda yechim mavjud 
va yagona.

7 - M i s o l .  Yechim yagona bo’lishining yetarlilik shartidan 
foydalanib, x o y  tekisligida ÿ = i x y + y 2 tenglamaning yechimi 
yagona bo’ladigan biror bir sohani aniqlang.

Y e c h i s h  .  f ( x , y ) = 2 x y + y 2 funksiya xoy tekisligining
ixtiyoriy bo’lagida uzluksiz, uning = 2(х+у) hosilasi shu

tekislikning ixtiyoriy d  sohasida ham uzluksiz bo’ladi. 
Shunday qilib Pikar teoremasi shartiga asosan har bir 
(x0, y 0)  e D  nuqtadan berilgan tenglamaning yagona integral 
ch iziq ’i o’tadi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar:

I. KLetma-ket yaqinlashish usuli bilan quyidagi Koshi 
masalalarini yeching: ( y 0 , y , ,  y 2 lami toping ) (196-201):
196. y ' = y 2 + 3x2 -l, y(l)=l. 197. /  = l + xsin y , у ( л )  = 2 л .
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198. /= i - ( l+ x ) y  -+y2, y(0) = 1. 199 y ' - y + e y  \  y(0) = l-
2 0 0 .  ^  = X2 ; x (0 ) = l ,  M 0 )  =  2 .

2 0 1 .  ^ = 3 l x ,  ^ 1  1; x(l) =  2 .  
d t 2  d t  |/=i

II. Berilgan tenglamaning yechim yagona bo’ladigan biror 
tir sohani aniqlang (202-205):
202. y '= l y 2-x,  _v{l't” l. 203. ~  =  t + e * ,  x(l) = 0 .

dt
204. (x—2)/ = -Jy — x . 205. (y-x)y' = y \n x .

7-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli 
differensiai tenglamalar. Maxsus yechim.

1.1.-Ta’ rif. Ushfcrn

( 7 . 1 )

fco’rinishdagi tenglamaga b i r i n c h i  t a r t i b l i  h o s i l a g a  n i s b a t a n  

y e c h i l m a g a n  d i f f e r e n s i a i  t s n g l a m a  deyiladi.

1 - M i s o l .  a) y 3 +(x+2 >-v = o,
b ) y'2 -2yy' = y 2(ex -<).

7.2.- Ta ’rif. Ushbu
( y T + P ^ y X y ) "  ~ 1 +.......+ p„_i ( x , y ) y  +  Pn(x, y )=o (7.2)

ko’rinishga ega b o ’lgan tenglamaga n - d a r a j a l i  b i r i n c h i  t a r t i b l i  

d i f f e r e n s i a i t e n g l a m a  deyiladi.
(7.2) tenglamani y  ga nisbatan yeshib,

y'= y' = f 2(x,y),....= f k(x,y); (k<n)
haqiqiy yechimlariga ega bo’lsak, bu yechimlaming 
integral laridan tuzilgan

F 1 ( x , y , c ) =  0, F 2 ( x , y , c )  = 0,..... , F k ( x , y , c )  =  0
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to’plam (7 .2 )  tenglanianing u m n m i y  i n t e g r a l i  deyilacli.

2 - M i s o L  y ' 2 - ( 2 x +y)/+(*2 +x y )=( tenglam ani yecli ing.

Yechish: /, 2 _ = **y+JZ.
, _ 2x+y-yj(2x+y)2-4x - tx y  _ 2x:+y--Jy2 . 

y2 2 " 2

^,' =  -* + r. 3̂ 2 =  ■*•

Deniak, j ’ =c^-r~i; y2 = ~ + r  funksiyalar berilgan 

tenglamaning yechimlari «. -~H, . ya’ni yechim

(y +  \ + x - c e x )

3 - M i s o l .  { y ' ) 3 - 2 x ( y ' ) 2 + y ' = 2 x  tenglamani yeching.
Y e c h i s h : 0 0 2( /  -  2x) + i y '  -  2x)=0, ( /  -  2x)((y')2 +1)= o ,

j ( j ,r )2 + i = o ,
j y ' - 2 x  =  0,

birinchi tenglama haqiqiy yech mga ega emas. Ikkinchi 
tenglamadan esa, y= x2+c yechim^aega bo’ ladi.

(7 .1), (7 .2 ) tenglaimda y  ni aniqlash mumkin 
bo ’lmaganda quyidagi xususiy xo! imi qaraymiz:
I- F[y,y')=o tenglamada y  ni /  o \ % \ i topish mumkin bo’lsin, 
ya ’ni y=(p(y'). U holda y '= p  oki dy=pdx almashtirishm 
bajarib, pdx=q>\p)dp tenglaman nosil qilamiz va bu 
tenglamani integrallab , - d p + c  ni topamiz. Demak,

berilgan tenglama yechimi quyi' agi parametric ko’rinishga 
ega bo’ladi:

X z j f M d f c
p

y -  <p{p).

y - c  — = 0 ko'rinishgaega.
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4- M i s o l .  У sin y '  - t - c o s y ' — y —  O tenglamani yeching.
Y e c h i s h :  Berilgan tenglamada y  ni y orqali topish mumkin 
bo’lgani uchun y  ==p yoki dy = pdx  almashtirishni bajarib, 
hamda hosil bo’lgan teng.amani ikkala tomonini 
differensiallab, p c l x  =  p c o s p c f p  tenglamaga ega bo’lamiz. 
Bundan p = o (ya ’ni y  =  i) va  x=sin/?+c yechimlami topamiz.
Demak, berilgan tenglama y echini y  =  i va f*=sin/J+c

[j> = ¿>sin p  + cos p
bo’ladi.

F ( y , y ' ) = 0 tenglama y  va y  ga nisbatan yechilmasin,
biroq y  va y  lar y = t p { t )  va y ' = p = i f / ( t )  parametrik ko’rinishga
ega bo’lsin, u Holda dy= <p\t)dt va dy= pdx=t//(t)dx bo’ladi,
bundan it>\t)dt=ii>(/)dx ya’ni d x ^ ^ - d t .

i p ( t )

Shunday qilib. berilgan tenglama yechimi
[x  =  ¡ ^ 7 f\á t + c ,j y y ( t )  bo la<±.
\y=<p(t)

2 /  2 /  2 /
5- M i s o l .  y / s  + / ' ' 5 = a / 5  tenglamani yeching.
Y e c h i s h :  Berilgan tenglama uchun y = asín5/ va /  = acos5í 
almashtirish o’rinli, demak,

r(asin5 /)'. crsin4 / ,  5 -t ,  ? •
x = p -------^ - d t + c =  5 f ----- -I - d t + c — - t g i t  - 5 tg t+ 5 t+ c , ya П1

acos^t e o s t

berilgan tenglama yechimi j 1 5 ‘s t + 5 t + c  bo’ladi.
[>» = flsill5 t

II. F ( x , ÿ ) =  o tenglamada x  n i y  crqali topish mumkin bo’lsin,

ya’ni X = p(ÿ). U holda y =  p  yoki d x - ~ d y  almashtirishni
P

bajarib, d y = p q > X p ) d f >  tenglamani, bundan esa y = \ p < p ' ( p ) d p + c  ni 
topamiz. Demak berilgan tenglama yechimi quyidagi 
parametrik ko’rinishga ega bo’ladi:
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( х  =  <р(р)

\ y  = \pp \p )dp+ c.

6 - M i s o l .  in/+sm/-jt=o tenglamani yeching.
Y e c h i s h :  Berilgan tenglama x  ga nisbatan yechiladi, ya’ni 
jc=iny+sin>''. Demalc, ÿ  =  P  va. d y  =  p d x ,  almashtirishdan so’ng.

f ^ I+ c o s  p \ d p  ga ega bo’lamiz. Oxirgi tenglikni integrallab,

y = p + c o s p - i - p ü n p + c  ni olamiz. Demalc, berilgan tenglamaning
umumiy yechimi \ y - P + c o s J > + P s m P + c  bo’ladi.

[jt = ln/>+sin/?

III .  a) Logranj tenglamasi.
7.3. -T a ’rif. Ushbu

y = x < p ( J ) + 4r ( y ' )

ko’rinishdagi tenglamaga L o g r a n j  t e n g l a m a s i  deyiladi.
Logranj tenglamasini yechishda y ’ =  p  almashtirish va 
differensia.llash yordamida x(p)  ga nisbatan chiziqli 
tenglamaga keltiriladi.
7 - M i s o L  y = 2 x y ' - 4 y ' 2  tenglamani yeching.
Y e c h i s h :  Berilgan tenglama Logranj tenglamasi bo’lib, uni 
yechishda y '  =  p  almashtirislmi e’tiborga olib, tenglamaning 
ikkala tomonini differensiallaymiz.
p d x  =  d ( ? x p - 4 p 2 )  =  ? x d p + 2 p d x - i p d p ,  yoki 2 x d p  + p d x - Z p d p  =  0 ,

p — + 2 x  =  S p  buyerda x ,  p  ning funksiyasi. Ma’lunnki, oxirgi
dp

tenglama jc(p)  funksiyaga nisbatan chiziqli tenglama bo’ladi va
uning yechimi x = \ p + ~ .  Demak, berilgan tenglama umumiy

3 P

yechimi quyidagicha yoziladi :



Bundan tashqari, tenglamaning berilishidan ravshanki y - o 
ham berilgan tenglamaning yechimi bo’ladi, bu yechim esa 
c = c o m t  ning hech c[anday qiymatida ham umumiy yechimdan 
kelib chiqmaydi.

b) Klero tengiamasi.
Logranj tenglamasida < p ( y ' )= y '  bo’lsa, u holda y = x y ' + y / ( y ' )  

ko’rinishdagi tenglama hosil bo’ladi, bu tenglamaga esa K l e r o  

t e n g i a m a s i  deyiladi.
Klero tengiamasi Logranj tsnglamasining xususiy holi 

boiib, uniyechishda ham y '  =  p  almashtirish va tenglamani x  

bo’yicha differensiallash orqali o’zgaruvchilari ajraladigan 
tenglamaga keltiriladi.
8 - M i s o l .  y = x y ' + ^ —¡ ,  ( a = c o n s t )  tenglamani yeching.

Y e c h i s h :  Berilgan tenglama Klero tengiamasi bo’lib, uni 
yechishda y ' = p  va d y  =  p d x ,  almashtirishdan so’ng hosil
bo’lgan xdp — ~ d P=  0 tenglamani yechib, x = - %  va

2 p ¿ 2 p

p = c , ( c = c o n s t )  larga ega bo’lamiz. Demak berilgan 
tenglamaning yechimlari y = c x + - £ - ,  ( a , c = c o n s t )  va

7.4.-Ta’rif. Agar (7 .1) tenglamaning y = ( p { x )  yechimning 
har bir nuqtasini ixtiyoriy atrofidan, shu nuqtasida umumiy 
urinmaga ega boigan boshqa bir yechim o’tsa, bu yechim 
(7.1) tenglamaning m a x s u s  y e c h i m  deyiladi.

F = F ( x , y , y ' )  funksiya uzluksiz va uzluksiz 
differensiallanuvchi bo’lsin.

y = ± ^ # ± ^  b o ’ la c li .  
V2

( 7 . 3 )
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sistemaning /  ga nisbatan yechimidan hosil bo’lgan ?>(i,»=o 
nuqtalaming geometrik o’miga F ( x , y , y ' ) = 0 differensial 
tenglamaning d i s k r i m i n a n t  e g r i  c h i z i g ’i  deyiladi.

(7.1) tenglarnaning diskrimiaant egri chizig’i maxsus 
yechim bo’lishini, ya’ni har bir nuqtasida boshqa yechimga 
urinishini tekshirib ko’rish. talab qilinadi.

F < x , y , y ' ) =  0 differensial tenglamaning $ ( * , ^ , 0  = 0 integral 
egri chiziqlar oilasi y = < p ( x )  o’ramaga ega bo’lishi mumkin. Bu 
holda y = < p ( x ) egri chiziq berilgan tenglamaning maxsus 
yechiini bo’ladi. Agar d > = W x , y , C )  funksiya uzluksiz 
differensiallanuvchi bo’Isa, u holda. y = < p ( x )  o’ramaga 

[ < * * , * 0 = 0
\ m x , y , c y _ n ( 7 *4 )
[ 8C

tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi. Umuman olganda 
<i>(x,j',c) = 0 diskriminant egri chiziqlar oilasi ham (6.4) 
sistemani qanoatlantiradi, demak y=<p(x) o’ramani 
diskriminant egri chiziqdan ajratib olish kerak. Buning uchun 
esa diskriminant egri chiziqda

( 7 -5 )

shart bajarilishini tekshiramiz.

9 - M i s v l .  y ' 2 - y 2  = o  tenglamani yeching va maxsus yechimini 
toping.
Y e c h i s h :  F ( x , y , y ' ) = y ' 2 - y 2 funksiya uzluksiz
differensiallanuvchi, shuning uchun berilgan tenglamaning 
maxsus yechiini mavjud bo’Isa, u holda bu yechim (7.3)

sistemani qanoatlantiradi, ya’ni  ̂ ,  ̂ ° bundaa esa y = 0 

chiziqga ega boiamiz. y = 0 integral egri chiziq berilgan
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tenglamani qanoatlantiradi, biroq uni maxsus yechim 
bo’lishligini tekshirib ko’rish shar:.

Tenglamaning boshqa yechimlarini topamiz: y ' = ± y  

tenglamani integrallash orqali y = - c ^ x  va y = c 2e ~ x  ko’rinishga 
ega bo’lgan yeehimlami topamiz. Bu integral egri 
chiziqlarning har ikkalasi ham y = o chiziqga urinmaydi, 
demak y  =  o  iunksiya berilgan tenglamaning maxsus yechimi 
emas.
10- M i s o l .  / 2 = 4>'3(i-_y) tenglamani yeching va maxsus 
yechimini toping.
Y e c h i s h :  Berilgan tenglamani y  ga nisbatan yechamiz va 
hosil bo’ lgau tenglamani integrallaymiz:
±1— i d y  = x + c ,  bunga j'=sin2 j, (0 <í<^) almashtirishni

2 4 Л 1 -У )  2

bajaramiz va ± \ - J L _ = x + c , ya’ni y = ---- l-— -, y =  1 hosil
sirr/ l+(x+c)2

qilamiz. Bu yerda y = 1 funksiya, berilgan tenglamaning
(tenglama berilishidan to’g’ridan-to’g’ri kelib chiqadigan )
ikkinchi yechimi.

<P = .y(l+(x+C)2)-l = 0
. , y  -1  diskriminant egri

chiziqni topamiz. Diskriminant egri chiziqda (6.5) shartni 
teshirib,

(7.4) ga asosan

ôx J

ni hosil qilamiz. Demak y = \  функция y = ---- !— -  oilaga
\+ (x + c )

tegishli bo’lmagani uchun, bu furksiya shu oilaning o’ramasi 
bo’ladi, y - 1 berilgan tenglamaning maxsus yechimi.
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Berilgan tenglamaning diskriminant egri chiziqlarini (7.3) 
formula orqali topsak y = \  funksiyadan boshqa y = o funksiya 
ham topiladi. Har ikkala funksiya ham berilgan tenglamani 
qanoatlantiradi, biroq tenglamani yechish orqali topilgan har 
ikkala integral egri chiziqlar >>=o chiziqga urinmaydi, ammo 
y =1 chiziqga urinadi, demak y = o funksiya berilgan 
tenglamaning maxsus yechimi emas, y=  l funksiya esa maxsus 
yechim bo’ladi.
11 - M i s o l .  y ' - x y + J y = o  tenglamani yeching va maxsus 
yechimini toping.
Y e c h i s h :  J y = z  almashtirish bajarib, 2z'-xz-< -i= o  chiziqli 
differensial tenglamani hosil qilamiz, bu tenglama yechimi esa

X
z = ^ ( C - x ) e 2  ko’rinishga ega bo’ladi. Shunday qilib, berilgan 

tenglamaning yechimi y = ~ ( C - x 2 )eJC bo’ladi. Tenglamani

integrallash jarayonida y  = 0  yechim yo’qotildi. Aynan shu 
yechim maxsus yechim bo’lishi mumkin, chunki
f ( x , y ) = x y - y [ y  ni e’tiborgaolsak, ^ ^ ^ = x - ~ =  fimksiya y=Q

da chegaralanmagan. Endi y = o maxsus yechim ekanligiga 
ishonch hosil qilamiz, buning uchun (7.4) va (7.5) lardan 
foydalanamiz.

o = ^ - i ( c - x ) V  = o
4 dan v=o ni topamiz, y=o da

f , - I ( C - x V = 0

=i#o bo’lgani va y = o ningo’zi esa y = ~ ( C - x 2)ex

yechimlar oilasiga kirmagani uchun, j- = o funksiya berilgan 
tenglamaning maxsus yechim bo’ladi.
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Mustaqii yechish uchun mashqlar:

I. Quyidagi differensial tenglamalami integrallang (206-215):
206. x y ' 2  +  2 x y ' ~  y - 0 . 2 1 1 . y ' 3 + ( x + 2 ) e y  = 0 .
207. y ' 2 - 2 y y ' - - y 2 ( e x - \ )  =  0 . 212. y ' 2 + x  =  2 y .

208. x 2 y ' 2 + 3 x y y '  +  2 y 2  = 0 .  213. Jcy'(*)''+y) = 2.y2.
209. x y ' 2 - 2 y y ' + x  =  0 .  214. ( x y ' + 3 y ) 2  =  7 * .

210. y ' 3 - y y ' 2 - x 2 y ' + x 2 y  =  0 . 215. y ' ( 2 y - y ' )  =  y 2 s m 2 x .

II. Parametr kiritish usuli orqali quyidagi tenglamalami 
yeching (216-230).

216. y ,2e y ' = y .  223. *=y3 + y .
217. y = y ' \ n y ' .  224. x ( y ' 2 + l )=\.
218. y = ( y ' ~ \ y '  . 225. jc = siny+y.

219. >' = y(ycosy+l). 226. y ' 2 x  =  e X̂ y  .

220. j>=ln(i+y";). 227. x = y ' y j y ' 2 + 1 .
2 2 1 . y  =  y ' 2 + 2 y ’3. 228. y

222. y 4 = 2>y'+_y2. 229. y 3 +y2 =Aoy.
230. 2xv'-_y = y  ln>y'.

III.  Quyidagi Lagrang va Klero tenglamalarini 
integrallang(231-240):

231. y  =  2x y"  + biy. 236. y  =  x y ' - y ' 2 .

232. >> = 2xy'+siny. 237. y - x y ' ~ ( 2 + y ’) .

233. _y = jg;'2 238.  xy'-iy = lny.

234. y ' 3 = 3 ( x y ' - y ) .  239. 2y 2(y-jcv') = l.
235. * = 4 + ~ . 240. .

'  / 2 V ^ y 2
IV . Quyidagi differensial tenglamalami integrallang va 

maxsus yechimlarini ajrating (241-250):
241. y ( x y ' - y ) 2  - - y - 2 x y ' .  245. y y ’3 + x  =  \ .

73



2 4 2 .  [ ÿ  + \ f  = 21{x+ y)2 . 2 4 6 .  ÿ 2 - 4 ÿ - 0  .

2 4 3 . У 3 +у 2 = уу’(у '+ \) .  2 4 7 .  y 2( \+ y '2) = a 2 .

2 4 4 . xy '2 - y .  2 4 8 .  4 ( i -> ')  = (3>’ - 2 ) 2 y

2 4 9 . y = * L + 4 -  2 5 0 . x = ^ i n
2 X2 У y

,2 ,/2
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I I  B O B . Y U Q O R I T A R T IB L I 
D IF F E R E N S IA L  T E N G L A M A L A R

l-§. Umumiy tushunchalar va ta’riflar.

l.l.-T a ’rif. Yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilmagan n  -  

tartibli differensial i:englama deb,
... yw w )=o , ( 1.1)

ko’rinishdagi tenglamaga, yuqori tartibli hosilaga nisbatan 
yechilgan n  -  tartibli differensial tenglama deb esa,

y('°(x) = X, y ( x ) ,  y \ x ) ,  y ’ ( x ) , . . . . , y { n ~  l}(*) j, ( 1 .2 )

tenglamaga aytiladi, bu erda x  -  erkli o’zgaruvchi, y = y ( x )  -

noma’lum funksiya, y ^ k )  =—£ - noma’lum funksiyaning k  —
cbr

tartibli hosilasi.
(1.2 ) tenglama uehun quyidagi mavjudlik va yagonalik 
teoremasi o’rinli.
Teorema. (1.2) íenglamada j [ x , y ( x ) , y ' ( x ) , y " ( x ) , . . . . , y (-n - ] \ x )  j

funksiya quyidagi shartlami qanoatlantirsin:
1) birorD sohada y ( x ) , / ( * ) , (̂x) argumentlari 

bo’yicha uzluksiz
2) D  sohada y , y ' , y ’ , .../ n_1) argumentlari bo’yicha

± j ,  %¡,..., — r — r -  uzluksiz hosilalarga ega bo’lsin, u holda
c y  d y  d y  f y O i- 11

( 1.2 ) tenglamaning

^ x = x 0 ~ y <*>'y \x  = x ~ y w y \x  = x0 = yw " y i‘n ) = ô<n-i) ( 1 - 3 )X — XQ

shartlami qanoatlantiruvchi yagoria yechimi mavjud, bu yerda
Woo> y c r y < a ... y<*n-i) qiymatlar D  sohada joylashgan.

(1.3) shartlar.ga boshlang’ich shartlar deyiladi. (1.2) 
tenglamaning (1.3} boshlang’ich shartlami qanoatlantiruvchi
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j/=^jt)yechimni topish masalasiga, (1 .2 ) tenglama uchun 
K o s h i  m a s a l a s i  deyiladi.

1.2.-Ta’rif. (1.2) n- tartibli differensial tenglamaning
umumiy yechimi deb, y = < p ( x , C 1 , C 2.... , c „ )  formula bilan
aniqlanadigan barcha yechimlar to’plamiga aytiladiki, (1.3) 
boshlang’ich shart qanoatlantiri lganda, bir qiymatli
aniqlanadigan C,,C....,c„ o’zgarmaslaming c,,c2..... c n

qiymatlariga mos y = < p ( x , c r c z , ....c„)funksiya (1 .2 )
tenglamaning ( 1 .3) boshlang’ich shartlarini qanoatlantiruvchi 
yechimi bo’ladi.

Umumiy yechimdan. c v c 2, ... , C „  o’zgirmaslaming aniq
qiymatlarida olinadigan ixtiyoriy yechim (1 .2 ) tenglamaning 
xususiy yechimi deyiladi.

Differensial tenglamaning umumiy yechimini oshkormas
ko’rinishda aniqlaydigan Ф \х,у ,С 1УС2....,C7)=o tenglamaga
differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Umumiy integraldan, c,,c2,... , c n  o’zgarmaslaming aniq
qiymatlarida olinadigan ixtiyoriy tenglama, differensial
tenglamaning xususiy integrali deyiladi.

fjc=i(21ni-l)+Cj
l - M i s o l .  Parametrik shaklda berilgan _ ranksiya,

\ y  = t2 b t + C 2

/ ( i + 2 i n / ) = i  tenglamani qanoatlantirishini ko’rsating.
Y e c h i s h : Berilgan funksiyadan kerakli tartibdagi hosilalami

hisoblaymiz: Topilgan
Xt Л(

hosilalami berilgan tenglamaga qo’yib (i+2in /)= i, 1=1

ayniyatniga ega boiamiz. Demak, berilgan funicsiya mos 
tenglamaning yechimi ekan.
l - M i s o l .  =c, sin * -t- C2 cos X funksiyalar oilasi, y ’ + y =  о 
tenglamaning umumiy yechimi bo’lishini isbotlang.
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Y e c h i s l t :  y  =  c ] s¡nx+c2cosx funksiya berilgan tenglamani 
qanoatlantirishini ko’rsatamiz. Hac[iqatdan, y  = -c,sin.*-c2cosx 
va y= cxsin*+C2 cosa ni tenglamaga qo’ysak uni ayniyatga 
aylantiradi. Endi bizga ixtiyoriy y \ x = X o  = y n , y^  = y 0l

boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsin. Shunday c ,  va c ,  
o’zgarmaslami tanlash mumkinligini ko’rsatamizki, 
y = C,sinA+C2cosx funksiya berilgan boshlang’ich shartlami 
qanoatlantirsin, ya’ni

\y\x=x0 =ClS\nx0 fC2cosx0=y00 

[y '\x=x0 = C1cos -  C2 Sin a0 = ym

sistema c ,  va c 2 ga nisbatan yagona yechimga ega ekanligini

ko’rsatamiz. Sistemada =-i*o bo’lgani uchun,

Kramer teoremasiga asosan c ,  va c 2 lar bir qiymatli topiladi, 
demak >'=c1sinA+c2cosA funksiyalar oilasi, y”+y=o 
tenglamaning umumiy yechimi bo' ladi.
3 - M i s o l .  c , x + c 2 =in(C,j-i) munosabat y y  =  y 2  +  y

tenglamaning umumiy integrali ekanini ko’rsating.
Y e c h i s h . C t x + C 2 = ln(C^-i) inunosabatning y y ' = y ’2 + y '  

tenglamani qanoatlantirishini ko’rsatamiz. C1x+C2 = ln(Clj'-i)

munosabatni bir marta differensiallab C, = - C , y  , yoki y ' = c }y - i
C ty - 1

ni, bundan esa y " = c ty '  topamiz. Topliganlami berilgan 
tenglamaga qo’vib, >>c1( c i> » - i ) = ( c 1> ' - i ) 2 + c 1y - i ,  yoki 
y2c[2-c¡y=y2c ? - c ty ayniyatni hosil qilamiz. Demak 
c,jc+c2 = in(c^-i) munosabat, ixtiyoriy c, va c2larda berilgan 
tenglamani qanoatkintiradi, ya’ni umumiy integrali bo’ladi.
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Mustaqil yechish uchun mashqlar:
I. Berilgan funksiya mos tenglamaning yechimi ekanini 
ko’rsating ( 2 5  1 -2 5 6 ) :

2 5 1 .  .y = .r ( s in x -c o s j t ) ,  / '+ > '  =  2 ( c o s r - s in x ) .

2 5 2 .  x+ C  =  e~y , y " = y '2 -
2 t

2 5 3 .  y  = C.Jc+C7xt—dt, (x > 0 ) . x 2y ’ - ( x 2 + x )S + (x + \)y  = 0 .
~ X t

2 5 4 .y = C i \n x + C 1\n x e\ ^ - d t , ( x > \ ) , ¿ \ n 2x y - x \ n x y 'H ' M X - \ ) y = b .

2 5 5 .

256.

Jx  = e* (; + 1)+C, 

\ y  = t 2 e‘ + C2

x  = J - l n f + ^
2  4 /

/ e y (y ' + 2 )= 1 .

/ 2 - 2 / / - 3  = 0 .

* 4 “ 44  4/

II. Berilgan funksiyalar mos tenglamaning umumiy yechimi 
ekanini ko’ rsating (257-262):

257. y  =  C,pc+C2 In x , xr2( l - l n x ) / + ^ ' - y  = 0.

258. y = ^ C leK + C 2é ~ x ^ ,  xy’ + 2 y '—xy=  0.

259. X+C2 - C íy  = y i , y"+6yy'3=0.

260. x + c 2 =insin(C , +y~), y ' ( i + y ' 2 ) - y ” •

„2 )
y ' —3y' + 2 y  = xe- .2 6 1 .  j = c , « 2* + C  - x ~  —

262. _y = C ,x + C 2x J— dt, x s i n x - / - x c o s x /  + c o s * - y  = 0 .
o t

III.Berilgan munosabatlar mos tenglamaning umumiy yoki 
xususiy integrali ekanini ko’rsating(263-266):

263. Cly 2 — l=(Cix+ C 2)2 , y 'y 3 = l.
264. C,_v2 -+c2j>+c3-x = o , y y " - 3 /2 =o.
265. sinO,-l) = e*-2, / - / - / 3 = 0 .

266. j ' l n _ v  = x + \ J  dt, y ( l  + ln y ) y ’ -hy'2 =2xyex  .
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I. F(x,y(n))=o differcnsial tenglama.
F(x,y('!))=o ko’rinishdagi tenglamami y {n) = v ( x )  gayoki 
х=^(У")) ga nisb atari yechish mumkin bo’lsa, bu tenglamani 
integral lash mumkin.
Haqiqatdan ham, birinchi holda y [n) =<p(x) tenglikni ketma-ket 

n  marta integrallash orqali

y ~  (ñ ^ I)¡J  ~ 0 "  ~ 1 <p(t)dt+C ,/1 ~ 1 + C2x " - 2 + ...+ С _,*+C„, (2 .1 )

yecliimga ega bo’lamiz, bu yerda С (y =í,«)- ixtiyoriy 
o’zgarmas sonlar.
Ikkinchi holda y w = t  almashtirishni kiritib, ya’ni 

d x = y / \ t ) d t  nii e’tiborga olib, y (n~[) =  \ t V/ ' ( t ) d t + c t ni 
topamiz. Xuddi shu usulni davom ettirib, 
у {>,~ г\ y ( n ~ 3] , . . . y =  g ( t ) + c o ( t , c v C 2 , . . . , G n ) lami topamiz. Shunday 
qilib, bu holda umumiy yechim

\ X = H t )  (2 2)

korinshda yoziladi.
1 - M i s o l .  y m~ X +cosX tenglamani integrallang.
Y e c / i i s l t .  Berilgan tenglamaning ikkala tomonini uch marta 
ketnna-ket integral lab,

2 - § .  C h i z i q l i  b o ’ l m a g a n  i n t e g r a l l a n u v c h i  t e n g l a m a l a r .

.2
y '= \ ( x + c o s x ) c i x + C x = ^ - + s i n x  + C ,;

2
f  .2 Л

y ' = i
X2~ + s in x  H-C, JC3dx+ C 2 = - ^ - - c o s x + C ,x  + C2;

y =!
X— -cosx-hC,x+C2 dx-f- C , = ^ - - - s ¡n x + C . ^ - + C . x + C ,  

r  3 24 1 2 2 3

yechimni topamiz:.
2 - A T i s o l .  / 3 = 2/н-х tenglamani inlegrallang.
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Y e c h i s h .  Berilgan tenglamani * ga nisbatan yechamiz va y  - t  

almashtirish baja-rib, x = t3 - 2 t  nihosil qilamiz. Bundan
d x =(3t z  -  2 ) d r  va d ( y ' ) = t d x  ni e’tiborga olib, 
y=j(3/2 -2/W/+c, = ̂ 4 - í2 +-c, va

d y = ( ~ t 4 - t 2 + c ^ d x ^ t 4 - t 2 + c iy 3 t 2 - 2 ) á  ni e’tiborga olib, nihoyat 

y  topamiz:
y = \ { ^ t A - t 2 +C ^ , 2 -2 t)d t+C2^ f - ^ t s +[ c ^ - 2 C ^ c r  

Demak tenglama yechimi (1.2) ga asosan,
x  =  t i - 2 t

y II
«

I* i

bo’ladi.
II. F ( y ('n ~ l \ _ y w )=o differensial tenglama.

Agar o tenglama = a ( t ) ,  y (ri) = p ( t )

parametrik tenglamani qanoatlantirsa, F ( y ¿ n ~ 1\ y ^ ) = o  

tenglama integrallash mumkin. Haqiqatdan ham = a ( t ) ,  

y in )  = p ( t )  dan d ( y {n ~ l ) ) =  p ( t ) d x ,  yoki a ' ( t ) d i = j 3 ( t ) d x , larga ko’ra 
ni topamiz. y("-l) = a(/) tenglamadan(2 .1)

formula orqiali > ni topamiz. Demak berilgan tenglama 
yechimi paramitrik. ko’rinishda yoziladi.

3 - M i s o l .  y " - e  y" =  0  tenglamani integrallang.
Y e c h i s h .  Berilgan tenglamani yechish uchun II punktdagidek 
/= /, y ” = e ~ t  almashtirishlami bajamiz va d ( y ’ ) = e ~ t d x  yoki 
¿í = e-íí¿cega bo’lamiz. Oxirgi tenglamani integrallab, x=ef+c, 
ni topamiz. Endi esa y " = t  tenglamadan d ( / ) = t d x = t e f d t  ga 
asosan y  =-.\t¿dt+c2=¿[t-\)+c2 ni, yana bir marta integrallab
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„ 2 t 1 * • 
esa y = — ( t - - )+ c /  +C3 ni topannz. Demak berilgan tenglama

yechimi
x — e+ C .

e2t 3 
y  = ~ Y  ( t - - )+ C 2e'+ C }

ko’rinishda bo’Iadi.

4- M i s o l .  у 3 +зу/ - / 2 =0  tenglamani integrallang.
Y e c h i s h .  y ’  =  y ' t  almashtirish bajarib, berilgan tenglama 
У = Г 3- з г 2, y  = 0 ko’rinishda yoki quyidagi

y ' = / - 2 - 3 í - 1

У = г 3 -з г 2 
y = o

sistemaga keltiriladi. d ( ÿ )  =  y " d x  ga asosan sistemaning birinchi 
ikkala tenglamasidan </(Г3 - з г 2)= (Г2 - з г 1)Л hosil qilamiz, 
buni integrallab,

')* _ ! f  i i/i '
+ Cs  = 3 f - ,——1 d t + C ,  =3 

r - ( i - 3 0
I-ln

|1 -3 ,|J

ga ega bo’lamiz. Sistemaning birinchi tenglamasidan esa 
> ' = ^ / _ 4 - 2 / _ 3 + c 2 ni topamiz. Demak berilgan tenglama 

yechimi quyidagi

:=3( b lnR i;-r +G

2 Г 3 + С

parametrik ko’rinsihda yoziladi.

III. F (y ('n ~ 2\ y ('n)) = o differensial tenglama.
Ushbu holda ham, II dagidek /гСу(л_1),^ (" ))= 0  tenglama 

y ( n ~ 2 )  = a ( t ) ,  y {n) =  ß ( t )  parametrik tenglamani qanoatlantirsa, 
F { y ('n ~ x\ y (ri)) =  o tenglama integrallash mumkin bo’ladi. Buning 
uchun У"“2)=г(x) almashtirish bajarib, z(x )= a(t) ,  z ’(x) = ß ( t)
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tenglamalami olamiz. Birinchi tenglamadan z ' ( x ) = ^ a ( t ) =  ~r 

va z \ x )  = a  larni topib, ikkinchi tenglamaga qo’ysak
X

a ’x ' - x " a ' = x ' 3 ß  tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada u = x  

belgilash kiritib, u ' a ' - a ' u = - i ? ß  korinishga ega bo'igan и ga 
nisbatan Bemulli tenglamasiga keltiramiz. Bu tenglamaning 
umumiy yechimi x'=M = 0 (C,/)bo’lsin deb faraz qilib, 
x { i ) = \ o { C , t ) d t + C 1 yechimni topamiz. y = y ( t )  ni topish uchun 
esa, / и-2) =ог(0  tenglamani n - 2  marta integrallash yetarli 
bo’ladi. Shunday qilib, berilgan tenglama yechimi parametrik 
ko’rinishda yoziladi.
5- M i s o l .  5 y m2 -  З у ’у " ' = о tenglamani integrallang.
Y e c h i s h .  Berilgan tenglamani ikkala tomonini y y m ga

iff ¡y
bo’lamiz, va 5 ^ = 3 ^  ni hosil qilamiz, bundan

/  У

5(ln/)'=3(in/')\ ya’ni y ’5 = C y ” 3 yoki Oxirgi
c > ( / ) /3

tenglikni ikkala tomonini integrallab, ~ - = - ~ { y ’ y 21 + c 2 yoki
C, 1

y "  =±(C, + C 2x ) ~ 3/2 ni topamiz, bu yerda c,, c 2-yangi 
o’ zgarmaslar. Nihoyat oxirgi tenglikni yana ikki marta
integrallab y ^ + ^ q + C ^ r  + C 3x  fC4 yechimni topamiz Bu

^2

yechimga qoshimcha yana y =0  tenglamaning y = c ]x 2 + c 2x + c } 

ko ’rinishdagi yechimini ham olamiz. ( B u  y e c h i m  t e n g l a m a n i  

i k k a l a  t o m o n i n i  b o ’l i s h d a y o ’q o t i l g a n y e c h i m . )

Mustaqil yechish uchun mashqlar:
I. Quyidagi differensial tenglamalami ketma-ket integrallash 
orqali umumiy yechimini toping (267-272).
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2 6 7 .  у " ' = х .  2 7 0 . } ' "  = — , j v ( i ) = О,y ’( i ) = 1 , _y*(i)= 2
X2

268. ym = xlnx, Х 1 ) = У ( 1 ) =  У(1) = (*. 271. хУг + у ” = ех .
269, xy’ = s m . ï .  272. У - 2 х у " .

II. Quyidagi differensial tenglamalami integrallang (273-280).
273 . x = y"2 + \ . 2 7 7 .  y = y '2 .

2 7 4 .  4y ' + у 2  = 4ху'. 278. /(У + 2 )^ ' = 1.
2 7 5 . у2+у'2 = у * .  279 . /(1+21пУ)=1.
2 7 6 . у 2+у я2= i .  280 . у"-еу =о.

III. Quyidagi differensial tenglamalaming ikkala tomonini 
to’la differensialga keltirib, ulami integrallang (281-287).

2 8 1 .х /Ч У -;с -1  = 0 . 284 . уук = 2у"2 .
2 8 2 . jy + 3 y /= = o .  285 . у = х у '+ у + 1 .
2 8 3 . > y -/ 2= i . 286 . ху’ = 2 у у '- у .

287 . ху’-у'=х2уу'.

3-§. Tartibini p;asaytirish mun kin bo’lgan differensial
tengl amalar.

1. F(x,y(k\ y (k+ = o differential tenglama.
f ( x , y ( k ) , y (-k + l ) , . . . , y { n ) ') = 0  ko’ririishdagi differensial tenglamani 

= z(x) almashtirish orqali tartibini pasaytirsh mumkin. 
Haqiqatdan y { k ) = z Q x ) b У*+1> = z'(л), ... , /»)=*(»-*)(,) lami 
berilgan tenglamaga qo’yib, F(x ,z,z\...,z(n~ k)) = o tartibi 
pasaygan differensial tenglamani hosil qilamiz.

1 - M i s o l .  x4ym+2x3y "  -1 = 0 tenglamani yeching.
Y e c h i s h : Berilgan tenglamada y  =  z ( x )  almashtirish
bajaramiz, natijada

4 fx4z + 2 x 3z-'.  = 0
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ko’rinishdagi birinchi tartibli chiziqli differensial tenglama 
hosil bo’ld i, bu tenglama yechimi z ( » = ~ + ^  bo’ladi. Demak

X

almashtiri shga asosan

x 3 x2
endi esa oxirgi tenglikni ketma-ket ikki marta integrallab,

y -^ —C, ln |x |+ C ,x+ C 3

yechimnl topamiz.

2. F(y,y',y”,...,y(n'>)=Q d ifferensial tenglam a.
F ( y , y \ y " , . . . , y { n ) ) = o ko’rinishdagi differensial tenglama faqat y  

va uning hosilalariga bog’liq bo’lgani uchun, bu tenglama 
y = z { y )  almashtirish orqali tartibíni pasaytirsh mumkin.
Buning uchun y '  =  z ( y ) ,  y "  =  z ’( y ) y ' = z z  ,  y = ( z z ' )  = z (z '2 + z z " ) ,  ...

lami berilgan tenglamaga qo’yib, tartibi pasaygan 
differensial tenglamani hosil qilamiz.

1 - M i s o l .  y ’ +y ' 2 = 2 e ~ y  tenglamani integrallang.
Y e c h i s h : 2.- punktga asosan /  = z ( y ) ,  y ’ = z ¿  almashtirish 
orqali berilgan tenglamani zz'+ ^ 2 = 2 e ~ y  yoki z 2 ( y ) = p ( y )  

almashtirishní e’tiborga olib, ^ p ' + p = 2 e ~ y  ko’rinishga ega

bo’lgan chiziqli differensial tenglamani hosil qilamiz. Bu 
tenglama yechimi p(y)=C^é~2y+4e~y bo’ ladi, demak

y ' = ± y ¡ p ( y >  = ± y j c j T l y  + 4 e ~ y  Berilgan tenglama yechimini topish 
uchun ok irgi tenglikni integrallaymiz:

= X + C 2 yoki ± ^ y [ c ~ h 4 ^  = X + C 2 .

Shunday qilib, berilgan tenglama yechimi _y=ln(c, + (x + C 2)2 ).
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3. F { x , y , y \ y ”, . . . , y ( n ) )  =  o b>ir jinsli differensial tenglama.
Agar F ( x , y , y ' , y " , . . . , y № ) =  odifferensial tenlama y  va uning 
hosilalariga nisbatan b ir jinsli bo’ lsa, ya’ni

F ( x , t y , t y ' , t y \ . . . , t y s <n))  =  t k F ( x , y , y ’, y ’ , . . . , y { n ) )  ( k >  0)
bo’lsa, u holda y = y z ( x )  almashtirish orqali berilgan tenglama 
tartibini pasaytirish mumki:i. Haqiaqatdan ham, 
y ' = y z ( x )  munosabatni ketma-ket differensiallab,

y = ( y z ( x ) ) '  =  y ( z 2 + z ' )  =» y  = (y(z2 +z')) = y ( z 3 + 3 z z ' + z " ) , . . .  ni

tcpamiz va topilgan hosilalarni berilgan tenglamaga qo’yib, 
hamda F (x ,y ,y ',y " ,. . . ,  y w)) funksiyaning bir jinsli ekanini 
e ’tiborga olib,

kc’rinishdagi tartibi bittaga pasaygan differensial tenglamani 
hosil qilamiz.

3 - M i s o l .  y " 2 - y ' y m= (~ j tenlamani integrallang.

Y e c h i s h .  Berilgan tenglama 1,- punktdagi tenglamaga mos 
kelgani uchun y ’ = z ( x ) almasbtirish kiritamiz, natijada

z ' 2 - z z "  =  ^ j  tenglamani hosil qildik. Oxirgi tenglama z  va

uning hosilalariga nisbatan bir jin s li tenglama bo’lib, uni 
z'=z p(x) almashtirish orqali yechamiz. Demak z ' = z  p  

z ’ = z { p 2 + p ' )  lami oxirgi tenglamaga qo’yamiz va 
z =  Ova topamiz:, ya’ni berilgan tenglamaning bir

yechimi y =  const, ikkinchi yechimi esa p'+^=o tenglamani

integrallash orqali topiladi. Bundan va belgilashlami hisobga 
olib, hosil qilingan \ n \ r \ = - x \ n \ x \ + c : l x + c 2 munosabatdan z ni
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aniqlash va uni /=*(*) munosabatga qo’yish, va uni 
integrallash natijasida topiladi.
4. F ( x , y , y ' , y ’ , . . . , y {n b =o umumlashgan bir jin sli differensial 
tenglama.
Ta’r if. F { x , y , y ' , y ’, . . . , y {n))=o tenglama umumlashgan bir jinsli 
differensial tenglama, agar F ( x , y , y ' , y ’ , . . . , y (-nb  funksiya uchun

F(tx,tm y , t " ‘ -  V , im -  V . - . i W_V '° ) =  t k F ( x , y , ÿ , ÿ ..... y (n))

shart bajarilsa, bu yerda m -  biror bir haqiqiy son. 
F ( x , y , ÿ , y " , . . . , y {n))= о ko’rinishga ega bo’lgan umumlashgan bir 
jinsli differensial tenglamani x = e t , y  =  em tz(t)  almashtirishlar 
orqali tartibini bittaga pasaytirish mimkin. 
iïaqiqatdan

d [e m tzit i \  d [e m tz(t)\
v' = - i ------Л  =  е~1——;-----  =  e  t+mt( m z + z )  ->

dx dt

y* =  = e~l =  e~l — (e~t+ml (m z+ z')) =  ^  U m -  l)mz+  (2w  -  l ) z '+ z") 
y  d x  dt d l \  I v
va hakozo, y ^  =e^m~ n t̂<p^z,z',z’, . . . ,z('n^j (bu yerda ^...)-ma’lum

funksiya) hosilalami tenglamaga qo’yib, hamda uning 
umumlashgan birjinli ekanini e’tiborga olsak,

= ekt F  [  1, z, ( m z +z'), {(m -1  )mz + (2m - 1 )/ + z"),..., (p [z ,  z', z",..., z ^  j  j  = 0

tenglamani hosil qilamiz. Shunday qilib, hosil bo’ lgan 
tenglama 2.- punktda o’rganilgan F ( y , ÿ y , . . . , y {n))=0 
differensial tenglamaga keltiriladi.

4- M i s o l .  X2 U2/ ' - y3 )= 2 y 2 f - 3 x y y ' 2 tenlamani integrallang.

Y e c i t i s h .  Birilgan tenglama y  va uning hosilalariga nisbatan 
bir jinsli, y a’ni bu tenglamani ÿ = z ( x )  almashtirish orqali, 
X 2 (3 zz’+z")=2z -3xr2 tenglamaga keltirib oldik. oxirgi
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tenglamada x = t x ,  z - - t m z ,  z '  = t m ~ xz \  z "  = t m ~ 2z"  almashtirishlami 
bajarib, 2 + m + ( m - \ ) = ‘2 + ( m - 2 ) = m  =  : i m + [  munosabatni olamiz, 
fcundan esa oxirgi tenglamada umumlashgan bir jinsli 
differensial tenglama ekanlígi va m  =  -1 da, ya’ni 
j = e ‘ , z=e_/p(Oalmaühtirish orqali faqat p ( t )  ga va uning 
hosilalariga bog’liq b o ’lgan p " - Ъ р р ’ - Ъ р ' =  o  tenglamani hosil 
qilamiz. Bu tenglamani (2. punktga asosan) p ' = u ( p )  

almashtirishni kiritib, ~ - 3 p - 3 = 0  va p '  =  о tenglamalarga

keltiramiz. Hosil bo’lgan tenglamarni integrallab, 
u = ^ p 2 - 3 p + c ] va p  = c o n s t  yechimlami olamiz, bundan

/=«(/?)=-p 2-3p+C,, y a ’ni ------=  d t .  Oxirgi tenglikni
\ p  -:ip+c,

integrallab, р(/) = Ф(,,с,,с2) ni topamiz, bu yerda Ф-ma’lum 
funksiya. Toplilgan p Ç e )  funksiyani z = e 4 p ( t )  ga qo’yib, bu ni 
esa ÿ = z ( x )  alrm.shtirishga q o ’yamiz va uni bir marta 
integral lab berigan tenglama yechimini

\ у  =  1 е ' р ( № + С ъ = \ е - { Ф ( ! , С х, С г № + С ъ 

\ x  =  e t

ko’rinishda topamiz
2 • «г '

5- M a s a l a .  x 2y " - 3 x ÿ =  6y-i — 4 y  tenglamaning .y(l)=l, / (1)=4
л г

shartlami qanoat-lantiruvchi xususiy yechimini toping.
Y e c h i s h .  Berilgan tenglamada
x = t x ,  z = t m z ,  z ' = t m  \ z \  z " = t m ~ 2 z '  almashtirishlami bajarib, 
umunlashgan bir jinsli tenglama bo ’lishini abiqlaymiz va m  =  2 

da ya’ni, x = e f , y  =  e 2 t: Ç t )  almashtirishlarda berilgan tenglama 
z " - 6 z 2 = 0  tenglamaga keladi. Oxirgi tenglamani ikkala

tomonini 2 z '  ko’paytirib, 2z z '-i2^'::2 =o ya’ni (z'2) - ( 4z3) = 0  ni
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hosil qilamiz endi esa bu tenglikni integrallab, -'2 =4z3 +c] 

topamiz.
M asala  qo’yilishidagi y i ) = 1, У(1) =  4 sartlardan, hamda 

x = e t  у  -  e 2 t z ( t )  va ÿ = e ‘ ( : ' + 2 z )  almashtirishlarga asosan 
2(0)= l 'Va z'(0)+2z(0)=4 y a’ni z'(0)=2 shartlarga ega bo’lamiz. 
Demalc z'2(0 ) = 4z3(0)+c1, ya’ni C,=0. Shunday qilib, z'2 =4z3

yoki z'--±2z%  tenglamani integrallash orqali quyidagini 
topamiz ± -^==/+с2, bundan esa z(Q)=i shartga asosan c2 = ±i,

4Z

ya’ni z = ___-___. Bu yechimiardan z '( 0 )= 2  shartni
(/± l)2

qanoatlantiruvchi z= — x—  yechimni topamiz. Shunday qilib,

21 ^2. 5 
berilgan tenglama yechimi y = e 2 t z ( t)= ——=-=-— —~ bo’ladi.

(f-1) (lnx-l)

Mustaqil yechish uchun mashqlar:
I. Quy idagi differensial tenglamalami integrallang (288-307):

2 8 8 .  x y " - ÿ h — , 2 8 9 .  2 х у У = у ' 2 + \ .
X

290. ( x + a ) y ’ + x y '2 = ÿ .  291. х л у я + Ь ? у ’  =  \ .

2 9 2 .  4 y ' + y ’2 =  4 x y '  2 9 3 .  y ” = l ( / - \ ) c t g x .

294. y ’ 2 - y ' y m = [ ^ • 295- у " - х у ” + у я ъ  =  ь .

296. ( ,- i) / ’+2/ = ^ .  297. y ' y * = 1.
2 x

2 9 8 .  2 y ' y 2  = 1 . 2 9 9 .  y y " -y'2- y 2y ’ •
3  0 0 .  у п' - у 3у я = l. 3 0 1 .  / 2 -2//Ч1=0.
3 0 2 .  xv”  =  y + - x s i n  — . 3 0 3 .  > y - 2 j > y i n у = У 2

X

3 0 4 .  y  =  ¿ + ~ ,  У 2 )  =  0 ,У (2 )  = 4 . 3 0 5 .  У  =  «2 ^ , У 0 )  =  0, У (0 )= 1 ,

3 0 6 .  2 y - 3 / 2 = 0; У 0) = —3, У (0) = 1, У ( 0 )  =  - 1 .



307. y ’  cos у + у ' 2 sin у  =  у ' ;  у ( - 1) = ~ ,  / ( - 1) = 2.
6

П. Quyidagi differensial tenglamalami (bir jinsli ekanligidan 
foydalanib) integral'ang (308-324):

3 0 8 .  x y y ”—x y ’2  - y y "  = 0 .  3 0 9 .  x 2y y "  = ( y - x y ' ) 2 .

310. х г(уу" -  у ’)2 +■ x y y ' = y j x 2/ - 2  -  y 2 . 311. x y y " + x y '2 = 2 y y ' .

3 1 2 .  y - y 2 =  ä L .  3 1 3 .

Vv2 +1 * д-2 .У
3 1 4 .  x 2( y ' 2 - 2 y y ‘)  =  y 2 . 3 1 5 .  y ( x y ’ + ÿ )  =  x ÿ 2 ( ] - x )

3 1 6 .  x y y ’  -  x y '2  - y y ' -  ~ xy- 2 = О 3 1 7 .  4 x 2y 3y ’  = x 2 - y 4 . 
\ a 2 - x 2

3 1 8 .  x ^ * + > ^ ' - jcV 3  =  0 . 3 1 9 .  х 2 / - З л у '  +  4 ^ + л : 2 = 0

3 2 0 .  x 1( y y ' - ÿ 2 ) + x y y ' =  ( 2 Ху ’ - Ъ у ) [ х 3 .Ъ2\. x 4 y " + ( x y ' - y ) 3 =  0 .  

3 2 2 .  дг (У 2 - 2 y y  ) =  4ДГ3 -н 1 .  3 2 3 .  y y ' + x y y ' ~ x y ' 2 = x * .

3 2 4 .  x 4y ' - x 3y ,3 + 2 x 2y y ' 2 - ( 3 x y 2  -+ 2 x 3 ) y '  +  2 x 2y + y 3 = 0 .
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JW O B L A R

I- В О В.
3 1 .  y mÿ  = 3 / 2 . 3 2 .  xy' =  3.y.

2

3 3 .  x 2y ’ - x y =  yy '. 3 4 .  / = 3 y 3 .

3 5 .  (y y m + y ’2 f  = - y * y ”- 3 6 .  / у 2 (1 п у -1 ) = / 2 ( л у '- у ) .

1 о

3 7 .  x 3y " ~ 3 x 2y " + 6 x y '-6 y  = 0.
' jo  , W ’- У  3 o .  V =  co s—-----------.

3 9 .  x 2y ' - x y  = yy '. 4 0 .  j 2 + y '2 = l .

4 1 .  ( y - 2 x ) 2 ( y ,2 + l)= (2 y ’2 + l)2 . 4 2 .  xy'2 = y(2y  - \ ) .

4 3 .  ( y " y  + / 2 + 1)2 = (У 2 + 1)3 ■ 4 4 .  (x /-> < )2 = 2 x y (> '2 +1).

4 5 .  x 2y " - 2 x y ’ + 2y=  0.

6 6 .  2y+ jc2 + ln jx 2 - l j = c .6 5 .  a ) y=  X2 +2x; b )  x= 2chy;

C) x y 3 =  -(1 ~ x 2)2 , y = 0; d) f x + f  f y = 0.

6 7 .  6 y  — sin(2* + l) = c . 6 8 .  y 2 - 2 y - 2 x —c.

6 9 .  l ( b t  + c o s ( 2 j '- l )  =  c. 7 0 .  x2(\ + y 2 ) = c.

7 1 .  y =  tg \ncx. 7 2 .  l n | x | = c + ^ 2 + i ;  дс=0.

7 3 .  ( c e -* 2 - \ ) y  = 2; y  = 0. 7 4 .  a*+ a~y  =c.

7 6 .  ln *  + c ./»?• 1 i É? — T  A Ji
y + J \ + y 2 \1 + X 2

1

7 7 .  y 2  - 2 = c e A‘. 7 8 .  (х2 - 2 х + 2 ) ( / + 1)е2огс^ = (

7 9 .  г 2 -h 2 - 2 /  =  c. 8 0 .  y  =  2 + c c o s x ; y  =  2 -3 c o s x \

8 1 .  je-ь  ji = a r g l  c + ^ j -

8 2 .  х -н 2 у  +  2 =  се-и; x + 2 y + 2  = 0.

8 3 .л/4лг+2,у-1 -2 1 п ^ л/4 л '+ 2 / - 1  + 2 j  = x + c .

8 4 .  c t g ^ - ^ - ^ x + c ,  у - х  = 2 лк ,  А =  0,±1,...
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8 5 .  2 х + у - \  = сех .

87. су2 = е  .

89. ~ - х2 + 2x + r L - 4 * = c .

91. у =у  = arcsin

Зх3 X

(> /з_П
2 X

8 6 .  — !— + ^ 1 п х = с .\ - х у  2

8 8 .  Зх212х + 12х3у 3 + бху ~ с.

9 0 .  2 л 2 + (2 х -1 п _ у + 1 )2 = с ,  х  = 0.

+ .5 71.

9 3 .  y  = 2arctg 1

2Х2 +1 *-

9 2 .  arc  с /g’ 

9 4 .  y==o.

* + - j -  
a- V3

+  37Г.

95. , = i .  9 6 .
97. (c ± x )_ v = 2 a 2.

99. _y = cx2, y2 =cx.
.1 0 1 . birinchi tartibli b ir  jinsli.
1 0 2 . uchinchi tartibli b ir jinsli.
103. ikkinchi tartibli t»ir jinsli.
104. nolinchi tartibli b ir  jinsli.
105. у 2-Ъху+2х2 =c.
107. ln iiZ =

у--=-л.  

9 8 .  у  --- ex2. 

ЮО. y  — ee*01.

ex.

1 0 6 .  2cy = c2x 2 + l, y  = ±x.

1 0 8 .  _y =  -x ln ln c x .

1 1 0 .  ( > '- x ) 8( y - 2 x ) 9 = c (y  +  2x)5.

1 1 2 .  sin  — - e x .

109. y  = c e J .

1 1 1 .  c (y 2 —.r2) = j A
X

1 1 3 .  \ncx-ctg{~\n^\,y =  xe27tk, A = 0 ,± 1 . . . . 1 1 4 .  ln^ -+Ar = l+ —°  -
x + 3  x + y2 X ,

2 x + 11 1 5 .  x - fy-hl=ce

1 1 7 .  (y  + 2 ) 2 = c ( x + y - \ ), y  = l - x .

-2 a r t i g ó
119. y+2=ee 8 * -K  ЛП
1 2 0 .  ( y - 2 x ) 3 = c ( y - x ~ \ ) - 2 , y  = x  +1.

1 2 1 .  y 2 = x\ncy2.

1 2 2 .  x 2 = y ^ + c y ^ .

116. (x -1 X 3 x +  2>’-1 )  =  <7.

118. ( j y - x + 2 ) 2 + 2 x  = c.
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1 2 3 .  x = —y2 lncx, y  = 0.

1 2 4 .

1 2 5 .

x 2y ^ l n c x 2 =1, y  — 0, x = 0. 

l - j r y = c x 3(2+xy)> x y = -2 .

1 2 6 .  x y = c ,  y  = 0, x  = 0.

1 2 7 .  X2 -h y 2 -  CX.

1 2 8 .  X2 + y 2 =  2x yoAi ( x - l ) 2 + y 2 = l

1 3 1 .

1 3 3 .

1 3 5 .

1 3 7 .

1 3 9 .

1 4 1 .

1 4 3 .

1 4 5 .

1 4 7 .

У = С ]Ц |a2 - x 2 |+x. 

„0-2x Ay =  c e - 2 x + - Á  2 х 2  +  2 х - \ ) .
4

y =  (2x+ l)(c + In |2x+ 1|)+1. 

x y = ( x 3 + c ) e ~ x . 

y =  x(e+sinx).

x =  8sin2 ^ + c e  cos^. 

x =  (c-cos_y)sin V. 

x =  ey + c e ~ y . 

y 2  =cx2 —2 x ,  x = 0.

1 4 9 .  -  =  2- y 2 + c e  2 .
X

1 5 1 .  y 3  = cx2 +X3.

1 5 3 .
1- = c e x  + - .

1 5 5 .  X2 ( c - c o s y )  = y ,  y  = Q.

1 5 7 .  y ( £ x + c e 2 x ) = \, у  = 0.

1 5 9 .  у = х + —т т .  У = х -

1 6 1

x  + c

1 3 2 .  y ^ c ' J x  + 2 x - l + x .  

1 3 4 .  y = c i n x + x i .

1 3 6 .  y = c ln  x - lt ix .

1 3 8 .  y  = ce* —X2 —I.

1 4 0 .  у = ф + 1)2+I(x + 1)4.

1 4 2 . x ^ c y ' + y 2.

1 4 4 .  x  = y 2 +cy , y=o.

1 5 6 ,

1 4 6 .  y 2 = x 2 - \ + c ^ x 2 - \ \ .

1 4 8 .  y ~ Z =X4(г ^ '+ с ), y  = o.

1 5 0 .  y 4 = c 4 x  +  л/х +  1.

1 5 2 .  y = c c in x + \/x .

1 5 4 .  y 3 - c x 3 - 3 x 2.

y -3 =  с cos3 X -  3sin XCOS2 X, y -  0.

1 5 8 .  e~y  =cx2 +x.

1 6 0 .  y = e * -

1 6 2 .  y = -

x + c

cx
4 + 2 .

■5_ г ас

c x 3 + x
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1 6 8 .  (X 2 - у ) 2  = с ( х 2 + у 2 ).

1 7 0 .  х у  = а 2 + с у 2 .

1 7 2 .  * + 4 + - = с .
у 2 У

3

1 7 4 .  х 2 + ~ ( х 2 ~ у ) 2  = с .

1 7 6 . ñ ^ + ^ +У2 = с .
У_____  2

1 7 8 .  у ] х 2 + у 2  +  1п | х у | + — = с .

1 8 0 .  у - X .

1 8 2 .  X ~ У = с ,  от= Д -.
X  х 2

1 8 3 .  X 2 - ^ - - Ъ х у  = с ,  т - — 1 8 4 .  у 3  + х 3 ( 1 п х ~ \ )  =  с х 2 , /и  =  — .
У X4

1 8 5 .  5 a r c t g x + 2 х у - с ,  х - 0 ,  т  = —
I +  X

1 8 6 .  2 e *  s i n y + e ^ x - l j + e *  ( s i n - * ~ c o s x ) = < : r ,  w  =

~ r ^ r -  ■■■■■■=  с .  1 8 8 .  1 + у 2 - X 2  = с х .
у]х2 + у 2

1 8 9 .  ( х + у 2 )2 с  = х - у 2 . 1 9 0 .  s i n . y  =  - ( x 2 +  l ) l n c ( x 2 + l ) .

1 9 1 .  х 2 y i n  с х у  = - 1 ,  х  =  0, у  =  0 .  1 9 2 .  х ? - 4 y 2 = c y l f x ¿ ;  х  =  0, у  =  0 .

1 9 3 .  s i n 2 > '  =  t x - A r 2 , л  ~ 0 .  1 9 4 .  X2  + у 2 = у + с х ,  х  =  0. 

1 9 5 .  х  + 2 \ п \ х \ + ^ у 2 - ^ = с ,  х - 0 .

1 9 É .  У0 =  \, у ,  = х 3 , У 2 = 1 - * - х 3 - х  +  ( х 7 - 1 ) / 7 .

1 9 7 .  у 0 =  2 л ,  у  = я + X ,  у 2  = 2 ; r + x + x c o : > . 3 c - s i n x .

х ( а - у )
Ш .  _ J L . = сеф + у )

х+у

1Í9 . у  = ̂ —+сх2.
X

171. х—3х?у2+у4 =с. 

i- ¿  .

173. .х2 +1 = 2(с—2х) sin у.

175. X? +Х3 1пу-у2 =с.

177. y j \  + x2 +х2_у—_yln|x| —с.

179. xsiny-ycosx + ln \}у\ =  C. 

181. ху2 -2x ly - 2  = cx.



r ?  X s X4 X5
198. уа =1, * - 1 + * - ^ - .  y2 = i + * - Ç - T + 2 Ö-

199. y Q =1, у, = l  + 2i, y2= i ( e 2 ï + l) + x + x 2 .

200 .  х 0  = 1 ,у 0 = 2 ,  х, = 1 + 2 / ,  *  = 2 + / ,  Х2 =  1 + 2 / + у , у 2 = 2 + 1 + 2 ^ + ^ - .

201. дг0 =2, x ,= 3 -í, jc2= 5-4 í 4/3.
202 . 0,87<х<1,13. 203. 0,8</<1,2 
204 . X ф2, _у> 0 . 205. у*х ,  х>0.

л:

2 0 6 . ( у  —С)2 =  4Сх. 207. \пС у = х±2е '2 , у  = о.

208.  х* у 2 -  С х у (х +1)+ С 2 = о. 209.
у 4

2 1 0 . у  =  ^ + С , у =  -^ -+С , у=Сех. 2 1 1 .  4е 3 = (Х+2)3+С.
Z ^

2 1 2 .  ln |l± 2 V 2 ^ | = 2(x+C±V2F^)- 2 1 3 .J c 2y  = C, у=С*

2 1 4 .  у  = С Г 3 ± 2 ^ .  2 1 5  . ln С у =  дг ±  sin .X, у  = 0.

2 1 6 .  Х = е ^ ( / ,+ 1 ) + С | ;  у  = 0. 2 1 7 .  у = [ у [ С ^ Ъ с - \ ) е ' ^ Гх~ Х.
у = р 2ер

р £  I Jt+C=/»ln/7+M np +  /»cospl
2 1 8 .  '  ; у = - 1. 2 1 9 .  2 L

^ ( p - l ^ J  y = p + p2 cosp

2 2 0 .  л г = 2 arctgp+ C , у=\п(\ + р2), у - 0.

2 2 1 .  х := З р 2 + 2 р + С , у  = 2 р 3 + р 2, у -О .

2 2 2 .  je  =±2yj\ + p 2 - \n ( \ jp 2 +1 ±ll+C, y ^ - p i p s f p 2 * 1), У = 0.

223. X  = p 3 +p, 4y= 3p  +2p +C.

2 2 4 .  y + C  = y j x - x 2 + arcsinV x. 

* = p + s i n  p j
e

* = P + s in /> l  *  2
2 2 5 .  i ,  . 2 2 6 - r

y  = C + i '1> 1 + 1
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2 2 7 .  x =  pyJp2 + \, 3y:--& p2 -l)y]p2 + l н-C. 2 2 8 .  Cx=\nCy; y  = ex

2 2 9 .  /?лу = у 2 + р 3 , у 2 ( 2 р 4 - С )  =  р 4 , у  = 0 .

2 3 0 .  y 2 = 2 0 - C I n C ,  2 r =  l +  21n|y|. 2 3 1 .  £

>> =  — -+ ln  p - 2  
P

_  C  cos p  sin

2 3 2 .  p
2C  2cos p  y  = — - - — — —-s in  p  
P P

2 3 3 .

Cp  +  2 p  - 1  

~ 2 p 2( p - \ ) 2 

_ C p 2 + 2 p - l  1
У =

2 3 4 .  C 3 = 3 ( < j c - y ) ;  9 j /2 =  4 * 3 . 

2 3 6 .  y  =  C x—C2; 4 y  = x2.

2 3 8 .  _y =  C x —InC; у  =  1плг-И.

2 (p  —1)

2 4 0 .  y  =  O c+ - a C

2 3 5 .  x =  C y + C 2; 4х = -_у2. 

2 3 7 .  y  = C x - C - 2 .

2 3 9 .  2C 2( y ~ C x )  = l; S y 3 = 27x2.

, j /3 -+j/3 = a / l  2 4 1 .  (l + Cjf)2 =l->^; y = ±l.

2 4 3 .  4y  = (C + x )2 ; y  — Cex .

yJl+C2

2 4 2 .  y + x  = (C + x)3 ; y  = -x .

2 4 4 .  ( y -x )2 =2C(y+x)-C2 ; y  = 0 
2 4 6 .  ( ^ [ у - х - С ) ( у [ у + х - С )  = 0; y  = 0. 2 4 7 .  (x + C )2 + y 2 = fl2 , y  = ±a. 

2 4 8 .  j>2( l - y ) = ( x + C ) 2 ; y — \.

2 4 5 .  ( x  - 1 )^ 3 = c .

I I - B O  B.

2 Í 7 .  v = í 1 -

2 é 8 .  y = i - i n * - ^ ^ x 4 + ^ — ^ +
24 288 8  9 32

2 6 9 .  y = x j ^ ~ d t + c o s x + C Jx + C 2. 2 ’7 0 .  y  =  - i l n 2 j c + | r 2 -2 jc  +  i .
0

x 2 x, é  лч-1
2 7 1 .  y  = ~ L]  j d t  - ~ - е ?  ч - С ,х 2 \n\x\+C.,x2 +  C3* + C 4. 

. -. X
2 7 2 .  V = c , í  /2 e x~ x \ e ‘ d t — —

0  2
+ C3.
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2 7 3 .
X - Z l

v _ A . 5  +C zZ +C  [’

e l j + q2 7 5 .  у  + c 2 = in

2 7 7 .  ^ = C 3- ( . r + C 1)lnC 2(x + C 1), y  = CiXi C r

2 7 6 .  j '= C 1+ C 2JC -sin(A +C 1).

2 7 8 .
x+C2 = ez (z + l)j 

y+C , = z2ez
z =  y

x + C , = z(2  ln z -1 )  
2 1 9 .  2 2i

y + C , = z ¿ Inz
z =  y

2 8 0 .  ^ s i n 2(C1x+C 2) = 2C2 , e-y s/i2 (C1Jr-i-C2)  = 2C2 , ey (x+ C )2 - 2 .

2 8 1 .  j '  = - 1- ( j c 3 + 6 x 2 ) + C rT l n | x |+ C 2x  +  C ? ,

2 8 2 .  с2у2-с,=с22(л-+с3)2, у —с .  2 8 3 .  y = ^ +e

2 8 4 .  C ty = In |C ,x + C2 1+ C3, y  =  C jX +C 2. 2 8 5 .  y  =  e 2 C J e  2 dx+ C 2 - 1 .

2 8 6 .  y = C /g (C ,ln C 2x), C2(> + C ,)H 2Ci =y-c,; y ln C * = - l .

2 8 7 .  j v = 4 C /g ( C 1x 2 + C 2), 2 In J + C ,
= C,X2 + C 2, y (c - ^ 2) = 4’ 3' =  C.

-+1

2 8 8 .  у - ( С ]Х- ф е С' + c 2

2 8 9 .  9C 2 O ' -  C2)2 = 4(C,x+ 1)3 ; y  = ± x + C .
x+ C 2 = z(21n .z -l)

2 9 0 .
_y+C, = z 2 lnz

, z = / .  2 9 1 .  y  = C3+ C 2x + C ,ln |x |- — .

2 9 2 .  y = c , x ( x - c , ) + c 2, y = | - + c .

2 9 3 .  2 j  = Cj cos2x + ( l  +  2C1)x2 +C 2x + C 3. 2 9 4 .  y  = C2
C|jr _ 1 c,x + c 3.

2 9 5 .  ^ C , 4 - C 3 ^ - + C 2x + C 3,  y ^ ^ j 3 x + C lx + C J
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296 .

298 .

299 .

3 0 1 .

3 0 2 .

3 0 3 .

З С 4 .

З С 6 .

3 0 8 .

3 1 0 .

3 1 2 .

3 1 3 .

3 1 5 .

3 1 6 .

3 1 7 .

3 1 9 .

3 2 0 .

3 2 1 .

3 2 3 .

y  = ix ln |x ¡+ C 1h i | j f - l |+ C 2x + C ,.  297. С ,у2 -1  = (С,л:+С2)2 . 

c ,  n /c ^ + c 2 =  fäMqy-1) + In ( J c J +V q F T ) .

C,x-t-C2 = In
J '+ C ’i

3 0 0 . 2 C 2 y2 = 2C,C2 + C 2e2x +  (С 2 -  l)e~2x.

Щ С 1у - х ) = С 2( х + С 2)3 +С3.

c \ y  =(C2x 2 + } ) a r c t g C tx - C tx + C 2, 2y  = k n x 2 +C, k  = 0, ±1, ± 2 ,.. 

InУ=С, tg  (CrY+C'2), In ln-V_C|

, Л Х2 ^ _ 1 6

=  2С,дг+С2, ( C - x ) ln y  =  l, y  = C.

5 5

y (x  + 2 ) - - x - 6 .

у  = C2eCx2.
J L  £ .  

y  = C~e2C 2x .

Iny+C,

305. _y = -ln|x-l|.
Л  '• * * ** j. •; : 1 ; i i

3 0 7 .  ln rg [|+£ ] = 2x+2.
с

3 0 9 .  y  = C2*e *.

3 1 1 .

\n \y\=Ct^ x 2 +xyfl -+X2 +  In X + y l u - X 2

C -iln |j r |

+ c 2.

y  = C Jx |e 3 1 4 .  у  =  C 2*(ln|C,Jc|) , y  = Cx.

ln M =

1 . у  = C ,  у  =  С е  x.

C. +b\J a2 — x 2

x+C,

In + c 2.

4C,y2 = 4x+ x(C lU tC 2x ) 2. 3 1 8 .  y \ n y + l n x + C xy + C 2 = 0.

y  = x 2 ^ - ~ l n 2 x + C l 1пдг+С, j.

3 3 3

C y = x~(C2x  +2), y  — C x2 , у  = -2 x - -  In Cx.

In sin—-C, + l nx=  ln |C 2|.  3 2 2 . 2 C 2y x 2 =(C2x - C ])2 -1 ,  x y - ± i .  

2C¡C2y  = С 2 |xp 4 c i +|x|2_C! .3 2 4 . у  = xarcsin(C2x)+C]x.
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