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0 ‘zbek tiliga davlat tili magomi berilishi munosabati bilan oliy
o‘quv yurtlarida o ‘zbek tilidagi o ‘quv adabiyotlarining yetishmov-
chiligi sezilib qoldi. Shu munosabat bilan darslik va o'qiiv qoilan-
malar yaratishga ehtiyoj paydo bo‘ldi.

«Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning va yangi davlat ta’lim standart-
larining gabul qilinishi darslik va o‘quv goilanmalarga yangi talab-
larni vujudga keltirdi.

Ushbu o‘quv qo‘llanma oddiy differensial tenglamalar mavzulari
bo‘yicha amaliy mashg‘ulot darslari uchun mo‘ljallangan. Kitob uch
bo‘limdan iborat boiib, IA.. Gafarov tomonidan kitobning kirish
gismi va birinchi tartibli differensial tenglamalarga bag‘ishlangan
birinchi boiimi yozilgan. Ikkinchi boiim Y.P. Oppogov tomonidan
yozilgan boiib, yuqori tartibli tenglamalarni o‘z ichiga oladi.
N.Turgunov tomonidan yozilgan uchinchi boiimda differensial teng-
lamalaming boshqa asosiy tushunchalari bayon etilgan.

Har bir mavzuda gisga nazariy maiumotlar va foydalaniladigan
asosiy formulalar hamda namuna uchun tipik misol va masalalar
yechimlari bilan ko‘rsatilgan. Mustaqil yechish uchun ta'vsiya qilin-
gan misollarning javoblari keltirilgan.

ICitobdagi masalalar, asosan, o ‘zbek va rus tilidagi mavjud ada-
biyotlardan olingan, ayrim masalalar mualliflar tomonidan tuzilgan.

Texnika oliy o ‘quv yurtlarida oliy matematikaning «Operatsion
hisob elementlari» hamda «Matematik-fizika tenglamalari» bo‘lim-
lariga ajratiladigan soatlarning kamligini e’tiborga olib, 111 bobga
yuqoridagi ikki boiimni ham kiritishni lozim deb topildi.

0 ‘quv goilanmadan uni'versitetlar nomatematik mutaxassisligi
hamda texnika oliy o‘quv yurtlari talabalari foydalanishlari mumkin.

Mualliflar go‘lyozmani digqat bilan ko‘rib chigib, uni yaxshilash
yuzasidan fikr-mulohaza bildirgan Namangan Muhandislik-peda-
gogika instituti va ushbu institut «Oliy matematika» kafedrasining
a’zolariga minnatdorchilik bildiradilar.

Kitob to‘g‘risida bildirilgan fikrlarni mualliflar mamnuniyat bilan
gabul giladilar.
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1- §. Differensial tenglamalar hagida umumiy tushunchalar

1- tarif. Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi X, noma’-
lum y=f(x) funksiya va uning y',y ",y (0 liosilalari orasidagi
boglanishni ifodalaydigan tenglamaga aytiladi. Differensial tengla-
ma umumiy holda quyidagicha yoziladi:

F{x,y,y",y\...,y") =0
yoki

Agar izlanayotgan funksiya y=f(x) bitta erkli o‘zgaruvchining
funksiyasi bo‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy differensial
tenglama deyiladi.

Umuman, noma’lum funksiya ko‘p argumentli boigan hollar
ham tez-tez uchraydi. Bunday holda differensial tenglama xususiy
hosilali differensial tenglama deb ataladi. Biz fagat oddiy differensial
tenglamalar bilan shug‘ullanamiz.

2- tarif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada qgat-
nashgan hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, (y')2+2y'+xy3=0 tenglama birinchi tartibli differ-
ensial tenglamadir.

Mana bu (y*"™)2+ ay' +by + cosx = 0 tenglama esa ikkinchi tar-

tibli differensial tenglama.

3- ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb,
differensial tenglamaga qo'yganda uni ayniyatga aylantiradigan har
ganday y=f(x) funksiyaga aytiladi.

Masalan, ushbu tenglama berilgan boisin:



y = sinx, y= 2cosx, Yy =3sinx- cosx funksiyalar, umuman,

y = G sinx,y = C2cosx yolci j=C,sinx + C,cosx ko‘rinishdagi
funicsiyalar C va C2o‘zgarmas miqdorlarning har ganday giymatlar-
ida ham berilgan differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi. Buning
to‘g‘riligiga ko‘rsatilgan funksiyalarni berilgan tenglamaga qo‘yib
ko‘rib, ishonish mumkin.

2-8. Differensial tenglamaga olib keladigan
ba’zi bir masalalar

I-masala. Massasi m bolganjism u(0) = v0 boshlang‘ich tezlik

bilan biror balandlikdan tashlab yuborilgan. Jism tezligining o ‘z-
garish gonunini toping.

Nyutonning ikkinchi gonnniga ko ‘ra: ~F, bu yerda F —

jismga ta’sir etayotgan kuchlarning yig‘indisi. Jismga fagat ikkita
kuch ta’sir etishi mumkin, deb hisoblaylik: havoning qarshilik kuchi

Fx=-kv, k >0, yerning tortish kuchi F2 = ITQ U holda ushbu

m~-=mg-kv (k>0)
differensial tenglamaga kelamiz. Bu differensial tenglamaning
u(0)= vO shartni ganoatlantiruvchi yechimi

ekanligini bevosita o'rniga go‘yish bilan tekshirish giyin emas.

2- masala. Hayvonlarning biror turi o‘zgarmas muhitda alohida
yashasin deylik. Urchish vaoiishning davriyligini hisobga olmay,
ko‘rilayotgan tur individuumlari sonining o ‘zgarish gqonunini toping.

Masalaning shartiga ko‘ra vaqtning berilgan kichik intervalida
urchish va olishlar soni berilgan individuumlar soniga proporsional
boiadi. N individuumlar sonining o‘sishi ko‘rilayotgan intervalda NQ
soniga proporsional boiib, bu o‘sish interval uzunligiga ham pro-
porsional boiadi. Shunday qilib, funksiyani uzluksiz va uzluk-
siz differensialanuvchi deb garasak, ushbu



—jp~ =smN(t), N(t0)=NO>0

differensial tenglamaga ega bo'lamiz, bu yerda s - proporsionallik
koeffitsiyenti («o‘sish» koeffitsiyenti). Urchish gonuni differensial
tenglama bilan berilgan funksiyaning ko‘rinishi N(t) = NO mel°~ro)
ekaniga ishonch hosil gilish giyin emas. Bundan kelib chigadiki,
vaqt arifmetik progressiya bo‘yicha o zgarsa, individuumlar soni ge-
ometrik progressiya bo‘yicha o ‘zgaradi. Agar s > 0 bo‘lsa, N(t)
0 ‘sadi; agar e < 0 bo‘lsa, N(t) kamayadi. e= 0 bo‘lganda N(t)
0 ‘zgarmas bo‘lib, urchish o'lishni to'la qoplaydi.
3- masala. Massasi M boigari moddiy nuqta to‘g‘ri chizigli hara-
kat qilmogda. Uning harakat gonunini toping.
Har bir momentda G nuqgtadan koordi-
X G nata boshigacha bo‘lgan masofa x bo‘lsa,

0 m N nuqgta tezligi x (x =-~J boiadi.

Moddiy nugtaga ikki tashqgi kuch: ishgalanish kuchi - bx, b >0

va taranglik kuchi —kx, k > 0 ta’sir etadi deylik.
Nyutonning ikkinchi gonuniga asosan G nuqtaning harakat
glonuni

mx = - bx - kx

bo‘ladi. Bu ikkinchi tartibli differensial tenglamadir. Agar moddiy
nuqta dvigatel bilan ta’minlangan bo‘lib, dvigatelning G nuqtaga
tasir kuchi /"boisa, u holda G ning harakat gonuni

mx =-b(- kX+F

bo‘ladi. Ko‘pincha F migdor |.F| < Fo = const munosabatga bo‘y-
sunadi.
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BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1- 8. Birinchi tartibli differensial tenglamalarga doir umumiy
tushunchalar

Birinchi tartibli differensial tenglama

F(x,y,y") =0 (1.1)
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar bu tenglamaniy 'ga nisbatan yechish mum-
kin bo‘lsa, uni

y' =f(x.y) (1-2)
ko‘rinishda yozish nrumkin.

Bu holda differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan deyi-
ladi. Bunday tenglama uchun quyidagi teorema o‘rinli bo‘lib, bu
teorema differensial tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi
hagidagi teorema deyiladi.

Teorema. Agar y' = f{x,y) tenglamadaf(x, y) funksiya va un-
dany bo‘icha olingan — xususiy hosila jcOy tekislikdagi (jc0, ,y0)

nuqgtani o‘z ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksiyalar bo'lsa,
u holda berilgan tenglamaning x=x0boiganda y=yQshartni ganoat-
lantiruvchi birgina y=(p(x) yechimi mavjuddir.

Bu teorema geometrik nuqtayi nazardan grafigi (x0, y0) nug-
tadan o‘tuvchi birgina y=cp(x) funksiyaning mavjudligini ifodalaydi.
Teoremadan (1.2) tenglama cheksiz ko‘p turli yechimlarga ega ekan-
ligi kelib chiqadi.

x=x0boiganda y funksiya berilgan y0songa teng bo‘lishi kerak,
degan shart boshlang ‘ich shart deyiladi. Bu shart ko'pincha

4=x0 = Jo (1.3)
ko‘rinishda yoziladi.



1- ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy
yechimi deb bitta ixtiyoriy C o ‘zgarmas niigdorga bog'liq bo‘lgan
hamda quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi y =cp(x,C) fimksiyaga
aytiladi:

a) bu funksiya differensial tenglamani C o‘zgarmas migdorning
har ganday anig giymatida qanoatlantiradi;

b) x~c0bo‘lganda y=y0, ya’ni y\x:>o: YO boshlang‘ich shart
har ganday bollganda ham C miqdorning shunday C=CO0 giymatini
topish mumkinki. bunda y = g>(x,C0) fimksiya berilgan boshlan-
g‘ich shartni ganoatlantiradi. Ushbu holda x0OvayO0qiymatlar x vay
o0 ‘zgaruvchilarning o ‘zgarish sohasining yechim mavjudligi va yago-
naligi haqidagi teoremaning shartlari bajariladigan gismiga tegishli,
deb faraz etiladi.

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko*-
pincha y ga nisbatan yechilmagan

<BE>(x,y,C) =0

ko'rinishdagi munosabatga kelib golamiz. Bu munosabatni y ga nis-
batan yechsak, umumiy yechimni hosil gilamiz. Ammo y ni
cp(x,y,C) =0 munosabatdan foydalanib elementar funksiyalar hi-
lan ifoda etish hamma vaqt ham mumkin bo‘lavermaydi. Bunday
hollarda umum iy yechim oshkormas ko ‘rinishda goldiriladi.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi i>(x,y,C) =0
ko‘rinishdagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Misol. Birinchi tartibli

& =_y_
dx X

tenglama uchun y= ¢ funksiyalar oilasi umumiy yechim bo ‘ladi:
X
buning to‘g ‘riligini y funksiyani tenglamaga qo‘yibtekshirish mumkin.
2- 8. 0 ‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigm tenglamalar
Ushbu M (Xx)dx+N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga o zgaruvchi-

lari ajralgan differensial tenglama deyiladi. Uning o‘ziga xos tomo-
ni shundaki, dx oldida fagat x ga bog‘lig ko ‘paytuvchi, dy oldida



esa fagaty ga boglig ko'paytuvchi turadi. Bu tenglamaning yechi-
miuni hadma-had integrallash yo'li bilan aniqglanadi:

i M(x)djc + | Ar(y)dy = C.

Differensial tenglamaning oshkormas holda ifodalangan yechimi
bu tenglamaning integrali deyiladi. Integrallash doimiysi C ni yechim
uchun qulay ko'rinishda tanlash mumkin.

1- misol. tgxdx —ctgydy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Y echish. Bu yerda o'zgaruvchilari ajralgan tenglamaga egamiz.
Uni hadma-had integrallaymiz:

Jtgx dx - jctgjy dy — C yoki  —n|cosx) —In|siny] --InC.
Bu yerda integrallash doimiysi Cni —nC ,ya’ni C= —dnC orqali

belgilash qulaydir, bundan In siny - cosx = InC yoki siny ecosx =C
umumiy integralni topamiz.
Ta'rif.

y " =1(-x)/qj) (1.4)
ko'rinislidagi tenglamalar ozgarmchilari ajraladigan differensial teng-
Icmalaréeb ataladi, bu yerda f(x) vaf2y) — uzluksiz funksiyalar.

(1.4) tenglamani yechish uchun unda ofzgaruvchilarni ajratish
kerak. Buning uchun (1.4)da y 'ning o‘rniga dy/dx ni yozib, teng-
lamaning ikki tomonini/2(y) * 0 ga bo'lamiz -va dx ga ko‘paytiramiz.
U holda (1.4) tenglama

QR pi=A (x)dx (1.5)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada x o ‘zganrvchi fagat o‘ng tomon-
da, y o ‘zgaruvchisi esa chap tom onda ishtirok etyapti, ya’ni o‘z-
garuvchilar ajratildi. (1.5) tenglikning har ikki tomonini integrallab,

i 77 =iyi<xNetc
ekanligini hosil gilamiz, bu yerda C —ixtiyoriy o‘zgarmas.
2- misol. y' = y/x tenglamani yeching.
Y echish. Berilgan tenglama (1.4) ko‘rinishdagi tenglama, bu

yerda /j(x) = \/x vaf2(y) = y. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib, ~~~~~



tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab 3 = E_I +InC, C>0
y

yoki Iny = Inx + InCva bu tenglikni potensirlab. y = Cx umumiy
yechimni topamiz.

Faraz qgilaylik, y = Cxumumiy yechimdanx0=1, y=2 boshlan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechim topish talab qilin-
yapti. Bu giymatlarniy = Cmx ga x va y laming o‘rniga qo‘yib,
2= C-1yoki C=2 ni topamiz. Demak, xususiy yechim y=2x ekan.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

. X(y2— 4)dx + ydy = 0.

y '‘cosx = yAny, j(0)= 1

.y "= tgx e tgj.

(1+x2ydy +ydx —0,};(1) = L
. Incosjvi/x + xtgydy= 0.

s wN R

IS

A+ ey=0, y()=0.

7.yly" = Inj/ ,y{l) = 1
8.y’ + sin(x +y) = sin(jt - ).
9. Xy]1+ y2dx +yyll+x2dy = 0.

10.y = 2x¥, j(-3) = -5.
11. y " —sh(x + y) o sh(x —y).
12. x(y + 1dx + ~(x4-4 1)dy, y(0) = 1

3- 8. B irjinsii va bir jinsliga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Birinchi tartibli birjinsii differensial tenglamalar
1- ta¥if. Agar ixtiyoriy A uchun
I(Ax, Ly) = Afi(x,y)

ayniyat o‘rinli bo‘lsa, f(x, y) funksiya x va y o'zgaruvchilarga nisba-
tan n- o 1chovli birjinsii funksiya deb ataladi.

1- misol. f(x, y) = >/x34y3 funksiya bir o ‘Ichovli bir jinsii funk-
siya, chunkif (Ax, Xy)=\](XX)3 + (Xy)3 = X"\jx3-+y3 = If(X,y).
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2- misol./(X y) = xy —f funksiya 2-o‘Ichovli bir jinsli funksiya,
chunki J(Xx, Xy) = (Xx) m(Ax) — (Xy)2= X2Axy —y2) = X2f(x, V).

3- misol. f(x,y) :-—Xy— funksiya 0- o‘lchovli bir jinsli funk-

siya, chunki

2- ta’rif. Birinchi tartibli

A = fxy) (1.6)

difierensial tenglama x va y go. nishatan birjinsli differensial tenglama
deb ataladi (agarf(x, y) funsiya x va y ga nisbatan 0- o'lchovli bir
jinsli funksiya bo‘lsa).

Bir jinsli differensial tenglamani yechish. Faraz qilaylik, ( 1.6) bir
jinsli differensial tenglama berilgan bo‘lsin, u holda shartga ko‘ra

F(XX,Xy) = X°f(x:,y)- Bu ayniyatda A=1 deb olsak, fix, y)=

f (I,-H ni hosil gilamiz. Bu holda (1.6) tenglama quyidagi ko‘ri-
nishga keladi:

(1.7)
(1.7) da 1 =—, ya’niy = u mx almashtirish bajaramiz.
U holda i 7 +& X ni hosil gilamiz. Hosilaning bu ifodasini

o d o d d Lo
(1.7) ga qo‘yib, u+Z x= f(\,u) vyoki y(l’ﬂ)_M:~X tenglikni

hosil gilamiz. Bu esa o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama-
dir. Integrallab quyidagini topamiz:



Integrallarni topgandan so‘ng uo‘rniga L ni qo‘yib, berilgan
X
tenglamaning integralini y = y(x, C) ko‘rinishida topamiz.

4- misol. = %X2'yi tenglarnani yeching.

Y echis h. Tenglamaning o‘ng tomonidagi funksiya 0-o‘lchovli
birjinsli funksiya bo‘lgani ~uchun tenglama bir jinsli differensial

tenglama, shxming uchun —- u almashtirishni bajaramiz. U holda
X

=ux, =u +X m— . Bularni tenglamaga qo‘yib u+xm =-~r
y dx dx g ga qoy dx 1-ul
yoki x m— = —a va o'zgamvchilarni ajratib, ) du="_ ya’ni
dx l-ul X
y- dus= tenglamaga kelamiz.

Integrallash natijasida — iT-In|&| = In|x|+In|CIl yoki — \r-]n\wc(\
lir 2ir 11
munosabatlarni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikda u o‘rniga — ni go*-
X
. X2 . . . .
yib, “y r = InICxl tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ko*-

rinib turibdiki, y ni x orgali elementar funksiyalar yordamida ifodalab

bo'Imaydi. Biroqg x ni y orqali ifodalash nvumkin: x= yj-2]n\Cy\.

Bir jinsli tenglamalarga keltirilaiigan differensial

tenglamalar
dy _ ax+by-\-C
dx  a\X+I\y+Cx (1-8)

k o ‘rinishdagi tenglamalarni birjinsli tenglamalarga keltirish mumkin.
Agar C, = 0, C = 0 bo‘lsa, tenglama birjinsli bolishini ko‘rish

12



giyin emas.Faraz qgilayl ik, C va C, larning birortasi noldan farqgli
boflsin. x = x,+- h, y - k al mashtirish bajaramiz. U holda

O'*
X, Vva = ifodalami (1.8) te nglamalarga qo'yib
X
dy{ _ (Z&Xx+byl +ah+bk+C
dxx 0j sxl +tply | +alh+blk+Cx
tenglamaga ega bo‘lamiz. hva fc larni shunday tanlab olamizki,
[ah + blc -i- C =0,
alh + fc+C{=0 (110

tenglamalar o‘rinli bo'lsin, ya’nl h va k larni (1.11) tenglamalar sis-
temasining yechimi sifatida olamiz:. Bu holda (1.10) tenglamadan bir

jinsli ~ "tenglamani liosil gilamiz. Tenglamani yechib
vax hamday larga x, = x —h™y x=y —h formulalar yordamida
gaytib, berilgan (1.8) tenglamaning yechimini topamiz. Agar
atf
=0
<hA\

boisa, ya’ni ab=ax bo‘lganda, ma’lumki, (1.11) sistema yechim-

ga ega bolmaydi. Ammo, bu. liolda =X, ya'ni aI:Xa,

b

b=7.b bo‘ladi.
Bundankelib chigadiki, (1.8) tenglamani
dy (ax+by)+C
dx XCax+by)+Cx (1.12)

ko‘rinishga keltirish mumkin ekarL. Bu holda

s + by (1.13)
almashtirish yordamida tenglama o°‘zgaruvchilari ajraladigan differ-

ensial tenglamaga aylanadi, hagqgiqatdan, Aa’)\(: a+ b(—j-x tenglikdan
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munosabatni hosil gilamiz hamda (1.13) va (1.14) ifodalami (1.12)
tenglamaga qgo‘yib, o‘zgaruvchilari ajraladigan b .
tenglamani hosil gilamiz.

. . . . dy _ r  ax+by+C
Yugorida (1.8) tenglamaga qo‘llanilganusulni =/ AXHyHC{ J
tenglamaga ham qo‘llash mumkin, bu yerda/ gandaydir uzluksiz
funksiya.

dy  x+y-3

5- misol. tenglamani yeching.

Y e ¢ hish. Tenglamani bir jinsli tenglamaga aylantirish uchun
x=jcxth, y=yl+k almashtirishni bajaramiz. U holda tenglama

dyt  +y\+h+k 3 jcoirjnjsjinj 0]a”i ™M~ _3=0J/z—A—1=0 teng-
axl™— XjWN  fe—+
lamalar sistemasini yechib, h=2, k=1 ekanligini topamiz. Natijada

.d%/, X, ¥, S Y, L
bir jinsli _“"T: ----->-- tenglamani hosil gilamiz. —\: u almashtirish-
X

I-...
1+
ni bajarsak, u holda y,1=ux £j}/’~=u+x d_u u-\-xI du _ 1+u

T dxx o axx ~ I-u
bo* ladi va natijada X] m 0 ‘zgaruvchilari ajraladigan teng-
lamaga ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratamiz: rdu=— ni

g g9 9 J \+u =

integral lab

arctgw- ~In(1+-u2) = Injx,| -+In|c| ,

arctg« = In|Cx, *J(1+it )| yoki CxxXl1+u2 =eady' ekanligini topa-



nihoyat, x vay o‘zgaruvchilarga o‘tib, C-J(x—2)2+(_y-1)2=
natijani hosil gilamiz.

6- misol. y' = 2*+2y+5 tenglaman>yeching.

Yechish . Tenglamani x=xI+h, y=yj+k almashtirish yordam-
ida yechib bo‘Imaydi, chunki bu holda hva k larni aniglashga yor-

2 1
4 2

Bu tenglamani 2x-hy=z almashtirish yordamida o ‘zgaravchilari
ajraladigan differensial tenglamaga keltirish mumkin, haqigatan,
y '=t~2 bo‘lgani uchun tenglama

2'-2= 27k

dam beradigan sistema determinanti nolga teng.

ko'rinishga yoki

. _ 5z+9
27+5

ko'rinishga keladi. Tenglamani yechib
Nz +Mn\5z +3\=X+C
munosabatni, z o‘rniga 2x+y ni qo'‘yib esa
\J(2x +y) +  In 1lIOx +5>+9 |=x +C yoki

IOy -5x +7In |IOXx +5y +9 |= C, ni,
ya’niy ningx ga nisbatan oshkormas ko‘rinishini hosil gilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:
13. (x2 +2 xy)dx -t-xydy = 0.

1.y =L +sinl, ji() =5

S
X
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15. nry'sin —I+x =jsin y

16. xy +y2= (2x2+xy) -y" .
17. xyy"' =y2 +2x2.

19. (n:2+y2)dx - xydy = O.

20. (je+ y+ 2)dx+ (2x + 2y - \)dy = O.

21. (2x +y +1)dx + (xf 2y - )dy = O.

22. 2(x+y)dy+(3x+ly-Idx=0,y(0) =2 .
23. (Je- 2y +3) +(2x +y - I)ofx = O.

24. (jc- y +4)dy+ (x+y - 2)dx = O.

4- 8. Chiziqli differensial tenglamalar.
Bemulli tenglamasi

1. Chiziqli differensial tenglamalar.

Tarif. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli
bo‘lgan tenglama chizigli differensial tenglama deyiladi. Bunday
tenglama

(1.15)

ko‘rinishga ega boladi, bu yerda P(x) va Q(x) —berilgan uzluksiz
funksiyalar. (1.15) tenglama yechimini ikki funksiya ko‘paytmasi
ko‘rinishida gidiramiz:
y = u(x) «y(x) (1.16)
Bu funksiyalarning birini ixtiyoriy deb olish mumkin, ikkinchisi
esa (1.15) tenglama orgali topiladi. (1.16) tenglikning ikkitomonini
differensiallaymiz:

dy dv du

~ok ~ U -eokx+ Ve

16



Tcpilgan dJy hosila ifodasini (1.1 5) tenglamaga go‘yib,

+N v +jPuv =Q yok u(™ +Pv) M~ v=0Q <L1.7)

bo‘lishini topamiz. v funksiyani

Hth =0 (1.18)

shartni ganoatlantiradigan qilib olamiz. Bu differensial tenglamada
v ga nisbatan o‘zganrvchini ajratib, quyidagini topamiz:

=-Pdx , integxallab —In| CJ +- Inju] = P dx yoki v =C je~$Rk

ni hosil gilamiz.
Bizga (1.18) tenglamaning noldan fargli biror yechimi yetarli
bo'lgani uchun v(x) sifatida

v =e'pdx (1.19)
funksiyani olamiz, bu yerda jPdx - gandaydir boshlang‘ich funksiya.
Topilgan u(x) ning qi;ymatini (1.17) tenglamaga g[o‘yib,

=Q(JO yoki = v| ekanligini topamiz, bu yerdan

,,.J%dx +C

ni topamiz. uva v larni ( 1.16) formulaga qo‘yib, nihoyat
— fC (™) C : —a i i
y =Vv(X) Iu(X)plx+ yoki y =e IRk JQ(x)eiRddx +C  (1.20)
ifodari, ya’ni (1.15) ning umumiy yechimini topamiz.

1-misol. 8)( —————— 21 -y = (x +1)3tenglamani yeching.

Yechish.y = t*i; deb olsak, u holda — =u— +v—
echish.y |eosauoadx x x

ifodasini berilgan tenglamaga qo‘ysak,



v funksiyani aniglash uchun — ---—--—-- v=0yoki — = teng-
y q dx  jo#l y Y% x+1 g

lamani hosil gilamiz. Buyerdan In| v |= 2In x+1 |yoki v = (x + )2
v ning ifodasini (1.21) tenglikka go'yib, u ni aniglash uchun

(x +1)2— =(x +1)3 yoki — =x +\ tenglamani hosil gilamiz, bu
djc dx

yerdan Ve:-(f(-'--'z-'£+C. Demak, berilgan tenglamaning umumiy

yechimi y =— + C(r +1)2 bo‘lar ekan.

2. Bernulli tenglamasi.
Tarifl

dX+P(x)y:Q(x)—y\ n> 2 (1.22)

ko‘rinish<lagi tenglama Bernulli tenglamasi deb ataladi, bu yerda
P(x) -va Q(x) — berilgan uzluksiz funksiyalar, n* 0; 1
Tengl amaning barcha hadlariniy ga bo‘lamiz

y-" & +P(x).y-"1=Q(X) (129
X

va z = y~nH almashtirishni bajaramiz, u holda

Topil.gan giymatni (1.23) tenglamaga go‘yib, ~ +(-n +1)P-z =

= (-rz +1~) Q chizigli tenglamani hosil gilamiz. Chizigli tenglama-
ning umumiy integralini topgandan so‘ng, z o'rniga y~'#1 ni qo‘yib,
Bernulli tenglamasining umumiy integralini hosil gilamiz.



2- nnisol. Ushbu

% +xy =x-y' (1-24)
tenglamani yeching.
Yechish. Tenglamaning barcha hadlarini y 1ga bo‘lamiz

y "% +xy 2=
va z = y~2almashtirishni bajaramiz, u holda o =-2 y‘G&. Bu
giymatlarni (1.25) ga go‘yib

N--2XZ = -2X3 (1.26)

chizigli tenglamani hosil gilamiz. Uning umumiy integralini topa-
miz:

dz _ dv+vdu
rax Yk TV e

Bu ifodalami (1.26) tenglamaga go‘yamiz:

Z = uv

u’al):(—+ Vi 2Xuv = -2x3 yoki »(él)Z -2xu3 FVax T -2x3.

Qavs ichidagi ifodani nolga tenglab,

N = — = = = p*
A% 2Xxv = 0, " 2xdx, Injv]=x2 v =¢e*1

ekanligini topamiz. u ni aniglash uchun

e*2 "gd = ~2x3
tenglamaga ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib
du = -2e~xx3dx, u= -2 \e~x;xidx +C
ekanligini topamiz. Oxirgi integralni bo‘laklab
u=x2 * +e~xl +C, z =u-v =x2+ 1+ Ce*

19



ifodalarni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy integrali

y

1 2 1
=x -h1+Cex yoki y= |, bo‘lar ekan.
yIx2++Cex2

Quyidagi tenglamalami yeching:

25. y ‘cosx+y = tgx, y(0)=0. 33. y' +1¢-=3j2. 3.

26.y"' - ythx = ch. 4.y —Xl_l—— 2n__1

27. y' +Jl?XL = arcsinx + X. 35. 4xy'+3j = -e* mxV5
28. xy '— y = XXOSX. 36. y' +’;r-:1- =y2(>? +1)sinx,
29. y' +2xy = xe~*2. y(0)=1.

30. y ‘cosx + y = 1—sinx. 37.ydx + (x +~x2dy = 0.

31 y' +21=x2 .
32. (x2Inj> —x)yf=y.

5- 8. To'la differensialli tenglama.
Integrallovchi ko‘paytuvchi

1. To‘la differensialli tenglama.
Ta'rif. Agar M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 ko‘rinishdagi tenglama-

ning chap qismi biror u(x, y) funksiyaning to‘la differensiali, ya’ni

du = M(x, y)dx + N(x, y)dy (1-27)

bo‘lsa, u holda bunday tenglama to1a differensialli tenglama deyi-
ladi.

(1.27) tenglama tola differensialli tenglama bolishi uchun
8M _ 5N
dy  dx

shart bajarilishi kerak.

20



Tola differensialli tenglama ta’rifidan du=0, bundan u(x, y)=C
ekanligi kelib chigadi (C — ixtiyoriy o‘zgarmas).

w(x, y) ni topish uchun y ni o‘zgarmas deb hisoblaymiz, u hol-
da dy —Oekanidan du=M(x, y)dx bo‘ladi. Bu tenglikni x bo‘yicha
integraJlasak,

u=JM(X,y)dx +cp(>>)- (1.28)

(1.28) tenglikni y bo‘yicha differensiallaymiz va natijani N(x, y) ga

tenglaymiz, chunki =N (x,y),
dy + = Ne(x,y)
yoki
\y):N(x,y)-\f\%'\y{Jx. (1.29)

(1.29) ifodani y bo‘yicha integrallab, <p(y) ni topamiz:

<p(y) = JIAT (X,y)— dy dx)\dy +C.

Demak, u(x, y)= "M{x,y)dx -t- JjJMAr (x,}>)- 2 -dx"jdy +C .

Bu ifodani ixtiyoriy o‘zgarmasga tenglab, tenglamaning umumiy
integralini hosil gilamiz.

1- misol. (3x2+6xy2)dx-J-(6x/+-4y3)i/ly=0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.

Ye chish . Bu yerda M{x, y)—3x2+Sxy2 N(x, y)=6x3+4y3.

N~ dN 8M_ dN

W =12xy, x 12xv, yam -—- =

N =M (X,y) bo‘lganligi sababli
Tx =3x2 + 6x¥2 .
Bu tenglikni X bo‘yicha integrallaymiz:
u= x3+3xr2j™+(pCv).
21



Bundan

2L = 6x2y*-y'(yY.
Sy

= N(Xx, v) ekanligini hisobga olsak,

3y
D'(y)= 6jcy + 4y3_6xF yoki ¢'(y) = 4y 3
Bundan
pO) =/+ c.
Demalk,
n=X3+ @ +y4+ C
yoki

r3+ bxiyl+ y4= C,

2 . Integrailovchi ko‘paytuvchi. Agar — bo Isa, u holda

ba’zi bir shartlar bajarilganda, shunday u(n, y) funksiyani topish
mumkinki, \iMdx + ALy = du bolUadi. Bu y(x, y) funksiya integ-

rallovcki kopaytuvchi deyiladi.
Quyidagi hollarda integrailovchi ko‘paytuvchini topish osoa:

dM  dN
1) e N X = (>(x) bo‘lganda. 1ny = j<i>(X)dx bo‘ladi.

dN  dm
2) % ¥ = o) bolganda, 1ny= \$> (y)dybo'ladi
Mo TR ganda, 1nu = \$>,(y)dybo'ladi.

2 - misol. (y +-ny2~ - xdy = 0 tenglamani yeching.

- = 1+ 2xy,

Y echish. Bu yerda M =y ~+xy2 N = -x,

dN _ j dM dN
dx * o dy dx

Demak, tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning to‘la dif-
féré nsiali ernas. Bu tenglamaning faqat y ga bog‘lig bo‘gan inte-
grailovchi ko‘paytuvchisi bormi, degan masalani garaymiz.
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6N oM
ax ay _ —132xy 2
M ~ y+xy2 ~ Y’

tundan
1ny = -21ny, ya'ni |g=-V.
y

Berilgan tenglamani u ga ko‘paytirganda
—+x™M dx dy =0
Yy ) y2
tenglama hosil bo‘ladi. Bu to ‘la differensialli tenglamadir, chunki
<M =9N_"_ 1
ay dx y2
Tenglamani yechib

void
2X

Y xo42C

umumiy integralni topamiz.

Quyidagi differensial tenglamalarning chap tomonlari to‘liq diffe-
rensialdan iborat ekanligi tekshirilsin va tenglamalar yechilsin:

38. (ex+ y + siny)c/x + (ey + X + xcosy)dy = 0.
39. (x +y — 1)dx + (ey + x)dy = 0.

40. (xcosy —ysiny)dy + (xsiny + ycosy)i¢x = 0.
41. Xxydx + (jc2—y*)dy = O.

42. (2 —9IxyZ)xdx + (Jiy2 —6x3ydy = 0.

43. N dx + (y3 +Inx)dy =0.
44, (fOny —8y + 1)dx -I- (5x2—8x + 3)dy = 0.
45, 3x2(1 +la y)dx ="2y jily .

46. 2xcosydx + (2y —x2sin2/)dy = 0.
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Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi ko‘paytuv-
chflari topilsin va tenglamalar yechilsin:

47. (x2—y)dx + xdy = 0.

48. y?-dx -+ (yx — Ddy = Q

49. (x2+ y2+ x)dx + ydy—0.

50. xy*(xy'+ y) = 1

51. (x2+ 2>\ny)ydx = xdy.

52. 2xtgydx + (x2- 2siny)dy = 0.

53. (e2* — yPydx + ydy = Q

54. (1 + 3x&iny)rfx —xctgydy = 0.

55. (sinx + ey)dx + cosxdy = O.

6- 8. Hosilaga nisbatan yechiimagan 1- tartibli differensial
tenglamalar

Tarif

Fix,y, =0 (1.30)

ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan 1-tartibli
tenglama deb ataladi.

Bunday ko ‘rinishdagi tenglamani ~ ga nisbatan yechib olish
magsadga muvofiq bo'ladi, ya'ni berilgan tenglamadan

% = (*=1.2,...«) (1.31)

ko ‘rinishdagi bir yoki bir neclia hosilaga nisbatan yechilgan teng-
lamalar hosil gilinadi. Ammo har doim ham (1.30) ko‘rinishdagi

tenglamani ga nisbatan yechib olish mumkin bo‘lavermaydi, un-

dan tashgari y' ga nisbatan yechilgandan hosil bo‘lgan (1.31) ko‘ri-
nishdagi tenglamalar har doim ham oson integrallanavermaydi.
Shnning uchun (1.31) ko‘rinishdagi tenglamalarni ko'pincha para-
metr Kiritish yo‘li bilan yechiladi. Shu usulning eng oson variantlari-
dan biri bilan tanishib chigamiz.

Faraz qilaylik, (1.30) tenglamani y yoki x ga nisbatan oson

yechish mumkin bo‘lsin. Masalan, uni y =f(x,y') ko‘rinishda
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yozib olish mumkin bo‘lsin. ~ = P pararnetr kiritib, y=f{x, p) ni

hosil gilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tomonidan to‘la differensial
olib hamda dy ni pdx ga almashtirib

Pdx = ef<x'p)dx + V {x’p) dp,
n dx dp

ya’ni, M(x,p)dx + N{x, p)dp =0 ni hosil gilamiz. Agar bu tengla-

maning X = yechimini topsak, u holda berilgan tenglama-
ning yechimi

fx = <t>(p,C),

ly =f(x,p)

parametrik ko‘rinishda bo‘ladi.

(1.30) tenglama uchun j(x0)= y0 Koshi masalasi (x0, j0) nuqg-
tadan o‘tuvchi va bu nuqtada umumiy urinmaga ega bo'lgan (1.30)
tenglamaning ikki integral egri chizig‘i mavjud bo‘lImagandagina
yagona yechimga ega bo‘ladi. Aks holda Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladi, ya’ni (x:0, ya) nuqta Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladigan nuqta bo‘ladi.

(1.30) tenglama uchun Koshi masalasining yechimi mavjudligi va
yagonaligining yetarlilik shartini quyidagi teorema aniqlab beradi.

Teorema. y0, F(x0,y<j, y6) = 0 tenglamaning yechimlaridan biri

boflsin. Faraz qilaylik, F(x,y,y”) funksiya x bo‘yieha uzluksiz,
y va y' bo'yicha uzluksiz differensiallanuvchi hamda uning y'
bo‘vicha hosilasi noldan farqli bo‘lsin:

AN-r(x0,y0,y0)™ 0.
Oly( y0,y0)

U hol<ia F(x,y ,y')=0, y(x0=y0 Koshi masalasining x0 nuqta-
ning yetarlicha kichik atrofida (p'(x0=j0shartni ganoatlantiruvchi
y=<p(x) yagona yechimi mayjud bo‘ladi.

Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (1.30) kofrinishdagi
tenglamalar ham maxsus yechimlarga ega bo‘lishi mumkin, ya’ni
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shunday yechimlarga ega bo‘lishi mumkinki, bu integral chiziglar
faqat yagonalik sharti bajarilmaydigan nuqtalardan iborat bo‘ladi.

Agar F{x,y,y') funksiya x ga ko‘ra uzluksiz hamda y vay' ga
ko‘ra uzluksiz differensiallariuvchi bo‘lsa, (1.30) tenglamaning max-
sus yechimi, agar u mavjud bo‘lsa,

F(x.y.y") =0,

4(*,3'y")= 1.32

lg(r37yn=o (1.32)
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.

Shuning uchun, (1.30) tenglamaning maxsus yechimlarini topish
uchun (1.32) tenglamalar sistemasidan y ’ ni yo‘qotish kerak.

1- miso!, (y')3 - 2x myr)2 +y' = 2x tenglamani yeching.

Yecni sh. (y)3-2x (y)2+y'-2x =0"'-2xX(y")2h-1)=0
bo‘lganligi uchun, berilgan tenglama 2x = 0 tenglamaga ekvi-
valent. Uning yechimlari y = x2I-Cko‘rinishga ega.

2- misolL (y')2+y ¢(y - x) *y' - xy3 =0 tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglamani (y' 4y2)-(y'- xy) =0 ko‘ri-
nishda yozib olish mumkin. Demak, berilgan tenglama y'+y2=0 va
y' — xy —0 tenglamalar yig‘indisiga ekvdvalent. Ulardan birinchisi-

i .
ning yechimlariy =0va y = , ikkinchisiniki esa y =C e 2.

Demak, berilgan tenglama yechimlari [y—X 1=0.

+Ny-c A
3- miso!, y = (y; eey tenglamani yeching.
Techish. p=y'= parametr kiritamiz. U holda y = p2r

dy = (2pep +- p2ep)dp . Bu yerdan p = 0 yoki x =2ep+¢€?(j>-\)+C-
=ep(p+1 -+C.
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Demak, berilgan tenglama yechimlari
\x - (p+\)ep+C,
[Y=P'ep.

y —Ova

4- misol. Iny*' +siny' —x = 0 tenglamani yeching.

Yechish. y'=p deb olsak, x =\np +sinpdy = pdx b o ‘lgani
uchun +cospjdp . Bu yerdan y = j(l +p cosp)dp =

= p+cosp +psinp + C . Demak, berilgan tenglama yechimlari

\X - Inp + sin/>,
[y =p +cosp +plnp +C.
5- misol. (y')2 +(x +a)y' -y =0 tenglamani yeching.
Yechish. p = y' parametr kiritamiz, u holda y =p L+ (n -a)pdy =
=j>dx va dy = 2pdp + (x +a)dp + pdx tenglamalardan pdx = 2pdp +
+<x +a)dp + pdx , (2p +x +a)dp =0 tenglamalarni hosil gilamiz.

Bu yerdan p=C yoki 2p+x+a=0 tenglamalar kelib chigadi. Demalk,
berilgan tenglama yechimlari quyidagi ko‘rinishga ega boladi:

y=(x+a)C +C’:’2 va 5[Y=Pl+(x+a)p,

2p+x+a =0.
Oxirigi ikki tenglikdan p parametrni yo‘qotib, y=C(x+a')+C2 va

Y - «+alL ekanligini hosil gilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

56. (y)2=Y3-Y 2- 61. (3x+1)(Y)2- 3(y+2)yr+9 =0.
57. (y'f +y2(In2y - 1) =0. 62. x2(y")2-2xyy'-x2 =0.
58. (y'f +x(y")2-Y =0. 63. x4(y)2-xy'-y =0.

59. x(y'Y - y(y")2+1=0. 64. y(y)2—2xy'+y =0 .

60. x(y")2-l-xy'-y= 0. 65. Iny'+2(xy'-y) =0 .
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7- §. n- darajali 1-tartibli tenglama

Chap tomoni y' ga nisbatan butun ratsional funksiyadan iborat,
ya’ni quyidagi
o+ ~(jT-1+ PZy")nm2+ ... +Pnly’ + P,y= 0
ko‘rinishga ega bo‘lgan tenglama n-darajali 1-tartibli tenglama de-
yiladi. Bu yerda n- butun musbat son, P}, Pv Pv ..., Pnlarxva
y ning funksiyalari.
Bu tenglamani y ' ga nisbatan echa olamiz, deb faraz gilaylik.

Bundan y' uchun, umuman aytganda, n ta har xil ifoda hosil
bofladi:

y' =fM> y)> y' = fAX>Y)veeen Yy = Ne  y)- (L33)
Bu holda

F(x,y,y') =0 (1.34)
tenglamani integrallash birinchi tartibli n ta
y'=f(x.y) (1.35)

tenglamani integrallashga keltirildi. Ularni umumiy integrallari mos
ravish.da quyidagilar bo‘lsin:
QJjix,y, C,) =0, ®x,y, C9= 0, ..., SAX,y, C)=0.(1.36)
Bu integrallaming chap tomonlarini o'zaro ko‘paytirib, nolga
tenglaymiz:

ttjfo y> c>y my2x>y> C) m... mope,y, C)= 0. (1.37)

Agar (1.37) tenglamani y ga nisbatan yechadigan bo‘lsak, (1.34)
tenglamaning yechimini hosil gilamiz, hagigatan ham, (1.34) teng-
lamarxing har qanday yechimi (1.37) tenglamalaming birini, binobarin,
(1.35) tenglamalaming birortasini va shunday qilib, (1.34) tenglama
(1.35) tenglamalarga yoyilgani uchun uni ham qanoatlantiradi.
Umumiylikka ziyon keltirmasdan, (1.37) dagi barcha C, C2, ..., Cn
o‘zgarmaslarni bitta Cbilan almashtirish va tenglamani

y, C) m(x,y, Q ..e<<bpc,y, Q =0 (1.38)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa (1.34) tenglamaning yechimi
bo‘ladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun (1.38) tenglamaning n ta
tenglamaga ajralishini ko‘rish mumkin:

y, 0 =0, €¥x,y, O =0, ..., ®x,y, 0 =0, (1.39
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bu yerda C — istalgan giymatlarni gabul giluvchi ixtiyoriy o ‘zgar-
mas,shu sababli (1.36) tenglamadan hosil gilinadigan barcha yechim -
lar Cl.39) tenglamadan hosil gilinadigan yechimlar orasidaboiadi.

1- misol. (y')2 =0 tenglamaning umumiy integralini toping.

Techish. Tenglamaning chap tomonini ko‘paytuvchilarga
ajratib, quyidagini hosil qilamiz:

Bu ikkala tenglama o ‘zgaruvcbilari ajraladigan tenglamadir. Ular-
ning umumiy integrallari

c-0,~ +i™ -c =0

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy integrali ushbu
ko‘rinishdabo‘ladi:

Quyidagi tenglarnalar yechilsin;

66. (j')3 ~ 2x(y')2+y'=2xr. 73. S(y')3F27y.

67. (y'f+yiy -x)y"' — xy3=0. 74. (j'+1)3= 27(x+y)2
68. (y ")2+(sin x — 2xy>y '— xy3 —0 75.y2(y'2+1) = 1.

69. 0')2=4. 76. (y')2- 4y3 = 0.

70. (y'f+y2-1=0. I.x{y")2=y.

71. x{y")2 —2yy '+4x — 0. 78.y(y )3+x = 1.

72. (y)1- y2= 0. 79.4(1 —j)=(3~ 2)Ay")2

8-8. F(y,y ') = O va F(x, >") = 0 ko‘rinishidagi
teimglamalar

Bu tenglamalardan jn i (birinchi tenglamadan) yoki .x ni (ik-
kinchi tenglamadan), shuning dek p =y 'ni t parametr orqali ifo-
dalash mumkin, deb faraz gilaxniz. Bu yerda tenglamaning umumiy
yechimi parametrik shaklda. hosil b o ‘ladi.
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JMasalan, F(y, j>)=0 tenglama bo‘lgan holni ko‘raylik. y=cp(0 deb
tenglamadan p=\p{t) ni yoki, aksincha, p=y(t) deb tenglamadan
y=<j>(t) ni topdik, deb faraz gilaylik. U holda bir tomondan,
dy=j)dx=\p(t)dx, ikkinchi tomondan, dy=(p'(t)dt. dy uchun ikkala
ifodani taqqoslab, y(t)dx=ip'(f)dt ni hosil gilamiz, bundan:

dx = dt \a x = i""-dt+C.
v(f) iwW)

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:
*Ipr*e
y =<p(0-

M- misol. y =ajl +(y )2 tenglamaning umumiy yechimini to-
ping.
"Wech ish. p=y '=shtdeymiz, u holda y = aVl +sh2 =amch/,

—P dan dx - - ni topamiz. dy=ashtdt bo‘lganligidan dx”~adt va

ux
je=at~C.
Umumiy yechim parametiik shaklda quyidagicha yoziladi:
[x =at-C,
[y =achl/.
Bundan t parametrni yo‘gotamiz. t=-)5-)§-(-: bo‘lganligidan
- xtC
y achh 3

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

50. x(y 2—1) = 2" . 85.y = In(l+y2.

51. y'(jic- Iny"n = 1 86. (y'+1)3= (y'- y)2
52. x = yri+y"'. 87.y = [y'" — Dey.

53. x =y'"Ny'2 +1. 88. (y'Y - (y"2=y2
54,y —y 2+ 2y'3 89. (y)2~ (y)2=y2
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9- §_ Lagranj va Klero tenglamalari

1 Lagranj tenglamasi. Ushbu
y = xtpCv") + vj/CV') (1-40)

tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda cp(y")> v|/(y') lary * ning
ma’lum funksiyalari. Bunday tenglama hani p parametr Kiritish usu-

li bilan yechiladi. y'=p(x) deb belgilaymiz. U holda tenglama ush-
bu ko‘rinishga keladi:

y = xcp() + \i(p). (1.41)
Oxirgi tenglamani x bo‘yicha differensiallab,

p = cpO) + (xep{p) + <ri(p))di;(

yolci
p - (p(p) = (xcp'(p) + tp'(p))d;t( (1.42)

teuglamani hosil gilamiz. p —<(p) * 0 vap —\i(p) = 0 bolgan hol-
larni garaymiz:

ap —(@E(>) * O bo‘lsin. (1.42) tenglamani dx ga nisbatan

yechib, quyidagi kof£rinishda yozamiz: — —x_ULI£l_ = .
do “p-y(p)  p-v>{p)
Hosil gilingan tenglama x va 3—2 ga nisbatan chiziqlidir, demak,

X = <&p, O (1.43)
umumiy yechimga ega. (1.43) ni (1.41) ga go‘yib, yni p va C orqali
ifodalaymiz:

y = <D(p, O- cp(p) + VQO = f(P> O- 0-44)
(1.43) va (1.44) toizga Lagranj tenglamasining umumiy yeehimini

parametrik ko ‘rinishda beradi: jbX 1(».C)
= », .

Bu sistemada p parametrni yo‘qotib, Lagranj tenglamasining
umumiy yeehimini «quyidagi ko‘rinishda hosil gilamiz:

F(x,y, 0 =0.
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Tenglamaning umumiy yechimidan hosil bo'Imaydigan maxsus
yechimi ham bo'lishi mumicin.
b) p — qp) = 0 bo‘lsiti, ya’ni biror p=pada q(pQ=pQbo'lsin.
Ushbu
[y= xcp(p) + (p(>),
1P =Po
sistemada p ni yo‘qotib, y = xy(p0) 4 w/(>0) yechimni hosil gilamiz.
Bu esa Lagranj te nglamasining maxsus yechimidir.
1- miso!. Ushbuy = x 4- O')3 Lagranj tenglamasining umumiy
va maxsus yechimlarini toping.
Yechi sh. Butenglamada y ' ni p(x) ga almashtirib,

y = x4 p3 (1-45)
tenglamani hosil gilamiz. Uni x bo‘yicha differensiallaymiz:

p=1+3p2 — <Bundan p- 1=1pl
dx ax

a) Agar p —1*0 bo‘lsa, ushbu
_’p2

dx =
P-1
tenglamani integrallab, quyidagini hosil gilamiz:

dp

x:= 3(In[p— Y4 p+ JL)4 C, (1.46)
x ning hosil gilingan ifodasini (1.45)ga go‘yamiz:

y= 3(n[p- 114 p+ E-) + C+p3.

(1.45) va (1.46) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
parametr k o ‘rinishida beradi.

b) Agarp - 1= 0bo'Lsa, p = 1qgiynmtni (1.45) tenglamaga
go‘yib, y — x41 maxsus yechimni hosil gilamiz.

2. Klero tenglamasi. Klero tenglamasi deb, Lagranj tenglamasi-
ning cpO’) —y' bo'lgan holiga aytiladi. Klero tenglamasining umu-
miy ko'rinishi quyidagicha bo ‘ladi:

y = xy'+ \y(y"). (1.47)
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y "=p(x) deb olsak, ( 1.47) tenglama quyidagicha ko‘rinishga ke-
ladi:
y = xp + \i(p). (148)
x bo‘yicha differensiallab, quyidagini topamiz:

y'=p+ X 5X+\\/'(p') ax ya’ni ax + \|/*(/?)] = 0, bu yerdan ax 0
yoki
jc+\'(p) =0. (1-49)

0 tenglamadan p=C kelib chigadi,(I-48) dap o‘rniga C ni

go‘yib. Klero tenglamasining umumiy yechimini hosil gilamiz:
y = Cx + vy(C). (1.50)
Bu geometrik nucqtai nazardan to‘gri chiziglar oilasini tasvirlaydi.

(1.49) tenglama (1.48) bilan birgalikda Klero tenglamasining
parametrik shakldagi yechimini beradi:

\x = -Mf'(p),
\y =-py'ip) +y(p).
Hagigatan ham, bu tenglamalardan: dx = -\y"'(p)dp.

dy = [~py”(p) - xi/'(P> + V(P)¥P = -py"(p)dp, bu yerdan ~ = p.

Buni Klero tenglamasiga qo'yish -p\y'(p) + vj/(p) = —p\\r'(p) + \\/(p)
ayniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasidan p parametrni yo‘qotib, (1.47)
tenglamaning integrali <€>(x, y)=0 ni hosil gilamiz. Bu integralda C
ishtirok etmaydi, binobarin, u umumiy integral boia olmaydi. Uni,
shuningdek, umumiy integraldan C ning hech ganday giymatida
hosil qgilib bo‘Imaydi, chunki chizigli funksiya b o ‘Imagani uchun u
maxsus integral deyilL adi.

2- misol. Ushbu- y = xy'+ y' — (y)2 Klero tenglamasining
umumiy va maxsus yechimlarini toping.

Yechish. Klero tenglamasining umumiy yechiminiy 'ni C
bilan almashtirib topamiz:

y =Cx+C - Cl
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Bu tenglamani CboVicha differetisiallaymiz:
0=x+ 1- 2C.

Quyidagi
\y =Cx+C- C2,
0=x+ 1-2C
sistemadarx Cni yo‘qotib.
Yy =yO +i)2

maxsus yechimni hosil gilamiz. U parabola bo‘lib,y —Cx + C —Cl1
umumiy yechimlar oilasining o‘ramasini tashkil giladi.

Lagranj tenglamalarining umumiy va maxsus integraUarini toping:

90. y= xy"'- (y")2. 99.y = xy' - (y")2

91. y = 2xy'+—!?/. 100. y =xy'- a +(/)2.
(y

92. 2y =Xy("¥'?' 101. vy =xy’+’;;.

93. y = x(y )2+ (y)2 102. J(y")2+1 +xy"-y =0.

94 y'-+y—x(y)2 103. y =xy' - ey.

95. y +xy' =47/. 104y = xy'- (2 +j").

96. y = x(y")2- 2(y'f. 105. tv")3= 3(xy" - ).

97. Xy' —y = Iny" 106. 2(y")2(y - xy') = 1.

98.xy"' -y =Iny" 107. y =x]i- +y'j+>>".

10- §. Rikkati tenglamasi
Ushbu

— =P(x)y2 +Q(x)y ®mR(x) (1.50)

ko‘rmishdagi tenglama Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi. Bu
yerda J>(x), Q(x), R(xX) - biror a <x< boraliqda o‘zgaruvchi x ning
uzluksiz fii nksiyalari (-oo < a, b < +oc).
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Tenglamada P(x) = O bo‘lsa, chizigli tenglama; R(xX) = 0 bo ‘Isa
Bermulli tenglamasi hosil bo‘ladi.

0 ‘zgaruvchilarni quyidagicha almashtirish natijasida Rikkati
tenglamasi o'z ko‘rinishini saqlaydi:

| ) X erkli o ‘zgaruvchi ni ixtiyoriy x = 9o (xt) ko'rinishda (Pp- dif-
ferensiallanuvchi funksiya) o‘zgartirish natijasida tenglamaning
ko‘rinishi o ‘zgarmaydi.

Hagigatan ham, (1.50) tenglamada bu almashtirishni bajarib,
yana Rikkati tenglamasini olamiz:

N = Pl(p(x)Iep'(f] ) y 2+ 6tXxOJepixi)y + /2[d(x,)]d"(x.);

2)jerksiz o‘zgaruvchini kasr chizigli y = —— ko‘rinishda (a,
m +s

B,y, € —garalayotgan oraligda ot5 - By * 0 shartni ganoatlantimvchi
Xning ixtiyoriy differensiallanuvchi fiinksiyalari) almashtirish natija-
sida ham tenglama o ‘z k o ‘rinishini saqlaydi:

Y% ¢ +S)-(y-/\-+Y>i+5l)'(aj;1+B)
n Cyy,+8)2

(a6-py)-@-+(a'y—y'a)" 2 -t-ia'S+B'y-a0"-ByO"' +iR'S-S'R)
(YN+5)2

Natijani (1.50) tenglamaga g o ‘ysak, yana Rikkati tenglamasi hosil
bo'lganiga ishonch hosil gilamiz:.

Erkli o‘zgaruvchi xyoki erksiz o‘zgaruvchi y ning bundayshakl
almashtirishlarini bajarib, Riklcati tenglamasi soddaroq (kanonik)
ko‘rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada y2oldidagi koeffitsiyentni y=w(x)z chizigli al-
mashtirish orqali xlga tenglashtirish mumkin. Bu yerda w(x)
hozircha noma’lum funksiya, tegishli hosilalarni topib (1.50) teng-
lamaga qo‘yamiz, u holda

Wax + W' — P (x)w2z2 + Q(x)wz + R(X)
yoki
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AP (XW f[a(x)-n]2T A

Agar w = +—— deb olinsa, tenglama ushbu ko'rinishga keladi:

P(x)

Bu almashtirish x ning P(X) * 0 bo‘lgan o'zgarish oralig‘i uchun
o ‘rinli<dir.
2) Tenglamada gidirilayotgan y funksiya oldidagi koeffitsiyentni
y=u+cx(x) almashtirish orgali nolga teng holga keltirish mumkin.
Tegishli hosilalarini topib, (1.50) tenglamaga qo‘yamiz, u holda

i P(x)u2+[Q(x) + 2P(x)a(x)]u + R(x) + P(jca2.

n oldidagi koeffitsiyentning 0 ga teng bo‘lishi uchun
a(x) = IAX) (P(X) & 0) qgilib tanlab olish kifoyadir.
Keltirilgan almashtirishlarni birgalikda qo‘llab, Rikkati tengla-

masini vl +y 2 +R(X) ko‘rinishda yozish mumkin.
1- misol. Ushbu =y 1l+—- tenglamani yeching.
Yechish. y = . almashtirishni  bajarib, tenglamani

i 1/
shaklga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechish-

-1 — —
dx ¢\ x
da el belgilashdan fovdalaaamiz. U holda n+ x i -1- M
¢

du dx du dx ..
Min+I)7 = ~Tx tenglikmmtegrallab,

arctg(l +u) =j Inx +C
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\oki

u+ 1=1tg(C——n jc),

z= X -1 +tglc --jInx]j

ifodaga ega bo‘lamiz. Dem ak, izlangan yechim quyidagicha bo‘ladi:
-I+Hgf C—yin X

Quyidagi tenglamalrni yeching:

108.yl+%—axy_ 1=0. 113.y’—2xy +y2= 5 —X2
+

109. —2/x2. 114.y ' + 2ye* —y2 = e +ex
110. Y2HY + x22 =A. 115. 3y '~ (2H-3)y +j- = =,
111. 3y "+y22/x2=0. 116. 2xy ' —C>x\~2)y+yi = —Ix2

112. xy "—(2x+1)y-l-;y2 = —X2 117. 5xy '- (4x4-5)y 4-y2= —3x.
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Il BOB

YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1- 8. Asosiy tushunchalar

n - tartibli oddiy différénsialL tenglama deb,

F{x.y.y.y",...y(m) =0 )

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Bu tenglamaning yechimi deb, n marta differensiallariuvchi va
(2.1) tenglamaga qo‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi

y = cp(x) funksiyaga aytiladi, ya’ni.

JF[X, d(x), b (x), " (X)..., ¢l (x)] = 0.

Koshi masalasi. (2.1) tenglamaning

Xno) =Yo, y'(*o)=yi Y"(X*=Y0, Ya)xo) =y @ (2.2)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

y =, Cl, C2, ..., C,)

funksiya (2.1) tenglamaning umumiy yechimi bolsin. Cv G, C n
o‘zgarmas sonlarni (2.2) Koshi shartlari orcLali aniglab, tegishli xu-
susiy yechim hosil qgilinadi.

LIJmumiy yechimdan xususiy yechimni hosil gilishda garalayot-
gan oraligning chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy shartlardan
ham foydalaniladi.

K oshi shartlari deb ataluvchi boshlang‘ich shartlar soni tengla-
maning tartibi bilan teng bo‘lishini ta kidlab o'tamiz.

«-tartibli differensial tenglamani fagat ayrim xususiy hollarda-
gina bevosita integrallash mumkin.
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Tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan tenglamalar

2-8= y (n) = f(Xx) ko‘rinishdagi tenglama

Bunday ko‘rinislidagi tenglamani n marta ketma-ket integrallash
natijasida ixmumiy yechimi topiladi :

y{n)=1(x), (2.3)
ynl - \f{x)dx+ Q =fx(x)+C, ,

J<) = jl/x (X) +Cl]dx+C2=f2(x) +Qx + 2,

J=/h(x)+<a@)ix™l+ (dayrx"™2+- +c«ix+c«’ (24)

bu yerda f,,(x) = J J... jf(x)dxn. (aji> C«lar o‘zgar-
mas sonlar bo‘lgani uchun (2.4) ni quyidagicha ham yozish mumkin:
y=fn(x) +Cxm{+CX n2+... +Cn_Xx + C,-
1-misol. y™ =sin x tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish. y" = ekanligini e’tiborga olib, berilgan tengla-

mani N - =sinx yoki dy" =sinxdx ko‘rinishda yozish mumkin.
Ketma-ket integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

y'" = Jsinxdx +Cl =- cosx +C,,
y'= J(-cosx + Ci)fl&c+C2 = -sinx + C,x + C2,
y = |(_sinx+C,x +C2)i/lx +C3 =cosx +jQ x2+C2x + C3

Demak, y —€0sx +Cx~+C2x+ . C=3n *

Izlangan umumiy yechimga ega bo‘ldik.

39



2- misol. y" =xex tenglamaning y(0) =1 y'(0) =0 bosh
lang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y echish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallash natija

sida umumiy yechimni aiiglaymiz:

y "= e~xdx + Q\ = -xe~x-e~x+C,,

y = J(-j<ex-ex+Cx)dx +C2=xeXx +e~X +e~X +C,x + C2

yoki

dan
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y = e“*(x ®2) + C[X + C2.

Boshlang'ich shartlarni e’tiborga olsak,

1=«-°(0+2)+C, -O+Cj.Cj =-1,
/| =-xe"n-ex+GC

0=-0el-e0+C[, C =1

Demak, izlangan xususiy yechim quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:

y = eX(x+2)+x-1.

Quyidagi tenglamalami yeching:

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

yUT =cos2x, y(0) =-L, /(0) =0. y*(0) =~ "(0) =0.
y” =xsinx,y(0) =0,/(0) =0,~(0) =2

y ” sindx = sin 2X .

yr =2sinxcos - sin’x .

y" =xe'x, y(0) =0,y'(0) = 2,y'(0) = 2.

y'"=4;(,Y(1) =2,y'(1)=1 /(D =1-

y'" =4cos2x, j(0) = 0. y'(0) =0.

YT =15



2 'mesb(5)-,MM T)-1

127. y" =x"2.
128. =cos X.

130. y' =xex,y(0) =1,/(0) =2.
131. y'=sin2x,y (0) =6,y'(0) =0.

3- 8. Noma'lum funksiya oshkor holda gatnashmagan
tenglamalar

F(jc,yw ,/M),...,yin)) =0 (2.5)
tenglamada y funksiya oshkor holda gatnashmagan. Bu tenglamada
= p(x) (2.6)

almashtirishni bajarib, uni
F(x,p,p',...,pnk) =0

ko‘rinishga keltiriladi. Shunday qilib, (2.5) tenglamani tartibi K bir-
likka pasayadi.

1-misol. xy"™ =y'\n | -j tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Y echish. Bu tenglamaday funksiya oshkor holda gatnashma-
gani uchun y' = p(x) almashtirishni bajaramiz. Bu holda y" = p'
o'rinli bo‘ladi. Bulami tenglamaga qo‘ysak,

Xmp' =p InY yoki p =7IQ—.

Hosil bo‘lgan tenglama biriachi tartibli bir jinsli tenglama bo‘l-

ganidan N =t yoki p = x st almashtirishni bajarsak, pl=t+xf ga
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ega bo‘lamiz. Buni e’tiborga olib, tenglamani / + xt' - Mn tyoki
xt' = /(In? - 1) ko'rinishda yozish mumkin. 0 ‘zgaruvchilarni ajrat-
sak,

dt _dx
I(In/—d)  x

tenglamaga ega bo‘lamiz. Integrallash nitijasida
Inlnt-)=Inx+InC, yoki In/—1=Cx,

bundan esa t = edtd kelib chigadi. t:X— ekanini e ’tiborga olsak,

p = xecxH

hosil bo‘ladi. p(x) =y' dan y'= xegxH tenglik hosil bo‘ladi. Bun-
dan esa izlangan umumiv yechim

y = ixeC'X'HC/X =j- xeOXH - -L ecxl + Q
C,

ko‘rinishda hosil bo'ladi.

2-misol. ~(x-h-y”~ O tenglamaning j(2) =2,y'(2) =1,y'(2) =1
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yec liish . y"=p(x) va y” =p’ almashtirish bajarsak, dast-

. . dp _ dx . :
labki tenglama p'(x- 1) =p yoki — = ko‘rinishga keladi. In-

tegrallash natijasida Inp =In(x -1) +InC yoki p =C, (x - 1) yechim

hosil bo*ladi. Dastlabki belgilashni e’tiborga olib, y" =C,(x-1)
natijaga ega bo‘lamiz. Bu esa tartibi pasayadigan tenglamadan ibo-
rat. Ketma-ket integrallab:

y’= Jc,(x-1)"x+C2=ic,x2-C\x + C2(
y = Jjiy Cx2 - Cx +C,j¢x+ C3=yL*3-5-r +C2x-t-C3

umumiy yechimni hosil gilamiz. Chetki shartlarni e’tiborga olib
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y’(2) = 1dan 1=C,(2 - 1) yoki C,=I,

y'(2) =1dan 1=~ m —2+ C2yoki Cx=1

j(2) =2 dan 2:-%-/\é+2-+-c3yoki C3—\‘3

natijalarni hosil gilamiz. Bundan esa

1 3 1 2 2
*=6* "2X +X+3
xususiy yechimni topamiz.
3-masala. m massali jisrn samolyotdan boshlang‘ich tezliksiz
tashlandi. Unga o‘z tezligining kvadratiga teng migdorda havo
garshilik ko'rsatmoqda. Jismning harakat qonunini toping.
Yechish. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
s —jism bosib o ‘tgan masofa;

ds . . d 2s .
u=— - jism tezligi; w = —tezlanish.

Jismga quyidagi kuchlar ta’sir etadi:
p=mg—harakati yo‘nalishidagi og‘irlik kuchi;
/™2
F=mu2=k —aqarama-qarshi yo‘nalishdagi havo garshiligi.

Nyutonning ikkinchi gonuniga asosan jismning harakat gonuni-
ni ifodalovchi quyidagi diflerensial tenglamani yozamiz:

mw =p- kv2yoki /w-~-r= mg-kl—\ m =v ekanini etibor-
F dt2 \dt | dt

ga olsak, m”~- = mg~ku~ yoki ~ N [~N-- v2j tenglama hosil
boladi.

a2—ELf<L belgilash bajarsak, o'zgaruvchilari ajraladigan

- = —{a2- v2) tenglamani hosil gilamiz.
m

43



O‘'zgaruvchilarini ajratib, = —dt integrallash vordamida

Ka -v ) m

a+v

2 1IN = Et + C, natijani hosil gilamiz.

Masala shartiga ko‘ra, += 0 da u(0)=0 ekanligini e'tiborga olsak,

\-v

C,=0 kelib chigadi. Shunda ilib, In % =~/ -t tenglikdan Vv ni
q y q v/ m g

akt akt

e )l \ gm_am

topsak, v=a\em -\j/\e m +11=a ath— hosil
m

akt akt

em+e m

bo‘ladi.
ak _ Img k _ fkg ds
m ~ va V~It ekanini  hisobga olib,

.<ﬁ$: athMmt tenglamani hosil qilamiz va uning yechimi

S~ ~ +7/2=T " + n i (0)=0 ekatili-

gidan C,=0 bo'lib, jismni bosib o'tgan yo'li s =~ In ch./— / formu-
k V m

la bilan, tezligi esa v = athv—t formula bilan ifodalanadi.
m

Bu formuladagi a = lira v=alim th./—/=a- J— ekan-
V k t-X» [-»« Km y k

ligidan tushish tezligi cheksiz orta olmaydi hamda tezda v =Jj

lim it giymatga erishadi va xuddi shu holat parashyut bilan sakrashda
ham sodir bo'ladi.
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Quyidagi tenglama lam i yeching:

132. xry" +x2y'= 1 140. x2y" =y'2.

133. y"+yXgx =sin2j>c . 141. y'(ex+ 1)+/ =o0.
134. y"’xInX=y". 142. (1 +x2)y" + 2xy' = x}.
135. xy’-y' =ex -X2. 143. ~Migx = y' + 1.

136. y"+2xy'2=0. 144, xy" +y' +X =0

137. 1-x2)y"-xy' = 2. 145. ~'- L./ =x(x-1),

y(2=\y(2)=-1
138. 2xyy " =y"2- a2.
139. {l +x2)y" +1+y'2=0. 147. (I-x D) y" +xy' =2.

4-§. Argument oshkor holda gatnashmagan tenglama

F{y,y',vy",...y") =0 (2.7)
tenglamada erkli o‘zgaruvchi x oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu
tenglama

y' = p{y) (2.8)
almashtirish bilan tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
(2.8) almashtirishda: y" =p'(y) -y'=p m "',
y n=plp- P"+P'2] " -
o‘rniga go‘yishlar bajariladi.
I-misol. 1+y'2 =y my" tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. y'=j?(y) va y" = pp' almashtirishlarni bajarsak,

dastlabki tenglama 1-+~pl =y mp mpr ko'‘rinishga keladi, bu esa bi-
rinchi tartibli o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
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O‘'zgaruvchilarni ajratib, p% =— tenglamani hosil gilamiz.
+

Hp y
Tenglikni integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

mjln]l + p2\= Inj;+ InC, yoki \+p =Cx2, p=zyjciy2- 1.
DastLabki o‘zgaruvchi y ga qaytib, y'=zyjc2y2-1 vyoki

-rk =+dx natijagi ega bo‘lamiz. Tenglikni integrallab,
vaqgVv-1

Aln(c,y +V gV -I)=+(x +C) yoki J = L(efd* "W + -

= ZlT— chC, (x 4+ C2) izlangan umumiy yechimni hosil gilamiz.

2-misol. M(0; 1) nugtadagi urinmasi OXo0‘q bilan a=45° bur-
chak tashkil qiluvchi va egrilik radiusi norrtialning kubiga teng
bo‘lgan chiziq tenglamasini tuzing.

\ ectii sh . Egri chizigning egrilik radiusi va normali tenglama-

lari quyidagicha edi:
R=(l+y,2y/2/y’, X =yVl+Y2mnm

IVlasala shartiga asosan R=Ni ekanligidan, quyidagi differensial
tenglamaga ega bo‘lamiz:

QL+y2Y/2/y" =y3("™\ +y'2)3-
Tenglikning har ikki tomonini (1 ~y'2)3/2 ga bo'lib, I/y’ =Yy
yoki y"ya =1 tenglamani hosil gilamiz. y' = p(y) va y" = pp' al-

m ashtirisli bajarsak, pp'y: =1 tenglik hosil bo‘ladi. O ‘zgaruvchilarni
ajratib va integrallab, quyidagi yechimni hosil qgilamiz:

PjiE-y3 =\,pdp =y-Ady, 1l p2=-1n-2+1c,
yoKki

2

z —2
p =Q-y .
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Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytsak, y'2: C, - y~2tenglama hosil

bo‘ladi. Masala shartiga asosan y'(x0) = tg45° =1 yoki y(0)=1,
y'(0)=1, bundan 1=C,—1, ya’'ni Cl=2. Shunday qilib, noma’lum
funksiyani aniglash uchun birinchi tartibli y'2=2-y~2 yoki

y' =y —I tenglama kelib chigadi. Bu tenglamaning o‘zgaruvchi-

y

larini ajratib, integrallaymiz:

yoki > = y[(2x + C2)2 +1]. Izlangan chizigning M(0; 1) dan o‘ti-

shini etiborga olsak, 1 = -j[(2 <0 +C2)' + 1], C2=1.
Demak, y = 2x2+ 2Xx + 1 yechim hosil bo‘ladi.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

148. y y"+y'2=0. 153. y'(1+y)=y2+y.
149. y’+2y(y"')3= 0. 154, yy"'-t-y =y 2.
150. y'tgy = 2y'2. 155. y'2-+2yy" = 0.
151. y'(2y +3)-2j '2=0. 156. yy" -y'2=0,
152. y(I - Iny)y" -~ @ +\r\y)y'2 =0. y(0) = 1, y'(0) =2 .

157. Egrilik radiusining OY o'gqdagi proyeksiyasi o‘zgarmas a
bo‘lib, OX o‘q bilan esa koordinata boshida kesishuvchi egri chiziq
tenglamasini tuzing.

158. Suyuqglikka tashlangan m massali jism o‘z og‘irligi tufayli
cho‘kaboshladi. Agar suyuqlik garshiligi jism tezligiga proporsional
bo‘lsa ,harakat gonunini toping.

159. 2yy" ={y")2. 160. y'y3=1.
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161. 2yy" =1+y 2. 163. y" = y'fyfy .
162. yey" =y'24-y2iny.

5- 8. Noma’lum funksiya va hosilalarga nlsbatan bir
jinsli tenglamalar

F(x,y,yy",....y™) =0 (2.9)
tenglama x,y,y',y",...,y” larga nisbatan birjinsli bo'lsa,
J =P[X) (210

almashtirish yordamida (2.9) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
l-misol. 3y'2=4y-y’+y2 tenglamani yeching.

Y echish. Berilgan tenglama y,y',y" larga nisbatan birjinsli
ekanligidan, tenglamaaing har ikki tomonini y2 ga bo'‘lib,

3- — -4 — =1 koxinishga keltiramiz. — =p(x), ya'ni

pxX)=yyy ,L.-(L.I = p' yoki — = p'- p2 almashtirish ba-
yl. "y v J y

jarib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3p2-4 p2-4p’=\yoki 4p'=-1 - pl

birinchi tartibli tenglamaga egabo‘lamiz.

0 ‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab, quyidagi natijaga kelamiz:
-EE—= —dx yoki arctg/?=C, - 1x, bundan esa p=tg C -41
1+p2 4 4 \ 41
yoki — =tg ! C- Z/l hosil bo‘lgan tenglamaning o‘zgaruvchilarini

y

ajratgandan so‘ng, integrallab In]Jy] =4 In cosfc, —4]j + In. Q21yoki

y = C2cosd|c, - -i-j yechimga ega bo‘lamiz.
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2- misol. y'2+yy" =yy' tenlamani yeching.

Yec hish.Bu tenglama ham awalgi tenglama kabi y, yy " lar-
ga nisbatan bir jinsli bo‘lgani uchun yuqoridagi usulni qoilash
munikin. Lekin tenglamaning chap tomonidagi ifoda (yy')' oga
tengligi, ya'ni (yy')' =y'2 -+yy" ekanligidan (yy')' =yy' teng-
lamaga ega bo‘lamiz. yy'= z almashtirish bajarsak, sodda z' =Z
tenglamaga egabo'lamiz va uning umumiy yechimi z = Cjex ko‘ri-
nishdabo‘ladi. Belgilashga asosan yy'— Cjex yoki ydy = Clexdx ni
integrallab, quyidagi umumiy yechimni hosil gilamiz:

y2 =2(7,ex +C2.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

164. yy».-y 2 = 0.o 171. xXyy" +Xy'2 = 2yy"
165. (y+> z +  =o 172, X2yy" = (Y —-xy")2
166. 2xy".y' =y'2- a2. 173. y"+—+ 2L =2z |
xy'.y' =y MV v y
167. y" =y'ey ,y(0)=0, y'(0) =1 174. x2yy"+ y'2=0.
168. xyy' — Z=V 175. ¢<y2-2yf) =y,
169. yy" = y'2 + 15y 24X . 176. xyy" =y'(y +7/).
170. (1+x2)(y'2- yy") =-xyy". 177. 4x2y3y" = x2 - y4

178. x3y" =(y -xy"')(y —xy'-x).

6- 8. Yuqori tartibli chizigli tenglama

yO +chX)y(m) +a2(x)y 25 +... + an Xx)y'+an(x)y = f(x) (2.11)
ko‘rinishdagi tenglama n-tartibli chiziqgli birjinsli bo ithagan tengla-
ma deyiladi. Bu yerda a,(x), &( x ) ,a n(x) va/(x) — ma’lum va

biror oraligda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar.
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Agar/(x) =0 boisa, butenglama chiziqli birjinsli tengama
deyiladi.

Chizigli birjinsli tenglamaning birorta y, xususiy yechimini bil-
gan holda

y =yt m\z(x)dx (2.12)

chizigli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini bit-
taga pasaytirish mumldn. U holda mos bir jinsli bo‘Imagan tengla-
ma ham z(x) ga nisbatan («—1)- tartibli chizigli tenglamaga keladi.

1- misol. y" +£y" -y + 'y =X tenglamani y, = Inx xu-
X

X'in X
susiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytiring.

Ye chish . (2.12) formulaga asosan y = In x\z(x)dx almash-
tirishni bajaramiz. Tegishli hosilalar

y'=j fzdxi-zlnx,y" =—\ 7zdx+"™-Jrz'~nx,

ym=jr \zdic-~+" +2z"Inx

ni berilgan tengamaga qo‘yib, z(x) ga nisbatan quyidagi ikkinchi
tartibli tenglamaga ega bo'lamiz:

z"Inx + Zr+ (-4 - Inxjz=x.
2- misol. y"+—y'+ v=0 tenglamaning xususiy yechimi
X
y = SIQx ekanligini bilgan holda uning umumiy yechimini toping.
X

Y echis h.(2.12) formulaga ko‘ra y = Jz(x)i/x almashti-
rishni bajaramiz. Tegishli hosilalami

,  XCoOSx-sinx r sinx
- * * *x!
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tenglamaga qo‘ysak, quyidagi birinchi tartibli tenglama hosil bo‘ladi:

sinjcmz' + 2 cosx m =0 yoki — =-2 Q¥x dx.
z sinx
Tenglikni integrallab, z = —_CS— yechimga ega bo‘lamiz.
sin- x

Natijanidastlabki almashtirishga qo'yib,

sinx f G, |, simX,, ,, w N
sin2x
yoki

A osinx &Icosx

y— 7 Cl—

X
izlangan umumiy yechimni topamiz.

Misollami yeching:

179. y'sin2x =2y tenglamaning y = ctgx xususiy yechimini
bilgan holdatartibini pasaytiring.
180. y"-2L +%( - 0 tenglamaning y=x xususiy yechimini bil—
X

gan holda tartibini pasaytirib integrallang.
181. y 'f (tgx - 2 ctgx)>""+ 2ctgxy = 0 tenglamaning j>=sinx
xususiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytirib, uning umumiy

yechimini toping.

7- 8. Chiziqgli bir jinsli tenglamalar
(2.11) tenglamada f(x) = 0 bo‘lsin, ya’'ni

y(" med(x) y (") +~a2(x)y”~2 +..+a,(x)y =0  (213)

ko'rinishdagi tenglama berilgan. yv yv ..., ynfunksiyalar (2.13)
tenglamaning chiziqli erkli xususiy yechimlari bo‘lsa, quyidagi teo-
rema o‘rinli.



Teorema. Agar (2.13) tenglamaning xususiy chizigli erkli yechim-
lari y v y7, yn funksiyalar bo‘lsa,
y =Clyi + Qy2+...+CKyn (2.14)

funksiya (2.13) tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi (C,, Cv ...,
Cn— ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar).
I zoh . yv y2, .., ynfunicsiyalar (a; b oraligda

ayl+az2+..+a,yn* 0 (2.15)

shart noldan farqli a,, a2,..., a,, sonlar uchun o'rinli bo'lsa, bu

funksiyalar chizigli erklifunksiyalar, aks holda chizigli bogliq funk-
siyalar deyiladi.

Ekkita funksiya uchun alyl + ay2* 0 (2.15) shart =C
Yo a2

shartga mos keladi, ya’ni ikkita funksiya chiziqgli erkli bolishi uchun
ularning nisbati o ‘zgarmas son bo‘lImasligi kerak.

Masalan. 1 vy, =X, ¥y, =x2 funksiyalar — =7- = —
y2 x 2 X

bo‘lgani uchun chiziqli erkli.

2.\ = &,y2 =ex funicsiyalar — = &X bo'lganidan chi-
yi
ziqli erkli.

3. Ji — 2e3x, y2=5e3X funksiyalar I =45— =0,4 bo‘lgani uchun

chizigli bog'lig. (&, b) oraligda berilgan («~1)- tartibgacha uzluksiz
hosilaga ega boTgan n ta funksiyaning chiziqli erkli bo'lishining
yetaxli sharti bo‘lib, W(ylty2, ..., ¥,,) — Vronskiy determinanti-

ning noldan farqli bolishi xizmat qiladi, ya’ni

A -
K'(yi,y2>--"yJ = 4 Y - yn
y( ) yew - y()
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Agar yv y2, .., yn funksiyalar (2.13) tenglamaning xususiy
yechimlari bo‘lsa, vronskianaing noldan farqli bo‘lishi zarur va yetarli.

(2.13) tenglamaning vronskiani <2.16) a,(x) koeffitsiyent bilan
{a, b) oraligning x0 nuqtasida

- Ja\(x)dx

W(ylty2,... ,yn) =fV(yt,y2,..., ynbeo e * (2.17)

Liuvilli- Ostragradskiy formulasi bilan ifodalanadi.
(2.13) tenglamaning chiziqli erlcli yechimlari to'plami yechim-
lamingfundamental sistemasi deyiladi.
Ikkinchi tartibli
Y'H-1,0)y " +a2(x)y =0 (2.18)
chizigli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi yx) va y2(jc)
funksiyalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi
y =Clyl(x) + C2y2(x) (2.19)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar (2.18) tenglamaning bitta xususiy yechimi y,(x) ma’lum bo'lsa,
ikkinchi chiziqli erkli yechim Liuvilli-Ostragradskiy formulasi, ya'ni

-\a\(x)dx
yf(x)

yordamida aniqlanadi. Bu usul ikkinchi tartibli bir jinsli tenglama-
ning bitta yechimi m a’lnum bo‘lganda, uning tartibini pasaytirmas-
dan birdaniga (2.20) formula yordamida y2(x) ni topib, (2.19) formu-
la orgali umumiy y&chimni yozishga imkon beradi.

y2bl) =y, (X)J \(/2.20)>

I-misol. y'+—y' -f-y =0 tenglamaning xususiy yechimi

y = JELi. boTgan holda uning umumiy yechimini toping.
X

Y echish . (2.20) formula yordamida y2(X) nitopamiz:



Demak, (2.19) formulaga asosan tenglamaning urnumiy yechimi
quyidagi ko iinishda bo‘ladi:

2- misolL. y = CieX +C2e 3t fiinksiya y" - 9y = 0 tenglamaning
urrrumiy yechimi ekanini ko‘rsating.

Yechi sh. j, = eX va y2=e3X funksiyalarning har biri be-
rilgan tenglamani qanoatlantiradi. Bu xususiy yechirnlar o‘zaro chi-

AX
ziqli erkli, chunki — = +=—=&x &C . Shuning uchun bn ikki
e

yec him fundamental sistemani tashkil etadi, demak,
Y=CW + C¥2= Ade3x + C2dk

unxumiy yechim boladi.

[l

3- rmisol. y" —y' =0 tenglamaning y, =eX,y2 = e X,y3 = chx
xususiy yechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?
Ye chi sh. Buning uchun vranskianni hisoblaymiz:

M )Q y3 ex e~X chx
W{x) - yi Y2 y; =& -e~x slue 0,
M Y2 Y ex e~x chx
chu-nki birinchi va uchinchi satr elementlari bir xil. Shunday qilib,

bu funksiyalar chizigli bog‘lig, ya'ni ular fundamental sistemani
tashikil etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo‘lmaydi.

Misolla*Tii yeching:
182. yi=shx va y2=chx funksiyalar ymy = 0 tenglamaning

xususiy yechiimlari bolsa, ular fundamental sistema tashkil etadimi?

- " + _ - * . N
183-y Xyr {\1 4IX—4)y 0, X* 0 tenglamaning yx .stmx,

Y2 :—|/L cos X xususiy yechimlaridan umumiy yechim tuzib boladimi?
y/Xx
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Quyida berilgan funksiyalar o‘zining aniglanish sohasida chizigli
erkli boMishi yoki boMmasligini aniqglang:

184. a+1, 2x +\ X+ 2

185. 2x2+-1, x2- 1, x + 2

186. ~Jx, y/x+a, >Ix+2a.

187. In(2x), In(3jc), In(4x).

188. =e-X va y2 - ex funksiyalari y"+y'-2y =0 tengla-
maning xususiy yechimlari bo‘lsa, umumiy yechim tuzilsin.

189. y,=I va y2 =e 2 funksiyalar y" - 2y' = 0 tenglamaga xu-

susiy yechirn b o‘lishini va fundamental sistema tashkil etishini ko‘r-
sating.

190. y"-4y'+5y =0 tenglama uchun yt = e2x cos X,
y2 = e2x sinx funksiyalar xususiy yechim bo‘lsa, ularni fundamen-
tal sistema tashkil etishini ko‘rsating va umumiy yechimni yozing.

191. y" -y =0 tenglamaga y, =e~Xx xususiy yechim bo‘lsa, y2 —
ikkinchi xususiy yechimni toping va umumiy yechimni yozing.

8- 8. 0 zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli tenglama

vy +axy(nl) +&2yind +... +anjy'+ay =0 (2.20)

tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama deyi-

ladi, bu yerda av a2, ..., an— o‘zgarmas haqiqiy sonlar.
(2.21) tenglamaning yechimini
y = ekx (2.22)

ko'rinishda qidirib, uni tenglamaga qo‘yish orqgali, (2.21) ning
xamkteristik tenglamasi deb ataluvchi
kn+aknl +a2kn2+ ... + anxk +an=0 (2.23)

algebraik tenglamani hosil qgilamiz.
(2.21) tenglamaning yechimi (2.23) xarakteristik tenglamaning
yecliimiga mos ravishda:
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1) har bir oddiy hagqiqgiy k yechimga GCe, qo‘sliiluvchi mos kela-
di, bu holda umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi:
y = Clekx + C2eh-x + .. +C,eRX; (2.24)
2) har bir karrali yechimga
y ={C1+C2x + ... +CmxmA)ekx (2.25)

ko‘rinislidagi yechim mos keladi;
3) har bir klI2 =az /p oddiy kompleks yechimga esa

ettk (Ct cospx + C2 sin px) (2.26)

go‘shiluvchi mos keladi;
4) har bir kl2 = a+ /p m- karrali yechimga

exx™ C | t-C2x + ..+ On[X'T'Yjeospx+ (q +c x +... -tcmAX " ELj min px

go‘shiluvchi mos keladi.

1-inisol. y" -1y #6y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. k2-1k +6 =0 xarakteristik tenglamani tuzib,
k=\ va k2=6 ildizlarga ega bo'lamiz, bularga esa exva e6*xususiy
yechimlar mos keladi. Bu yechimlar chizigli erkli bo‘lganidan,
umumiy yechim (2.29) formulaga asosan quyidagi ko'rinishda yozi-
ladi:

y = Cxex ®QebXx.
2- misol. y,v-\1y" +36y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.
Yechish. Xarakteristik tenglama -13k2 +36 =0 ko'ri-

nishda bo‘lib, uning ildizlari k{1 = +3, k34 =+2. Bunga mos e~3
e3x, e~2x, e2* funksiyalar chizigli erkli boMganligidan, umumiy yechim
(2.24) formulaga asosan

Yy =Qe~3x +C23x + C3e~2x +C4elk .

56



3-misol. y"-y'-2y =0 tenglamaning _y(0)=0 va j>'(0) = 3
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.
Yechish. Mos xarakteristik tenglama k2- K- 2 =0 ko‘ri-
nishda bo'ladi va uning yechimlari =-1, k2=2. Umumiy
yechim esa (2.24) formuladan
y =Cxex + C2e2x

ko‘rinishda bo ‘ladi.
Boshlang‘ich shartlardan C,va C larga nisbatan

Cx+ C2 = 0,

-C, +2Q@2 =3
sistema hosil bo‘ladiva Cj= —1, C2 = 1 ekanligini topamiz. De-
mak, xususiy yechim y = -e~x + eX.

4- misol. y" - 2y' = 0 tenglamaning y(0)=0 vay(In2)=3 chega-
raviy shartlarni ganoatlantimvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2-2k = Q ko‘rinishda
bo‘ladi va k*0, k2=1 uning yechimlari bo'ladi. Demak, umumiy
yechirn (2.24) formuladan y (1)) = Q +C2e2x ko‘rinishda bo‘ladi.

Chegaraviy shartlarga ko‘ra quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

Bundan esa C,=—1, CZ 1. Izlangan xususiy yechim y(x) = e2x - 1
ko‘rinishda bo‘*ladi.

5- misol. y" - 2y" -my' = 0 tenglamaning umumiy yechimi to-
pilsin.
Y ech ish . Xarakteristik tenglama k3 - 2k2+ K = 0 ko'rinish-

da bo‘lib, kl= 0, k2—k3=\. Bu yerda 1 ikki karrali yechim bo‘lgani

uchun ex,ex , x mex funksiyalar xususiy yechimlar bo'lib xizmat qi-

ladi va umumiy yechim (2.25) formuladan y - C, +C2ex + C2xex
ko‘rinishda b o ‘ladi.
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6-iniso!. y" -4y + 13y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Ye c hish . Xarakteristik tenglama k2 - 4k + 13 =0 ko‘rinishda
bo‘lib, kx = 2z* 3/. Bularga mos xususiy yechimlar eZjccos 3x va

e2xsm 3x ko‘rinishda bo‘lgani uchun umumiy yechim, (2.26) for-

mulaga asosan, Yy =elx(C, cos3x + C2sin 3x).

Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlari topilsin:

192. y"-4y' +3y=0. 202. y/v - 2ym+y’ =0.

193. y"-4y' +4y =0. 203. y™ + ady =0.

194, y"- 4y’ +13y =0. 204. y/v +5y" +4y = 0.

195. y"-4y =0. 205. y"-3y'+2y =0.

196. y"+4y =0 206. y"+2ayl+a2= 0.

197. y"+4yf=0. 207. yr+2y'+5y =0.

198. y”-y'-2y =0 208. x" (/) —2x'it) -3x{t) = 0.
199. y" +25y =0. 209. X’ (f) + 22x(r) =0 (w= const).
200. y"-y'= 0 210. s'it) + as' (I) =0 (;7 = const).

201. y"+4y' +4y = 0.

Quyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chetki shartlarri
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

211. y"+5y'+6y =0, y(0) =1 y’(0) =-6.
212. y"-\0y’+25y =0, j(0) =0, y'(0) =1

213. y"-2y'+\0y =0, y(f) =0, y'(j) =e l
214. y"+3y"' =0, j(0)=1 j'(0)=2

215. y"+9y =o, y(0) =0,
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216. y'+y =10, yK
217. 9j" +y =0, vy

218. y'-y= 0, y{0) =2, /(0) = 4.
219. j'+2y"+2y =0, y(0) =1, y'(0) =1

9- §. Chiziqli bir jinsli boMmagan tenglama

y™ +al (x) tooranx(x)y'+an(x)y =f (x) (2.28)

tenglama chizjqli bir-jinsli boimagan, ya’'ni onhg tomoni Odanfarqli
tenglama deyiladi. (2.28) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
teorema bilan aniglanadi.

Teorema. Agar U = U (x) funksiya (2.28) tenglamaning birorta
xususiy yechimi bo‘lib, yv y2 ynfunksiyalar esa mos bir jinsli
tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir
jinsli bolmagan tenglamaning umumiy yechimi.

y =U +Clyl +C2y2 +... + Cnyn (2.29)

k>‘rinishda bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, birjinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy
yechimi uning b iror xususiy yechimi bilan unga mos bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimlari yig‘indisiga teng.

Masalaaing mubum jihati shundaki, birjinsli tenglamaning umu-
miy yechimini xarakitcristik tenglama orqgali topishni bilamiz, ammo
birjinsli bolmagan tenglamaning birorta xususiy yechimini topish
masalasi archa murakkab.

Chiziqgli bir jinsli bolmagan tenglamaning birorta xususiy
yechimini topishning ikki usuli bilan tanishib olamiz. (Mos birjinsli
tenglamaning um um iy yechimi ma’lum deb olamiz)

I. 0 ‘zgarmasni variatsiyalash usuli

Bu usul birjinsli bolmagan tenglamaning birorta xususiy yechi-
nini topish uchun gollaniladi va koeffitsiyentlar o‘zgarmas bolgan
hol uchun ham yaroqlidir.
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Mos bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlariy, yv ..., yn
ma’lum bo‘lsa, (2.25) ning birorta xususiy yechimini

U (X)=CI{X)yl 4C2(x)y2+ ... +C,ix)y,, (2.30)
ko‘rinishda qidiramiz.
(2.30) ni (2.28) ga qo‘yib, C ,bl , C2(x), C,,(x) funksiyalarni

aniglash uchun quyidagi sistemani hosil gilamiz:

Ci (x)y{+C{(x)y2+...+ C;(x)yn =0,
A\ (x)y{+Ci(x)yi+...+ C;(x)yi =0,

Q' CxX)yi"~qd+a (X)yrq+... +Cn(x)y ™ =0,

c;cx)ylnh+c;(xX)y{-D+... +c¢e(X)y<rl)=f(x). (2.31)

Bu sistemadan Cj(x), C2(x), ..., On(x) lami aniglab (2.30) ga
go'‘ysak, qidirilgan xususiy yechimga ega b»‘lamiz.
Yuqoridagi sistema
y" +ax(xy" +a(x)y =f{x)
ikkinchi tartib li tenglama uchun
\C(()y{ 4 (x)y2=o0,
N )y{ 4C{ (X)) yj =7 (x) (232)
ko‘rinishni oladi va bu sistemaningyechimi quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:
(y2f(x)dx. r , n TFyif(.x)dx
CAX)~ w 7~ )° w ~r)-
U holda (2.30) formulaga asosan xususiy yechim

. Tyi/Mdx fyif(x)dx
£/u)- Y'IW W IT)lw ~T) 233>

ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda W (yL,y2)-y, va y2 yechimlar vrons-
kianidir.
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Ctgx

1 - misol. yH +2—yf‘+ y = - tenglamaning umumiy yechimini
toping.

2
Yechish. y" m—y '+y =0 birjinsli tenglama uchun 7- § dagi

. SU-XT L 1 R
1-misolda yX = < ekanini bilgan holda y2 = ——-—-—X—cosjc ni aniqla-

sinx cosx

dik va fV(yhy 2 i
ganedik va fV(yhy 2) XCOSX-SmXx XSINX+COS X

Demak, y, vay2 yechimlar chizigli erkli, ya'’ni fundamental sis-
temani tashkil etadi. U holda birjinsli tenglamaning umumiy yechi-

mi y =C, « CZ(IXSA ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy

yechimni (2.33) formulaga asosan aniglash mumkin:

a3 X Qgic sinx  ctgx
sinx sinx reos X
U(io maix - 9O -r mcx T -
1 p J sinx
cosx fC@-XOXz MY in ?BL+ cosx —2sinx= 2 :sé
J X L 2 X X 2

Natijada (2.29) Formulaga asosan

* X
2

sinx cosx sinx

y= C, C2 in

umumiy yechimni hosil «gilamiz.

Yuqoridagi misoldan ko‘rinadiki, (2.28) tenglamaning bir jinsli
tenglamasining y (x) birorta xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning
umumiy yechimi

y = Cxyx+C2y2 +U (x)
ko'rinishda aniglanib, bui yerda
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formula orgali, U(X) esa (2.30) fonmuladantopiar ekan.

1. Noma’ltim koefTitsiyeitlar asuli

Bu usuldan fagat (2.28) tenglamida koefRtsivendar o‘zgarmas
bo‘lgan holdagina foydalanish mumldn.
y{n) taly™-X+ al¥{r-2) + ...+ a,y =/ (r) (2.34)
tenglama berilgan bo'lib,
f(x) = [P,,(:x)cosRj; 4Qm(x)sinBRx] (2.35)
ko‘rinishda bo‘lsa (bu yerda Pr(x) va Qjx) — rrosravishda nva m

darajali ko phadlar), u holda birorta xususiyyechirri

U(x)= xreax[//(x)cos(ir+~/(x)siaRa]

ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda rc\aragja— kn + aknA +... +<, = 0
xarakteristik: tenglamaning a+R/' iLdizi tartibiga teng bolgan sondir.
Agar xarakteristik tenglama a+R/ kcmpleks ildizga ega bo‘lmasa,
r=0 olinadi. P,(x) va Qj{x) lar esa ! tartibli ko'phadlar bo‘lib,

/=max(«, M) va Pj(x) =AgXl+4rM +...+Ji, Q,(x)=B(@xl +

+Bxx-'i +. .. + Bj

y"+axy’+ary= r) (2.36)

tenglama uchun yuqorida aytilganJarni tartiblab, qu/idagicha yozish
mumkin.

- J(x ) =Pn bo‘lgan h.olda:
a) a son K2 +axk +a =0 xarabteristil tenglamaning ildizi
bo‘Imasa, xiususiy yechim

U(x) = n(x)ea (2.37)
ko‘rinishda qidiriladi;
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b) a son xarakteristik tenglamaning bir karrali ildizi bo‘lsa, xusu-
siy yechim

U (X) =jcQ, (x)e“x (2,38)
Icorinishda qidiriladi;
d) a son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lsa, xusu-
siy yechim

(J(x) =x 2{x)eax (239)
ko‘rinishda qidiriladi.
2. f{x)= eax\P,(x)coskx + Qm(x)sinRx] bolgan holda:

a) ocH/' xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘Imasa, u holda
xususiy yechim

U (x) = & * [P/ (x) cosBx + Q, (x)sinBxr] (2.40)

ko‘ririislida qgidiriladi, bu yerda / =Ttax(n,T);

b) ot+R/ son xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lsa, xususiy
yechim

U (x) = x-e™ \P, (xr)cosBx + Q (x)sinRx] (2.41)
ko‘rilisM a qidiriladi, bxi yerda | = max(n,m).

2-misol. y" -2yf-3y = el tenglamaning y(1n2) =1, y(21n2) =1
chegara-viy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yech ish . Xarakteristik tenglamaning k2 - 2k - 3 =0 yechim-
lari k=~ 1, k2= 3. Demak, birjinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = C,e~x + C2e3x

ko‘rimshda bo‘ladi. a = 4, /0(x) =1 bo‘lgani uchun xususiy ye-
chimni (2.37) formulaga asosan

U(x) = Aedx
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak:
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16Aedx - 8Aedx -3Aedx =edx yoki 5/i =1,A =4-

Demak, umumiy yechim (2.29) formulaga as.osan
y=0Cex + Qe}x +je 4

ko‘rinislida bo‘ladi. Cjva C2larni aniglash uchun chegaraviy shart-
lardan foydalanamiz:

i C, +8C2+y =1,
lg +64-C2+~ =1

Demak, izlanayotgan xususiy yechim:

n

3-misol. y" -+y'~ 2y = cosx-3sinx tenglamaaing y(0)=I,

y'(0)=2 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yecliimi topilsin.

Ye c hish . Karakteristik texiglama K1+ kK —1 = 0 ,uning yechim-
lari esa k = —2, k2= 1bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y = ge~2x -hC2ex
ko‘rinishda bo‘ladi. /(r) =e0c(cosx-3sinn> yani a=tO, R=I
bo‘lgani uchun xususiy yechimni (2.40) formulaga asosan
U(x) ="~cosx + 5sin
ko‘rinishda izlaymiz. 0U(x) ni tenglamaga qo‘ysak:
-ACOSsX - Esinx — ydsinjx-t- ¢?cosx- 2°cosx-2B sinx = cosx-3sinjc
yoki
(B - 3A)co&n - (3B +j4)sin x = cosx - 3siax.
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Mos koeffitsiyeatl arni tenglab, quyidagi siste maga ega bo ‘lamiz:

yoki A=0, B= 1

Bundan esa umu-miy yechim y = Cxe 2x u C2ex + sinx ko'‘ri-

nishda ekanligini topam iz. C, va C2 koeffitsiyentlarni topish uchun
bcshlang‘ich shartl ardan foydalanib, quyidagi sistemani hosil qi-

yoki C=0, C=1 Demak,

y = evtsinxizlangart yeohim bo‘ladi.

4- misol. Y ' -y ' —cY\2x tenglamaning y(0)=y'(0)=0 boshlan-
g‘ich sbartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yec hish . Xara_lcteristik tenglama k2 - k= 0 va uning yechim-

lari ~=0, kZ 1 bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y =Cl + C2ex

ko‘rinishda bo‘ladi. /( jc) = e0x (ch2x + 0 esh2x) bo‘lgani uchun
(2.40) formulaga asosan xususiy yechimni

U x) = ™Mch2x + 5sh2x
ko‘rinishda izlanadi. (J(X) ni tenglamaga go‘ysak:

4/lch2x me 45sh2x - 2.4sh2x-2¢?ch 2x = ch2x
yoKki

(iA- 2B)c-YA 2X -+(4£-2,4)sh2x = ch2x + 0-sh2x.

Shunday qilib, m os koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga
ega bclamiz:

\4A-2B =1, ! !
1-2A+A ff =0 . Buni"Byechimi A= T B=T

Demak, um um iy yechim quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:



N om a’Lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun boshlang'ich shart-
lardan. foydalanarniz:

C, 4 C2e° 4-~-chO 4-j-shO =0,
1 2 3 6
C2e®° 4jshO 4-jchO =0
yoki
C1 +C1 = __l1

c 4 =0.

Bundar, C =0, C2=-y. Demak, boshlang'ich shartlarni ba-

jaruvchi xrususiy yechim y =~"ex +ych2x 4-sh 2x ko‘rinishda

bo‘ladi.

lzoh: /(x) =ch2x =-—y — =i-(e2x 4-e_2jc) ekanligidan
xususiy yechimni V = 4-1/2 = 1 €x + B, e 2x ko'rinishda gidirsak
ham aynan yuqoridagi yechim hosilbo'ladi.

5- misolL Yy" —2y'42y =x2 tenglamaning umumiy yechimi
topilsirv

Y cchish. Xarakteristiktenglama A2- 2fc 42 =0 va uning il-
dizlari 2 = 1%/ bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechinai

y - €& X(CLCO0SX4- C2sinx)
ko‘rinishda. bo‘ladi.

f (3c) = X 2=eXP2(k) bo‘lgani uchun xususiy yechimni
t/(x) = AXx 2 4Bx 4-C ko‘rinishda gidiramiz. Tenglannaga qo‘yish
natijasida

2 -4 NIx - 2Z? 4 21x2 42Bx +2C = x2 yoki
2A X2 +(—44+2,S)x-i-27~-25 +2C =x2 +0x+0
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ekanligidan quyidagilarni hosil gilamiz:

2A = 1
m -4A+2B = O, vyoki A=j,B=1,C =j.
2A-2B «+2C =0

Bundan esadastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y =ex(C, cosx -t-C2sinx)+ -1(x—i—1)7.

6-misol. y"+y =xex +2e~x tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Y echis h. Xaralcte ristik tenglama k2 + 1= 0, uning ildizlari

esa k]2 = +i bo‘ladi. SHuning uchun birjinsli tenglamaning umu-
miy yechirri

Yy = Q cosx + C2sinx
ko‘rinishdabo‘ladi. /( x) =/, (x) +/2(x) = xex + 2e~x bo'lgani uchun
a( =1 a2=-1, Pi = =0, p{(x) =x, demak, xususiy yechimni

U(x)=Ut(Xx)+U2(x) = (Ax+- B)ex +Ce~x ko'rinishda izlaymiz. Te-
gishli hosiMarni hisoblab tenglamaga qo‘ysak:

2Aex +(AXx +B)ex +- Cex + (Ax + B)ex +Ce~x = xex +2e~x,
(2Ax +2A-h 2 B)ex +2Cex =(Ix +0>* +2e~X.

Moma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:

2A = 1,
<A+ 2B = 0, yoki A=y, B=— C=1
c=1

Demak, dastlablci tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
bo'ladi:

y= Q cosx +C 2sinx 4'—ax - \)ex + eX.
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7- inisol. y"+y 2 y '=Xx—ex tenglamaning umumiy yechimi-
nitop irLg.

Y e ¢ his h. Xarakteristik tenglamasi k3+ k2-2 k =0, uning il-
dizlari esa fcx=-2, k2 =0, k3 =1Dbo‘ladi. Demak, bir jinsli teng-
lamanin.g umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

y = C, +C2ex + C3e~X,
f(x) =fx(x>+f2(x) = x —ex.

ax = 0, J°lI(x)=x, a2=1, i6Cx)=-1, ~ =p, =0 bo‘lgani uchun

xususiy yechimni (2.38) formulaga asosan:
U (x) = Vx(x)+ U2 (x) = x «(Ax +B) + x mCex
ko ‘rinish.ga qgidiramiz. Buni asosiy tenglamaga go'yib,
3 Cex +- Cxex +2A +2Cx +Cxex -4 Ax-2B- 2Cé - 2Cxex =x-€ X
yoKi
-4Ajc + (2A-2B) +3Cex =x-e X-

ifodani hosil qgilamiz. Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun
quyidagi sistema hosil bo'ladi:

-4 A=1,

-2A -25 =0, yoki A= B = C=--.
4 4 3

3C=-1

N atijad a dastlabki tenglamaning izlangan umumiy yechimiga ega
bo‘lamiz:

y =C, +C2ex + C3e2X -Ix(x+1)-jxe *.
8- miscl. y" +y=3sinx tenglamaning y(0) +y'(0) = 0,

v{-=D +vy = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiravchi yechimi

topilsin.



Y echish . Xarakteristik tenglama k2 +1=0 vauning ildizlari
R2=+/=0+/ bo‘lgani uchun mos birjinsli tenglamaning umu-
miy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

y =C, cosx + C2sin X.
/(x) = e (3sinx+- Ocosx), ya'ni a+#/ =0+i, a=0, B=I

bo'lgani hamda bu xarakteristik tenglamaning ildizi bilan aynan bir
xil bolganligi uchun xususiy yechimni (2.41) formulaga asosan

i/(x) =x(~4cosx + Asin x)
ko'rinishda izlaymiz.
U' = (—/4sin x + Bcosx)x + (/lcos x + AEsinx),
U" = 2(—Asinx + jBcosx) + (-/lcosx - 5sinx)x
ifodalami tenglamaga q o ‘ysak,

-2j4sinx + 25 cosx: - xcosx — fix sinx + Accosx + fix sinx = 3sinx

yoki -2 Asinx +2 Bcosx = 3sinx + Ocosx
hosil bo‘ladi.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemaga
ega bo ‘lamiz:

-2,4=3, 3
2i=0 yoki A=~T S -a

Natijada, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y = C Acosx -I- C2sin X - ~-X COS X

ko‘rinishda bo‘ladi. Noma’lum C, va C2koeffitsiyentlarni aniglash
uchun chegaraviy shartlarni ganoatlantiramiz:

y' =-C 1lsinx + C2 cosx - icosx +3—xsinx ,
y(0) = C, cosO +C 2sinO - y m0 =cosO = Cu

y'(0) = -CjsinO + C2cosO - | mcosO +/- <0 «sinO = C2 ——t
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Shunday qilib,

c, +c2-1 =0, Ci+C =i,
yoki -

sistema hosil bo‘ladi va uning yechimi

bo‘ladi. Demak, berilgan tenglamaning chegaraviy shartlami ga-
noatlantiruvchi xususiy yechimi:

y = —O"[(x +2)cosx-(71 —2)sin x| —gx COSX.

9-misol. y"+6y'+|0y =80ex cosx tenglamaning y(0)=4,
Yy '(0)=10 boshlang‘ich shartlami gmoatlantinivchi yechimi topilsin.

Ye ¢ his h. Xarakteristik tenglama k2+6k +10 = 0 va uning
ildizlari kl 2 =-3 %I bo‘lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi y = e'3x (Cj cosx + C2sinx) ko‘rinishda bo‘ladi.
f(x) =ex(80cosx +0 sinx) bo‘lgani hamda g+”~/ = 1-i-/ ekan-
ligidan xususiy yechimni U[x) = ex (Acosx + fisinx) ko‘rinishda
izlaymiz. Tegishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo‘ysak:
ex(-2 Asinx + 2i?cosx) + 6ex (,4cosx + 5sin X - A sinx + ficosx) +

+1QeX (vicosx + Asinx) = 80ex COsxX.

Nom a’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:

yoki A=4, i =2.
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Demak, dastlabki tengla maning umumiy yechimi

y =ebx (C, cos* + C2sin x) + 2ex (2cosx + sinx).
Boshlang‘ich shartlarni ganoatlantirib, C, va C, larni aniglaymiz:
y'= e3X(-3C cosx- 3C2sinx - Gsinx + Q cosx) +2ex(3cosx-sinx) ,
j(0) =C, +4 = 4, y'(0) = —3Cj + @ + 6 = 10, bundan Cj=0, CZ=4.
Shunday qilib, boshlang‘ich shartlarni gqanoatlantiruvchi xususiy
yechim:

y =4e 3Xsinx +lex(2cosx +sinx).

IO-misol. y" +y = tgx tenglamaning y(0)=>>7j = 0 chegara-

viy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y ech ish. Xarakteristik tenglama /12 +1 = 0, uning ildizlari
esa k}j2 =+timShuning uchun mos bir jinsli tenglamaning umum iy
yechimi:

y = Cj cosx + C2sinx.

/(x)= tgx = eOxmtgx bo‘lgani uchun xususiy yechimni noma’-

lum koeffitsiyentlariisuli bilan izlab b o‘Imaydi.
Shuning uchun, o‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydala-
namiz.

U[x) = C (x)cos X + @ (x)sin X deb olsak, C, (x) va C-,(x) fiink-

siyalarni aniglash uchun (2.32) formulaga asosan, quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

fCy(x) y, +C2 (x)y2 =0, iC i(x)cosx + C2(x)sinx = 0,
[C,'(X)y," +C2 (X)y[ =f{x) V¥ [-C['(x)sinx-b Q (x)cosx = tgXx.

Bu sistemani yechib,

2
Q(x) =-fJiillidbc+ A =sinx-In tg(4 +72) +A

C2 (x) = -cosx +B
ekanligimi topamiz.
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Shunday qilib, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi:

y = Acosx + Bsinx - cosxIn tg(y+ j

Chega_raviy shartlarni ganoatlantirib, A va B ni aniglash uchun,
quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

AcosO H-fisinO -cost) -la tgja =0

N N
- —_ — = 0.
P{Icos6 +Blsm 5~ 5% whn tg 0)

R
Bundan A = 0, B= -~ In3. Demak, chegaraviy shartlarni ganoat-

lantiruvchi yechim, quyidagicha bo‘ladi:
A

- e _ I X
y = 5 1n3 -sin x cosx-l_ntg(2A4)

Quyidagi tenglamalarni yeching:

220. y" -2 y'+y = ex.

221. y 7-Ay =8x3.

222, y" +3y'+2y =sin2x +2cos2x.

223. y" +y =X+2ex.

224. y"+3y' =9x.

225. y" +4y'+5y =5x2- 32x + 5.

226. y"-3y'+2y =exn

227. y" + 5y' + 6y =e~x + e2K.

228. y "+ y" =6x-t- eX.

229. y"+y -2y = 6x2.

230. y"-5y"' +6y = 13sin3x.

231. y"+2yl+y = &.

232. y"+y ’ +2,5y =25c0s2x.

233. Ay"- Yy =x3- 24x.

234, y" -4y +3y =edx, y(0)-=3, y’0)=09.
235. y"-8y’+I6y =edx, y(@©0)=0 vy'(0) =1
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236. y = COs3X, =47

237. 2y _y'= 1, y(0) =0, y'(0) =L.

238. y”+4y =sin2x+- 1, y(0) = 41 y'(0) = 0.

239. 4y = cos2X, 0) = vij = 0.
y y(0) YJS)

y =2shx, y (0) =0, yio)=1

y(0)=0, /(0) =4.

240. Y
241. Y»_4y'+ 8y =61e 2x Sin X,

10- 8. Eyler tenglamasi

0 ‘zgaruvchi ko effitsiyentli chiziqli

+ a,,_ixyl + any = f(x) (2.42)

xry@ +al x,mdy('1H) +....

yoKki
(ax+bny™ + a (ax + bhrmAy (nl) +... + anA(ax+b)y' + ay = /(:x) (2.43)

teaglama lyler tenglamasi deb ataladi, a(—bu tenglamalar uchun
o‘zgarmas koeffitsiyentlar.
tenglamani x=er va (2.43) tenglamani esa ax+ b = €' al-

(2.42)
mashtirish orqali o ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglama holiga

keltiriladi.
1-misol. X2y’ -xy '+ y = 0 tenglamani yeching.
\ = e~* almashtirish

Yechish. x = e yoki t=Inx,

bajarib, y =y(x) = y[x (0] funksiyaning murakkab funksiya sifatida

hosilalarini topamiz:

73



Bu yerda y va y ko‘rinishdaf bo'yicha hosilalar belgilandi.

Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:
er e2'(y-y)-é me~'y+y =0
yoki
y-2yry=0.
B u tenglamaning xarakteristik tenglamasi:
k2-2*+ 1=0, (kl 2=1),
umu miy yechimi esa
y =(C, +C2)e =(Cj + QInx) =
ko‘rinishda bo‘ladi.

2- misol. (4x-1)2y" - 2(4x-Dy'+ 8y =0 tenglama yechilsin.
Vechish. 4x-1=e¢€' yoki =-iet+\), T :;e' yoKki
4 t

dt

— = élle-t almashtirishlarni bajarsak,

L _dydt_ p-tm
aac % Y
y" =-A(4 ee* = my + de~'y)de~ = 16e'2r (V-V).

Bularni e 'tiborga olsak, dastlabki tenglama

\6e2,e2t(y - y)-4 2er ety +8y =0
yoKki

2y- 3>my =0

ko‘rinishdagi o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli birjinsli tenglamaga
aylanadi. Xarakteristik tenglamasi:

2k1-3k +1=0, (g =1, k2=1).

M atijada umumiy yechim
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yoki
y = C, (4pc - D)+ C2V4x - 1

ko‘ririishda bo‘ladi.

3-misol. y" - xy'+y = cos(Inx) tenglamani yeching.

Yechish. x = € yoki t =Inx, - = —=e ' almashtirishlarni
X X

bajarib, tegishli hosilalarni hisoblaymiz:

y'=e fy, y"'=e2r(y-y)-

Topilganlarni tenglarrLaga qo‘ysak, quyidagi o‘zgarmas ko effitsi-
yentli tenglama hosil boladi:

Yy -2Yy+Yy =cost.

Xarakteristik tenglama k.2 - 2k +1=0, (/c2 =1 bo‘lganidan,
bir jinsli tenglamaning um um iy yechimi

y = (C, + Ct)e*

ko‘rinishda bo‘ladi.

j (*) =(@mcost +0msin z) e0r bo‘lgani uchun xususiy yechimni

Z2Jdt) = AcosZ + fisin/
ko‘rinishda qidiramiz. Hosilalarni hisoblab:
U'=-Asint -f Jlcost, U" =-/4cos/ - Bsint,

tenglamaga qo‘ysak,

-y4cosZ - 2?sin t+2 /4 sin t - 2B cost + Acost + Bsint = cost
yoki

-2 B cost+ 2Asmt = cost.

Nomaium ko effitsiyentlarni aniglaymiz:
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E>emak, U(t) =—=sin/ hamda. urnumiy yechitn y=(Cl +C,r)e'-

-N-sinr ko‘rinishdabo‘ladi.
Dastlabki o'zgaruvchiga gaytsak,

y = (C, +C2Inx)x--~-sinlnx

umum ry yechimni hosil gilamiz.

Qnyidagt Eyler tenglamalarini yeching:

242. X2y "-2y =0.

243- X2y "+2xy' - n(n 1)y = 0.
244- X2y" + +4 =0.
245. x2y" +xy'+y =0.

246. xy" 42y'= 10x.

247. x2y "-6y=121nx.
248- x2y" -xy'-h2y =01
249- x2y" - 3xy' + 3y = 31n2x.
25 0. x2y" +xy' my =sin(21lni)
25 1. x2y " -2xy' +2y = 4x
25 2. X3y "+3x2y'+tXy =61nx
253. X2y " - 4xy' + 6y = X5.
254. x2y" +xy'+y =X

255. x3y m 3xy' 4-3y = 0.

25 x2y " +3xy‘-hy:;:> w1 =1
257. X2y" -3Xy'-b 4y: J(l)

11- §. Differensial tenglamalarni gator yordamida yechish

Ba’zi bir differensial tenglamalarni elementar funksiyalar yor-
damida integrallash mumldii bo'linaydi, bunday tenglamalaming
yechimini
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y = 0)" (2.44)

darajali gator ko ‘rinishicLa. izlanadi.
Nomalum Cnlcoeffitsiyentlarni (2.44) ni tenglamaga qo ‘yib,

tenglikning har ikki tomonidagi bir xil darajali hadlar oldidagi koef-
fitsiyentlarni tenglab topiladi, ya’ni

y'—f(x;y) (2.45)
tenglarraga go‘yilgan 37~ (~0) = YO boshlang‘ich shartni ganoatlan-

tiruvchiyechimni topish haqidagi Koshi masalasining yechimini

(2.46)
Teylor qatori yordamida topish qulay, bu yerda

F(*o) = Yg Vi-vo)- /(-v.. irn),...
1- misol. y" - X2y =

O tenglamani yeching.
Ye chish.

Bu tenglamaning yechimini
y = CO-+ C,X+ C2X2 +.
darajali gator ko ‘rin ishda qidiramiz.

Tegishli hosilalarni hisoblab,

.. +Cnxn +...

y'=Cj +2C2X+3C3¥x2+... +nCrx nx +...,

y'=2-1C2 + 3 -2C3X +...+n(n- \)Cnxn2 +...,
natijalarni tenglama-ga q o ‘yamiz:

2e1°C2 +3 -2mEC3>+ ...+n(n- HCnxn2 -
-X2(CO +C[ n +C2Je2 + ..+ C,xn+-.)=0.

X nibir xil darajalari t>o‘yicha guruhlasak:

2-1 C2+3-2<C3x -t- (4 «3C4 - V)x2 +(5-4 «C5-C,)x3 +

+[(« +4)(n +3)C,# - C,]x"+2...,= 0
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yoki

2-1 mC 2+ 3-2-C3x+2[(n+4)#1+3)Catd -C ,,]xm2 = 0.
n=0
Bundan
C2=0C3=0,.., U7+4)(4+3)C,,#4-C,,=0
yoki

CnA =

mmmf- m (n=0,1,2..).
w4 (n+3)(n+4) v ;

Bu tenglik barcha aomalum koeffitsiyentlarni aniglashga yor-
dam beradi :

r> o n ci

4/1 B3y 7is.. (4«—1)an?  AE1  4-5-8-9..4n(4rc+1) °

Qn+2 =Qm3 («=0,1,2,...) =
Shunda;y qilib, quyidagi umumiy yechimga ega bo‘ldik:

® N« S4m-|

~N3-4 78..(4n-1)4« ' P4-58-9..4n(45+1)

H osil b o‘lgan gator son o‘qidagi barcha nuqtalarda yaqinla-
shuvchi bo‘ lib, u ikkita chizigli erkli yechimlar yig‘indisidan iborat:

2- m isol. y' =X2 +y2 tenglamaning, y(0)=1 shartni bajaruvchi

yvechimini Xeylor gatori yordamida birinchi oltita hadlari yig'indisi
shaklida toping.

Y e chi sh. y(0)=I boshkng‘ich shartga asosan /(0) =02+12=1,
iklcinchi tartibli hosila y" = 2x+2y my' va uning giymati
y"(0) =20 +2 «l=|2=2;
udiinchJ tartibli hosila y" =2 +2y'2 + 2xy" va uning giymati
y"(0) =242«2+212= 8;
to‘rtinclni tartibli hosila y™ =Sy'y’ +2yymva uning giymati
Yir (0) =6 «1m +2 m1-8= 28 ;
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beshinchi tartibli hosila yv = 6y"2 + 8y'ynt 2yylv va uning giymati
/(0) = 6-22+ 81 -8+ 2-1-28 = 144.
IzZlangan yechim formulasi

28x4  144x5
4 + 5

3-misol. y"' = x +y 1 tenglamaning jy(0) = 0, y'(0) = 1 shart-

larri qanoatlantiruvchi yechimini Teylor gatori ko‘rinishida to‘rtta
noldan farqli had yig‘iixdisi ko'rinishida toping.
Yeclish. Teylor fornxulasiga asosan yechim Kko‘rinishi

boshlang‘ich shartlardan foydalanib:
y"(0)=0+02 =0,
y” = 1+ 2yy' va uning giymati y"(0) =1 +2 01 =1,
yIV =2y'2+ 2yy" va uning qiymati yw (0)=2m2+2-00 =2,
yV = by'y'+2yy" va uning giymati y v(0) = 6-1-+2- 0-1 =0,
yn =6j"2+8yYy” +-2y -ylV va uning qgiymati
yw(0)=6-0+81-1+ 2-0-2 = 8.

Quyidagi differensial tenglamalarning yechimlarini darajali qator-
lar ko‘rinishida toping:
258. y'+xy = 0.
259. y'=x- 2y,y (0) =0.
260. y"+xy'+y= 0.
261. y"-xy' -2y =0.
262. y"+x2y =0, y(0)= 0, y(0)=1I.
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Quyidagi tenglamalarning yechimlarini ko'rsatilgan aniqglikda
noldan farqli Teylor gatori )ig ‘indisi shaklida toping:

263. y'= x2y +y*, y(0) =1, to‘rtta noldan farqli hadlar vyi-
,g‘indisi shaklida.

264. y'=x +2y2 y(0)= 0, ikkita noldan farqgli had yig'indisi
shaklida.

265. y"-xy2=0, j/(0)
had yig‘indisi shaklida.

266. y' = 2x-y, _y(0) = 2, aniq yechimi topilsin.

267. y' =y2+x, y(0)= 1 birinchi beshta hadi yig'indisi ko*-
rinishidagi yechimi topilsin.

268. y" = (2x -\)y-1, y(0) =0, /(0) = 1, birinchi beshta hadi
yig‘indisi ko‘rinishidagi yechimi topilsin.

I, y\0) =1, to‘rtta noldan farqli



in BOB

DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
SIS TEMAS |

1- §. Normal sistema

Ushbu
& jc2,...x,), (i =1n) (3.1
ko‘rinishdagi sistema birinchi tartibli n ta differensial tenglamalarning
normal sistemasi yoki x=jc.(/) noma’lum funksiyaning hosilasiga nis-
batan ycchilgan differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. Bunda
tenglamalar soni noma’lum funksiyalar soniga teng, deb faraz gilinadi.

Agar (3.1) sistemaning o‘rLg tomonidagi f (i = \,n) funksiyalar
Xj ,x2 ,,Xnlarga nisbatan clnizigli bo‘lsa, u vaqtda (3.1) sistema
chizigii differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

(3.1) sistemaning (a; b) intervaldagi yechimi deb, (a; b) interval-
da uzluksiz differensiallanuvcHi va sistemaning hamma tenglamasini
ganoatlantiradigan nta *,(/), x2(t), xJ xn(t) funksiya to‘p-
lamiga aytiladi.

Differensial tenglamalarning normal sistemasi uchun Koshi ma-
salasi shunday yechimni topisTidan iboratki, u t=tQda berilgan quyi-
dagi qgiyiriatlarni gabul qilsin:

I=0=% , x2]=io= x20,..., xn[34Q = xn0. 3.2)

Bu giymatlar (3.1) normal sistemaning boshlangich shartlari
deyiladi. Ularning soni noma’ lum funksiyalar soni bilan bir xil.

(3.1) sistemaning umumiy yechimi deb, nta ixtiyoriy C,, C2 ..., Cn
o‘zgaimaslarga bog‘lig bo'lgan ushbu xj = @{t,Cx, C2, ..., On)
funksiyalar sistemasiga aytiladi. Ixtiyoriy o‘zgarmaslarning mumkin
bo‘lgan ba’zi giymatlarida hosil bo'ladigan yechimlar xususiy
yechimiar deyiladi.
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Nn- tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalarning normal
sistemasiga keltirish muinkin. Umuman aytganda, buning aksi ham
o ‘rinli, ya’ni birinchi tartibli nta differensial tertglarnaning normal
sistemasi n- tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

1- misol.
= ax +by +f(t), 3.3
A y +1(1) (3.3)
OL=cx+dy +g(t) (3.4)
.at
sistem a berilgan bo‘lsin. Bu yerda a, b, ¢, d — o‘zgarmas koef-

fitsiyentlar, f(t) va gt) - berilgan funksiyalar, r(t) va y(t) -noma’-
lum funksiyalar.
(3.3) tenglamadan

1

( dx
Ve b\dt ax-f(t) (3.5)

n i toparniz va uning ikkala qismini differensiallaymiz:

iy_ r }(;ILX _d X

3.6
it @ Far dt (3:6)

(3.5) va (3.6) ni (3.4) ga keltirib go‘yamiz. Natijada ;x(/) ga nis-
batan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil gilamiz:

+B ™+ Cx+ P{t) =0, 3.7)
dt dt
boi yercia A, B, C 0'zgarmaslar .
2- misol. Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimiri taping:

dx

dy_
dt

Birinchi tenglamadan

dx

J - die (3.8)

ni topib, uning ikkala tomonini t bo'vicha differensiallaymiz:
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(3.8) va (3.9) ifodalami sistemaning ikkinchi tenglamasiga keltirib
go'yib, X(f) ga nisbatan o ‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli
differensial tenglamani hosil gilamiz:

d2x
dt2

Bu tenglamaning umum iy yechimi:

X—1=0

je = Cxé + C2e-* -1. (3.10)

(3.10) fimksiyani

/bocyicha differensiallab, (3.8) ifodaga keltirib
go'ysak,

y =Cxd - Cer-1
ni topamiz. Demak, sistemaning umumiy yechimi:
jx =Cxe* +C2e{- 1,
ly =Cx*‘ —C2e~t-1.
2- 8. 0 ‘zgarmas koefTitsiyentli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasini Eyler usulida integrallash

Quyidagi bir jinsli chiziqli

d x »
— - = ax + by + cz,
dt
= axx + bxy +cxz, (3.11)
dz

"
— = az2x +tNy+ c2z

sistemani garaymiz va undagi koeffitsiyentlarni o‘zgarmas deb hisob-

laymiz. (3.11) sistemaning yechimini ko‘rsatkichli

funksiyalar
ko‘rinishida izlaymiz :

X =x.€rt,y VMen, z=ven, (3.12)
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bu yerda r, X, n, v o‘’zgarmas boflib, ularni (3.12) ifodalar (3.11) sis-
teman! ganoatlantiradigan qilib aniglash lozim. (3.11) sistemaga
(3.12) qgiymatlarni go‘yib, €? ga qisqartirib va X, u, v oldidagi koef-
fitsiyentlarni tanlab, quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosil
gilamiz:

[(a—m)A mip hcv =0,
ﬂ{k <6, - r)n +c,v =0, (3.13)
a +2M+ (@2 “r)v~ 0

(3 .13) sistema — X, @ v ga nisbatan chizigli bir jinsli tenglama-
lar sistem asidir. Derriak, sistema noldan farqli yechimlarga ega
bo‘lishi uchun sistemaning determinaati nolga teng bo'lishi zarur va
yetarlidir. Shunday qilib,

a-r b c
IS.= af -r q =0 (3.14)

tenglik bajarilishi kerak.

(3.14) tenglama rga nisbatan uckinchi darajali tenglamadir, u
(3.11) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

a) Xarakteristik tenglamaning /,, rz, r3ildizlari haqiqgiy va har xil
bo‘lsiim. B u ildizlarning har biri uchun mos (3.13) tenglamalar siste-
m asini yozamiz va Ix, v,; Xvjj2, v2; X3 n3 v3koefiitsiyentlarni
anigla;ymiz. Agar (3.14) tenglamaningr v r2 r3ildizlariga mos (3.11)
sistemaning xususiy yechimlarini XV yj, zj; XV y2, 22' x2 y3, z3
orgali belgilasak, (3.11) differensial teaglamalar sistemasining umu-
miy yechimi

x(t) =C,x, + @x2 + C3x3,
my (0 =Clyj + @Qj2 +C3y3, (3.15)
z(t) = Qzi + QA +Qz3

J<oirinishda bo‘ladi.
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1-misol.Ushbu sistemaning umumiy yechimini toping:

dx

~d7 ™ y +2Z

H - x+by-z, (3.16)
dz t

N =X -y*3z.

Ye chish . Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
3-r -1 1
-1 5—r -1 =0
1 -1 3-r
yoki r3 -11r2 +36/-- 36 =0. Uning ildizlari: r, =2, r2=3, r} =6.
Demak, (3.16) sistemaning xususiy yechimlarini
X, =Le N fie2t, zi = v,e2
*2  -N2eir , yi =V-2e3t >z2 =v2e3d
*3 =X 3e6 , V3 = p3e6’, (3 = v3ed

ko‘rinishda izlaymiz.
rt=2 da X i, v ni aniglash uchun (3.13) tenglamalar sistemasi

quyidagicha yoziladi:

B-2)X[ —jj- »-v ] =0, N~M+vVi -0

-1, +(5-2)nt -vt =0 vyoki -Xi +3Jla - Vj =0,

X]-(i+@3—2)v =0 Ai - (i, +v, =0.
Bu sistema yechimlari: X, = 1, i, =0, v, -1.

r2=3 xichun
- (2 +v2 -0,
-X 2+ 2 ji2-v2 =0,
X2 —"N2 =N

sistemani hosil gilamiz. Bu sistemaning yechimlari sifatida A2=1,

M2Z |, v2=1 ni olish mumkin.
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r,=6da (3.13) tenglamalarsisteniasL ~nyidagicha boladi:

-3"3 -n3+v3 =0,
-A3 - u3- A8 =0,
X3=1 deb, jB=-—2, v3=I larni topamiz.

Shunday qilib, (3.16) sistemaning xususiy yechimlan:

X =% w =0. zi = €2
=63, =39 2=6€3"
*3 = €6, y3=-2es’, B =66
B u xususiy yechimlar (3.16) sistemaning fundamental yechimlar
sistemasidir. Demak, (3.16) sistemaaing iimumiy yechimi (3.15) for-
mulaga k o ‘ra quyidagicha bo‘ladi:
x(t) =Cle2 + C2e" + C3ef',
y(t) = C2e3 - 2C3eS|, (3.17)
z(t) = -Cxe' + C2e3' + C3e6

b) Xa_rakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lgan
holni garaymiz.
2 - misol. Sistemaning yechimini toping:

(49) <

(3.18)
dy n

Y ecInis h . Berilgan sistemaning xarakteristik tenglamasi

=rl 49=0
2 -1-H
ko‘rinishcla bo‘lib, u ildizlarga ega. (3.13) formulaga asosan
1-r)A-5p
2J3t-(I + )y

0,

(3.19)
0
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sistemaga ega bo”amiz:. /y=3/uchun
l@-3/)A, - 5@, =0,
12X, -(1 +3/)]ii = 0.
A.j=5 deb, 14.=L —3/ ni topamiz. U holda

X, = 5e3it, yx=(1-3/V" (3.20)

xususiy yechimlarni topamiz. r2=—3/ ni (3.19) ga qgo‘yib, X2=5,
|2=1+-3/ larni topam iz.
U holda xususiy yechimlar

x{=5e3r yy=@0+3)e 31 (3.21)

ko‘rinishda bo‘ladL.
Yangi fundamental yechimlar sistemasiga oftamiz:

Bundan Eyler forrriulasi e+ta> = cosai + /sin at dan foydalanib

X, =5cos31], X2 = 5sin 3f,
yX - cos3f +3sin3f, y2 =sin3/—3cos3/
larni topamiz. U holda berilgan sistemaning umumiy yechimi quy-
idagi ko‘rinishda boladi:

x(t) =5C, cos3/ +5C2 sin3/;

y (t) = Cj (cos3/ + 3sin3/) + C2(sin3f - 3cos3f).

d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bo‘Isin.
3- misol. Sistemani ng yechimini toping:

(3.23)
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Yec his h. Sistemaning xarakteristik tenglamasi

2 -1 1
-1 4-r

=r2-6r+9=0

—-I7= 3 ildizga ega Sistemaning yechimini

324
y = (12 +n22)e® (324)

ko‘rinistida izlash kerak. (3.24) ifodani (3.23) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo'yib
3(Ai =2(X, +fjjo+(~2 20 (325)

tenglikka ega bo'lamiz. Chap va o‘ng tomondagi bir xil darajali
t ning koeffltsiyentlarini tenglashtirib

BAj + =2\ +72>
[Bjxi = 2n, +n2

sistemaru hosil gilamiz. Bundan

A2 = + Hi,

V2=M
ni topamiz. X, va  sonlarni ixtiyoriy parametr deb olishimiz mum-
kin. va h2=C 2 deb belgilasak, (3.13) sistemaning umumiy

yechimi
\x =(CpL#02t)e31,
u - (Ci+C2+C2t)e"

ko‘rinishda fcoladi.

3 - §. Differensial tenglamalar sistemasining
birinchi integrali

Differensial tenglamalar sistemasi



ni inUgrallashning bu usuli quyidagidan iborat: arifmetik amallar
(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) yordamida (3.26) tenglarria-
lar sistemasi osongina integralianadigan

fG, V.%)=0 (3.27)

tenglamagakeltiriladi, bu yerda U = U (t, xx, x2, =% X,,).
1- misol. Sistemaning yechimini toping:

F x5

* _ 4 N 12
. (128)
Y echish. Tenglamalami hadma-had qo‘shib,
dill+ =2(xt. vyf,

o
tenglamani hosil gilamiz. Uni integraUab

-+—+12 =C,
mi topamiz. Tenglamalami hadma-had ayirib, quyidagini topamiz:

N22 .0 =2fF(*- 2,
3 (*-¥)

bundan

ni hosil gilamiz. Shunday qilib, sistemaning ikkita birinchi integra-
lini topdik:

t2 +— =C,, r2+ — =c2. (3.29)
X+y X-y

(3.29) ifoda — (3.28) sistemaning vimumiy integrali. (3.29) sis-
temaoii tvay noma’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (3.28) difTe-
rensial tenglamalaraing umumiy yechimini topamiz:

C, +C2'2/ C!_Cl
* = =
(O =it ycr ) YO 720t )co-r)
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2- misol. Quyidagi sistemaning yechimini toping:

dx  x-y

a  zt’

d__ x-y

& z-t (3.30)
dz

X-Y
.dt
Y echi sh. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tengla-
masini hadma-had ayirib,
d(x-y) _
a - 0

tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab, (3.30) sistemaning birinchi
integralini topamiz:

x-y=C Xx. (3.31)

(3.31) ifodani (3.30) sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglama-
lariga go‘yit>, ikki noma’lumli tenglannalar sistemasiga kelamiz:

EL
a z-t
(3.32)
— - C +
Il ~°1+
(3.32) sistemaning ikkinchi tenglamasidan
c=(Cj +Dt+cC2 (3.33)

ni topamiz. (3.33) ni (3.32) sistemaning birinchi tenglamasiga keltirib
go‘yamiz va

y = In]C,/ + C2]+ C3 (3.34)

ni topamiz. Shunday qilib, (3.30) sistemaning umumiy yechimi:

Xx(t) = In]Qt + C21+ Cj + C3,
KO = In]CL/ + C21+ C3,
,0y = (@i i+ 2.
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3- misol. Quyidagi
dx

= 3x + 95y,
~Jt
dy (3.35)
- = -2jc-8
dt ] y
sistemaning x|/ =2, N =5 boshlang‘ich shartlarai ganoat-
=0 i=0

lantiruvchi xususiy yech im ini toping.
Y echish. Sistemaning birinchi tenglamasini 2 ga ko ‘paytirib,
ikkinchi tenglamaga hadma-haci go‘shib,

d(2x+yy _ .
gt =2(2x+-j)

tenglamani hosil gilamLz. Bxindan
2 x+y=Clex

yoKki y -C xezt - 2x (3.36)

birinchi integralni topamiz. (3.36) ni (3.35) sistemaning birinchi
tenglamasiga keltirib gqo‘yib, x ga nisbatan chiziqli tenglarrraga kela-

miz:
+7 X = 5Cxe2t (3.37)

Buridan
x(t) = c2ell +bcife? (3.38)

yechimni topamiz. Shuraday qilit), (3.35) sistemaning umumiy yechimi

x(t) C2eT+jQe?

yO)= —$Cxeit

shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy

(3.39)

Sistemaning boshlang‘ich

yechimini topish uchran C3.39) ga t, X va y larning o‘rniga mos
a



ravishda O, 2 va 5 sonlariii qo'yib. Clva C2 larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

C, +4c,
(3.40)

I-~rC,-2C 2=5.
Bundan Cj=9, C2=—3 ni topamj2, demak, (3.35) sistemaning Xxu-
susry yechimi:

X(0 = 5e2’ -3e 71,
y(l) =-e2 +6e~'1 .

«4- §_ 0 ‘zgarmas koeFfitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash

usullari
1. O ‘zgarmaslami variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan
bo‘lsin:
x'+ dx*-bly +dz =fl |), (1)
y' +a2xbj>2y +c2z = f 2 (t), (2) (3.41)
z'+ a3x+b3y+c3z =130)- (3)

Bunda fj(t) (/= 1, 2, 3) o‘zgaruvchining berilgan uzluksiz funksiyasi.
Faraz qgilaylik:
X =CjX, + C2X2+ C3x3,
y=0CY% +C2y2+Cc33, (3.42)
r =Cj*! -HC2r2+ Qz3

funksiyalar (3.41) sistemaga mos birjinsli sistemaning umumiy yechi-
mi t>o‘lsin. U holda (3.41) sistemaning yechimini

x=CIl(t)xl + Q(t)x2+ C(t)x3,
y=Q(t)y +C2(f)y2+c3(0Oy3> (3.43)
Z = Q\(Ozi +C2(t)z2+ C3(t)z3
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ko'rinishda izlaymiz, bu yerda C,(/), Ct), C3(/) - noma’lum funk-
siyalar.
(3.43) ifodalarni (3.41) sistemaga keltirib go‘ysak, (3.41) siste-
maning (1) tenglamasi quyidagi ko‘rinishga keladi:
Cl/iti +Qxj +Cijx3+C; (xj' +~gx, h- +qzi)+ (344)
+Q (jic + -+q >+C,(X3+ax3+ +qz3) = fx({/).

Bunda (3.42) ga asosan toarcha qgavslar nolga teng, demak,
0i'xj + CU2 + CjX3 = fy(t). (3.45)
Xuddi shuningdek, (3.4 1) sistemaning (2) va (3) tenglamalaridan

C\>l + 22 +¢3B8=/2(0
.CijZi +" C2z2 +C3z3=1/3(0

tenglamalar sistemas!ni hosil qilamiz.
€{, C{, C3 larga nisbatan chiziqli bo‘lgan (3.45), (3.46) sistema

yechimga ega, chun ki uning determinanti Vronslciy determinanti
bo‘lib, u noldan fargH, ya’ni:

(3.46)

A = ACTIR 0
22z}

(3.45), (3.46) sistemadan C{, C2, C3 larni topib, so‘ng integral-
lab, Cp C2, C3 larnl topamiz, shu bilan birga (3.41) sistemaning
(3.43) yechimini topamiz.

1- misol. Ushbu siste maning umumiy yechimini toping:

(3.47)

Y echish. Awalo



sistemaning umumiy yechimini topamiz. (3.48) sistemaning ikkinchi
tenglamasini

X =V - d- 3.49
y - & (3.49)
ko‘rinishda yozib, uni /bo‘yicha difierensiallab,
ok dy dzy (3.50)
dt T odt dt2

tenglilcni hiosil qilamiz. (3.49) va (3.50) ifodalarni (348) sistemaning
birinchi tenglamasiga keltirib qoVib, y ga nisbatan ikkinchi tartibli
tenglamaga kelamiz:

a -
B u terLglamaning umumiy yechimi:

y=det + Qe3 .
(3.49) dan

x = -Cxe2' -1-4C2e3l
nitopamiz. Demak, (3.48) sistemaning umumiy yechimi:
X = - &xe2t + 4C2e 3t,
y = Cxe2' + C2e“31.
En di (3.47) sistemaning yechimini
\x = -C\ (t)e2' +4C2(f )e-3t,
\y = Cx(t)e2x +Cr 0)e~3

ko‘rin i shda izlaymiz.
(3.51) ni (3.47) ga keltirib go'yib va ba’zi bir elementar amallar-

nibajarib, C{(t), C2(0 larga nisbatan

-C{(t)e2t +4C2(t)e 3t =1 +41,
C{(t)ez +C2(t)e3t= E 2
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chizigli tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bundan

Q6t2— 4/-1)e~2" <3r2+8/+2)e3’
cl® 0

larni topib, so‘ngra integrallab,

Ci(r)=-~(f H-37 )e" +C3, C2(0 =-~(2/ +r )e +C4 (3.52)

ni topamiz, bu yerda C 3va C4— ixtiyoriy o‘zgarmaslar. (3.52) ni
(3.51) gakeltirib q o ‘yib, (3.47) sistemaning umumiy yechimini hosil
qgilamiz:

X<Nt) = -Cxe2t + 4C2e 3i mt+12,

yO) ce2 +C-e ¥ (3.53)

2. Anigmas koe=fffitsiyentlar usuli. Agar o ‘zgarmas koeffitsiyentli
chiziqli birjinsli bolmagan differensial tenglamalar sistemasining
o‘ng tomonidagi Lfoda. f~t) — funksiya, Pk(t) — ko‘phad, &' —
ko‘rsatkichli funksi®ya, sin(3r, cosp/ — sinus va kosinus yoki ularning
ko‘paytmasi ko‘rini shida bo‘lsa, sistemaning xususiy yechimini aniq-
mas leoefiltsiyentlair usuli bilan topish magsadga muvofigdir.

2-misol. Ushbui

dx -
2727 (3.54)
z—zx - 5sim

sistemaning um um iy yechimini toping.
Yechish. (3.54) sistemaga mos bo‘lgan birjinsli sistema:

dx
X +2y,
dt (3.55)
Y- =y,
.dt

Birinchitenglamani /bo‘yicha differensiallaymiz:



Blindan

N

N
dt2 dt

1l
o

(3.56)

tenglamani  hosil qilaniiz. Bu tenglama di2 d 2x = 10sin/

tenglamaga mos bir jinsli tenglama. (3.56) ning k2- k- 2 =0 Xxa-
rakteristik tenglamasi k{=-1, A =2 ildizhrga ega.
Mos birj'insli tenglamaning umumiy yechimi

je=C.e ' +C2e? (3.57)

bo‘ladi. Bir jin sli boTmagan teaglamaning o'ng tomoni /(/) = 10sin/
ko‘rinishiga ega. Blinda a=0, B=I, shuning uchun xususiy yechimni

x* = ~cos/ + Asin? (3.58)

rn
ko‘rinishda izlaymiz. Buridan n*, x’ larnitopamiz:

x* =-"~sini + Bcost,
(3.59)

X = -~lcosf - OSin/.
(3.58) va (3.59) larni différénsial tenglamaga qo‘yib, quyidagiga
egaboTamiz:
(3A+ B)cost + (J1 +i?)sin/ =10sinf.

costva sin? larning koeffitsiyentlarini tenglashtirib,

(3A +B =0,
\A+B =10
sistemani h o sil gilamiz. Sistemani yechib
A =-5 £=15
larni topamiz. Demak, xususiy yechim
X" =-5cos/ + 10sin t
ko‘rinishida, umumiy yechim esa

n: =X +x* =Cxe~* +C2e2 -5cosf + 10sin/1 (3.60)

ko‘rinisHda b o ‘lad/ (3.60) ni /bo‘yicha differensiallab
9%



x'=-Cxe 1+2C2e2" -+5sin/+10cos/ (3.61)

ni topamiz. (3.60) va (3.6 1) larni (3.54) sistemaning birinchi tengla-
masiga keltirib qo‘yamiz.
U holda

= -C.e~* + 27 + - -si
C.& EC¥e 508/ - ~sin/
ni tojaniz. Demak, (3.54) sistemaning umumiy yechimi
X = Cxe~* -+C2€2r - 5cos/+ 10sin/,
= -C,e~* +_(C2e2 -~—cos/- -sin/
1 2 2 2

ko'rinishda boiadi.

3. Birinchi integrallarini topish usuli (Dalamber usuli).
Ushbu

=°'x +biy + (3.62)

IW =°2X +

sistemani garaymiz. lkkinchi tenglamani biror X songa ko‘paytirib,
birinchitenglamaga hadma-had qo‘shamiz:

XN y) = (a, +Xa2)x+ <6, +- XMy +fx(t} + Xf2(t). (3.63)

(3.63) tenglamani quyidagi ko ‘rinishda yozib olamiz:

d’X&" = (ai +\,a2)§/x +ha§~w) +fI(0 +V 2t). (3.64)

Endi Xsonni shunday tanlaymizki, u

N+

(3.65)
ax+Xfl2

boisin. U holda (3.64) tenglama OH-Ay) ga nisbatan chiziqli tengla-
ma ko'‘iinishiga keladi:

d(xYKy) =~ + xa2)(x +Ay)+/[(/)+Al2(])- (3.66)
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(3.66) ni integrallab
X+ Xy = ea+Xa2y [C + \[/{({/) + )/2{t)\e-[ad w-x)tdt) (3.67)
ni topamiz.
Agar (3.65) tenglama ikkita hagqiqiy liar xil * X2 ildizga ega

boisa, u holda (3.67) dan (3.62) sistemaning ikkita birinchi integra-
li topiladi. Demak, sistemani integrallash tugallangan boiadi.

3- misol. Ushbu sistemani Dalamberusuli bilan yeching:

ax - 5x-b (y —fet,
at

?2f =4x+5y+i.

Ye chish.Buyerdaax=5 =4, &=4, =5, /{(/) =¢€,
f2(t) =1. X sonni (3.65) formuladan topamiz:

ld + = X~ 4 +5X = 8(5 + 4/). (3.67)
5+4X

Bu tenglama ~ =-1, X2 =1 ildizlarga ega. U holda (3.67")

formuladan A,=| uchun

=-1 uchun

X -y =e<(C2+ \(X-e-")dt)= C2¢é +te +1

larni topamiz. Shunday qilib, berilgan sistemaning bogiigmas kM-
ta birinchi integrali

(x-y-te'-NDer=Q2
ko‘rinishda boiadi.
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Quyidagi differensial tenglam alar sistemasining yechimini bitta
tenglamaga keltirish usuli bilan toping:

dx ~
-=-9 s . .
269. dt y 274, 7F = * +5j>
oy dy
=X o - X3
x(0) =-2, 370) = 1.
o , dix dL
270, ML =Y* 275.
=, 4 A
id0) =jc(©) = 1, y(0) =0.
dx 32y dx dy n
- ) +rg m* o= %>
271. a 276. j‘[xi d'g;t/
/E;It =2x-2t. 0.
E_
+3X+y =0> - -
272. 277.
N -xX +ty= 0.
dt Y Ui=X+y-
(04 1 n2 dx dy =~
L , 4— - - f+3x = sm/,
273, é= 2 2 978 dth dt
N = - - —
o 2y-2t-1. af ty =cost.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini siste-
maning birinchi integrallarini topish usuli bilan toping:



X =sinxcosy,
a

281. d
o = cosxsiny.
dx
=Y z=t +2xy,

282. , funksiyalar sisternaning
d y2-t Z=x-tyz
< X

birinchi integrali boia oladimi?

o _
— =Y - COsX, r = 2/xosx —Iny,

283. 7 = . funksiyalar siste-
%tfz-ysinx. = 3ycos;c - y3

maning birinchi integrali bo‘la oladimi?

dx 2 .
g - COs Xcos y +sin ocos Vv,
284.

o —42—S|n2x5|a2y, n:(0)= 0, y(0) =0.

Quyidagi differensial terglanialar sistemasining yechimini Eyler
usuli bilan toping:
dx O

f =4x-3
285. 288.
(y__ + *
d =X+y. £-3* +4
o - £&
L * 1 VAN - 7
286, TT” 2x*y 289, |i X -y
dx
=X +3y.
-X(0) = 0, y(0) =0.
9(:)(+y’ jx=*+5”
287. 290.
— =4y - d
d 4y - 2x, = Y-x’
jc(0) = 0, y(0) =-1. 1(0)=-2, 90) =1
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o
>

— +2— 17x +8y, N =X~7'
201, ¢ dt 203. Y-
132 =53 X+ 2y, at
dt dz
x(0) = 2, j/(0) = -1. m=x-y-

AN =6x- 12y-z,

dy
292, _ rx -by-*-'

* m12y + 3;.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
o‘zgarmaslami variatsiyalash usuli bilan toping:

dx 21 dx _ )
J'I+2X-y:-62', - +V—COS.,
294, at
N-+3x-2y =6e2. Y+ X = sin?.
dt dt
X +y—cost, = ox-y,
295, 298.
% =—y - 2 X+ cos? +sin?. = 2}/- X—5e‘sin/.
dt (dt

SN =2X+Yy-21-7 +2,
Zy=cost,

29€. 209. ¥ .
% =1-x.
dt * = X +y -z -1+ 1.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini aniqg-
mas koeffitsiyentlar usulida toping:

dx 'y 'y dx

30C. 301.
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Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Dalam-

ber usulida toping:

306.

& = X+2>

dx

dt 6x +vy,
307.

18- =

I§t 4% + 3y

B =2 ,-4y+]|,
308.

3009.

310.

311.

= 2x + 4y + cosf,

dt
& X —2jH-sin/.
dt
dx
—=3x +Yy -he,
dt y
— =X+3y-e'’
.dt y
dy_
=-3y- X
dt y '

x(0) =-2, KO) = 1-

Mustagil ish topshiriglari



5- §. Oj*eratsion hisob

1. Boshlang‘ich funksiya va uning tasviri.

Boshlang‘ich funksiya (original) deb quyidagi shartlarni ganoat-
lantinivehi/ (/) funksiya gqabul qilinadi:

| . Istalgan chckli intervalda f(f) vaf'(t) chekli sondan ko‘p
bo'lniagan birinchi tur uzilish n uqtaia riga (chekli sakrashlarga) ega.

2. t< 0 uchun/ (/)=0.

y.f(t) funksiya ko'rsatkichili funksiyadan tez o'smaydi, ya’'ni
shunday /ga bog‘liq bolmagan musbat haqigiy o‘zgarmas M SO
sonlari mavjudki, bunda yetarlicha katta tlar uchun

1/(f)] < Me** (3.68)
tengsizlik bajariladi. Bunda SO — originating o'sish tartibini ko‘r-
satuvchi son. Original o ‘zgarrnas bo‘lsa, S0=0 deb gabul qilish
mumJdn.



/ (O funksiyaning haqiqgiy o'zgaruvchi t ning kompleks funksiyasi
eftga ko‘paytmasini, ya'ni

(p=a+ib,a>- 0) (3.69)
ni garaymiz. (3.69) funksiya ham haqiqiy o‘zgaruvchi t ning kom-
pleks funksiyasidir:

e-P* f(t) = eaf(i)cosbt - ie~af(t)sinbt. (3-70)

So*ngra ushbu xosmas integralni garaymiz:
le~pf (t)dr = e-af (t)cos btdt- i°je~af (t)s'mbtdt. (3-71)
o o o

Agarf(t) funksiya (3.68) tengsizlikni ganoatlantirsa va a>Sl)

bo‘lsa, (3.71) tenglikning ofhg gismida turgan xosmas integrallar
mavjud va ular absolyut yaginlashuvchi.

(3.71) integral p ning bironta funksiyasini aniglaydi. u funksiya
F(p) ni bilan belgilaymiz:

n?) =V~ lio* . @372)

Ta Tif Kompleks p=a+ib o‘zgaruvchiga bogiiq bo‘lgan

F(p)=%e-"f{t)dt = L{f(1)}

tenglik bilan aniglangan F(p) funksiyaga /(/) funksiyaning tasviri
yoki ztaplas almashtirishi deyiladi, f(t) fuaksiyaning o‘zi esa
F(p) ning originali deyiladi va quyidagicha yoziladi:
F (p)——» /(/) tasvir-original yoki /(/)—-"~-F(p) original-tas-
vir, yoKki
L{f(t)}=F(p).

2. Laplas almashtirishining asosiy xossalari
lo. Ixtiyoriy a va p kompleks o‘zgarmaslar achun

of(t) + pg-()<— aF(p) +pG(p). (3.73)
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Asosiy originallar va tasvirlar jadvali

Ne
original

tn

eat

sin at

cos at

shat

chat

at
e cosat

2°. Ixtiyoriy o ‘zgarmas a > 0 uchun

F(p) tasvir

P - a
p-a
(p—ay + &

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

/(0
original

ea/ sin at

t neat

t cos at

t sin at

sin(i - a)

cos(/ - a)

sin t
t
t m .
fsin'rf,
0

F(p) tasvir

a
(p- @2 +a
N
(p-*y+l
p2- al
(p2 + a2)2
2pa
(p2 + a2)2
r-ap 1
P2+1
-ap P
P1l+1

arcctgp

arcctgp
p

(3.74)

3°. Agar — F(p) bo'lib, f'(t) original bo‘lsa, u holda
0). (3.75)
4°. Agar f(t)<—— F(p) bo'lsa, u holda istalgan a da

edf (t)+ -F(p - a).

(3.76)



5°. Agar / '(/)s—f (p) bo'lsa, u holda + > 0 boiganda
f(t - t)<—e~p'F(p) . (3.77)

6°. Agar f (0<——F(p) bo'lsa, u holda
\j{t)dt<\ F(P). (3.78)

7°. Agar f(t,x)<—F(p,x) bo‘lsa, u holda

df(t,x)» m 5F(p,x)

8x [ ] dx
8. Agar / (0<——F{p) bo‘lsa, u holda
tf()+— F'(p). 39

e]e]

9°. Agar $F(z)dz integral yaqginlashuvchi va /(?)<-;—F(p)

boisa, u holda

I(/ Y<—*\F(2)dz. (38
p

3. Funksiyaning tas\irini topishga doir misollar.
Asosiy xossalardan va tasvirlar jadvalidan foydalanib, haqgiqiy oz-

garuvchining bir gator elementar funksiyalarining tasvirini topamiz.

Ba’zi funksiyalarning tasvirini topishda to‘g‘ridan-to‘g'ri jad-

valdan foydalanib bo‘lmaydi. Bunday hollarda shakl almashtirishlar
yordamida funksiya ko‘rinishini jadvalga moslab olamiz.

1- misol. f (t) =a' funksiyaning tasvirini toping.
Yec hish . Logarifmning asosiy ayniyatidan:

at _elna’ _ el\na.

U holda (3) formuladan



ifodani topamiz. Demak, a'funksiyaning tasviri F(p) :B_‘?a, ya’'ni
p—Ina’
2- misol. /(/) =/mcos g/ originalning tasvirini toping.
Techish. 8 gaasosan

' 2 2.2 22
t mCOS at<r- 2P ) P P
VP 3 (a2+p2)2  (a2+p2)2

2 2
Demak, L{tcosat}- p ~a
(p2+a2)2

3- misol. tneat originating tasvirini toping.

Techish. eu<— moslikning ikkala tomonini a para-
metibo‘yicha n marta differensiallafc», quyidagilarni hosil gilamiz:

teal <-----—--- ; t2ea, < 2l =
ip-a)2 (p-a)3
Peat < - —ooeeee .., tnea<* " rt!
p-a)4’ e (P-a f1°'

Demak, Z{f"e“r} =m
(p-a)y"™1:
4- misol. / (?) = (7- 1)2e'-1 funksiyaning tasvirini toping.

Techish. t-\=z deb, funksiyani zV ko‘rinishga keltiramiz.
Endi jadvalning 10- formulasidan

4 2

c17-1)3
ni topamiz. U holda 5°-xossaga asosan
(t - 2
(P+1)3
ga egamiz.
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4. Originalni tasviri bo'yicha topish usullari

Operatsion hisobda originalni ma’lum tasviri bo‘yicha izlash
uchun yoyish teoremalari deb ataladigan teoremalardan hamda tas-
virlar jadvalidan foydalaniladi.

Yoyish teoremasi. Agar izlanayotgan/(/) funksiyaning Hp") tas-

virini ning darajalari bo‘yicha darajali gatorga yoyish mumkin

fc>oisa, ya’ni

F(P) =— +4 A 4 - + /AT +-- <3-82)
p- p

o
t>o‘lib, u < R da F(p) ga yaginlashsa, u holda original quyidagi
M

Formula bo‘yicha topiladi:

fOo)=,Zan-T- 3-83
) n=8 -l (3-83)
Bu qator t > 0 giymatlar uchun yaginlashadi va t < 0 da/(i)=0
deb olinadi.
Endi F(p) funksiyap ning kasr ratsional funksiyasi, ya’ni

F (b) Bl%pl) (3.84)
t>o‘lsin, bu yerda A(p) va B(p) — mos ravishda m va n darajali
(m <n) ko‘phadlar. U holda F(p) ga mos originallar quyidagicha
topiladi.

Agar B(p) maxrajning barcha ildizlari ma’lum bo‘lsa, u holda
uni eng sodda ko'paytuvchilarga yoyish mumkin:

B(p) =(P-Pi y>(p- @Y2..(P- Rrtr. 3D

t>u yerda kN+k~...+k=n Ma’lumki, bu holda F(p) funksiyani eng
sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish mumkin:

F(P) - t

01— A Te 6 .86)
=\ 1= (P-Pyj) 1
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Bu yoyilmaning barcha koeffitsiyentlarini

Ay = T—S'I:E-I'p_lA>rngpr|e P-Pj)R np)\ (3.87)

formula bo‘yicha aniglash mumkin.

Ajs koeffitsiyent larni aniglash uchun (3.87) formulaning o ‘rniga
integral liisobda ratsional kasrlarni integrallashda go’llaniladigan ele-
mentar usullardan Foydalanish mumkin. Xususan, bu usulni qoilash
B(p) maxrajning barcha ildizlari tub, ya’ni sodda va juft-jufti bilan
go‘shmabo‘lganda maqgsadga muvofigdir.

Agar B(p) ning barcha ildizlari sodda, ya’ni

B(p) = (p-Pi)(P~ P2CP- Pi)--(P- P,)’
bu yerda j * k, pf * pk bo‘lsa, yoyilma soddalashadi:
FE VA, A(%‘\)

FiP> =St ~ ,buyerda Aj = —
j=\P— Pj J Bipj)

<3.88)

F{p) ning u yoki bu usul bilan sodda kasrlarga yoyilmasini tu-
zishdaf(p) original quyidagi formulalar bo‘yicha izlanadi:
a) B{p) maxrajning ildizlari sodda boigan holda:

f(O0O =t~ P \ ‘ri'm <3.89)
y=l° ypPj>

b) B{p) maxrajning ildizlari karrali bo‘lgan holda:

fw = ij='|s"é|* T\TKJ_’E g)_* AN | <]9°)

5. Originalni tasvir bo*yicha topishga misollar
i
1-misol. F(/?> :ie p2~ tasvir uchun originalni toping.
=]

Yechish. F<j?) funksiyani p(p=t0) kompleks o°‘zgaruvchining
butun tekisligida ushbu Loran gatoriga yoyamiz:
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Yoyilma birinchi tcoremaning shartlarini ganoatlantirganligi sa-
babli bu funksiyaning originali quyidagiclia boiadi:

¢ 2 A i_6 8 @, .y 2n
cty=1 £ ..=ylL '
I]V ) 20 204 36l 4F X m
Demalk,
I TR ) 21
n\(2n)\

11=0

2- misol. ir(/>)=R #’\1-) tasviming originalini toping.
pip -
Y echish . Tasvirning maxraji p{=0, p2= 1 p31, M=r, P5 ~i
tub ildizlarga ega. Bu holda F(p) funksiyaning yoyilmasi (3.88)
ko‘rinishda t>o°*ladi:

€/ A\ ,ﬁg A3 4;

F(P r p+l+ p/ /+(7(|

A2, Ev AXx As koeffitsiyentlar

A, =
oj.

formula bilan aniglanadi, bu yerda 4(p) =]? +p +\, B(p) =5p4-1.



Endi (3.89) formula bo'yicha originalni topamiz:
/() =-! -et¥ +"-eu Wm\e~Uu +-V --¢ iX
-\+~(3er +e ')-ySin/.

M ustaqil ish topshiriglari

Quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping:

321. /(/) =sin2 /. 326. /(/) =chatsint
322. _/(/) = e‘cos2/. 327. I(/) =<T7,ch7/.
t
323. /(/) =shatcosbt. 328. /(/) = Jcos2 (xtdt.
(0}
324. /(/) = chatcosbt. 329. /(/> e‘/'l
325. /(/) = tshbt 330. (/) = 9"

Quyidagi tasvirlarning originallarini toping:

331. F(p)=p—sin— 336. F{p) =
P P(p2+\)(p2+A)
1 n
332. F{p)=plIn 337. /1°([?) =
p -2/>+5
333. F(p) p+3 338. /"(?)= P
p(P -4/3+3) pl-2p+5
334. /(p)= P+l 339. F(p)-~ p#2
P( />-1)(/>-2)(p-3) (17+1)(/>-2)02+4)
35 F(py= | 340. F(p) P¥
>(1+P 4)
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Mustaqil ish topshiriglari

341. F(p) =-E- 346. F(p) =

p -1 p(p-DU+
342. F(p) =

P(PX- 1)
343. F(p) = 348. F(p) =

{p+\)(p2+2/H-2)

344. F(I>) = 349. F(p) = P

(pA)(p2+1) (p+\)(p2+2p+2)
345. F(p) = P 350. F(p) =

(p-1)(p2+1) p(p+IKp2+2pNi')
6. DifTerensial tenglamalar va ularning sistemalarini operatsion

hisob usuli bilan yectiish.
Ushbu

x"(t) +alx,(t)+ a2x(0 = f(t) (3.91)

chiziqgli differensial tenglamining x(0) =xo, jc'(0) = x1 boshlan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi vechimini topish talab gilinsin. Bu
yerda av a2 - berilgan haqiqgiy sonlar, /(/) — ma’lum funksiya.
Izla.nayotgan x(t) funksiya, uning garalayotgan barcha hosilalari va
f(t) funksiya originallar bo‘Isin deb faraz gilaylik.

x(t)<— x(p) va x(t)= t2-3I +4

bo‘lsin. Originalni differensiallash qoidasiga asosan quyidagilarga ega
bo‘lamiz:

x'(0<— px(p) -n(0),
X ”(0<r— p2(p) - px(0) - x’(0).

Tasvirlarning chizigliligidan foydalanib, (3.91) tenglamada tasvir-
larga o‘tamiz:

112



p2(p) -px(0) —x'CO) +a, [px (p) - X(0)]+- a2x(p) = F(p )
yoki
(/ +12 )x(p) - (p +ax)x0 - xx =F(p) (3.92)
(3.92) tenglamani x<p) ga nisbatan yechib

-fe - + +j F
x/(j>n):9 ax)x0 jex, (p) (3.93)
p +axp+a2 p +axp+a2

ni topamiz. x (p) riing originali (3.91) tenglamaning boshlang‘ich
shartlamiganoatlantiruvchi yechimi boiadi.

Sliu kabiistalgan a-tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqgli dif-
férénsial tenglamaning yechimini boshlang‘ich shartlarda topish
mumlin.

1- misol. x"™ - 5xr'+ 4 x =4 tenglamani x(0) = 0, x'(0) =2 bosh-
lang'ich shartlarda integrallang.

Yechish. x(t)<— x(p) deymiz, u holda berilgan boshlan-

g‘ich shartlarga asosan
X'<"— pjc(p*> - x(0) = px{p),
x’<— p 2x (P )-px(0) -x'(0) = p2x(p)-2,
ei——

p

Berilgan tenglamada barcha fuaksiyalami ularning tasvirlari bilan
almashtirib, quyidagi operatorli teraglamani hosil gilamiz:

(p2 -5p +4)x:(p) =P_+2.

Bu tenglamadarL x (/j) ni anigqlaymiz:

— i\ 4+2p
*(P) = - Bromemn e
p(p2~5p+4)
Tenglikning o‘'ng tomonini elementar kasrlarga ajratamiz, u holda

\ 1 2 1
+



ni hosil gilamiz. Bunda originalga o‘tib, tenglamaning yechimini
topami z:
X(1)= 1-2e" 4e4' e
Endi quyidagi o‘zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalar
sistemasini garaymiz:

N =axx+bly +/(/),
(3.94)

cy: 2x+b2y ./ -

Bu sist&maning
x(0) =xq, y(0) =yo0 (3.95)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlanti ruvchi yechimini topamiz. Bunda
biz/j(0,/A t), x(t),y(t) funksiyalarni x'(r) vay'(f) laming originallari
deb faraz gjlamiz:

*(N<—==n(1>), yO)<r— y{p), L (N<—"i (p), f2(i)<— f2(p)

bo‘lsin.
(3.95) boshlang'ich shartlarni e *tiborga olib, originallarni differ-
ensiallash goidasidan foydalanib

x'(O<r-px{p)-x0, y'()<— j)y(p)-y0

larni topamiz.

Endi (3.94) sistema har bir tenglamasining ikkala tomoniga Lap-
las alrriashtirishlarini gqo‘llab, x(p) va y(p) larga nisbatan quyidagi
sistemani hxosil gilamiz:

ipx(p) = alx(p) +bly(p) +Fi(p) +xQ,
{py(p) = ax(p) +b2y(p) + F200 + Jv
(3.96) sistemaning yechimi:

- ( allFi(p)+x0'l+(p-al)[F2(p)+yo] , 3
N (p-aO(P~t2)-a2ti
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(3.97) va (3.98)da originalga o‘tib, (3.94) sistemaning (3.95)
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini liosil gilamiz.

Mustaqil ish topshiriglari
Qwyidagi tenglamalarning yechimini toping:

351. x'+3x = e 2t, x(0) =0.
352. x'- x = cost - sin/, x(0) = 0.

353. 2x"' +6Xx =te~3t, X(O) = .

354. x"+6x' = 12/+2, x;(0) =0, x'(0) =Q

355. x"+Ax' +4 =4, x(O) =1, :x:'(0) = -4.

356. x"+x =cost, x(0) = -1, x'(0) =1L

357. x"+3x" +2x =1t1+ 1, x(0) =4, x'(0) = -3.

358. x"-x' = 2sin/, x(0) =2, x"(0) =0.

359. x"- Ax' +5x =2elr (sin/ +cos/), x(0) = 1, x'(0) =2

360. x'-Ax' =1 x(0)=0, x'(0) =-1, x"(0) =0,

Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

jic(0)=1,j<0)=1.

Jq0)=2, y(0)=3.

MO) =j, vy(0)=-1I.
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-=4y+z
dy
364. 1ip=;- r(0)=5, y(0)=0, z(0)-4.
& _
a 4y.
*+-+-2x +2y =1-2t,
365. 2 x(0)=y(0)=A0)=0.
d x +2+ +x=0.
dt2 dt

= +4y +2x =4/ + ],
366. x(0)=X0)=0.

% + * -* ¥ m

* +y-2%=0,
367. x(0)=2, j(0)=3.

— +X- 2y =-5ersinf.
,dt

d2x

+x+y :5,
th

368. x(0)=j(0)=x"(0)=j'(0)=0.
*Y-4x-by =-b
I dt2

N-+ -+ X+ =
dt 2’}{ Xty+z=0,

369. "L+x+x+z=0 x(0)=y(0)=1, 2(0)=-2.

* 2/\ s - O:
dt = dt y
\d2x

a4 x(0) =2, y(0) =0,

310 + x'(0) =-V3, /(0)=~".

n2
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6- 8. Matem atik fizika tenglamalarining tiplari
Ushbu ko‘rinishdagi

f SU du dau d2u  d2u

c* dy ° ax1 ' dxdy’ ay2 0 (3.99)

differensial tenglamaga ikkinchi tartibli ikki o Zgaruvchili xususiy
hosildi differensial tenglama deyiladi.

4,(* » § +206(XI)A . +% (X,y) +ijx,n =0<3.100)

ko‘rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga nisbatan
chizigli tenglama deyiladi.
Agar (3.100) tenglama ushbu
2 7 9
«l(*.y )EXS- +2 012(*,.y)-CTX-a:y + 2 (*'»)(',_yT +

+%((*>JO +aB(x,y) + a33(x,>x+/ =0 (3.101)

ko'rinishda bo‘lsa, bunday tenglama chizigli deyiladi. Agar (3.101)
tenglamaning koeffitsiyentlari jcva y o ‘zgaruvchilarga bog‘lig bo‘l-
masa, tenglama o zgarmas koeffitsiyentli deyiladi. (3.101) tenglamada
fix, j)=0 bo'lsa, unga birjinsli deyiladi.

6n (dy)2—2an dxdy+- a2 (dx)1 =0 (3.102)

tenglama (3.101) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
(3.102) tenglama quyidagi ikkita birinchi tartibli oddiy differen-
sial tenglamalarga ajraladi:

dy _ a2 +ylan~ali a2 dy _ ai2-Jaf2-au a2
dx an dx an " (3N103)
Bu tenglamalardagi ildiz ostidagi ifodaning ishorasi (3.101) teng-
lamani tiplarga (turlarga) ajratadi.
Agar M nuqtada 62- an ma2 >0 bo'lsa, (3.101) tenglama M
nugtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Giperbolik tipdagi
(3.101) tenglamada x vay o ‘zgaruvchilarni
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¢=ow(X,y), T=VI(X.y)
tengliklarga asosan £ va 1j larga almashtirsak, (3.101) tenglama

yoki

el i & PN &

~ N~ 2~ {40130 +aB” aiiu+ f ~

ko'rinishdagi giperbolik tipdagi tenglamaga keladi.

Torning ko'ndalang tebranishi, sterjenning uzunasiga tebranishi,
o0 ‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, aylanuvchi silindrdagi (valdagi)
aylanma tebranishlar, gazning tebranishlari va shunga o‘xshash teb-
ranish jarayonlarini o‘rgaaish giperbolik. tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

1- misol. X2 --— -y 2-° % =0 tenglamani kanonik. ko‘rinishga

. ex2 oy2
keltiring.

Y echish. Bunda a, =x2, av =0, an =-y1 a@ -4aua2 =
- x2y 2>0. Demak, tenglama giperbolik tipda ekan. Xarakteristik
tenglamasini tuzamiz:

JR(dy)2 - y2(dx)2 =0 yoki (xdy - ydx)(xdy +ydx) =0.
Bu tenglik ikkita differensial tenglamaga ajratiladi:
xdy - ydx =0 va xdy -+ydx =0.

Bundan —y+—=0 yoki xy =C,,T- 7=O yoki - =C2.

Endi E= xy, f=— almashtirishlarni bajaramiz. x vay o °‘zga-

mvchilarning xususiy fiosilalarini yangi 2 va g o‘zgaruvchilar orgali
ifodalaymiz:



d2u du 1 d (du 2n < d2U  dn\

dx2 dX,di,'*) dXUn X2 J |~ 2 3* d\  dx "y
d2u = du  5r" Yy du 2y (d2u e2u y\
siodt, dx o 3p2 dxy x2 &\ X3 [dt2 y ag- ér y, v
2u y o4 Y Yy mm 2y _pa2u ? At y" ffwm o y2 o cm vy
e ) 2 th'x md Y Tied LTS R AL
2y, \da du q., .M du v &
Qo .X +
STU28 & dy) v )
=x- L -XJ1-*u M OV o 1_g 7242 2u +@n L
\n? AE-ar\ X 4yAgn ftf oc4 on2 2
Hosil bo'lgan tengliklami berilgan difTerensial tenglamaga go'yamiz:
1%1._2 y2 . Y2 .02 d* Yi
d%% y 3n-6n  je2 or,2 X4 on je3
oc- 0C-0TL X2 o x2
Bundan
Sy +2-—.zZ=0 yoki 4 tev 1.Q
di| ar| dan X F,ed\ 2 Orj xy
yoki U — =0

dt,-Bri  2¢ <&

Demak,tenglamaning kanonik ko‘rinishi:

d2u 1.£G =o0.
32, « 31 2C  Sri

Agar M nugtada 62 -Ayn22 <0 bo‘lsa, (3.101) tenglama M
nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Elliptik tipdagi (3.101 )
tenglama

C=cp(x,y), n=<p(xy)
(cp(x,y) fuaksiya ¢ funksiyaga qo‘shnia kompleks funksiya ) al-
mashtirishga asosan ushbu
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CL - a d r
----- 7+ it ab- taZbe vatn+d (3.106)

kanonik k o ‘rinishga keladi.

Elektr va magnit maydonlar hagidagi masalalarni, statsionar is-
siglik holat hagidagi masalalarni, gidrodinamika, diffuziya va shun-
ga o'xshash masalalarni o’'rganish elliptik tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

2- misol.

©2z | o d2z ()
dxL OoXdy oy

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Y echish. Tenglamada an =1, al2 - -1, a2 =2, 2~anai? =
=—1< 0, bu esa tenglamaning elliptik tipda ekanini bildiradi.
Xarakteristik tenglamasi:

(dyf +2dxdy +2(dx)1 =0 yoki y'2 +2y'+2 =0m

Bundan y'=-\ti\ y +X-be =Cx, y +x +ix- C2. Quyida-
gicha almashtirishni bajaramiz: £==+n, = x. U holda:

dz _czet, c£&u dz | 8z.
dx 8x cnNdx dZ dni¢

& dzdl CZ au £E.

dy d\dy d\dy di;
x| - fdz &, d2z £n i062F A, dz s o L9 2% 322
5x2 U~z dx  OQoi dx, dx g dxy d? eii2

92r  €2Z gy d2Z 5ti_d2z + c2z
éxdy SE2 dy dtar\ dy qj2 +dedrV

d2z  c2Zet, d2z Or
dyt di,2dy dzdr\ dy

Hosil fco'lgan tengliklarni tenglamaga qo‘yib, kanonik tenglama
ko‘rinishini hosil gilamiz:
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Agar M nuqtada «i2 - crxxa2 =0 bo‘lsa, (3.119) tenglama Ai
nugtada parabolik tipcfagi tenglama deyiladi. Parabolik tipdagi
(3.101) tenglamada o'zgaruvchilarni

3, —10.y), n=Tl|(Xy)
shaklda almashtirsak, ui ushbu

6 2u du du r /o
7N+ 03X +°3 «33«+/ =0 (3.107)

kanonik ko‘rinishga k& ladi.

Issiglikning tarqgalish jarayoni, g‘ovak muhitda suyuqlik va gaz-
ning filtrlanish rnasalasi va shunga o*xshash masalalarni o'rganish
parabolik tipdagi tenglamaga olib keladi.

3- misol.

922 gl x-2Ysihx-22L4y 2 922 0
AX2 A Y dy2

tenglamani kanonik ko ‘rinisiiga keltiring.
Yechish. Tenglamada an =sin2x, al2 =-ysinx, a2 =y 2n

Blindan esa aj2 —anor2 =y 2sin2x - y 1sin2x = 0. Demak, tengla-
ma parabolik tipda ekan.
Xarakteristik tengl amasini tuzamiz::

sin2x(ily)2 +2ys\nxidx:dy + y2(dx)2 =0 yoki (sinxdy +ydx)1 = 0O-

\ =ymgy. n=Y almashtirish yordamida x va y o‘zgaruvchi-
lardan va1j o~garu'vchilarga o‘tamiz:
8z _dz dlI dz 50 1dz ,,0a,2x.



Oz cz | Q2 off_ GZ t x| cz .

dy dt, éy 3 dy dt, 2 5r\'
C.2 « ? _
0 Z & | dz i myseca™ +-"--ysec 27-tg” =
dx¢ (;32 cx CE, 5r] cx 1 I O | L
=10 2gechl +vZ -sec%xtg X,
4 2 2 N 2 2
§2 Z s 2z dt, ~ d2z an X dz dt, d zdx\
t

cy er2 dy £ dn dy  °2 4 3¢ Sy an2cy

=- - e — DN 4 O~
4372 tgz2 2St, eu,t?z +A22'

a2? Eli.iE 54 8§ .ysec2_><+l_3_r.secﬁ_£=
3_xey 3G2 ¢t 3r dyy 2 2t 2

3T X .34 mgec?X ( L0Z o 2X

SA2 2 dt, 37| 2  2dt 2

Hosil bo‘lgan tengliklarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

- -y2secd—sin2Xx +—y — mec2 —etg—sin2x -
~2 y 2 ?yc£ 2 gz

4R

[ 22 2 N

Aitg —+ °-z ey2sec2-ssinx——y sec2— sinx +
cc,2 2 dt 3 2 az,

P
+y* Fa’i.th§+ 2@42219 2 o2 = 0.

Qavsiami ochib chigib elementar amallarni bajarsak, tenglama
guyidagi ko ‘rinishga keladi:

AN taN-cj NN N Ff i -
5 yoi; sec22tg 2sm2x o y2 d%‘ ysecz?smx 0

yoki
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2tB(V2) tghi=i
1+ tg2(x/2)" 2 n
topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi :

Lekin sin.x =

82z _ 2 &
dn\2 +rR A

Agar (3.104)—3.107) tenglamalarda U = £/(£,,r]) funksiyani
U=e~HITwv tenglikka asosan yangi V = V(~r\) funksiyaga al-
mashtirsak, ular quyidagi sodda k.o‘rinishga keladi:

+yv+f =0, (giperbolik tip)
R 5r,2

(elliptik tip)

(parabolik tip)

Bunda vy, fiI3, a23, a3 — parametrlarga bog'lig boigan o'zgarmas
kattalik: /, =/ ee i X=-an/2; fi= -azil2.

(3.101) tenglama yechimlari ning analitik ifodasini xususiy hol-
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi-
lan topish mumkin. Agar yechimlarning son giymatlarini topish ta-
lab gilinsa, u vaqtda chekli ayirmalar, setkalar, variatsion va h.k.
usullar goMlaniladi.

Har bir usulning o'ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa-
laning go'yilishiga garab, mos usullaridan birini tanlab olish
magsadga muvofigdir.



Mustaqil yechish iichun misollar

Quyidagi tenglamalami kanonik ko ‘rinishga keltiring:

@z 5 n
371. X2 o277 +flxv> % il .
8x¢, dxdy Y dyr 0

372, ®Z 4 A _3dh _5ay ga
dx2 3xcy Sy2 ex dy

373. 1 ti. +_Ld2Z _
x2 dx2 y2dy2 "

|z
374, +2 3— +2— +6——=
dx2 dxdy dy2 dx dy

dh
375. +4 4 + A IN=<
d2  dxdy - f)p o “dy

376. 2Xy-"~ +2x2 y— =0
dx2 Sx8y dy2 dy

7- 8. Tor tebranish tenglamasini Dalamber usuli
bilan yechish

Dalamber usulida (3.101) tenglaina (3.103) xarakteristikalar yor-
damida kanonik ko'rinishga keltiriladi. Kanonik ko‘rinishdagi teng-
lamani integrallab, awalgi o‘zgamvchilarga o'tilsa, (3.101) tengla-
maning izlangan yechimi hosil bo'ladi.

Bu usulni chegaralanmagan tor tebranishi masalasida ko‘raylik:

NL=a2~ (fl=const) (3.108)
dt dx2

uUixAt=o =N (*)>
du (3.109)
it o 120

Ushbu (3.109) ifoda boshlang'ich shartlar bo‘lib, fAx) funksiya
torning boshlang‘ich holatini, / 2(x) funksiya esa boshlang'ich tez-
ligini ifodalaydi.
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(3.108) tenglamaning xarakteristik tenglamasi
dx2-a2eft2 =0 (3.110)

kc'rinishda bo‘lib, unda a\r ~a\iazi - °2>  demak, tenglama
giperbolik tipdagi tenglama. Uning xarakteristikalari

X -at =CX x +at=C2, (3.111)
u holda
£=x -at, Vvj= X +at (3.112)
almashtirish yordamida (3.108) tenglama

B2U
AE.0U

kc‘rinishdagi kanonik: tenglamaga Jceladi. (3.113) tenglamani fiksir-
langan r) da E o‘zgaruvchi b o ‘yicha integrallab, birinchi tartibli

(3.113)

~o=Qyy (3.114)

xususiy hosilali tenglamani hosil gilamiz. Bunda Q(n) — ixtiyoriy
funksiyadir. So‘ng (3.1 14) tenglamani fiksirlangan ~ da r) o‘zgaruvchi
bc'yicha integrallab,

U =<0Q + M(ri) (3.115)
ifodani, ya’ni (3.113) tenglamaning yechimini topamiz. Bu yerda
cp(0 ham ixtiyoriy funksiya, \j/(r]) = [0(r))"r). (3.115) ifodada £ va
r o‘zgaruvchilardan n: va t o ‘zgaixrvchilarga o'tsak,

U{x,t) = <p(x- at) +i|/(x +at). (3.116)

Oxirgi ifoda (3.108) tenglanraning umumiy yechimi bo‘lib,
Da/amber integrali deyiladi. Qo‘yilgan masalaning yechimini topish
uchun ¢ va Wy funksiyalarni shunday tanlash kerakki, bunda U(x, t)
funksiya (3.109) ni ganoatlantirsir». Buning uchun (3.116) da /=0
desak, (3.109) ning birinchisiga asosan

i/(jc,0)=9(X)-HV(X) =/ 1(x). (3.117)

(3.116) ning / o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasini topib, unda
f=0 desak, (3.117) ning ikkinchisiga asosan
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dia(x,0)= _Qcp, & +iiL,'(x)= /2(X)
dt
YOKI1

Bundan

-Cp(x)+\\r(x):1- \f2(z)dz +C (3.118)
*0

ni topamiz. Bu yerdax0 C = const.
(3.117) va (3.118) tenglamalarni birgalikda yechib,

<PM = {/i (r) - )a (2)fc-],
0 (3.119)

V() = {1 ()40 112(r)* +y
0

ni topamiz. Demak, (3.116) dagi ixtiyoriy ¢ va y funksiyalarni
(3.1 19) ko ‘rinishda olsak, U(z, t) funksiya (3.109) shartlarni ganoat-
lantiradi. (3.119) ni (3.11S) ga go‘ib, go‘ilgan masalaning
yechimini topamiz:

\ 1 (x-at)-+f Lref .
Flix,0 = L0z 62l | 3 eoiyaz. 3.120)

X~at

Bu formula Dalamberformulasi deyiladi.

1- misol.
_S2U
dt2  8x2
tenglamaning
du
dt i=0

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

'Yechish. Bundafi(x)=x, f2(x)=-x va a2= 1 ekanligini e’ti-
borga olit>, (3.120) formuladan
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g 2 XH :
X4 —n.--!l[l(x+t)2-(x-tf\:X-xt:X(|-o
ni tcpamiz. Demak, masalaning yechimi

U{x, ) = x{1- 1.

1- masala. Dalamber wusuli bilan tenglamaning
o0t2 exl

mYj-0= ¥
chirni topilsin.

Tech ish. Masala shartiga ko‘ra, a=1, cp(x)=x2, vj/(x)=0.
Dalamber formulasiga asosan, masalaning yechimi

i=0= O boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi ye-

n= _(_’S::‘_)_gf_(_)i'_f_t)i yok| M= )(2 +lj|_
ko‘rinishda bo'ladi.

3- masala. Dalamber usuli bilan it a28—’\ =0 tenglamaning
X

MLo = ARIC 77°=0 = sinx boshlangiich shartlarni ganoatlantiruvchi
yecliimi topilsin.

Y echish . Bunda cp(x)=cosx va i|/(x)=sinx boiganligi uchun
Dalamber formulasiga asosan

s 4 eos(x-ar)+cos(A:+ af) 1 X . 5
u(x, = 1+ smzdz
(x.y) 5 2a 3
x-at
1 - Xx—at+x+at x-at-x-at 1 x+at
=-®2 eos eos — COSr
2 2 2 2a X_a,

x+at+x-at .. X-at-x-at
2 7 2

= COSX =co0sa/ + ;sinx <in at

= cos X mosal - i-Zsin
2a

yecliimga ega bo‘lamiz.
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4 -masala. 'qZK-aZH;E/I =0 tenglamaning W, n=x(0-x) va
dtl dxL

. e ' ' boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini
Dalarmber wsdi bilan topilsin

Y ech ish. Bu masalada cp(X)= x(a- x) =ax- X2 vavj/(X) = e-}x.
Yugoridagi formuladan foydalansak,

u(x,y)la(x-at)-(x-ai)2+a(x +at)-(x +at)2]+ix+?‘te~2>zjz=

X-at

z—ax-x2-a22- lg/la e Hxa) - e3(x+a,)]
izlanayotgan yechimni topamiz.
Mustaqil yechish uchun misollar

U

an d
Dalamber usuli bilan —f = a~ tenglamaning ut"Q=/(x),

:": o = F (x) boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:
377. f(x) =x(2-X), F(x)=e x.
378. f(x) =cosx, /(x)=sinx.
379. f{x) =e~x, F(x} =sin2x.
380. f{x) =x(2 - x), F(x)=ex.
381. f(x) =ex, F(x) = 4x.
382. f { x) =cosx, /r(x) =cos2x.

383. 7r(x) =sinx, F(x) =8x3
384. f (x)
385. f{x)

sin2x, /(x) = cosx.
e7x, F(x™ =x\

386. Dalamber usuli bilan I/I|,:O:0, T\t:O =x boshlang'ich shart-

2 2

lami ganoatlantiruvchi o = 4—’&;—’\ tenglamaning yechimi topilsin.
t X
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387. «|i=0=0, ——x boisa, ¥y = al —j tenglamaning
yechimi topilsin.

388. «|E0=sinx, iii|/=0=1 boshlangich shartlarni ganoatlan-

tiruvchi —y =a2 —; tenglamaning t = — vaqtdagi yechimi topilsin.
or Sx 2a

3809. tenglamaning m/~o=0, ~ |i=0=cosx shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

390. ~ N tenglamaning t=n momentda wLO =sinx,

dt dx
du
— |0 -cosx shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

391. “"—"Z_y tenglamaning w|,=0=x , — [f=0=sinx sliartlami

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

392. 2y =a’ 2% tenglamaning «'L 0=cosx, ¥ _ginsc shart-

dt dx dt =0

lami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

393. tenglamaning «LO=sinx, — =0 shartlarni
dt dx dt /0

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

8- 8. Furye usuli

Matematik fizika tenglamalariga go‘yilgan masalalarni yechishda
keng goilaniladigan usullardan yana biri o zgaruvchilarni ojratish
yoki Furye usulidir. Bu usul boshlang‘ich va nolga teng boigan chega-
raviy shartlar bilan berilgan masalalarni yechishda samarali natija beradi.

Furye usulini uzunligi | ga teng boigan va ikki uchi mahkam-
langan toming erkin tebranish masalasida ko* raylik.

82u 2 d2u
] @121

tenglamaning
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«|1:0:]'| (*), /2)7 I‘:0: / 2(x) (3.122)

boshla.ng‘ich va

u(00=ir¢.n =0 (313
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab qilin-
gan boIsin. (3121) tenglamaning yechimini Furye usuliga ko'ra

U(x,t) = X(x)T(t) (314
ko'rinishda izlaymiz.
(3124) ni (3120) ga qo'yib, izlanayotgan X(x), T(t) funksiyalar-
ning har biriga nisbatan oddiy differensial tenglamalarni hosil qgila-
miz:

ALHXT=0, 4 = (R13)

dx2 a2

bu yerda X— hozircha no’tna’lum bo‘lgan tebranish chastotasi, bu
tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha bo'ladi:

T(t) = Ci eosA/ + C2sinX./, (310
X(x) = C3 cosa—X+C4sina—X, (3127

bunda C,, C2 C3 C4- ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlar.

U (x,t) = X(x)T(t) ftinksiya (3.123) chegaraviy shartlarni ganoat-
lantirishi uchun Ax) funksiya shu shartlarga bo‘ysunadigan, ya’ni
N~ (0)=A4/)=0 boiishi kerak. x=0 va x=1 giymatlarni (3. tenglik-
ka qo‘yib, (3.123) shartlarga asosan quyidagilarni topamiz:

C3 =0, C4sin™/ =0.
Ixtiyoriy o‘zgarmas C4*0 boigani uchun
sin-/=0
a

bo‘lishi kerak, bundan ne N uchun

;/ = nn.
Shunday qilib, tebranish chastotasi Xushbu
ol . Rpa A arm

M=, N12= 9= e J



giyinatlardan birini qabul giladi xolos. n ning liar bir giymati uchun,
demak, har bir Auchun (3.126) va (3.127) ifodalarni (3.124) ga
go'yib va CyC4, C2C 4 larning X=\.nga mos giymatlarini anva bn lar
bilan belgilab, (3.12 1) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimlari ketma-ketligini hosil gilamiz:

Un(x,0 =X,,(x)Tn(/) =¢(a,, cos™-t +bnsii\™Mt)sin~x. (3.128)

n=l ' 1 1

(3.121) tenglama chiziqgli va bir jinsli boigani uchun (3.128)
yechimlarning yig‘indisi

U[x,t)=YjuUn(x,t) =¢(a,, cos-~/ +6,sin™-/)sin™-x (3.129)
el n=\ 1 1

ham (3.121) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni ganoat-

lantiruvchi yechimi boiadi.

(3.129) yechim (3.122) boshlang'ich shartlarni ham ganoatlanti-
rishi kerak. Bunga biz anva bn koeffitsiyentlarni tanlab olish yoii
bilan erishamiz.

(3.129) yechimda va uning rbo‘yicha xususiy hosilasida t= 0 de-
sak, (3.122) shartlarga asosan ushbu

U{x,0) = sin-"x =/[ (x),
«
2 R222 | M sk = £3(%) (3.136)

n_
tengliklarni hosil gilamiz. Bundan anva bn koeffitsiyentlarni (Furye
koefiitsiyentlari kabi) quyidagi formulalar orgali topamiz:

—?}/' in-Axiz = Z\J2(x)sin~ 3.131
—7 | (X)sin- XIZX, bn _é'r'rﬁ\J/Z(X)s'n }<dx. (3.131)

Bularni (3.129) ga qo‘ysak, masalaning ushbu

U(x,l)=2¢ sin-~x(jcos \fx(O msin™d ™ +
n= 1 1 1 0 1

/
L . Tr e nnr

+A 0 Sin“T 'j/2 <S)smT ~ 0 (3.132)
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yechimi hosil boiadi. Bunday ko'rinishclagi yechim Bernulli integrali

deyiladi.
I-masala. Uchlari i=0 va x=/ da mahkamlangan torning
boshlang'ich holati u - =X (/- x) parabolam ifodalasa hamda

boshlang'icil tezligl du(dx,O) =0 boisa, uning OX o‘gidan og‘ishi
t
aniglansin.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra, cp(x) =" mx (/-x), vl/(x)=0

Tor tenglamasining yechimini (3.147) gator ko‘rinishida izlaymiz.
Qatorning koeffitsiyentlari quyidagicha aniglanadi:

ak = 4 f/(x) sin-tft =~-\(Ix -x2)-sm~-dx, bk=0.
10 1 10 1
Integra.lni boiaklab integrallaymiz:

w, =/x —x2, dv, = sin-~f-c/x,

=(/-2x)dx, v=— e0s-"";
KK |

+|8/2- j(/- Exf(cosknxli/x.
0 mw

bundan,
kK- — - f(/] —2x)cos——dx,
k,120 |
u2 = /-2x, w2 = -2dx ,
dv- =coskﬂd'x, v2 = —I s;nﬂij
| Kk k |
ak = Sh ,, , ~n fera \6h r = knx dx = __16A cos-knx
k 0

A3ii? vV o*yY
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Topilgan akva bk larni (3.129) tenglikka go‘yamiz:

t\ sr B6J1,n i t\k . kmx
u(x,t) = bilrerc) i -1\) \)COS-KE?II SIn- e
Agar k=2n bo'lsa, 1-(—DA=0, agar k=2n+\ bo‘lsa, I-(-1)*=2.
U holda

32A. 1 _COS(2M+1);|I7I/Sin_(2/7+1)rOC
no (2/3+1) / /

yechimga ega bo‘larniz.
2- masala. Uchlari x=0, x=1 nugtalarga mahkamlangan
berilgan bo‘lib, boshlang'ich holati OAB siniqg chizigdan iborat.
Agar boshlang‘ich tezlik

f2ouc, 0< X<1/2
2a(/-x), 112 < X</

boisa, ixtiyoriy r momentdagi tor holati topilsin.
Yechish. Chizmaga asosan OB va AB to‘g‘n

/2 (*) =

chiziglarning tenglamasi: o 12
nNn  2x vy Ih .
OANT =*=ey ' *m agar 0 <x <1/2;
dp «x_ 112 _ AV oo 2h(1-x )

P m/-//2 -h Y% | agal’ 1/2 <x < 1.

Demak, torning boshlangich holati

2hx
|
2A(/-*>
/

0<x<//2,
f\ (*) =
, 112 <x </

Furye usuliga asosan qo ‘yilgan masala yechimini (3.129) tenglik
ko‘rinishida izlaymiz, ya’ni

U(x,t) = 2™ancos— ¢ -+b,sin— e¢/j-sin— X

Bu tenglikdan onva £n koeffitsiyentlarni quyidagi formulalar
yordamida topamiz:
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an = -yj/ij (x)sin” exdx - JX -sin-" exdx +7 - |[(/-X) siny xdx.
0

10 1 12

Boiaklab integrallash formulasiga asosan:

n =x, dv = sin “"j-xdx

desak, bundan

K
du = dx, u -----mo—- COS— X.

U holda

r - nn . 6¢c m 1 r MK .
X *sin— XxdX = -——C0S— *X +— C0S— exdx =
J / |
Ix nn r H Nnn
---- COS----- X- 55 Sm—7——X
nn | ncy’

E>emak,

Mzﬂ% nK ., 4/2 r » nn Ah r m NN
X msm— XiIx+—=- "sin— mxt/

— in mXt/X— —  x-sm— xdX
Fnd I

a7

m 4/
= e X ’COS—tOX 4h H Nnn T
kn /

12

bn = ——f/i(x)sin-"x-ifc=-"- xs.in"x-|'&+ia f(/—x)sin-y-x mx.
| mtfi/f2

n m.a rma

Yugqoridagi hisoblashlarni aynan takrorlab,

, Sal/ mn
=-g-5- -Sin—
nna L

ni topamiz.
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Demak, tor tebranishining ixtiyoriy t momentdagi holati

U(x,1) hoos M3t X~ _gjp Mat gjphkgj, mix
% N | | 257

n_
Mustaqil yechish uchun misollar

394. Uchlari x=0 va x=| da mah-
kamlangan, boshlang”ich holati OAB
siniq chizigni ifodalovchi torning ixti-
yoriy t vagtdagi holatini boshlang‘ich
tezligi 0 bo‘lgan holda aniglang.

395. Uchlari x=0 va x=| da mah-
kamlangan torning bosblang‘ich og'ishi
nolgateng bolib, boshlang‘ich tezligi esa

il X -1 h
du cos- agar X ’le 5.
e N h
0, r
aga 2> 2

formula bilan aniglansa., torning ixtiyoriy t vaqtdagi holatini aniglang.
396. Uchlari x=0 vax=1 da mahkamlangan, boshlang‘ich holati
u=/i(x4 - 2x3 + x) ni ifodalovchi boshlang'ich tezligi 0 boigan
torning ixtiyoriy t vaqtdagi holatini aniglang.
397. Uchlari x=0 va x=3 da mah-
kamlangan, boshlang‘ich holati OAB
siniq chizigni ifodalovchi torning ixti-
yoriy t vaqtdagi holatini aniglang.
Bunda 0(0, 0), A(2, 1), B(3, 0) koor-
dinatalarga ega.
398. Uchlari x=0 va x=I da mah-
kamlangan torning dastlabki og‘ishi 0 boiib, boshlang‘ich tezligi esa

agar
du O X <f
17 ~"

0, agar M H

formula bilan ifodalansa, torning ixtiyoriy t vagtdagi holatini aniglang.
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9- 8. Sterjenda issiqlik targalish tenglamasi
Chegaraviy masalaning qo‘yilishi

I. Issiglikning chegaralanmagan sterjenda targalishi

a2—»
ot dx
-00 < X <

tenglamaning />0 ,-co<x<-k» sohada u(x,0)=f(x),

+00 boshlangich shartni ganoatlantiruvchi yechimi

u(x,t) =—L=w f(0 m-"-x)2,a2,)d\ (3.133)
-00

Puasson integrali orqgali aniglanadi.

Il. Issiqlikning bir tomondan chegaralangan sterjenda tarqalishi

A7 = 01

tenglamani {x>0, />0} sohada & (x,0) = /(x ) bosh-
ot dx
lang‘ich va «(0,f)=cp (i) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi

U0 E) = Ty */ (O C[e"GAAR) - e-r 2 maz)M 4

2
 h—w0g (i)-e"-f2/(afl2(- D)(r-Ti) 200

ko‘rinishda topiladi.
1.

(3.134)

Issiglikning chegaralangan steijenda targalishi

@ ~~5~ tenglamaning u(x,t)I . = /(x) boshlang‘ich va
ot dx

m(0,i) = «(/,0 =0 chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi yechimi

n2,
u(x,t) =Yjb,e 2 -sin-" (3.135)
«i 1

ko‘rinishda aniglanadi. Bunda b, =if/(x)sin"m]|x(;c .
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du 2 d2u .
1-masala. — =a —- tenglamaning
o rixz

uw, agar X < X< x0,

u(x,t)[=0 = fix)--
GO ) 0, agar X <X, Yyoki x >x2

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y echish . Steijen chegaralanmagan boigani uchun yechimni
Puasson integrali ko* rinishicla izlaymiz:

u(x,t) = _ L71:2* I%f a)- e-"~x)2/ <da2)™ .

Shartga ko‘ra/(_X) funlcsiya [a:,, x2] oraligda o‘zgarmas uQtem-
peraturaga, qolgan oraligda esa 0 ga teng bo'lgani uchun:

u(x, t) = M°_ mf e-<N)2/(4«20 . N
2a~Jnt  J

Bunda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

* 0\ dE, = -2asft myi.
2anJt
U holda
X~X\
2a4t 2a4t
x—4
2a 4i
ycki
u{x.1) _Uaq Jc-X[ « XX2

2a%it) \2 a4t
izlangan yechim bo£ladi.

Bu yerda ® (x) - 2 {e " dt integral Puasson integrali deb ataladi.
v 71
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2- masala. — =-74- tenglamaning r>0, />0 da w 0 =/(X) = W,
8t  dx-

boslilang'ich va uU\Q=0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi

yeclnimini toping.
Tech i sh. Sterjeri bir tomondan chegaralangani uchun beril-
gan shartlarni ganoatlantiruvchi yecliim ushbu ko'‘rinishga ega

boiadi:
(E-x)2 (i5+*)
41
II<XI0 :ih J“O
yoKki
(z,-xf (5+*r

2slKt

Birinchi integralda y-j- =11, dE, =-1ftd\x almashtirishni bajarib,

X

D iTt
W \e 4 dBl=-——= [e~"d\i = 1+-0
2%/ -n t VX 2ft
ikkinchi integralda esa = (3, dS, = 2\ftd\i deb

1-0
2ft

ga ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, yechimushbu ko‘rinishni oladi:

*<*F o»=
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3- masala. _o‘t = — (O < X</, I|> O) tenglamaning

X, agar 0< X <—,

wLo = /(*) =
) l- X, agar - <X <|

bo*lsa, boshlang‘ich va W&Q =ul& =0 chegaraviy shartlarni ga-

noatlantiruvchi yechimini toping.
Yec hish . Steijen chegaralangan bo‘lganidan, berilgan chegara-
viy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni ushbu ko‘rinishda izlaymiz:

uix,t) = Rg,e f -sin -Jllnx'
n=1
bu yerda
| ré nnx j . Nnx Zﬁ fg; 7
bn ==Y (x)¥ing%ax =y Ixsm Yok +=J-xjéinp
0 e L
2
|
M= X, du =dx
nnx nnx |2
Iy _ . NNX o ANX | - 7 2 cos™ "‘nyl |
flu —sm/—dX, V = ----cos—— < m | nn | il
2( 1/ m ix £t IWIX / /zxN 4/ . nn
IO ST T -0 = 7 7 s,nT-

Demak, izlanayotgan yechim ushbu ko‘rinishga ega:

6< M l'llsm’\re_ -sin-"™

u2 (2 fi-i-1)* t
n n(2n+\)x

yoki s (v, ) r~ e /
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Mustaqil yechish uchun masalalar
399. Uzunligi /ga teng, tashqgi muliit ta’siridan muhofazalangan

cx(1-x
va 4 0 = [(**) = _ I(: ~) boshlang‘icli temperaturaga ega bo‘lgan

birjinsli sterjen berilgan. Steijenning uchlari nolga teng temperatu-
rada tutib turiladi. Sterjenning t > 0 vagtdagi temperaturasi topilsin.

400. A.gar sterjenning nj=0 = /(x) =”"-x -sin” - boshlang‘ich
temperaturasi berilgan va uchlari issigliT<dan muhofazalangan, ya’ni

ou diu

8x x=0_ dx x=I
muhofazalangan sterjenda temperatura tagsimotini toping.
401. Agar uzunligi / ga teng, sirti issiglikdan muhofazalangan

steijenning boshlang‘ich temperaturasi

= 0 bo‘lsa, uzunligi / ga teng va sirti ham issiglikdan

/(%) =

bo‘lib, sterjenning uchlari ham issiglikdan muhofazalangan boisa,
shu steijerrda issiglik tagsimotini toping.

Quyidagi masalalarni Puasson formulasi yordamida hal giling:

402. 4 u, - Uxx, u - e&™*” 403. Ut =uxc,u =X m
t=0 =0

404. 4 u, =uxx, u sinxe
0

10- §. Laplas masalasining yechimlarini tekshirishga
keltiriladigan masalalar

Markazi 0 (0,0) nugtada bo‘lgan doiraning chegarasida biror/ (o)
funksiya berilgan boisin. Doirada va uning chegarasida uzluksiz
boiib, doira ichida Au :d—i*h--gfy\zo Laplas tenglamasini va

X y
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ur=R =/(<p) chegaraviy shartni gqanoatlantiradigan u(r, ¢p) funksiya-
ni topish Dirixle masalasi bolib, uning yechimi

«rtp) =, FI(1) —5gr

Icorinislida bo‘ladi.

1-masala. Birjinsli yupga doiraviy plastinkada temperaturaning
statsionar tagsimtini toping. Plastinka radiusi Rga teng boiib, uning
yugori gismi 1o C da, pastki gismi 0° C da tutib turiladi.

lO, agar —. <x<0,
[L, agar o < x <ftc
" in2_j2

f— -r-d-z
R —2Rcos(x—g>)+r

Yechish. Masalasrrartiga ko ra f (i) =

bolsa, temperatura tagsimoti u(r,q)=
\%
integral bilan aniglanadi.

a) yugori yarim doira (0 < (p < n) nuqgtalar uchun =1a™~
mashiirishni kiritamiz, bundan cos(r - @ = 1— ; dx = ya’ni
1+2 1+/2
t int&grallash o ‘zgaruvchisi i— dan ctgy gacha o'zgaradi.
Slunday qilib,
R CtZ—Czp—
u(r,d=i { dt = —arctg
V(R-r) +(R+r)2% i nP
tg -
/2+r cp\ R+r
arctg ir-raii) +arctg J’\rtgd:
N
= .!arctg .!...--...(.g.:!;_t_é_)..: — ]érctg_ R_t-_s
K i [R+r\ K 2™ sintP
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Bu tenglikning o'ng tomoni manfy, demak, 0< @<k da
n funksiya <wu < 1 tengsizliklariii ganoatlantiradi. Bu hol uchun,

ya’ni 0<@<n da ushbu yechimga ega bo'lamiz:

R2-r2
tg(7T- Uk) = 2 Rrsintp

yoki

u= 1_‘l:arCtg2]‘Ir$Lucp '

b) Pastki yarim doirada joylashgan nugtalar uchun (jt < < 2n)

2]

ctgzli’\ =t 0‘miga qo'yishian foydalanamiz, bundan cos(x-cp):—+1
.

3 Zdt .. .. ;\ <p\
“T- >vyangi integrallash o‘zgaruvchisi t esa ™-ctg-J dan

tg-y gacha o‘zgaradi. U liolda ¢ ning bu giymatlari uchun ushbuga
egamiz:



1 (RI-r2) .
= — arctg---------=-2 < <
. narCtg i/frsincp’ K< P< 2K

O‘ngtomon musbat (chunki sir»9 < 0), shuning uchun 0 <un <Y.

M ustaqil yechish uchun masalalar

Doira ichida Laplas tenglamasini ganoatlantiruvchi va doira che-

garasida I/Ir_1 I(cp) funksiyaga teng boMgan garmonik funksiya
topilsin.

405. /(tp) =cos2(p 407. /() = cos49-
406. /(cp) =sin3 408. /(¢ ) =sin69 + €056 ¢h.
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L
2.
3.
4.

5.
6.

7.

8

10.
11,
12.

14

y —4 =2Ce x .
iln 2y Intg(f+0

sinycosx = C.

K

—arctgx
y=¢€
y = arccos e .
250>+ 1) =x2+ L

2(x- 2)=1In2y.

2sin X m~ Inltg”j = C.

yr C
2X 2y =—

32
y = Intg(chx + C).

arctgx2 + 2arctgyl=y .

=C.

Inlx +y 1+
1 1 x+y

y = 2xarctgx.

COSZ
Cx=c¢e X.

y2 =Cxe” -.

y2 = 4x.2InCx.

1+s\n(y/x)= Cxcos{y/x).
y7=x2\n Cx2.

. X+2y+5In|x+y - 3 =C
. X2+y2+xy+x—y= C[,Ci=C2-
. 3x+2>>—4+21n|x-fy- I|=0.

X2+Xy—y 2—x+3y=C.
X2+2xy —y2—4x+8y—C.
y=tgx— +e_tsx .
y=chx(shx+ Q.

JAVOBLAR

27.

28.

29.
30.

31. y=

32. x=

45,
46.
47.
48.
49,
50.
. X2+Iny=Cx3; x=0.
52. Ji=00sj; X&in>* -j cos2>tC.
53.
A,
55.

56.

57.

y=i/l—+2 —{arcsinx)2-t/1-]

;t=x(sinr+C).

y=e-x\x 2/2 +C).
cos.x(x+ 0 /( 1+sinx).
1

X In(C/x)
1
In v-t-1-Cy '

. y-113=Cx23—3/7
34.
35.
36.
37.
38.

39.

40.
41.
42.
43.

)(C-x).

' 4=x3(e'+C).

y=secx/(x3+ 1).

N i/LKh+Q1-
extxy+xsiny+e>z=

e i-x 24xy—x=C. C=Ci+l.

e*(jcsiny+ycosy—siny)=C.

Ix2y —yi =C.
x2~3x32+y4=C.
4-ylnx+y4=C.
5x2y —8xy +X + 3y=
r3+x3lny~y2=C.
x2c0s2y +y2=C.
\i=\/x2A x+y/x=C.
\jL=\/y,xy-\ny=Q.
2x+In(r2j>2)=C.
IXiyi-3x2=C.

)x3.

C.

C.

N=e-2%- y2=(c~2x)e2x.

H=lfsiiry; x/siny+x3-C.

L=e~Y; e~ycosx=CJx.

y = —pr; y=0, j*=i.

COS  X+-my
2

~_gSin(r+Q)j

y=—

+C .



58.

59.

60.
61.
62.
63.
64.

65.

66.

67.

68.

69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.

80.

8l.

82.
83.

84.
85.

X=-"~P+ f7 :
2 (p-\y (H)-
y=8%y =x+\.

y=CxJr-~ , 4>3=27x2.

x=Cp2eP, y=C(p+l)eP; ,y=0.
3Cy=3C&+(C-3)2; r2-H4>-=I2x.
2Cy+x2=C2.

XJANCAx+C; 4xy=—1L
>2=2Cx-C2; y=#X.

y=Cx+jIncC, 2.y+I+In(-2x)=0.

y=jc2+ C.

(y—osx-QCve™2— =0.
y=(C+x)2.

y=sin( CxX).

)m=Cx2- 1/C.

y=e<tx.

i12=(x+C)3.

>-+x=(jc+0 3; y=—.
(X+Q2+y2=1; y==I.
y{x+Q2=\;y=Q.
(y—x)2=2C(x+y)—C 2;y=0.
(x-1)43y»/3=C.
y2(I-y)=(x+Q2zy=l.

- 2 np2.
X p%-l >y:_/>%_| np2 -1 +C.

X=lnp+—,y=p-Inp+C.
P

X:p3+ 4y=3/+2p2+c-

x=pjjr +1”y =(2p2- \hjp2+\ +C
X =3p2+2p+C,y =2p3+ p2,y =Q
x =2arctgp +C,y = In(1+ />2), y=Q

86.

87.

88.

89.

90.
91l
92.

93.
94.

95.

96.

97.
98.

99.

Vp+T-i

= Inlfjj: - In
|/ Ip+14

-3-Jp+\+C,

y =px(1+ p)2>'=4-
x=ep+C,n = (/>-1)ejf,,y=-1I.

X =2 2alp2-1 + arcsin 4 + C,
\p\)

y = +*PyP

X =%(n

i NL— /») + ¢,

y =+J\~~p),y =0.

y=(C+Jx +1 )2; maxsus interal
y=0.
x=Ct2—2t3,y=2Ct—3t2, bunda
t=\/p.
Cy=(x—C)2, maxsus intervallar
y=0va y= —4x.
(Jy +<Jx -+1)2=C, >=0.
/)-In/n-C

(P-D2

=In/H-C, y= yfp (4 —np—L);
y=0.
X=C(p-\)-2+2p+\,
y=Cp2(j>-\)-2+p2\ 0O ; y=x~2.
xp2=p+C, y=2+2Cp~\—Irip.
y= Cx~In C\ y=Inx+I.

Cx—€ 2; maxsus integral y = LZ .

100.y=Cx~a'~T maxsus integral

Xx2+y2—az2

101. y=Cx+—r ; maxsus integral

y=1,5x3__
102. =V I-jc2.
103. y=Cx~eC.
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104 y=Cx~C2.

105 C 3=3(Cx-y); 9y2= 4x3.

106 2 C Ay—Cx)=1; 8y3=27x2.
>

107 y=Cx+C22I;y=1-— .

108. y

109 y =

110.

111y

112
113. y
114. y
115.

116.

117.

118. v

119. y
120. y

—+X - -Ly =X

121,y -

122.
123. y

146

c +a\e 2 dx
20x3+H 2

+ X
3C+x
X
— +X,y =X
3Ce 2H
2X
2x

2Ce 5+

+XY =X

2L x4 +1x? + L coskr.
48 8 <2

XCOSX —3sinx + X + 2X.

Inlsin X\ + gx2+ ¢ +c3.

Sjsin X o+ CjX o+ el
-(x +3)ed +7-r2+3.

3Inx +2x2- 6x + 6

124.y = 1- cos 2x.
125.y = C|X + xarctgx - InVI +x:2+ C2.

126.y = C|X+ { - In|cosx| —umumiy
yechiin, xususiy yechim esa
y = -Injcosxj.

127.y = x(l X))+ c\x2 +c2x + 3.

128.y :cosx+éqx3+’\2-c2<2+c3x+ 4.

129.y = -Inlsin x| + gx + c2.

130.y = e, (x-2)+clx +c2.

131y = | sin2x + —x + 6.
YT 2

132,y = —+c, Inx +c2.

133.y = gsinx - x-*-sin2x + c2.
134.y = gx(Inx - 1)+ c2.
135.y =ex(r-1)+ck2+c2.

136.y = c2-t--jL.arctg-"=r.
Vci Vai

137.y = (arcsinx )2 + ¢, arcsin x + c2.
138.y = +4 (gx + fl2)? + cx + 3

139.y = (+-cfIn|l + ¢ x| G X+ Q.

140.y = C—l—c—|n|l + gx| + c2.



141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.
153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

=c,(x- e X)+c2.
y =N -/ - +clarctg* + c2.
y =c2-c, COSX —SK

y:_

+C, 1n|x|-bc2.

Y = (3x4 - 4x3 - 36JX2 + 72X + 8)/24.

y = (X2+c\)arctg— +c,x +c2.

y=x1+y (XV1l- x2 +arcsinx)+c2
Y = c\x+ c2.

y 3+ C\y-b c2 = 3x.

ctgy - ¢x = C2.

y 1nj2y +3] = gx + c2.

XHQ
y = ex+td

In[q(y +1)-1] =c1(x +c2).
c2y +1 =+eh(C|X -t- c2).
y3=c,(x + c2)2,

= C.

y =X
c0s—
a
s-tuieS -1+ Z¥
K2 K

y = (qx-t- c2)2.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

gy2 = 1+ (CX+c2)2.
4(qj>-1) = (gx +c2) 2.

Inly| = ge* + c2e~x.

x= Vy-yc, In(2VT7+c, )+ c2.
y = c2e”X.
yjy2+c2+c2\ny+Jy2+c2 =
=+(-y2+2c} X+ 3c2).

y=c2x+c3+ 4 (ctx+ a2)5/2.
15¢)-

y=—nl- x|.
y = QeCX .
Inc2y = 4x52 +c{x, y =0.

y = c2(x + Vx2 + 1).

y2 = CX3 + c2.
G
y= e x.

y=C2|x|C|_2InW
X-- (x -c,) 1.

y = c(Ingx)2.

1nly) =Injx2-2x+C]|-i-J- Zuix
(x-1) +c2-1

4cj y2 =4x + x(q Inc2x)2.
147



178. y = -x In(c2Incji), y = ex 202. y = q +c2x + c3ex +cdxex.
179. y = C2 —H(q -C 2X:)Cth. 203 y:(qeu/\ 2+qq|\’y\/2)cw(v\l22)_+_
180. y =y X In2X + cljcInx + c2x +(gexals2 +cde-x™ 12)sin(W2/2).

181. y = g sinx + c2sin2X. 204. y =¢ cosx+q Sim:+3cos2x+e4sin2x

182. Tashkil etadi. 205. y =qge_X+cx x

183. Tuzib bo'ladi. 206. y = (gx 4 q)eax

184. Chiziqli erkli emas. )

185. Chiziqli erkli. 207. y=¢€ X(q COS2X + q SanX).
186. Chiziqli erkli. 208. x(t) =qe3 +qQe-".

187. Chizigli erkli - [
izigli erkli emas 209. x(t) = q cosco/ +c2sina.

188. y = cje~2x + c2ex .

210. s()=q+qge <.
189. Chiziqli erkli. y =q +c2elx .

211. y =4e~3x -3e" 2x.
190. Tashkil etadi. y=e (ccosx+c;sinx).

212. y = xe5x.
191. y2=ex va y = Ccxe~X + c2ex.

213. y= ,exCcos3X.

192. y =cjex +c2e3x. 3

193. y = (q -+ c2ar)e2n. 214, y=i°(5-2e-3<).

194. y = e2x{/1 cos3x + A£sin3x). 215. y ="2sin3x

195. y = cje2x +c2-2x—Ach2x+5sli2x.  216. y =sinjf 4%CCBX.

196. y =*cos2x+/Esin2x = osin(2x+cp).
217. y =2sin-i-.
197. y = q + ge-4"

198. y = qe2* + c2ex . 218. Yy =3ex-<TX.

199. y = q cos5x + c2 sin5x. 219. Y=e~"(cos/ + 2sin/)-
200. y =q + gex. 220. y = (gX-bc2)ex + e
201 y = (q -bcX)e2x. 221. Y= GEX+ @X-2x3-3x.
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222

223-

224.

225.
226.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

239.

y =qge x +c2e~x +H0,25/2008! N —2x
y =cicosx +c2sinx +x +e

-3x- 1
y =CXx+ c2e +§ ~X

y= e'i%elcosx+czsinx)+x2 -8x:-b7.
y =Qge2*+ (2 -x)ex.

y=q +cX+ (3 +Xx)e Xx+x3- 3x2.
y = gex+c2e 2x - XN +X+1,5).

y=qe2*+c2Xu i (5c0s3X-sin3X).
y=(gx +c2¥% x+-en
y=e 2(qcosy +025in%)-

-6C0S2Xx+8sin2xr.

X X
y=0e2 +cxz 2 - x\

y = /Me5* +22e3X +ex).

y =-x{x +2)e4x.

y = —=€0SX +4SinX— C0S3X.
y=4e2- x- 4.

V= gsin 2X - I(xcost -1).

y :E(A'X - Tt)sin 2x.

240.
241.

242.

243.

244,
245,

246.

247.

248.

249.

250.

251.

252.

253.

254.

255,

256.

257.

258.

y = xchx.

y=e2l(5c0s2Y-sin2c+-6sinx-5cosx).

y. O,
X
y = OX" + cx

y = x 2(q +c2 Inx).

y = cos(Inx) + c2sin(Inx).

v =42 +qx—l +c2.

y = qx1+cz<‘9-lnx +3}.

y =x(q cos(Inx) +c2 sin(Inx)).

y =clx+c2j +-(91N2X+241nx+26).

y = q cos(Inx) + 2sin(Inx) -
-ySin(21nXx).

y = X +c2x2- 4XIn X.

y =~ic\+c2Inx +n3Xx).

y =X2(-¢*3+Cix +C2).

y =-jx + q cos(Inx) 4 c2sin(In x).
y =(Qgx +cXx'l +¢c33.

Y= ox (In2x +2Inx -+2).

=1x® - L x’Inx.

In2
, X X X
y &t > o rae
= e 2
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259

260.

262.

263.
264.

25

oy =y M W =|e* B}
¢ ) _1[41+1‘~2

41
o L)ve ~No(-1fx2t
y—cO v -—+CE:E)SFTM1)
A 2741

(_1)" ,y4/.+1

y= E:O4-5-8-9...4n(4n+l)

32 173
y=1l+a+ o g3
X126
y =2+ 24

3 4
y:\_+)-(+ X_+ix +

266n =4 (1-2.8,. %8

267.

268.

269.

270.

27 1.

273.

150

3x2 8>G 34)(4
y=l+x+—
y = x—2x2—é< 3+, 4—21 5-.
X =3 cos3i -3c2sin 3,
y =c2c0s 3L+ sin3.
x(t) =cxe’ - ce~" +t- I,
y(?) = oe' +ce~ —t+ ],
X(t) =t+cicos2/ + @sia?/,
y(t) = 14c sin2t- c2cos2t.
X(t) = e~2'(\ -2t),
y(t) =e~2,(I +21).
x(t) =t2 +1 +cje2r +c23r,
y(t) =t h 1+ 2cje2".

274.

275.

276.

277.

278.

279.

280.

281.

285.

286.

287.

x(x) =(sint - 2cost)e ",

y(t) =e~" COS/.
Ix(t) =e'.
ly(O=¢"-e2

X(t) =c| +c2A+c3t2,

y(t)=-(q +2cJt- 12-3 +ck

X(t) o
N N -0
yo=Ye  t .
IX(0 =ce~" +c2e-3,
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