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< u v  ¿ A L U
S O ‘ZBOSHI

0 ‘zbek tiliga davlat tili m aqom i berilishi munosabati bilan oliy 
o‘quv yurtlarida o ‘zbek tilidagi o ‘quv adabiyotlarining yetishm ov- 
chiligi sezilib qoldi. Shu m unosabat bilan darslik va o'qiiv q o ila n -  
malar yaratishga ehtiyoj paydo bo‘ldi.

«Ta’lim to‘g‘risida»gi Q onunning va yangi davlat ta’lim  standart- 
larining qabul qilinishi darslik va o ‘quv qoilanmalarga yangi talab- 
larni vujudga keltirdi.

Ushbu o ‘quv q o ‘llanma od d iy  differensial tenglamalar mavzulari 
bo‘yicha amaliy m ashg‘ulot darslari uchun m o‘ljallangan. Kitob uch 
bo‘limdan iborat b o iib , I A .. Gafarov tom onidan kitobning kirish 
qismi va birinchi tartibli differensial tenglamalarga bag‘ishlangan  
birinchi boiim i yozilgan. Ikkinchi b o iim  Y.P. Oppoqov tomonidan  
yozilgan boiib , yuqori tartibli tenglamalarni o ‘z ichiga oladi. 
N.Turgunov tomonidan yozilgan uchinchi boiim da differensial teng- 
lamalaming boshqa asosiy tushunchalari bayon etilgan.

Har bir mavzuda qisqa nazariy m aium otlar va foydalaniladigan 
asosiy formulalar hamda nam una uchun tipik m isol va masalalar 
yechimlari bilan k o ‘rsatilgan. Mustaqil yechish uchun ta’vsiya qilin- 
gan misollarning javoblari keltirilgan.

ICitobdagi masalalar, asosan, o ‘zbek va rus tilidagi mavjud ada- 
biyotlardan olingan, ayrim masalalar mualliflar tomonidan tuzilgan.

Texnika oliy o ‘quv yurtlarida oliy matematikaning «Operatsion  
hisob elementlari» hamda «M atem atik-fizika tenglamalari» b o ‘lim- 
lariga ajratiladigan soatlarning kamligini e ’tiborga olib , III bobga 
yuqoridagi ikki b o iim n i ham  kiritishni lozim deb topildi.

0 ‘quv qoilanm adan uni'versitetlar nomatematik mutaxassisligi 
hamda texnika o liy  o ‘quv yurtlari talabalari foydalanishlari mumkin.

Mualliflar qo‘lyozmani diqqat bilan ko‘rib chiqib, uni yaxshilash 
yuzasidan fikr-mulohaza bildirgan Namangan M uhandislik-peda- 
gogika instituti v a  ushbu institut «Oliy matematika» kafedrasining 
a’zolariga minnatdorchilik bildiradilar.

Kitob to‘g‘risida bildirilgan fikrlarni mualliflar mamnuniyat bilan 
qabul qiladilar.
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K I R  I S  H

1- ta ’r if. Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi x, noma’ - 
lu m  y = f ( x ) funksiya va uning y', y " , y (n) liosilalari orasidagi 
b og lan ish n i ifodalaydigan tenglamaga aytiladi. Differensial tengla­
m a  umumiy holda quyidagicha yoziladi:

1- § . D ifferensial tenglamalar haqida umumiy tushunchalar

Agar izlanayotgan funksiya y=f(x)  bitta erkli o ‘zgaruvchining 
funksiyasi b o ‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy differensial 
tenglama deyiladi.

Um um an, noma’lum funksiya ko‘p argumentli b o igan  hollar 
ham  tez-tez  uchraydi. Bunday holda differensial tenglama xususiy 
hosilali differensial tenglama deb ataladi. Biz faqat oddiy differensial 
tenglam alar bilan shug‘ullanamiz.

2- ta ’r if. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada qat- 
nashgan hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, (y ')2 + 2 y '  + x y3 = 0  tenglama birinchi tartibli differ- 
ensial tenglamadir.

Mana bu (y")2 + ay' +by + cosx  = 0 tenglama esa ikkinchi tar­
tib li differensial tenglama.

3- ta ’r if. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb, 
differensial tenglamaga qo'yganda uni ayniyatga aylantiradigan har 
qanday y = f ( x )  funksiyaga aytiladi.

Masalan, ushbu tenglama berilgan boisin:

F { x , y , y ' , y \ . . . , y ^ )  = 0
yoki
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y = sinx , y =  2 c o s x , y  = 3 s i n x -  c o s x  funksiyalar, um um an,

y = C, s in x ,y  = C2 c o s x  yolci j = C ,s in x  +  C,cosx ko‘ rinishdagi 
funlcsiyalar C, v a  C2 o ‘zgarmas miqdorlarning har qanday qiymatlar- 
ida ham berilgan differensial ten g lam an in g  yechimi bo‘ladi. Buning 
to‘g‘riligiga ko‘rsatilgan funksiyalarn i berilgan tenglam aga qo‘yib 
ko‘rib, ishonish mumkin.

l-m asala. M assasi m b o lg a n j is m  u(0) = v0 boshlang‘ich tezlik  
bilan biror balandlikdan tash lab  yuborilgan. Jism tezligining o ‘z- 
garish qonunini toping.

Nyutonning ikkinchi qonnniga k o ‘ra: ~ F , bu yerda F  —

jismga ta ’sir etayotgan k u ch larn in g  y ig ‘indisi. Jismga faqat ikkita 
kuch ta’sir etishi m um kin, deb hisoblaylik: havoning qarshilik kuchi
Fx =  -k v ,  k > 0  , yerning tortish  k u ch i F2 = mg. U  holda ushbu

differensial tenglam aga kelam iz. B u  differensial tenglam aning  

u (0 )=  v0 shartni qanoatlantiruvchi y ech im i

ekanligini bevosita o'rn iga qo‘y ish  b ilan  tekshirish qiyin em as.
2 - masala. H ayvonlarning biror tu r i o ‘zgarmas muhitda alohida 

yashasin deylik. U rchish v a o i i s h n in g  davriyligini hisobga olm ay, 
ko‘rilayotgan tur individuum lari sonining o ‘zgarish qonunini toping.

Masalaning shartiga k o ‘ra vaqtning berilgan kichik intervalida  
urchish va o lish lar  soni b er ilgan  individuumlar soniga proporsional 
boiadi. N  individuumlar son in in g  o‘s ish i ko‘rilayotgan intervalda NQ 
soniga proporsional b o i ib ,  b u  o ‘sish  interval uzunligiga ham pro­
porsional b o iad i. Shunday q ilib , funksiyani uzluksiz va uzluk- 
siz differensialanuvchi d eb  qarasak, ushbu

2 - § .  D iffe ren sia l te n g la m a g a  olib keladigan 
b a ’zi b i r  m asa la lar

m ^ -  = m g - k v  (k > 0)
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—jp~  = s ■ N(t), N(t0) = N0 > 0

differensial tenglamaga ega bo'lamiz, bu yerda s -  proporsionallik 
k oeffitsiyen ti (« o ‘sish» koeffitsiyenti). Urchish qonuni differensial

ten g lam a  bilan berilgan funksiyaning ko‘rinishi N(t )  = N0 ■ el°~ro) 
e k a n ig a  ish on ch  hosil qilish qiyin emas. Bundan kelib chiqadiki, 
vaqt arifm etik progressiya bo‘yicha o ‘zgarsa, individuumlar soni ge- 
o m e tr ik  progressiya b o ‘yicha o ‘zgaradi. Agar s > 0 bo‘lsa, N(t) 
o ‘sadi; agar e <  0 bo‘lsa, N(t)  kamayadi. e =  0 bo‘lganda N(t) 
o ‘zgarmas b o ‘lib , urchish o'lishni to'la qoplaydi.

3 - masala. Massasi m boigari moddiy nuqta to‘g‘ri chiziqli hara­
k at qilm oqda. U ning harakat qonunini toping.

Har bir momentda G nuqtadan koordi- 
x G nata boshigacha bo‘lgan masofa x  b o ‘Isa,

0 m ^  nuqta tezligi x  (x  =-^J  boiadi.

M oddiy  nuqtaga ikki tashqi kuch: ishqalanish kuchi -  bx, b > 0 
v a  taranglik kuchi —kx, k  > 0 ta’sir etadi deylik.

N yu ton n in g  ikkinchi qonuniga asosan G nuqtaning harakat 
q[onuni

mx = -  bx -  kx
b o ‘la d i. Bu ikkinchi tartibli differensial tenglamadir. Agar moddiy 
nu q ta  dvigatel b ilan ta ’minlangan bo‘lib, dvigatelning G nuqtaga 
t a ’sir kuchi /" b o isa , u holda G ning harakat qonuni

mx = -bx - kx + F

b o ‘lad i. K o‘pincha F  miqdor |.F| < F0 = const munosabatga bo‘y- 
sunadi.
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B IR IN C H I  T A R T IB L I D IF F E R E N S IA L  
T E N G L A M A L A R  

1- § . Birinchi tartibli differensial tenglamalarga doir umumiy 
tushunchalar

Birinchi tartibli differensial tenglama

I  B O B

ko‘ rinishda bo‘ladi. A gar bu tenglamani y ' ga nisbatan yechish m um -  
kin bo‘lsa, uni

ko‘rinishda yozish nrumkin.
Bu holda differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan deyi- 

ladi. Bunday ten g la m a  uchun quyidagi teorem a o ‘rinli bo‘l ib ,  bu 
teorema differensial tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi 
haqidagi teorema deyiladi.

Teorema. Agar y '  = f { x , y )  tenglamada f (x ,  y) funksiya v a  un-

dan y  bo‘yicha o lin gan  —  xususiy hosila jcOy tekislikdagi (jc0, ,y0)

nuqtani o‘z ichiga o luvch i biror sohada uzluksiz funksiyalar b o 'lsa , 
u holda berilgan tenglam aning x=x0 b o iganda y= yQ shartni q an oat-  
lantiruvchi birgina y = (p(x) yechimi mavjuddir.

Bu teorem a geom etrik  nuqtayi nazardan grafigi (x0, y0)  nuq- 
tadan o ‘tuvchi birgina y=cp(x) funksiyaning mavjudligini ifodalaydi. 
Teoremadan (1.2) tenglam a cheksiz ko‘p turli yechimlarga ega ekan- 
ligi kelib chiqadi.

x=x0 b oiganda y  funksiya berilgan y0 songa teng bo‘lishi kerak, 
degan shart boshlang ‘ich shart deyiladi. Bu shart ko'pincha

F( x , y , y ' )  = 0 (1.1)

y ' = f ( x , y ) (1-2)

4 = x 0 = J'o (1 .3)

ko‘rinishda yoziladi.
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1- ta ’r if .  Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy 
yechim i d e b  bitta ixtiyoriy C o ‘zgarmas niiqdorga bog'liq bo‘lgan 
hamda quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi y  =cp(x,C) fimksiyaga 
aytiladi:

a) b u  f u n k s iy a  d ifferen sia l te n g la m a n i C  o ‘zg a rm a s m iq d o rn in g  
h ar q a n d a y  a n iq  q iym atid a  q a n oatlan tirad i;

b) x ^ c 0 bo‘lganda y=y0, ya’ni y\x=xo = y0 boshlang‘ich shart 
har qanday boLlganda ham C miqdorning shunday C=C0 qiymatini 
topish m um kink i. bunda y  = q>(x,C0) fimksiya berilgan boshlan- 
g ‘ich shartni qanoatlantiradi. Ushbu holda x0 va y 0 qiymatlar x  va y  
o ‘zgaruvchilarning o ‘zgarish sohasining yechim mavjudligi va yago- 
naligi haqidagi teoremaning shartlari bajariladigan qismiga tegishli, 
deb faraz etiladi.

Biz differensial tenglamaning umumiy yechim ini izlashda ko‘- 
pincha y  g a  nisbatan yechilmagan

<E>(x,y,C) = 0
ko'rinishdagi munosabatga kelib qolamiz. Bu munosabatni y  ga nis­
batan y ech sak , umumiy yechim ni hosil qilamiz. Am m o y ni
cp(x, y ,C )  = 0 munosabatdan foydalanib elementar funksiyalar hi­
lan ifoda etish  hamma vaqt ham mumkin bo‘lavermaydi. Bunday 
hollarda u m u m iy  yechim oshkormas ko‘rinishda qoldiriladi.

U m u m iy  yechimni oshkormas holda ifodalovchi í> (x ,y , C)  = 0 
ko‘rinishdagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi. 

M isol. Birinchi tartibli

&_ = _y_
dx x

ctenglam a uchun y =  — funksiyalar oilasi umumiy yechim  b o ‘ladi:
X

buning to ‘g ‘riligini y funksiyani tenglamaga qo‘yibtekshirish mumkin.

2- § . 0 ‘zgaruvchiIari ajralgan va ajraladigm tenglamalar

U shbu M(x)dx+N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga o ‘zgaruvchi- 
lari ajralgan differensial tenglama deyiladi. Uning o ‘ziga xos tom o- 
ni shundaki, dx oldida faqat x ga bog‘liq k o ‘paytuvchi, dy oldida



esa faqaty ga b o g liq  ko'paytuvchi turadi. Bu tenglamaning yechi- 
m iuni hadma-had integrallash y o 'li bilan aniqlanadi:

í  M(x)djc +  | A r(y)dy =  C.
Differensial tenglam aning oshkorm as holda ifodalangan y ech im i  

bu tenglamaning integrali deyíladi. Integrallash doimiysi C ni yechim  
uchun qulay ko'rinishda tanlash m um kin.

1- misol. tgxdx — ctgydy =  0 ten g lam an in g  umumiy yech im in i 
toping.

Y e c  h i s h . B u yerda o'zgaruvchilari ajralgan tenglamaga egam iz. 
Uni hadma-had integrallaym iz:

Jtgx dx -  jctgjy dy — C yoki — ln|cosx) — ln|siny| - - I n C .

Bu yerda integrallash doim iysi C n i  —InC , y a ’ni C =  —InC  orqali

belgilash qulaydir, bundan ln sin y - cosx =  In C yoki siny • c o s x  = C  
umumiy integralni topamiz.

Ta’rif.
y ' = / ,( -x ) /2(j)  (1.4)

ko'rinislidagi tenglamalar o‘zgarm chilari ajraladigan differensial teng- 
Icmalaráeb ataladi, bu yerda f ( x )  va f 2(y) — uzluksiz funksiyalar.

(1.4) tenglam ani yech ish  u c h u n  unda o£zgaruvchilarni ajratish 
kerak. Buning uchun (1.4) d a  y ' n in g  o ‘rniga dy/dx ni yozib , teng­
lamaning ikki tom onini / 2(y) *  0 ga  bo'lamiz -va dx ga ko‘paytiram iz. 
U holda (1.4) tenglam a

-jQ p ¡ = A  (x)dx  (1.5)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglam ada x  o ‘zganrvchi faqat o ‘ng tom on -  
da, y o ‘zgaruvch isi esa chap  tom  onda ishtirok etyapti, y a ’ni o ‘z-  
garuvchilar ajratildi. (1.5) ten g lik n in g  har ikki tomonini integrallab,

í 7 ^ =íyi<x№+c
ekanligini hosil q ilam iz, bu yerda C  — ixtiyoriy o ‘zgarmas.

2- misol. y '  =  y /x  tenglam ani yeching.
Y e c h i s h .  Berilgan ten g la m a  (1.4) ko‘rinishdagi tenglam a, bu 

yerda /j(x) =  \ / x  va f 2(y) =  y.  0 ‘zgaruvchilarni ajratib, ~ ~ ~ ~ ~



tenglam ani hosil qilamiz. Uni integrallab = f—  + InC , C > 0
J y J I

yok i Iny =  ln x  +  InC va bu tenglikni potensirlab. y  =  Cx umumiy 
yechim ni topam iz.

Faraz qilaylik, y = Cx umumiy yechim danx0= l ,  y = 2  boshlan- 
g ‘ich  shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechim topish talab qilin- 
yapti. Bu qiymatlarni y  = C ■ x ga x va y  laming o‘rniga qo‘yib, 
2 =  C-1 yoki C=2  ni topamiz. Dem ak, xususiy yechim y=2x ekan.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

1. x(y2 — 4)dx +  ydy  =  0.
2. y 'cosx  =  y/\ny, j(0 )=  1.
3. y ' =  tgx • tgj.
4. (1 +x2ydy +  ydx — 0,};(1) =  1.
5. ln cosjv i/x  + x tgy d y =  0.

6. ^ + e y = 0 ,  y (l)=0 .

7. y / y '  =  lnj/ , y{l )  = 1.
8. y ’ +  sin (x  + y) =  sin(jt -  y).

9. Xy] 1 + y 2 dx +- yyl 1 +- x2 dy =  0 .
10. y ’ =  2 x~y, j ( - 3 )  =  - 5 .
11. y ' — sh (x  + y) •+ sh(x — y).
12. x ( y  +  1 )dx +  ^ (x 4 -I- 1 )dy, y(0) =  1.

3- §. B ir  jinsii va bir jinsliga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Birinchi tartibli bir jinsii differensial tenglamalar

1- ta’rif. Agar ixtiyoriy A. uchun
/(A x , Ly) =  A,nf (x , y)

ayniyat o‘rin li bo‘lsa, f(x,  y) funksiya x  va y  o'zgaruvchilarga nisba- 
tan  n- o ‘Ichovli bir jinsii funksiya deb ataladi.

1- misol. f ( x ,  y) = >/x3 -i- y3, funksiya bir o ‘Ichovli bir jinsii funk­

siya , chunki f  (Ax, Xy)= \](Xx)3 + (Xy)3 = X^jx3 -+ y3 = l f ( x , y ) .
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2- m iso l./(X  у ) =  xy — f  funksiya 2-o‘lchovli bir jinsli funksiya, 
chunki J(Xx, Xy) =  (Xx) ■ (Ax) — (Xy)2 =  X2(xy — y2) =  X2 f ( x ,  y).

difïerensial tenglam a x  va y  go. nisbatan bir jinsli differensial tenglama 
deb ataladi (agar f ( x ,  y) funsiya x  va y  ga nisbatan 0- o 'lch o v li bir 
jinsli funksiya bo‘lsa ).

Bir jinsli differensial tenglamani yechish. Faraz qilaylik, (  1.6) bir 
jinsli differensial ten g lam a berilgan bo‘lsin, u holda shartga ko‘ra

f(Xx,Xy) = X°f (x: , y ) -  Bu ayniyatda A. = l  deb olsak, f i x ,  y ) =

f  ( l,-H  ni hosil q ilam iz. Bu holda (1.6) tenglam a quyidagi ko‘ri-

(1.7) ga qo‘yib, u + —  x =  f ( \ , u )  yoki у (1 ц̂)_м = ~  ten g lik n i

hosil qilamiz. Bu e s a  o ‘zgaruvchilari ajralgan differensial ten g lam a-  
dir. Integrallab quyidagini topamiz:

3- misol. f ( x , y )  = - — —  funksiya 0- o ‘lchovli bir j in s li funk-
xy

siya, chunki

2- ta’rif. B irinchi tartibli

^  = f ( x , y )dx
(1.6)

nishga keladi:

(1.7)

(1.7) da и = — , ya’ni у  =  и ■ x  almashtirish bajaramiz.

U holda —  = и + — ■ x  n i  hosil qilamiz. Hosilaning bu ifodasini
dx dx

•i du  ̂ . du dx



Integrallarni topgandan so‘ng u o ‘rniga L  ni qo‘yib, berilgan
X

tenglam aning integralini y  = y(x,  C ) ko‘rinishida topamiz.

4- misol. = 'x2 'yi tenglarnani yeching.

Y e c h i s h . Tenglamaning o ‘ng tomonidagi funksiya 0-o‘lchovli 
b ir jin s li funksiya bo‘lgani ~uchun tenglama bir jinsli differensial

tenglam a, shxming uchun — -  u almashtirishni bajaramiz. U holda
X

y= ux, = u  + x ■ — . Bularni tenglamaga qo‘yib u + x ■ = —̂ r
dx dx dx l -ul

yoki x ■— =  ———a- va o'zgamvchilarni ajratib, ) du = ^_ ya’ni 
dx l-u 1 x

y  -  du =  tenglamaga kelamiz.

Integrallash natijasida — iT-ln|&| = ln|x|+ln|Cl yoki — \r-]n\wc(\
lir 2ir 1 1

m unosabatlarni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikda u o ‘rniga — ni qo‘-
X

x 2
yib , “ y r  = InlCxl tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ko‘- 

rinib turibdiki, y  ni x orqali elementar funksiyalar yordamida ifodalab 

bo'lm aydi. B iroq x  ni y  orqali ifodalash nvumkin: x =  y j-2 ]n \C y \.

Bir jins li tenglamalarga keltirilaiigan differensial 
tenglamalar

dy _  ax+by-\-C
dx a\X+l\y+Cx (1-8)

k o ‘rinishdagi tenglamalarni birjinsli tenglamalarga keltirish mumkin. 
Agar C, =  0 ,  C =  0 b o‘lsa, tenglama b irjin sli b o lish in i ko‘rish
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qiyin emas.Faraz qilayl ik, C  va C , larning birortasi noldan farqli 
bo‘lsin. x  =  x,+- h, y  -  k  al m ash tir ish  bajaramiz. U holda

O '*

x, v va — ifod a lam i (1 .8 )  te nglam alarga qo'yib
dx

dy{ _  ¿ 2xx+ b y l +ah+bk+C .
dxx O j  sxl +tpl y l +alh+blk+Cx

tenglamaga ega bo‘lam iz . h v a  fc la rn i shunday tanlab olam izki,

[ah +  blc  -i- C = 0,
alh  + fc + C{ = 0 (1 • 1 0

tenglamalar o‘rinli b o 'ls in , y a ’n l h  va k larni (1 .11) tenglam alar sis- 
temasining yechimi sifatida o la m iz : .  Bu holda (1.10) tenglam adan bir

jinsli ~  ' t e n g la m a n i  l io s i l  qilam iz. Tenglam ani yechib

va x  hamda y larga x, =  x — h  ̂ y x =  y  — h form ulalar yordam ida  
qaytib, berilgan (1.8) t e n g la m a n in g  yechimini topamiz. Agar

= 0
atf

<hA\
boisa, ya’ni a b = a xb b o ‘lga n d a , m a ’lumki, (1.11) sistema yech im -

ga ega bo lm ayd i. A m m o , bu. l io ld a  — = —  = X , y a ’ni a = Xa ,
a b 1

b=7.b  bo‘ladi.
Bundankelib chiqadiki, ( 1 .8 )  tenglam ani

dy ( ax+by)+C
(1.12)dx XC ax+by)+Cx 

ko‘rinishga keltirish m u m k in  ekarL. Bu holda
s  +  by (1.13)

almashtirish yordam ida te n g la m a  o ‘zgaruvchilari ajraladigan differ-

ensial tenglamaga aylanadi, h a q iq a td a n , 4^- = a + b ~  tenglikdan
dx dx
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m u n osab atn i hosil qilamiz hamda (1.13) va (1.14) ifodalami (1.12) 

te n g la m a g a  q o ‘yib, o ‘zgaruvchilari ajraladigan b dx b A z+C{ 

ten g lam an i hosil qilamiz.

dy r
Yuqorida (1.8) tenglamaga q o ‘llanilganusulni = /

ax+by+C
, a\X+t\y+C{ J

ten g la m a g a  ham  qo‘llash mumkin, bu yerda/ qandaydir uzluksiz 
fu n k siya .

_ . , dy x+y-3 , , .
5- m iso l. tenglamani yeching.

Y e c  h i s h . Tenglamani bir jinsli tenglamaga aylantirish uchun 
x = j c x+ h ,  y = y l+ k  almashtirishni bajaramiz. U holda tenglama

dy±_ _ +y\+h+k 3 jcoirjnjsjin j 0 ]a^i ^+ ^ _ 3= 0 J /z—A:—1=0 teng-
axl Xj ~y\ /c—i
lam alar  sistemasini yechib, h=2, k=  1 ekanligini topamiz. Natijada

dy, x, +y, y, 
bir jinsl i  -7— = -------- tenglamani hosil qilamiz. — = u almashtirish-

“*1 x i ~y\ x\
dy, du du 1 +u

ni baiarsak, u holda y ,=u x ., ~r~ = u + x  - —— u-\-xl —— = -—J 1 1 dxx dxl dxx 1 -u

bo* ladi va  natijada X] ■ o ‘zgaruvchilari ajraladigan teng­

lam aga ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratamiz: r  du = —  ni
\+u *\

integral lab

arctgw- ^ ln( 1 +-u2) = Injx,| -+ In|c| , 

arctg« =  In |Cx, *J( 1 + i t  )| yoki Cxx\l  1 + u2 = earctg" ekanligini topa-

V] I------------------ arctg—
m iz . u o ‘rniga —  ifodani qo‘yib, C Jx f  + j,2 = e x‘ ekanligini va

X \



nihoyat, x va y  o ‘zgaruvchilarga o ‘tib, C-J(x—2)2 +(_y-l)2 =  
natijani hosil qilamiz.

6- misol. y '  = ~̂ *+2 y +5 tenglaman> yeching.

Y e c h is h  . Tenglam ani x= xl+h, y=y¡+k  almashtirish yordam - 
ida yechib bo‘lmaydi, chunki bu holda h va k larni aniqlashga yor-

dam beradigan sistem a determinanti
2 1 
4 2 nolga teng.

Bu tenglamani 2x-hy=z almashtirish yordamida o ‘zgaravchilari 
ajraladigan differensial tenglamaga keltirish m um kin, haqiqatan, 
y ' = t ~ 2 bo‘lgani u ch u n  tenglama

z ' - 2 =  z~l2z+5 
ko'rinishga yoki

.  _ 5z+9 
2z+5

ko'rinishga keladi. Tenglam ani yechib

^ z  + ^ \ n \ 5 z  + 3\ = X + C 

munosabatni, z  o ‘rniga 2x+y  ni qo‘yib esa

\ ( 2 x  + y)  +  ln 1lOx + 5j> + 9 |= x  + C yoki
J

lOy - 5 x  + 7 ln | lOx + 5 y + 9 | = C, ni, 
ya’ni y  ningx g a  nisbatan oshkormas ko‘rinishíni hosil qilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

13. (x2 + 2 xy)dx  -t- xydy = 0 .

14. y  = L  + s i n l ,  j/( l)  = 1 .x x  2

15



15 . л г у 's in  — l + x  =  j s i n y

16. x y  + y 2 =  (2x2 + xy) - y' .

17. x yy ' = y 2 + 2x2 .

19. (л:2 + y 2)dx -  xydy =  O .

20. ( je + .y + 2)dx + (2x + 2y -  \)dy = O.

21. ( 2 x  + y  +-1 )dx + ( x f  2 y -  1 )dy = O .

22. 2 ( x + y ) d y + ( 3 x + l y - l )dx = 0,y(0)  = 2 .

23. ( Je -  2y  +- 3 )ф  + (2x  + y  -  l)ófx = O .

24. ( jc -  y  + 4 )dy + (x + y  -  2)dx = O .

4- §. Chiziqli differensial tenglamalar.
Bemulli tenglamasi

1. Chiziqli differensial tenglamalar.
Ta’r if .  N o m a ’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli 

b o‘lgan ten g la m a  chiziqli differensial tenglama deyiladi. Bunday 
tenglama

ko‘rinishga ega b o lad i, bu yerda P(x) va Q(x) — berilgan uzluksiz 
funksiyalar. (1 .15) tenglam a yechim ini ikki funksiya ko‘paytmasi 
ko‘rinishida qidiramiz:

Bu funksiyalarning birini ixtiyoriy deb olish mumkin, ikkinchisi 
esa (1 .15 ) tenglama orqali topiladi. (1.16) tenglikning ikkitom onini 
differensiallaym iz:

(1.15)

y =  u(x) • y(x) (1.16)

dy dv du 
~dx ~ U ~dx+ V ~te
dy

dx dx '
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dy
Tcpilgan - j- h o s ila  ifodasin i (1.1 5) tenglam aga qo‘yib,

+ ̂ v + jPuv =Q y°ki u (^  + Pv) ^ ^ v = Q <L17)
bo‘lishini topamiz. v fu n k siyan i

—  + ^  =  0 (1.18)dx
shartni qanoatlantiradigan qilib olam iz. Bu differensial tenglam ada  
v ga nisbatan o‘z g a n r v c h in i ajratib, quyidagini topamiz:

= -Pdx  , in te g x a lla b  — ln| CJ +- ln|u| =  —\P dx  yoki v = C ¡e~$Pdx 

ni hosil qilamiz.
Bizga (1.18) te n g la m a n in g  noldan  farqli biror yechim i yetarli 

bo'lgani uchun v(x)  s ifa t id a
v = e 'pdx (1.19)

funksiyani olamiz, bu y er d a  ¡Pdx -  qandaydir boshlang‘ich funksiya. 
Topilgan u(x) ning qi;ym atini (1.17) tenglam aga q[o‘yib,

= Q(JC) y o k i = v | ekanligini topam iz, bu yerdan

" ■ J -J V
Q{x) d x  + C

y =v(x) ’-dx+C yoki y  = e ÍPdx JQ(x)eÍPdxdx + C

>(x)

ni topamiz. uva v  la rn i ( 1.16) formulaga qo‘yib, nihoyat

fC (*).
I ü (x )'

ifodari, ya’ni (1 .15) n in g  um um iy yechim ini topamiz. 

1-m isol. c4 -------2—-  - y =  (x  + l ) 3 tenglam ani yeching.dx X+ L

Y e c h i s h . y  =  t*i; d e b  olsak, u holda —  = u  —  + v —
dx dx dx

ifodasini b er ilgan  tenglam aga qo‘ysak,

(1 .20)



v fu n k siyan i aniqlash uchun — ------- v = O yoki —  = teng-
dx jc-t-1 v x+1

lam an i h o s il qílamiz. Bu yerdan ln| v | =  21n| x+1 | yoki v =  (x +  l)2. 
v  n in g  ifodasini (1.21) tenglikka qo'yib, u ni aniqlash uchun

(x  + l ) 2 —  = ( x  +1)3 yoki — = x + \ tenglamani hosil qilamiz, bu 
cIjc dx

i'2
2

(  X . I Iy erd a n  ve = ------ — + C . Dem ak, berilgan tenglamaning umumiy

y ech im i y  = — + C (r + l ) 2 bo‘lar ekan.

2 . B ernulli tenglamasi.
T a ’r i f l

+ P ( x ) y = Q ( x ) - y \  n>  2 (1.22)
dx

ko‘rin ish< lagi tenglama Bernulli tenglamasi deb ataladi, bu yerda 
P(x) -va Q (x) — berilgan uzluksiz funksiyalar, n * 0; 1.

T e n g l amaning barcha hadlarini y  ga bo‘lamiz

y - " ±  + P ( x ) . y - ^ 1 = Q ( X) (1.23)
dx

va z  =  y ~ n+l almashtirishni bajaramiz, u  holda

T op il.gan  qiymatni (1.23) tenglamaga qo‘yib, ^  + (-n  +1 )P- z  =

=  ( - r z  + l~) Q chiziqli tenglamani hosil qilamiz. Chiziqli tenglama­
ning u m u m iy  integralini topgandan so‘ng, z  o'rniga y~',+1 ni qo‘yib, 
B ernulli tenglamasining umumiy integralini hosil qilamiz.



2- nnisol. Ushbu

%  + xy  = x - y '  (1 -24)

tenglamani yeching.
Y e c h i s h . Tenglam aning barcha hadlarini y 1 ga bo‘lamiz

y ' %  + xy 2 =

va z =  y~2 alm ashtirishni bajaramiz, u holda —  = -2  y“3 — . B udx dx
qiymatlarni (1.25) ga q o ‘yib

^ - - 2 x z  =  -2 x 3 (1.26)

chiziqli tenglamani h o s il  qilamiz. U ning umumiy integralini top a -  
miz:

dz dv du Z  =  uv , —  = u —  + v —  .dx dx dx

Bu ifodalami (1 .26 ) tenglamaga qo‘yamiz:

u t̂-+ v-r- -  2xu v  = - 2 x 3 yoki » ( 4 -  -2 x ü )  + v —  = - 2 x 3. dx dx \dx ) dx

Qavs ichidagi ifodani nolga tenglab,

^ - -  2xv  =  0, —  = 2 xdx, ln| v | =  x2, v = e*1 dx v

ekanligini topamiz. u ni aniqlash uchun

e*2 ' ~T= ~2x3dx
tenglamaga ega b o ‘lam iz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib

du = - 2 e ~ x~x3dx, u =  -2  \e~x¿x idx + C 

ekanligini topamiz. Oxirgi integralní bo‘laklab

u = x 2e ** +  e~xl + C , z = u - v  = x2 + 1+ Ce**
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ifodalarni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy integrali
, 2 1 

y  = x  -h 1 + Cex yoki y = , bo‘lar ekan.
ylx2+l+Cex2 

Quyidagi tenglamalami yeching:

25. y  'co s2x+ y  =  tgx, y(0)=0. 33. y '  + l¿- = 3 j 2 _y4/3.

26. y ' -  ythx =  ch2x. 34. y '  — 1— -  2 —
x - l  Jt— 1

27. y '  + J 2 L  = arcsinx + x .  35. 4x y '+ 3 j = -e*  ■ xV 5.
1-x

28. x y  ' — y  =  x2cosx. 36. y '  + ^r-^- = y 2(>? + l)sinx,
X  4-1

29. y '  + 2xy = xe~*2 . y(0)= l.
30. y 'cosx  +  y  =  1 — sinx. 37. ydx + (x  +- x2y2)dy =  0.

31. y '  +21 = x2/ .

32. (x2lnj> — x) y f = y.

5- §. To‘la differensialli tenglama.
Integrallovchi ko‘paytuvchi

1. T o ‘ la  differensialli tenglama.
Ta’r if .  Agar M(x, y)dx +  N(x, y)dy =  0 ko‘rinishdagi tenglama­

ning chap qismi biror u(x, y) funksiyaning to‘la differensiali, ya’ni 
du =  M(x, y)dx + N(x, y)dy (1-27)

b o ‘lsa, u holda bunday tenglama to ‘la differensialli tenglama deyi- 
ladi.

(1.27) tenglama t o la  differensialli tenglama b o lish i uchun
8M _ 5N
dy dx

shart bajarilishi kerak.
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T o la  differensialli tenglam a t a ’rifidan du=0, bundan u(x, y)=C  
ekanligi kelib chiqadi ( C — ixtiyoriy o ‘zgarmas).

w(x, y) ni top ish  uchun y  ni o‘ zgarm as deb hisoblaymiz, u hol- 
da dy — O ekanidan du=M (x, y)dx  b o ‘ladi. Bu tenglikni x bo‘yicha 
integraJlasak,

u = J  M ( x , y  )d x  + cp(>>)- (1.28)

(1.28) tenglikni y  bo‘yicha differensiallaym iz va natijani N(x, y) ga 

tenglaymiz, chunki = N ( x , y ) ,

+ = № ( x , y )dy
yoki

rQM . 
dy

(1.29) ifodani y  b o ‘y ich a  integrallab, <p(y) ni topamiz:

\ y ) = N ( x , y ) - \ ^ - d x .  (1.29)

<p(y) = j iA T (x ,y )— d x \d y  + C .dy )

Demak, u(x, y )=  ^ M { x , y ) d x  -t- Jj^Ar (x ,}> )-  ^^-dx^jdy +C  .

Bu ifodani ixtiyoriy o ‘zgarm asga tenglab, tenglamaning umumiy 
integralini hosil qilamiz.

1- misol. (3 x 2+6xy2)dx-J-(6x2y+-4y3)i/y = 0  tenglamaning umumiy 
yechimini toping.

Y e c h i sh . Bu yerda M {x, y)— 3x2+ Sxy2, N(x, y)=6x2y+4y3.
8N~ , ~ dN , . 8M dN -— = 1 2 xy, —  = 12xv , ya m ----- = — .dy dx dy dx

^  = M ( x , y ) b o ‘lganligi sababli

—  = 3x2 + 6xy2 .dx  7

Bu tenglikni x  b o ‘yicha integrallaym iz: 
u =  x3+3xr2j^+(pCv).
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B u n d a n

-2L = 6х2у*-у'(уУ.  
Sy

—  = N( x ,  v) ekanligini hisobga olsak,3y
Ф'(у) =  6jc2y  +  4y3 _ 6x2y yoki ф'(у) =  4у 3.

Bundan
ф O') = / +  с.

Dem ak,
и =  X3 + Эх2/  + у 4 +  С

yoki
г3 + Ъхгу1 + у4 =  С.

2 .  Integrailovchi ko‘paytuvchi. Agar — bo lsa, u holda

b a’z i  bir shartlar bajarilganda, shunday ц(л, у) funksiyani topish 
m umkinki, \iM dx  + ^Ш у = du boL ladi. Bu ц(х, y) funksiya integ- 
rallovcki k o ‘paytuvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrailovchi ko‘paytuvchini topish osoa:

1 )  ■ °  = (I>(x) bo‘lganda. 1пц =  ¡<í>(x)dx b o ‘ladi.

dM dN
dy ôx

N

dN dM
dx dy

M2 )  °x =  ФДу) bo'lganda, 1пц =  \$>.(y)dybo'ladi.M 1
2 -  misol. (y +- лу2) ^  -  xdy =  0 tenglamani yeching.

Y  e с h i s h . Bu yerda M  = y  ~+ xy2, N  =  -x , -  = 1 + 2xy,

dN _ j dM dN
dx ’ dy dx

D em ak, tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning to‘la dif­
féré nsiali ernas. Bu tenglamaning faqat y  ga bog‘liq bo‘)gan inte­
grailovchi ko‘paytuvchisi bormi, degan masalani qaraymiz.
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ôN дМ
дх ду _  —1—1—2 х у  _ 2 

м  ~  у + х у 2 ~ У ’

1пц =  -2 1 n у, ya’ni |д = - V .
у

Berilgan tenglam ani ц ga ko‘paytirganda

— + x^\ dx dy = О
У )  y2

tenglama hosil b o ‘ladi. Bu t o ‘la differensialli tenglamadir, chunki

<M_ = 9N_^__ 1_
ду dx y 2

tu n d a n

Tenglamani yechib  

void

2x
У x2+2C

umumiy integralni topamiz.

Quyidagi differensial tenglamalarning chap tomonlari to‘liq diffe- 
rensialdan iborat ekanligi tekshirílsin va tenglamalar yechilsin:

38. (ex +  y  + siny)c/x + ( ey +  x +  xcosy)dy  =  0.
39. (x +  y  — 1 )dx + (ey + x)dy = 0.
40. (xcosy — ysiny)dy  + (xsiny +  ycosy)í¿x =  0.
41. 2xydx + (jc2 — y*-)dy =  0.
42. (2 — 9xy2')xdx +  (Лу2 — 6x3)ydy =  0.

43. ^ dx + (y 3 + ln x)dy  = 0.

44. (Юлу — 8y  +  1 )dx -I- (5x2 — 8x +  3)dy =  0.

45. Зх2 (1 + la  y ) d x  = ^2 y  jí/y  .

46. 2xcos2ydx +  (2y — x 2sin2y)dy =  0.
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Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi ko‘paytuv- 
chflari topilsin va tenglamalar yechilsin:

47. (x2 — y)dx +  xdy =  0.
48. y?-dx -+ (yx — 1 )dy = 0.
49. (x2 +  y2 +  x)dx + ydy — 0.
50. xy*(xy' +  y) =  1.
51. (x2 +  2>\ny)ydx = xdy.
52. 2xtgydx  +  (x2 -  2siny)dy =  0.
53. (e2* — yP-ydx +  ydy = 0.
54. (1 +  3x2siny)rfx — xctgydy =  0.
55. (sinx +  ey)dx +  cosxdy =  0.

6- §. Hosilaga nisbatan yechilmagan 1- tartib li differensial
tenglamalar

Ta’r i f

F ¡ x , y , ^  = 0 (1.30)

k o ‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan 1-tartibli 
tenglama deb ataladi.

Bunday k o ‘rinishdagi tenglamani ^  ga nisbatan yechib olish 
m aqsadga m uvofiq bo'ladi, ya'ni berilgan tenglamadan

%  = ( * = 1 .2 , ...,« )  (1.31)

ko ‘rinishdagi bir yoki bir neclia hosilaga nisbatan yechilgan teng­
lam alar h o s il  qilinadi. Ammo har doim ham (1.30) k o ‘rinishdagi

tenglam ani ga nisbatan yechib olish mumkin b o‘lavrermaydi, un-

d a n  tashqari y '  ga nisbatan yechilgandan hosil bo‘lgan (1.31) ko‘ri- 
nishdagi tenglam alar har doim ham oson integrallanavermaydi. 
Shnning u ch u n  (1.31) ko‘rinishdagi tenglamalarni ko'pincha para- 
m etr kiritish y o ‘li bilan yechiladi. Shu usulning eng oson variantlari- 
d a n  biri b ilan  tanishib chiqamiz.

Faraz qilaylik , (1.30) tenglamani y  yoki x  ga nisbatan oson

y ech ish  m um kin  bo‘lsin. Masalan, uni y = f ( x , y ' )  ko‘rinishda
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yozib olish mumkin b o ‘lsin. ^  = P pararnetr kiritib, y = f{x , p) ni

hosil qilamiz. O xirgi tenglikning ikki tom onidan to ‘la differensial 
olib hamda dy ni p d x  ga almashtirib

P dx  = ef<x'p ) dx + V {x’p) dp,
^  dx dp

ya’ni, M(x,p)dx  + N { x ,  p ) dp  = 0 ni hosil qilamiz. Agar b u  tengla- 

maning x = yech im in i topsak, u holda berilgan tenglam a-
ning yechimi

f x  = <t>(p,C),
l  y  = f ( x , p )

parametrik ko‘rinishda b o ‘lad i.
(1.30) tenglam a uchun j ( x 0)=  y0 Koshi masalasi (x0, j 0) nuq- 

tadan o ‘tuvchi va b u  nuqtada um um iy urinmaga ega bo'lgan  (1.30) 
tenglamaning ikki integral egri ch izig ‘i mavjud b o ‘lm agandagina  
yagona yechimga e g a  bo‘lad i. Aks holda Koshi masalasi yechim ining  
yagonaligi buziladi, ya’ni (x:0, ya) nuqta Koshi masalasi yechim ining  
yagonaligi buziladigan nuqta b o‘ladi.

(1.30) tenglama uchun K osh i masalasining yechimi mavjudligi va 
yagonaligining yetarlilik shartini quyidagi teorem a aniqlab beradi.

Teorema. y 0, F ( x 0 ,y<¡, yó) = 0 tenglamaning yechimlaridan biri 

bo£lsin. Faraz q ilay lik , F ( x , y , y ’) funksiya x bo‘yieha uzluksiz, 
y  va y '  bo'yicha u z lu k siz  differensiallanuvchi hamda uning y ' 
bo‘vicha hosilasi no ld an  farqli bo‘lsin:

^ - r ( x 0, y0, y 0) ^  0.dy

U hol<ia F ( x , y  , y ' ) =  0 , y(x0)= y0 Koshi masalasining x0 nuqta- 

ning yetarlicha k ich ik  atrofida (p'(x0) = j 0 shartni qanoatlantiruvchi 

y=<p(x) yagona y ech im i m ayjud bo‘ladi.
Hosilaga nisbatan yech ilgan  tenglam a kabi (1.30) ko£rinishdagi 

tenglamalar ham m axsu s yechim larga ega b o ‘lishi m um kin, ya’ni
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shunday yechim larga ega bo‘lishi mumkinki, bu integral chiziqlar 
faqat yagonalik sharti bajarilmaydigan nuqtalardan iborat bo‘ladi.

Agar F { x , y , y ' )  funksiya x ga ko‘ra uzluksiz hamda y va y' ga 
ko‘ra uzluksiz differensiallariuvchi bo‘Isa, (1.30) tenglamaning max- 
sus yech im i, agar u mavjud bo‘lsa,

F ( x ,y ,y ')  = 0,

|4 ( * ,3 ' ,y ' ) =  o (1.32)
.dy

tenglam alar sistemasini qanoatlantiradi.
Shuning uchun, (1.30) tenglamaning maxsus yechimlarini topish 

uchun (1 .3 2 ) tenglamalar sistemasidan y ’ ni yo‘qotish kerak.
1- m iso!, (y ')3 -  2x ■ (y r)2 + y' = 2x tenglamani yeching. 

Y e c n i  s h .  (y')3 - 2 x  (y')2 + y ' - 2 x  = O ' -  2xX(y' )2 h-1) = 0

bo‘lganligi uch u n , berilgan tenglama 2x  = 0 tenglamaga ekvi- 

valent. U n in g  yechimlari y =  x2-l-C ko‘rinishga ega.

2- miso!L (y ')2 + y  • (y  -  x) • y'  -  x y 3 = 0 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Berilgan tenglamani (y' -i- y2) - (y' -  xy)  = 0 ko‘ri- 
nishda y o z ib  olish mumkin. Demak, berilgan tenglama y'+y2=0 va 
y '  — xy — 0  tenglamalar yig‘indisiga ekvdvalent. Ulardan birinchisi-

i . d  
n in g  yechim lari y  =  0  va y = , ikkinchisiniki esa y  = C e 2 .

Demak, berilgan tenglama yechimlari [ y — )( „  y  1 = 0.x + C j { y - C  e 1

3- m iso!, y  = ( y ;  • e y tenglamani yeching.

T e c h i s h .  p = y ' = parame tr kiritamiz. U  holda y = p 2e r‘

dy =  (2pep +- p2ep)dp . Bu yerdan p  =  0 yoki x = 2ep + e? ( j>- \ )+C-  

= e p (p + 1) -+C .
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Demak, berilgan tenglam a yechimlari

\x -  (p + \ )ep + C ,
у  — O v a

[У = P'ep.

4- misol. In y '  + sin y' — x = 0 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  y ' = p  deb  olsak, x = \np + sin pdy = pdx b o ‘lgani

uchun + cos p j d p  . Bu yerdan y =  j ( l  + p  cosp)dp  =

= p + cosp + p s in p  + С . D em ak, berilgan tenglama yechim lari

\x -  ln p  + sin/>,
[y = p  + cosp  + p û n p  + C.

5- misol. (y ' ) 2 + (x  + а ) у '  -  у  = 0 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  p  =  y '  parametr kiritamiz, u holda y  = p L + ( n -a)pdy =
=j>dx va dy = 2pdp  + (x  + a)dp  + pdx tenglamalardan pdx =  2 pdp +
+ <x + a)dp + pdx  , (2p + x  + a)dp = 0 tenglamalarni hosil qilam iz. 
Bu yerdan p=C  yok i 2p+ x+ a= 0  tenglamalar kelib chiqadi. Dem ak, 
berilgan tenglama yechim lari quyidagi ko‘rinishga ega b o la d i:

. „  „ 2 ¡У = P1 + ( x  + a)p,  
y = ( x  + a ) C  + C  va 1[2p + x  + a  = 0.

Oxirigi ikki tenglikdan p  parametrni yo‘qotib, y= C (x+ a')+C 2 va 

У _ -  <x+a.L ekanligini h o sil qilamiz.

Quyidagi tenglam alarni yeching:

56. (у')2 = У 3 - У 2- 61. (Зх + 1)(У)2 - 3(y + 2)yr + 9  = 0.

57. ( y ' f  + y 2 (ln2y -  1 ) = 0 . 62. x 2(y')2 - 2 x y y ' - x 2 = 0 .

58. (y ' f  + x ( y ' ) 2 -  У =  0 . 63. x 4 (у')2 -  xy' -  у = О .

59. x(y'Ÿ -  у ( у ' ) 2 + 1 = 0 .  64. y (y ')2 — 2xy' + y = О .

60. x (y ')2 -I- xy' -  y =  0 . 65. ln y ' + 2 ( x y ' -  y )  = О .
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C hap tom oni y '  ga nisbatan butun ratsional funksiyadan iborat, 
ya’ni quyidagi

O')" +  ^ ( j T -1 +  P2(y ')n~2 + ... +Pn- ly '  +  P„y =  0
ko‘rinishga ega  bo‘lgan tenglama n -darajali 1-tartibli tenglama de- 
y ilad í. Bu yerda n -  butun musbat son, P}, Pv  Pv  ..., Pn la r x v a  
y  n in g  funksiyalari.

B u  tenglam ani y ' ga nisbatan echa olamiz, deb faraz qilaylik. 
B undan y '  uchun, umuman aytganda, n ta har xil ifoda hosil 
bo£ladi:

y '  = f M >  y)> y '  = f2(x>y)»•••» y '  = №  y)- ( L33)
B u  holda

F( x , y , y ' )  =  0 (1.34)
tenglam ani integrallash birinchi tartibli n ta

y ' = f ( x , y )  (1.35)
tenglam ani integrallashga keltirildi. Ularni umumiy integrallari mos 
ravish.da quyidagilar bo‘lsin:

OJjix, y, C,) = 0, ®2(x ,y , C2) =  0, ..., <S>n(x, y, C ) =  0. (1.36)
B u  integral laming chap tomonlarini o'zaro ko‘paytirib, nolga 

tenglaym iz:

t t j f o  y> c >) ■ <b 2(x> y> C2) ■ ... ■ o p e , y, C ) =  0. (1.37)

A gar (1.37) tenglamani y  ga nisbatan yechadigan b o ‘lsak, (1.34) 
tenglam aning yechim ini hosil qilamiz, haqiqatan ham, (1.34) teng- 
lamarxing har qanday yechimi (1.37) tenglamalaming birini, binobarin,
(1.35) tenglamalaming birortasini va shunday qilib, (1.34) tenglama
(1 .3 5 ) tenglam alarga yoyilgani uchun uni ham qanoatlantiradi. 
Um um iylikka ziyon keltirmasdan, (1.37) dagi barcha C,, C2, ..., Cn 
o ‘zgarmaslarni bitta Cbilan almashtirish va tenglamani

y, C) ■ <D2(x, y, Q  ... • <bpc, y, Q  = 0 (1.38)

ko‘rin ishda yozish  mumkin. Bu esa (1.34) tenglamaning yechim i 
bo‘lad i. Bunga ishonch hosil qilish uchun (1.38) tenglamaning n ta 
tenglam aga ajralishini ko‘rish mumkin:

y, 0  =  0, <t>2(x ,y , O  =  0, ..., ® n(x, y, 0  = 0, (1.39)

7- §. n-  darajali 1-tartibli tenglama
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bu yerda C — istalgan q iym atlarn i qabul qiluvchi ixtiyoriy o ‘zgar- 
mas,shu sababli (1.36) ten g lam adan  hosil qilinadigan barcha yech im -  
lar Cl.39) tenglam adan hosil q ilin ad igan  yechim lar orasid ab o iad i.

1- misol. ( y' )2 = 0 ten g lam an in g  umumiy integralini toping. 
a~

T e c h i s h .  T e n g la m a n in g  c h a p  tom onin i ko‘paytuvchilarga  
ajratib, quyidagini h o sil q ila m iz :

Bu ikkala tenglam a o ‘zg a r u v c b ila r i ajraladigan tenglam adir. Ular- 
ning umumiy integrallari

Shuning uchun  b e r ilg a n  ten g la m a n in g  um um iy integrali ushbu 
ko‘rinishdabo‘ladi:

8- § . F(y, y  ')  =  O  va F (x ,  >>') =  0 k o ‘rinishidagi 
teim glam alar

Bu tenglam alardan j n i  ( b ir in c h i  tenglam adan) yoki .x ni (ik- 
kinchi tenglam adan), sh u n in g  dek  p  =  y ' ni t parametr orq a li ifo- 
dalash mumkin, deb faraz q ilaxn iz . Bu yerda tenglam aning um um iy  
yechimi parametrik shaklda. h o s il b o ‘ladi.

C -  0 , ^  + i ^ - c  = 0.

Quyidagi tenglarnalar y e c h ils in ;

66. ( j ' ) 3 ~  2x(y ' ) 2+y '=2xr .
67. ( y ' f + y i y  - x ) y '  — xy3 = 0.
68. (y ')2+(sin x — 2xy>y ' —  xy3 — 0
69. 0 ' ) 2= 4 .
70. ( y ' f + y 2 - 1 = 0 .
71. x{y')2 — 2yy '+ 4 x  —  0.
72. (y')1 -  y 2 = 0.

73. S(y' )3=27y.
74. ( j ' + l ) 3 =  27 (x + y )2.
7 5 .y 2(y '2+ l )  =  1 .
76. ( y ' ) 2 -  4y3 =  0.
l l . x { y ' ) 2 = y .
78. y ( y  ')3+ x  =  1 .
79.4(1 — j)= (3^  2)2(y')2-
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JMasalan, F(y, j>)=0 tenglama bo‘lgan holni ko‘raylik. y=cp(0 deb 
ten g lam ad an  p=\p{t) ni yoki, aksincha, p=y( t )  deb tenglamadan 
y=<j>(t) n i topdik , deb faraz qilaylik. U holda bir tomondan, 
dy= j)dx= \p(t)dx , ikkinchi tom ondan, dy=(p'(t)dt. dy uchun ikkala 
ifodan i taqqoslab, y(t)dx=ip'(f)dt ni hosil qilamiz, bundan:

dx = dt \a  x = i-̂ ^-dt+C .
v(f) j W )

U m u m iy  yechim  parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

* = J$»‘*+c-
y  = <p(0-

M- m isol. y  = a j l  + (y ')2 tenglamaning umumiy yechimini to­
p in g .

"V e c h i s h . p = y  '=sh t deym iz, u holda y = aVl + sh 2/ = a ■ ch/,

— P d an  dx -  —  ni topamiz. dy=ashtdt bo‘lganligidan dx^adt vauX p

jc= a t~ C .
U m u m iy  yechim  param etiik shaklda quyidagicha yoziladi: 

[x = a t  - C ,
[y = a c h / .

x~\~CB u n d a n  t  parametrni yo‘qotamiz. t  = ------  bo‘lganligidana
u x-t-C y  =  acn -------.a

Q uyid agi tenglamalar yechilsin:

5 0 . x (y  '2 — 1) = 2y ' .  85. y  =  l n ( l + y ,2).
5 1 . y  '(jc -  lny ') =  1. 86. (y '+1)3 =  ( y ' -  y)2.
5 2 . x =  y ri +  y ' . 87. y  =  [y ' — l)ey .

5 3 .  x  = y '^ y '2 +1 . 88. (y 'Y -  (y  ')2 =  y2.
5 4 . y — y ,2 + 2y '3. 89. (y')2 ~  (y ' )2 =  y2.
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1. Lagranj tenglam asi. Ushbu
y  =  xtpCv') +  vj/Cv') (1-40)

tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda cp(y')> v|/(y') lar y ' ning 
m a’lum funksiyalari. Bunday tenglama hani p  parametr kiritish usu- 
li bilan yechiladi. y ' = p ( x ) deb belgilaymiz. U holda tenglam a ush­
bu ko‘rinishga keladi:

y  =  xcp(p) + \\i(p). (1.41)
Oxirgi tenglam ani x  bo‘yicha differensiallab,

p =  cpO) +  (xcp ’{p) +  <p’( p ) ) ±dx
yolci

p -  (p(p) =  (xcp'(p) + tp' (p))±  (1.42)
dx

teuglamani hosil q ilam iz. p  — <p(p) * 0 va p — \\i(p) =  0 b o lg a n  hol- 
larni qaraymiz:

a) p  — (p(/>) *  O b o ‘lsin. (1.42) tenglam ani ga n isb atan
dx

yechib, quyidagi ko£ rinishda yozamiz: —  — x_ÜLÍ£l_ = .
dp p-y(p) p-v>{p)

dxHosil qilingan ten glam a x  va —  ga nisbatan chiziqlidir, dem ak ,
dp

x  =  <&{p, O  (1.43)
umumiy yechim ga e g a . (1.43) ni (1.41) ga q o ‘yib, y n i p  va C  orqali 
ifodalaymiz:

y  =  <D(p, O - cp(p) + VQO =  f(P> O - O-44)
(1.43) va (1.44) toizga Lagranj tenglamasining umumiy yeehim ini

parametrik k o ‘rinishda beradi: j X
b  = / ( / » ,C ).

Bu sistem ada p  parametrni yo‘qotib, Lagranj tenglam asin ing  
umumiy yeehim ini «quyidagi ko‘rinishda hosil qilamiz:

F(x, y, 0  =  0.

9- §_ Lagranj va Klero tenglamalari
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T englam aning umumiy yechimidan hosil bo'lmaydigan maxsus 
yechimi ham  bo'lishi mumlcin.

b) p — cpip) =  0 b o ‘lsiti, ya’ni biror p=pa da q(pQ)=pQ bo'lsin. 
Ushbu

[ y =  xcp(p) + (p(/>),

1 P = Po
sistemada p  ni y o ‘qotib, y  =  xy(p0) 4  v|/(/>0) yechim ni hosil qilamiz. 
Bu esa Lagranj te nglamasining maxsus yechimidir.

1- m iso!. U shbu y  =  x  4- O ')3 Lagranj tenglamasining umumiy 
va maxsus yechim larini toping.

Y e c h í  s h . B u tenglamada y ' ni p(x) ga almashtirib,
y  =  x 4 p3 (1-45)

ten g lam an i h o s il qilamiz. U ni x bo‘yicha differensiallaymiz:

p  = 1 + 3 p 2 —  • Bundan p  - 1 = I p 1 .
dx ax

a) A gar p — 1 * 0  bo‘lsa, ushbu
-,p2 

dx = dp 
P- 1

tenglam ani integrallab, quyidagini hosil qilamiz:

x: = 3(ln[p — 1| 4  p + J L ) 4  C, (1.46)

x ning h osil qilingan ifodasini (1.45)ga qo‘yamiz:

y  =  3(ln[p -  1 | 4  p  +  E - )  +  C  +  p 3 .

(1.45) v a  (1 .46) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimini 
parametr k o ‘rinishida beradi.

b) A g a r  p -  1 = 0 bo'Lsa, p  =  1 qiynmtni (1.45) tenglamaga 
qo‘yib, y — x41 maxsus yechimni hosil qilamiz.

2. K lero tenglamasi. Klero tenglamasi deb, Lagranj tenglamasi­
ning cpO') — y '  bo'lgan holiga aytiladi. Klero tenglamasining umu­
miy ko'rinishi quyidagicha b o ‘ladi:

y  =  x y ' +  \y(y').  (1.47)
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y  ' = p(x) deb o lsak , ( 1.47) tenglam a quyidagicha ko‘rinishga k e -  
ladi:

y  =  xp + \i(p ). (1 4 8 )
x bo‘yicha d ifferen sia llab , quyidagini topamiz:

y' = p +  x ~  + \\/'(p') , ya’ni +  \|/'(/?)] = 0 , bu yerdan 0  ax ax ax ax
yoki

jc + v(/'(p) =  0 . (1-49)

0 tenglam adan p = C  kelib ch iq a d i,(l-4 8 ) da p  o ‘rniga C  ni

qo‘yib. Klero ten g la m a sin in g  um um iy yechimini hosil qilamiz:
y  =  Cx + vy(C). (1.50)

Bu geometrik nucqtai nazardan to ‘gri chiziqlar oilasini tasvirlaydi. 
(1.49) tenglam a (1 .4 8 )  bilan birgalikda K lero tenglam asin ing  

parametrik shakldagi yech im in i beradi:

\ x  = -Mf'(p),
\ y  = - p y ' i p )  + y ( p ) .

Haqiqatan ham , bu tenglam alardan: dx =  -\y"(p)dp.

dy = [~py"(p) -  xj/'(P> +  V(P)¥P =  -py"(p)dp, bu yerdan ^  = p .

Buni Klero ten g la m a sig a  qo'yish -p \y '(p ) + vj/(p) =  —p\\r'(p) + \\/(p) 
ayniyatga olib k e la d i .

Sistemaning ik k a la  ten glam asidan  p parametrni y o ‘qotib, (1 .47) 
tenglamaning in te g r a li <£>(x, y)=0 n i hosil qilam iz. Bu integralda C 
ishtirok etmaydi, b in o b a r in , u um um iy integral b o ia  olmaydi. U n i,  
shuningdek, u m u m iy  integraldan C  ning h ech  qanday q iym atida  
hosil qilib bo‘lm a y d i, ch u n k i chiziqli funksiya b o ‘lmagani uchun  u 
maxsus integral deyiLadi.

2 - misol. Ushbu- y  =  x y ' +  y' — ( y 1)2 K lero tenglam asin ing  
umumiy va maxsus y ech im la r in i toping.

Y e c h i s h .  K le r o  ten g lam asin in g  um um iy yechim ini y ' n i  C 
bilan almashtirib to p a m iz :

y  =  Cx + C  -  C1.
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Bu tenglam ani C boVicha differetisiallaymiz:
0 =  x +  1 -  2C.

Q u yid agi

\ y  = Cx + C -  C2,
0 = x +  1 - 2 C

sistem adarx C n i  yo‘qotib.

y = y O  + i ) 2

m axsus y ech im n i hosil qilamiz. U parabola bo‘lib, y  — Cx + C — C1 
um um iy yech im lar oilasining o‘ramasini tashkil qiladi.

Lagranj tenglamalarining umumiy va maxsus integraUarini toping:

90. y =  xy ' -  (y' )2 . 99. y  =  xy' -  (y')2.

91. y =  2xy' + —i-y . 100. y  = xy' - a + ( / ) 2 .
(y'Y

9 2 . 2 y  = x('y ')2- . 101. y  = x y’ + ^~.
'  y '+ 2 2 y

93. y =  x ( y  ')2 + (y ')2. 102. J ( y ' ) 2 +1 + xy'' -  y = 0. 

94_ y ' - + y — x ( y ' ) 2. 103. y  = xy '  -  ey .

95. y  -+- xy' = 4 7 / .  104. y =  x y ' -  (2 +  j ' ) .

96. y =  x ( y ' )2 -  2 ( y ' f . 105. tv ')3 =  3 (xy' -  y).
9 7 .  2x y '  — y  =  Iny '. 106. 2(y')2(y -  xy')  =  1 .

98. xy ' -  y  =  ln y '. 107. y  = x | i -  + y ' j +>>'.

10- § . Rikkati tenglamasi

U shbu

—  = P ( x ) y 2 + Q(x)y  +■ R(x)  (1.50)
a x

ko‘rm ish d ag i tenglam a Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi. Bu 
yerda J>(x), Q(x), R(x) -  biror a < x <  b oraliqda o ‘zgaruvchi x  ning 
uzluksiz f ii  nksiyalari (-00 < a, b < +oc).
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Tenglamada P(x) = О bo‘lsa , chiziqli tenglama; R(x) = 0 b o ‘lsa 
Bermulli tenglamasi hosil bo‘lad i.

0 ‘zgaruvchilarni q u y id ag ich a  alm ashtirish natijasida Rikkati 
tenglamasi o'z ko‘rinishini saqlaydi:

l ) X erkli o ‘zgaruvchi ni ixtiyoriy x =  9 (xt) ko'rinishda (<p -  d if-  
ferensiallanuvchi funksiya) o‘zgartir ish  natijasida tenglam aning  
ko‘rinishi o ‘zgarmaydi.

Haqiqatan ham, (1 .5 0 ) ten g lam ad a  bu almashtirishni bajarib, 
yana Rikkati tenglam asini olam iz:

^  = P[(p(x,)]cp'(jf| ) y 2 + ô tX xO Jcp 'ix i )y  + /?[ф(х,)]ф'(х,);

2 )jerk siz  o ‘zgaruvchini kasr ch iziqli у  = — —-  ko‘rinishda (a,
m  +s

ß, y, è — qaralayotgan oraliqda ot5 -  ßy *  0 shartni qanoatlantim vchi 
X ning ixtiyoriy differensiallanuvchi fiinksiyalari) almashtirish natija­
sida ham tenglama o ‘z k o ‘rinishini saqlaydi:

¿У ‘ +S)-(y-^-+Y>i+5')-(aj;,+ß)

Л  Cyy,+8)2

(а6-ру)-ф-+(а'у—у'а)^2 -t-ia'S+ß'y-aö'-ßyO^'+iß'S-S'ß)________ax___________________________________
(УЛ+5)2

Natijani (1.50) tenglam aga q o ‘ysak, yana Rikkati tenglamasi h o s il  
bo'lganiga ishonch hosil qilam iz:.

Erkli o‘zgaruvchi x y o k i  erksiz o ‘zgaruvchi у  ning bundayshakl 
almashtirishlarini bajarib, Riklcati tenglam asi soddaroq (kanonik) 
ko‘rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada y 2 o ld idagi k oeffits iyen tn i y=w(x)z  chiziqli al­
mashtirish orqali ± lga ten g lash tir ish  mumkin. Bu yerda w (x )  
hozircha noma’lum funksiya, teg ish li hosilalarni topib (1.50) te n g ­
lamaga qo‘yamiz, u hold a

W + zw' — P ( x ) w 2z 2 + Q(x)wz  + R(x)  
ax

yoki

35



^  P ( x W  * [ q ( x ) - ^ ] z + а д

A gar w = ± — —  deb olinsa, tenglama ushbu ko'rinishga keladi: 
P(x)

B u  almashtirish x ning P(x) *  0 bo‘lgan o'zgarish oralig‘i uchun 
o‘rinli<dir.

2) Tenglamada qidirilayotgan у funksiya oldidagi koeffitsiyentni 
y=u+cx(x) almashtirish orqali nolga teng holga keltirish mumkin. 

Tegishli hosilalarini topib, (1.50) tenglamaga qo‘yamiz, u  holda

— = P( x ) u2 + [Q (x) + 2P(x)a(x)]u  + R(x) + P(jc)a2 . 
dx

и oldidagi koeffitsiyentning 0 ga teng b o ‘lishi uchun  

a (x )  =  (P(x) ф 0) qilib tanlab olish kifoyadir.
l r \ X )

K eltirilgan almashtirishlarni birgalikda qo‘llab, Rikkati tengla-

m asini —  = ± y 2 + R(x)  ko‘rinishda yozish mumkin.
dx

1- misol. Ushbu = y 1 + —-  tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  y  = — almashtirishni bajarib, tenglamani
г

i 1 /
— 1 -  — — shaklga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechish-

dx ¿ \ x )

da — =  и belgilashdan fovdalaaamiz. U  holda и +  x = -1  -  ^ и2 ;
X ' dx ¿

du dx du dx . .
= мй+Г)7 = ~Tx tenglikmmtegrallab,

arctg(l + u) = j  lnx  + С
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\oki

u +  1 = tg ( С — — ln jc ),

Z =  X -1  + t g |c  - -j ln x j

ifodaga ega bo‘lam iz. D e m a k , izlangan yechim  quyidagicha bo‘ladi:

-1+tgf С — yin X

Quyidagi tenglamalrni yeching:
108. y' + ay2 — axy — 1=0.
109. y' + y2 = 2/x2 .
110. xy2 +xy + x2/2 = A.
111. 3y '+y2+ 2 /x 2= 0 .
112. xy ' — (2x+ l)y-l-;y2 =  —X2.

113. у  ’ — 2xy -+ y2 =  5 — X2.
114. y  ' +  2ye* — y 2 =  e2* +ex.
115. 3xy  ' -  (2H-3)y +ÿ- =  —X2.
116. 2xy ' — Ç>x-\~2)y+yi =  —Ix2.
117. 5xy  ' -  (4x4-5)y 4- y 2 =  —3x.
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Y U Q O R I  T A R T IB L I D I F F E R E N S I A L  
T E N G L A M A L A R  

1- §. Asosiy tushunchalar

n -  tartibli oddiy différénsiaL tenglama deb,

F { x , y , ÿ , y " , . . . y (n)) = О <2Л)

ko‘rin ish d ag i tenglamaga aytiladi.
B u  tenglam aning yechim i deb, n marta differensiallariuvchi va 

(2 .1 ) ten g lam aga  qo‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi
y = c p (x ) funksiyaga aytiladi, ya’ni.

JF[x, ф(х), ф'(х), ф"(х)..., ф(п| (х )]  = 0.

Kosh i masalasi. (2.1) tenglamaning

Х л о )  = Уо, y '(* o )= y i У"(Х^=У0, Уя)(хо) = у (0п) (2.2) 

b o s h la n g ‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

у = ф(х, Cl, C2, ..., C„)

funksiya (2.1) tenglamaning umumiy yechimi bolsin . Cv C2, C n 
o ‘zg a rm a s sonlarni (2.2) Koshi shartlari orcLali aniqlab, tegishli xu- 
susiy yech im  hosil qilinadi.

L Jm um iy yechim dan xususiy yechimni hosil qilishda qaralayot- 
gan ora liq n in g  chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy shartlardan 
ham  foydalaniladi.

K o s h i  shartlari deb ataluvchi boshlang‘ich shartlar soni tengla­
m anin g tartibi bilan teng bo‘lishini ta  kidlab o'tamiz.

« - ta r t ib l i  differensial tenglamani faqat ayrim xususiy hollarda- 
gina bevosita  integrallash mumkin.
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Tartibini pasaytirish  m um kin bo‘lgan tenglamalar

2-§• y (n) = f ( x )  ko‘ rin ishdagi tenglama

Bunday ko‘rinislidagi tenglamani n marta ketma-ket integrallash 
natijasida ixmumiy yech im i topiladi :

y {n)= f ( x ) ,  (2.3)

y n_1) -  \ f { x ) d x +  Q  = f x (x ) + C, ,

J <'"2) =  ¡l/x  (x) + Cl ] d x + C 2 = f 2 (x ) + Q x  + C2 ,

..................................5

J = /n (x ) + < â ) i x '"1 + ( â y r x "~2 + - + c «-ix + c « ’ (2-4)

bu yerda f„(x) = J J ... j f ( x ) d x n . ( â j ï  > C« lar o ‘zgar-

mas sonlar bo‘lgani uchun (2.4) ni quyidagicha ham yozish mumkin: 

y = f n( x )  + Cxx n~{ + C2x n~2 +. . .  + Cn_,x + C„-

1-m isol. y" = s in  x tenglam aning umumiy yechimi topilsin. 

Y e c h i s h .  y" =  ekanligini e ’tiborga olib, berilgan tengla­

mani ^ -  = sin x  y o k i dy" = s in xdx  ko‘rinishda yozish mumkin. 

Ketma-ket integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz: 

y" = Jsin xdx + Cl = -  cos x  + C ,,

y' = J (-c o sx  + Ci)fl&c+C2 = - s in x  + C,x + C2,

y  = | ( _ s in x + C ,x  + C2 ) î/x  + C 3 = c o sx  + j Q x 2 + C2x + C3

Demak, y — cos x -t— Cx~ + C2x  + . C = "2 ^  *

Izlangan um um iy yechimga ega bo‘ldik.
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2- m iso l. у" = x e x tenglamaning y(0) = 1, y'(0) = 0 bosh 
lang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e с h i s  h . Berilgan tenglamani ketma-ket integrallash natija 
sida um um iy yechimni aiiqlaymiz:

y ' = ^xe~xdx + C\ = -xe~x - e~ x + C ,,

у  = J ( - j <e~x -  e~x + Cx )dx + C2 = x e x + e~x + e~x + C,x + C2 

yoki

у  = e “*(x  ■+ 2) + C[X + C2.

Boshlang'ich shartlarni e ’tiborga olsak,

1 = «-°(0 + 2) + C, - O + Cj .C j = - 1 ,

/  = -хе"л -  e~x + C,

dan 0 = -Oe JJ -  e_0 + C[, C, = 1.

Dem ak, izlangan xususiy yechim quyidagi ko'rinishda bo‘ladi: 

у  = e~x(x + 2) + x - l .

Quyidagi tenglamalami yeching:

118. у 1Л/ = cos2 X ,  y(0) = - L , / (0 ) = 0. y*(0) = ^ " ( O )  = 0.

119. y ”  = x s i n x , y ( 0 )  = 0 , / ( 0 )  = 0 ,^ ( 0 )  = 2.

120. y ”  sin4x = sin 2x  .

121. y r = 2 s in x c o s2x  -  sin’x  .

122. y "  = xe'x, y (0) = 0, y'(0) = 2, y '(0 ) = 2 .

123. у '" = 4 , У ( 1 )  = 2 , у ' ( 1)=1  / '(D  = I-
X

124. у " = 4 c o s2 x , j (0 )  = 0. y'(0) = 0.

125. y r = - Ц - .l+x
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12‘- ' ■ - = Ь ' ( 5 ) - ,,‘’/М т ) - 1COS X

127. y'' = x"2 .

128. = co s  X .

129. y '  = —- i— .
Sin X

130. y ' = x e x ,y (0 ) = l , / ( 0 )  = 2 .

1 3 1 . y ' = s in  2 x , y  (0 ) = 6, y' (0 ) = 0 .

3- § . Noma’ lum funksiya oshkor holda qatnashmagan
tengl am alar

F ( j c , y w , / M ) , . . . , y in)) = 0 (2.5)

tenglamada у  funksiya oshkor holda qatnashmagan. Bu tenglamada

=  p(x)  (2.6)

almashtirishni bajarib, uni

F ( x , p , p ' , . . . , p n~k) = 0
ko‘rinishga keltiriladi. Shunday q ilib , (2 .5 ) tenglamani tartibi к bir- 
likka pasayadi.

1-misol. xy" = y ' \ n  | - j  tenglam aning umumiy yechimi topilsin.

Y  e с h i s h . Bu tenglam ada у  funksiya oshkor holda qatnashma- 
gani uchun y' = p(x)  alm ashtirishni bajaramiz. Bu holda y" = p' 
o'rinli bo‘ladi. B ulam i tenglam aga qo‘ysak,

X ■ p' = p In— yok i p' = — In— .
X X X

Hosil bo‘lgan tenglam a biriachi tartibli bir jinsli tenglama bo‘l- 

ganidan ^  = t yoki p = x  ■ t alm ashtirishni bajarsak, p 1 = t + x f  ga
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ega b o ‘lam iz . Buni e ’tiborga olib, tenglamani / + xt' -  Mn t yoki 

xt' = / ( l n?  -  1) ko'rinishda yozish mumkin. 0 ‘zgaruvchilarni ajrat- 
sak,

dt _  dx 
/(ln/—1) x

tenglam aga ega bo‘lamiz. Integrallash nitijasida

ln(ln t -  1) = ln x + ln C, yoki ln / — 1 = C,x ,

bundan esa  t = e Clt+l kelib chiqadi. t = — ekanini e ’tiborga olsak,
x

p  = xec,x+l

hosil b o ‘ladi. p ( x )  = y' dan y' = xeqx+I tenglik hosil bo‘ladi. Bun­
dan esa izlangan  umumiv yechim

y  = ¡xec'x+'c/x = i -  xeCiX+l -  -L  ec'x+1 +. Q
•* Q c,

ko‘rinishda hosil bo'ladi.

2 -m is o l.  ^ ( x - h - y ^ O  tenglamaning j(2) =2, y'(2) =1, y'(2) = l 
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e c  l i i s h  . y" = p(x)  va y ” = p ’ almashtirish bajarsak, dast-

dp dx
labki tenglam a p ' ( x -  1) = p yoki —  = ko‘rinishga keladi. In­

tegrallash natijasida ln p = ln (x  - 1 )  + ln C, yoki p  = C, (x -  1) yechim

hosil b o ‘ ladi. Dastlabki belgilashni e ’tiborga olib, y" = C , ( x - l )  
natijaga e g a  bo‘lamiz. Bu esa tartibi pasayadigan tenglamadan ibo- 
rat. K etm a-ket integrallab:

y ’ = J c , ( x - l ) ^ x + C 2 = i c , x 2 - C \ x  + C2 ( 

y = j i y  C ,x2 -  C, x -+ C, j ¿/x +  C3 = -yL* 3 - 5 - r  + C 2x-t-C3

umumiy yech im n i hosil qilamiz. Chetki shartlarni e’tiborga olib 

42



y ’(2) = 1 dan 1 = C ,(2 -  1) yok i C ,= l, 

y '(2) = 1 dan 1 = ^  ■ 4 — 2 + C 2 yoki C2=  1,

j (2 )  = 2 dan 2 = - | - ^ - + 2 - + - C 3 yoki C3 -  \
6 2 3

natijalarni hosil qilamiz. B u n d a n  esa

1 3 1 2 2

* = 6 *  " 2 X' + X + 3

xususiy yechimni topam iz.
3 - masala. m  massali jisrn sam olyotdan  boshlang‘ich  tezliksiz  

tashlandi. Unga o ‘z te z lig in in g  kvadratiga teng m iqdorda havo 
qarshilik ko'rsatmoqda. J ism n in g  harakat qonunini toping.

Y e c h i s h . Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 
s — jism bosib o ‘tgan m a so fa ;

ds .. . d 2 s  , • ,
u = — -  jism  tezligi; w  = — tezlanish.

Jismga quyidagi kuchlar ta’s ir  etadi: 
p=m g— harakati y o ‘n a lish id agi og‘irlik kuchi;

/ ̂ \2
F = mu2 = k  — qaram a-qarshi yo‘nalishdagi havo qarshiligi.

Nyutonning ikkinchi q o n u n ig a  asosan jismning harakat qonuni­
ni ifodalovchi quyidagi d ifleren sia l tenglamani yozamiz:

mw = p -  k v 2 yoki /w-^-r = m g - k l —\ ■ = v ekanini e ’tibor-
F  d t 2 \ d t  I dt

ga olsak, m ^ -  = m g ~ k u ~  y o k i ^  ^  [^ -  -  v2 j tenglam a hosil 

boladi.

a2 -EUL belg ilash  bajarsak, o'zgaruvchilari ajraladigan 
k

—  = — {a2 -  v2 ) tenglam ani h o sil qilamiz.
d t  m
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O 'zgaruvchilarin i ajratib, = — dt integrallash vordamida
Ka - v  ) m

2 l ln
a + v = — t + C, natijani hosil qilamiz.m

Masala shartiga ko‘ra, t =  0 da u(0)=0 ekanligini e’tiborga olsak,

C ,= 0  kelib chiqadi. Shunday qilib, ln

(  2akr ) I l  âlct \ 
topsak, v = a\e m -\j/\e m +11 = a

Q - \ - V

Û—V
= ^ - t  tenglikdan v ni m

akt akt

g  m _ q m

akt akt

e  m + e  m

ath —  hosil m

bo‘lad i.

a k  _  Im g k  _  fk g
m

d s

~  va v ~ l t  e k a n in i  h i s o b g a  olib ,

■$ = ath M t
dt m tenglamani hosil qilam iz va uning yechimi

S ~ ^  + ^2 = T  *n + ^  i (0)=0 ekatili-

g idan C,=0 bo‘lib , jism ni bosib o'tgan yo 'li s = ^ ln  ch./— / formu-
k  V m

la  b ilan , tezlig i esa v = ath — t formula bilan ifodalanadi.
V m

B u  formuladagi a = lira v = a lim  th./— / = a -  J — ekan-
V k  t-x» /-»« K m  y k

lig id a n  tush ish  tezlig i cheksiz orta olmaydi hamda tezda v  = J j

l im it  qiymatga erishadi va xuddi shu holat parashyut bilan sakrashda 
ham  so d ir bo'ladi.
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Q u y i d a g i  t e n g l a m a  l a m í  y e c h i n g :

132. х гу" + X 2 у '  = 1.

133. у" + yXgx = s ín 2 j> c  .

134. у"х ln X =  у ' .

135. ху’ - у '  = е х - X2.

136. у" + 2ху '2 = О .

137. (1 - х 2) у " - х у '  = 2 .

140. х 2у " = у ' 2.

141. у '(е х + 1) + /  = 0 .

142. (1 + х 2) у "  + 2ху' = х } .

143. ^"tgx = у ' + 1.

144. ху" + у '  + X =  0

145. ^ ' - _ L . /  = x ( x - l ) ,  

у  (.2) = \,у'(2) = - 1 .

138. 2х у у "  = у " 2 -  а 2.

139. {l + x 2) y "  + 1 + у ' 2 = 0 .  147. ( l - х 1) у " + ху' = 2.

4-§. Argument o s h k o r  holda qatnashm agan tenglam a

tenglamada erkli o ‘zg a ru v c h i x  o shko r holda ish tiro k  etmaydi. B u  
tenglama

almashtirish bilan tartib ini bittaga pasaytirib yechiladi.

(2 .8) almashtirishda: y "  =  p ' (y) - y ' =  p  ■ p ' ,

y n = p [p -  P ” + P '2] ’ -  
o‘rniga qo‘yishlar b a ja rila d i.

1-misol. 1 + y ' 2 = y  ■ y "  tenglamaning umumiy yechimini toping.

Y e c h is h .  y '  = j ? ( y )  va y "  = pp' a lm ashtirish la rn i bajarsak,

dastlabki tenglama 1 -+- p1 = y ■ p ■ pr ko‘rinishga keladi, bu esa b i-  
rinch i tartibli o‘z g a ru v c h ila ri ajraladigan tenglamadir.

F { y , y ' , y " , . . . y ^ )  = 0 (2.7)

y '  =  p { y ) (2.8)
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O 'zg a ru v c h ila rn i ajratib, p%  = —  tenglamani hosil qilamiz.
1+p у

T e n g lik n i integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

■ jln | l +  p2\ =  ln j ;+  InC, yoki \ + p- = C,2y 2 , p = ±yjci2y 2 - 1 .

D a stLa b k i o‘zgaruvchi у  ga qaytib, y '  =  ±yjc2y 2 - 1  yoki 

-г1- = ±dx  natijagi ega bo‘lamiz. Teng likn i integrallab,
V q V -  1

^ ln ( c , y  + V q V - l ) = ± ( x  + C2) yoki J = _ L ( e fc(*^ W  + =

= 7T- c h C , (x  -t- C2 ) izlangan umumiy yechimni hosil qilamiz.
4

2 - m is o l.  M(0; 1) nuqtadagi urinmasi OXo ‘q bilan a=45° bur- 
chak ta sh k il qiluvchi va egrilik radiusi norrtialning kubiga teng 
bo‘lgan c h iz iq  tenglamasini tuzing.

V  e с t i i  s h  . Egri chiziqning egrilik radiusi va normali tenglama- 
lari quyidagicha edi:

R = ( l  + y ,2y /2/y’ , Ж = y V1 + У '2 ■

IV lasala shartiga asosan R=Ni ekanligidan, quyidagi differensial 
tenglamaga ega bo‘lamiz:

(1 + y '2 Ÿ /2/y" = y3( \̂ + y '2)3-

T e n g lik n in g  har ikki tomonini (1 ^ y '2 )3/2 ga bo‘lib , l/y ’ = ÿ

yoki у"уэ = 1 tenglamani hosil qilamiz. y '  = p(y) va y" = pp' al-

m a s h t ir is l i bajarsak, pp'y: = 1  tenglik hosil bo‘ladi. 0 ‘zgaruvchilarni 
a jra tib  va integrallab, quyidagi yechimni hosil qilamiz:

PjjE-y3 =\,pdp = y-3dy, 1 р 2 = - 1 и -2 + 1 с,

yoki
2 z’ —2p = Q -  y .
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D astlab k i o ‘z g a r u v c h ig a  q a y tsa k , y'2 = C, - y~2 t e n g la m a  h o s i l

bo‘ladi. Masala shartiga asosan y '( x 0) = tg45° =1 yoki y ( 0 ) = l ,  

y '(0 )= 1 , bundan 1 = C , —1, ya’ni C1=2. Shunday q ilib , noma’lu m  

funksiyani aniqlash u c h u n  b ir in c h i ta rtib li y'2 = 2 - y ~ 2 y o k i

152. y (l -  In y)y" -+- (1 + \r\y)y'2 = 0 .  y(0) =  1, y '(0 )  = 2  .

157. E g rilik  ra d iusin ing  OY o'qdagi proyeksiyasi o ‘zgarmas a 
bo‘lib , OX o‘q bilan esa koordinata boshida kesishuvchi egri c h iz iq  
tenglamasini tuzing.

158. Suyuqlikka tashlangan m m assali jism  o ‘z og‘ ir lig i tu fa y li 
cho‘kaboshladi. Agar suyuq lik  qarshilig i jism  tezligiga proporsional 
bo‘lsa , harakat q onun in i toping.

y' = ± y —I  tenglama kelib chiqadi. Bu tenglamaning o ‘zgaruvchi-
y

larini ajratib, integrallaym iz:

yoki >  =  y [ ( 2 x  + C2)2 + l ] .  Izlangan chiziqning M(0 ; 1) dan o‘ t i-  

shini e ’tiborga olsak, 1 =  - j[ (2  • 0 + C 2 )' + l ] , C2 = 1 .

Demak, y  = 2 x 2 + 2 x  + 1 yechim hosil bo‘ladi.

Quyidagi tenglam alarni yeching:

148. y y "  + y '2 = 0 .

149. y ’ + 2y(y ')3 =  0 .

150. y'tgy = 2y '2.

151. y ’(2y + 3) - 2  j '2 = 0 .

153. y"( 1 + y ) = y ’2 + y .

154. yy"-t-y = y ’2 .

155. y '2 -+2yy" = 0 .

156. yy" -  y '2 = 0 ,

159. 2yy" = {y ')2. 160. y 'y 3 = 1 .
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161. 2yy" = 1 + y '2 . 163. y" = y'fyfy .

162. y • y" = y '2 4-y 2 In  y .

5 -  §. N om a’lum funksiya va hosilalarga nlsbatan bir 
jinsli tenglamalar

F ( x ,y ,y ' ,y " , . . . , y ^ )  = 0 (2.9)

tenglama x ,y ,y ' ,y " , . . . , y ^  larga nisbatan b ir jin s li bo'lsa,

J  = P[x) (2.10)
alm ashtirish yordamida (2.9) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.

1 -m iso l. 3y '2 = 4 y - y ’ + y 2 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Berilgan tenglama y , y ' , y "  larga nisbatan b ir jin s li 
ekanligidan, tenglamaaing har ikki tom onini y2 ga bo‘lib,

3- — - 4 — = 1 ko'xinishga keltiram iz. — = p (x ) ,  ya’ ni

p' (x ) =  y y y  , L .  -  ( L .  I =  p' yoki —  = p' -  p2 almashtirish ba-
y 1 ' y  \ y  J ‘ y

jarib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3p2 - 4 p2 -4p’ = \ yoki 4 p' = -1  -  p1 
birinchi tartibli tenglamaga egabo‘lamiz.

0 ‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab, quyidagi natijaga kelamiz:

-ÉE— = —-d x  yoki arctg/? = C, - 1 x , bundan esa p = tg C - 4 1  
1+ p 2 4  4  \  4 1

yoki —  = tg | C -  —I hosil bo‘Igan tenglamaning o‘zgaruvchilarini 
y  \ 4 /

ajratgandan so‘ng, integrallab ln|y| = 4  In  cosfc, — 4 j  + In. |C721 yoki

y = C2 cos4 |c, -  -i-j yechimga ega bo‘lamiz.
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2- misol. y ' 2 +- yy"  = yy '  tenlamani yeching.
Y e c  h i s h . B u  tenglama ham a w a lg i tenglama kabi y ,  y y "  lar­

ga nisbatan bir j in s l i  bo‘lg a n i u c h u n  yuqoridagi u su ln i qo ila sh  

m unik in . Lekin tenglam aning chap  tom onidag i ifoda ( y y ' ) '  ga

tengligi, ya’ni (yy ') ' = y'2 -+ yy" ekanligidan (yy')' =  yy' teng-

lamaga ega bo‘la m iz. y y '=  z  a lm a sh tir ish  bajarsak, sodda z ' = Z

tenglamaga ega bo 'la m iz va u n in g  u m u m iy  yechimi z =  C¡ex ko‘ri-

nishdabo‘ladi. Belgilashga asosan y y '— C¡ex yoki ydy = Clexdx ni 
integrallab, quyidagi um um iy yechim ni hosil qilamiz:

y2 = 2(7, ex + C 2.

Quyidagi tenglamalarni y ech in g :

164. yy».- y '2 = 0. 171. xyy" + x y '2 = 2 yy'

165. (y + V N
Í + (O II 0 1 172. x 2yy" = (y --x y ')2

166. 2xy'' . y '  = y '2 -  a2 . 173. y " + — +  2L = z l
X X2 y

167. y" = y'ey  , y ( 0) = 0 , y'( 0 )  = 1 174. x 2yy"+ y '2 = 0.
168. xyy'

>II
<N1 175. ¿<y2- 2 y f ) = y .

169. yy" = y'2 + 15y 24 x  . 176. xyy" = y ' ( y + / ) .

170. (1 + x 2) ( y '2 -  yy") =- x y y ' . 177. 4 x 2y 3y " = x:2 -  y 4

178. x 3y "  = ( y  - x y ' ) ( y  — x y ' - x ) .

6- § .  Yuqori ta r t ib li  ch iziq li tenglam a

y(n) +ch(x)y(n~l) + a 2(x)y(n 25 + .. . + an_ X x ) y '+ an(x)y = f ( x )  (2 . 11) 

ko‘ rinishdagi tenglama n-tartibli chiziqli bir j in s l i  bo ‘Itnagan tengla­
ma deyiladi. Bu yerda a ,( x ) ,  a2( x ) , a n(x)  va /(x ) — ma’lum  va 
biror oraliqda uz lu ks iz  bo‘lgan funksiya la r.
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Agar / ( x )  = 0  boisa, bu tenglama chiziqli bir j in s l i  tenglama 
deyiladi.

C hiziq li b ir  jin s li tenglamaning birorta y, xususiy yechimini bil- 
gan holda

y  = yt ■ \z(x)dx (2.12)

c h iz iq li alm ashtirish yordamida berílgan tenglamaning tartibini bit- 
taga pasaytirish mumldn. U  holda mos bir jin s li bo‘lmagan tengla­
m a ham z(x) ga nisbatan («—1)-  tartibli chiziqli tenglamaga keladi.

2 11- m isol. y "  + — y" -  y + —-— : y  = x  tenglamani y, = ln x  xu-
X  X” ín  X

su s iy  yechim ini bilgan holda tartibini pasaytiring.

Y e  c h i s h  . (2.12) formulaga asosan y  = ln x\z(x)dx  almash- 

t ir is h n i bajaramiz. Tegishli hosilalar

y '  =  j  fzdx i - z ln x ,  y "  = — \  ^zdx + ̂ - J rz '^ n x ,

y m = j r  \ zd ic -^  + ̂  +  z"  ln x

n i berilgan tengamaga qo‘yib, z(x) ga nisbatan quyidagi ikkinchi 
ta rt ib li tenglamaga ega bo'lamiz:

z "  ln  x  + • Zr + (-4 -  ln x j z = x .

2- m isol. y " + —y ' + v = 0  tenglamaning xususiy yechimi
x

y = S1Q x ekanligini bilgan holda uning umumiy yechimini toping.
X

Y e c h i s h . (2.12) formulaga ko‘ra y = Jz(x)í/x  almashti- 

r ish n i bajaramiz. Tegishli hosilalami

, xcosx-sinx r , sinx
y =---- p-----I * * * — *'
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sin jc ■ z' + 2  cos x  ■ z = 0 yoki —  = - 2  COs'x dx.
z sinx

cTenglikni integrallab, z  = — 5— yechimga ega bo‘lamiz.
sin- x

tenglamaga q o ‘ysak, quyidagi birinchi tartibli tenglama hosil bo‘ladi:

Natijanidastlabki almashtirishga qo‘yib, 

sin x r  C, j_ sin x , 
s in 2 x

sin x f  G., , s in x ,„  „   ̂ .

yoki

^  s i n x  r  c o s x  y  — C|-----
X  X

iz langan  u m u m iy  y e c h i m n i  to p a m iz .

Misollami yeching:

179. y 's in 2 x  = 2 y  tenglamaning y =  ctgx xususiy yechim ini 
bilgan holda ta rtib in i pasaytiring.

180. y " - 2 L  + 2 -  0 tenglamaning y=x  xususiy yechim ini bil—
x  X

gan holda ta rtib in i p a sa ytirib  integrallang.

181. y ' f  (tgx -  2 ctgx)>’"’ + 2 ctg2xy = 0 tenglamaning j>=sinx  

xususiy yechimini b ilgan ho ld a  tartib in i pasaytirib, un ing  umumiy 
yechimini toping.

7- §. C h iziq li bir jinsli tenglamalar

(2. 11 ) tenglamada f ( x ) = 0 bo‘lsin, ya’ni

y ('" ■+• d\ (x ) y ("_1) -+- a2 (x )y °"~2) + ... + a„(x)y = 0  (2.13)

ko'rinishdagi tenglam a berilgan. yv yv ..., yn funksiyalar (2.13) 
tenglamaning c h iz iq li erkli xususiy yechimlari bo‘lsa, quyidagi teo­
rema o ‘rin li.



Te o re m a . Agar (2.13) tenglamaning xususiy chiziqli erkli yechim- 
lari y v y7, yn funksiyalar bo‘lsa,

y = C1yi + C2y2 + ...+ C Kyn (2.14)

funksiya  (2 .13 ) tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi (C,, Cv ..., 
Cn —  ix tiy o riy  o‘zgarmas sonlar).

I  z o h  . yv y2, ..., yn funicsiyalar (a; b) oraliqda

a ,y] + a2y2 + ... + a„yn *  0 (2.15)

sh a rt no ld a n fa rq li a ,, cc2, . . . ,  a„ sonlar uchun o 'rin li bo'lsa, bu 
fu n k siy a la r chiziqli erkli funksiyalar, aks holda chiziqli bog‘liq funk­
siyalar deyiladi.

Ekkita funksiya  uchun a1y1 + a2y2 *  0 (2.15) shart =  C
y% a2

shartga m o s keladi, ya’ni ikkita funksiya chiziqli erkli bo lish i uchun 
ula rn ing  n isb a ti o ‘zgarmas son bo‘lmasligi kerak.

M a s  a l a n .  1. y, = x, y-, = x 2 funksiyalar —  = ^ -  =  —
y2 x 2 x

bo‘lgani uchun  chiziqli erkli.

2 . y\ =  ex , y2 = e x funicsiyalar —  = e2x bo'lganidan chi-
yi

z iq li erkli.

3 .  J i — 2e3x, y 2 = 5e3x funksiyalar —  =4- = 0 ,4  bo‘ lgani uchun
y2 5

c h iz iq li b o g ‘liq. ( a, b) oraliqda berilgan ( « ~ 1)- tartibgacha uzluksiz 
hosilaga ega boTgan n ta funksiyaning ch iz iq li erkli bo'lishining

yetaxli s h a rt i bo‘ lib, W (ylt y2, ..., y„) — Vronskiy determinanti-
n ing noldan fa rq li b o lish i xizmat qiladi, ya’ni

y  i y2 ... yn

K ' ( y i , y 2 > --’ y J  =
y{ y\ -■ y'n

y (r l) y(2nA) - y (:~ l)
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Agar y v y 2, .., yn funksiya la r (2.13) tenglamaning xususiy  
yechimlari bo‘lsa, v ro n sk ia n a in g  noldan farqli bo‘lishi zarur va yetarli.

(2.13) tenglam aning v ro nsk ia n i <2.16) a,(x) koeffitsiyent b ila n  
{a, b) oraliqning x0 nuq ta sid a

-  J a \ ( x ) d x

W (ylt y 2,.. .  , yn )  = f V ( y t , y2 , . . . ,  y n)\x=xo -e *  (2.17)

Liuvilli- O s tragradsk iy  f o r  m u Ia s i  bilan ifodalanadi.
(2.13) tenglam aning c h iz iq li erlc li yechimlari to 'p la m i yechim- 

laming fundamental sistemasi  deyiladi.
Ikkinchi ta rtib li

у 'н - й , 0 ) y '  + a2 (x )y  = 0 (2.18)

chiziqli b ir j in s l i  te n g la m a n in g  fundam ental sistemasi уДх) va y2(jc) 
funksiyalardan ibora t b o ‘ Isa, uning u m u m iy  yechimi

у = C1y l (x) + C2y2(x)  (2.19)

ko‘rinishda bo‘ ladi.
Agar (2.18) tenglamaning bitta xususiy yechimi y,(x) ma’lum  bo‘lsa, 

ikkinchi chiziq li e rk li y e c h im  Liuvilli-O stragradskiy fo rm ulasi, ya’ n i

- \ a \ ( x ) d x

y 2 Ы )  = y ,  ( x ) dx  (2.20) J y f ( x )  v >

yordamida aniqlanadi. B u  u s u l ik k in c h i ta rtib li bir j in s l i  tenglama­
ning bitta yechimi m a ’lnum b o ‘lganda, uning ta rtib in i pasaytirmas- 
dan birdaniga (2.20) fo rm u la  yordamida y2(x) ni topib, (2.19) fo rm u ­
la orqali um um iy y & c h im n i yozishga imkon beradi.

l-m iso l. y '  + —  y' -f-у = 0  tenglam aning xususiy yech im i

y =  JELi. boTgan h o ld a  u n in g  u m u m iy  yechimini toping.
x

Y  e с h i s h . (2 .20 ) fo rm u la  yordamida y2(x) ni topam iz:



D e m a k ,  ( 2 .1 9 )  fo rm u lag a  aso san  te n g la m a n in g  urnum iy  yech im i 
q u y i d a g i  к о  i i n i s h d a  b o ‘ladi:

^  sin.r n  c o s xy = C I ------- C2 -------.

2- m is o L . у =  C¡e3x + C2e Зл' fiinksiya у "  -  9у  =  0 tenglamaning 
u rrru m iy  yech im i ekanini ko‘rsating.

Y e c h  i  sh  . j ,  =  e3x va y2 = e~3x funksiyalarning har b iri be- 
rilg a n te n g la m a n i qanoatlantiradi. Bu xususiy yech irnlar o ‘zaro chi-

z iq l i  e rk l i ,  chunki —  =
A x
-,=— = e6x & С . Shuning uchun bn ikki

У2 e
yec him  fundam ental sistemani tashkil etadi, demak,

У = СуУ1 +  C2y2 =  Cl e3x + C2 еГЪх

u n x u m iy  yechim  bolad i.

3- rm iso l. у "  —y' = 0 tenglamaning y, = e x, y2 = e x , y3 = chx 
xususiy  ye c h im la ri fundamental sistema tashkil etadimi?

Y e  c h i  s h .  Bun ing  uchun vranskianni hisoblaymiz:

0 ,

chu-nki b ir in c h i va  uchinchi satr elementlari b ir  xil. Shunday qilib, 
bu fu n k s iy a la r  c h iz iq li bog‘liq , ya’ni u lar fundamental sistemani 
tashikil e tm a yd i. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo‘ lmaydi.

M isolla*Tii yeching:

1 8 2 . y ¡= s h x  va y2=chx funksiyalar y m- y  = 0 tenglamaning 
x u su siy  yechiim lari bolsa, ular fundamental sistema tashkil etadimi?

183- y" + — y r +{ 1 — l—)y = 0, X *  0 tenglamaning yx = -^sinx ,
X  \ 4 x 4  •Jx

У\ У2 Уз ех е~х ch x

W { x )  - y i У2 у; = ех - е ~ х slue

У\ У2 У’ ех е~х chx

У2
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Quyida berilgan funksiyalar o ‘zining aniqlanish sohasida chiziqli 
erkli boMishi yoki boMmasligini aniqlang:

184. a: +1, 2x + \, x  + 2.

185. 2 x2 +-1, x 2 -  1, x  + 2.

186. ~Jx, y/x + a, >Jx + 2a .

187. ln ( 2 x ) ,  ln (3 jc ) , ln ( 4 x ) .

188. = e~2x va y 2 -  ex funksiyalari y" + y ' - 2 y  = 0  tengla- 
maning xususiy yechim lari bo‘lsa, um um iy yechim tuzilsin .

189. y ,= l va y2 = e 2x funksiyalar y"  -  2y' = 0 tenglamaga xu­
susiy yechirn b o ‘lish in i va  fundamental sistema tashkil e tish in i ko‘r- 
sating.

190. y " -  4 y '  + 5y =  0 tenglama uchun yt = e2x cos x, 
y2 =  e2x s inx  funksiya lar xususiy yechim  bo‘lsa, ularni fundamen­
tal sistema tashkil e tish in i ko‘ rsating va  umumiy yechimni yozing.

191. y" -  y  = 0  tenglamaga y, =e~x xususiy yechim bo‘lsa, y2 — 
ikkinchi xususiy yechim ni toping va um um iy yechimni yozing.

8- § . 0 ‘zgarm as k oeffits iyen tli ch iziq li bir jinsli tenglam a

y (n) + axy (nl)  + a2y in~2) + . . .  + an_¡y' + any  = 0 (2 .2 1)

tenglama o ‘zgarmas koeffitsiyentli c h iz iq li b ir jin s li tenglama deyi- 
ladi, bu yerda av a2, . . . ,  an — o‘zgarmas haqiqiy sonlar.

(2.2 1 ) tenglamaning yechimini

y = ekx (2 .22)

ko 'rin ishda q id ir ib , u n i  tenglamaga qo‘yish orqali, (2 .2 1 ) ning  
xamkteristik tenglamasi deb ataluvchi

k n + ay kn~l  + a2 k n~2 + ... +  an_x k + an = 0  (2.23)

algebraik tenglamani h o s il qilamiz.
(2.21) tenglam aning yechimi (2 .23 ) xarakteristik tenglamaning 

yecliimiga mos ravishda:

5 5



1) har bir oddiy haqiqiy k  yechimga Ce, qo‘sliiluvchi mos kela- 
di, bu holda umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi:

y = Cl e k'x + C2 eh-x + ... + C„ek”x ; (2.24)

2) h a r  b i r  k a r ra l i  yech im ga

y = {C1 + C2x + ... +Cmx m A ) e kx (2.25)

ko‘rinislidagi yechim mos keladi;
3) har bir kl2  = a ±  /p oddiy kompleks yechimga esa

ettJt (Ct cospx + C2 sin px) (2.26)

qo‘shiluvchi m os keladi;
4) har bir kl2  = a ±  /p m -  karrali yechimga

ex x ^ C l -t-C2x  + ...+- Cm_[ x"1“1 j eos px+ (q + c^x + ... -t cmA x"1-1 j ■ sin px

qo‘shiluvchi mos keladi.
1- in isol. y " - 1  y'  +• 6 y  = 0 tenglamaning umumiy yechimi 

topilsin.

Y e c h i s h .  k2 - l k  + 6 = 0 xarakteristik tenglamani tuzib, 
k = \  v a  k2= 6 ildizlarga ega bo'lamiz, bularga esa ex va e6*xususiy 
yechim lar mos keladi. Bu yechimlar chiziqli erkli bo‘lganidan, 
um um iy yechim (2.29) formulaga asosan quyidagi ko'rinishda yozi- 
ladi:

y = Cxe x +■ C2 e6 x .

2- m isol. y , v - \ 1 y "  + 36y = 0 tenglamaning umumiy yechimi 
topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama - 1 3 k 2 + 36 = 0 ko‘ri-
nishda b o ‘lib, uning ildizlari k{1 = ±3, k3 4 = ± 2 .  Bunga mos e~3\  
e3x, e~2x,  e2* funksiyalar chiziqli erkli boMganligidan, umumiy yechim 
(2.24) formulaga asosan

y  = Q e ~ 3x + C 2e3x + C3 e~2x +C4 e lk .
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3 - misol. y " - y ' - 2 y = 0  tenglamaning _y(0)=0 va j> '(0) = 3 
boshlang'ich shartla rni qanoatlantiruvchi xususiy yechimi top ilsin .

Y e c h i s h .  M os xa ra k te ris tik  tenglama к2 -  к -  2  =  0 ko‘ ri-  

nishda bo'ladi va u n in g  yechim lari = - 1 , k2 = 2 . U m u m iy  
yechim esa (2.24) form uladan

sistema hosil b o ‘ladi v a  C¡ =  —1, C2 =  1 ekanligini topam iz. De- 

mak, xususiy yechim  y  = -e~x + e2x .

4- misol. y "  -  2 y'  =  0 tenglamaning y(0)= 0 va y (ln 2)= 3  chega- 
raviy shartlarni qanoatlantimvchi yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  X a ra k te ris tik  tenglama k 2 - 2 k  = Q ko‘ rin ishda  
bo‘ladi va k̂ —0, k 2= l  un ing  yechim lari bo'ladi. Demak, um um iy  
yechirn (2.24) form uladan у (л:) = Q +C2e2x ko‘rinishda bo‘ladi.

Chegaraviy shartlarga ko‘ra quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

Bundan esa C ,=—1, C2= 1. Izlangan xususiy yechim y (x )  = e2x -  1 
ko‘rinishda b o ‘ ladi.

5- misol. y "  -  2y" -+■ y '  = 0 tenglamaning umumiy yechimi to ­
pilsin.

Y  ech is h  . X a ra kte ristik  tenglama к 3 -  2k2 + к = 0 ko 'rin ish-  
da bo‘lib, kl= 0, k2—k3=\. B u  yerda 1 ikki karrali yechim bo‘lgani 
uchun eox , ex , x  ■ ex funksiya lar xususiy yechimlar bo'lib xizmat qi- 

ladi va um um iy yechim  (2.25) form uladan у -  С, +C2ex + C2xex 
ko‘rinishda b o ‘ladi.

у =C xe~x + C2e2x

ko‘rinishda bo ‘ ladi.
Boshlang‘ic h  shartlardan C, va C2 larga nisbatan

Cx + C2 = 0, 
-C , +2  C2 = 3
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6 - in  iso!. y "  - 4 y  + 13y =  0 tenglamaning umumiy yechimi 
to p i l s in .

Y e  c  h i sh  . Xarakteristik tenglama k 2 -  4k + 13 = 0 ko‘ rinishda 

bo‘lib , k X2  =  2 ±  3/. Bularga mos xususiy yechimlar e2jccos 3x va 

e2xs m 3 x  ko‘rinishda bo‘lgani uchun umumiy yechim, (2.26) for- 

mulaga asosan, y  = eLx (C, cos 3x + C2 sin 3 x ) .

Q uyidagi tenglamalarning umumiy yechimlari topilsin:

192. y " - 4 y '  + 3y= 0 . 202. y/v -  2ym + y ’ =0.

193. y " - 4 y '  + 4y = 0. 203. y™ + a4y = 0 .

194. y"  -  4 y '  +13y = 0. 204. y/v + 5 y "  + 4y = 0.

195. y " - 4 y  =0. 205. y " - 3 y '  +- 2y = 0.

196. y"  +  4y = 0. 206. y" + 2 ay1 +a2 = 0.

197. y" + 4 y f = 0. 207. yr’ + 2y ' + 5y =0 .

198. y” - y ' - 2 y  = 0. 208. x" (/) — 2 x ' it) - 3 x{t)  =  0.

199. y" + 2 5 y  = 0. 209. x’ (f) + >v2x(r) =0 (w= const).

200 . y " - y ' =  0. 210. s' it) + as' (l) =0  (¿7 = const).

2 0 1 . y" + 4 y '  +4y = 0.

Q uyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chetki shartlarri 
qanoatlantiruvchi yechimi topilsin:

2 1 1 . y" + 5 y '  +6y = 0, y (0) = 1, y’ (0) = -6 .
2 1 2 . y " - \ 0 y ’ + 25y =0, j ( 0 )  = 0, y '(0) = 1.

2 1 3 . y " - 2 y ' + \0y = 0, y ( f )  =  0, y ' ( j )  = e l

2 1 4 . y" + 3y' =0, j (0 )  = 1, j ' (0) = 2.

2 1 5 . y" + 9y = 0 ,  y (0 ) = 0,
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216.  y ' + y =  0, y (<

217.  9j "  + y  = 0 ,  y

218. y ' - y =  0, y { 0) = 2, / ( 0 )  =  4.

219. j ’ + 2 y ' + 2 y  = 0, y (0 ) = l, y '(0 ) = l.

9- § . C h iz iq li bir jinsli boMmagan tenglam a

y ^  + a{ (x )  +... + an_x ( x ) y ' + an (x )y  = f  (x)  (2.28)

tenglama chizjqli bir- j in s l i  bo ‘Imagan, ya ’ni o‘ng tomoni O dan farq li 
tenglama deyiladi. (2 .2 8 )  tenglamaning um um iy yechimi quyidagi 
teorema bilan an iq lanadi.

Teorema. A gar U  = U  (x ) funksiya (2.28) tenglamaning b iro rta  
xususiy yechimi b o ‘ lib , yv y2, yn funksiya la r esa m os b ir j in s l i  
tenglamaning fu n d a m e n ta l yechimlar sistem asini tashkil etsa, b ir  
jin s li bolmagan tenglam aning um um iy yechimi.

k>‘rinishda bo‘lad i.
Boshqacha aytganda, b ir jin s li bo‘lmagan tenglamaning um um iy  

yechimi uning b i r o r  xususiy yechimi b ila n  unga mos b ir  j in s li teng­
lamaning um um iy yechim la ri yig‘indisiga teng.

Masalaaing m ub um  jiha ti shundaki, b ir jin s li tenglamaning umu­
miy yechimini xa ra k itc ristik  tenglama o rq a li topishni bilamiz, ammo  
bir jin s li bolm agan tenglamaning b iro rta  xususiy yechim ini to p ish  
masalasi archa m urakkab.

C h iziq li b ir  j i n s l i  bolmagan tenglam aning b iro rta  xu su s iy  
yechimini top ishn ing  ikki usuli bilan tanish ib  o la m iz. (M o s b ir j in s l i  
tenglamaning u m u m iy  yechimi ma’lum  deb olamiz)

Bu  usul bir j  in s l i  bolmagan tenglamaning birorta xususiy yechi- 
n in i topish uchun q o lla n ila d i va koeffítsiyentla r o‘zgarmas b o lg a n  
hol uchun ham y a ro q lid ir.

y = U  + Cl y l +C2y2 + .. .  + Cnyn (2.29)

I. 0 ‘zgarmasni variatsiyalash usuli
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M os bi г  j in s l i  tenglamaning fundamental yechim lariy, yv ..., yn 
ma’lum  b o ‘ lsa, (2.25) ning birorta xususiy yechimini

U  (x )= C l {x )y l 4 C2(x )y 2 + ... + C„ix)y„ (2.30) 

ko‘rin ishda qidiramiz.

(2.30) n i  (2 .28) ga qo‘yib, С , Ы , C2(x ) , C„(x) funksiyalarni 
aniqlash u c h u n  quyidagi sistemani hosil qilamiz:

Ci ( x ) y { +C {(x)y2 + . . .+  C ;(x)yn = 0 ,

C'\ ( x ) y { + C i ( x ) y i+ . . . +  C ;(x)y i = 0 ,
I...... ................................ .......................... ....,

Q ' Cx)y¡"~2] + а  (x )y [”~2] + .. . + C'n( х ) у ^  = 0,

c ; c x ) y l n- l) +  c ; ( x )y {; - 1) +... + c¿(x)y<rl ) = f ( x ) .  (2.31)

B u  sistem adan Cj(x), C2 (x ), ..., Cn(x) lami aniqlab (2.30) ga 
qo‘ysak, q id ir ilg a n  xususiy yechimga ega b»‘lamiz.

Y uqo rid a g i sistema

y "  + ax(x)y' + a2(x)y = f{x )  

ikkinchi ta r t ib l i  tenglama uchun

\C((x)y{ 4 C{ (x )y 2 = 0 ,

\C{ (x)y{  4 C{ (x) y j  = /  (x) (232)

ko‘rinishni o la d i va bu sistemaningyechimi quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:

( y 2f ( x ) d x .  r  ,  л f yi f( .x)dx

C A x )~ щ ^ ) '  Щ ^ Г ) -
U  h o ld a  (2.30) formulaga asosan xususiy yechim 

,, f yi/M dx  fyif(x)dx
£ / u ) -  У' Ï W W Ï T ) I w ^ T )  <233>

ko‘rin ishda bo‘ lib , bu yerda W  (yL, y2 ) -  y, va _y2 yechimlar vrons- 
kianidir.
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tt 2  f  C t g x

1 - misol. y " + — y ' + y  = — tenglamaning um um iy yechim in i 

toping.
2

Y e c h is h .  y" ■+ —y  ' + y = 0 bir jin s li tenglama uchun 7- § dagi

Siü-XT 1
1-misolda yx = ------ ekanini bilgan holda y2 = ------- c o s j c  ni aniqla-

x X

ganedik va fV (yhy 2)

sinx

xcosx-smx

cosx

xsinx+cos x

Demak, y , va y2 yechim lar chiziqli erkli, ya’n i fundamental s is -  
temani tashkil etadi. U  ho lda b ir jin s li tenglamaning umumiy yechi-

mi y = C, -  C2 COSA ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy  
x x

yechimni (2.33) fo rm ulaga asosan aniqlash mumkin:

COS X  CtgJC sinx ctgx

U(jc) sinx
1

■dx - cosx
p-r ■dx sinx rcos Xreo

J si
-dx: -

s in x

c o s x f , sin x  COS-XOX = ------ ln * x tß — + cosx cosx . sinx, ------- s in x =  ----- ln * Xt s —J X L 2 X X 2

Natijada (2.29) Form ulaga asosan

sin x  cosx sinx, y =  C ,-------- C2------ + ------ ln * x  
~2

umumiy yechimni h o s il «qilamiz.
Yuqoridagi m iso ld a n  ko‘rinadiki, (2.28) tenglamaning b ir j in s l i  

tenglamasining y ( x )  b iro rta  xususiy yechimi ma’ lum  bo‘lsa, un ing  
umumiy yechimi

y =  Cxyx +C2y2 + U ( x )  

ko'rinishda aniq lanib , bui yerda
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fo rm u la  o rq a li, U(x) esa (2.30) fonmuladantopiar ekan.

I I .  Noma’ltim koefTitsiyeitlar asuli

B u  usu ldan faqat (2.28) tenglamida кое fRtsi vendar o‘ zgarmas 
bo‘lg a n  holdagina foydalanish mumldn.

y{n) -t-а1У^ -Х) +  а1У{г,-2) + ...+  a„y = / ( r )  (2.34)

tenglama b e rilg a n  bo'lib,

f ( x )  = [P„(.x)cosßj; 4-Qm (x)sinßx] (2.35)

ko‘rin ish d a  bo‘lsa  (bu yerda Рп(х) va Q jx)  — rrosravishda n va m 
dara ja li ko‘ phadlar), u holda birorta xususiyyechirri

U ( x ) =  x r eax[//(x )c o s( ir + ^ /(x)siaßa ]

ko‘r in ísh d a  qidiriladi, bu yerda rc\araja — kn + axk nA + . . .  + <я„ = 0 
xa ra k te ris tik : tenglamaning a+ß/' iLdizi tartibiga teng bolgan sondir. 
Agar x a ra k te r is t ik  tenglama а+ß/ kcmpleks ildizga ega bo‘lmasa, 
r=  0 o l in a d i.  P,(x) va Q¡{x) lar esa ! ta rtib li ko'phadlar b o ‘lib,

/ = m a x (« , m) va P¡ (x ) = ÁqX1 + /4l r M + ... + J ¡ , Q,(x) =  B (¡x l + 

+ Bxx ‘- ' i + .  . .  + B¡ .

у " +axy ’+агу =  r )  (2.36)

tenglama uc hun  yuqorida aytilganJarni tartiblab, qu/idagicha yozish 
m um kin.

1- J ( x  )  = Pn bo‘ lgan h.olda:

a) a s o n  к 2 +ахк + аг = 0  xarabteristil tenglamaning ild iz i 
bo‘lm asa, x iususiy yechim

U (x )  = Qn(x)eca (2.37)

ko‘r in ish d a  qidiriladi;
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b) a son xarakteristik  tenglamaning b ir karrali ild izi bo‘lsa, xusu- 
siy yechim

U  (X ) = jcQ„ (x )e “-x (2,38)

lco‘rinishda q id irilad i;
d) a son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ild izi bo‘lsa, xusu- 

siy yechim

( J ( x )  = x 2Qn{x)eax (2.3 9 )

ko‘rinishda q id iriladi.

2. f { x ) =  eax \P„ (x )c o sß x  +- Qm (x )s in ß x ] bolgan holda:

a) oc+ß/' x a ra k te ris tik  tenglam aning ild iz i bo‘ lmasa, u holda  
xususiy yechim

U (x )  = e“ -* [Р/ (x ) cosßx + Q, (x)sinßxr] (2.40)

ko‘ririislida q id irila d i, b u  yerda / = т а х ( л ,т ) ;

b) ot+ß/ son xa ra k te ris tik  tenglam aning ild iz i bo‘lsa, xususiy  
yechim

U (x )  =  x - e™* \P, (xr)cosßx + Q, (x )s in ß x ] (2.41)

ko‘riiú sM a  q id irila d i, bxi yerda I  = max(n,m).

2-misol. y "  - 2 y f - 3 y  = e4x tenglamaning y(1n2) = l, y(21n2) = 1  
chegara-viy shartla rn i qanoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Y e c h  i s h  . Xarakteristik tenglamaning k 2 -  2k -  3 = 0 yechim- 
lari k = ~  1, k2= 3. Dem ak, b ir j in s l i  tenglamaning um um iy yechimi

y = C,e~x + C2e3x

ko‘rimshda b o ‘ladi. a =  4 , / ’0( x )  = l bo‘ lgani uchun xususiy y e -  
chimni (2.37) formulaga asosan

U ( x )  = Ae4x

ko‘rinishda iz la ym iz. B u  yechim ni tenglamaga qo‘ysak:
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16Ае4х -  8 Ае4х - 3 A e 4x = e4x yoki 5/i = 1 , A  = 4 -

Dem ak, um um iy yechim (2.29) formulaga as.osan

у = Су e~x + C2e}x + j e 4*

ko‘rin is lid a  bo‘lad i. Cj va C2 larni aniqlash uchun chegaraviy shart- 
lardan foydalanamiz:

Dem ak, izlanayotgan xususiy yechim:

3 - m iso l. y " -+y'~ 2y =  c o s x - 3 s in x  tenglamaaing y (0 )= l, 
y '(0 )= 2  boshlang‘ ich shartlarni qanoatlantiruvchi yecliimi topilsin.

Y e  с  h i s h . Karakteristik texiglama к 1 +  к — 1 = 0 , uning yechim- 
lari esa k = —2, k2= 1 bo‘ lgani uchun b ir jin s li tenglamaning umumiy 
yechimi

ko‘rin ish d a  bo‘lad i. / ( r )  = e0;c( c o s x - 3 s in л>, ya’n i а=Ю, ß = l 
bo‘lg a n i uchun xususiy yechim ni (2.40) formulaga asosan

ko‘rin ishd a  izlaym iz. ü(x) n i tenglamaga qo‘ysak::

-A c o sx  -  Æ sinx — y4sin;x-t- ¿?cosx- 2^ c o sx - 2 B  s inx  = cosx-3sinjc  
yoki

i  C, + 8 C 2 + ÿ  = l,  

1 q  + 64-C2 + ̂  =  1

y  = Cje~2x -hC2ex

U (x )  =  ^cosx + 5 sin л

(В  -  ЗА)со&л -  (3В  + j4)sin x  =  cosx -  3sia x .
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Mos koeffitsiyeatl arni tenglab, quyidagi siste maga ega bo‘lamiz:

Bundan esa u m u - m iy  yechim y = Cxe 2x +■ C2ex + s in x  ko‘ ri-  
nishda ekanligini to p a m iz .  C, va C2 koeffitsiyentlarni topish uchun 
bcshlang‘ich s h a rt l a rd a n  foydalanib, quyidagi sistemani hosil qi-

y = ev-t- sinx iz la n g a rt yeoh im  bo‘ladi.

4- misol. y " - y '  — cY\2x tenglamaning y (0 )= y '(0 )= 0  boshlan- 
g‘ich sbartlarni q a n o a tla n tiru v c h i yechimi topilsin.

Y e c  h is h  . Xara_lc te rístik  tenglama k2 -  k =  0 va uning yechim- 
la ri ^ = 0 ,  k2=  1 b o ‘ lg a n i  uchun b ir jin s li tenglamaning umumiy 
yechimi

ko‘rinishda b o ‘la d i. / (  jc) = e0x (ch2x + 0 • sh 2 x )  bo‘lgani uchun
(2.40) formulaga a so sa n  xususiy yechimni

ko‘rinishda iz la n a d í. (J(x) n i tenglamaga qo‘ysak:

4 / lc h 2 x  ■+• 4 5 s h 2 x  -  2.4sh2x-2¿?ch 2 x  = ch2x
yoki

( i  A -  2 B)c-Yñ 2x  - + ( 4 £ - 2 ,4 ) s h 2 x  = ch2x + 0 - s h 2 x .

Shunday q ilib , m o s  koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga 
ega bclam iz:

\ 4 A - 2 B  = 1 ,  ! !
1 - 2 A + A  f f  =  O . B u n i" B yech im i A =  T  B = T  

Demak, u m u m iy  yechim  quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:

yoki A = 0, B =  1.

yoki C =  0 , C =  1. Demak,

y = Cl + C2ex

U x ) = ^4ch2x + 5sh2x



N o m a ’L u m  k o e ffits iy e n tla r n i an iq lash  u c h u n  b o sh la n g 'ic h  sh a rt-  
la r d a n . f o y d a la n a r n iz :

C, 4 C2e° 4-^-chO 4-j-shO = 0,
1 2 3 6

C2e° 4- jsh O  4-jchO = 0

yoki

C, +c, = -j, 

с  4  = 0.

B u n d a r ,  C, = 0 ,  C2 = - ÿ .  Demak, boshlang'ich shartlarni ba-

ja ru v c h i x ru s u s iy  yechim y = ~^ex + ÿch2x 4- -sh  2x ko‘ rinishda  

bo‘la d i.

I z o h :  / ( x )  = c h 2 x  = -— у — = i-(e 2x 4-e_2jc) ekanligidan

xususiy  y e c h im n i V =  4-1/2 = Д  e2x + B, e 2x ko'rinishda qidirsak 
ham a y n a n  yuqoridagi yechim hosilbo'ladi.

5- m i s o L  y"  — 2y ' 4 2y = x 2 tenglamaning umumiy yechimi 
to p ils irv

Y c c h i s h .  Xarakteristiktenglama Ä:2 -  2fc 4 2 = 0  va uning il-  

d iz la ri 2 =  1± /  bo‘lgani uchun b ir jin s li tenglamaning umumiy 
yechinai

y  - e x (C L C0SX4- C2 s i n x )
ko‘rin ish d a . b o ‘la d i.

f  (эс) =  X 2 = e 0x P2(k)  bo‘lgani uchun xususiy yechimni 

t / (x )  =  A x  2 4- B x  4-С ko‘ rinishda qidiramiz. Tenglannaga qo‘ yish 
natijasida

2  -  4  Лх -  2Z? 4 2 Л х 2 4 2 Bx + 2С = x 2 yoki 

2 A x 2  + ( — 4>4 + 2 , S ) x - i - 2 ^ - 2 5  +  2 C  = x 2 + 0 x + 0
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2 A =  1,
■ -4A + 2 B  =  O,  yo k i A = j , B = l , C = j .
2 A - 2 B  -+ 2C  =  0

Bundan esadastlabki te n g la m a n in g  umumiy yechimi

1 7y = ex (C , cosx -t-C2 s in x ) +  - ( x - i - 1) .

6-m iso l. y "  + y  = x e x  +2e~x tenglamaning um um iy yechim in i 
toping.

Y  e c h is  h . X a ra lc te  r is t ik  tenglama k2 + 1 =  0 , uning i ld iz la r i 

esa k ] 2 = ±i bo‘la d i. S H u n in g  uchun b ir jin s li tenglamaning um u­
miy yechirri

y  = Q cosx + C2 s in x

ko‘rinishdabo‘ladi. / (  x )  = /, (x )  + /2 (x) = xex + 2e~x bo'lgani uchun

a( =  1, a2 = -1 , P i  = = 0 , p{(x) = x , demak, xususiy ye c h im n i

U ( x ) = U t (x) + U2 (x) =  ( Ax+- B)ex +Ce~x ko‘rinishda izlaym iz. Te -  
gishli hosiM arni h is o b la b  tenglamaga qo‘ysak:

2 Aex + (Ax + B )e xr +- Ce x  + (Ax + B)ex +Ce~x = xex + 2e~x ,

(2Ax + 2 A -h  2  B)ex + 2 Ce~x = ( lx  + 0 > *  + 2e~x .

Moma’lum k o e ff its iy e n t la rn i aniqlash uchun quyidagi sistem ani 
hosil qilamiz:

2 A = 1,
<2 A + 2 B =  0 , y o k i A = y , B = — C = 1.
C = 1

Demak, dastlablci teng lam aning  umumiy yechim i quyidagicha 
bo'ladi:

y =  Q  c o s x  + C 2 s in x  4" —■ (x -  \)ex + e~x .

ekanligidan quyidagilarni hosil qilamiz:
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7 -  in is o l .  y '" + y 2 y  ' = x —ex tenglamaning umumiy yechimi- 
n i  top  irLg .

Y e  c  h i s  h . Xarakteristik tenglamasi k 3 + k 2 - 2 k  = 0, uning il-
dizlarí e sa  fcx = -2, k2 = 0, k3 = 1 bo‘ladi. Demak, bir jinsli teng- 
lam an in .g  umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

y = C, +C2ex + C3e~2x , 

f ( x )  = f x (x> + f 2 (x) = x  — ex .

ax =  0, J°l (x )= x , a2 =1, ióCx) = - l ,  ^  = p, = 0  bo‘lgani uchun 
x u s u s iy  y e c h im n i (2.38) formulaga asosan:

U  (x) = Vx (x )+  U2 (x) = x • (Ax -+ B)  +  x  ■ Cex 

k o ‘rin ish .g a  qid iram iz. Buni asosiy tenglamaga qo'yib,

3  Cex +- Cxex +2A + 2Cex + Cxex - 4 A x - 2 B -  2Cé - 2Cxex = x - e x 
yo k i

-4Ajc + ( 2 A -2 B )  + 3Cex = x - e x -

ifo d a n i h o s i l  qilamiz. Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun 
q u y id a g i s is te m a  hosil bo'ladi:

- 4  A = 1,
- 2 A  - 2 5  = 0, yoki A = B = C =  - -  .

4 4 3
3 C = - 1

N at i ja d a  dastlabki tenglamaning izlangan umumiy yechimiga ega 
b o ‘ la m iz :

y  =C , + C2ex + C3e~2x - I x ( x + 1 ) - j x e * .

8- m is c l .  y "  + y = 3 s in x  tenglamaning y(0) + y '(0 ) = 0,

y{-=[) + y  =  0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiravchi yechimi 

to p ils in .



Y е с h i sh  . X a ra k te ris tik  tenglama к 2 + 1 = 0  va uning ild iz la r i 

k\ 2 = ± /  = 0 ± /  b o ‘lg a n i uchun  mos b ir j in s l i  tenglamaning umu- 

miy yechimi quyidagicha bo‘lad i:

у  = С, c o sx  + C2 sin X .

/ ( x )  = е0х (3 s in x + -  O cosx), ya’n i a +  ß/ = 0 + i ,  a =  0, ß = l 
bo'lgani hamda bu xa ra k te ris tik  tenglamaning ild iz i bilan aynan b ir 
xil bolganligi uchun xususiy  yechim ni (2.41) formulaga asosan

i / ( x )  = x(^4cosx + Äsin x )
ko'rinishda izlaymiz.

U ' = (—-/4sin  x  + ß c o s x ) x  + (/Icos x  + Æ sinx),

U "  = 2(— A s in x  + jßcosx) + (- / Ic o sx  -  5 s in x ) x  

ifodalami tenglamaga q o ‘ysak,
-2 j4 s in x  + 25 cosx: -Æ x c o s x  — fix  s in x  + Ac cosx + fix  s inx  =  3 sin x

yoki - 2  A s in x  + 2  В  c o s x  = 3 s in x  + Ocosx 
hosil bo‘ladi.

Noma’lum k o e ffits iy e n tla rn i aniqlash uchun quyidagi sistemaga 
ega bo ‘lamiz:

- 2 , 4 = 3 ,  3
2 i = 0  yo k i A = ~ T  S - a

Natijada, dastlabki tenglam aning um um iy yechimi 

у  =  C A cos X -I- C2 sin X  -  ^ -X  COS X

ko‘rinishda bo‘la d i. N o m a ’lu m  C, va C2 koeffitsiyentlarni aniqlash 
uchun chegaraviy sh a rt la rn i qanoatlantiram iz:

, r  3 3y = - C 1 s in x  + C2 cosx  -  —cosx + —x s in x  ,

y (0 ) =  C, cosO + C 2 sinO -  у  ■ 0 • cosO = Cu 

y '(0 ) =  -C j s in O  +- C2 cos О -  j  ■ cosO +^- • 0 • sinO = C2 — — t
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Shund a y qilib,

c, + c 2 - 1  = 0, C1 + C2 = i ,
yoki •

sistem a h o s í l bo‘ladi va uning yechim i Cx

b o ‘ladi. Dem ak, berilgan tenglamaning chegaraviy shartlam i qa- 
n o a tla n tiru v c h i xususiy yechimi:

9 - m is o l. y "+  6 y '+ lOy = 80ex cosx tenglamaning y (0 )= 4 , 
у  '(0 )= 1 0  boshlang‘ich shartlami qmoatlantinivchi yechimi topilsin.

Y e  с h i s h . Xarakteristik tenglama k 2 + 6 к  + 10 = 0 va uning

ild iz la r i  kl 2 = - 3  ±i  bo‘lgani uchun mos b ir jin s li tenglamaning

u m u m iy  yechim i y = e'3x (Cj cosx + C2 s in x ) ko‘ rinishda bo‘ ladi.

f ( x )  = e x (8 0  cosx +- 0 s inx) bo‘ lgani hamda g + ^ /  = 1-i-/ ekan-

lig id a n  x u s u s iy  yechimni U [x) = ex (Acosx + f is in x )  ko‘ rinishda  
iz la y m iz . Te g ish li hosilalarni hisoblab tenglamaga qo‘ ysak:

e x (-2  A s in x  + 2i?cosx) + 6ex (,4cosx + 5 s in  x -  A sinx  + fic o sx ) +

N o m a ’lu m  koeffitsiyentlarni aniqlash uchun quyidagi sistemani 
h o s il q ila m iz :

у  = -^[(x + 2 )c o sx -(71 — 2)sin  xl
О

3— x c o sx . 
2

+ 1 Qex ( y4 c o s x  + Æ sinx) =  80ex cosx.

yoki A = 4, i  = 2 .
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у = е Ъх (С, c o s *  +  C2 sin x) +- 2ex (2cosx + s in x ) . 

Boshlang‘ich shartla rn i qanoatlant irib , C, va C, larni aniqlaymiz: 

y '=  e~3x(-3C, c o sx -  3 C 2 s in x  -  C¡ s in x  + Q  cosx) + 2ex (3 c o sx -s in x ) , 

j ( 0 )  = C, + 4  =  4 , y '(0 )  = —3C¡ + C2 + 6 = 10, bundan Cj=0, C2= 4 .

Shunday q ilib , bosh lang ‘ ich sha rtla rn i qanoatlantiruvchi xususiy  
yechim:

y  = 4 e 3x s in x  + le x ( 2 cosx + s in x ) .

lO-m isol. y "  + y =  tgx tenglamaning y ( 0 ) = > > ^ j = 0 chegara-

viy shartlarni qa noa tla n tiruvch i yechim i topilsin.
Y  e ch is  h . X a ra k te r is t ik  tenglama Л:2 +1 = 0 ,  uning i ld iz la r i  

esa k }j2 = ± i  ■ S h u n in g  u c h u n  mos b i r  jin s li tenglamaning um um iy  
yechimi:

y = C¡  cosx + C 2 s in x .

/ ( x ) =  tgx =  e0x■ tgx b o ‘lgani uchun xususiy yechimni nom a ’- 
lum koeffitsiyentlar i i s u l i  b ila n  izlab b o ‘lmaydi.

Shuning uchun, o ‘zg a rm a sn i variatsiyalash usu lidan foydala- 
namiz.

U [x )  = C, (x)cos X  + C2 (x )s in  X deb olsak, C, (x) va C-,(x) f i in k -

siyalarni aniqlash uchun  (2 .32 ) formulaga asosan, quyidagi sistemaga 
ega bo‘lamiz:

fCy(x) y, +C2 (x)y2 = 0 ,  iC 1'(x)cosx + C 2'(x )s in x  = 0,

[C,'(x)y,' +C2' (x)y[ = f { x )  У [-C ['(x)sinx-b  Q  (x)cosx =  tgx. 

Bu  sistemani yechib,
,2

Demak, dastlabki tengla m aning u m umiy yechim i

Q (x) = - f ^ i i L ü ûbc + A = s i n x - l n  tg(4 +  ^) J cosx  \2 4/

C2 (x )  =  - c o s x  + В

+ A

ekanligimi topamiz.
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у = A cosx + B s in x  -  cosxln tg (y +  j

Chega_raviy shartlarni qanoatlantirib, A va В n i aniqlash uchun, 
quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

Shunday qilib, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi:

AcosO H-fisinO - c o s t )  - la tg|4

Л П ^  ̂ 1A cos- + В  sm— -  cos— ■ bn
6 6 6 tg(!)

= 0, 

=  0.

R
Bunda n A =  0, В =  ~y ln3. Demak, chegaraviy shartlarni qanoat-

la n tiru v c h i yechim, quyidagicha bo‘ladi: 
я

у  = —  1пЗ - sin x  -  cosx • Ln 
'  2

Quyidagi tenglamalarni yeching:

tg
I х
( 2 ^ 4)

220. y "  - 2  y '  + y = e2x.
221. y ”- A y  = 8x3 .
222. y "  + 3 y '  + 2y = s in 2 x  + 2cos2x.
223. y "  + y  = X +2ex .
224. y " + 3 y '  = 9x.
225. y "  + 4 y '  + 5y = 5 x 2 -  32x +  5.
226. y " - 3 y '  + 2y =ex ■
227. y "  +  5 y '  + 6y =e~x + е~2к.
228. y ” + y "  = 6x-t- e~x.
229. y "  +  y  ' -  2y =  6 x 2.
230. y " - 5 y '  + 6y =  13sin3x.
231. y "  + 2 y 1 + y  =  ex .
232. y "  + y ’ + 2 ,5  y  = 25cos2x.
233. A y " -  y  = X 3 -  24x.
234. y " - 4 y ’ + 3 y  = e5x , y(0) =  3, y ’( 0) = 9.
235. y " - 8 y ’ + l6 y  = e4x, y (0) = 0, y '(0) =  l
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236. y = c o s3 x , = 4 ’ y ' \

237. 2 ÿ - y ' = 1, y ( 0 )  = 0, y '(0 )  == 1 .

238. y ” + 4y = s in 2 x + -  1, y (0 )  = 1
4 ’ y '(  0) = 0.

239. 4y = co s2x , y(0) =  yj
5)

= 0.

240. y y = 2 sh x , y (0) =  0 ,  y 1(0) = 1.

241. y »_ 4 y' + 8y = 6 l e 2 x  s in  x, y (0) = 0, / ( 0 )  = 4.

10- § .  E y ler  tenglam asi

0 ‘zgaruvchi k o e ffits iy e n tli c h iz iq li

x ny(n) + al x n~l y(' l ~l) + . . . .  + a„_¡xyl + any = f ( x )  (2.42)

yoki

(ax + b)n y^ + a, (ах: + b)nA y (n_l) + .. . + anA (ax + b)y' + any = /(:x) (2.43)

teaglama ly le r tenglamasi deb ataladi, a( — bu tenglamalar uchun 
o‘zgarmas koeffitsiyentlar.

(2.42) tenglamani х=ег va (2.43) tenglamani esa ax + b = e‘ al- 
mashtirish orqali o ‘zgarmas koeffîts iyentli chiziqli tenglama holiga 
keltiriladi.

1-misol. x 2y ’ - x y '  + y  = 0 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  x =  e‘ yo k i t = ln x ,  \  = e~‘ a lm ashtirish
Ü X X

bajarib, y = y (x ) =  y [ x ( 0 ]  funksiyaning murakkab funksiya sifatida 

hosilalarini topam iz:
, d y  d y  d t  ■ - t

y = T x ^ - r r ye ’

у " ^ £ ( е - ‘ у ) Ё -  =  ( ÿ e ~ *  - e - ' y ) e - '  =  e~2 , ( ÿ - y )  .
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B u  yerda y va ÿ  ko‘rin ishd a f bo‘yicha hosilalar belgilandi. 
Bu la rn i e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:

elr ■ e~2' (ÿ  -  y) - é ■ e~'ÿ + y =  0
yoki

ÿ - 2 ÿ r  y = 0.

B u  tenglamaning xarakteristik tenglamasi: 

k2 - 2 * +  1 =  0 , (kl  2 =1),

um u miy yechim i esa

y = (C, +  C2t) e' = (Cj + C2 ln x) • x  

ko‘rin ishda  b o ‘ladi.

2 -  m iso l. ( 4 x - l ) 2 y"  -  2 ( 4 x - D y '  + 8y = 0 tenglama yechilsin.

V e c h i s h .  4x  -  1 = e' yoki x = - i e t +\), —  = -e '  yoki
4  d t  4

d t  i - t
—  =  4e a lm ashtirishlarni bajarsak,

, dy dt a -t ■y = —-----=  4e yy dt dx }  ’

y "  = -^ (4  • e * = ■ y +  4e~'ÿ)4e~‘ = 16e'2r ( ÿ - ÿ ) .

B u la rn i e ’tiborga olsak, dastlabki tenglama

\6e2,e~2t (ÿ -  y) -  4 2er ■ e~r ÿ  + 8y =  0

yoki

2 y -  3j> +■ y  = 0

ko‘rin ish d a g i o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli b ir j in s li tenglamaga 
aylanadi. Xarakteristik tenglamasi:

2 k 1 - 3 k  + 1 = 0, (fcj = 1, k2 = 1 ) .

M  atijada umumiy yechim
1

y  = f  C2e2
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yoki

у  = С , (4дс -  1) + C2V4 х  -  1

ko‘ririishda bo‘ladi.

3-m iso l. у "  -  x y '  + у  =  c o s ( ln x )  tenglamani yeching.

Topilganlarni teng la rrLa g a  qo‘ysak, quyidagi o‘zgarmas koeffitsi- 
yentli tenglama h o s il b o la d i:

Xarakteristik te n g la m a  k .2 -  2k + 1 = 0, (/с, 2 = 1) bo‘lganidan, 
bir jin s li tenglamaning u m u m iy  yechimi

ko‘rinishda bo‘ lad i.

j (* )  =  (1 ■ cos t  + 0 ■ s i  n  z) e0r bo‘lgani uchun xususiy yechimni

ko‘rinishda q id iram iz. H o s i la la r n i  hisoblab:

U' =  - A s in t  -f J lc o s t , U "  = -/4cos/ -  B s i n t , 
tenglamaga qo‘ysak,

-y4cosZ -  2? s in  t + 2  /4 sin  t  -  2 В  cost + A cost + B s in t  = cost

yoki

Y e c h i s h .  x =  e' y o k i  t  = ln x , —  = — = e ' alm ashtirishlarni
dx x

bajarib, tegishli h o s i la la rn i hisoblaym iz:

y ' = e f y, y "  = e 2r( ÿ - ÿ ) -

ÿ  -  2  ÿ  + y = cos t.

y  =  (С, + C2t)e‘

ZJdt)  =  AcosZ + fis in /

-2  В  cos t  + 2Asmt  = cost. 

Nom aïum  k o e ff its iy e n t la rn i aniqlaymiz:
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E > e m a k ,  U(t) = ——s in /  hamda. urnumiy yech i tn  y=(Cl +C,r)e'-

- ^ - s i n r  ko‘rin ish d a b o ‘ladi.

D a s t l a b k i  o 'z g a ru v c h ig a  qaytsak,

у = (С, + C 2 ln x )x --^ -s in ln x  

u m u m r y  yechim ni hosil qilamiz.

Q n y i d a g t  E yler tenglam alarini yeching:

2 4 2 . X2 у  " - 2 y  = 0.
2 4 3 - X2 у ”+ 2xy' -  n(n -f l)y  = 0.
2 4 4 - X2 у " II'S"++ 0.
2 4 5 . x 2y " + xy' +- у  = 0.
2 4 6 . x y "  4 2 y '=  lOx.
2 4 7 . x 2y  " - 6  у = 121nx.
2 4 8 - x 2y " -x y '-h 2 y  = 01.
2 4 9 - x 2y " -  3 xy' + 3y = 31n2x.
2 5  0 . x 2y " + xy' +■ у  = sin(21n i )
2 5  1 . x 2y " -  2 xy' + 2  y = 4 x
2 5  2 . x 3y  " + 3 x 2y ' -t-xy == 61nx
2 5  3 . x 2y " -  4 xy' + 6 y  = X5.
2 5 4 . x 2y " + xy '  + у  = X.
2 5 5 . x 3y m-  3xy' 4-3y  = 0.

25 x 2y " + 3xy '-h у = -
X

:> W 1) = 1.

2 5 7 . x 2y " -З х у '-ь  4y = J ( l)

1 1 -  § .  D ifferensia l tenglamalarni qator yordamida yechish

B a ’ z i  b ir differensial tenglamalarni elementar funksiyalar yo r­
d a m id a  in tegra llash m um ldii bo'linaydi, bunday tenglamalaming 
y e c h im in i
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У  = о)" (2.44)

darajali qator k o ‘rinïshicLa. izlanadi.
Nom álum  Cn lc o e ff it s iy e n t la rn i (2.44) ni tenglamaga q o ‘yib, 

tenglikning har ikki to m o n id a g i b ir  x il darajali hadlar oldidagi koef- 
fitsiyentlarni tenglab to p ila d i,  y a ’ni

tenglarraga qo‘y ilg a n  3 ^ (^ 0) = Уо boshlang‘ich shartn i qanoatlan- 

tiruvchiyechim ni to p is h  haq idag i K osh i masalasining yechim ini

Tey lo r qatori y o rd a m id a  to p ish  qulay, bu yerda

F ( * o )  =  Уо, .v'i-vo ) - /(-v.. : r n ),...

1- misol. у "  -  X2 y  =  O tenglamani yeching.
Y e  с h i  s h .  Bu t e n g l a m a n i n g  y e c h im in i

у  = C 0 -+- С ,X  + C 2X2 + ... + C nxn +...

darajali qator ко  ‘r in  is h d a  q id iram iz.
Tegishli h o s ila la rn i h is o b la b ,

y' =  Cj -+ 2 C 2 X  + 3C3x 2 + . . .  + nCnx n~x + . . . ,

y" = 2 - 1 • C 2 + 3  - 2 • C3 X + ... + n(n -  \)Cnx n~2 + ..., 

natijalarni tenglama-ga q o ‘yam iz:

2 • 1 • C2 + 3  - 2  ■ C3>c + ... + n (n  -  1 ) C nx n~2 -  

- X 2 (C0  + C [ л  + C2 Je2 + ... + C„xn +-...) = 0.

X n i b ir xil d a ra ja la ri t>o ‘y icha guruhlasak:

2-1 C2 + 3- 2  • C 3 x  -t- ( 4  • 3C4 -  C0 ) x 2 + ( 5 - 4  • C5 - C , ) x 3 + ... 

+  [ ( «  + 4 ) ( л  + 3)С „+4 -  C „ ]x ”+2.. . ,=  0

y '  — f ( x ; y ) (2.45)

(2.46)
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2 - 1  ■ C 2 + 3 -2 - С 3ж + 2 [ ( л + 4)(#1+3)Ся+4 - С „ ] х л+2 = 0.
n= О

B u n d a n

C 2 =  0, C3 = 0,..., Ü 7 + 4 )(4+ 3 )C „+4 -C „ =  0
yoki

cn+A = ■■■:£"- ■■ (л =  0,1,2...). 
л+4 (п+3)(и+4) v ;

B u  te n g lik  barcha aoma’lum  koeffitsiyentlarni aniqlashga yor- 
dam b e ra d i :

r> _  Q> n  ci
4 /1  i n i  4 /74-1

yoki

3-4-7-8...(4«—1)4 я ? 4n+1 4-5-8-9...4я(4гс+1) ’

Qn+2 =Q m 3 (« = 0 ,1 ,2 ,...)  • 

S h u n d a ;y  q ilib , quyidagi umumiy yechimga ega bo‘ ldik:

00 ^ 4 «  „4m-l

^ 3 - 4  78..(4л-1)4« ' |̂ 4-58-9...4л(4я+1)

H o s i l  b o ‘lgan qator son o ‘qidagi barcha nuqtalarda yaqinla- 
sh u v c h i bo‘ lib , u  ikkita chiziq li erkli yechimlar yig‘indisidan iborat:

2- m i s o l .  у '  = X2 + y 2 tenglamaning, y (0 )= l shartni bajaruvchi 
y e c h im in i X e y lo r  qatori yordamida birinchi oltita hadlari yig'indisi 
sh a k lid a  to p in g .

Y  e  c h  i  sh  . y (0 )= l boshkng‘ich shartga asosan /(0) = 02 + 12 = 1 ,

ik lc in c h i ta rtib li hosila y "  =  2 x + 2 y  ■ y '  va uning qiymati

y "(0 )  =  2 • 0 + 2  • 1 • l 2 =  2 ;

u d i in c h J  ta rtib li hosila y "  = 2 + 2y '2 + 2xy" va uning qiymati

y "(0 )  = 2 -i- 2 • l 2 + 2 1 2 =  8;

to ‘ r t in c ln i  ta rt ib li hosila y™ = Sy 'y ’ + 2 yym va uning qiymati

y i r  (0) = 6 • 1 ■ 2 + 2 ■ 1 - 8 =  28 ;
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beshinchi tartibli hosila  y v = 6y"2 + 8y'ym+ 2yylv va uning qiymati 

/ ( 0 )  =  6 - 2 2 +  8 1  -8 +  2 -1-28 = 144.
Izlangan yechim fo rm ulasi

28 x4 144 x5 
4! +  5! '

3 - misol. y" =  x  + y 1 tenglam aning jy(0) = 0, y '(0) = 1 shart- 
la rr i qanoatlantiruvchi ye ch im in i Te y lo r qatori ko‘rinishida to ‘rtta 
noldan farqli had yig‘iixd isi ko 'rin ish id a  toping.

Y e c l i s h .  T e y lo r  fornxulasiga asosan yechim ko‘rin ish i

boshlang‘ ich shartla rdan foydalanib: 
y "(0 )  = 0 + 02 = 0 ,

y ” = 1 +  2yy' va u n in g  q iym ati y "(0 ) = 1  + 2 0 1  = 1, 

y IV = 2 y'2 + 2 yy" v a  un ing  qiymati y w (0) = 2 ■ l 2 + 2 - 0 0  = 2,  

y V = by'y" + 2  yy"  va  u n in g  qiymati y v( 0) = 6 -1-+ 2- 0-1 = 0 , 

y n  =  6 j ' '2 + 8 y ’y ” +-2y  - y IV  va uning qiymati 
yw(0)= 6-0 + 8 1 - 1 +  2-0-2  =  8.

Quyidagi differensial tenglamalarning yechimlarini darajali qator- 
lar ko‘rinishida toping:

258. y' + xy =  0.

259. y' = x  -  2 y , y  (0) = 0.

260. y" + xy ' + y =  0.

261. y" -  xy' - 2 y = 0 .

262. y" + x 2y  = 0, y(0)=  0 , y ( 0 ) = l .
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Q uyidagi tenglamalarning yechimlarini ko'rsatilgan aniqlikda 
noldan farqli Teylor qatori ) ig ‘indisi shaklida toping:

263 . y ' = x 2y + y*, y ( 0) = l, t o ‘r t t a  n o l d a n  farq li  h a d la r  y i-  

,g‘ind is i  s h a k l id a .
264 . y' = x  + 2y2, y(0) =  0, ik k ita  n o ld a n  fa rq li  h a d  y ig 'ind is i  

s h a k l id a .
2 6 5 . y " - x y 2 = 0, j/(0) = l ,  y \ 0) = 1, to ‘ rtta  noldan farqli 

had yig‘ in d is i shaklida.
266. y' = 2 x - y ,  _y(0) = 2, aniq yechimi topilsin.
267. y' = y 2 + x ,  y (0 )=  1, birinchi beshta hadi yig'indisi ko‘- 

rinishidagi yechimi topilsin.
268. y " = (2x -  \)y - 1 ,  y (0 ) = 0, / ( 0 )  = 1, birinchi beshta hadi 

yig‘in d is i ko‘rinishidagi yechimi topilsin.
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i n  B O B

D I F F E R E N S I A L  T E N G L A M A L A R  
S I S  T E M A S  I 

1 -  § . N o rm a l sistem a

Ushbu
dx' ---= jc2 ,...,x„), ( i = l,n)  (3.1)

ko‘rinishdagi sistem a birinchi tartibli n ta differensial tenglamalarning 
normal sistemasi yoki x=jc.(/) n o m a ’lum funksiyaning hosilasiga nis- 
batan ycchilgan d iffe re nsia l tenglam alar sistemasi deyiladi. Bunda  
tenglamalar soni noma’lu m  funksiyalar soniga teng, deb faraz qilinadi.

Agar (3.1) sistem aning o‘rLg tomonidagi f  ( i  = \,n) funksiyalar 
Xj ,x2 ,,xn larga nisba tan c ln iz iq li bo‘lsa, u vaqtda (3.1) sistema  
chiziqii differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

(3.1) sistemaning (a; b) intervaldagi yechimi deb, (a; b) interval- 
da uzluksiz d iffe rensia llanuvcHi va sistemaning hamma tenglamasini 
qanoatlantiradigan n ta * , ( / ) ,  x 2(t),  x 3( xn(t) funksiya to‘p -  
lamiga aytiladi.

D ifferensial tenglam alarning normal sistemasi uchun K o sh i ma- 
salasi shunday yechim ni topisTidan iboratki, u t=tQ da berilgan quyi- 
dagi qiyiriatlarni qabul q ils in :

|,=,0 =  %  , x2|,=io = x20, ..., xn[=lQ = xn0. (3.2)

B u  q iym atlar (3.1) normal sistemaning boshlang‘ich shartlari 
deyiladi. U la rn ing  soni nom a’ lum  funksiyalar soni bilan b ir xil.

(3.1) sistemaning um um iy yechim i deb, n ta ixtiyoriy C,, C2, ..., Cn
o‘ zg aimas larga bog‘liq  b o 'lg a n  ushbu x¡ = cp ¡{t,Cx, C2, ..., Cn )  
funksiyalar sistemasiga a y tila d i. Ix tiy o riy  o‘zgarmaslarning m um kin  
bo‘lgan ba’z i q iym atlarida  h o sil bo'ladigan yechimlar xususiy  
yechimiar deyiladi.
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n- ta rt ib li b itta  differensial tenglamani tenglamalarning normal 
sistem asiga ke ltirish  muinkin. Umuman aytganda, buning aksi ham 
o ‘r in li,  ya’n i b irinch i ta rtib li n ta differensial tertglarnaning normal 
sis te m a si n- ta rtib li bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

1- m iso l.

= ax +by + f ( t ) ,d\

0 L = c x + d y  +g( t )
. a t

(3.3)

(3.4)

s is te m a  berilgan bo‘lsin . B u  yerda a, b, c, d — o‘ zgarmas koef- 
f its iy e n tla r, f ( t )  va g(t) -  berilgan funksiyalar, r(t)  va y(t) -no m a ’- 
lu m  funksiyalar.

(3 .3 )  tenglamadan

1 (  dx 
У =  b \ d t

a x - f ( t )

n i  toparn iz va uning ikkala qism ini differensiallaymiz:

г л .iy_
i t

d L x  d x
— ä— a-
dt dt dt

(3.5)

(3.6)

(3 .5 )  va (3.6) ni (3.4) ga keltirib qo‘yamiz. Natijada ;x(/) ga nis- 
batan ik k inc h i ta rtib li differensial tenglamani hosil qilamiz:

+ B ^ +  Cx + P {t)  = 0 ,
d t dt

o'zgarmaslar .

(3.7)

boi yercia А, В, С
2- m iso l. Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimiri taping:

dx ,

dy_
dt

Birinchi tenglamadan
dx , 

y  = ~di~
(3.8)

n i  to p ib , uning ikkala tom onin i t bo'vicha differensiallaymiz: 
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dy _  d X 
dt _  dt2

(3.9)

(3.8) va (3.9) i f o d a l a m i  s i s t e m a n in g  ikkinchi teng lam asiga  ke lt ir ib  
q o ‘y ib ,  x(f) g a  n i s b a t a n  o ‘z g a r m a s  k o e f f i ts iy en t l i  ik k inch i  t a r t i b l i  
differensial t e n g l a m a n i  h o s i l  q i l a m iz :

d2x
dt2

X — 1 = 0

Bu tenglamaning u m u m iy  yechim i:

je =  Cxé + C2e~‘ - 1 .  (3.10)

(3.10) fimksiyani /b o cyicha differensiallab, (3.8) ifodaga ke ltirib  
qo'ysak,

y =  Cxel -  C2e r - 1  
ni topamiz. Demak, s is te m a n in g  umumiy yechimi:

j x  = Cxe ‘ + C2e~{ -  1,

Iy  = C xe ‘ ~ C 2e~t - 1 .

2- §. 0 ‘zgarmas koefT itsiyen tli chiziqli bir jinsli d ifferensial 
tenglamalar s is te m a s in i Eyler usulida integrallash

Quyidagi b ir jin s l i  c h iz iq li

d x  »
— -  = a x  + by + cz, 
d t

= axx  + bxy + cxz,

d z  и
—  = a2 x  + t^ y+  c2z

(3.11)

sistemani qaraymiz v a  undagi koeffitsiyentlarni o‘zgarmas deb hisob- 
laymiz. (3.11) s is te m a n in g  y e c h im in i ko‘rsatkichli funksiya la r 
ko‘ rinishida izlaym iz :

X  = x.€rt, y \xen, z = ven, (3.12)
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bu ye rda r , X, n, v o‘zgarmas bo£lib, ularni (3.12) ifodalar (3.11) sis­
tem an! qanoatlantiradigan qilib aniqlash lozim. (3.11) sistemaga
(3 .12 ) qiym atlarni qo‘yib, e? ga qisqartirib va X, u, v oldidagi koef- 
f its iy e n tla rn i tanlab, quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosil 
qilam iz:

(3 .13) sistema — X, (a, v ga nisbatan chiziqli b ír j in s li tenglama­
lar s is te m a s id ir . Derriak, sistema noldan farqli yechimlarga ega 
bo‘l is h i  uchun  sistemaning determinaati nolga teng bo'lishi zarur va 
ye ta rlíd ir. Shunday qilib,

te n g lik  ba jarilish i kerak.
(3 .1 4 ) tenglama rga nisbatan uckinchi darajali tenglamadir, u

(3.11) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
a) Xarakteristik tenglamaning / , ,  rz , r3 ildizlari haqiqiy va har xil

bo‘lsiim. B u  ild izlarning har b iri uchun mos (3.13) tenglamalar siste­
m a s in i yo za m iz va |x,, v ,; Xv jj2, v2; X3, n3, v3 koefíitsiyentlarni 
aniqla;ym iz. Agar (3.14) tenglamaningr v r2, r3 ildizlariga mos (3.11) 
s is te m a n in g  xususiy yechim larini x v y¡, z¡; x v y2, z2', x 2, y3, z3 
orqali belgilasak, (3.11) differensial teaglamalar sistemasining umu- 
miy y e c h im i

[( a — /• )A +■ ¿p -h cv = 0,
■ a{k -f <6, -  r )n  + c,v = 0, 

a2X +• ¿2M + ( c2 “ r )v ~ 0-
(3.13)

a -  r b c
/S.= a { - r  q = 0  

a2 bj c2 ~ r
(3.14)

x(t) = C,x, + C2x2 + C3x3,
■ y (0  =Cl y¡ + C2j 2 +C3y3, 
z(t) = Q zi + C2 Z\ + Q z3

(3.15)

J<oí r in is h d a  bo‘ladi.
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1 - misol.Ushbu s istem a n in g  umumiy yechimini toping:

dx
~d7  ̂ y + Z'
dy r—  = - x  + 5 y - z ,

dz t
- ^  = X - y * 3 z .

(3.16)

Ye c hi sh . S is te m a n in g  xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

3 - r  - 1  1 
- 1  5 — r  -1  = 0
1 - 1  3 - r

yoki r 3 -11 r 2 + 3 6 / - -  36 = 0 .  U n in g  ild izla ri: r, =2, r2 =3, r} =6. 
Demak, (3.16) s is te m a n in g  xususiy  yechimlarini

x, = L e

*2

y\ |ii¡e2t, zi = v,e2'

- ^ 2 e ir  , y i  =V-2 e3t > z2 = v 2 e 3'

*3 = X 3 e6'  , _y3 =  p3e6' ,  ¿3 = v3e6'

ko‘ rinishda izlaym iz.
r t= 2  da X, jli, v  ni a n iq la sh  uc h u n  (3.13) tenglamalar sistemasi 

quyidagicha yoziladi:

(3 -  2)X[ — jj-j -»- v | = 0 ,  

- 1 ,  + (5  -  2 ) n t - v t = 0, 
X] -  ( i+  (3 — 2) v  = O

yoki
•̂í ~ Mi + vi -  0, 

- X i + 3|a, -  Vj = 0 ,  
A-i -  (i, + v, = 0 .

Bu sistema y e c h im la ri: X, =  1 , |i, = 0, v, -1.
r2= 3 xichun

-  (i2 + v2 -  0,
- X 2 +  2 j í 2 -  v 2 = 0 ,

X-2 — ^2 = ^

sistemani hosil q ila m iz .  B u  sistem aning yechimlari sifa tida A.2= l ,  
M-2= l ,  v2= l  ni o lish  m u m k ín .
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r , =  6 d a  (3 .1 3 ) tenglamalarsisteniasL ^nyidagicha boladi:

-З^з - n 3 + v>3 = 0 ,
-A 3 -  цз -  -v3 = 0 ,
À- з  - ц 3  -  3 - v 3  =  0 .

X,3= l  deb, ja3= —2, v3= l  larni topamiz.
S h u n d a y  q ilib , (3.16) sistemaning xususiy yechimlan:

X, = *2', У\ =o. Zi = -e2'

*2 = e3', =e3,9 z 2 = e3';

*3 = e6', y3 = - 2 e s ', z3 = e6'.

B u  x u s u s iy  yechimlar (3.16) sistemaning fundamental yechimlar 
s is te m a s id ir. Demak, (3.16) sistemaaing iimumiy yechimi (3.15) for- 
m ulaga k o ‘ra  quyidagicha bo‘ladi:

x(t) =C l e2' + C2e "  + C3e6' , 

y(t) =  C2e3' -  2 C3eS l , 

z(t) = -Cxe2' + C2e3 ' +  C3e6'

(3.17)

b )  Xa_rakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lgan 
holni qaraym iz.

2 -  m iso l. Sistemaning yechimini toping:

cb. <- .

dy л

Y  e с In i s h  . Berilgan sistemaning xarakteristik tenglamasi

= r l  4-9 = 0
2 -1 -  H

ko‘r in ish c la  b o ‘lib, u ildizlarga ega. (3.13) formulaga asosan

(3.18)

(1 - r ) À - 5 p  = 0, 

2 J t - ( l  + г)ц = 0
(3.19)
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s is tem ag a  ega b o ^ a m iz : .  / у = 3 / u c h u n

|(1 -  3/) À, -  5(i, = 0, 
|2X, - ( 1  +3/)|ii = 0. 

A.j=5 deb, 14.,=L —3/ ni topam iz. U  holda

X, =  5e3it, y x = ( 1 - 3 / V " (3.20)

x u su s iy  y e c h im la r n i  t o p a m i z .  r 2= —3 /  n i ( 3 . 1 9 )  g a  q o ‘y ib , X.2= 5 ,  
|д2= 1 + -3 / larni t o p a m i z .

U  holda xususiy yechim lar

ko‘rinishda bo‘ladL.
Yangi fundamental yechim lar sistemasiga o£tamiz:

Bundan Eyler fo rr r iu la s i e+ai> = cosa i ± /s in  at dan foydalanib

yx -  c o s 3 f  + 3 s in 3 f , y2 = s in 3 / — 3cos3/

larni topamiz. U  h o ld a  berilgan sistemaning um um iy yechimi quy- 
idagi ko‘rinishda b o la d i:

x(t) = 5C , cos3/ + 5C2 sin3/; 

y  (t) = Cj (c os3/ + 3 s in 3 / )  +  C2 (s in 3 f -  3cos3f).

d) Xarakteristik tenglam aning ildizlari karrali bo‘lsin.
3- misol. Sistem ani ng yechim ini toping:

x { = 5 e 3,r, yy =  (1 + 3i)e 3,1 (3.21)

x, = 5 c o s 3 1, x 2 = 5 s in 3 f ,

(3 .23)
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2  - r  1 
-1 4 - r

--r7= 3 ild izg a  ega. Sistemaning yechimini

Y  e  c  h  i s  h  . S istem an ing  x arak teristik  ten g lam asi

= r 2 -  6 r  +  9 = 0

y = ( l 2 + n 2?)e3r (324)

ko‘r in is tid a  izlash kerak. (3.24) ifodani (3.23) sistemaning birinchi 
tenglam asiga qo‘yib

3(A-i =2(X, +fj j0+(^2 2 O  (325)
teng likka  ega bo'lamiz. Chap va o ‘ng tomondagi bir xil darajali 
t ning ko e fflts iye n tla rin i tenglashtirib

|3A.j + = 2 \  + 2̂>
[3jxi = 2n, + n 2 

sistem aru h o s il qilamiz. Bundan

fA-2 =  + Hi,

V 2 =  Ml
ni topam iz. X , va sonlarni ixtiyoriy parametr deb olishim iz mum- 
kin. va h 2= C 2 deb belgilasak, (3.13) sistemaning um um iy
yechimi

\x = (Cj + C2t ) e 31,1 -r- ^2‘
31u  -  (Ci +  C2 + C2t ) e

ko‘rin ish d a  fcoladi.

3 -  § . Differensial tenglamalar sistemasining 
birinchi integrali

D iffe re n s ia l tenglamalar sistemasi



ni inUgrallashning b u  usu li quyidagidan iborat: arifmetik am allar 
(qo‘shish, ayirish, k o ‘ paytirish, bo‘lish) yordamida (3.26) tenglarria- 
lar sistemasi osongina integralianadigan

f ( i , V . % ) = 0  (3.27)

tenglam agakeltiriladi, bu yerda U = U ( t ,  x x, x2 , ■■■, x„).
1- misol. S istem aning  yechim ini toping:

dx  ̂ / 2 2 \ ^—  = 2 ( x 2 + / ) / ,

* - 4 ^ .  (1 2 8 )dt
Y  e c h i s h .  Teng la m a la m i hadma-had qo‘shib,

dJ i I I ±  =  2 ( x t . y f ,  
dt

tenglamani h o sil q ila m iz. U n i integraUab

- ± — + t2 = C ,

mi topamiz. Teng la m a la m i hadma-had ayirib, quyidagini topamiz:

^ 2 2 .  = 2 f ( * - y ) 2 , at
bundan

1 >2 ----- + t —

ni hosil qilamiz. Shunday q ilib , sistemaning ikkita birinchi integra- 
lin i topdik:

t2 + —  = C , ,  r2 + —  = c 2. (3 .2 9 )x+y x-y

(3.29) ifoda — (3 .2 8 )  sistem aning vimumiy integrali. (3.29) s is -  
temaoii Jt vay  noma’ lum  funksiyalarga nisbatan yechib, (3.28) difTe- 
rensial tenglamalaraing um um iy  yechim ini topamiz:

* ( 0  = .  y ( 0  =
C , +C2 -2 / C,-C,

2(Ci -f  )(C2- /  ) 2(Q - t  )(C2 - r  )
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2 -  m is o l .  Q u y id a g i  s is tem an in g  y ech im in i to p in g :

dx x-y
dt Z-t ’
dy_ _ x-y
dt z-t
dz
.dt Х - У

(3.30)

Y  e с h i  s h . Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tengla- 
m asin i hadm a-had ayirib,

d ( x - y )
dt =  0

tenglamani hosil qilamiz. U n i integrallab, (3.30) sistemaning birinchi 
in tegra lin i to p a m iz:

x - y = C x. (3.31)

(3.31) ifodani (3.30) sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglama- 
lariga qo‘yit>, ikki noma’lum li tenglannalar sistemasiga kelamiz:

ÊL
dt z-t

—  -  С +
I dt ~ ° 1 +

(3.32)

(3.32) sistem aning ikkinchi tenglamasidan

c = (Cj + 1 )t + C2 (3.33)

n i  topamiz. (3.33) ni (3.32) sistemaning birinchi tenglamasiga keltirib 
q o ‘yamiz v a

y =  ln|C,/ +  C2| + C3 (3.34)

n i  topamiz. Shunday qilib, (3.30) sistemaning umumiy yechimi: 

x ( t ) = ln|Q t + C21 + Cj + C3 ,

K O  = ln|CL/ + C21 + C3, 

z O ) = (Ci -bl)í+ c2.
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3- misol. Quyidagi

dx
~Jt
dy_
dt

=  3x  + 5 y, 

= - 2 jc - 8  y
(3.35)

s is te m a n in g  x| = 2 ,
/=0

y\ = 5  boshlang‘ ich sha rtla ra i qanoat-
i= 0

lantiruvchi xususiy yech im in i top ing.
Y  e c h i s h .  S is te m a n in g  b ir in c h i tenglamasini 2 ga k o ‘paytirib, 

ikkinchi tenglamaga ha d m a -ha c i qo‘shib,

d(2x+yy
d t

= 2(2x+- j )

tenglamani hosil q ilam Lz. B x in d a n

2  x  +- y = Cl e2t

yoki y  - C xe2t -  2x  (3.36)

b irinchi in tegra ln i to p a m iz . (3 .3 6 )  n i (3 .35) sistem aning b irin c h i 
tenglamasiga ke ltirib  q o ‘y ib , x g a  nisbatan chiziqli tenglarrraga kela- 
miz:

Buridan

—  + 7 x  = 5Cxe2t dt

x ( t )  =  c2 e 11 + l c {e2'

(3.37)

9 - i -  (3.38)

yechimni topamiz. Shuraday q ilit) , (3.35) sistemaning um um iy yechimi

x ( t ) C2 e~7' + j Q e 2'

y O ) =  —$ C xeit (3.39)

Sistemaning boshlang‘ ic h  sh a rtla rn i qanoatlantiruvchi xususiy 
yechimini to p ish  uchran C 3 .3 9 )  ga t, x  va y larning o‘ rn ig a  mos
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r a v i s h d a  О, 2 v a  5 son larii i  q o 'y ib .  C l va  C2 larga n isb a ta n  quy idag i  
s i s t e m a n i  ho s i l  qilamiz:

C , + 4 c ,

l - ^ C , - 2 C 2 = 5.

(3.40)

B u n d a n  C j=9 , C2= — 3 ni topam¡2 , demak, (3.35) sistemaning xu- 
su s ry  yechim i:

x ( 0  =  5 e 2’ -3e  71, 
y( l)  = -e2t -+6e~'1' .

«4- §_  0 ‘zgarm as koeFfîtsiyentli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan 
differensial tenglamalar sistemasini integrallash 

usullari

1 . O  ‘zgarm aslam i variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan 
b o ‘ls in :

x '+  al x*-bl y + cl z = f l (kt), ( 1)

y '  + a2xb¡> 2 y  + c2z = f 2 ( t ) , (2) 
z ' +  a 3x + b 3y + c 3z  =  f 3 0 ) - (3)

(3 .41 )

B u n d a  f¡(t) ( / =  1 ,  2, 3) o ‘zgaruvch in ing  ber i lgan  u z lu k s iz  funksiyasi. 
F a r a z  q ilay l ik :

X = CjX, + C2x2 + C 3X3, 

У = С1 У1 + C2y2 + C 3J 3, 

г  = Cj*! -нС2г 2 + Q z3
(3.42)

fu n k s iy a la r (3.41 ) sistemaga mos bir jin sli sistemaning umumiy yechi- 
m i t>o‘ls ín .  U  holda (3.41) sistemaning yechimini

x = C l (t)x l + C2 (t)x2 + C3(t)x3, 
y = Q ( t ) y  + C2 ( f ) y 2 + c 3(Oy3> 
Z = C\ (OZi +-C2 (t)z2 + C3 (t)z3

(3.43)
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ko'rinishda izlaym iz, bu ye rda  C ,(/), C2(t), C3(/) -  noma’lum  fu n k -  
siyalar.

(3.43) ifodalarni ( 3 .4 1 )  sistemaga keltirib qo‘ysak, (3.41) s is te -  
maning ( 1) tenglamasi quyidag i ko ‘rinishga keladi:

C/jtj +Q xj + C¡x3 + C ; (x j' -+- qx, h- +qz ¡ ) + (3 4 4 )

+Q  (j¡¿ + -+ q > + C, ( X3 + a{x3 + + qz3 )  = f x (/).

Bunda (3.42) ga asosan toarcha qavslar nolga teng, demak,

Xuddi shuningdek, ( 3 . 4  1) sistemaning (2) va (3) tenglamalaridan

tenglamalar s iste m a s!n i h o s i l  q ilam iz.
€{, C{, C3 larga n isb a ta n  c h iz iq li bo‘lgan (3.45), (3.46) sistema  

yechimga ega, chun k i u n in g  dete rm inanti Vronslciy d e te rm inanti 
bo‘líb, u noldan fa rq H , y a ’ n i:

(3.45), (3.46) s is te m a d a n  C{ , C2' , C3 larni topib, so‘ng integral- 
lab, Cp C2, C3 la rn l to p a m iz , shu bilan birga (3.41) sistem aning
(3.43) yechimini to p a m iz .

1- misol. U sh b u  s is te  m a n in g  umumiy yechimini toping:

0¡'x ¡  + C U 2 +  CjX3 = f y (t). (3.45)

c \ >1  + ^ 2  +  c 3>3 = / 2 (0  

. c ¡Z i  +" C2'z2 +  C 3Z3 =  / 3 (0 (3.46)

A  =  ^3 *  0-
¿1 Z2 z}

(3.47)

Y  e c h i s h . A w a lo



s is te m a n in g  um um iy yechimini topamiz. (3.48) sistemaning ikkinchi 
te n g la m a sin i

x = y - d4 -  (3.49)
dt

k o ‘r i n i s h d a  y o z i b ,  un i  / b o ‘y ich a  d if íerensia llab ,

dx dy d2y_  _  (3.50)
dt dt dt2

te n g lilc n i h io s il qilamiz. (3.49) va (3.50) ifodalarni (348) sistemaning 
b ir in c h i tenglamasiga keltirib qoVib, y  ga nisbatan ikkinchi ta rtib li 
te ng la m a g a  kelamiz:

0 .
dt2 *

B u  terLglamaning umumiy yechimi:

y = Cl e2t + C2e~3' .
( 3 .4 9 )  dan

x = -Cxe2' -1-4C2e~31 

ni to p a m iz .  Demak, (3.48) sistemaning umumiy yechimi:

x  = - Cxe2t + 4C2e 3 t , 

y = Cxe2' + C2e“3 í.

E n  d i (3 .4 7 )  sistemaning yechimini

\x = -C\ (t)e2' -ь 4C2 (f )e~3t,
\y = Cx(t)e2t +Сг 0)е~3'

ko‘r i n i  sh d a  izlaym iz.
( 3 .5 1 )  ni (3.47) ga keltirib qo'yib va ba’ zi b ir elementar amallar-

n ib a ja r ib ,  C{ ( t), C2' ( 0  larga nisbatan

-C{(t)e2t + 4C2' (t)e 3t =1 + 4 1,
3
2C{(t)e2' + C2'(  t)e 3 t = h 2
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chiziqli teng lam ala r sistemasiga kelam iz. Bundan  

Q 6 t 2 —  4 / - l) e ~ 2'
C[(t)

larni topib, so ‘ngra integrallab,

<3r2 + 8 / + 2 ) e 3 '
10

C i( r ) = - ^ ( f  H - 3 ^  )e ""  +C3 , C2( 0  = -^ (2 /  + r  )e + C 4 (3.52)

ni topamiz, b u  y e rd a  C 3 va C4 —  ix tiyo riy  o‘zgarmaslar. (3 .52 ) n i
(3.51) gakeltirib q o ‘y ib , (3.47) sistemaning umumiy yechim ini hosil 
qilamïz:

x<^t) =  -C xe2t +- 4 C2e 3i +■ t + t2,

y O ) C,e2' + C-,e 3/ (3.53)

2. Aniqmas koe=fffitsiyentIa r u su li. Agar o ‘zgarmas ko e ffits iye n tli 
chiziqli b ir j in s l i  b o lm a g a n  d iffe rensia l tenglamalar sistem asining  
o‘ng tomonidagi L fo d a . f^t) — fu n k siy a , P k(t) — ko‘phad, e“' — 
ko‘rsatkichli fu n k s i^ya, sin(3r, cosp/ — sinus va kosinus yoki ularning  
ko‘paytmasi k o ‘r in i  sh id a  bo‘lsa, sistem aning xususiy yechim ini aniq- 
mas leoefïltsiyentlair u s u li bilan to p ish  maqsadga m uvofiqdir.

2-m isol. U s h b u i

d x  -,

T ? ’ * * 2” '
dy_
dt

(3.54)
= x  -  5 s im

sistemaning u m u m iy  yechim in i top ing.
Y e c h i s h .  ( 3 . 5 4 )  sistemaga mos bo‘lgan b ir jin s li sistema:

d x  

d t  

dy_ 

. d t

x  + 2 y,
(3.55)

= x .

Birinchi te n g la m a n i /bo‘yicha differensiallaymiz:



^ - ^ - 2 x = 0  (3.56)
dt2 dt

tenglam ani h o sil qilaniiz. Bu tenglama - 2x = lOsin/
d t2 dt

tenglamaga m os bir jinsli tenglama. (3.56) ning к 2 -  к - 2 = 0 xa- 
rakteristik ten g la m a si k { = - 1, A;2 = 2 ildizhrga ega.

M o s bir j ' in s l i  tenglamaning um um iy yechimi

je = C,e_' + C2e2i (3.57)

bo‘ladi. B i r  j i n s l i  boTmagan teaglamaning o'ng tomoni /(/) = lOsin/ 
ko‘rinishiga e g a . Blinda a=0, ß = l,  shuning uchun xususiy yechimni

x *  = ^ cos/ + Æsin? (3.58)
r n

ko‘rinishda iz laym iz. Buridan л-*, x ’ larnitopamiz:

X* = - ^ s in i  + В cost,
(3.59)

X  = - ^ I c o s f  -  Ö S i n /.

(3 .5 8 ) v a  (3.59) larni différénsial tenglamaga qo‘yib, quyidagiga 
ega b o T a m iz :

(3 A+ B)cost + (Л + i?)sin / = lO sin f. 

cost va s in ?  la rn in g  koeffitsiyentlarini tenglashtirib,

(ЗА + B  = 0,

\ A + В = 10
sistem ani h o s i l  qilamiz. Sistemani yechib

A = - 5,  £ = 1 5  
larni t o p a m iz .  Demak, xususiy yechim

X" = -5 co s / + lOsin t 
ko‘rinishida, umumiy yechim esa

л : = x  + x* = Схе~‘ + C 2e2' - 5 c o s f  + lOsin/1 (3.60) 
ko‘rin isH da  Ъ о ‘1асИ. (3.60) ni /bo‘yicha differensiallab
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x' =  -C xe 1 + 2C2 e2' -+- 5sin / + lOcos/ (3.61)

ni to p a m iz .  (3.60) v a  (3 .6  1) l a r n i  ( 3 . 5 4 )  s i s t e m a n in g  b i r in c h i  t e n g l a -  
m as iga  keltirib q o ‘y am iz .

U  h o ld a

y =  -C . e~* + — Cy e2’ +  c o s /  -  - s i n /
1 2 z 2 2

ni to ja n iz . Demak, (3 .54 ) siste m aning  umumiy yechimi

x =  Cxe~‘ -+C2e2r -  5 c o s / + lO sin/,

y =  -C,e~* + — C2 e2‘ -+- —  c o s / -  - s i n /
1 2 2 2

ko'rinishda boiadi.
3. Birinchi integrallarini to p ish  u su li (Dalamber usuli).
Ushbu

= ° ' x  '+ b iy  + ^‘ 

lW  = ° 2X +

(3 .6 2 )

sistemani qaraymiz. Ik k in c h i teng lam ani b iro r X songa ko‘p aytirib , 
birinchi tenglamaga hadma-had qo‘sha m iz:

ll(x̂ y) = ( a ,  + X a 2) x +  <6, +- X ^ y  + f x(t} + Xf2(t).  (3 .6 3 )  

(3 .63) t e n g l a m a n i  q u y i d a g i  k o ‘r i n i s h d a  yoz ib  o la m iz :

d x̂+^  =  (ai +\,a2 )(x  + h ± ¥ L y )  + f l ( 0  + V 2it).  (3 .6 4 )

(3 .6 5 )

dt y ax +• \a2

Endi X sonni shund a y ta n la y m izk i, u

t\ +
ax +Xfl2

b o is in . U  holda (3 .64) te ng la m a  OH-Ay) ga nisbatan chiziq li tengla­
ma ko‘ iinishiga keladi:

d(xYky) =  ^  + x a 2) ( x + A y ) + / [ ( / ) + A/ 2 ( / ) -  (3 .6 6 )
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(3 .66 ) ni integrallab

X + Xy = eiai+Xa2)r [С + \[/{ (/) + )/2 {t)\e-[a' w-x)tdt) (3.67)

ni topam iz.
A g a r (3 .65) tenglama ikkita haqiqiy liar xil *  X2 ildizga ega 

b o isa , u holda (3.67) dan (3.62) sistemaning ikkita birinchi integra- 
li top ila d i. Demak, sistemani integrallash tugallangan boiadi.

3- m isol. Ushbu sistemani Dalamberusuli bilan yeching:

Y e  ch i s h . Bu yerda ax = 5, = 4, a2 = 4 , =  5, / ¡(/) = e', 
f 2 (t) = 1 . X sonni (3.65) formuladan topamiz:

B u  tenglama ^  = - 1 , X2 = 1 ildizlarga ega. U  holda (3.67') 
fo rm uladan A ,= l uchun

larni to p a m iz . Shunday qilib, berilgan sistemaning bogiiqmas ikM- 
ta b ir in c h i integrali

d x  r- *  t—  = 5х-ь \y - fe , 
at

? f  = 4 x + 5 y + i .

l l d ± = X ^ 4  + 5X = Я(5 + 4Л).
5+4X

(3.67)

X = - 1  uchun

X - y  =e< (C2 +  \(X-e-’)dt) =  C2é + te' +1

( x - y - t e ' -  l)e r = C2

ko‘rinishda boiadi.
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Q uyidagi d i f f e r e n s ia l  t e n g l a m a l a r  s is te m a s in in g  y e c h im in i  b i t ta
te n g la m a g a  k e ltir ish  u s u l i  b i l a n  to p in g :

269.
- = - 9  y  dt y ’

dy
-y- = x - . dt

274.

dx ~
7F  = * +5 j > ’
dy
dt = - x -  3y,

x(0) = -2, 3^(0) =  1.

270.

dx
Ht ~ y +  ’ 

% = * - ' ■  dt

275.
d1x JL 

.dt à
jc(0) = jc'(O) =  1, y(0) = 0.

271.
3 - 2 y ,dx 

dt

^  =  2 x - 2 t .  dt

276.

d x dy n
— T  + r r  +■ *  =  °> dt2 dt

-2 ,dx d y 0.

272.
+ 3 x + y  = 0 > 

^ - x  + y =  0. dt '

277.

Æc .—  = 

dy
ü ï  = X + y -

273.

dx 1  ̂ 2
~é=  2

^ - = 2 y - 2 t - l ..dt

2 ’ 278.

.dx dy ~
4 —  - - f +- 3x =  sm /, dt dt
dx
~ r + y =cost..dt

Quyidagi differensial ten g la m a la r  sistemasining yechimini siste- 
maning birinchi integrallarin i top ish  usuli bilan toping:



2 8 1 .

282.

¿X
dt = s inxco sy ,

dy_
dt = cosxsiny.

dx
~dt = - У ,

dy_ y2-t
<dt X

z = t  + 2  xy,
, funksiyalar sisternaning 

z = x - t y z

b irin c h i in teg ra li boia oladimi?

г  = 2/xosx — ln y ,
283.

dx—  = у  -  cosx, 

dy-r- = - y s in x .  dt '
Z  = 3ycos;c -  y 3

funksiyalar siste-

m aning b ir in c h i integrali bo‘la oladimi?

284.

dx 2—  = cos xcos у + sin  ocos V, dt '

= -4 -s in 2 x s ia 2 у, л:(0) =  0, у(0)  = 0. dt 2

Q uyidagi differensial terglanialar sistemasining yechimini Eyler 
u su li b ila n  toping:

285.

286.

dx 0

dy_
dt = X + y .

287.

dx -,
T T ’ 2 x * y '

-X(O) = 0 , y ( 0) =0.

dx— = x + y ,

—  = 4 y  -  2x, 
dt

jc(0 ) = 0 , y ( 0) = - 1 .

288.

289.

rf  = 4x - 3

£ - 3 *  + 4

£& -

l ï ^ x - y ’ 
d x

.dt = x + 3y.

290.

d x  __  = *  + 5 , ,

dy -,
~dr = У ~ x ’

1 (0 ) =  -2 , Я 0 )  = 1.
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291.
—  + 2 —

d t  d t

, d x

17x + 8 y ,

292.

13—  = 53  X + 2 у , 
d t

x(0) =  2, j/(0 ) = - l .  

^  = 6 x -  12 y - z ,

d y  ~

~ г х - Ъ у -* - '

*  ■+ 12y + 3 ;.

2 9 3 .

d x

^  = X ~ Z ' 
dy_ 
d t  

d z

m  = x - y -

=  X ,

Quyidagi d ifferen sia l tenglam alar sistemasining yechim ini 
o‘zgarmaslami variatsiyalash  usuli bilan toping:

294.

295.

d x  2 1
Л + 2  x - y = - e 2',

^ - + 3 x - 2 y  =6e2'. 
d t

X + y — cost,d x  

~dt

%  = —y  -  2  X + cos? + sin?. 
d t

d x
—  +  V  = cos?, 
d t

d y~  + X = sin?. 
d t

2 9 8 .
= 2 x - y ,d x  

"d t

= 2y -  X — 5e‘ sin/. 
( d t  J

29€.

d x- - y = c o s t ,

%  = l - x .  
d t

2 9 9 .

-^  = 2х  + у - 2 г - ?  + 2, 

dy .
а ’ - х + '-

* = x  + y - z - l  +  1 .

Quyidagi d ifferen sia l tenglam alar sistem asining yechimini aniq- 
mas koeffitsiyentlar usulida toping:

30C.

d x  'ч 'ч

Í L  =  2 x -  2 t .  
d t

3 0 1 .

d x
-  = - , + s l n ; , 

d y
—  =  X + eos?.

I d t
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Q u y id a g i  d iffe ren s ia l ten g lam ala r sistem asin ing  yechim in i D alam -
b e r  u su lid a  to p in g :

306.
r # - s * + 4 *

& = x + 2 >-

309.
—  = 2 x  + 4y + cosf, 
dt
dy
dt

x — 2 jH -s in / .

307.

dx
dt 6 x  + y,

!§ -  = 4 x  + 3 y. 
I dt

310.

dx -, /—- = Зх + у - h e , 
dt

—  = X +  3 y - e ' .
.d t

308.
r§ = 2  , - 4 y + l,

311. dy_
dt

= -3  у -  x ,

x (0 )  = -2 , K 0 )  =  1-

Mustaqil ish topshiriqlari



5 -  § .  O j * e r a t s i o n  h is o b

1. Boshlang‘ich  funksiya va uning tasviri.
Boshlang‘ich funksiya  (o rig in a l) deb quyidagi shartlarni qanoat- 

lantin ivchi/(/) funksiya qabul q ilin a d i:
I ’. Istalgan chc k li in te rva l da f ( f )  va f ' ( t ) chekli sondan ko‘p 

bo'lniagan b irinchi tu r  u z ilis h  n uqtaia riga (chekli sakrashlarga) ega.
2°. t < 0 uchun / (/)= 0 .
y . f ( t )  funksiya k o 'rsa tk ic h ili funksiyadan tez o'sm aydi, ya’ni 

shunday /ga bog‘liq  b o lm a g a n musbat haqiqiy o‘zgarmas M  S0 
sonlari mavjudki, bunda ye ta rlic ha  katta t lar uchun

|/(f)| < M e** (3.68)

tengsizlik bajariladi. Bunda  S0 — o r ig in a tin g  o‘sish ta rtib in i ko‘r- 
satuvchi son. O rig in a l o ‘zgarrnas b o ‘lsa, S0= 0 deb qabul q ilish  
mumJdn.



/ (O  funksiyaning haqiqiy o'zgaruvchi t ning kompleks funksiyasi 
e~pt ga ko‘paytmasini, ya’ni

( p=a+ i b , a>-  0) (3.69)

ni qaraym iz. (3.69) funksiya ham haqiqiy o‘zgaruvchi t ning kom­
pleks funksiyasid ir:

e-P* f ( t )  = e at f( í)cosbt -  ie~at f( t)s inb t.  (3-70) 

So*ngra ushbu xosmas íntegralni qaraymiz:

]e~pt f  ( t)dr = e~at f  (t)cos btdt-  i°¡e~ar f  (t)s'mbtdt. (3-71)
o o o

A g a r f ( t )  funksiya (3.68) tengsizlikni qanoatlantirsa va a > S l) 
bo‘lsa , (3.71) tenglikning o£ng qismida turgan xosmas integrallar 
mavjud va u la r absolyut yaqinlashuvchi.

(3. 71)  integral p ning bironta funksiyasi ni aniqlaydi. u funksiya 
F(p) n i  bilan belgilaymiz:

n ? )  = V ^ / ío *  . (372)
o

Ta  ’r i f  Kompleks p=a+ib o‘zgaruvchiga bogiiq bo‘lgan

F ( p ) = a¡e-'‘ f { t )d t  = L { f ( t ) }  
o

te n g lik  b ilan aniqlangan F(p) funksiyaga / (/ ) funksiyaning tasviri 
yoki ±aplas almashtirishi deyiladi, f ( t )  fuaksiyaning o‘zi esa 
F(p) ning originali deyiladi va quyidagicha yoziladi:

F (p ) — —►/(/) tasvir-original yoki / ( / ) — -^-F(p) original-tas-

vir, y o k i

L { f ( t ) } = F ( p ) .

2. Laplas almashtirishining asosiy xossalari
I o. Ix tiy o riy  a va p kompleks o ‘zgarmaslar achun

of(t)  + pg-(/)<—  a F(p ) + pG( p) .  (3.73)
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A so s iy  o r ig in a l la r  v a  ta s v i r la r  ja d v a li

№ / ( 0
original

F ( p ) tasvir

9. ea/ sin at
a

(p -  a)2 + a~

10. t neat
n\

( p - * y +l

11. t cos at
p2 -  a1 

(p2 + a2)2

12. t sin at
2pa 

(p2 + a2 )2

13. s in ( i -  a) r -a p 1 

P 2 +1

14. cos(/ -  a) -ар P 

P 1 +1

15.
sin t 

t
arcctgp

16.
t ■ . 
f s i n ' r f ,  
0 '

arcctgp

P

№ №
original

F ( p )  tasvir

1. 1
1

P

2. tn
n\ 

p n+ 1

3. eat
1

p -  a

4. sin at
a

2 2 p  + a

5. cos at
P

2 2 p  + a

6. sh at
a

2 2 p -  a

7. ch at
P

2 2 p  -  a

8. a te cos at
p -a

(p — a)  ̂ + cP~

2°. Ixtiyoriy o ‘zgarmas a > 0 uchun

( 3 , 7 4 )

3°. Agar — F ( p ) bo‘lib , f ' ( t )  o rig ina l bo‘lsa, u holda

0 ) .  (3.75)

4°. Agar f ( t ) < ——  F ( p )  bo'lsa, u holda istalgan a da

eaI f ( t ) + - F ( p -  a ) .  (3.76)



5°. Agar / ’(/)<—— f  (p)  bo'lsa, u holda t  > 0 boiganda

f ( t  -  t)<—— e~p' F ( p )  . (3.77)

6°. Agar f  (0<——F( p )  bo'lsa, u holda

\ j { t ) d t <\  F(P) . (3.78)

7°. Agar f ( t , x ) < ——F ( p , x )  bo‘lsa, u holda

d f ( t , x ) ^  ■ 5 F ( p , x )  _
8 x  ■ dx

8. Agar / (0<—:—F{ p)  bo‘lsa, u holda

- t f ( t ) + — F ' ( p ) .  (3.80)
oo

9°. Agar $ F ( z ) d z  integral yaqinlashuvchi va /(?)<-;—F ( p )  
boisa, u  holda

/(/ )<—- *\ F(z)dz .  (3.81)
p

3. F u n k siy an in g  tas\irini topishga doir misollar.
Asosiy xossalardan va tasvirlar jadvalidan foydalanib, haqiqiy o‘z- 

garuvchining bir qator elementar funksiyalarining tasvirini topamiz.
Ba’z i  funksiyalarning tasvirini topishda to‘g‘ridan-to‘g'ri jad- 

valdan foydalanib bo‘lmaydi. Bunday hollarda shakl almashtirishlar 
yordamida funksiya ko‘rinishini jadvalga moslab olamiz.

1- misol. f  (t) = a' funksiyaning tasvirini toping.
Y e c h i s h . Logarifmning asosiy ayniyatidan:

a t _  elna’ _  e l\na .

U holda (3) formuladan



i fo d a n i to p a m iz .  D e m a k ,  a '  f u n k s i y a n i n g  ta s v ir i  F ( p )  = — -— , y a ’ n ip—in  a

p — In a ’

2- misol. / ( / )  = /■ cos ¿7/ originalning tasvirini toping. 
T e c h is h . 8° ga asosan

t ■ cos at<r-
r  >v

P
2 2 

v P  J

2 _  2
Demak, L { t c o s a t }  -  p ~ a

2 2 2 2 a - p  p  —a

( a 2 + p 2 )2 ( a 2 + p 2 )2

( p2 + a 2 )2

3- misol. tne at orig in atin g  tasvirini toping.

T e c h is h .  eui <—— moslikning ikkala tomonini a para- 
metibo‘yicha n  marta differensiallafc», quyidagilarni hosil qilamiz:

teal < -------- —— ; t2 e a , <r-' 21 ■
i p - a )2 ( p - a )3

P e at < - ------------ . . . ;  t n ea< * ' rt!
p - a ) 4 ’ • ( P - a f 1 '

Demak, Z{f"e“r} = ■
( p - a ) " “" 1 ‘

4- misol. / (?) = (7 -  l ) 2 e'-1 funksiyaning tasvirini toping.

T e c h is h . t - \ = z  deb, funksiyani z V  ko‘rinishga keltiramiz. 
Endi jadvalning 10- formulasidan

z2el 2
C / 7 - 1 )3

ni topamiz. U holda 5°-xossaga asosan

( t  -  2
( P + 1)3 

ga egamiz.
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4. O rig ina ln i tasviri bo‘yicha topish usullari
Operatsion hisobda originalni ma’lum tasviri bo‘yicha izlash 

uchun yoyish teoremalari deb ataladigan teoremalardan hamda tas- 
virlar jadvalidan foydalaniladi.

Yoyish teoremasi. Agar izlanayotgan /(/) funksiyaning F(p') tas-

virini ning darajalari bo‘yicha darajali qatorga yoyish mumkin 

fc>oisa, ya’ni

F ( P )  = — + 4 ^ 4 +- -  +  ^ T + - -  <3-82)
p p -  p  p  

t>o‘lib, u < R  da F(p) ga yaqinlashsa, u holda original quyidagi
M

Formula bo‘yicha topiladi:

f O ) = , Z a n - T -  ( 3 -83)
n=0 "■

Bu qator t > 0 qiymatlar uchun yaqinlashadi va t < 0 da/(i)=0  
deb olinadi.

Endi F(p) funksiya p  ning kasr ratsional funksiyasi, ya’ni

F ( b ) = ^ E 1  (3.84)
B ( p )

t>o‘ls in , bu yerda A(p) va B(p) — mos ravishda m va n darajali 
( m  -< n )  ko‘phadlar. U holda F(p) ga mos originallar quyidagicha 
topiladi.

Agar B(p) maxrajning barcha ildizlari ma’lum bo‘lsa, u holda 
uni eng sodda ko'paytuvchilarga yoyish mumkin:

B(p) = (P-Pi )*> (p - p2 Ÿ2 ...(P - Pr t r . <3-85)
t>u yerda k ^ + k ^ . . .+ k = n  Ma’lumki, bu holda F(p) funksiyani eng 
sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish mumkin:

F ( P )  -  t  1 — ^ 7-• Ö .86)
V -j=\ 1=1 ( P - P j )  1

1 0 8



ÁJ* = T-TTT ' i n f r i e  P - P j ) kl n p ) \  (3.87)( s—1 )■ p —̂ >pj d p

formula bo‘yicha aniqlash mumkin.
Ajs koeffitsiyent larni aniqlash uchun (3.87) formulaning o ‘rniga 

integral liisobda ratsional kasrlarni integrallashda qo'llaniladigan ele­
mentar usullardan Foydalanish mumkin. Xususan, bu usulni qoilash  
B(p) maxrajning barcha ildizlari tub, ya’ni sodda va juft-jufti bilan 
qo‘shmabo‘lganda maqsadga muvofiqdir.

Agar B(p) ning barcha ildizlari sodda, ya’ni

B ( p )  =  ( p - P i ) ( P ~  P2) C P -  P i ) - - ( P -  P„) ’ 

bu yerda j  * k,  p f  * pk b o ‘lsa, yoyilma soddalashadi:

Æ v4.. A(p¡)
F i  P>  = S t  ~ , bu yerda Aj  =  — A - • <3.88)

j= \  P — P j  J  B i p j )

F{p) ning u y o k i bu usul bilan sodda kasrlarga yoyilmasini tu- 
zishda f (p )  original quyidagi formulalar bo‘yicha izlanadi:

a) B{p) maxrajning ildizlari sodda boigan holda:

f ( 0  =  t ^ P \ ‘ r i ' ■ <3.89)
y=l °  y P j  >

b) B{p) maxrajning ildizlari karrali bo‘lgan holda:

f W = ± í ¿ * T T ^ ¡ * , / ' ■ <3-9°)
j= ls = l  \ Kj ~ S )-

5. Originalni t a s v i r  bo‘ yicha to p ish g a  m iso llar
i

1 2~1 - misol. F (/?> = —e p  tasvir uchun originalni toping.
P

Y e c h is h .  F<j?) funksiyani p(p=t0) kompleks o ‘zgaruvchining 
butun tekisligida ushbu Loran qatoriga yoyamiz:

Bu y o y ilm a n in g  barcha koeffitsiyentlarini
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Yoyilm a birinchi tcoremaning shartlarini qanoatlantirganligi sa- 
babli bu funksiyaning originali quyidagiclia boiadi:

,2 A  ,6 ,8 ce , . y  2 n
f c t ) =1 ------ L------£_...= y L L L L _J v ' 2! 2! 4! 3! 6! 4! 8! ^  n\-(ln)\ '

Demak,
l

1 9 00 *2rt

/ 7 = 0 n\(2n)\

2 -  misol. i r (/>) = P- +f ^ -  tasviming originalini toping. 
pip  -1)

Y e c h i s h  . Tasvirning maxraji p {= 0, p 2=  1, p3= l, />4= r, P5= ~i  
tub ild izlarga ega. Bu holda F(p) funksiyaning yoyilmasi (3.88) 
ko‘rinishda t>o‘ladi:

t? / \ A\ Aj A3 A4 4;
F ( P )  =  —  + - T  +  —7  +  —  - ^ 7  ■ 

p  p - 1 p +1 p-/ /+«

A2, Æ v  A x, As koeffitsiyentlar

A,  =
•j  ■

formula b ilan  aniqlanadi, bu yerda 4(p)  = ] ?  + p  + \ ,  B ( p )  =5p 4 -1 .



Endi (3.89) formula bo'yicha originalni topamiz:

/(/) = - ! -e0/ + ̂ -eu +■ \e~u + - V  - - e ix

- \ + ^ ( 3 e r + e  ' ) - y S i n / .

M u sta q il ish topshiriqlari 

Quyidagi funksiyalarn ing  ta sv irla rin i toping:

321. / ( / )  = sin2 /.
322. _/(/) = e‘ c o s2/.

323. / ( / )  = shat cosbt .

324. / ( / )  = c ha t cos b t .

325. / ( / )  = t shbt

326. / ( / )  = chatsinbt.
327. / ( / )  = <T7,ch7/.

t
328. / ( / )  = Jcos2 (xtdt .

о

e‘ -1329. / ( />

330. / ( / )  =

/
sinf

Quyidagi tasv irla rn ing  o r ig in a lla r in i  toping:

336. F{p) =331. F ( p ) = p — sin—.
P p ( p 2 + \ ) ( p 2 + A )

332. F { p ) = p In

333. F(p)

1 л

p+3
p( P -4/J+3)

334. / ( p ) =  P+1

335. F( p)  =

P (  />-!)(/>-2 ) ( p - 3 )  

1
/>( l+ P 4)

337. / ’(/?) =

338. /"(/?) =

339. F(p)-~

340. F ( p )

p -2/>+5 

Р
p1 -2 p +5 

p+2
(/?+l)(/>-2)02+4)

p +2
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M ustaqil ish topshiriqlari

341. F ( p )  = - E -
p  - 1

346. F ( p )  =
p ( p - ! ) ( /+ !)

342. F ( p )  =
P ( P X - 1)

343. F ( p )  = 348. F ( p )  =
{ p + \ ) ( p 2 +2/H-2)

344. F(/>) = 349. F(p)  = P

( p A ) ( p 2 + l ) ( p + \ ) ( p 2 + 2 p + 2 )

345. F ( p )  = P 350. F(p)  =
( p - l ) ( p 2 + l ) p(p+lKp2+2p^ï')

6. D ifTerensial tenglam alar va ularning sistemalarini operatsion 
h iso b  usuli b ilan  yectiish.

chiziqli differensial tenglamining x(0) = x 0 , jc ' ( 0 )  =  x 1 boshlan- 
g‘ich  shartlarni qanoatlantiruvchi vechimini topish talab qilinsin. Bu 
yerda a v  a 2 -  berilgan haqiqiy sonlar, / ( / )  — ma’lum funksiya. 
Izla.nayotgan x(t) funksiya, uning qaralayotgan barcha hosilalari va 
f ( t )  funksiya originallar bo‘lsin deb faraz qilaylik.

x(t)<—  x ( p )  va x ( t ) =  t2 -ЗГ + 4

bo‘lsin. Originalni differensiallash qoidasiga asosan quyidagilarga ega 
bo‘lamiz:

x ”(0<r— p 2x ( p )  -  px(0) -  x ’(0).

Tasvirlarning chiziqliligidan foydalanib, (3.91) tenglamada tasvir- 
larga o‘tamiz:

Ushbu

x"(t)  + al x ,( t ) +  a2x(  0  = f ( t ) (3.91)

x ' ( 0 < —  p x ( p )  -л (0 ) ,
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р 2х( р )  - р х ( 0) — х'СО) + а, [рх ( р ) -  х(0)]+- а2х ( р )  = F( p  ) 
yoki

( /  + й 2 ) х ( р )  -  ( p  + ах)х 0 -  хх = F ( p )  • ( 3 . 9 2 )

(3.92) tenglamani х<р) ga nisbatan yechib 

-/• -л (p+ax )x0 + jcx F( p)
x ( j > ) = — ---------------------+  — -------------------  ( 3 .9 3 )

p +axp+a:2 p +axp+a2

n i to p a m iz . x ( p )  r i in g  o r ig in a li ( 3 . 9 1 )  te n g la m a n in g  b o s h la n g ‘ ic h  

sh a rtla m i q a n o a t la n t ir u v c h i y e c h im i b o ia d i.
S liu  kabi is t a lg a n  я -t a r t ib l i  o ‘z g a rm a s  k o e ffits iy e n tli c h iz iq l i  d if ­

féré n s ia l t e n g la m a n in g  y e c h im in i b o s h la n g ‘ i c h  s h a rt la rd a  t o p is h  
m u m lin .

1 -  m isol. x "  -  5 x r  ' +  4 x  =  4  te n g la m a n i x ( 0 )  =  0 , x ' ( 0 )  =  2 b o s h -  

lang'ich sh a rtla rd a  in t e g r a l la n g .

Y e c h i s h .  x ( t ) < —— x ( p )  d e y m iz ,  u h o ld a  b e rilg a n  b o s h la n -  
g‘ ich  shartlarga a s o s a n

x'<^— pjc(p^>  -  x ( 0 )  =  p x { p ) ,  

x ”<̂— p 2x ( Jp ) - p x ( 0 )  - x ' ( O )  =  p 2x ( p ) - 2 ,

4<———.
P

B e rilg a n  ten g la m a d a  b a rc h a  f u a k s iy a la m i u la rn in g  tasvirlari b ila n  
a lm a sh tirib , q u y id a g i  o p e r a t o r li te ra g la m a n i h o s il  q ila m iz :

(p2 - 5 p  + 4)x:(p) = — + 2 .
P

B u  teng lam adarL x ( / j ) n i a n iq la y m iz :

— i  \  4 + 2 p
* ( P )  = ---------5----------------.

p ( p 2 ~ 5 p + 4 )

T e n g likn in g  o ‘n g  t o m o n in i e le m e n ta r  k a srla rg a  ajratam iz, u  h o ld a

—  / \ 1 2 1x : (p )  ----------г +p p - 1 p - 4

1 1 3



ni hosil qilamiz. Bunda originalga o‘tib, tenglamaning yechimini 
topami z:

x (/)=  1 -2 e ' 4- e4' •
Endi quyidagi o‘zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalar 

sistemasini qaraymiz:

^-  = axx + b ly  + / ( / ) ,
dy . , _  ( 3 . 9 4 )

- ¿ -  =  a2x + b 2y  +  / ,  ( 0 -

Bu sist&maning

x(0) = xq,  y(0) = y 0 (3.95)
boshlang‘ic h  shartlarni qanoatlanti ruvchi yechimini topamiz. Bunda 
biz/ j ( 0 , / 2(  t), x( t ) , y( t )  funksiyalarni x'(r) vay'(f) laming originallari 
deb faraz qjlamiz:

* (/)< — — ^ ( /> ) ,  y(t)<r— y{p) ,  J[ (/)<—— /¡ (p ), f 2(í)<— f 2(p)  

b o ‘l s i n .
(3.95) boshlang'ich shartlarni e ’tiborga olib, originallarni differ- 

ensiallash qoidasidan foydalanib

x ' ( O < r - p x { p ) - x 0, y' ( t )<— j ) y ( p ) - y 0 

larni topam iz.
Endi (3.94) sistema har bir tenglamasining ikkala tomoniga Lap- 

las alrriashtirishlarini qo‘llab, x ( p ) va y ( p )  larga nisbatan quyidagi 
sistemani hxosil qilamiz:

í p x ( p )  = alx ( p )  + bl y ( p )  + Fi (p') + xQ,

{ p y ( p )  =  a2x ( p )  +  b 2 y ( p )  + F2 0 0  +  J V

(3.96) sistemaning yechimi:

x ( / 7 ) ----------------- 1 n

- ( a1lFi(p)+x0'l+(p-al )[F2(p)+yo] , 3 ^

 ̂ (p-aO(P~t>2')-a2t>i
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(3.97) va (3.98)da originalga o‘tib , (3.94) sistemaning (3.95) 
boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini liosil qilamiz.

Qwyidagi tenglam alarning yechim ini toping:

351. x' + 3x =  e 2 t , x(0) = 0 .
352. x ' -  x = cos t  -  sin/, x (0) = 0.

353. 2x' + 6x = te~3 t , x(O) = —1 .

354. x"+6x' = 12/ + 2, x;(0) = 0 , x '(0) = 0.
355. x" + Ax' + 4 = 4, x(O) = 1, :x:'(0) = -4.

356. x ' + x = cos t ,  x(0) =  -1 , x '(0 )  = 1.

357. x"+3x' + 2x = I t 1 +  1, x (0 ) = 4, x'(0) = -3.
358. x " - x '  =  2 sin/, x (0 )  = 2, x '(0 )  = 0.

359. x " -  Ax' + 5x = 2 e lr (sin / + c o s /) ,  x(0) =  1, x'(0) = 2.

360. x ' - A x '  = 1, x(0) = 0 , x'(0 ) = - I ,  x"(0) = 0. 

Quyidagi tenglam alar s is tem asin in g  yechimini toping:

M ustaq il ish topsh iriq lari

jc ( 0) = 1 , j < 0) = 1 .

JC(0)=2, y ( 0)=3.

M 0 )  = j ,  y (  0) = - l .
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364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.
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dx .^ - = 4  y + z,

dy
1 i F = z ' r (0 )= 5 , y(0)=0, z (0 )-4 .

dz_
dt

= 4y.

± - ± - 2 x  + 2 y  = l - 2 t ,
,2 x(0)=y(O)=AO)=O.

d x + 2 ±  + x = 0 .
. d t 2 dt

—  + 4 y  + 2x = 4/ + 1, 
dt

% + * - * - ¥ ■

* + y - 2 * = 0 ,

—  + X -  2 у = - 5 e r sinf. 
, d t

x(O)=X0)=0.

x(0)=2, j(0)=3.

d 2x
d t 2
j2

+ X + у = 5,

± У - 4 х - Ъ у  = -Ъ.
x(0)=j(0)=x'(0)=j'(0)=0.

I d t 2

^ - + 2̂ у- + х+ у + z = 0, 
dt dt

^ L + ± + x  + z = 0. x(O)=y(0)=l,  z(0)=-2.

*  _ 2^ - - y = 0, 
dt dt

\ d 2x  

d t2
* - 4 j ,  x(0) = 2, y(0) = 0,

+ x'(0) = -V3, / ( 0) = ^ .
Л 2



Ushbu ko‘rinishdagi

6- §. M a te m a t ik  fiz ika  teng lam ala rin ing  t ip la r i

f  SU dU d2U d2U d2U
с* dy ’ дх1 ’ dx dy ’ ay2

0 (3.99)

differensial tenglamaga ik k in c h i  tartib li ikki о ‘zgaruvchili xususiy  
hosildi differensial tenglam a  deyiladi.

4, ( * » §  + 2%( XJ ) A .  + % ( Х, у ) ^+i j x, л = О <3. 100)

ko‘rinishdagi tenglama ik k in c h i tartibli xususiy hosilalarga nisbatan 
chiziqli tenglama deyiladi.

A g a r  (3 .1 0 0 )  t e n g la m a  u s h b u

2 7 9
«11 ( * . у  ) — 5- +  2  ö12 ( * , . У ) - Т - = -  +  «22 (*,>>) —T  +дх схау ¿у

+ %(*> JO + a 23 (x ,у ) +  a33(x ,>>)« + /  = 0  (3.101)

ko'rinishda bo‘lsa, bunday tenglama chiziqli deyiladi. Agar (3.101) 
tenglamaning koeffitsiyentlari jcva у o ‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘l- 
masa, tenglama o ‘zgarmas koeffitsiyentli deyiladi. (3.101) tenglamada 
f i x ,  j)= 0  bo'lsa, unga bir jin sli deyiladi.

ön ( d y )2 — 2 an dxdy+- a22 ( dx)1 = 0 (3.102)
tenglama (3.101) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

(3.102) tenglama quyidagi ikkita birinchi tartibli oddiy differen­
sial tenglamalarga ajraladi:

dy _ a\2 +ylan ~ a li a 22 dy _ ai2-Jäf2-a u a22 
dx an dx an ' (ЗЛОЗ)

Bu tenglamalardagi ildiz ostidagi ifodaning ishorasi (3.101) teng- 
lamani tiplarga (turlarga) ajratadi.

Agar M  nuqtada ö,22 -  an ■ a22 > 0  bo'lsa, (3.101) tenglama M  
nuqtada giperbolik tip d a g i tenglama deyiladi. Giperbolik tipdagi
(3.101) tenglamada x  va у  o ‘zgaruvchilarni
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Ç =  cp (x, y ) ,  T = V | / ( X , y )  

tengliklarga asosan £, va rj larga almashtirsak, (3.101) tenglama

yoki
) 9du du du du j? r\ ex

~ ^ ~ ^ f + û l 3 ^  + a B ^ ai iU+ f ~ 

ko'rinishdagi giperbolik tipdagi tenglamaga keladi.
Torning ko'ndalang tebranishi, sterjenning uzunasiga tebranishi, 

o ‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, aylanuvchi silindrdagi (valdagi) 
aylanma tebranishlar, gazning tebranishlari va shunga o‘xshash teb- 
ranish jarayonlarini o‘rgaaish giperbolik. tipdagi tenglamalarga olib 
keladi.

1- misol. X2 - -— - y 2 - ° “ = 0 tenglamani kanonik. ko‘rinishga
ex2 ôy2

keltiring.
Y e c h i s h .  Bunda a„ = x 2, av =0, an  = - y 1, a2n - 4 au a22 =

-  x 2y 2 >- 0 . Demak, tenglama giperbolik tipda ekan. Xarakteristik 
tenglamasini tuzamiz:

JK2 (dy  )2 -  y 2 (dx) 2 = 0 yoki (xdy -  ydx)(xdy  + ydx)  = 0 .
B u  tenglik ikkita differensial tenglamaga ajratiladi: 

xdy -  ydx  = 0 va xdy -+ ydx = 0.

Bundan —  + — = 0 yoki xy = C , , — -  — = 0 yoki -  = C2 .y x  y  X x

Endi E, = xy,  t| = — almashtirishlarni bajaramiz. x va y  o ‘zga- 
mvchilarning xususiy íiosilalarini yangi 2, va q o‘zgaruvchilar orqali 
ifodalaymiz:



d2u du  T  

. d i , ' * )
d ( d u

У )
Э2  и 1 ̂ - d2Ll dr\

■y
d x 2 dx dx U n x 2 J l ^ 2 3* ' dr\ dx

d2u * d2u 5r|' У du 2 y ( d 2u e2 и
\

У
S r i  dt, dx 3n2 dx У X 2 &c\ X3 [ d t 2

y aç- êri X 2 ,
■у

2 ~2 с и у  o u  у у ди 2у _ д 2 и  ? д"и у" ff-и  у 1- -, си у
л  + л , ' _ з " „ 2 'У ' я*, а , ' Т + 7 - ? ■ ~ 7 +  Z T ' T

д*и д^и у2

01!2 X2 J л2 ön X3 за,2 dÇ -Sn X2 ¿n2  X4 ön JC3

d2u _\d2u d2u 0П ■ X + Г d2u d2 и ôn'

to
1

U 2 8y d£,-dr\ dy) dy V dy)

= х- Ц - Х Л - * и 
\ д ? д£,-дг\  X

с^и --х-ь-Ô̂ V Л  1 _  g2« 2̂ + 2 d2U + 02И 1
ÔÇ4 ôn2 J24ö^-9n ftf

Hosil bo'lgan tengliklami berilgan difTerensial tenglamaga qo'yamiz:

J  * 2.d u  2
— j - y
d%2

у 2 I У2 I 2 d“ У i
3 ^ - ô n  je2 ô r,2 X4 ön je3

ÔÇ- ÔÇ-ÔT1 x2 ör)2 X2
= 0 .

Bundan

S 2m

di| Эг|
• У +2 -  — .Z = o  yoki d2 u

dr\ X

yoki

1 d u  1 _  Q

d2 Li
d t , - ß r i 2ç <5r|

Demak,tenglamaning kanonik ko‘rinishi:

3£, • dr\ 2 ôrj xy  

. —  = 0.

d2 u 1 . . £ ü  =  о .
32, • 3 r |  2 Ç  S ri

Agar M nuqtada ö,22 -Яцй22 <0  b o ‘lsa, (3.101) tenglama M  
nuqtada elliptik tipdag i tenglam a  deyiladi. Elliptik tipdagi (3.101 )  
tenglama

Ç = cp(x,y), n = <p(x,y)
(cp(x,y) fuaksiya q> funksiyaga qo‘shnia kompleks funksiya ) a l-  
mashtirishga asosan ushbu
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С1 U C ~ U  CU с и  г л
-----7 + ------? + а\ Ъ ~  + а 2Ъ —  + а Ъ1и + J

<7Г|

du

д ?
(3.106)

kanonik k o ‘rinishga keladi.
Elektr va magnit maydonlar haqidagi masalalarni, statsionar is- 

siqlik holat haqidagi masalalarni, gidrodinamika, diffuziya va shun- 
ga o'xshash masalalarni o'rganish elliptik tipdagi tenglamalarga olib 
keladi.

2- m iso l.

c 2 Z | о  d 2 Z - 0
d x L OXdy oy

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring. 
Y e c h i s h .  Tenglamada an =1, al2 - -1, a22 =2, 2 ~ anai2 = 

= — 1 < 0, bu esa tenglamaning elliptik tipda ekanini bildiradi. 
Xarakteristik tenglamasi:

( d y f  + 2 dxdy  + 2 (dx)1 = 0 yoki y '2 + 2 y ' + 2  = 0 ■

Bundan y ' = - \ ± i \  y  + X - b e  = Cx, y  + x + ix -  C2 . Quyida- 

gicha almashtirishni bajaramiz: £,= >' + л, r| = x.  U holda:

dz _  CZ et, с £ & ч  dz | 8z . 
dx 8x cr\ dx dZ, dr\ ‘

8z_
dy

d z d l
d \ d y

CZ д ц  

dx\ dy
££ .
di;

*L- fd2z • * + d 2Z £n iô 2* 34 , d2z Su"
5x2 U^2 dx ôÇcri dx / d x  g2 r| dx y

d 2Z  

d?
+  2 - г 2* 3 2Z.

eii2

э2 г c2Z
êxdy SE,2

d 2Z

d y 1

Ë ï
dy

c 2Z et, 
d i ,2 d y

d2Z 5ti _ d2z  + c2 z 
d t ,à r \  d y  q ¡í 2 + d £ ,d r \ ’

d 2Z dri
dZ,dr\ dy

Hosil fc>o‘lgan tengliklarni tenglamaga qo‘yib, kanonik tenglama 
ko‘rinishini hosil qilamiz:
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Agar M nuqtada «я22 -  сгхха22 =0 bo‘lsa, (3.119) tenglama A i  
nuqtada parabolik  tipcfag i tenglama deyiladi. Parabolik tipdagi
(3.101) tenglamada o'zgaruvchilarni

3; — фО ,.у), r) = т|(х,у) 
shaklda almashtirsak, ui ush b u

ô 2 и du du r /о
7 ^ + 0,3 Ж + °23 «33« + /  = 0 (3.107)

k a n o n ik  k o ‘r in is h g a  k & la d i .
Issiqlikning tarqalish jarayoni, g‘ovak muhitda suyuqlik va gaz- 

ning filtrlanish rnasalasi va shunga o‘ xshash masalalarni o'rganish 
parabolik tipdagi tenglam aga olib keladi.

3- misol.

d 2 Z  ■ i  -»  ■ S 2 z  2 d2 z  n — —-sirk x - 2 y s i n x ------- + y  —
дх 2 д* дУ dy2

tenglamani kanonik k o ‘rinisïiga keltiring.
Y e c h is h .  T en glam ada an = s in 2 x , al2 = -y s in x , a22 = y 2■ 

Blindan esa a¡2 — аи сж22 = у 2 sin2 х  -  у 1 sin2 х  = 0. Demak, tengla­
ma parabolik tipda ek a n .

Xarakteristik tengl am asini tuzamiz::
sin2x(i/y)2 + 2 y s \n x id x :d y  +- y 2 (dx)2 = 0  yoki (sinx d y  + ydx)1 = 0-

\  = У ■ tgy. n = У  almashtirish yordamida x va y  o ‘zgaruvchi- 

lardan va rj o^garu'vchilarga o‘tamiz:
8 z  _ d z  d l  d z  5n 1 d z  , ,oa„2 x .



ÖZ _ c z  | QZ or| _  GZ t  x  | cz . 
dy dt, ё у  3r| dy dt, 2  5 r \ '

d x ¿

С 2 « ?
ö  Z dt, | d z  5 i l

¿3ç 2 c x  cE, 5r] cx
■ yse ca ^ + - ^ - - y s e c 2 ^ -tg ^  =

1 l  Di; l  L

1 d z  2 4 * 1 CZ 7 X . X=----f  sec4 -  + -V — • sec2 -tg—;
4  2 2 ^  2 2

32  .d Z

СУ

s 2 z  dt, ^  d 2 Z СЛ 

e ^ 2 d y  ££, dr\ dy
tg

X d z  dt, d z d x \

= -^4-  • tg2 — + 2-^— te— + °~z
4 э 2̂ 2 -  -

2 ¿r| 3Ç Sy an2 cy 

St, СЦ “  2  ^ 2  ’

a 2?
Э_хсу

É l i . i Ë  5 4  8r| 
3Ç2 c£, 3r| dy  y

2 X 1 Зг 2 JE■ у sec -  +— -  • secr -  = 
2 2  dt, 2

3 г . x 3 4  t a — h •
S ^ 2 2  dt, Зт|

2 X  1  dZ 2 X■ vsec- — i----- sec
'  2 2 d t 2

H osil bo‘lgan tengliklarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

-  - y 2 sec4 —sin2 x +— y —  ■ sec2 — • tg—sin2 x  -  
4 ß^ 2 2 2 c£ 2 2

■=2 2̂ Л
A i t g — + ° - z-
cc,2 2 dt, 3r| 

я2

• y 2 se c 2 —s i n x ——  у  s e c 2 — s i n x  + 
2 dz, 2

+ y ‘ £ ^ . tg2£ + 2- A - t gÔÇ2 2 <9q <?T| 2 ör,2 =  0.

Q avsiam i ochib chiqib elementar amallarni bajarsak, tenglama 
quyidagi k o ‘rinishga keladi:

— - y ^ -  sec2-tg^-sin2 x +-̂ —̂ y2 - ^ f  -ysec2—sinx = 0 
2  oi; 2 2 ¿5r|" cE, 2

y o k i
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Lekin sin .x = 2t B ( V 2) tg^ i  =  i  
1 + tg2( x /2 ) '  2  n

topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi :

Agar (3.104)—(3.107) tenglamalarda U = £/(£,,r|) funksiyani 
U = e ^ +flT| ■ V  tenglikka asosan yangi V  = V(^,r\) funksiyaga al- 
mashtirsak, ular quyidagi sodda k.o‘rinishga keladi:

Bunda y, fl|3 , a23, a33 — parametrlarga bog'liq boigan o'zgarmas

(3.101) tenglama yechimlari ning analitik ifodasini xususiy hol- 
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi- 
lan topish mumkin. Agar yechimlarning son qiymatlarini topish ta- 
lab qilinsa, u vaqtda chekli ayirmalar, setkalar, variatsion va h.k. 
usullar qoMlaniladi.

Har bir usulning o'ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa- 
laning qo'yilishiga qarab, m os usullaridan birini tanlab olish 
maqsadga muvofiqdir.

82z _ 2  ̂ 6z 
dr\2 + r)2 ^

+ y v + f. = 0 , (giperbolik tip)
d%2  5r,2

(parabolik tip)

(elliptik tip)

kattalik: / ,  = /  • e ; X = - a n / 2; fi =  - a 2i/ 2 .



Mustaqil yechish iichun misollar 

Quyidagi tenglamalami kanonik ko‘rinishga keltiring:

371. X2 •
-,2 -2 d z л 5 Z — -  +2 XV------

2 82l n 
+ y  —г = o

8x¿ dxdy d y

372. d2Z 4 ^  -_3 d h . - 2 ^ 4  6 ^
dx2 Зхсу Sy2 ex dy

373. 1 t i .  + _ L d2z _ 0.
X 2 dx2 y2 dy2 "

374 . l z + 2 3— + 2— + 6— =
dx2 dxdy dy2 dx dy

375 . d h + 4 4- A + ^  + 2^ = <
dx2 dxdy dy2 dx dy

3 7 6 . 2xy-^~  + 2x2 y—  = 0.
dx2 Sx8y dy2 dy

7 - § . T o r  tebranish tenglam asin i D alam ber usuli 
bilan yechish

Dalamber usulida (3.101) tenglaina (3.103) xarakteristikalar yor- 
damida kanonik ko'rinishga keltiriladi. Kanonik ko‘rinishdagi teng- 
lamani integrallab, awalgi o‘zgamvchilarga o'tilsa, (3.101) tengla- 
maning izlangan yechimi hosil bo'ladi.

Bu usulni chegaralanmagan tor tebranishi masalasida ko‘raylik:

^JL = a2~ ,  (fl=const) (3.108)
dt dx2

ui x A t=o = Л (*)>

/ 20 ).
dU
dt t=0

(3.109)

Ushbu (3.109) ifoda boshlang'ich shartlar bo‘lib, f^ x) funksiya 
torning boshlang‘ich holatini, / 2(x) funksiya esa boshlang'ich tez- 
ligini ifodalaydi.
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d x 2 - a 2ef t2 = 0  (3.110)

kc'rinishda bo‘lib, unda а \ г ~ a\ i a2i -  °2 > demak, tenglama 
giperbolik tipdagi tenglama. Uning xarakteristikalari

x  -  at = C X, x  + at  = C2 , (3.111)
u holda

£, = x - a t ,  vj = x + at (3.112)
almashtirish yordamida (3.108) tenglama

(3.108) tenglam aning xarakteristik  tenglamasi

B2U
д£,дц o (3.113)

kc‘rinishdagi kanonik: tenglamaga Jceladi. (3.113) tenglamani fiksir- 
langan r) da E, o ‘zgaruvchi b o ‘yicha integrallab, birinchi tartibli

^ = Q ( y \) (3.114)

xususiy hosilali tenglamani hosil qilamiz. Bunda Q(n) — ixtiyoriy 
funksiyadir. So‘ng (3.1 14) tenglamani fiksirlangan  ̂da r) o‘zgaruvchi 
bc'yicha integrallab,

U  = <p(Ç) + м/ (ri) (3.115)

ifodani, ya’ni (3.113) tenglamaning yechimini topamiz. Bu yerda 
cp(0 ham ixtiyoriy funksiya, \j/(r|) = |0(г))^г). (3.115) ifodada £, va 
r| o‘zgaruvchilardan л: va t o ‘zgaixrvchilarga o'tsak,

U { x , t )  = <p(x -  a t )  + i|/(x + at) .  (3.116)

Oxirgi ifoda (3.108) tenglanraning umumiy yechimi bo‘lib, 
Da/amber integrali deyiladi. Qo‘yilgan masalaning yechimini topish 
uchun ф va \\j funksiyalarni shunday tanlash kerakki, bunda U(x, t) 
funksiya (3.109) ni qanoatlantirsir». Buning uchun (3.116) da / =  0 
desak, (3.109) ning birinchisiga asosan

i / ( j c ,0 ) = 9 (x)-HV(x) = / 1(x). (3.117)
(3.116) ning / o ‘zgaruvcbi bo‘yicha xususiy hosilasini topib, unda 

f=0 desak, (3.117) ning ikkinchisiga asosan
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d ü( x ,  0) =  _ ûcp, ^  +  йц, ' ( х ) =  / 2(Х )
dt

уокл

Bundan
а

1-сp(x) +  \ \ r ( x ) = -  \ f 2 ( z)dz  + C (3.118)
*o

ni topam iz. Bu yerdax0, С = const.
(3.117) va (3.118) tenglamalarni birgalikda yechib,

< p M  =  { / i  (r ) - ¿  ) á (z ) f c - j ,
*0

v ( * )  =  { / i  ( * )  +  ¿  ] / 2( г ) *  +  у
*0

(3.119)

ni topam iz. Demak, (3.116) dagi ixtiyoriy ф va y  funksiyalarni 
(3.1 19) k o ‘rinishda olsak, U(z, t) funksiya (3.109) shartlarni qanoat- 
lantiradi. (3.119) ni (3.1 IS) ga qo‘yib, qo‘yilgan masalaning 
yechim ini topamiz:

гг / \ Л (x- a t ) -+f  (x+at )  1 K+f  . . .
£ /(x ,0  = — -------2^ ------ -  + J^ ) f 2{z)dz .  (3.120)

x~at

Bu formula Dalamberformulasi deyiladi.
1 - misol.

d t 2
_ S 2U

8x2

dU
dt i=0

tenglamaning

- Г

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
' Y e c h i s h .  Bunda f i (x)=x,  f 2( x )= - x  va a2=  1 ekanligini e’ti- 

borga olit>, (3.120) formuladan
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, x+t
X-t+-X+tI T S  t \ X - t - t - X  +  r I r ,U ( x , t )  = — -----------  \ z d z

x-t

1 2
= Х - 4 г

xH ,
= л: - - j [ (x  + t)2 -  (x -  tf^ \ = X -  xt = x (l -  0

4 1

ni tcpamiz. Demak, masalaning yechimi
U{x, t) =  x{ 1 -  t).

1- masala. Dalamber usuli bilan tenglamaning
ôt2 ex1

■̂ г|/=о = ~̂ “ |í=o = О boshlang‘ích shartlarni qanoatlantiruvchi ye- 
chirni topilsin.

T e c h  is h .  Masala shartiga ko‘ra, a =  1, cp(x)=x2, vj/(x)=0. 
Dalamber formulasiga asosan, masalaning yechimi

( x - t ) 2+(x-^t)2 . .  2 ли =  -------- ------- — yoki и = X + 1

ko‘rinishda bo'ladi.

3- masala. Dalamber usuli bilan a 2 —^ = 0 tenglamaning
dt2 8x

MLo = C0SJC> 77^=0 =  sinx boshlang1 ich shartlarni qanoatlantiruvchi 
yecliimi topilsin.

Y e с h is h  . Bunda cp(x)=cosx va i|/(x)=sinx boiganligi uchun 
Dalamber formulasiga asosan

,  4 e o s ( x - a r ) + c o s ( A : + a í )  1 x+f  . ,
u ( x , y )  = ------------- -------------i  + sm zdz2 2 a  J

x - a t

1 ~  x —a t+ x+ at  x - a t - x - a t  1 x+at 
=  - • 2  e o s----------- -------------e o s ----------- --------------- — COSг2 2 2 2 a x_a,

~  1 x + a t + x - a t  . x - a t - x - a t=  cos X  ■ eo s  a l  -  —— • 2 s i n ------------------------s in -----------------------
2a  2 2

=  cosx  • co sa / +  —sin x • sin at  
a

yecliimga ega bo‘lamiz.
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д2 и д2и4 - m a s a la . ^ - а 2- ^  = 0 tenglam aning w|,_n= x ( û - x )  va
d t 1 dxL

- 3  X= e boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini
t=о

Dalamber usuli bilan topilsin.
Y e с h i s h . Bu masalada cp(x) = x(a -  x) = ax -  x2 va vj/(x) = e~}x. 

Yuqoridagi formuladan foydalansak,
j  x+at

u ( x , y ) \ a ( x - a t ) - ( x - a i ) 2 + a(x + a t ) - ( x  + at)2] + —  f e~2>zdz =
x-at

= a x - x 2- a 2t2 -  М е Ъ{х~а,) - e~3(x+a,)]
6 a

izlanayotgan yechimni topamiz.

M u sta q il ye ch ish  uchun m is o lla r

d^u d^u
Dalamber usuli bilan —j- = a~ tenglamaning u\t̂ Q = / ( x ) ,  

= F  (x ) boshlang‘ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimi topilsin:
t=о

377. f ( x )  = x ( 2  -  x), F( x )  = e x.
378. f ( x )  = cosx, / (x ) = s in x .
379. f { x )  = e~x, F ( x }  = sin2x.
380. f { x )  = x ( 2  -  x), F ( x ) = e x.
381. f ( x )  = e x, F( x )  = 4x.
382. f {  x) = cosx, / r(x) = cos2x.
383. 7 r (x ) = s in x , F ( x )  = 8x3.
384. f  (x ) = s in 2x , / ( x )  = cosx.
385. f { x )  = e 7x, F(x^ = x \

386. Dalamber usuli bilan и|,=о = 0, — \t=0 =x  boshlang'ich shart-
ô t

2 2
lami qanoatlantiruvchi —  ̂ = 4-̂ —̂  tenglamaning yechimi topilsin.

dt 8x
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du
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387. «|i=0 = O, — — x  b o is a , ~̂ y =  al —j  tenglamaning
yechimi topilsin.

388. «|(=0 = sinx, i i i | /=0=l boshlangich shartlarni qanoatlan-

tiruvchi —y  = a2 —;-  tenglamaning t = —  vaqtdagi yechimi topilsin.
ô r  Sx 2 a

389. tenglamaning m|/=o=0, ^ | i=0=cosx shartlarni 

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

390. ^  ^ tenglamaning t= n  momentda wL0 =sinx,
d t  d x

du  |
— |r=o -cosx shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

d 2 u  8 2 u
391. — = — y  tenglamaning w|,=0=x , — |f=0=sinx sliartlami 

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
ii/

= sin>c shart-O U  2 O U   ̂ .  | Qu392. ~ y  = a  —-  tenglamaning « L 0=cosx, —
d t  d x  d t t =0

lami qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

393. tenglamaning «L 0=sinx, — =0 shartlarni
d t  d x  d t  /=o

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

8 -  § . Furye usuli

Matematik fizika tenglamalariga qo‘yilgan masalalarni yechishda 
keng qoilaniladigan usullardan yana biri o ‘zgaruvchilarni ojratish  
yoki Furye usulidir. Bu usul boshlang‘ich va nolga teng boigan chega- 
raviy shartlar bilan berilgan masalalarni yechishda samarali natija beradi.

Furye usulini uzunligi l ga teng boigan va ikki uchi mahkam- 
langan toming erkin tebranish masalasida ko‘ raylik.

8 2 u  2 d 2 u
—Y =  a — T (3-121)
d t 2 d x 2 v 7

tenglamaning
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«|,=0= Л  ( * ) ,  ^71 о/ г=о
= / 2(х )  (3.122)

boshla.ng‘ich va
U (0,0 = Í/ (/,/) = 0 (3.123)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qilin- 
gan b o ‘lsin. (3.121) tenglamaning yechimini Furye usuliga ko'ra

U( x , t )  = X ( x ) T ( t )  (3.124)
ko'rinishda izlaymiz.

(3.124) ni (3.121) ga qo'yib, izlanayotgan X(x), T(t) funksiyalar- 
ning har biriga nisbatan oddiy differensial tenglamalarni hosil qila- 
miz:

^L + X2T=0, + = (3.125)
dt dx2 a2

bu yerda X — hozircha no’tna'lum bo‘lga.n tebranish chastotasi, bu
tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha bo'ladi:

T( t )  = Ci eosA/ + C2sinX./, (3.126)
X ( x )  = C3 cos—X + C4 sin—X , (3.127)

a a
bunda C,, C2, C3, C4 -  ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlar.

U  ( x , t )  = X ( x ) T ( t )  ftinksiya (3.123) chegaraviy shartlarni qanoat- 
lantirishi uchun Дх) funksiya shu shartlarga bo‘ysunadigan, ya’ni 
Л^(0)=Д/)=0 boiishi kerak. x=0 va x= l  qiymatlarni (3.127) tenglik- 
ka q o ‘yib, (3.123) shartlarga asosan quyidagilarni topamiz:

C3 =0, C4 sin^/ = 0.

Ixtiyoriy o ‘zgarmas C4*0 boigani uchun

sin - / = 0
a

bo‘lishi kerak, bundan n e N  uchun

— /  =  nn.
a

Shunday qilib, tebranish chastotasi X ushbu
an . 2 да -, arm« t* II л i. Л

Л-1 = — , Л2= —J ~ ’ •••> J
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qiyinatlardan birini qabul qiladi xolos. n ning liar bir qiymati uchun, 
demak, har bir À. uchun (3.126) va (3.127) ifodalarni (3.124) ga 
qo'yib va CyC4, C2 C 4 larning X =\.n ga mos qiymatlarini an va  bn lar 
bilan belgilab, (3.Ï2 1) tenglamanïng (3.123) chegaraviy shartlarni 
qanoatlantiruvchi xususiy yechimlari ketma-ketligini hosil qilamiz:

Un ( x , 0  = X„(x)Tn ( / )  = ¿ (a„  c o s ^ - t  + bn s i i \ ^ t ) s ï n ^ x .  (3.128)
n=l ' 1 1

(3.121) tenglama chiziqli va bir jinsli boigan i uchun (3.128) 
yechimlarning yig‘indisi

U [x, t )  = Yj Un ( x , t )  = ¿ (a „  c o s - ^ /  + 6„ s in ^ -/)s in ^ -x  (3.129)
n=1 n=\ 1 1

ham (3.121) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni qanoat- 
lantiruvchi yechimi boiadi.

(3.129) yechim (3.122) boshlang'ich shartlarni ham qanoatlanti- 
rishi kerak. Bunga b iz  an va bn koeffitsiyentlarni tanlab olish yoii 
bilan erishamiz.

(3.129) yechimda va uning rbo‘yicha xususiy hosilasida t =  0 de- 
sak, (3.122) shartlarga asosan ushbu

U { x , 0) = s in -^ x  = /[ (x ) ,
«=i

o  U  ( X  , 0  ) \  1 QftTl , r  • W7T n s \  / o  i  q a \
— Tt-----= L .—r t b n sm— x  = f 2 (x ) (3.130)

n=1 ' '

tengliklarni hosil qilamiz. Bundan an va bn koeffitsiyentlarni (Furye 
koefïitsiyentlari kabi) quyidagi formulalar orqali topamiz:

? 1 ~> 1 
= 7  f/j (x)sin-^xiZx, bn = ---- \ / 2( x ) s i n ^ x d x .  (3.131)

/ J / arm J /

Bularni (3.129) ga qo‘ysak, masalaning ushbu

U ( x , l ) = 2 ¿  sin -^ x(jcos \ f x ( O  ■ sin^ d ^  +
n=l 1 1 1 0 1

,  /
¿7/771 . T r • n n r

+^ Sin“T ' j /2 <S)smT ^ 0  (3.132)
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y e c h im i h o s i l  b o ia d i.  B u n d a y ko 'rin ish clag i ye ch im  Bernulli  integrali 
d e y ila d i.

1 - m a s a l a .  U c h la r i i = 0  va  x = /  da m a h k a m la n g a n  to rn in g  

b o s h la n g 'ic h  ho la ti u -  • x ( / -  x) p arab o lam  ifo d ala sa  ham da

b o s h la n g 'ic h  te z lig i = 0 b o is a ,  u n in g  O X  o ‘ q id a n  o g ‘ ishi
dt

du(x,  0 )✓ 11 L^Z.1151

aniqlansin.

Y e c h i s h .  M asa la  shartiga k o ‘ ra, cp(x) = ^  ■ x ( / - x ) ,  v|/(x) = 0.

Tor tenglamasining yechimini (3.147) qator ko‘rinishida izlaymiz. 
Qatorning koeffitsiyentlari quyidagicha aniqlanadi:

ak =  4  f / ( x )  s i n - ^ t f t  = ^ -  \(lx - x 2) - s m ^ - d x ,  bk = 0 .
1 0 1 1 0 1

In te g ra .ln i b o ia k la b  in te g ra lla ym iz :

w, = / x — x 2, d v , = s in -^ f -c /x ,

= ( /  - 2 x ) d x ,  v  =  — • c o s -^ ^ ;
KK l

+ ■
8/2 r ,, t  x knx-  J(/ - 2 x ) c o s —

0 /T7t/
■i/x .

bundan,

:k - — -  f( / — 2 x ) c o s —— d x ,  
k,l2 0J l

u 2 = / - 2x ,  î/w2 = - 2 d x  ,

knx , l ■ knx
d v -, = c o s  ——d x ,  v 2 = — sxn—;— j

l  k k  I

S h  , ,  „  ̂ ■ feraak =
k

\6h r ■ knx , 16 A knxdx  = — —  c o s-
0 -

A'3ïï? V '  * V
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Topilgan ak v a  bk larni (3 .129)  tenglikka q o ‘yamiz:

t \ s r  16 Л /1 i t \k\  Knat . Hnx
u ( x , t ) = - i - 1 ) ) C0S-T -■ Sln- 7- •

íЫl^■, гcJ / /

Agar k=2n bo'Isa, 1 - ( —1)A= 0, agar k= 2n + \ bo‘lsa, l - ( - l ) * = 2 .  
U holda

knat  . knx

32A . 1
n (2/3+1)

-COS (2 и + 1 )я й / . (2 /7 + 1 ) roc
/

sin-
/

yechimga ega bo‘larniz.
2- masala. Uchlari x = 0, x = l  nuqtalarga mahkamlangan tor 

berilgan bo‘lib, boshlang'ich holati OAB siniq chiziqdan iborat.
Agar boshlang‘ich tezlik

f2ouc,  0 <  X < 1/2

2 a ( / - x ) ,  //2  < X < / 
boisa, ixtiyoriy r momentdagi tor holati topilsin.

У e с h i s h . Chizmaga asosan O B  va AB to‘g‘ri 
chiziqlarning tenglamasi:

/ 2  ( * )  =

В

r\ л 2 x  у  Ih
0A ■ T  = * =*• у  ' - * ■

d p  • x _ / / 2  _  ^  V -  2 h ( l ~-x ')
■ /-//2 -h  У I

Demak, torning boshlangich holati
2 h x

f \ (*) =

О 1/2 

agar 0 < x  < 1/2 ;

agar 1/2 < x  < I .

I
0 < x < / / 2,

2A(/-*>
/

, //2 < x < /.

Furye usuliga asosan q o ‘yilgan masala yechimini (3.129) tenglik 
ko‘rinishida izlaymiz, ya’ni

U(x, t )  =  2 ^ ал COS—  •/ -+- b„ sin—  • /j-s in —  •X.

Bu tenglikdan ön va £»л koeffitsiyentlarni quyidagi formulalar 
yordamida topamiz:
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ап = -yj/¡ (x )s in ^  • xdx -  J x -s in -^  • xdx + ̂ -  | ( / - x )  s in y  xdx.
0 1 0 1 1/2

B o i a k l a b  in te g r a l la s h  fo r m u la  s ig a  asosan:

и = x ,  d v  =  sin '-^j-xdx

desak, bundan

U  ho lda

, , l ПКdu  = ах , и --------- cos— x.
ПК I

Г - ПП  , 6c Л7Г l  Г П К  ,x  • s i n —  xd x  = ----- c o s—  • x  + —  cos—  • xd x  =
J / ПК l ПК J I

Ix nn---- COS----- X-
nn I

г  ■ nn—-  sm----X.2 _2 /n n

E>emak,

1/24/z г пк , 4/2 r • nn , Ah r ■ nn ,„ = —  x  ■ s m — x í / x + — - sin  —  ■ x t /x — — x - s m —  xd x
”  /2 J  / / J  / /2 J /I n  i/o 1 m

I
0 //2 //2

4 A  mt= ---------X • COS—  • X
1кп /

1/2 4h ■ nn
+— -sinT ' x

4 A mi+ ------X • COS—  • X
/л:Л /

О /Гтг 
I

i/2

0
4/г /m ---- COS— • X
nn I

+
1/2

4 h
1/2 ПГ  

1/2 

J 
0

. nn 
2  2  Sin—  • X

I//2
8/г . ил: 2j - s m  — ,

П 71

bn = —— f / i ( x ) s i n - ^ x - í £ c = - ^ -  f x s i n ^ x - í& + —  f (/ — x)sin-y-x ■ dx. 
n m.a ¡0 I rma  ̂ I mtfl//2

4a

Yuqoridagi hisoblashlarni aynan takrorlab,
, S a / . и л  

= - g - 5 - -S in  —  
n n a  L

ni topamiz. 
134



Demak, tor teb ran ish in in g  ixtiyoriy t  m om en tdagi holati

U(x, t )
7 ^K n=1

h cos m a t  cxl~
I

-Sin -m a t
I

hk . mix sin— sin----.
2 /

M ustaqil yechish uchun misollar

394. Uchlari x=0 va x=l da mah- 
kamlangan, boshlang^ich holati O A B  
siniq chiziqni ifodalovchi torning ixti­
yoriy t vaqtdagi holatini boshlang‘ich  
tezligi 0 bo‘lgan holda aniqlang.

395. Uchlari x=0 va x=l da mah­
kamlangan torning bosblang‘ich og'ishi 
nolgateng bolib, boshlang‘ich tezligi esa

I x

d u
~dt t= 0

cos-

0 ,

T i l  X - 1-
agar x

agar

/ 1  h
2| 2 ’ 

/| h 
2| > 2

formula bilan aniqlansa., torning ixtiyoriy t vaqtdagi holatini aniqlang.
396. Uchlari x=0 v a x = l  da mahkamlangan, boshlang‘ich holati 

u = /i(x4 -  2x3 + x) n i  ifodalovchi boshlang'ich tezligi 0 b o igan  
torning ixtiyoriy t vaqtdagi holatini aniqlang.

397. Uchlari x=0 v a  x=3 da mah­
kamlangan, boshlang‘ ich holati O A B  
siniq chiziqni ifodalovchi torning ixti­
yoriy t vaqtdagi holatini aniqlang.
Bunda 0(0, 0), A ( 2, 1 ) , B(3, 0) koor- 
dinatalarga ega.

398. Uchlari x=0 va  x=l da mah­
kamlangan torning dastlabki og‘ishi 0 boiib, boshlang‘ich tezligi esa

du «0, agar < f
1 7  ~ '

o, agar M H
formula bilan ifodalansa, torning ixtiyoriy t vaqtdagi holatini aniqlang.
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9 -  § .  S terjenda issiqlik tarqalish  tenglam asi. 
Chegaraviy m asalaning qo‘yilishi

I. Iss iq lik n in g  chegaralanmagan sterjenda tarqalishi.

a 2 — ^  te n g la m a n in g  / > 0 , - c o < x < - k »  s o h a d a  u(x,0)=f(x),
o t  d x

-oo <  x  <  +oo b o s h la n g ic h  s h a r tn i q a n o a t la n t i r u v c h i  y e c h im i

u ( x , t )  = — L =  ■ 7  f ( 0  ■ e -^ -x)2,^ a2,)d \  (3.133)
-oo

P u a s s o n  i n t e g r a l i  o r q a l i  a n iq la n a d i.
II. Iss iq lik n in g  bir tomondan chegaralangan sterjenda tarqalishi.

- ^ 7  = o1 te n g la m a n i { x > 0 ,  /> 0 }  s o h a d a  & ( x , 0 )  =  / ( x )  b o s h -
o t  d x

la n g ‘ ic h  v a  « ( 0 , f ) = c p ( í)  ch e g a ra v iy  s h a rt la rn i q a n o a tla n t iru v c h i 

y e c h im i

u(x , t  ) = — V  • 7 / ( O  •[e"(5"*)2/(4fl2') -  e -^+x)2/ Âa2,)M  +la^jnt o

_2
h----■ Jq,(i)-e'-í2/(4fl2(,- ,l))(r-Ti) 2dx\ (3.134)

2 a ^ n  o

k o ‘ r i n i s h d a  t o p i l a d i .
I I I .  Iss iq lik n in g  chegaralangan steijenda tarqalishi.

~~ =  Q2 ~~5~ t e n g la m a n in g  u(x, t ) I .  =  / ( x )  b o s h la n g ‘ ic h  v a
o t  d x

m ( 0 , í )  =  « ( / , 0  =  0  c h e g a ra v iy  s h a r t la m i  q a n o a t la n t i r u v c h i  y e c h im i

n2 ,

u( x , t )  = Yj b„e '2 - s in -^  (3.135)
«=i 1

2  1 i m xk o ‘ r i n i s h d a  a n iq la n a d i .  B u n d a  b„ = — | / ( x ) s i n ^ - í ¿ c  .
o
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du 2 d2 u
1 -masala. — = a  —-  tenglamaning

O' r!xz

u( x , t ) [ =0 = f ix) - -
u0 , agar X, < X < x 0,

0 , agar x  < x, yoki x > x2

b o s h la n g ‘ ic h  s h a r tn i q a n o a t l a n t i r u v c h i  y e c h i m i  to p ils in .
Y e c h ish  . Steijen chegaralanmagan boigani uchun yechimni 

Puasson integrali ko‘ rinishicla izlaymiz:

u(x, t )  =  _ L =  I f  a ) -  e-^~x)2/ <4a2,)^ .
712* J

-OO

Shartga ko‘ra/ ( _x) funlcsiya [a:,, x2] oraliqda o‘zgarmas uQ tem- 
peraturaga, qolgan oraliqda esa 0 ga teng bo'lgani uchun:

u ( x ,  t )  = M° _  ■ f  e-<^)2/(4«2o  . ^
2 a ~Jnt J

Bunda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

* \  dE, = - 2 a s f t  ■ dyi .
2a^Jt

U holda

X ~ X \

2 a4 t

x—X] 
2 a  4 i

2a4t

ycki

u { x , t )  =
Uq JC -X [

<t>
2a%it)  \2  a4t

x - x 2

izlangan yechim bo£ladi.
2  r ^Bu yerda ® (x) -  \e d t  integral Puasson integrali deb ataladi.

V  71
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2- m asa la . —  = -^ 4 -  te n g la m a n in g  r > 0 ,  / > 0  d a  w| 0 = / ( x )  =  w„
8t dx-

b o s l i l a n g ' i c h  v a  u\x=Q = 0  c h e g a r a v iy  s h a r t la r n i  q a n o a t la n t i r u v c h i  
y e c ln im in i  t o p in g .

T e c h  i  s h  . S te r je r i  b i r  t o m o n d a n  c h e g a r a la n g a n i  u c h u n  b e r i l -  
g a n  s h a r t l a r n i  q a n o a t la n t i r u v c h i  y e c l i im  u s h b u  k o ‘ r in is h g a  e g a  
b o i  a d i:

" <x' ° = i h  J“ °
(£ -x)2 (¡5+*)-

41

y o k i

u( x , t )  = «0
2slKt

(z,-xf (5+ *r
4 /  4 i

B i r i n c h i  in te g ra ld a  y-j- = 11, dE, = - l f t d \ x  a lm a s h t ir is h n i b a ja r ib ,

X

iTt30
W° \e 4r d'E1 = -~=r [ e~^d\i = 

vx J2%/ -n .t
1 + -0

2 f t

i k k i n c h i  i n t e g r a ld a  esa = (J, dS, = 2\ftd \i  d eb

X

1 - 0
2 f t

g a  e g a  b o ‘l a m i z .
S h u n d a y  q i l ib ,  y e c h im u s h b u  k o ‘ r in is h n i  o la d i:  

* < * , » =
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3- masala. —  = -— ^ (0 < x < / ,  / > 0) tenglamaningdt
1 ?2

cx:

wL o  =  / ( * )  =

x, agar 0 < x < —, 

! -  x ,  agar -  < x < I

bo‘ lsa, boshlang‘ich va  u\x=Q = u|̂ =/ =0 chegaraviy shartlarni qa­

noatlantiruvchi yechimini toping.
Y e c  h ish . Steijen chegaralangan bo‘lganidan, berilgan chegara­

viy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni ushbu ko‘rinishda izlaymiz:

,  vp , ,2 • -Jinxu { x , t )  = 2^b„e 1 -sin
n=1 /  ’

bu yerda

T I 1l  2 n .  n n x  , 2 f . nnx , Z  iv, % . 7imc , bn = — Jy (x)sin—j-ax  = y  Jxsm -y-ox +— J(/ -x jsin —p a x
0 ° L

2

M = X, du =dx
I , .  nnx , I nnx f - - - - - 7flu = sin—— dx, v = ----cos—— I <

/ /

2 ( / m i x  £t JWIX /
+ - ----COS—— H— cos-------- =r̂ Tsm

I \ nn I nn I rf-n2-

I
be nnx I2 ■ nnx |2 — COS—  + -y-ySin —  
nn I  n n I  J | q

/zxN 4 / . nn
- J , = 7 7 s,nT -

Demak, izlanayotgan yechim ushbu ko‘rinishga ega:

4 / ^ 1  - nn — T/ * X *+* V"* 1H ( x , 0  = ^ L - T s in ^ r e
K n=1 n L

• sin-Tinx

yoki „ ( , , , ) r ^ e
u2 ( 2  /i-i— 1)“  t

sin n( 2n + \) x  
/ '
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M ustaqil yechish uchun m asalalar

399. Uzunligi / ga teng, tashqi muliit ta’siridan muhofazalangan

va 4 =o = /(•*) =
cx ( l - x )
~ F ~

b o s h la n g ‘ i c l i  t e m p e r a t u r a g a  e g a  b o ‘lg a n

birjinsli sterjen berilgan. Steijenning uchlari nolga teng temperatu- 
rada tutib turiladi. Sterjenning t > 0 vaqtdagi temperaturasi topilsin.

400. A.gar sterjenning m|j=0 = / ( x )  = ^ - x  - s i n ^ -  boshlang‘ich 
temperaturasi berilgan va uchlari issiqliT<dan muhofazalangan, ya’ni

ou
8x

_ diu
x=0 d x x= l

=  0  b o ‘ ls a , u z u n l ig i  /  g a  te n g  v a  s ir t i  h a m  is s iq lik d a n

muhofazalangan sterjenda temperatura taqsimotini toping.
401 . Agar uzunligi / ga teng, sirti issiqlikdan muhofazalangan 

steijenning boshlang‘ich temperaturasi

/ ( * )  =

bo‘lib, sterjenning uchlari ham issiqlikdan muhofazalangan boisa, 
shu steijerrda issiqlik taqsimotini toping.

Q uyidagi m asalalarni Puasson formulasi yordamida hal qiling:

402. 4  u, -  Uxx, u

404. 4  u, = u xx, u

-  e2 x-x~

t =0

/=0

403. ut =uxc, u = x  ■ e
f=0

s in x e

10- § . L ap las  m asalasin ing yechim larini tekshirishga 
keltiriladigan m asalalar

Markazi 0 (0,0 ) nuqtada bo‘lgan doiraning chegarasida biror / (cp) 
funksiya berilgan boisin. Doirada va uning chegarasida uzluksiz

u d^uboiib, doira ichida Au = —-h----  ̂= 0 Laplas tenglamasini va
dx dy
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ur=R = /(< p )  ch e g a ra viy  s h a r t n i q a n o a t la n t ira d ig a n  u(r , cp) f u n k s iy a -  
n i topish D ir ix le  m a salasi b o l ib ,  u n in g  y e c h im i

«(r,tp ) =  f / ( t ) -----5--------- ------- ---------------
2rc —2 /-/?cos( t—(p)-i-/—

lco‘rinislida bo‘ladi.
1-masala. Bir jinsli yupqa doiraviy plastinkada temperaturaning 

statsionar taqsimtini toping. Plastinka radiusi R ga teng bo iib , uning 
yuqori qismi Io C da, pastki qismi 0° C da tutib turiladi.

. [O, agar — tc < x < 0, Ye c h i s h .  Masala srrartiga ko ra f  (i) = I
[1 , agar 0  <  x  < tc

j  ̂ j^2_j.2
bolsa, temperatura taqsimoti u ( r , cp) = —  f—,-------------------- -r-d-z

v ’ R- —2Rcos(x—q>)+r
integral bilan aniqlanadi.

a) yuqori yarim doira (0 < (p < n) nuqtalar uchun = 1 a ~̂

mashiirishni kiritamiz, bundan co s(r  -  cp) = 1 — ; dx = ya’ni
l+i2 1+/2

t int&grallash o‘zgaruvchisi í — dan ctgy gacha o'zgaradi. 

Slunday qilib,

u( r , q>) = i  { R2
v ( R - r )  + ( R + r )  1 

t g -

dt  = — arctg
2  # 2  TC

cp
Ct2—— 2
tn«P

arctg /?+r cp \
i r - r a i i )

+ arctg R+r
J ^ r tg d:

I l^ (C,Sf +t4 ) 1 , R t - S
=  - a r c t g ------------------------ ---------=  — arctg— — —

K i [ R + r \ K 2 ^ sintP
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Bu tenglikning o'ng tomoni manñy, demak, 0 < cp < к da 

и funksiya < и < 1 tengsizliklariii qanoatlantiradi. Bu hol uchun, 

ya’ni 0 < ф < n da ushbu yechimga ega bo'lamiz:

tg(7T- Uk ) =
R2 - r 2

2 Rr sintp

yoki

u = 1 — arctg
тс 2Лг$шср '

b) Pastki yarim doirada joylashgan nuqtalar uchun (jt < <p < 2n)
2 j

ctg4^  = t o‘miga qo‘yishian foydalanamiz, bundan cos(x -cp) = ——,
1 r +1

, 2 dt ( <p\
“ T-  > yangi integrallash o‘zgaruvchisi t esa ^-ctg-J dan

tg-y gacha o‘zgaradi. U liolda ф ning bu qiymatlari uchun ushbuga 
egamiz:



1 . ( Rl - r 2 ) -и = — arctg----------- , к < <р < 2к
л i/frsincp

O‘ngtomon musbat (chunki sir»9 < 0), shuning uchun 0 < и  < ÿ .

M u sta q il yechish uchun m asalalar 

Doira ichida L ap las  tenglam asin i qanoatlantiruvchi va d o ira  che-

garasida и
Г=1

topilsin.
/ ( c p )  funksiyaga ten g  boMgan garm onik fu n k siy a

405. /(tp) = cos2 (p. 407. / (ф )  = cos49 -
406. /(cp) = sin3 ф 408. / (ф )  = sin69 + со56 ф.
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2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

1 1 .

12.

13.

14.

15.
16.

17.
18.
19.
20. 

21. 
22.

23.
24.
25.
26.

1. у  — 4 =  Ce x . 

i l n 2y  l n t g ( f + 0  

sin y  C O S  X  = С.
К— arctgx

у  = e 4
у = arccos e“ . 

2e“>’(>> + 1) = x 2 + 1. 

2(x -  2 ) = ln 2 y.

2 sin X ■+- ln ltg^j =  C.

У Г

2X

С

2y = —  
32 '

у = ln tg (c h x  + C). 

arctgx2 +  2arctgyJ =  у .

lnlx + y  I + ——  =  C.
1 1 x + y

у  = 2xarctgx.
У

C O S —
Cx = e x . 

y 2 = C x e ^ - .

y 2 = 4.x:2 InCx.
1+s\n(y/x)= Cxcos{y/x). 
y7= x 2\n Cx2. 
x + 2 y + 5  ln  |x + у -  3| = C. 

x2+ y 2+ x y + x —y=  C[,Ci = C2-  
3x+2>>—4 + 2 1 n | x - f y -  l| = 0.

x2+ x y —y 2—x+ 3y= C . 
x2+ 2  xy —у2 —4x+8 у— C. 
y=  tgx—1 +e_tsx . 
y = c h x (s h x +  Q .

27.

28.

29.
30.

31.

;t=x(sinr+C).

у=е-х \ х 2/ 2  + С).  
cos.x(x+ 0 / (  1 +sinx).

У =

y= i/l—л2 —(arcsinx)2 - t /1 - j

1

32. x =

хф  ln (С/х) 
1

33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.

56.

57.

ln v-t-l-Çy ' 
y -l/3 = C x 2/3 —(3/7)x3. 

l) (C -x ) .
y_4=x3(e':+C). 
y=secx/(x3+ 1 ).
^ i /L K h+ Q ] -
ex+xy+xsiny+e>;=C. 

e>’+ i - x 2+ x y—x=C. C = C i+ l.

e*(jcsi ny+ycosy—siny)= C. 
lx2y —yi =C. 
x2~3x3y2+y4=C. 
4-ylnx+y4=C.
5 x2y—8 xy+x+  3 y=C. 
r 3+x 3lny ~ y 2= C. 
x2cos2y+y2=C.
\i=\/x2 \ x+y/x=C.
\jL=\/y,xy-\ny=Q.
2x+ln(r2+j>2)= C.
Ixiyi  -3 x 2= C. 
x2+lny=C x3; x=0.

ji=cosj; x2sin>’+ -j cos2>t C.

^=e-2x- y2=(c~2x)e2x. 
H=l/siiry; x/siny+x3=C. 
ц=е~У; e~ycosx=CJrx.

у  = -------- !— pr; y= o, j*=i.*—
COS X +----2

^_gSin(r+ Ç) j y= —.
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58. x = -^~P+
2 (p-\y 

y = $ y  =x+\.

f  , 
7 ' ( H ) -

59. y=CxJr - ~  , 4j>3= 27 x 2.

60.
61.
62.
63.
64.

65.

66.

67.

68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.

x=Cp2eP, y=C (p +l)e P ; ,y=0. 
3 C y = 3 C 2x + ( C -3 ) 2; r 2-H4>-=l2x. 
2Cy+x2= C 2. 
xj^C^x+C; 4x2y = —1. 
>'2= 2 C x - C 2; y=±x.

y = C x + j l n C ,  2 .y + l+ ln ( -2 x ) = 0 .

y=jc2+  C.

(y—co sx -Q C v e^ 2 —Q = 0.
y=(C±x)2.
y=sin( C±x).
)■= Cx2-  1/C .
y=e<̂tx.
j/2= (x + C )3.
>-+x=(jc+0 3; y = —x. 
(x+Q2+y2=l; y=±l. 
y { x + Q 2= \ ; y = Q .  
( y —x ) 2= 2 C ( x + y ) —C 2; y = 0 .
(x-1 )4/3+y»/3= C . 
y2(l-y)= (x+Q2;y=l.

80. x = 2p
? >y= - ? p2-l />2- l

-In P2 - 1  + C .

81.

82.

83.

84.

85.

x = ln p  + — , y = p  -  In p  + C. 
P

86. X  =  ln|/jj ±  —  In Vp + T -i
/p + I+1

- 3 -J  p + \ + C,

y = p±(  1+ p)2,>’ = ±l-
87. x = ep + C , ^  = ( / > - l ) e jf, , y = - l .

88. x =  ± 2 a/p 2 - 1  + arcsin -f—j  + C ,
\p\)

y  = ±PyP  

89. x = ±(ln 3 /̂1 — /») + c ,
i

y = ± J \ ^ ~ p ) , y  = 0.

90. y = ( C + J x  + 1  )2; maxsus interal 
y = 0.

9 1. x = C t 2—2t3 , y = 2 C t —3t2, bunda 
t=\ /p.

92. Cy=(x—C)2, maxsus intervallar 
y=  0 va y=  —4x.

93. (Jy  +<Jx - + 1 ) 2= C , > = 0 .

94. /)-ln /n-C 

(P -D 2
95. = ln /H -C , y =  yfp (4 —Inp —C); 

y =  0.
96. x = C ( p - \ ) - 2 + 2 p + \ ,  

y=Cp2( j > - \ ) - 2 + p 2\ j^ O ;  y=x~2.
97. xp2=p+C, y=2+2C p~ \ — I rip.
98. y =  Cx~In C\ y = ln x + l.

x 2
99. Cx— C 2; maxsus integral y  =  — .

100. y = C x ~ a ' ^ T’
x 2 + y 2 — a 2

maxsus integral

x = p3 + 4y = 3 /  + 2 p 2 + C. 101. y = C x + — r  ; maxsus integral

x = p j jr  + l^y = (2p2 - \hjp2 +\ + C. 

x =3p2 + 2p + C ,y  = 2p3 + p 2,y  = 0. 

x = 2arctgp + C, y  = ln(l + />2), _y =  0.

y=l,5x3__
102. = V l -  jc2 .
103. y=C x~eC .
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104
105
106

107

y = C x ~ C 2.
C  3= 3 (C x -y ) ; 9y2 = 4x3. 
2 C 2(y—C x )= l; 8y3=27x2.

•>
y = C x + C 2+ l ;  y = l -  —  .

108. y  — +x - - ; y  = x .

109

110 .

1 1 1 .

112 .

113.

114.

115.

116.

C + a\e  2 dx 

2Cx3+l 2
y  = — 5----- ; y = - -

(Cx -l)x *
2
x Cx5-x
1 1y  =  — +X

y  =  x  +

2
C x3 +x
X

2
;>' = -•  X 

1
y = —•X

x+C
; y = x.

y  =  x + 2 + -
Ce4*-1

y = jc+- 2.

y  = £ 1
x+C

3C+x
x

+  X ,  y  =  X .

:—  + x, y  =  x.

117. y  =

3Ce 2+l 
2x
_ 2 x

2 Ce 5 +1

+ x, y =  x.

118. 1 4 1 2 1 tv = — x + —x + —  cos2xr. 
48 8 32

1 19 . y  =  x co sx  — 3 sin x  +  x  + 2x.

120. y  =  lnlsin x\ + q x 2 + c2x + c3.

y  =  - j S i n  X  +  C j X  +  c 2 .

=  -(x  +  3 ) e J + ^ -r 2 + 3.

121 .

122.

123. y  =  3 ln x  +  2 x 2 -  6x +  6. 
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124. y = 1 -  cos 2x.

125. y  = C|X + xarctgx -  ln V l + x:2 +  C2.

126. y  =  C|X + C| -  ln|cosx| — umumiy 

yechiin, xususiy yechim esa
y  =  -Injcosxj.

127. y  = x(l x\) + ̂ c\x2 + c 2x +  c3.

128.y  = c o s x + iq x 3 +^-c2x 2 +c3x +  c4.6 2

129. y  = -ln ls in  x| +  q x  + c2.

130. y  = e, ( x - 2 ) + c 1x + c2.

131.y  = sin2x + —x + 6. 
y \  2

132.y  = — -+ c, ln x  + c2.

133.y  = q s in x  -  x -^ -s in 2 x  +  c2 .

134. y  = qx(ln x - 1) + c2.

135.y = ex( r - l) + c 1x2 +c2.

136. y  = c2 -t - - jL .arctg-^=r.
Vci Vci

137. y  = (arcsin x )2 + c, arcsin x  + c2.

138. y = ±4 (qx +  fl2)? + c2x  + c3
15c;

139. y  = (l+- cf2 )ln|l + c,x| Cj -X +  C2.

140. y  = — — — ln|l + qx| + c2.
C1 c



141 .

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

= с , ( х -  е х ) + с2 .

У = ^ - ^ -  + cla r c t g *  +  c2 .

у = с2 - с ,  COS X — SK.

X2у = — + С ,  1 п |х |-ь с 2.

у = (Зх4  -  4 х 3 -  36 JX2 +  7 2х  +  8 )/24 . 

у = (х2 + с\ )arctg —  + с ,х  + с2.

у =  X 1 + у  (хл/1 -  X2 + arcsinx) + с2.

У = с\х+ с 2. 

у 3 + С\у-ь с2 = Зх. 

ctgу  -  с,х = с2.

у  1п|2у + 3| = q x  +- с2.

X+Q
у  = е х+ci

ln[q(y + l ) - l ]  = c 1 (x  + c2). 

с2у +1 = ±eh(C|X -t- с2).

у 3 =  с ,(х  +  с2 ) 2 , =  с.

2jcу  = е 

у  = - а
*

cos — 
а

158. s - t ù i e S -  l) +  Z ¥
к2 к

159. у  = (q x -t -  с2) 2 .

160. q y 2 = 1 + (С|Х + с2)2.

161. 4 (q j > - l )  = (q x  + c2) 2 .

162. ln|y| = qe* + с2е~х.

163. х =  V ÿ - ÿ c ,  ln (2 V 7 + с , ) + с2.

164. у  = c2e^x.

165. y j y 2 + c2 + с2 \п у + J у 2 + с2 =

= ± ( - у 2 + 2с} X + 3 с2).

166. у  = с2х  + с3 + 4 ( c t X + а2 )5/2.
15cj-

167. у = — 1п|1 -  х | .

168. у = С2 еС{Х .

169. 1пс2у  = 4 х 5/2 + с{х, у  = 0.

170. у  = с2(х + Vx2 + 1).

171. у 2 =  С|Х3 + с2.

_Çi_
172. у  =  С2хе х .

( х  - с , )  1.

173. у = С 2 |x|C |_ 2 lnW

174. X - -

175. у  =  c2x (ln q x )2.

176. 1п|у) = ln jx 2 - 2 x + C ] | - i - J - 2dx
(х-1) +с2-1  

177. 4cj _у2 =  4 х  +  x ( q  ln с 2 х ) 2 .
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178. у  =  - X  ln (c2 ln c j i) ,  у  = ex.

179. у  =  c2 —н (q - c 2x:)ctgx.

180. y  = y X  ln2 X + c]jclnx + c2x.

181. y  =  q  s in x  + c2 sin2 X.

182. Tashkil etadi.

183. Tuzib bo'ladi.

184. C h iz iq li erkli emas.

185. C h iz iq li erkli.

186. C h iz iq li erkli.

187. C h iz iq li erkli emas.

188. y  = c¡e~2x + c2e x .

189. C h iz iq li erkli. y  = q  + c2elx .

190. Tashkil etadi. y = e  (c¡ cosx+c¿sinx).

191. y 2 = ex -va y  = cxe~x + c2ex.

192. y  = c¡ex  + c2e3x.

193. y  = (q  -+  с2дг)е2л:.

194. у  = е2х{Л  cos3x + Æ sin3x).

195. y  = c¡e2x + с2е~2х—Аch2x+5sli2x.

196. у  = ^co s2x+Æ sin2x = osin(2x+cp).

197. у  =  q  +- q e -4^

198. y  = q e 2 * + c2e ~x .

199. y  = q  c o s 5 x  +  c2 sin5x.

200. y  = q  + q e x.

201. y  = (q -ь с 2х)е2х.
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202. y  = q  + c2x +  c3ex + c4xex .

203. y = (qe“^ 2 + qq'v"’̂ /2)cos(w/2/2)-+- 
+ (qexa/5/2 +c4e-x̂ /2)sin(W2/2).

204. y = с, cosx+q sim:+c3 cos2x+c4 s in2x

205. y = qe_2x + c2e_x.

206. y = (qx -i- q)eax.

207. y = e x(q cos2x + q sin 2x).

208. x(t) = q e3' + qe-'.

209. x(t) = q cosco/ + c2 sin со/.

210. s(f) = q + q e _<".

2 11 . y =4e~3x -3 e " 2x.

212. y = xe5x.

213. y = ex cos3x.3

214. y = i(5 -2 e -3x).3

215. y = ^2 sin 3x.

216. y  = sinjf 4- -j=COS X.
V3

217. y = 2 sin -i-.

218. y =3ex-<Tx.

219. y = e~'(cos/ + 2sin/)-

220. y = (qx-ь c2)ex + e2x.

221. y = c¡e2x + c2e~2x -2x3 -3x.



222

223

y  = qe  x + c2e~lx +0,25i/2cos! -̂  — 2x

- у = c i cosx + c 2 sin x  + x  + e  .

224. -Зх- 3 1 
у  = c x + c2e + 2 ~ X

,-2л/225. y = e _x(c1cosx+c2sinx)+x2-8x:-b7.

226. у = qe2* + (c2 -x )ex.

227.

228. у = q + c2x + (c3 + x)e x + x3 -  З х 2.

229.

230.

231.

y = qex + c2e 2x -  3(x̂  + x + 1,5).

у = qe2* +c2e3x ч- i  (5cos3x-sin3x).

у = (qx + c2)<? x + - е л

Здг . Зх.232. y = e 2 (q cosy + c2 sin—)-  
-6cos2x+8sin2xr.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

239.

X X
у = qe2 + c2e 2 -  x .̂ 

у = -̂ -(e5* + 22e3x + ex).

y = - x { x  + 2)e4x. 

у = ——cosx + 4sinx— cos3x.

у = 4 e 2 -  x -  4.

V = —sin 2x -  —(x c o s2 x  -1 ) .  8 4 ’

2 4 0 .

241.

242.

243.

244.

245.

246.

247.

2 4 8 .

2 4 9 .

2 5 0 .

2 5 1 .

2 5 2 .

2 5 3 .

2 5 4 .

2 5 5 .

2 5 6 .

2 5 7 .

2 5 8 .

у  = xchx.

y=e2l(5cos2Y-sin2c+-6sinx-5cosx).
c\ 2 У  =  —  +  C2X~. 
X

у = qx" + c2x

y  =  x  2(q + c2 lnx).
у  = q cos(lnx) + c2 sin(lnx).

5 2 _1 
У = - x ¿ +qx + c2 .

1 —9 1у  = qx +c2x - ln x  + y.

у = x(q cos(ln x) + c2 sin(ln x)).

y  = clx + c 2x ¡ +-(91n2x+241nx+26).

у  =  q cos(lnx) + c2 sin (lnx) -  

-ySin(21nx).

у  = qx + c2x 2 -  4x In  x . 

у  = ~ i c \ + c2 lnx + I n 3 x).

y = x2(-¿*3 +c¡x + c2).

У = -jx + q cos(ln x) -i- c2 sin(ln x). 

y = qx + c2x' ! + c3x3.

У = (ln2 x + 2lnx -+ 2).2x
1 3 1 2 i= —x -  -— x lnx.

In2
,, _ „ /1 X X • X” .y  — Cq ( 1 ------1-------------- h . . .) =

° 2 2-4 2-4-6 '

y  = — (4x -  7t)sin 2x. 
16 = c0e 2
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2 5 9 , y  = ¿ M ) W = l e- * _ l . £
4 / i !

т + т -  274.4 2

,  1 ) V "  ^  ( - I f  х 2" '  
2 6 0 . у = с0 2/; + с, Е т З Г Т з ;

СС  „ 2 / 7 + 1

я=0‘ — •— /1=0 
„2л

.(2/1+1)

2 6 2 .  у = £
п=0

( _ 1 ) ” ,у 4 / .+ 1

4-5-8-9 ...4л(4л+1)

2 6 3 . у = 1 + -  +
Зх2 17х3

1! 2! 3!

X2 12х5
2 6 4 . у  =  —  +  —  +

3 а 4 - s t -  \ х х 4Х2 6 5 .  у  =  1 + - +  — + —  + ...

* X2 X3 X4 2 6 6 ^  =  4 ( 1 - ^ - ^  +  ^ - . . . )

, Зх2 8Х3 34х4
2 6 7 . у  =  1 + х + —  + _ + _ + . . .

2 6 8 . у  = х —î-x2 —- х 3+ —X4—- х 5 - . . .2 6 24 24

2 6 9 .

2 7 0 .

2 7  1 .

2 7 2 .

2 7 3 .

X = 3cj cos3í -3 с2 sin 3/, 
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t e : ;
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(C2 0  3 2 3 .  / ( i )  =  1  —  e 2 '  +  e 3 f .
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t-----  ■*> ,4/z
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X S lll— -  sin.-----
/ I

380. U ( x ,  /) =  2 x  -  x 2 -  a 2/ 2  +■ -  e ' s h a r .
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154



, лч 0.9 ^  1 . 2kn - L  2 х ' 2 •'
397. „ ( х , g _ . s i n — ж 402. u(x,/) = (l +/) 2e 1 ' .

&7LY fol£7/ 1 v2 X Sin----COS------ . - -  —
3 3 403. u ( jc ,t)  = x-(l +4r) 2e l+4'.
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