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Klassik mexanika fani uch yuz yildan ortiq tarixga ega. Mexanika 
fanini rivojlantirishga Galiley, N yuton, Eyler, Yakobi, Gamilton va 
boshqabuyuk olim lar katta hissa q o ‘shishgan. Albatta, mexanika fa- 
nining rivojlanishi hali ham davom etm oqda, ammo uning prinsipial 
asoslari XIX asrning ikkinchi yarmiga kelib aniqlangan desak bo'ladi. 
Klassik mexanika ju d a  keng va chuqur fan. H ar xil soha mutaxassislari 
unda o‘ziga qiziqarli va muhim bo'lgan yo'nalishlarni topishi mumkin. 
Fiziklar sifatida biz m ana shu fanning fizika uchun muhim bo'lgan 
qismlarini tanlab oldik. Birinchi navbatda bu nazariy fizikaning hamma 
sohalarida keng qo'llaniladigan tushunchalar — Lagranj formalizmi, 
Gamilton formalizmi, ta ’sir integrali, eng qisqa ta’sir prinsipi, harakat 
integrallari, tashqi m aydonlarda harakat va sochilish va h.k. Univer- 
sitetlar uchun nazariy fizika kursi shunday qurilganki, yuqorida aytilgan 
fundamental tushunchalar birinchi bo‘lib nazariy mexanika kursida 
kiritiladi.

Kichik tebranishlarga ham katta ahamiyat berilgan — tebranish 
jarayonlari fizikaning deyarli ham m a sohalarida uchraydi va kichik 
tebranishlarning qonuniyatlari ham m a sohalarda ham bir xildir. Real 
fizik sistemalar ayniqsa elektrotexnik qurilmalaming xossalarini o‘rga- 
nishda ko'pincha nochiziqli tebranishlar nazariyasini qoilashga to'g'ri 
keladi. Nochiziqli tebranishlar sohasi birm uncha murakkab bo‘lganligi 
uchun kitobimizda un ing  faqat asoslari yoritilgan.

Qattiq jism harakati masalasi klassik matematik fizikaning eng 
mukammal ishlab chiqilgan qism laridan biri sifatida e ’tiborimizni 
o ‘ziga tortadi. Klassik mexanikaning bu sohasi bilan real hayot orasida 
ko'pincha bevosita b o g ‘lanishlarni top ish  mumkin.

Darslik fiziklar uchun universitet dasturiga mos ravishda suyuqliklar 
mexanikasiga bag‘ishlangan bob ham bor.

Bu bobda berilgan m a’lumotlar talabalarga suyuqliklar va gazlar 
mexanikasiga doir asosiy qonunlarni o ‘zlashtirishga imkoniyat beradi 
degan umiddamiz.



Klassik mexanika fizik sistemalarning fazodagi mexanik harakatini 
o ‘rganadi, b u  qonunlarni vektorlar tilida ifoda qilish juda qulaydir. 
Vektorlar algebrasining asosiy qoidalari Ilovada berilgan, ular kitobni 
tushunish uchun  yetarlidir deb o ‘ylaymiz. Kitob davomida mana shu 
ilovada tushuntirilgan soqov indekslar bo‘yicha yig'indi qoidasi keng 
foydalanilgan. Agar o ‘qurchi vektorlar bilan ishlashda qiyinchiliklar 
sezsa mana shu Tlovaga murojaat qilishi kerak boiadi.

0 ‘zbek tilida Nazariy fizika kursi birinchi bor yaratilmoqda. Ajab 
emas, sinchkov o'quvchilar darslikda ba’zi-bir nosozliklarni uchratib 
qolsa. B unday o ‘quvchilarning tanqidiy mulohazalari kitobimizdagi 
kam chiliklarni kamaytirishga xizmat qilgan b o ia r  edi. Tegishli fikr va 
m ulohazalarni quyidagi manzil bo ‘yicha yuborishingizni so'raymiz: 
Toshkent, M . Ulug‘bek nomli 0 ‘zbekiston Milliy universiteti, fizika 
fakulteti, Y adro va nazariy fizika kafedrasi.

Ushbu darslik 0 ‘zbekiston Respublikasi Vazirlar Mahkamasi qoshi- 
dagi Fan va texnologiyalami rivojlantirishni muvofiqlashtirish qo'mitasi 
tomonidan t a ’minlangan «OH,H,-3-9»sonli innovatsion loyiha doirasida 
yaratilgan.

Yana b ir  muammoga to'xtab o ‘taylik. Dunyo ilmiy adabiyotlarida 
olimlarning nom i ularning o‘z ona tilida qanday yozilsa boshqa tillarda 
ham o'zgartirilm asdan shundayligiclia qoladi. Ammo biz tarixan kirill 
aliibosiga moslashtirilgan rus tilidagi talaffuzga o'rganib qolganmiz. 
Ikkinchi tom ondan, o'quvchi ilmiy adabiyotni o ‘rgana boshlaganda 
bizning darslikdagi ruscha talaffuzga moslashtirilgan nomlarning haqiqiy 
shakliga d u ch  kelib o'ylanib qolmasligi uchun quyidagi jadvalda 
nomlarning qiyosiy shakllarini keltiramiz:
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Ona tilida Ushbu kitobda Rus adabiyotida

Newton Nyuton Ньютон

Hamilton Gamilton Гамильтон

Lagrange Lagranj Лагранж

Euler Eyler Эйлер

D'Alambert Dalamber Даламбер

Coulumb Kulon Кулон

Navier Naviye Навье

Stokes Stoks Стокс

Jacobi Yakobi Якоби

Maupertuis Mopertyui Мопертюи

Poincare Puankare Пуанкаре

Poisson Puasson Пуассон

Cartan Kartan Картан

Noeter Nyoter Нетер

Liouville Liu vil Лиувилль

Routh Raus Раус

Coriolis Koriolis Кориолис

Rutherford Rezerford Резерфорд

Huygence Guygens Гюйгенс

Legendre Lejandr Лежандр



1-bob. HARAKAT TENGLAMALARI

1.1. Erkinlik darajasi. Umumlashgan koordinatalar

Jismlarning fazodagi mexanik harakatini o'rganish uchun sanoq 
sistemasiga ega bo‘lishimiz kerak. Sanoq sistemasi tushunchasiga m a’lum 
bir yo‘l bilan tanlab olingan koordinatalar sistemasi va soat kiradi. 
Ular yordamida jismning ixtiyoriy vaqt momentidagi holatini aniqlash 
mumkin.

Jism holatining vaqt bo'yicha o‘zgarishini uzliksiz belgilab borsak, 
shu jismning fazodagi trayektoriyasini oigan bo'lamiz.

Bu ishni bajarish uchun bir muhim tushuncha moddiy nuqta 
tushunchasidan foydalaniladi. Jismning o‘lchami ko‘rilayotgan masala- 
dagi boshqa o‘lchamlarga nisbatan juda kichik bo‘lsa uni massaga 
ega bo‘lgan bir nuqta sifatida ko‘rish mumkin. Bu albatta m a’lum 
bir yaqinlashuv, ideallashtirish, ammo u, odatda, yaxshi yaqin- 
lashuvdir. M asalan, otilgan o ‘q yoki snaryadning trayektoriyasi jismlar
ning to ‘qnashuvida impuls va energiyaning saqlanish qonunlarini va 
hatto Y erning Quyosh atrofidagi harakatini o'rganganda bu jismlarni 
moddiy n u q ta  sifatida ko'rish mumkin. Hatto qattiq jismning hara
katini o 'rganganim izda ham uni moddiy nuqtalardan iborat deb 
qarasak qulay bo‘ladi.

Fizika fan i tajribaga asoslangan fandir. Bund'an keyin gapiriladigan 
ko‘pgina tasdiqlar olimlarning ko‘p asrlik tajribasiga asoslangan bo'lib, 
ular o ‘zidan soddaroq bo'lgan boshqa tushunchalarga keltirilmaydi. 
Darslikda b ir  necha marta uchrab turadigan «tajriba shuni ko‘rsatadiki» 
degan ibora olimlarning ko‘p asrlik tajribasi asosida keltirib chiqaril- 
gan tasdiqlarga tegishlidir.

Fizik sistemaning fazodagi holatini aniqlash uchun har xil koordi- 
natalardan foydalanish mumkin. Ko‘p masalalarda Dekart koordinatalar 
sistemasi q o ‘llaniladi. Bu holda moddiy nuqtaning radius-vektori r ni 
va tezligini v  = dr/dt=ir deb belgilanadi. Ko‘p hollarda vektorlarning

kom ponentalari r = {x,)’,z} va v  =  {v r,v v,v j  dan ham foydalaniladi. 
Agar m oddiy nuqtalar soni bir nechta bo‘lsa ularning nomeri, odatda,



a fiarfi bilan belgilaymiz. Bu holda a moddiy nuqtaning radiusi va 
tezligi ra, va harflar bilan belgilanadi. Radius va tezlikning argu- 
mentlarini odatda ko‘rsatib o‘tírmaganimizga qaramasdan shuni esda 
saqlash kerakki, um um iy holda ular vaqtga bog‘liq boigan kattaliklar: 
r =  r{t) =  \x{t), y (t) , z(t)} v a u  = v(t) =  {v jit) , vy(t), v z(t)}. Quyidagi 
munosabatlar

x = x ( 0 ,  y  = y ( t) , Z =  z(t) (1.1)

moddiy nuqtaning x,y  va z  koordinatalarining vaqt bo‘yicha o ‘zga- 
rishini ifodalaydi, y a ’ni, ular shu nuqtaning trayektoriyasim ifodalaydi. 
Bir necha moddiy nuqtali s is tem a haqida gap ketganda har bir 
nuqtaning koordinatlarini ham shu m a’noda tushuniladi.

Masalada sferik sim m etriya bo‘lsa, sferik koordinat sistemasini 
qoilash qulayroqdir. Boshqa holatlarda ko‘rilyotgan masala uchun 
boshqa koordinatlar qulay bo‘lishi mumkin. Fanning muhim tomoni 
shundan iboratki, harakat qonunlarini umumiy ko'rinishda konkret 
koordinat sistemasiga bogiam agan holda umumlashgan koordinatalar 
tilida ifodalash mumkin. Mana shu umumlashgan koordinatalarni qp 
q2, qs deb belgilaylik. Ular h am  umumiy holda vaqtning funksiyalari 
boMadi: q^t), q2(t) ,  qs{t), am m o buni har gal yozish shart einas. 
Umumlashgan koordinatlarga o ‘tishga misol sifatida sferik koordi- 
natlarga o‘tishni k o ‘raylik:

x - r sinocosq>, y  = rsin0sin(p, z = rcos9. (1.2)

Bu munosabatlar orqali yangi koordinatlar {r,0 ,<pj kiritiladi. Agar 
sistemada A^ta moddiy nuqta b o  isa  va ularning dekart koordinatlarini 
xa, ya, Za, a = I, , N  deb belgilansa, umumlashgan koordinatlarga 
o'tishni

x, = f ,{q ,,...,q s),

y¡=
Zj ~ S 3 [cl]’ •■•>Qs )>

Z-N ~~ S3 ¡y [<3/ 1

(1.3)

formulalar orqali k o ‘zda tutush mumkin. Sistemaning holatini to‘liq 
anicilash uchun yetarli boigan koordinatlar soni sistemaning erkinlik 
darajasi deyiladi. Y uqorida erkinlik darajasi s harfi bilan belgilangan,
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sh uncha umum lashgan koordinata kiritildi. Erkinlik darajasi soni 3N  
d an  kam b o iish i mumkin. Bitta moddiy nuqtaning fazodagi holatini 
aniqlash uch u n  uning uchta koordinatasini aniqlashimiz yetarlidir. 
D em ak, bitta moddiy nuqtaning erkinlik darajasi uchga teng. Ikkita 
m oddiy nuqtaning erkinlik darajasi esa oltiga tengdir. Ammo ularning 
orasidagi m asofa o‘zgarmas boisin desak, sistemaning erkinlik darajasi 
beshga teng b o ia d i — shu sistemadagi ixtiyoriy bir nuqtaning holatini 
aniqlash uchun  3 ta son kerak, ikkinchi nuqtaning holatini aniqlash 
uchun  ikkita son  yetarlidir.

Tekislik ustida harakat qilayotgan jismning erkinlik darajasi 2 ga 
tengdir tekislik ustidagi ixtiyoriy nuqtani uning ikkita koordinatasi 
orqali aniqlashi mumkin.

Oxirgi ikki misolda haqiqatda yana bitta tushuncha kiritildi, ya’ni 
bog'lam lar soni tushunchasi. O 'zaro masofasi o ‘zgarmaydigan ikki 
nuqtali sistem ada bitta bog‘lanish bor — shu ikki nuqta orasidagi 
masofaning o‘zgarmasligi sharti. Buni matematik ko'rinishga keltiraylik, 
uning uchun birinchi nuqta koordinatalarini xt , y v z, va ikkinchi nuqta 
koordinatalari esa xv y2, z2 deb belgilanadi. Unda shu ikki nuqta 
orasidagi masofaning o‘zgarmaslik sharti

(x2 -x, f  + (y2 - y , ) 2 + (z2 -  z, f  = 12 (1.4)

k o ‘rinishni o ladi, bunda I berilgan o'zgarmas masofa. Bu yerda har 
b ir  koordinata vaqtning funksiyasidir (sistema harakat qilishi mumkin), 
am m o masofa o ‘zgarmasdir.

Har bir shart sistema erkinlik darajasini bittaga kamaytiradi. Masa- 
la n , ixtiyoriy tekislik ustida bir-biriga uzunligi o ‘zgarmaydigan ingichka 
ip bilan bog iangan  ikkita moddiy nuqta berilgan bo‘lsin. Bu siste
m aning erkinlik darajasini topaylik. Har bir nuqta sirt ustida yotibdi
— bu ikkita shart. Ular orasidagi masofa o‘zgarmaydi — yana bitta 
shart.

Demak, sistemadagi erkinlik darajalar soni 6 — 3 =  3 ga teng 
ekan. H aqiatan ham, sistemaning holatini aniqlash uchun nuqtalarning 
bittasining sirt ustidagi ikkita Icoordinatasini berishimiz va ularni bog‘- 
la b  turgan o ‘qning x yoki y o‘qiga nisbatan burchagini aniqlash 
yetarlidir.

l.l-m iso l. 0 ‘zaro masofalari o'zgarmaydigan uchta moddiy nuqta siste- 
m asining erkinlik  darajasini toping.

Uchta m oddiy  nuqtali sistemani ifodalash uchun 3 -3  =  9 ta koordinata 
kerak. Am m o ularning bir qismi mustaqil emas. U chta nuqta orasidagi
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masofalarning o‘zgarmasligi 3 ta shartni beradi, demak, sistemaning erkinlik 
darajasi 9 — 3 =  6 ga teng.

1.2-misol. Chiziq b o ‘ylab harakat qilayotgan quyidagi sistemalarning 
erkinlik darajalarini toping:

1) c'zaro masofasi o ‘zgarmaydigan ikkita moddiy nuqta;
2) o'zaro masofalari o ‘zgarmaydigan N ta moddiy nuqtadan iborat sistema.
Javobi. Ikkala holda ham erkinlik darajalari soni birga teng, chunki bu

sistemalarning holatini aniqlash uchun ulardagi ixtiyoriy bitta nuqtaning 
holatini aniqlash yetarlidir.

1.3-misol. Tekislikda harakat qilayotgan sistemalarning erkinlik darajasini 
toping:

1) 3 ta o‘zaro bog‘langan moddiy nuqtalar;
2) 3 ta ketma-ket bo g ian g an  moddiy nuqtalar;
3) ikkita o‘zaro bog iangan  moddiy nuqtalar, ulaming bin faqat berilgan 

chiziq ustida harakatlanadi.
Javebi. 1) Har bir nuqtaning z koordinatasiga shart bor: zl — 0, z1 =  0, 

z} — 0, bu — uchta sh art. O 'zaro bogianganlik  shartlari ham  uchta, 
demak, sistemaning 9 — 3— 3=3ta erkinlik darajasi bor.

3) Chiziq ustida harakatlanadigan  nuqtaning erkinlik darajasi birga 
teng, ikkinchi nuq tan ing  harakatini aniqlash uchun uni birinchi nuqta 
bilan bcgiaydigan chiziqning tekislikdagi x— (yoki y  —) o ‘qiga nisbatan 
burchagini topish m um kin. Demak, sistemaning erkinlik darajasi ikkiga 
teng.

1.4-misol. Fazoda liarakatlanayotgan sistemalarning erkinlik darajalarini 
toping:

1) 2  ta bir-biri bilan bog'langan moddiy nuqtalar;
2) 3  ta ketma-ket b o g ian g an  moddiy nuqtalar;
3) 2  ta o'zaro bog‘ iangan — biri tekislikda, ikkinchisi esa fazoda hara- 

katlanayotgan moddiy nuqtalar.
Javobi. 1. 5: fazodagi nuqtaning erkinlik darajasi 3 ga teng, ikkinchi 

nuqtaning holatini top ish  uchun nuqtalarni bogiaydigan chiziqning tekislikka 
perpendikulär z — o‘qi bilan hosil qilgan burchagi va shu chiziqning (x , y) 
tekislikka proyeksiyasining z — o ‘qi bilan hosil qilgan burchaklarini aniqlansa 
bo id i;

2. 5;
3. 4.
Tajriba shuni ko‘rsa ta d ik i, jism ning  harakat trayektoriyasi uning 

boshlanj>‘ich holati r ( tQ) va bosh lang ich  tezligi v  (t0) bilan aniqlanadi. 
Bu degani, harakat tenglam asi vaqtga nisbatan ikkinchi tartibli differensial 
tenglam a b o iish i kerak . K oordinatadan vaqt bo‘yicha ikkinchi tartibli 
hosila tezlanish d ey ilad i, dem ak, harakat tenglam asi um um iy holda 
tezlanish, tezlik va trayektoriya orasidagi munosabat ko ‘rinishiga ega boiishi 
kerak el<an.
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1.2. Lagranj funksiyasi va ta’sir integrali

Tajriba shuni ko‘rsatadiki, fizik sistemaning hamma xossalari uning 
Lagranj funksiyasi L(q,q,t) va ta ’sir integrali

S [q \= \d tL (q ,q ,t)  (1.5)
'a

da mujassamlangandir.
Lagranj funksiyasini qanday topisli masalasi aloliida ko‘rib chiqiladi, 

bu yerda esa ta’sir integrali bilan shug‘ullaniladi.
Bizning maqsadimiz 5[<?] ga qo‘yilgan talab orqali harakat tengla- 

malarini keltirib chiqarish. Keltirib chiqarishni soddalik uchun bir 
o icham li holdan boshlaylik. Moddiy nuqta ta vaqt momentida q ( t)= qa 
nuqtadan harakatni boshlab, tb vaqt momentida q(tb) = qb nuqtaga 
kelgan bo 'lsin . Tushunarliki, jism qa nuqtadan qb nuqtaga qanday 
trayektoriya bo‘yicha borishi, ya’ni, q(t) trayektoriyaning ko‘rinishi
(1.5) integralning son qiymatiga ta ’sir qiladi. 5  [y] mana shu harakat 
trayektoriyasining funksionalidir. Bu degani, trayektoriya o ‘zgarsa 
ta ’sirning son  qiymati ham o'zgaradi. Buni tushunish uchun eng 
oddiy bir o£lchamli

J[/]=J/C0* (i.6)
a

integral olaylik. Integral ostidagi / (jc) funksiya o ‘zgartirilsa integral 
/  ning son qiymati ham o‘zgaradi, shuning uchun u I  [/] deb 
belgilandi. Integral qiymatining integral ostidagi funksiyaga bogiiq- 
ligini funksional bogian ish  deyiladi, qisqacha aytganda, bunday 
integrallar funksional deyiladi. Ta’sir integrali (1.5) albatta trayektoriya 
q(t) ning funksionalidir.

Eng qisqa ta ’sir prinsipi bo'yicha haqiqiy trayektoriyaga ta ’sirning 
eng kicliik qiym ati to‘g‘ri keladi. Buni boshqacha ham  aytish mumkin
— ta ’sir integralining minimal qiymatiga olib keladigan funksiya q{t) 
haqiqiy haraka t trayektdriyasiga inos keladi. M ana shu prinsipni 
matematik k o ‘rinishga keltiraylik.

Buning uchun ta ’sir integralini quyidagi ikkita trayektoriya uchun 
solishtiriladi: q(t) + 8^(0 va q{t). Bu yerdagi 8q(t) funksiya trayekto
riyaning variatsiyasi deyiladi. U birinchidan t — ta va t =  tb vaqt 
m om entlarida nolga teng boisin:
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Sq(ta) =  6q(tb) =  0, (1.7)

va, ikkinchidan, cheksiz kichik qiymatlamigina qabul qilsin. Bu degani, 
birinchidan, q{t) ■+ 8q(t) va q(t) trayektoriyalar bir nuqtada boshlanadi 
va bir nuqtada tugaydi va ikkinchidan, ixtiyoriy ta < t < tb vaqt 
mornentida son jihatdan  bir biridan cheksiz kam farq qiladi. Shu ikki 
trayektoriya uchun ta ’sirning farqi topiladi:

<b
8S = 5 [9 -I- <5(?]-5[g]= J dt [L(q + 8q,q + Sq , t ) -L(q,q , ty \  -

lh

-I* 3L „  . 3L ~ — 5 q  + — dq 
dq oq (1.8)

Bu yerda yuqori tartibli cheksiz kichiklari tashlab yuborildi. Topilgan 
kattalik ta’siming variatsiyasi deyiladi. Trayektoriya minimal ta’sirga 
to‘g'ri kelishi uchun ixtiyoriy Sq uchun öS — 0 boiishi kerak. Integral
ostidagi ifodaning birinchisiga Sq  kirgan, trayektoriyaning variatsiyasini 
vaqtbo‘yicha hosiladan chiqarib olish uchun shu had boiaklab integral- 
lanadi (bu am alni bajarganda vaT iatsion  hisobda isbot q ilinad igan

8^-q = ̂ -5q munosabatdan foydalandik): 
dt dt

\d s— Sq=  \ d t ^ 8  —  = f d t ^ - 5 q =  f dt 
J 3<7 J 3 q dt J dq dt J3 q 

Natijada

3 q
'  - d dL 

dt aq (1.9)

l,fl f
8 S = ^ 8 q \  + \ d t S q  

aq I. J
3 L d  3 L 
3 q dt 3 q

=  0 (1.10)

murosabatga kelamiz. Birinchi had (1.7) shart natijasida nolga tengdir, 
ikkinchi had ixtiyoriy Sq uchun no lga teng boiishi uchun

3L__^_3L=0
3 q dt 3 q ( 1.11)

13



tenglama bajarilishi kerak. Olingan tenglama Eyler—Lagranj tengla-
masi deyiladi. B u tehglamaga jismning koordinatasi q, tezligi q va

tezlanishi q kirgan. Demak, Eyler—Lagranj tenglamasi harakat tengla- 
masi ekan.

Sistemaning erkinlik darajalari soni s ta bo‘lgan holga o‘tilsa olingan 
tenglamalar sistemasi

dL d dL n . ,
a ' ..... f  « . O )

ko‘rinishga keladi. Ya’ni, harbir erkinlik darajasiga bitta Eyler—Lagranj 
tenglamasi to ‘g‘r i keladi. Bu tenglamalar sistemasi 5 ta ikkinchi tartibli 
differensial tenglamalar sistemasini tashkil qiladi. Ularni yechish uchun 
2s ta boshlang‘ich shartlar berilgan boiishi kerak. Bu boshlang‘ich 
shartlar sistem aning boshlang'ich holati qi{0) = qiQ va boshlang‘ich

tezliklari 9.(0) =  ^ dir.i iO

Dekart sistemasida {#,} = {/;•} Eyler—Lagranj tenglamalarining 
ko'rinishi:

d  dL dL
<U 3 >

1.2.1-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamasini 
toping (k  — o 'zgarm as son):

L = Y ~ kq- (L14)
Kerakli hosilalarni copaylik:

al  , dL .
5 T  • a T ?' C.15)

Harakat tenglamasi:

q + k = 0. (1.16)

1.2.2-misoI. Quyidagi Lagianj funksiyasi uchun harakat tenglamalarini 
toping (k  — o ‘zgarmas son):

m
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Sistem aning ik k ita  erk in lik  darajasi bor. H arakat tenglam alarining 
soni ham ikkita b o i a d i .  H osilalarni top ib , harakat teng lam alariga 
o ‘tiladi:

~ ~  = 2 k(q2 —ql )\ ^  = mql => mqx -2 k (q 2 - q ]) = 0\ 
aq\ dq¡
dL dL . .. - , ,  . _—  = -2k(q2 -  qx ); - — = mq2 => mq2 + 2k(q2 - q x) = 0. 
OQ2 OQ2

(1.18)

1.2.3-misol. Eyler—Lagranj tenglamalarining nuqtaviy deyiladigan quyi- 
dagi almashtirishlarga nisbatan

q¡ = ft(ß i,Ö 2. - .ß i .O* ' =l'2.....J> det

o‘zgarmasligini ko‘rsating.
Yangi va eski Lagranj funksiyalarini bog'laylik:

dq,
(1.19)

(1.20)

Eski koordinataning vaqt bo ‘yicha hosilasini topishdan boshlaylik:

( 1.21)
л -  ^  „ -  V  n  j.
® - л ® - £ э ё : й ' + -эГ

Bu yerdan

3g, _ Э g,- 
3Ô; ' Э0, ’

ekanlijini topamiz. Lagranj hosilalarini hisoblaylik:

3Z/= ^ _ a L _ 3 ^  dL' _ y  dL dqj

àQ, ~ P i  dqj dQi + p  dqj dQi ’ dQ, ~  ~  dqj dQ, '

( 1.22)

(1.23)

dq :
Cbiirgi tenglikka o ‘tish uchun (1.22) dan va —r- = 0 ekanligidan foyda-

dQi

lanildi. Yangi o‘zgaruvchilar tilida Eyler—Lagranj tenglamalarini yozib olish 
qoldi:



= + Ü ;  ± ^ l  = f  (1.25) 
dQi ZQ& dt 30, 30,32* 30,-3/
Demak,

d d L dL

Ikkinchi had  nolga teng, chunki

d dL' dL' _ ^  fyj 
dtdQi 3 0 ,“ ¿ ta g , dt dcjj dcjj (1.26)

Bu tenglikning o ‘ng tomoni nolga teag bo isa , chap tomoni ham  nolga 
teng boiadi.

1.3. Inersial sanotj sistemalari

Jismning harakatini o‘rganish uchun biror bir sanoq sistemasini 
tanlab olishi kerak. Ixtiyoriy boigan  sanoq sistemasida umumiy holda 
fazo va vaqtning xossalari murakkab boiishi mumkin, bu esa harakat 
qonunlariga jism  harakatiring o ‘ziga hos boim agan murakkablikni 
kiritishi aniqdir. Masalan, vaqtning bir jinslimasligi (ya’ni, vaqtning 
ikkita m om entlari ti va t2 ekvivalent emasligi) shunga olib kelishi 
mumkinki, boshlang‘ich paytda tinch turgan jism vaqt o'tishi bilan 
harakat qila boshlashi mumkin. Shu boisdan jismlarning mexanik hara
katini fazo b ir  jinsli va izotrop, vaqt bir jinsli bo igan  sistemada 
oiganiladi. Bunday sistema inersial sistema deyiladi. Inersial sistemada 
jismga hech qanday tashqi kuch ta ’sir qilmayotgan bo isa, uning harakat 
holati o ‘zgarmaydi. Harakat holati deganda v  tezlik bilan harakat 
ko‘zda tu tilad i, shu jum ladan, v  — 0 bo iish i ham mumkin. Shu 
tasdigimizni isbot qilavlik.

Buning uchun birinchi navbatda erkin jismning inersial sistemadagi 
Lagranj funksiyasini topish kerak. Bu Lagranj funlcsiyasi na vaqt t ga 
va na radius r  ga bogiiq bo iish i mumkin — vaqt va fazoning bir 
jinsliligi natijasida. Demak, tezlik v  qolayapti. Ammo fazoning izotrop- 
ligi (ya’ni, fazodagi yo‘nalishlarning ekvivalentligi) shunga olib keladiki, 
Lagranj funksiyasi faqatgina tfn ing  fiinksiyasi boiishi mumkin:

L =  L(rf). (1.27)

Harakat tenglamalarini yozaylik:
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Bu tenglam aning o ‘ ng to m o n i nolga teng:

(1.29)

Tezlikning ta’rifi bo‘yicha: v = г , demak quyidagiga kelinadi:

Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasi bo‘yicha

ekanligini ko‘rsatadi. Olingan natija Nyutonning birinchi qonuni yoki, 
inersiya qonuni deyiladi. Demak, inersial sanoq sistemasida tashqi 
kuch ta’sirida bo 'lm agan jism o‘zgarmas tezlik bilan harakat qilar 
ekan.

Berilgan inersial sistemaga nisbatan o'zgarmas tezlik bilan harakat 
qilayotgan boshqa sistem a berilgan boisin. Jism bu sistemaga nisbatan 
ham o‘zgarmas tezlik bilan harakat qilayotgan bo‘ladi, demak, bu 
yangi sistema ham inersial sistema ekan. Inersial sistemalarning soni 
cheksiz ko‘p bo'lishi mumkin, ularning hammasi bir-biriga nisbatan 
qandaydir o'zgarmas tezlik bilan harakat qilayotgan bo‘ladi.

Tajriba shuni k o ‘rsatadiki, mexanika qonunlari hamma inersial sis- 
temalarda bir xil ko‘rinishga ega. Buni quyidagicha tushunish mumkin: 
qo‘zg'olmasdan turgan laboratoriya sistemasiga nisbatan o ‘zgarmas 
tezlik bilan harakat qilayotgan kemani olaylik (kema inersial sistema 
bo‘lishi uchun yetarli darajada katta boMishi kerak, dengiz yoki daryo 
tinch bo‘lishi kerak, shunda kema yetarli darajada inersial sistemaga 
yaqin bo‘ladi). Shu kemadagi hamma oynalari yopiq bir xonada hech 
qanday mexanik tajriba orqali kema harakat qilayaptimi-yoqmi degan 
savolga javob b era  olm aym iz — ham ma tajribalar laboratoriya 
sisternasida qanday o ‘tsa, shunday o‘tadi. Inersial sistemalarning mexa
nika qonunlari nuqtayi nazaridan teng huquqliligi haqidagi tasdiq 
Galiley prinsipi deyiladi. Inersial sistemalar teng huquqli deganimiz 
ularda mexanika qonunlari bir xil ko‘rinishga ega boiadi deganimizdir. 
Mexanika qonunlari difíerensial tenglamalar orqali ifodalanadi, demak,

=  const (1.30)

d L ( V 2 ) _  ЭL ( V 2 ) d v 2 _ ^ d L ( v 2 ) ^
3v 3v2 3v d v 2

(1.31)

Bu esa
v = const (1.32)

2 -  Nazariy m



bu tenglamalaming ko‘rinishi hamma inersial sistemalarda bir xil boiishi 
kerak. Bir sistemadan ikkinchi sistemaga o ‘tish m a’lum bir almash- 
tirishlarni talab qiladi. Ularni topaylik.

Bizga ikkita sistema berilgan boisin , ulardagi koordinatlarni r va 
r' deb belgilaylik, shtrixlangan sistema birinchi sistemaga nisbatan V 
tezlik bilan harakat qilayotgan boisin. Bu ikki sisternadagi koordinatlar

f  = r + Vt (1.33)

ko 'rinishda bog iangan  bo iad i. Vaqt klassik mexanikada absolut 
xarakterga ega:

t'=  t. (1.34)
Bu — postu la t,1 klassik mexanikaning matematik apparati shu 

postulatga asoslangan.
Y uqoridagi formulalar, (1.33) va (1.34) Galiley almashtirishlari 

deyiladi. Inersial sanoq sistem alarning teng huquqligi mexanika 
qonunlarining mana shu almashtirishlarga nisbatan kovariant boiishi 
kerakligini bildiradi. Kovariant degani ko‘rinishi o ‘zgarmaydi degani 
ya’ni, tenglam a (r,t) o ‘zgaruvchilarda qanday ko'rinishga ega b o ‘lsa, 
(r',t) o ‘zganrvchilarda ham huddi shunday ko iin ishga  ega boiish i 
kerak. D em ak, Galiley prinsipi harakat qonunlariga kuchli talab 
qo‘yar ekan.

1.4. Galiley invariantligi va erkin jismning 
Lagranj funksiyasi

Bir inersial sistemadan unga nisbatan Y o'zgarmas tezlik bilan 
harakat qilayotgan ikkinchi sistemaga o‘tganda jismning koordinatlari 
va tezliklari quyidagi Galiley almashtirishlari orqali bogianganligini 
bilamiz:

r' = r + Vt, Ÿ  = v +  Y. (1.35)

Bitta jism ning mana shu ikkila sistemalardagi Lagranj funksiyalari 
orasidagi farq

L{r',\')=  L ( r ,v )+ ^ - / ( r ,V )  (1.36)

1 «Vaqt o ‘z - o ‘zicha, hech narsaga bog‘ liq bo'lmagan holda oquvchi absolut 
substansiya» (Nyuton).
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koiinishgagina ega boiishigina mumkin. Aks holda ikkala Lagranj 
funksiyalari har xil harakat tenglamalariga olib kelgan bo ia r, bu esa 
inersial sistemalarning teng huquqliligini buzadi (paragrafga qarang). 
Bu yerdagi ixtiyoriy nom aium  funksiya/ (r,V), albatta, V ga bogiiq 
boiishi kerak. Hattoki, kichik Kuchun

/(r ,V ) = V /(r )  (1.37)

boiishi kerak, chunki V = 0 boiganda ikkala Lagranj funksiyasi bir- 
biridan farq qilmasligi kerak. Oddiy yoyilma (tezlik V ni kichik deb 
faraz qilaylik)

r)T r)T
i . ( r  + V r,v+ Y)=  I ( r ,  v) + rV ■ — + V - ( 1.38)

dr d \
dan kelib chiqadiki,

V ning ixtiyoriyligi va o ‘zgarmasligini hamda harakat tenglamasini 
hisobga olinsa:

d
=  0

dt \ /
kelib chiqadi. Endi fazoning bir jinsliligi hisobga olinsa:

(1-40)

f r i t -
Demak,

f  funksiya faqat r ning funksiyasi boigani uchun undan r bo‘yicha 
hosila ham faqat r  ning funksiyasi boiishi mumkin. Ammo, (1.42) 
tenglikning chap tom oni r ga umuman bogiiq  boim agani uchun 
uning o ‘ng tomoni ham r ga bogiiq  boimaydi:

f j " " * -  <>.43)

biz bu yerda qulaylik uchun indeksli belgilashlarga o id ik , ixtiyoriy 
tenglik uchun indekslar balansi bajarilishi boiishi, uning chap va o ‘ng 
tomonlaridagi ozod indekslar soni teng boiishi kerak. Paydo boigan
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m.j sonlar o‘zining kelib chiqishi bo‘yicha qandaydir o'zgarmas sonlardir. 
Natijada

= - S " îô̂ >  (144)

tenglikni olamiz. Ammo, L — L (v)2 ekanligi ham m aium , bu degani, 
haqiqatda

Î)L î
— f  = -m v l (1.45)

boiish i kerak degani, ya’ni m. — m.. deb olishimiz kerak. Bu sodda 
ifoda oddiy integrallanadi:

L = f \  (1.46)

(Lagranj funksiyasidan konstantani hamma vaqt tashlab yuborish 
mumkin). Mulohazalarimiz davomida paydo bo‘lgan o'zgarxnas son 
m jismning massasi deyiladi. Y o i-y o iak ay  kichik tezlikli Galiley 
almashtiiishlari uchun

f =  - mr - y

ekanligini ham  topdik.
Lagranj funksiyasida paydo boigan va jismning massasi deyilgan 

kattalik ham m a vaqt musbat son bo‘lishi kerak, aks holda erkin jism 
uchun eng qisqa ta ’sir prinsipi bajarilmas edi

J = y j v 2rfi (1.47)

ifoda m < 0 bo ‘lganda hamma vaqt manfly bo'lib tezliklar katta boigan 
sari quyidan chegaralanmagan, va, demak, minimumga ega b o ia  
olmaydigan b o iib  qolar edi.

Lagranj funksiyasiga vaqt vakoordinataning biror-bir funksiyasining 
vaqt bo ‘yicha to iiq  hosilasini qo‘shib, yangi Lagranj funksiyasiga 
o‘taylik:

L' = L + ̂ f ( q , t ) .  (1.48)
at

Bu holda t a ’sir integrali faqatgina qandaydir aniq songa o‘za- 
garadi:
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*b
S '= jd tL ' = S - h f ( q b,tb) - f ( q a,ta). ( 1.49)

*a
SS = 0 va S S  =  0 shartlar bir-biridan farq qilmagani uchun harakat 

tenglamalari ham  o ‘zgarm aydi. Shu sababdan L va L Lagranj 
funksiyalarini ekvivalent Lagranj funksiyalari deyiladi.

/  funksiya sifatida biror konstantaning vaqtga ko‘paytmasini olsak: 
/  = ct ikki ekvivalent Lagranj funksiyalari mana shu konstanta c ga 
faqr qiladi.

1.4.1-misoI. L' = xs\m  va L = —xcost Lagranj funksiyalari ekvivalentdir:

L '= xs\n t = -x c o s t + — (xsint). (1.50)
dt

Ikkala Lagranj funksiyasi uchun  harakat tenglamalarini solishtiraylik:
L = -xcos,t Lagranj funksiyasi uchun:

—  = -c o s /, ^ ^  = 0=>cos/ = 0 (1.51)
dx o x

L' = xs\n t Lagranj funksiyasi uchun:

^ ^  = 0, = sin/ => cost = 0 (1.52)
dx dx

Harakat tenglamalari bir xil bo id i.
Lagranj funksiyasining yana bir umumiy xossasi bor uni ixtiyoriy 

o‘zgarmas songa ko‘paytirishimiz mumkin, harakat tenglamlalari bunda 
o‘zgarmaydi. Bu Eyler—Lagranj tenglamalaridan yaqqol ko‘rinib turibdi.

1.5. Moddiy nuqtalar sistemasining Lagranj funksiyasi

Erkin zarrachalar sistemasidan boshlaylik. Bir necha erkin moddiy 
nuqtalar sistemasidagi har bir nuqtaning harakat tenglamasi boshqa 
nuqtalaming holatiga bog‘liq bo iish i mumkin emas. Bu degani, erkin 
moddiy nuqtalar sistemasining Lagranj funksiyasi additivlik xossasiga ega:

¿ =  X ^ a . La= ^ .  (1.53)
a

Tajriba shuni ko‘rsatadiki, m oddiy nuqtalar orasidagi o ‘zaro ta ’sir 
shu moddiy nuqtalam ing koordinatlariga bog‘liq boigan va potensial 
energiya deb atalgan U (r{,rv . . . ,r n) funksiya orqali ifodalanadi. Bu
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holda sistemaning Lagranj funLsiyasi

....., J  ( i  .54)
a

ko'rinishda olinishi kerak. Yig‘indiga kirgan

г  V  ,n«v«
T=z¿—  (L55)a

ifoda sistemaning kinetik energiyasi deyiladi.
Harakat tenglam alarin i olish uchun Lagranj hosilalari hisob- 

lanadi:

dL bL dL
T ~  =  ~ T ~  ’ ä—  = m y °  =  , n r ‘<- (1 -56)3ra d r a d \ a v

Demak, sistemaga kirgan a- zarrachaning harakat tenglamalari

d u
Mr~ = - T T  (1.57)

ULa
ko'rinishga ega bo iad i. 0 ‘ng tomondagi vektor a- zarrachaga ta ’sir 
qilayotgan kuch deyiladi:

d u
dr„

Dekart sistemasida harakat tenglamalari Nyuton tenglamalari ko‘- 
rinishini oldi:

raru = F a (1.59)
Harakat tenglamasiga poteasial energiyaning faqat hosilasi kirdi, 

dem ak, potensial energiya o ‘ziga ixtiyoriy konstantani qo'shib qo‘yish- 
gacha aniqlikda aniqlangan. Bu awalgi paragrafdagi ekvivalent Lagranj 
funksiyalarining muhokamasiga mos keladi.

Lagranj funksiyasi dekart koordinatlar sistemasida keltirib chi- 
qarildi. Sistem aning Lagranj fiinksiyasini umumlashgan koordinatlar 
tiliga o'tkazib ohsh qiyin emas. Dekart va umumlashgan koordinatlarni 
b o g ‘laydigan eng um um iy ifoda (nuqtalarning nomeri a yuqorida 
yozaylik):
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Shunga ko‘ra

1 v  1 v  v  ÿ'a ■ ■
(1-61)

a a i,j,k  J *

formula hosil boiadi. Agar

I
a,i

beigilash kiritilsa Lagranj funksiyasini

.  #•“ af?
<'.62,

l = - X  ajkQjQk ~U(qv ...,qs) (1.63)
2

j ,k =l

ko‘rinishga keltirib olinadi, bu yerda s-erkinlik darajalari soni. Ko‘rinib 
turibdiki, umumiy ho Ida kiritilgan koeffitsiyentlar umumlashgan 
koordinatlarning funksiyalari boiadi:

1.5.1-misol. Lagranj funksiyasini sferik va silindrik sistemalarda toping. 
Dekart sistemasida Lagranj funksiyasi

L = \ ^ m a (x l  + ÿ>l + Z2a) - U (x x,y l zl,...) (1.64)
2 - a

ko‘rinishga ega edi. Sferik sistemaga
= >'a sin e„ cos<pa , ya =r„ sin6>„sin<pa, za — fa cos0a (1.65)

formulalar bo‘yicha o‘ti ladi. Hamma hosilalarni hisoblab

1 = \  <r 2 + >a29u2 + r 2 sin2 9a(j)a2 ) - t/(r, ,0, <<Pi • •••) (1.66)
a

formulaga kelamiz. Agar bitta moddiy nuqta haqida gap ketayotgan bo‘lsa

L = ^ ( r 2 + r2è 2 + r2 sin2 6(p2)-U (r,e ,(p )  (1.67)

ifoda shu nuqtaning sferik sistemadagi Lagranj funksiyasini beradi. 
Silindrik sistemaga kelaylik. Bu holda

xa = ra cos <pa , ya = ra sin <pa (1.68)
formulalardan foydalanib

L = \  ^ m a(r2 + r 2(p2 + z2a) - U ( ri,(p„z„...) (1.69)
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ifodaga kelinadi. Bitta nuqtaning Lagranj íunksiyasi esa

L = —(r2 + r2(p2 + z2)-U (r,(p ,z) (1.70)
2

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Sistema ikki kichikroq sisteinalardan iborat boisin: A va B. Shu 

ikki sistemani bir-biridan uzoqlashtira borilsa ular orasidagi o‘zaro 
ta ’sir ham kamaya boradi va cheksiz limitda uni nolga teng deb qarash 
mumkin. Ya’ni, o ‘zaro ta ’sir qilmayotgan qismlarga kirgan moddiy 
nuqtalar b ir-biridan mustaqil b o ig a n  harakat tenglamalariga ega 
boiishi kerak.

Bu degani LA ga B ga taalluqLi koordinatalar kirmaydi va aksincha. 
Buni sistemaning umumiy Lagranj íunksiyasi ikki qism orasidagi cheksiz 
limitda

lim L =  LA + LB (1.71)

xossaga ega bo iish i kerak deb ifodalashi mumkin. Bunday xossa 
additivlik xossasi deyiladi. Awalgi paragrafning oxirida aytib o iilgan 
xossa Lagranj funksiyasining ix.tiyoriy songa ko'paytirish mumkin- 
ligining additivlik xossasi nuqtayi nazaridan shuni bildiradiki, hamma 
ko‘p sisternalarning Lagranj funksiyalarini bir vaqtda qandaydir bitta 
songa qaytarish mumkin. Topilgan xossa fizik kattaliklarning oichash 
birliklariní tanlashga tegishlidir -  hamma zarrachalar uchun bir birlik- 
lar sistem asidan ikkinchisiga o‘tilganida Lagranj íunksiyasi m aium  
bir songa ko‘payadi.

1.6. Bogianishlar boigan holda Eyler—Lagranj 
tenglamalari

A w algi paragrafda ko‘rilgan hol sistemada bogianishlar boim a- 
gandagi sodda vaziyatga mos keladi. Bogianishlar mavjud bo isa, ha
rakat tenglamalari qay darajada o'zgarishi kerak?

Birinchi navbatda bogianishlarning klassifikatsiyasini keltiraylik. 
N  ta zarrachali sistemani ko‘raylik. Uning erkinlik darajalari soni 3N  
ga tengdir. Shu sistemada k ta bogianishlar boisin. Albatta, k < 3N  
boiishi kerak. Agar bogianishlarning ko‘rinishi

f f j , ,  r2, rN, t) = 0, / = 1, k (1.72)

bo isa, y a ’ni, ularga tezliklar kirmasa, bunday bogianishlar golonom 
bogianishlar deyiladi.
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1.6.1-misol. Sistema ikkita jismdan iborat bo'lsin va shu jismlar orasidagi 
masofa o‘zgarmas va berilgan son / ga teng bo‘lsin:

|r,(f) - r 2(t)\ = l. (1-73)

1.6.2-misol. Zarracha radiusi R — ga teng va markazi r0 nuqtada 
joylashgan sferaning ustida harakatlanmoqda:

( jr(?)-x0 )2 + (> '(f)-> '0)2 + (z(í)-Zo)2 = ^ 2 • (1-74)

Golonom bog‘lanishlarga tezliklar bevosita kirmagan bo isa  ham 
ular tezliklarni ham cheklaydi. Bunga ishonch hosil qilish uchun (1.72) 
ni vaqt bo'yicha differensiallaylik:

j=i - j

(1.72) bogianishlar tezlanishlam i ham bog‘laydi, buni ko‘rish uchun 
(1.75) tenglamani vaqt bo‘yicha yana bir differensiallash kerak:

y f i , + V  ¡= i.... k. (i.76)
¿ - f  3r= 7 f r * x drkdrj J d t2
7=1 J  k , j = ¡  K J

M a’lumki, jismning tezlanishi va unga ta’sir qilayotgan kuch o‘zaro 
prcporsionaldir. Shu nuqtayi nazardan bog‘lanishlar sistemaga kirgan 
qismlarning orasidagi q o ‘sh im ch a  kuchlar sifatida ham qaralishi 
mumkin.

Vaqtga bog‘liq bolm agan golonom bogianishlar skleronom bog‘- 
lanishlar deyiladi, vaqtga bog‘l iq bo‘lganlarini esa reonom bogianishlar 
deyiladi.

Agar boglanishlarga tezliklar ham bevosita kirsa:

f¡(rl ,r2,...,rN,rl ,r2,..rN,t) = 0, i = (1.77)

va ularni integrallash yo‘li b ilan  (1.72) ko‘rinishga keltirish mumkin 
bo  lmasa bunday b o g ian ish la r nogolonom yoki integrallanuvchanmas 
bogianishlar deyiladi. 3 o'zgaruvchilar r,,..., r vning k tasi harakat 
tenglamalaridan em as, yuqoridagi shartlardan topiladi. Bundan harakat 
tenglamalarining h am  faqat 37V— k tasining mustaqilligi kelib chiqadi.

Bogianishlar b ilan  qanday ishlash kerak? Birinchi fikr — ularni 
oshkora holda yechib koordinatalarning k tasini boshqa koordinatlar 
orqali ifodalab olish m aqsadga muvofiq b o ia r  edi. Ammo, nogolonom 
bogianishlar yechib bo lm ayd igan  munosabatlar turiga kiradi. Golo-
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n o m  bog'lanishJarning ham ba’zi-birlari bilan yechilmagan holda 
ishlash qulayroq bo‘lishi mumkin. Shuning uchun bog'lanishlar paydo 
bo£lganda Lagranj formalizmi shu bog‘lanishlarni hisobga olish uchun 
qanday o ‘zgarishi kerak degan savolga javob beraylik.

BogManishlar bo‘lgan holda eng q isqata’sir prinsipi quyidagi ko‘ri- 
nis hga keltiriladi.Golonom hoi dan boshlaylik va metodning mohiyatini 
a w a l sodda misolda ko‘rib chiqaylik.

Bizga f ix ,y )  funksiya berilgan bo‘lsin. Funksiyamizning biror 
nuqtada ekstremumi mavjud bo'lishi uchun shu nuqtada

d f= ^ c h + % d y  = 0 (1.78)
ox oy

bo‘ lishi kerak. dx va dy lar mustaqil va ixtiyoriy bo‘lgani uchun bu 
nuq tada

f -  = 0, f -  = 0 (1.79)
ox oy

bo‘ lishi yetarli va zaruriydir. Endi funksiyaning ekstremumi quyidagi 
s h a n  bajarilganda aniqlanishi kerak bo‘lsin:

£(*,30 = 0. (1.80)

Bu degani dx va dy orttirmalar endi mustaqil emas balki

dg=^-dx+^ -dy = 0 (1.81)
dr oy

shartdan kelib chiqadigan

dx _  Эg /d y  
dy dg / dx

m unosabatga b o ‘ysungan. Demak, ekstremum nuqtasida

qIf /Эy  _ dg /dy 
Э/ /Эх dg I dx

bo‘lishi kerak. Buni

(1.82)

(1.83)

d f / d y _ d f / d x _
d iF ty ~ d iïd ï~  (L84)

ko‘rinishida yozib olinadi, bu yerda Я nom a’lum konstanta. Lekin u 
faq a t x, у  o ‘zgaruvchilarga nisbatan konstanta, agar masalada qandaydir
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parametrlar bo ‘lsa nom a’lum X ularga bogiiq  bo‘lishi shubhasizdir. 
Konstanta paydo bo‘lishining sababi shuki, bu tenglikning chap va 
o ‘ng tomonlari ikkita har xil funksiyalarning turli xil argumentlari 
bo'yicha xususiy hosilalarining nisbatlaridir, x,y argumentlaming ixtiyo- 
riy qiymatlarida bu tenglik o ‘rinli boMishi uchun bu nisbatlar faqatgina 
o ‘zgarmas son bo'lishigina mumkin, uni (—A) deb belgiladik.

Demak, f ( x ,y )  ning g =0 shart bajarilgandagi ekstremumi (shartli 
ekstremumi)

^  + A ^ -  = 0, —  + A—  = 0 (1.85) 
dx dx dy dy

tenglamalardan topilishi kerak ekan. Ammo bu formulalar /  + Xg 
funksiyaning hech qanday shart y o ‘qligidagi oddiy ekstremumi uchun 
tenglamalarning o ‘zidir. Paydo boMgan kattalik X Lagranj ko‘paytuv- 
chisi deyiladi. Bu ko‘paytuvchini kiritib shartli ekstremum masalasini 
shartsiz ekstremum masalasiga o'tkazdik, ammo buning uchun masa- 
ladagi noma’lum lar sonini bittaga ko‘paytirishga to‘g‘ri keldi, chunki 
X yangi noma’lum , uni ham  aniqlash kerak.

Masaladagi o ‘zgaruvchilar va tenglam alar soniga aniqlik kiritaylik. 
Uchta mustaqil o ‘zgaruvchi x,y, A bor. Ularni aniqlash uchun uchta 
tenglama mavjud (1.85) ga kirgan ikkita tenglama va g =  0 shart.

Shu sodda misolni umumlashtirib quyidagi sxemaga kelamiz. Bizga
(1.72) bog‘lanish berilgan bo‘lsin. Ularni umumlashgan koordinatlar 
ko‘rinishida yozib olaylik:

f j ( q , t ) =  0, j  = \ , . . . , k .  (1.86)

Bu bog‘lanishlarni Lagranj k o ‘paytuvchilariga ko'paytirib undan 
integral olamiz:

k lh

y£ J]dtXifi (q,t) = 0. (1.87)
■=1 'U

Ta’sir variatsiyasining nolga tengligi shartini esa quyidagicha yozib 
olinadi:

tb k 
8 \d t  [L{q, q,t) + (<?, t)] = 0. (1.88)
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Variatsion prinsipda ro‘y bergan o ‘zgarish shundan iboratki, Lagranj 
funksiyasi o‘zgardi:

L - * U = L + Y l ifM ,  0, (1.89)
1=1

ta’sir integrali ham  o‘zgardi:

S->S'  = ¡dt V. (1.90)
Mana shu yangi t a ’sirga eng qisqa t a ’sir prinsipi qo'llanilsa yangi 
Eyler—Lagranj tenglamalari hosil bo'ladi:

^ T ~ 7 1 T  = 0' i = 1' - ' 3N- (1.9i)d q, dt dg,

Bog‘lanishlarning ko‘rinishi (1.86) ekanligini hisobga olinsa, olingan 
tenglamalar aw algi Eyler—Lagranj tenglamalaridan bitta qo‘shimcha 
had bilan faqr qilishini ko‘ramiz:

ü ÖL ÖL V 1 .. OJ j

......."■  <L92)

Harakat tenglamalari sistemasiga qo‘shimcha tenglamalarni qo‘shib 
qo‘yish kerak:

/,(<7,0 = 0, 7 = 1.....k. (1.93)

Shu yerda aslida A. =Aj(f) bo‘lishi mumkin ekanligini aytib o ‘tish 
kerak (buni quyida keltirilgan misollarda yana ko'rib o‘tiladi). Yuqorida 
aytilgan ediki, A. masaladagi o'zgaruvchilar (bizning holimizda q. lar) 
ga nisbatan mustaqil o'zgaruvchi, ammo masaladagi boshqa para- 
metrlarga bog‘liq b o ‘lishi mumkin. Variatsion prinsipda X ham ishtirok 
etishi uchun uni umumiy holda vaqtga bog‘liq deb hisoblash kerak.

(1.93) tenglamalar berilgan shartlardir, ammo ushbu yondoshishda 
ular go‘yoki qo‘shimcha tenglamalar rolini o‘ynaydi. Ularni variatsion 
prinsipdan olish uchun ta ’sir funksionalini A. larni yangi o‘zgaruvchilar 
deb ular bo'yicha variatsiyalash kerak:

SS =0<=>/y =0, /  = 1 , ( 1 . 9 4 )
SÄj(t)

Harakat tenglamalari deganda (1.91) -  (1.93) tenglamalar siste- 
masini ko‘zda tutish kerak. Tenglamalar va nom a’lumlar sonini solishti-
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raylik. Awalida 3N  — к ta mustaqil o'zgaruvchi bor edi: 3N  ta q¡ lar 
к ta bog'lanishlarga boysungan. Vangi formalizmda 3N  + к ta mustaqil 
o'zgaruvchilar bor: 3N  ta qt va к  ta Я. Tenglamalar soni ham 3N  + к 
taga teng: Ш  ta (1.92) va к ta ( 1.93) tenglamalar.

Nogolonom bog‘lanishlarga o'taylik. U lar bilan ishlash usuli 
yuqoridagidan farq qiladi. Odatda, nogolonom bog'lanishlarga tezliklar 
chiziqü holda kiradi:

ko‘rinishgaega bo'ladi. Yaqqol ko‘rinib turibdiki, koordinatalarimizning 
-variatsiyalari ôq. mustaqil emas, ular yuqoridagi к ta munosabatga 
bo‘ysungan. Bu holda Lagranj k o ‘paytuvchilarini bevosita ta ’siming 
'variatsiyasiga kiritamiz:

ko‘rinishni oladi.
Birinchi qarash d a  go lonom  va nogolonom  hollarda har xil 

tarzdagi yo‘l tu tganim izdek b o ‘lib ko ‘rinsa ham olingan harakat 
tenglamalari ikkala holda ham  b ir xil ko ‘rinishga ega bo 'lad i. 
H aqiqatan ham , (1.72) golonom  shartn i (1.75) ko'rinishda yozib 
olinsa u nogolonom  bo 'lgan (1 .95) shart ko'rinishini oladi, (1.75) 
dan (1.95) ga o 'tish  uchun

deb yozish kerak. Bu (1.92) bilan (1.98) ning bir-biriga mos ekanligini 
bo'rsatadi.

(1.95)
7=1

Agar bu bog'lanishlarni St g a  ko'paytirilsa ular

= 0 (1.96)

dL d d L  
di -----------—

dq¡ dt àq , + X V j *  ^ , = °. (1.97)

Natijada Eyler—Lagranj tenglamalari

(1.98)
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Harakat tenglamalari bir xil ko‘rinishga keltirilgan bo'lishiga qara- 
masdan golonom va nogolonom shartlarning orasida boshqa farqlardan 
tashqari yana bitta katta farq bor — ikkala holda sistemaning erkiniik 
darajalari soniga h a r xil yondosliish kerak. Bu masala «Qattiq jism» 
bobida m uhokama qilingan.

1 .6 .3 -m iso l. Shipga osib qo 'y ilgan 
mayatnik ko‘rsatilgan. K oordinat o ‘qlari 

x  1.1-rasm da ko‘rsatilgan. M ayatnik ikki 
o 'lcham li (x, j )  tekisligida harakat qi- 
layotgan bo‘lsin, shu sababli uning koor- 
dinatlarini (x, y) deb belgilaylik. Ya’ni, 
mayatnikning uchidagi moddiy nuqtaning 
2 ta  erkiniik darajasi bor. A m m o bitta 
bog'lanish bor

x2 + y2 = l2, (1-99)
1.1- rasm. Mayatnik. bunda /  mayatnikning uzunligi. Bu — skle-

ronom bog'lanish. Demak, mayatnikning 
mustaqil erkiniik darajasi bitta, shu erkiniik darajasi sifatida, odatda, burchak 
cp olinadi. H aqiqatan ham,

x  = lcos(f>, y = I sin (p (1.100)
m unosabatlar (1-99) bog‘lanishrung yechimim beradi.

Harakat tenglamalarini tahlil qilaylik. Birinchidan Lagranj funksiyasin; 
tuzaylik: sistem aning kinetik energiyasi

T = ^ i  x2 + y2). (1.101)

M ayatnikning potensial energiyasi Yer tortishish kuchi bilan aniqlanadi, 
potensial energiyani y  = I nuqtada nolga teng deb olinsa

U = m g ( l - y)=  mgl + U ' (1.102)

ifoda hosil b o ia d i. Lagranj funksiyasiga kirgan o ‘zgarmas sonni tashlab 
yuborish m um kin bo'lgani uchun

111 n n
L - T —U -  — ( x + y )  + mgy. (1.103)

Agar (1.99) n in g  yechimi bo‘ lgan (1.100) form ulalarni bu Lagranj 
funksiyasiga qo ‘yilsa bitta mustaqil o‘zgaruvchiga bogiiq  bo'lgan Lagranj 
funksiyasi topiladi:

L  = ^ - l2(p2 -I- mg I cos (p. (1.104)
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Shu yagona o ‘zgaruvchi tilida harakat tenglamalarini tuzish qiyin emas:

—  = -mglsin(p, —  = ml2<p => ф +—sin<p - 0. (1.105)
d(p d<p I

Endi um um iy m etodga o ‘taylik. Umumiy metod bo‘yicha Lagranj 
funksiyasi quyidagicha yoziladi:

L = j ( x 2 + ÿ 2) + mgy + X(l2 - x 2 - y 2). (1.106)

Nom a’lumlar soni uchta {x ,y ,X }. Har biriga to‘g‘ri keluvchi harakat teng
lamalarini yozib chiqam iz:

mx = -2ÄX,
mÿ = -2À y+ m g, 107

x2 + y2 = l2.

X va y uchun harakat tenglamalari olindi, A. uchun esa uning vaqt bo'yicha 
hosilasi kirgan tenglama yo‘q, demak, bu o‘zgaruvchi mustaqil dinamikaga 
ega bo‘lgan o‘zgaruvchi emas. Tenglamalar sistemasini yechishni uning 
uchinchisidan boshlash qulay:

X = Isincp, y = lcos(p.

Ularning ikkinchi tartibli hosilalari:

x= — Ixp2 sin<p + /<pcos<p, ÿ -  -1ф2 cos(р- l ç sirup. (1.109)

Bularni birinchi ikkita tenglamalarga qo‘yamiz:

ml (<pcos (p- ф 2 sin(p^ + 2Xlsin(p -  0; 

ml (<psin <p + (p2 cos<p)-2A/cosç> = -mg.

Ikkita noma’lum *p, A. uchun ikkita tenglama qoldi. Ularning birinchisini 
cos <p ga va ikkinchisini sin (p ga ko‘paytirib, qo‘shilsa <p uchun tenglama 
hosil bo‘ladi:

<p+ysin<p = 0. (1.111)

Hosil bo'lgan tenglam a (1.105) ning aynan o‘zidir. Lagranj ko‘paytuvchisi 
À, ni ham topish oson:



Ko‘rinib turibdiki, X mustaqil o‘zgaruvchi emas, uning qiymati to‘iiq 
ravishda (1.111) ning yechimi (p(t) orqali aniqlanadi. Lagranj ko'paytuvchisi 
A, dinamik o‘zgaruvchi bo'lmasa ham u qandaydir o'zgaruvchi, umumlash- 
gan koordinatalarning biri. Uning mana sh.ii xususiy misoldagi ma’nosi 
nimadan iborat? Oxirgi formuladan ko‘rinib turibdiki 2/1/ nayatnikka ta’sir 
qilayotgan ikkita kuchning yig‘indisiga teng: markazdan qochma kuch 
plus gravitatsiya kuchining ipga proyeksiyasi. Haqiqatan liam, (1.98) dan 
ko'rinib turibdiki, had bog‘lanish orqali paydo bo'lgan kuch ma’nosiga 
ega bo‘lishi kerak.

1.6.4.-m isol. Yer bilan <p burchak hosil qilgan 
qiyalik bo‘yicha harakat qilayotgan a radiusli silindr 
masalasini qarab chiqaylik.

Masalada ikkita umumlashgan koordinata bor
1 2 / i? =x,q =6. Silindrimiz sirpanmasdan tushayapti de- 

moqchi bo‘lsak uning harakatini
a d = x  (1-113)

shartga bo‘ysundirish kerak. Bu shart silindming tekis- 
likka tegib turgan nuqtasining ilgarilanma harakat tezligi 
uning aylanma harakat tezligiga tengligini bildiradi. 
Ya’ni, bu shart ishqalanish kuchi borligini hisobga 

olishga tengdir. Shan o ‘z ko‘rinishi bo'yicha nogolonom bo'lishiga qaramay 
uni integrallab tezliklar kirmaydigan, faqat umumlashgan koordinatlarga 
bog'liq bo‘lgan shakiga keltirishi mumkin:

d {a d -x )=  0 ->  a Q -x  = const. (1.114)

Silindrning kinetik  energiyasi ikki qismdan iborat:

T = - m i 2 + — m k '6 \  (1.115)
2 2

Birinchi had ilgarilanma harakat kinetik energiyasi, ikkinchi had aylanma 
harakat kinetik energiyasi («Qattiq jism» bobiga qarang). Ikkinchi haddagi 
koeffitsiyent silindrning inersiya m om enti bilan aniqlanadi, uning aniq 
ta ’rifi hozir zarur emas. Potensial energiyani

U = mg(l — x)sinç) (1.116)

ko‘rinishda olam iz. Bunda / -  qiyalikning uzunligi, mgl sin <p — silindr
ning harakat boshidagi potensial energiyasi. Albatta, mgl sin ç  o'zgarmas 
hadni tashlab yuborish mumkin, u harakat tenglamalariga ta’sir qilmaydi, 
ammo uni potensialining fizik m a’nosini yoritishga xizmat qilgani uchun 
qoldiramiz. Demak, Lagranj funksiyasi

1.2- rasm. Qiyalik 
bo‘yicha 

tushayotgan 
silindr.
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L  = ^ m x 2 + ̂ m k 2d 2 -  mg(l -  x) sincp. ( 1. 117)

Harakat tenglamalariga o ‘taylik. Bu hol shunday holki, golonom va 
nogolonom hoilardagi metodlaming ikkalasini ham qo'llashi mumkin, chunki 
bcg'lanishni ikkala ko‘rinishda yozib olindi — (1.113) va (1.114) formulalar. 
Agar golonom holidagi metoddan foydalanilsa, Lagranj ko'paytuvchisini 
bevosita Lagranj funksiyasiga kiritiladi:

blinda c, ixtiyoriy konstanta. Uchta o‘zgaruvchi bor x, 6, A. M ana shu 
uiriumlashgan koordinatlar bo‘yicha harakat tenglamalari yozib olinadi:

Oxirgi tenglamani aO -  x  ko'rinishga keltirib olib, oddiy hisob yordamida

ekanligini topamiz. À ning ma’nosini -  F = àL'/dx = mg sin (p -X  formu-
ladan olish mumkin. F  umumlashgan kuch, u ikki qismdan iborat: birinchisi 
tortish kuchi, ikkinchisi ishqalanish kuchi.

Demak, qiyalik bo ‘yicha aylanib tushayotgan silindrga ta ’sir qilayotgan 
ishqalanish kuchi ni topdik.

Silindrning tezlan ish iga kelaylik. Agar qiyalikni absolut tekis ya’ni, 
masalada hech qanday  ishqalanish yo ‘q deb olsak, (1.113) shart paydo 
bo'lmas edi, silindr aylanib tushishi kerak ham boim as edi. Ya’ni, kinetik

energiya hadida Q ga bog‘liqlik ham paydo bo'lmas edi. Bu holda (1.120) 
va (1.121) tenglam alarda k  =  0 deb olish kerak (bu bilan silindrning 
aylanma harakatini chiqarib tashlaymiz).

Ko'rinib turibdiki, ishqalanishning mavjudligi silindrning tezlanishini 
kamaytiradi.

Harakat tenglam alarini integrallash qiyin emas. Qiyalikning uchida 
turgan silindrning boshlang'ich tezligini nol deb quyidagi topiladi:

L' = L + X(aO -  x -  Cj ), (1.118)

m'x = mg sin <p -  A; 

mk2d = a A;
(1.119)

ad - x  = c-i.

( 1. 120)

va

( 1-121)
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2 2
x  = — ^  gf t sin<p + i' si n ç>. (1.122)

2 fl24-/t2

Bu formuladan silindming qiyalikning oxirigacha yetib borishi uchun 
qancha vaqt kerak degan savolga javob topish qiyin emas, buning uchun 
x(t0)=l tenglamani yechish kerak xolos.

Sharl boshida nogolonom (1.113) ko‘rinishga ega edi. Mashq sifatida 
shu m asalani nogolonom  shartga mos keluvchi ikkinchi m etod (1.98) 
yordamida yechaylik. Buning uchun (1.113) shartni (1.95) va (1.96) ko‘ri- 
nihslarga keltirib olinadi:

-x  + a0 = ^ f kqk = 0. H '123)

Shartning soni bittaligidan foydalanib cik —>ct ekanligiga o‘tildi. Yuqori-

dagidan topamizki c\ = —1 ,c2 = a. Harakat tenglamalarini (1.98) orqali yozib 
olinsa yana o ‘sha (1.119) formulalarga kelinadi, faqat oxirgi tenglam a

sifatida ad = x tenglamani qoMlash kerak.

M asalani b irinch i m etod bilan yechilganda ad = x n u n o sab a tn in g  
o'zidangina foydalanilgan edi, shu sababdan ikkinchi metod ham huddi 
o‘sha yechimni beradi.

1-bobga mashq va savollar
1. Erkinlik darajalasi nima?
2. Qanday sistema inersial sistema deyiladi?
3. Berilgan Lagranj funksiyalari uchun harakat tenglamalarini toping: 

a) L = ~ q z - ~ q 2 ; b) L = X~ t iè \  c) L = - 9 2 + ^ m 2G(p1 -c o se .

4. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi harakat tenglamalarini 
toping:

nil~ o l " )  i \ r  trix kx
a) L = ----- (<p + —9 + <p0H3/cos<p; b) L - ----

Z A A L

c) L = - \ l \  —x 1 + A(x)x-(p(x)\ d ) L - x  (e 1) .

5. Quyidagi Lagranj funksiyasi bilan xarakterlanuvchi sistemalarning 
tezlanishlarini toping:
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c) L = ^ ( x 2 + y 2) + (x y -y x ) .

6. To'liq hosilani tashlab yuborish y o ‘li bilan ekvivalent Lagranj funk- 
siyasini tuzing:

a) Z / = ^ ( g  + /)2 ; b) L '= ^ { q  + q)2 -

d) L '- tx x  ; e) L' = ipcos/;

7. L -> L = L  + —  f (q .  t) almashtirish natijasida Eyler— Lagranj tengla-

malarining o ‘zgarmasligini ko ‘rsating.
8. Galiley almashtirishlari r —>r' = r+V/ bajarilganida erkin zarraning 

Lagranj funksiyasi ekvivalent k o ‘rinishga o ‘1ishini k o ‘rsating.
9. Dekart koordinatlari bilan quyidagicha bog‘lanishda bo'lgan koordi- 

natlarda moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasini tuzing:
a) .v = /?(<p +  sin9), y  = /?(l-cos<p);

b) x = (p + 9 , y  = ^ ;
0

£ _ rj
c) x = ^ r j  coscp. y -  yj^rj sin (p, z = 2 ~ ’

10. £  = ->/l — x 2 Lagranj funksiyasiga mos keluvchi ta ’sir S = jLdt 

uch im

x  = gchA + rshA, t = gshA + rchA 

almashtirish bajarilganda S = jL(x)dt = jL(q)dr bo'lishini ko ‘rsating ( X  —

o‘zgcrmas, q - d q /d x ) .
11. Bir jinsli og'irlik maydonida joylashgan gorizontal chiziqda harakat- 

lanu'.'chi m { va vertikal chiziqda harakatlanuvchi m2 zarralarning Lagranj
funksiyasini tuzing.

Ularning orasidagi masofa o ‘zgarmas va a ga teng (1.3-rasmning 
birinchisiga qarang).

a) L  = -y]\ - q 2 + q\ b) L = —r2 + — r2Ö~ + —;
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c) U -  xy — yx ;

m
f) l !  -  — (2axt + a t 
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I l l f t n t l l l t l l m x3’

m x '2'2
1.3- rasm. 11-, 12- va 13- mashqlarga oid.

12. 1.3-rasmning o'rtasida ko'rsatilgan tekis mayatnik uchun Lagranj 
funksiyasini fuzing.

13. 1.3-rasmning o'ngida ko'rsatilgan mayatnik uchun Lagranj funksiyasini 
toping. /«, nuqta x  o ‘qi bo'yicha ixtiyoriy harakat qiladi.

14. Massasi m va uzunligi I  bo'lgan mayatnikning ostsh nuqtasi
a) vertikal tekislikda a radiusli ay/ana bo'yicha o'zgarmas y  burchak 

tezligi bilan harakatlanmoqda;
b) y  o ‘qi bo ‘yicha a cos yt qonun bo'yicha harakat qilmoqda.

Shu sistemalarning Lagranj funksiyalarini toping.

y
x a

m

1.4- rasin. 14- mashqga oid.

15. O'zaro ta 'sir energiyasi U  =  krx r bo'lgan ikki zarradan iborat 
mexanik sistemaning Lagranj funksiyasini tuzing, harakat tenglamalari hamda

r [ ( / ) , r 2( 0  larni toping.



2-bob. HARAKAT INTEGRALLARI

Harakat jarayonida sistemaga kirgan moddiy nuqtalarning holati 
o'zgaradi, shunga k o 'ra , ularning umumlashgan koordinatalari va 
tezliklari q ham o ‘zgarib boradi. Ammo shu kattaliklardan tuzilgan
va fizikjarayon davomida o ‘z qiymatini o'zgartirmaydigan kattaliklar 
ham mavjud, ular saqlanuvchan kattaliklar deyiladi.

Matematik ta ’rifdan boshlaylik. Ta’rif bo‘yicha

/  { f ,q \ ,e t i , - ,q n ^ 9 i^ 9 s )= C \  (2.1)
funksiya

dL d dL .
—-------- — = 0, i =
dq¡ dt c)qt '  ' '

dififerensial tenglamalar sistemasining birinchi integrali yoki harakat
integrali deyiladi qachonki 0i»02>—»0n, 0»> 9i* 02>—’9» laming o‘raiga 
(2.2) tenglamalarning yechimini qo‘yganimizda/funksiyamiz o‘zgar- 
mas scnga aylansa. U ning son qiymati masalaning boshlang'ich 
shartlariga bog‘liq b o ‘ladi. Harakat integrallari saqlanuvchi kattalikning 
yana bir boshqa nomlanishidir. (2.2) tenglamalarning birinchi integral- 
larining soni bir nechta bo‘lishi mimkin.

Umumiy holdas erkinlik darajali sistema 2s— 1 ta harakat integraliga 
ega bo'ladi.

Saqlanuvchan kattaliklar fizikada markaziy rollardan birini o ‘ynaydi. 
Saqlanuvchan kattaliklarning hammasi ham teng ma’noga ega emas. 
Masalan, bir nechta saqlanuvchan kattalikdan tuzilgan ixtiyoriy funksiya 
yana saqlanuvchan kattalik bo'ladi, ammo uning mustaqil ahamiyati 
katta bo‘lmaydi.

Biror bir kattalikning sistema uchun qiymati shu sistemaga kirgan 
qismlaruchun qiymatlarning yig‘indisiga teng bo‘lsa, bu kattalik additiv 
kattalik deyiladi. Saqlanuvchi kattaliklar ichida additivlik xossasiga 
ega bolganlari ayniqsa katta ahamiyatga egadir. Biz shu bo‘limda
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ko‘rib chiqadigan saqlanu/chi kattaliklar bir tomondan fundamental 
xarakterga ega -  ularning kelib chiqishi fazo va vaqtning fundamental 
xossalariga bog'liq -  ikkinchi tomondan ular additivlik xossasiga ega. 
Saqlanuvchan kattaliklar fiziк jarayonlar haqida muhim ma’lumot beradi 
va ko'pgina hollarda masalani to ‘liq yechishga birdan-bir imkoniyat 
beradi.

2.1. Energiyaning saqlanish qonuni

Vaqtning bir jinsliligining natijasi bo'lgan saqlanuvchi kattalik 
keltirib chiqaraylik. Bu holda Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora

bog‘liq b o ‘lm aydi, y a ’ni, L = L(q , q)  bo‘ladi. Vaqtga bog‘liqlik
Lagranj funksiyasiga faqatkoordinatalar q^t) orqaligina kiradi. Shuni 
hisobga olib, Lagranj funksiyasining vaqt bo ‘yicha to ‘liq hosilasini 
topaylik:

Bu formulaning o ‘ng tomoni chap tomoniga o ‘tkazilsa

d V  • 3Z. = 0
t (2.4)

formula hosil bo‘ladi. Qars ichidagi kattalik energiya deyiladi:

F  V  • IE = L b  (2.5)
j= I 4

U  vaqt o ‘tishi bilan o ‘zgarmaydigan, saqlanuvchi kattalik ekan. 
Olingan (2.4) munosabat energiyaning saqlanish qonuni deyiladi.

Energiya saqlanish qoriuni fizikadagi eng muhim tushunchalardan 
bin ekanligini hisobga olib uni yana bir yo‘l bilan keltirib chiqaraylik.
Eyler — Lagranj tenglamalari (2.2) ni ga ko'paytirib quyidagi holga
keltiriladi:
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Bu yerdan ko'rinib turibdiki, agar L vaqtga oshkora bog‘liq bo‘l- 
masa L-L{q,q)  energiya harakat tenglamalarining birinchi integrali, 
y a ’ni saqlanuvchan kattalik bo‘lar ekan.

Energiyaning son qiymatiga kelganimizda u (2.5) ga kirgan trayek- 
toriya va tezlikning boshlang'ich qiymatlari orqali aniqlanadi. Energiyasi 
saqlanuvchi sistemalar konservativ sistemalar deyiladi. Ular qatoriga 
yopiq sistemalar kiradi. Agar sistema vaqtga bog‘liq bo'lmagan tashqi 
maydonda harakat qilayotgan bo'lsa bu holda ham uning Lagranj 
funsiyasi vaqtga bog'liq bo'lmaydi, vaqt yana bir jinslidir, energiya 
saqlanadi.

2.1.1-misol. Energiya harakat tenglamasining birinchi integrali ekanligini 
isbot qiling.

formulaga kelamiz. Qavs ichidagi ifoda kinetik va potensial energiyalarning 
yig‘indisi — to iiq  energiyadir.

Isbot:

dU( r)
(2.7)mr

dr

tenglamaning ikki tom onini r  ga skalar ko‘paytiramiz:

mr r  = - r -------
dr

Bu tenglikning chap tomoni

(2 .8)

(2.9)

ga teng, o'ng tomondagi U = U  ( r (f))  funksiya uchun

(2.10)

ekanligidan foydalanib

\ /
(2 . 11)



2.2. Impulsning saqlanish qonuni

Fazoning b ir jinsliligidan kelib chiqadigan saqlanish qonunini keltirib 
chiqaraylik. K o ‘rib chiqishni Dekart koordinat sistemasidan boshlaylik. 
Fazoning bir jinsliligi shuni bildiradiki, sistemani butunligicha (uni 
buramasdan y a ’ni, o'ziga parallel qilib) bir nuqtadan ikkinchisiga ko‘- 
chirilsa sistem aning holati o ‘zgarmaydi. B undan uning Lagranj 
funksiyasi ham  o‘zgarmaydi degan m a’tio kelib chiqadi. Sistemaning
o‘ziga parallel ko‘chirishni ra ->r^=ri( +£ ko‘rinishda ifodalash mum- 
kin. Bizning maqsadimizga cheksiz kichik ko‘chirish yetarli bo‘lgani 
uchun e ni cheksiz kichik o‘zgarmas vektor deb qaraymiz. Sistemaga
kirgan hech bir nuqtaning tezligi o'zgarm aydi: ru = r ' .  Lagranj 
funksiyasining o‘zgarmaslik sliarti quyidigi ko‘rinishni oladi:

ekanligiga kelamiz. Bu formulani esa harakat tenglamalari yordamida

esa sistem aning to ‘liq impulsi deyiladi. (2.14) formula esa sistemaning 
to ‘liq impulsi saqlanuvchan kattalik ekanligini ko‘rsatadi.

Umumlashgan koordinatalar sxemasida o ‘tsak, Lagranj funksiya
sining umum lashgan tezliklar b o ‘yicha hosilasi

(2 .12)

Ko‘chirish vektori e ixtiyoriy bo‘lgani uchun

(2.13)

(2.14)

ko‘rinishga keltiramiz. Yig‘indiga kirgan

dra
(2.15)

kattalik a — nuqtaning impulsi deyiladi,

(2.16)

(2.17)
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umumlashgan impuls deyiladi. Harakat tenglamalari ulaming tilida

(2.18)
dq¡

ko'rinishga ega boiadi. Agar Lagranj funksiyasi biror q. ga bog'liq 
bo'lmasa uni siklik koordinata deyiladi. Ko'rinib turibdiki, mana shu 
siklik koordinataga mos keluvchi umumlashgan impulsp.uchun tenglama
Pi = 0  ko‘rinishga ega b o ‘ladi, bundan umumlashgan impuls p. saqla- 
nuvchan kattalik bo‘ladi degan m a’no kelib chiqadi.

2 .3 . Inersiya markazi

Bizga massalari m r  m 2, . . . , m n bo‘lgan n ta moddiy nuqtadan 
iborat yopiq sistema berilgan bo‘lsin. Shu sistema uchun masofa 
o ‘lchamligiga ega bo‘lgan quyidagi kattalikni tuzaylik:

X mar«

R=T̂ r <2-19>
CI

Undan vaqt bo‘yicha hosilani V deb belgilaylik:

R = v=_Î r (2-2°)
a

Mahrajdagi sistemaning to 'liq massasini M  deb belgilansa, olingan 
formuladan quyidagi form ula hosil bo'ladi:

M \  = Y Jmaya =X ,P« (2.21)

Impuls -  additiv kattalik, sistemaga kirgan nuqtalarning impulslarining 
yig‘indisi sistemaning to‘liq  impulsiga teng:

X p 0 = p - (2.22)
il

yoki
P =  MV. (2.23)

Demak, sistemaga massasi M, tezligi V va radius-vektori R bo'lgan 
bitta moddiy nuqtadek qarashim iz mumkin ekan. (2.19) formula orqali
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kiritilgan radius-vektor sistemaning inersiya markazi deyiladi. V tezlik 
esa jismning bir-butunligicha ilgarilanma harakat tezligi bo‘ladi.

Ikkita K  va Á^sanoq sistemani kiritaylik, ularning ikkinchisi birin- 
chisiga nisbatan o ‘zgarmas V0 tezlik bilan harakat qilayotgan bo‘lsin. 
Bu holda har bir nuqtaning K  va K' sistemalardagi radius-vektorlari

r« = rá + V  (2.24)

munosabat orqali bog'langan bo'ladi. Inersiya markazlari, sistemaning 
bir butunligicha tezliklari va impulslari uchun esa quyidagilarga egamiz:

Ro= r ;+V 0í, yfl= V 'fV 0, P = P'+MV0, (2.25)

K ' sistem ada V '= 0 boTsin. Bu degani, K' da sistem a bir 
butunligicha qo‘zg‘olmasdan turibdi, uning to iiq  impulsi ham nolga 
teng. Bunday sanoq sistemasi inersiya markazi sistemasi deyiladi. Bu 
holda sistem a bir butunligicha K  ga nisbatan o‘zgarmas V0 tezlik (va, 
demak, o ‘zgarmas impuls P) bilan harakat qilayotgan bo'ladi.

Uzliksiz taqsimlangan hajmi V va zichligi P(r) bo'lgan sistema 
uchun inersiya markazi quyidagicha ifodalanadi:

|  d3/-p(r)r

"  '  JdV „(r) ' (2-26)
V

Bir butunligicha qo‘zg‘olmasdan turgan sistemaning energiysi unga 
kirgan zarrachalarning ichki harakat kinetik energiyasi va o ‘zaro ta ’sir 
potensial energiyasidan taslxkil topgan. U  sistemaning ichki energiyasi 
deyiladi. Inersiya markazi sistemasida sistemaning energiyasi uning 
ichki energiyasiga teng. K  va K  sanoq sistemalarida energiyalarni 
bog'layl Lk:

£  = + o)1 + lJ =
^  a a

= +'L maya -Vo-h-̂ MVo2 +U =
2 « a 2 (2.27)

= E'+P'-Vg+-^/WVq.

Inersiya markazi sistemasida P ' =  0 va ZT= E¡chk¡. Demak,
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E = E ichki+± M \ I

Bu formulani oldindan ham yozib olishimiz mumkin edi: harakat- 
dagi sistemaning to‘ liq energiyasi uning butunligicha ilgarilanma harakat 
kinetik energiyasi b ilan  ichki energiyasidan tuzilgan bo‘lishi kerak.

2.3.1-misol. Massalari bir xil bo'Igan n ta nuqtalardan tuzilgan yopiq 
sistemaning inersiya markazini toping.

Javob:

R = (2.28)
n a=l

2.3.2-misol. Zichligi bir uchidan hisoblanganda a xk qonun bo'yicha 
o'zgaradigan va uzunligi L ga teng sim berilgan bo‘lsin. Uning inersiya 
markazini toping.

Javob:

|  dxaxk

jw“ * (2'29)
2.3.3-misol. R radiusli bir jinsli aylananing choragi ko‘rinishiga ega 

bo‘lgan ingichka plastinaning inersiya markazini toping (koordinat boshi
-  aylananing markazida).

Javob: Inersiya m arkazining x  — koordinatasi:

K n i l

[dr?-2 [ d(pcos(p 
n  _ o o 47?

R - ------- r-----Vh-------- (2.30)
J d r r  J  dip

47?
y — koordinata ham  huddi shunday qiymatga ega: Ry = ^ -

2.3.4-misol. 7? radiusli sham ing yuqori pallasining inersiya markazini 
toping. Shar zichligi m arkazdan masofaning &-darajasiga proporsional 
bo‘lsin.

Koordinata markazini sham ing markaziga qo‘yilsa masalaning simmet- 
riyasidan Rx = Ry -  0 ekanligi kelib chiqadi. R_ quyidagiga teng:
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R 71/2 2 к2к
drrk+i í d6sin0cos0 í d(p

í____________ í  _ 1 k + 3
Fr , 2? 2 k + 4

R (2.31)

Jdrr*+2 J  d9sin0 J d<p
o o ü

Bir jinsli (k  = 0) yarimshar uchun Я. •Ö

2.4. Harakat miqdori momentining saqlanish qonuni

Fazoning izotropligi bilan bogiiq  bo‘lgan saqlanuvchan kattalikni 
keltirib chiqaraylik. Fazoning izotropligi shuni bildiradiki, sistema bir 
butunligicha biror burchakka burilsa uning xossalari o ‘zgarmaydi. 
Shunga ko‘ra, sistemaning Lagranj funksiyasi ham o'zgarmasligi kerak.

Buralish burchagini o'zgarmas va cheksiz kichik deb qaraymiz. 
Buralish qandaydir bir yo‘nalish — o‘q atrofida roy berishi kerak,
demak unga vektor kattalik mos kelishi kerak. Shu boisdan öcp buralish

vektori deganda son qiymati buralish burchagi |<5<p| ga va yo‘nalishi 
buralish o ‘qiga mos keluvchi vektorni ko‘zda tutarniz.

Vektorlar algebrasining qoidalari bo‘yicha ixtiyoriy nuqtaning r fl 

radius-vektori ö<p burchakka burilganda quyidagicha o ‘zgaradi:

(2.32)
Shunga k o ‘ra tczlik uchun ham

0

2.1- rasm. 
Buralish 
burchagi.

<  = v a + 5 yu = vfl + [5g»ve ]. (2.33)

ga ega bo‘lamiz. Buni yoki awalgi formuladan vaqt 
bo ‘y icha hosila olib, yoki vektorlar algebrasi 
qoidalarini bevosita tezlik vektori va ga qo‘llab olish 
mumkin. Demak, sistemani butunligicha kichik 5(p 
burchakka burdik, blinda sistermga kirgan har bir 
moddiy nuqtaning radius-vektori va tezlik vektori 
yuqoridagi qo idalar bo ‘yicha o ‘zgardi. Ammo 
sistemaning Lagranj funksiyasining o‘zgarishi nolga 
teng bo‘lsin:
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Harakat tenglamalaridan va uch vektorlarning aralash ko'paytmasi 
qoidasidan foydalanib, bu tenglik qulay ko'rinishga keltiriladi:

(2.35)

Kichik burchak 8cp ixtiyoriy bolgani uchun nolga vaqt bo‘yicha 
liosilali ko'paytuvchini tenglashtirish kerak:

Yig‘indiga kirgan kattalikni impuls (yoki, harakat miqdori) momenti 
deb ataladi:

Olingan (2.36) formula esa fazoning izotropligidan kelib chiqadigan 
impuls momentining saqlanish qonunini bildiradi. Impuls momenti 
vektor kattalik bo‘lgani uchun uning to‘Iiq saqlanishi uchta saqlanish 
qonunini beradi — Mx, My , M,. Lekin hamma vaqt ham fazo to ‘liq 
izotrop bo‘lavermaydi. Tashqi maydon umuman olganda izotporlikni 
buzadi. Ammo ba’zi bir hollarda tashqi maydon ma’lum bir yo'nalish 
bo‘yicha izotroplikni saqlab qoladi. Bu holda impuls momentining 
shu yo'nalisli bo‘yicha kom ponentasi saqlanuvchan bo‘ladi. Masalan, 
markaziy maydonni olaylik. Markaziy maydonda jismga ta’sir qilayotgan 
kuch faqat markazgacha bo 'lgan  masofaga bog‘liq bo‘ladi. Bu holda 
sistemaning xossalari m arkazdan chiqqan ixtiyoriy o ‘q atrofida aylan- 
ganda o'zgarmaydi. Shunga ko‘ra, momentning markazdan chiqqan 
ixtiyoriy o‘qqa proyeksiyasi saqlanuvchan kattalik bo'ladi. Buni (2.35) 
dan ko‘rish mumkin. Ixtiyoriy shunday bir o ‘qni ohb, uni z o ‘qi deb

(2.36)
a

M = X[r„p„]. (2.37)
a



belgilaylik. Bu holda buralish burchagi Scp = {0,0,5cpz }  ko‘rinishga ega 
bo‘ladi. Shunga ko‘ra (2.35) dagi skalar ko‘paytma

(2-38)
a

ko‘rinishni oladi. Bu degani esa, bu holda saqlanuvchan kattalik Mz 
ekanligini bildiradi. Markaziy maydonda z o ‘qi sifatida ixtiyoriy o ‘qni 
olish m um kin.

2.4.1-misoI. {Mx, My, Mz} lami silindrik koordinatlar orqali ifodalang.

Dekart (x,y,z) va silindrik ( r,(p,z) koordinatlar quyidagicha bog‘- 
langan:

x - r m s (p ,  y = rsia(p, z = z■ (2.39)
M x ni topaylik:

M = yp, -  zp. = m(yz -  zy) = m(r sin <pz -  zr sin (p-zrcosqxp) =
(2.40)

=  m sin (p(rz — zr) — mzr cos <p(f>.
Huddi shu yo'sinia boshqa kounponentalar ham topiladi:

M ( = zpx — xp. — m (zx -rz) = ni cos <p[zr-rz)—mzr sin qxp;
' . • -i (2.41)M.  = xpy — ypK = m (xy-yx)  =

= m [r cos (p(r sin (p + rep cos (p) -  r sin (p(r cos <p + r(p sin (p)] = m r 2(p. (2.42)

Bu misoldan bir foydali munosabat keltirib chiqarishi mumkin. Agar 
moddiy nuqtaning silindrik sistemadagi Lagranj funksiyasini

L = ^ ( i 2 + >'2-t-z2) - i / ( x ,y , r )  = - ^ ( r 2 4 r 2(p2 + z2 ')-ll{r,(p, z) (2.43) 

yuqorida topilgan Mz bilan taqqoslansa

dL 2 •M z = — = mr tp (2.44)

ekanligi topiladi. Demak, umumlashgan (p koordinataga mos keluvchi 

umumlashgan impuls M. ga teng bo‘lar ekan: pv = M

2.4.2-misoI. {Mx, M, M)  larni sferik koordinatlar orqali ifodalang. 
Dekart (x, y, z) va sferik (r,(p,9) koordinatlar quyidagicha bog‘langan:
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x= rcosipsind, y = rsin<psin0, j  = rcos0 . (2.45)

Bizga x ,y  va Z lar kerak bo'ladi. Ular quyidagicha hisoblanadi:

x = r cos cp sin 8 -  rip sin ip sin 8 + rd cos <p cos 0;

>’=  r  sin cp sin 8 + rip costp sin 9 + rÓ sinocos©: (2 46)

z = r cos 6 -  r6 sin 8.

Navbatma navbat har bir komponenta topiladi:

M x = ypz —zpv = m(yi -  zv) = -m r1 (0sinip + <psin0cos0cos<p); (2 .47) 

M v = zpx — xpz = m (zx-xz)  = mr2 (á  cos <p-  (psin 6 cos8 sin (£>); (2 .48) 

A /. = xpy -  ypx = m(xy -  yx) = mr2 sin2 dip. (2 .49)

Moddiy nuqta Lagranj funksiyasining sferik sistemadagi ifodasini 

L = + +  )~U (x ,y ,z )  = — ( r2 + r2(p~ sin2 8 + r28~ 'j-U(r,<p,d) (2 .50)

(2.49) bilan taqqoslanilsa, yana

dL
(2 .51)

ekanligi topiladi. Bu koordinatlarda ham <p koordinataga mos keluvchi umum- 
lashgan impuls m om entning z — komponentasiga teng bo iib  chlqdi:

P<p = Mz.

2.5. Vinal teorema

Finit harakat qilayotgan moddiy nuqtalardan iborat sistemani olib 
qaraylik. Bunday sistemadagi hech bir jism vaqt o ‘tishi bilan chesizlikka 
ketib qolmaydi.

Agar sistemaning potensial energiyasi o ‘z o'zgaruvchilarining k-  
tartibli bir jinsli funksiya boisa, ya’ni

U ( a r , , a r 2.....a r „ ) = a kU ( r ,, r2,.... r„ ), (2 .52 )

kinetik, potensial va to ‘liq energiyalarning vaqt bo‘yicha o ‘rtacha 
qiymatlari orasida sodda munosabat o ‘rnatish mumkin. Buning uchun 
dekart koordinat sistemasida a zarracha uchun harakat tenglamasini 
yozib olaylik:
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mara = - W aU,  (2.53)

Uning ikkala tomonini ra ga skalar ko‘paytirib, hamma zarralar bo'yicha 
yig‘indiga o'tiladi:

(2-54)
a a

Chap va o ‘ng tomonlar ustida quyidagi almashtirishlarni bajaraylik. 
Birinchidan,

rara = j t ( r A ,) - r 2,  (2.55)

Ikkinchidan, potensial energiya k tartibli bir jinsli funksiya boigani 
uchun Eyler teoremasi bo‘yicha

I r „ - V .£ /  = H/. (2 5 6 )
Cl

Demak,

j t rfl - marZ = -kU. (2.57)
a

Vaqt bo‘yicha o ‘rtacha qiymat ixtiyoriy funksiya /  uchun quyi- 
dagicha ta ’riflanadi:

(2.58)
0

Shu ta’rif asosida (2.57) ning ikkala tomonini o'rtalashtiramiz. Sistema 
faqat finit harakat qilayotgani uchun chap tomondagi birinchi hadning 
o'rtacha qiym ati nolga teng bo'ladi. Natijada quyidagi ifodaga ke- 
linadi:

!>«*•« =k V- (2.59)
a

Kinetik energiya uchun

r  = (2-60)
a

ekanligini hisobga olib topilgan formulani
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2 T  = kU . (2.61)
ko‘rinishda yozib olish m um kin. T o ‘liq energiyani ham bunday 
munosabatlarga kiritilsa, vaqt bo 'y icha o ‘rtacha qiymatlar uchun

— — — k-t-2 — к + 2 —E = t  + U = ^ U = ! ^ T  (2.62)

munosabatlarga kelinadi. Topilgan munosabatlar virial teoremani tashkil 
qiladi1. Ularning hususiy hollari qiziqarlidir. Masalan, kichik tebranish- 
larga o ‘tilsa к -  2  boMadi, demak,

Ü = f  = - E .
2

Gravitatsion v a  kulon elektr maydonlarida potensial U~ \ / r  ko‘ri- 
rishga ega, ya’ni к ——1. Bu hollarda

Z7 =  —2  T
\a

E = -T
bo‘ladi. Kinetik energiyaning hamma vaqt musbatligidan kelib chi- 
qadiki, gravitatsion va kulon maydonlarida finit harakat qilayotgan 
zarrachaning to‘liq  energiyasi manfiy bo‘lar ekan.

Harakat tenglam asi (2.53) ga qaytib kelaylik. (2.52) ga kirgan 
koordinatlarni «cho‘zish»

r« -» К = ara 
bilan bir vaqtda vaqt ustida ham

/ - w ' = ßr (2.63)
almashtirish bajarilsa, harakat tenglamaning chap tomoni a /ß  2 ga 
ko‘payadi, o‘ng tom oni esa (2.52) bo‘yicha a k~1 ga ko‘payadi. Ko‘rinib 
turibdiki,

ß = a}-kn (2.61)
shart bajarilsa harakat tenglamasi o ‘zgarmaydi. Demak, U tashqi 
maydonda zarracha uchun r a(r) funksiya qandaydir trayektoriyani

ifodalasa ra' (t') funksiya ham huddi shu tashqi maydondagi mumkin

1 Teoremaning nomi (2.54) ga kirgan X r, • Va U= — Xra • Fa had bilan bog‘ liq.
a a

U ba’zi bir hollarda «virial» deyiladi.
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bo'lgan harakat trayektoriyasini berar ekan. Topilgan munosabatni
aniqroq tushunish uchun bundan keyin a —l'H deb qaraladi, bu yerda
I va Í  — trayektoriyalarning chiziqli o'Ichamlari.

Agar ikkala trayektoriya bo'yicha harakat tezliklari solishtirsak:

, r a  r a  k/2"7777"  '““(yj u <2-65>
Shtrixlanmagan trayektoriyada a nuqtadan b nuqtagacha harakat 

uchun t vaqt ketgan bo‘lsa, shtixlangan trayektoriya bo‘yicha ularga

m cs keluvchi a  nuqtadan b nuqtagacha t’ = p t  — { i 'i i )' u  t vaqt 
ketadi, tezlik esa yuqorida topildi. Masalan, tortish kuchi mavdoni

uchun & = , demak, ( t'11)" = (Z 7 /)3. ICeplerning uchinchi qonuni

topildi — sayyoralar uchun Quyosh atrofida aylanish davrlari nisbatining 
kvadrati ular orbitalari radiuslari nisbatining kubiga teng.

2.6.1-misol. Yer va Mars uchun órbita radiuslari / = 1,496-101'1 ля  va

I =2.2794-1013sm  , ya’ni, / / /  = 1.5237. Agar Yerdagi bir yil 365 kun davom

etsa, Marsdagi b ir  yil = 365 • I,52373/2 = 365-1,88 = 686 kun chiqadi.

Energiya u ch u n  E ' / E - ( l ' / l ) k ekanligini topish qiyin emas.

2-bobga m ashq va savollar
1. Quyidagi Lagranj funksiyaloriga mos keluvchi energiyalarni toping:

, ml2 (  -2 1x2 .Aa) L = ——  I ф + — Q 1+3/cos <p;

•2 ; 2

b) L = ”W - — — ;
2 2

c ) L = - л /1 — x + A (x)x-cp(x);

d) L = x 2- ( e x - l).

2. Quyidagi maydonlarda harakat qilayotganda impuls va momentning 
qanday komponen talari saqlanadi?

a) Tashqi m aydon faqat г  o'qiga bog‘liq, y a :ni, (x, y) tekisligida u bir 
jin sli;
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b) cheksiz b ir jinsli silindr ko‘rinishdagi maydon;
c) z o‘qida yotgan ikki nuqta hosil qilgan maydon;
d) y  o‘qi b ilan  chegaralangan yarim tekislikdagi bir jinsli maydon.
3. Quyidagi umumiy koordinat almashtirishida energiya va impulsning 

o'zgarish qonunini toping:

i = ! ’ •••’ ■*•

4. 0 ‘zgarmas va bir jinsli tashqi magnit maydon B da harakat qilayotgan

e zaryadli zarracha uchun I = M B  + — ( r x B)  kattalik harakat integrali bo‘-
2c

lishini ko'rsating. Bu yerda M = mrxv. Tashqi magnit maydonda zaryadga

e
1= vxB kuch ta’sir qiladi.

c

5. Galiley almashtirishlari uchun invariantni toping.



3-bob. HARAKAr TENGLAMALARINI 
INTEGRALLASH

3.1. Bir o‘IcharnIi harakat tenglaraasi

Eyler—Lagranj tenglamalari fizikaga aloqasi bo ‘lgan deyarli ham- 
ma hollarda nochiziqli differensial tenglamalar sistemasini tashkil 
qiladi. Bundav tenglamalarni integrallashning birdan birusuli tengla- 
malarning (dem ak, sistemaning erkinlik darajasining) soniga teng 
bo‘lgan harakat integrallarini topishdir. H arb ir harakat integrali bitta 
tenglamaning darajasini bittaga pasaytirib beradi, birinchi tartibli 
oddiy hosilali tenglamani esa, odatda, integrallash mumkin bo‘lib 
chiqadi.

Bir o ‘lchamli harakat tenglamasini integrallashdan boshlaylik. 
Lagranj funksiyasi bu  holda

mx2
l = Z L . - u w  (3.1)

ko‘rinishga ega. Bu yerda U (x) — berilgan tashqi maydon (potensial). 
Harakat tenglamasi

mx = —U'(x)  (3.2)

ko‘rinishni oladi. Tashqi potensial V (x) murakkab ko‘rinishga ega 
bo‘lishi mumkin, ammo masalada bitta harakat integralining mavjudligi 
bizning ishimizni darrov yengillashtiradi Lagranj funksiyasi (3.1) vaqtga 
bog‘liq emas, dem ak, energiya saqlanuvchi kattalik ( o‘zgarmas son). 
Uning ifodasi

E = ^ x - L  = ^  + U(x) (3.3)
dx 2 v ’

dan darhol quyidagi ifodani hosil qilish mumkin:

<3 '4 >

Olingan tenglam a oson integrallanadi:
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J E - U ( x )
dx

+ const. (3.5)

Bu integralni hisoblash natijasida koordinata x va vaqt 1 orasidagi 
bog'lanish topiladi. Javobni integral orqali ifodalash, odatda, kvad- 
raturaga keltirish deyiladi. (3.5) formula bir o ‘lchamli harakat ma- 
salasini eng um um iy holda yechadi. Bu yechimga ikkita o'zgarmas 
kirgan — E va const. U lar masalaning boshlang'ich shartlaridan 
topiladi. E — U  kinetik energiyaga teng bo'lgani uchun hamma vaqt

bo‘lishi kerak. E — U =  0 nuqtada esa jismning tezligi nolga teng 
bo‘ladi. Bunday nuqtalar to ‘xtash nuqtalari deyiladi. Bir o icham li 
harakatning asosiy xossalarini o ‘z ichiga oigan 3.1-rasmni ko‘raylik. 
Rasmdan ko‘rinib turibdiki, tashqi maydonning ko‘rinishi va energiya- 
ning son qiymatiga qarab to ‘xtash nuqtalar bir necha bo‘lishi mumkin.
3.1-rasmda to'xtash nuqtalari xp xv  xy Agar harakat ikki tomondan 
to‘xtash nuqtalari bilan chegaralangan bo‘lsa, bunday harakat finit ha
rakat deyiladi. Rasmda bu soha x, < x < x2. Odatda, bu formadagi 
sohalar potensial o ‘ra  deyiladi. Rasmdagi x3 < x soha — infinit 
harakat sohasidir, bunday sohalarda jism  harakati yoki bir to 
mo Jilama chegaralangan b o ‘ladi, yoki um um an chegaralanm agam 
bo‘ladi. K o'rinib tu rib d ik i, bunday sohadagi jism  vaqt o ‘tishi bilan 
cheksizlikka in tilad i.

Rasmdagi T harfl bilan belgilangan sohalar — taqiqlangan sohalardir, 
bunday sohalarda (3.6) tengsizlik bajarilmaydi. Jism bunday sohaga 
o‘ta  olmaydi.

3.1.1-misol. U — x  potensial maydonda to ‘xtash nuqtalarini toping va 
harakatni integrallang. Boshlang'ich shartlar — jt(0) = 1, ¿(0) = 1. Jismning 
massasini bir deb olíng.

E - U >  0 (3.6)

u

3. 7-rasm. Potensial raaydondagi harakat.
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Boshlang‘icli shartlardan foydalanib, energiyaning qiymati topiladi: 

E = —x2 + x  = 1. To‘xtash nuqtasi x  =1. (3.5) bo'yicha

t = —— f ■ 7 - +  const = —y¡20~—x) + const.

BoshJang‘ich  shart const=0 ga olib keladi. Demak,

x  = l - - t 2.
2

Shu hoJga mos keladigan harakat tenglamasi x  = - \  ni yechib yana 
shu natijaga kelishimizni tekshirib ko'rish qiyin emas.

Bu potensialdagi harakat 3.2-rasmning birinchisida ko‘rsatiigan. Jismga 
ta ’sir qilayotgan kuchning yo‘nalishi ham ko'rsatilgan.

I x

a) b) X2 X

3.2-rasm. (3.1.1) va (3.1.2) misollarga oil.

3.1.2-m isol. U(x)  = —kx2 potensial maydondagi harakat qonuni aniq-
2

lansin.
(3.5) form ulaga potensialni qo'yamiz:

dx

E  -  — kx 2 
2

V 2 Ev
+ const. (3.7)

Demak, x  -  \ \ ~  cos
k

t .\— +a  
m (3.8)

bunda a  — b o sh lan g ‘ich shartdan topiladigan konstanta. M asalan, / = 0 

vaqt m o m en tid a  x(0) = 0 b o isin  desak a=it!2  bo ‘lishi kerak.
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3.2. Ikki jism masalasi

Ko‘p o‘lchamli mexanik harakatlar ichida aniq integrallanadigan- 
lari kam. Ulaming ichida markaziy maydon orqali o ‘zaro ta’sir qiluvchi 
ikki jism masalasi eng e’tiborga sazovardir. Bu masalani ko‘rib o‘rganish 
keltirilgan massa tushunchasidan boshlanadi.

3.2.1. Keltirilgan massa

Massalari mx va m 3 bo‘lgan ikki jism berilgan bo'lsin. Ular orasidagi 
o ‘zaro ta’sir faqat o'zaro masofagagina bog'liq bo‘lishi mumkin, bu
degani, potensial energiyaning ko‘rinishi í / (I r¡ — r2 1) bo‘lishi kerak. 
Sistemaning Lagranj funksiyasi

L=«at+nvL_UQ и
2 2 1 2  

Inersiya markazi sistemasiga o'taylik:

m \r \ + m 2r2 = 0  (3.10)

va o‘zaro masofa vektori kiritaylik:

r = r x- r 2. (3.11)

Bu ikki tenglamani yechib

- Г ,  Г, (3.12)

lar olinadi. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, r vektori ikkinchi jismdan 
birinchi jismga qaratilgan. Agar quyidagi munosabat orqali

/72,1Щ
™ = — ---- (3.13)т\+пь

keltirilgan massa tushunchasi kiritilsa, Lagranj funksiyasi quyidagi sodda 
ko‘rinishga keladi:

L = ^— — U (r). (3.14)

Natijada ikkita moddiy nuqtaning o‘zaro ta ’siri masalasi bitta mod- 
diy nuqtaning U(r) ko‘rinishli tashqi maydondagi harakati masalasiga
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keltirildi. H ar bir jismning trayektoriyasi esa (3.12) formulalar orqali 
topilishi mumkin.

Keltirilgan massani yaxshiroq tasawur qilish uchun ikki chegaraviy 
hollarni ko'raylik.

Birinchi hol: m2, ya’ni, birinchi jism ning massasi ikkin- 
chinikidan ko‘p marta katta bo‘lsin (ko‘z oldimizga Quyosh va Yerni 
keltirish mum kin). Bu holda mx- m 2 va r  = - r 2 bo iad i. Sistemaning 
inersiya markazi massasi katta moddiy nuqtaning yaqinida joyo'lashgan 
bo'ladi, massasi kichikjism uning atrofída = r  masofada aylanayotgan 
bo‘ladi.

Ikkinchi hol: m =m T Bu holda m = -i/ra, = ^m 2 va inersiya markazi

ikki jismning qoq o ‘rtasida joyo‘lashgan bo‘ladi. Ikkalajism shu markaz 
atrofída aylanadi.

3.2.2. Markaziy maydon

(3.14) Lagranj funksiyasi bilan ifodalanadigan masalani yechishga 
o ‘tamiz. Potensial energiya faqatgina markazgacha bo‘lgan masofaga 
bog‘liq bo‘lgani uchun bunday maydon markaziy maydon deyiladi, 
ko‘rilayotgan masala esa markaziy maydondagi harakat masalasi 
deyiladi.

Evler—Lagranj tenglamalari bu holda quyidagi ko‘rinishni oladi:

O 'ng tomondagi kuch radius-vektor bo‘yicha yo‘nalgandir:

W { r ) _ dU(r ) r  
dr dr r (3.16)

Uning son qiymati markazgacha boigan masofa r ning funksiyasidir.
(3.15) tenglamalar sistemasi uchta nochiziqli tenglamadan iborat bo‘lgan 
sistema bo‘lib, uning yechimlarini topish uchun harakat integrallari 
qo‘llanilishi kerak.

M asala sferik simmetriyaga ega bo‘lgani uchun (3.14) Lagranj 
funksiyasini sferik koordinat sistemasida ochib chiqamiz:

¿ = ^ ( r 2 + r2e 2 + r2sin20«í»2)-í/(r). (3.17)
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Bu ifoda hali murakkabdir. Saqlanuvchi kattaliklarni aniqlaylik. 
Ularning ichida birinchisi — impuls momenti. Uning saqlanuvchan 
kattalik ekanligini oddiy yo‘l bilan isbot qilishi mumkin:

— M = m — [rr] = w[rr ] + w[rr] = — ^[rr] = 0. (3.18) 
dt dt dr

Bu isbotda (3.15), (3.16) formulalardan va ixtiyoriy vektorning o‘z- 
o'ziga vektor ko‘paytmasi nolga tengligidan foydalanildi.

Harakat miqdori momenti

M =frpl (3.19)

jismning radius-vektoriga doimo perpendikulardir, uning o'zgarmasligi 
jism radiusining do im o bir tekislakda yotishini ya’ni, harakat bir 
tekislikdagina ro‘y berishini bildiradi. Shu tekislik sifatida 0=n/2 tekislik 
olinadi. Bu degani biz ¿-o‘qini harakat miqdori momenti bo'yicha 
yo'naltirdik deganimizdir.

Lagranj funksiyasi uchun ifodani bir pog‘onaga soddalashtirishga 
erishildi:

L = ^ ( r 2 + r 2<p2) - U ( r ) .  (3.20)

Ko‘rinib turibdiki, Lagranj funksiyasi q> — kordinataga bog'liq 
emas. Bunday koordinatlarni siklik koordinata deyilgan edi. Siklik 
koordinataga mos keluvchi umum lashgan impulslar saqlanivhci kattalik 
bo‘ladi:

dL d  dL dL
0 = T -  = —T ----->/>,= —  = const. (3.21)

dq, dt dq,- dqt

Bizning holda siklik (p kordinataga mos keluvchi umumlashgan impuls

pv = mr2(p = const (3.22)

harakat miqdori m om entining z komponentasidir ((2.51) ga qarang):

M . = [rp]_ = m r2(p. (3.23)

Ammo z o 'qi M  b o ‘yicha yo‘naltirilgan, demak, M = M .  Bu 
tahlildan (p ni topib (3.20) Lagranj funksiyasini



ko‘rinishga keltiramiz. 0 ‘z navbatida bu energiya uchun

(3.25)

formulani beradi. Uni

(3.26)

ko'rinishga keltirib, darhol quyidagini ifoda olinadi:

(3.27)

Integral hisoblansa radiusni vaqtning funksiyasi sifatida topgan 
bo‘lamiz — r  =r(J). Trayektoriyani to'liq topish uchun burchakning 
ham vaqtga bog‘liqligini topish kerak. Buning uchun (3.23) dan 
forydalanish yetarlidir:

Ikkita oxirgi integral r,<p va t o ‘zgaruvchilar orasidagi ikki muno- 
sabatni berib trayektoriyani to'liq aniqlab beradi.

Agar (3.25) formulada radial tezlik nolga tenglashtirilsa: r =  0 
quyidagini olam i/-

T a’rif bo ‘yicha bu radial yo‘nalishdagi to ‘xtash nuqtalari uchun 
tenglam a. T englam ani r ga nisbatan yechib m ana shu «to‘xtash 
nuqtalari» rw (ularning soni tenglamaning tartibiga bog‘liq) topiladi.

B u  nuqtalarda jism o‘zining markazdan uzoqlashishini (^> 0) unga

yaqinlashishga (r < 0) o'zgartiradi va aksincha. Burchak tezlik ф ning 
ishorasi esa, (3.22) dan ko'rinib turibdiki, hech qachon o ‘zgarmaydi

(3.28)

(3.29)
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va nolga teng bolm aydi. Demak, markaziy maydonda jism markaz 
atrofidagi aylanish y o ‘nalishini hech qachon 0‘zgartirmas ekan. Radial 
harakat esa murakkabroq tabiatga ega. Agar

Ueff{r) = U(r)+ 

belgilash kiritilsa (3.25) formulani

(3.30)

■ 2^ mrE = —  + Ueff(r) (3.31)

ko‘rinishga keltirib olish mum kin. Bu formulaga bir o ‘lchamli ha
rakat formulasi sifatida qaralsa markaziy maydondagi radial ha
rakat (3.30) m unosabat orqali aniqlanadigan effektivpotensialdagi 
harakat bo‘iib chiqadi. Agar Lagranj tenglamasida — dU /dqi ifoda 
(umum lashgan) kuchning  ifodalashi eslansa effektiv potensialdagi 
qo 'shim cha had

ko‘rinishga ega bo'lgan markazdan tashqariga yo‘nalgan qo‘shimcha 
kuchga olib keladi. Bu kuch markazdan qochirisli kuchi deb ataladi. 
Harakat miqdori m om enti bilan bog‘liq bo‘lgan bu kuchnig paydo 
bo‘lishi ma’lum oqibatlarga olib keladi.

Birinchidan, markaziy maydonda harakat qilayotgan jism maydon 
markaziga tusha oladim i yo‘qmi degan savolga javob shu qo‘shimcha 
kuchga bog'liqdir. H attoki, maydon tortish maydoni bo‘lganda ham 
markazga tushish r  —> 0 uchun (3.32) kuchni yengish kerak. Buning 
uchun esa r 0 lim itda

yoki bu munosabat integrallansa r  -» 0 limitda

boiishi kerakligi topiladi. Albatta, hamma maydonlar ham bu teng- 
sizlikni qanoatlantirmaydi. Bu tengsizlik bajarilishi uchun potensial

d M 2 _ M 2 
3r 2mr2 mr3

(3.32)

(3.34)
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U(r) yoki - l / r n, n>2 ko‘rinishga ega b o ‘lishi kerak, yoki - a / r 2 
ko‘rinishga ega bo‘lganda harn -a > M L/ 2m bo'lishi kerak.

Ikk inch idan , m a’lum vaziyatlarda potensial energiyadagi bu 
qo‘shim cha had  tortish maydoni bo‘lgan potensial maydonda ham 
finit harakatning mumkin emasligiga olib kelishi mumkin. Buni 
ko ‘rish u ch u n  tortish  m aydoni dl//dr>0 ning umum iy grafigini 
chizaylik (albatta, har xil maydonlar uchun grafiknitig og‘ishi va 
nuqtam a-nuqta son qiymatlari har xil bo‘ladi, ammo düfdr>0 shartga 
bo‘ysunadigan funksiyaning eng umumiy ko'rinishi shugrafikka mos 
keladi). E n d i bu grafikga Af/ r1 funksiyasining grafigi ustm a-ust 
qo‘yilsa (3.3-rasm ga qarang). Natijaviy grafikda potensial o ‘ra bormi- 
yo ‘qm i? P o tensia l o ‘ra bo ‘lishi uchun M1 ning qiym ati yetarli 
darajada kichik bo ‘lishi kerak (uning son qiymati konkret maydonga 
bog‘Iiq bo ‘ladi).

Demak, jism ning harakat miqdori momenti m a’lum chegaradan 
oshib ketsa, finit harakat bo‘lmasligi ham mumkin ekan,

3.3- rasm. Effektiv potensialning hosil bo'Iishi.

Harakat chegaralarini energiya E  ning son qiymati aniqlab beradi 
(u, o*7 navbatida, boshlang‘ich shartlar orqali aniqlanadi). Bu tasdiqni 
3.3-rasmga qarab tushunish qiyin emas.

Agar energiyaning qiymati shunday b o ‘lsaki, harakat faqat bir 
tom ondan chegaralangan r> r = r min bo‘lsa (3.3-d rasmdagi E{ hol ) 
bunday harakat infinit harakat bo‘ladi — jism cheksizlikdan keladi va 
cheksizlikka qaytib ketadi. Agar harakat ikki tom ondan chegaralangan 
bo‘lsa rmin— r[ <  r<r3= rmax (3.3-d rasmdagi E2 hol) u finit harakat bo‘ladi. 
Harakat finit bo‘lishi uchun effektiv potensial «o‘raga» ega bo'lishi 
kerak.

Finit harakatga mos keluvchi trayektoriya ham ma hollarda ham 
yopiq b o ‘lavermaydi. Oddiy matematik mulohazadan kelib chiqadiki,
(3.28) integralning rmin dan rmax gacha qiymati shu integralaing rmax dan
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rn¡n gacha qiym atiga tengdir. D em ak, jism markazga eng yaqin 
nuqtadan chiqib yana shu nuqtaga qaytib kelguncha <p burchakning 
c ‘zgarishi

M
max

A<p ~ 2 J
dr

2 m { E -U (r ) )~
(3.35)

ga teng bo‘ladi. Trayektoriya yop iq  bo'lishi uchun &(р=2лт/п bo‘lishi 
kerak, bu yerda m va n -  b u tu n  sonlar, bu holda jism n marta 
aylangandan keyin yana boshlang‘ich nuqtaga qaytib keladi.

3.3. Kepler masalasi

Kepler masalasi deb jism ning

U(r) — ——
r

(3.36)

ko‘rinishdagi m aydondagi harakatin i o 'rganishni aytiladi. Bu ko‘- 
rinishdagi maydon fizikada en g  muhim rol o ‘ynaydigan gravitatsion 
maydon va kulon m aydonlariga to 'g 'r i keladi. Gravitatsion maydon 
faqat tortishish tabiatiga ega (a > 0 ), kulon maydoni ham tortishish, 
ham itarish (or<0) tabiatiga egadir. Effektiv potensial ((a>0) hol 
uchun)

Ueff
a  M-

(0 = ----+ ----- 2r 2 mr
(3.37)

(3.4) rasmda korsatilgan.
Effektiv potensialda o ‘ra bor, demak, (3.36) 

maydonda finit harakat mavjud ekan. Rasmdan 
ko‘rinib turibdiki, buning uchun  jism energiyasi 
manfiy bo‘lishi kerak: E<0.

Bu hol uchun markazga eng  yaqin va eng uzoq 
nuqtalar E =  UeĴ r) tenglam adan topiladi:

3.4- rasm. Effektiv 
potensial.

' 1, 2

a~ M 1 a
4 E 2.mE 21E

1± J l -
2 IE IM -

ma
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Yuqori ishora rmax ga va quyi ishora rmn ga to ‘g‘ri keladi. Albatta, 
agar E > 0 bo ‘Isa

oc
rmin = --------+

a 2 M2

ga teng bo‘ladi, rmax esa mavjud bolmaydi.

M 2

Effektiv potensial r0 = — - nuqtada minimumga erishadi:
ma

[U<ff
т а 2

2 M2'

H ech qanday jismning energiyasi bundan kichik bo‘lishi mumkin emas. 
M usbat energiyali va energiyasi nolga teng jismlar infinit harakat qiladi
— ular cheksizlikdan kelib cheksizlikka ketadi.

Kepler masalasidagi integrallar oson liisoblanadi. Burchak cp ni 
topaylik (c-integrallash konstantasi):

0. i
Í  r2 , ,  f  d(Mr) ip = I —r.....  +c  = -M  i ■— ...... + с =

J ImiY M2 JI m a  M  J  I 2 т а  M  2mE+---------- — ,2  in E  + ------
r r2

M та
=  arccos r M -+C. (3.39)

2 m £ + m V
M2

Integrallash konstantasi shunday tanlab olinadiki, cp =  0 nuqta 
r =  rmin ga to ‘g‘ri kelsin.

Buning uchun const =  0 bo‘lishi kerak.

M 2 I 2 EM2
P = ---- . * = ,!+ - ----- -- (3.40)та V та1

belgilashlar kiritilsa olingan formula

P
(3.41)

1 + ecosç) 4
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ko' rinishga keltiladi. Orbita konus kesimi formulasiga keltirildi, P — 
órbita parametri va e — uning ekssentrisiteti deyiladi. <p= 0 va <p =n  
nuqtalar orbitaning markazga eng yaqin (perigeliy) va eng uzoq (apoge- 
liy) nuqtalariga to 'g 'r i keladi. £< 0  holda e<\ bo'ladi, órbita ellips 
ko‘rinishiga ega. Ellipsning fokuslarining birida jism larning biri 
joyc'lashgan bo'ladi, chunki fokusdan ellipsning eng yaqin nuqtasigacha 
masofa geometriyaning m a’lum formulasi bo'yicha P/{ l+e)  ga teng, 
bu esa rnun ning o ‘zidir. Tabiiyki, shu fokusdan eng uzoq masofa P /( 1- 
e) awal aniqlangan rmax ga tengdir. Bundan harakat davomida jism
larning biri ellipsning bitta markazida turadigan bo‘lib chiqadi.

Agar E={Ueff) mm bo'lsa e=0 ga aylanadi, órbita aylanma ko‘ri- 
nisJiini oladi, markazgacha masofa o ‘zgarmas r =p - iW /m a  ga teng 
bo‘ladi.

E -  0 bo 'lgan  holda e =  1 bo 'ladi, ya’ni, órbita parabola 
ko“ rinishiga ega b o ‘ladi. Bu holda harakat inflnitligi aytilgan edi.

Energiyasi musbat jism esa gravitatsion (kulon) maydonida giperbola 
bo‘vicha harakat qiladi — bu holda e > 1 .

3.3.1-misol. K.o‘rilayotgan U(r) =  - a / r  maydonda yana bitta harakat 
integrali bor, u ham  b o isa

ekanligini darhol k o ‘ramiz. Vektor A órbita tekisligida yotadi — bu uning 
ta’rifidan ko‘rinib turibdi. A vektor markazdan perigeliyga qarab yo‘nalgan 
(bobning oxiridagi masalalarni qarang).

3.3.2-misol. K epler masalasini A harakat integrali yordamida yeching. 
Yechish: A ni r  ga skalar ko'paytiraylik:

m
Agar A va r orasidagi burchakni <p deb belgilansa va e= A /a , p=M 1/(mcc) 
belgilshlar kirililsa, o ‘zimizga m a’lum bo'lgan (3.41) formula hosil bo'ladi:

A = [vM ]------ (3.42)
r

ekanligini ko‘rsating. 
Yechish.

a r  a r ( r - r )
(3.43)

r

Bunda M = m[rv] va harakat tenglamasi wr = a r/r3 larni q o ‘ysak Á = 0

A r  = - a r  + M
(3.44)

P
(3 .45)r =

1 +ecos(p
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3.5.1. Sochilish kesinii

Shu paytgacha markaziy maydonlardagi asosan finit harakatni 
o'rganildi. Tashqi maydonlardagi infinit harakatlar ham katta aha- 
miyatga ega. Cheksiz uzoqdan tushayotgan jism maydon markaziga 
yaqinlashganida maydon bilan o'zaro ta ’sir natijasida o‘z trayekto- 
riyasini o ‘zgartixisi turgan gapdir.

Shu jum ladan, u markazga tushishi, boshqajism bilan to ‘qnashishi 
mumkin. Fizik jarayonlar o ‘rganganda ularga adekvat bo‘lgan (ya’ni, 
mos keluvchi) tushunchalardan foydalanishi kerak. T o‘qnashish va 
sochilish jarayoniarini sochilish kesimi tushunchasi yaxshi ifodalaydi. 
U quyidagicha kiritiladi.

Tajribada zarrachalar oqimi nishonga tushadi. Oqimning zichligi /
— bidik vaqt ichida birlik sirt orqali o ‘tgan zarralar sonini bildiradi. 
Uning o'lcham ligi [ j  ] =  sn r2sek~'. N ishoa (nishonni tashkil qilgan 
zarrachalarning maydonlari) bilan o ‘zaro ta ’sir natijasida oqimni tashkil 
qilgan zarralar sochiladi (socliiladi deganda ham ma mumkin bo'lgan 
jarayonlar ko‘zda tutiladi — shu jumladan, markazga tushish, markazda 
tutilish va h.k. Y a’ni, sochilish deganda zarrachaning o‘z boshlang‘ich 
trayektoriyasini o ‘zgartirishi ko‘zda tutiladi). Agar 3.5-ra.smda ko‘rsatil- 
ganidek, jism ning og‘ish burchagi 9 deb belgilaylik. Kuzatuvclii bir 
sekundda qancha zarracha (6 ,6  + d 6 )  burchak: orasida tarqalganini sa- 
naydi. Mana shu son dn{& ) deb belgilanadi. Uning o'lchamligi [¿/«]=sek_l. 
Agar uning tushayotgan oqim zichligiga nisbati olinsa bir sekundda 
birlik yuzadan o ‘tib nishonga tushgan zarrachalarning qanday qismi 
(8,9+d&) burchak  ichida taiqalgani topiladi. Sochilishning differensial 
kesimi, yoki, ko‘pincha soddalik uchun qisqartirilib aytiladigan sochihsh 
kesimi,

, dn
do  = ~  (3.46)

formula orqali t a ’rifianadi. Differensial kesimning o'lchamligi yuza 
o‘lchamligiga teng.

3.5-rasm sochilish jarayonida ishlatiladigan ba’zibir kattaliklarni 
kiritishga tegishli. Chap tomondan bir jism tushayotgan bo isin , 9 -  
sochilish burchagi (laboratoriya sistemada, e-sistemada), p  — nishon 
parametri. N ishon parametri — agar tushayotgan zarra va markaz

3.5 . Markaziy maydonda sochilish jarayonlari
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3.5- rasm. Bir jismning sochilishini ta’riflashga oid.

orasida hech qanday o‘zaro ta’sir kuchi bo'lmaganda shu zarraning 
markazdan qanday masofada o‘tib ketishini bildiradi.

Ko‘rinib turibdiki

Sochilash jarayonini laboratoriya (/-sistema) va inersiya markazi 
(/«-sistema) larda ko 'rib  chiqishi mumkin. m-sistema -  sochilish 
jarayonida ishtirok etayotgan zarrachalarning to ‘liq impulsi nolga 
teng bo'lgan sistema. Markaziy maydonda sochilish jarayonlari m- 
sistemada ko‘riladi, 1-sistemaga o‘tish formulalari 3.5.2-paragrafda 
berilgan.

Tushayotgan zarracha nishon bilan o ‘zaro ta ’sir natijasida markaz
dan Q burchak ostida sochildi. Agar nishon parametri p  boshqacha 
bolsa, zarraning sochilish burchagi 6 ham boshqacha bo‘ladi. Boshqa 
so ‘z bilan aytganimizda, p — +dp  o'zgarishiga 6  ->0 +cld o'zgarishi 
mcs keladi. d p \a d o  laming ishoralari orasidagi bog'lanishni aniqlaylik. 
Odatda, p kamaysa 9 oshishi kerak (chunki bu holda zarra markazga 
yaqinroq keladi va, natijada, ular orasidagi o ‘zaro ta ’sir kuchayadi) 
vaaksincha. Demak, odatda, (ko'pincha shunday, ba’zi-bir hollardagina 
bunday emas) dp va d d  larning ishoralari har xil ekan.

<pt — burchakka o ‘taylik. Fizikada eng qiziq bo‘lgan markaziy maydonda 
sochilish jarayonini o ‘rganamiz, shuning uchun <p0 sifatida (3.28) 
foimula bo‘yicha aniqlanadigan burchakni olamiz:

bunda rmin -  trayektoriyaning markazga eng yaqin nuqtasigacha 
masofa.

2 <p0 + 6 =  k . (3.47)

(3.48)
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Ko‘rilayotgan masalada zarracha cheksizlikdan nishonga tushmoqda. 
Uning saqlanuvchan energiyasi va impuls momentlarini boshlang‘ich 
kattaliklar orqali ifodalab olisli maqsadga muvofiqdir:

Г- Д ЛE = —— , M  = mv„p, (3.49)

bunda vx — zarrachaning boshlang‘ich (cheksiz uzoq masofadagi) tezligi. 
Natijada og‘ish burchagi uchun integral

(Po

oo

=1 pdr

r 2U (r)
mu:

(3.50)

ko'rinishni oladi.
3.6-rasmda ko‘rsatilganidelc, boshlang'ich oqimda (p,p+dp) nishon 

masofasida bo‘lgan zarralar (6, &+de) burchak ichiga sochilgan bo‘ladi. 
Ichki va tashqi radiusi (p, p+dp) bo'lgan halqaning yuzasi 2npdp, uni 
oqim jichligi j  ga ko'paytirilsa shu yuzadan bir sekundda o‘tgan 
zarralar soni kelib chiqadi. Demak, dn =2npdpj ekan, bu esa

d o  — Inpd p

formulaga olib keladi. Burchak o‘zgaruvchisiga o ‘taylik:

d p O )d o  = 2 лр(9)
de

de.

(3.51)

(3.52)

Absolut qiymat paydo bo‘lganining sababi yuqorida aytilganidek 
deyarli ham ma vaqt dp/dd <0 ekanligidir, sochilish kesimi esa o ‘zining 
m a’nosi bo‘yicha musbat bo‘lishi kerak.
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Agar fazoviy burchak do=2n sin9d9 ga o'tilsa, differensial kesim 
uchun formula

da  =
P(9) dp{8)
s in0 d9

do (3.53)

ko'rinishga keladi.

3.5.2. To‘qnashish jarayonlari

To'qnashish jarayonida jismlarning impulslari va energiyalari o‘zga- 
radi. Demak, bir jism dan ikkinchisiga uzatilgan energiya va impuls- 
larning hisoblash masalasi qarab chiqilishi kerak. Energiya, impuls va 
tezliklarning qiymatlarini saqlanish qonunlari orqali topishi mumkin. 
Bu ish bir necha m isollarda ko'rsatiladi.

3.51-misol. Boshlang‘ich tezligi V bo'lgan zarracha ikki qismga parcha- 
landi. Parchalanish natijasida hosil bo'lgan zarrachalarning chiqish burchagini 
toping.

Zarrachalarning bittasini olaylik. Uning tezligi / va m sistemalarda v va 
v0 bo'lsin. v = V + v0 munosabatni v — V = v0 ko‘rinishda olib kvadratga 
ko'tarilsa

V2 + V2 -  2vV cos9 = Vq (3.54)

formula olinadi. Bunda 0 — v va V vektorlar orasidagi (/ — sistemadagi) 
burchak. Bu tenglama v  ga nisbatan yechilsa

v i 2 = V c o s e ± ^ - V 2sm-e (3-55)

fomulaga kelinadi. Agar u0> F b o ‘lsa 9 burchak ixtiyoriy qiymatni qabul 
qilishi mumkin ya’ni, parchalanish natijasida hosil bolgan zarracha ixtiyoriy 
yo‘iialishda uchib ketishi mumkin. Ammo i>0< F boisa 9 burchak chega- 
ralangan bo'ladi:

Isin0l<^-. (3.56)

Birinchi holda parchalanish mahsuloti V ga nisbatan ixtiyoriy yo‘na- 
lishda harakat qilishi mumkin (shu jumladan, teskari yo‘nalishda ham). 
Iklcinchi holda esa u V ga nisbatan faqat oldinga qarab uchib chiqadi, 
bunda uchib chiqish burchagining maksimal qiymati quyidagi formuladan 
aniqlanadi:

sin0mu, = y .  (3.57)
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Agar v = V + v0 va v — V = munosabatlarni kvadratga ko'tarib ulardan F 
ni topib bir-biriga tenglashtirilsa

v c o s d  =  i»0 cos 0O + V (3.58)

formula topiladi. Bu yerdan olingan V2 ni V = v + v( ning kvadrati bilan 
tenglashtirilsa

usinf? =uosin0c (3.59)

ekanligi topiladi. Demak, / va m. sistemalardagi uchib chiqish burchaklari 
(9 va 60) quyidagicha bogiangan ekan:

& = ■ u0 sin 6Q 
V + u0 cos 00 (3.60)

Bu formulani 6g ga nisbatan yechib, burchaklar orasidagi teskari bog‘la- 
nishni ham topish qiyin emas:

Vcos0o -  ±cos (3.61)

Bu yerdagi ± ishora yana v0 va V tezliklar orasidagi munosabatga bog‘liq.
3.5.2-misol. Ikkita zarrachaning elastik to‘qnashislii natijasida biridan 

ikkinchisiga uzatilgan energiya va impulsni toping.
Zarrachalarning I sistemadagi to‘qnashishgacha impulslarini p, va p,, 

to‘qnashishdan keyingi impulslarini p,’ va p2' deb oJaylik. Impulsning 
saqlanish qonuni bo’yicha

P| + P2 =p', +p,. (3.62)
To'qnashuv elastik, demak, to‘qnashuv natijasida zarrachalarning ichki 
holatlari o‘zgarmavdi. m-sistemada to‘liq impuls hamina vaqt nolga teng:
Pui +Po2 = P'oi +P'o2 = 0 , bu degani, to'qnashishdan old in va keyin zarracha- 
larning impulslari son jihatdan o‘zaro teng va qarama-qarshi yo‘nalgan 
bo'ladi (3.8-rasmga qarang):

I Pol ^  P02  ̂  ̂Pol ^ P02 1 •

3.7- rasm. Sochilish jarayoni: tezliklar va irapulslar.
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Bu esa o ‘z navbatida, ularning energiyalari ham o ‘zgarmasligini bildi- 
radi. Demak, m-sistemada to ‘qnashish bor-yo‘g‘i zarrachalarning yo‘na- 
lishlarining o‘zgarishiga olib keladi. 3.8-rasmda ko‘rsatilganidek m — sis
temada zarrachalarning to 'qnashish natijasidagi og‘ish burchagini 90 deb 
belgilaylik. Bu burchakni topish masalasini alohida ko'rib chiqdik (-ga 
qararg).

Ilcki jism uchun inersiya markazi sistemasiga o'tish formulalarini eslaylik:

WjT, + m2r2 = 0, r = r, - r 2. (3.63)

Bunda r,, r2 — zarrachalarining m — sistemadagi koordinatlari. Bu formu- 
lalardan vaqt bo‘yicha hosila olinsa

m l\ w + m2\ 2o = 0, v = vl0- v 20. (3.64)

Ikkinchi munosabatni v =  v,— v2 deb ham yozib olish mumkin (m-sis- 
temaning /-sistemaga nisbatan tezligini V deb olinsa y. = v/0+V bo'ladi). 
(3.64) formuladan

m ,  m 
vJ0 = ---------- v = — v,

m¡ -+■ m2 V20= -
/ 72, 111 ----- ----V = ------V

ni | + m2 m2 (3.65)

ekanligi kelib chiqadi, bu yerda m =  mlm2/(m l+m1) — keltirilgan massa.
Zarrachalardan b irin i (m2 massalisini) to ‘q- 

nastiishdan oldin q o ‘zg ‘alm asdan  tu ribd i deb 
olaylik (shu zarracha qo ‘zg‘olmasdan turgan sis
tem a /-sistema deb qaralad i). Yani, v =  v,. Im- 
pulslarga o‘tilsa

Pl = P l + P2

b o ‘lad i. U n d an  t a s h q a r i  v '^ v '^ + V  va 

v’2 = v'20+V  form ulalarning birinchisini rr\ ga

P<a

va ilckinchisini ga ko'paytirilsa p 'io = _P'2o n* 
hisobga oigan holda

3.8-rasm. m-sistemada 
zarrachalarning 

impulslari.

/ 1TI / ¡n
Pl =PlO + ----Pl- P 2 = -P l0  + —  P2

m
m. (3.66)

form ulalarga kelinadi. U la rn i 3.9-rasm  bilan solishtirilsa OB = — p t
m.

ekanligini topamiz. Ikkinchi tom ondan (3.91) formulalarning birinchisidan
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т __
Рю -  — Pi ekanligi kelib chiqadi. I Рю 1=1 p'i о I va О С -  pi0 munosabatlar

qo‘llanilsa darhol OB = ОС ekanligi topiladi. Bu 6 = (л — 6n)/2 ekanligini 
beradi.

Im pulslar va tezliklar orasidagi munosabatlarni (3.8-rasmdan ko'rish 
mumkin. Bu yerda 0, -  birinchi zarrachaning to 'qnashish natijasidagi 
og‘ish burchagi, m — sistemada unga 9n -  burchak mos keladi. Shu rasmdan 
ko‘rish qiyin emaski

0,0 sin 0O
tgб| = , ° • (3.67)%  cos0o +V

Birinchi tom ondan, yuqorida aytilganidek, I v'10 1=1 v,0 I , yoki, uj'0 = u l0,

in
ik k in c h i to m o n d an  г,|0 = 7 Г и > u c h in c h i to m o n d an772]

1Щ m m
v  = ---------- v i -  —  vi -  v (ch u n k i -v-,=0). B u rch a k la r o rasidagimx + m1 m2 m2
ham m a olingan natijalarni bir joyga yig‘ilsa

cose0 + i i  2 (3.68)
m2

formulalarga kelinadi.
m2>ml holda birinchi jismning e-sistemadagi sochilish burchagi ixtiyoriy 

bo‘lishi mumkin. Agar m2»  ml bo‘lsa 0, = 0O bo‘ladi. Haqiqatan ham, bu 
holda ikkinchi jism qo‘zg‘almasdan turgari markaz rolini o ‘ynaydi deyish 
ham  m um kin .

Agar bo‘lsa, birinchi zarrachaning sochilish burchagi quyidagi
maksimal qiymat bilan chegaralangan bo'ladi:

■ a ni
sm 0lmm = — • (3.69)»г,

Birinchi zarrachadan ikkinchisiga uzatilgan energiyani topaylik. Buning 
uchun (3.66) formulaning birinchisi kvadratga ko‘tariladi va topiladi:

t  i m? + ml + 2m, m? cos в„
Px = P\ ------ :  ^  J------ 1 • (3.70)(Щ + m2)

Bu munosabatni tezliklar tilida ham yozib olishi mumkin:
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, Jnh +rri] +2m,nu cos0n
V \ = ~ --------- --------— -------- v. (3.71)mi + m2

(3.66) formulaning ikkinchisini kvadratga ko‘tarib

, 2m, v  . 6n 
V2 = — — Sin— (3.72)

m¡ +m2 2 '  '

ni ham topish munkin. Demak,

a r  _  c ' r- _  P'\2 ~P\ Am\mi . 20O r•i — i E\ ~ z -js in  — E\- (3.73)
2mj (m, + m2)‘ 2

Ko‘rinib turibdiki, hamma vaqt ÀE  <0 -  birinchi zarracha energiya yo‘qotadi, 
(boshida qo'zg'olmay turgan) ikkinchi zarracha esa emergiya oladi. Bunday 
energiya uzatilishi 0 =n bo'lganda maksimal qiymatga ega bo‘ladi. d= n  esa 
to‘qnashish natijasida birinchi zarrachaning yo'nalishi tesakarisiga almashgan 
holga mos keladi. Ikkinchi zarrachaning energiyasi boshida nolga teng edi, 
uning to ‘qnashish natijasida oigan energiyasi birinchi zarracha yo‘qotgan 
energiyaga teng boladi:

E ’2 = -A E 1. (3.74)
Q

mx = m2 holga alohida to ‘xtalib o ‘taylik. Bu holda AE, = - s in 2- j -£ |

bo‘ladi. lCo‘rib turibmizki, agar 9 =n bo‘lsa AE = —Ei bo'ladi: nishonga 
tushayotgan birinchi zarracha hamma energiyasini boshida qo‘zg‘olmasdan 
turgan ikkinchi zarrachaga beradi va o‘zi to‘xtab qoladi, ikkinchi zarracha 
esa b irinchi zarrachaning boshlang‘ich yo'nalishida uning teziigi bilan harakat 
qilib ketadi.

3.5.3. Sochilish jarayonlariga misollar

3.5.3-misoI. Kichik zarracha radiusi a boigan 
qattiq sharda sochilyapti. Sochilish kesimini toping.

Shaming potensialini ifodalab olaylik:

rn  ̂ r<a;
y w = io , <3'75>

Agar tushayotgan zarrachaning nishon masofasi 
a dan katta bo isa  u shar bilan ta’sirga kirmaydi. 3.9- rasm. Qattiq
3.9-rasmdan ko‘rinib turibdiki sharda sochilish.
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. 71 -6  в
р = ûsinûJn =  a s i r -------= я cos —.
н 0 2 2

Buni (3.52) formulaga olib borib qo‘yamiz:

d a -  - л а 2 s i n 6d6.
2

(3 .76)

(3.77)

To‘liq kesim
a  = j d a  = ла2 (3.78)

shar ekvatorial kesimining yuzasiga teng. Sochilish kesimi nima uchun 
shunday deyilishini shu misolda tushunish mumkin — misoldagi sharda 
sochilish uchun zarracha shar ekvatorial kesimiga teng bo‘lgan m 2 maydonga 
tushishi kerak, aks holda sochilish umuman ro‘y bermaydi.

3.5.4-misol. Kulon maydonida sochilish kesimini toping (Rezerford 
formulasi).

Kulon maydoni

Щг )  =
a

(3.79)

potensial bilan aniqlanadi. (3.50) formulaga shu potensialni qo‘yib integral- 
lansa

<Po=~P I 11
a

■ = arccos-
mvlp

• 4 - 4 -J r  m v ir 1 + mv2p
(3.80)

ekanligi topiladi (rmjn uchun (3.38) formulani bu punktda qo‘llanilgan 
terminlarda yozib olish kerak). Bu yerdan p ni topish qiyin emas (lkkinchi 
tenglikka o'tishda (3.73) dan foydalandik):

\2 /
P' =

a
mvr. tg~% =

a
nto„

ctg-

Kesim (3.52) bo‘yicha topiladi:

(3.81)

d a  -  я
a cos-

dd.

s,n 2

Bu formulani fazoviy burchak tilida ham ifodalab olaylik:
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de7 =
2 mu,

a
r

\2 do
Té" (3.83)sin -

Olingan formula Rezerford formulasi deyiladi.

3.5.5-misol. Cheksizlikda tezligi v  boigan elektron qo‘zg‘olmasdan 
turgan ikkinchi elektronga p  nishon masofasi bilan tushdi. Ikkala elektron- 
ning to‘qnashishdan keyingi tezliklarini toping.

(3.71) va (3.72) formulalar bo‘yicha m = m = m holda

= c o s ~ v ,  v2 = sin^-u (3.84)

bo'ladi. (3.68) bo'yicha esa

0 l J j L , e ^ K- ^ L
2 2

ga ega bolinadi. Ko'rinib turibdiki, zarrachalar orasidagi uchib ketish bur- 
chagi (/-sistemada) n/2 ga teng.

Burchak 0U bilan masalaning parametrlari (3.81) formula orqall bog‘- 
linadi:

e x *  (3.85)
2 a

/-sistemadagi burchaklar uchun esa quyidagilarni topish qiyin emas:

0 , = ^ = ^ .  (3.86)

To'qnashishdan keyingi tezliklar quyidagicha aniqlanadi:

2Epv , av
v> = , U? = -!— =— • (3.87)

y]a2 +4E'2p 2 ' ‘ 7 « 2 + 4E2p2

Agar E[ = mv[2l2 va E'2 = mv'22/2 larni hisoblab ularning yig‘indisini 
olinsa bo'lishi kerak bo'lgan munosabat topiladi:

E :  +  E ¡ =  —  = E. (3.88)
2

3.5.6-misol. U = -O-, P  > 0 maydonda sochilish kesimini toping. 
r
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Berilgan potensialni yana (3.50) formulaga qo‘yiladi va natijada quyidagi 
topiladi:

_  n p _ k - 6

(3.89)
mvi

p ni 9 orqali ifodalab, differensial kesim darhol topiladi:

3 p  9 - 7 1  
d o  -  471  -— ----------- d6. (■< Qr)\

m v :  9  - ( 6  - 2 k )

3.5.7-misol. U = 0 mavdonda markazga tushish kesimini toping.
r

Markazga tushish uchun (3.34) shart bajarilishi kerak. Bizning holimizda

o * 2 , .  n mv2 ,P >  , y o k i, P > ——p-
2 m  2

boiishi kerak. Boshlang‘ich tezligi berilgan bo‘lganda nishon masofasi

=  ■ 2 / 3Pmax

dan oshrnagan zarrachagina markazga tushishi mutnkin. Markazga tushish 
to iiq  kesimi

 ̂ 27tf3

<1 9 I>
ga teng boidi. Shu yerda kesimning ma’nosiga yana bir qaytaylik: markaz 
atrofidagi pmax radiusli yuzani nishonga ololgan zarracha markazga tushadi, 
shu yuzali maydonchaga tushmagam zarracha markazga tushmavdi.

3.5.8-misol. Radiusi R va nassasi M bo'lgan shaming ustiga massasi 
m-^M  b o ‘lgan va shu jism biian Nyuton qonuni bo‘yicha o'zaro ta’sir 
qiladigan zarrachaning tushish kesimini toping.

Ikkala jism orasidagi potensial

_  GMm 
r

ko‘rinisliga ega. Ikkinchi jism birinchi jismning ustiga shunda tushgan 
boiadiki, qachonki rmm < R boisa, bu yerda rmjn -  kichik zarracha trayek- 
toriyasi va katta jismning markazi orasidagi minimal masofa. rmin ni topish 
sharti o'sha eskicha: E — UeJf(rwJ .  Bu yerdan topilgan rm.n ni R ga tenglash- 
tirishi kerak, p ni beradi:7 1 max
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4 r  max
2 2 2/?GW

p L  = R (3.92)

Shu bilan ft radiusli tortish maydoni bor shaming ustiga tushish effektiv 
kesimi

-  71R 1 1 +
2 GM 
R v i

(3.93)

bo‘lib chiqdi. 3.10-rasmda bu formulaga illustratsiya kelti- 
rilgan -  R — radiusli massiv sharga tushish effektiv kesimi 
shai kesimidan b ir oz kattadir.

M asalan, Y er shari uchun 2GMe /Re  = 1,25• 108 , 

Quyosh uchun 2G M Q/RQ -  3.8-1011 . Agar sifatida

quyidagi tezlikni olinsa = 1 0 km/sek = M 0 f’cm/sek . 
Quyoshga tushish effektiv kesimi Quyosh kesimidan 38% 
katta bo'ladi. Yer shariga tushish effektiv kesimi esa Yer

sharining kesimidan bo r-y o ‘g‘i l ,2 5 i0 “4% ga katta 
boMadi.

3.5.9-misol.

ü w = ^ - 4r r
maydonning markaziga tushish effektiv kesimitii toping.
a, ß > 0 holdan boshlaylik. Effektiv potensialni topaylik:

3.10- ras m. 
Radiusli sharga 
tushish effektiv 

kesimi.

(3.94)

a ß  m v2 p 2 _ a  ß - E p 2
(3.95)

2 ( ß - E p 2)
Agar ß > Ep  bo‘lsa, effektiv potensialning grafigi r0 = ------ 7------  nuqtadaa
musbat maksimumga ega bo iad i (3.11-a rasmga qarang):

e r
K r ) . Mß  - E p 2)

(3.96)

Markazga tushish uchun zarrachaning energiyasi shu maksimal qiymatdan 
katta boiishi kerak:
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E> a
4 { ß - E p 1)'

Bundan nishon masofasining inaksimal qiymatini topish muinkin:

cr
PZ = - ■

E 4 E-
Aks holda zarracha maydon markaziga yaqinlasha olmaydi. Effektiv kesimni 
topdik:

ß  a ■> \
(3.97)E 4 E l

Kesim o ‘zining ta’rifi bo'yiclia musbat son bo'lishi kerak. Buning uchun

77  a lE > —  
4ß (3.98)

bo‘lishi kerak. Bu shart bajarilniasa ( 7 = 0  bo'ladi.
Agar a  >0, ß  <0 b o isa , effektiv potensial faqat itarish kuchiga olib 

keladi -  markazga tushish ro‘y bera olmaydi (3.12-b rasmga qarang).
0 < ß  <Ep2 b o iib  a  <0 boisa, markazga tushish ro'y bera olmaydi -  bu 

holda effektiv potensial r0 nuqtada minimumga ega (bu holga 3.4-rasm mos 
keladi). Agar 0 ß  >Ep2, a  <0 boisa ixtyoriy energiyali zarracha markazga 
tushadi (3.11-rasmga qarang).

U i#
( U J1 e f f ' max " 7 T - ^ r

[  r0 r r —
1 a) b) f  d>

3.12- rasm. (3.94)-potensialga oid.

3-bobga mashq va savollar
1. Quyidagi Lagranj funksiyali sistemalar uchun to'xtash nuqtalarini 

toping:

a) L = x 2 — L, jc(0) = 1. jc(0 ) = V8; 
x

b) L =
■ 2 2 

X  — X  + x jc(0) = 1, ¿(0) = 1;
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mx
c) L = ——  + cosx,  x(0) = 0. x(0) = -j= ;

Vm

d) L=x2- e x, jc(0) = 0, *(0) = 2;

e) L=x2 -\nx, x(0) = \, j(0) = In e\

f) L  - - t i ix 2 +U0 exla, x(0) =  0, x(0) = i»0 >
2 V /77

2 t/n

r nix“ 1
g) L = - X ---------.2 x

j:(0) = 2, x(0) = —j=\ 
yjm

h) L - x2 —tg2x, a(0) = 0, jc(0) = 2;

k) L=  — nix' +Ua ch 2kx, E  = -E 0 <0.

2. Quyidagi Lagranj funksiyalari va boshlang‘ich shartlar berilganda bir 
o'lchamli harakat tenglcimalarini integrallang:

, 1
a) L = x 2— —, -x(0) = l, i(0) = 0;

X "

b) L  = x2 +ex, jc(0) = 0, jc(0) = 1;

c) L = - - x ,  jt(0) = 1, jc(0) = 1;

d) L = ̂  mx2 + ax4 , a > 0, t = 0 da E = 0.

3. Quyidagi potensial fa r  uchun markazga eng y  agin va eng uzog nugtalarni 
toping:

a) U(r) = —, a  > O; b) U(r)= c) u (r) = r +•

f  2 V*

' V
V y

d) U(T) = -U o

4. Quyidagi potensial maydonlardagi harakat integrallansin:
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1 1 /1  1 ^
a) U Ç r ) - ----- - ,  m = l;  b) u  ~ n ' 2-----

2 r2 2^r- r ,
5. Kulon (Nyuton) maydonida quyidagi saqlanuvchan kattaliklar borligi 

ko'rsatildi: energiya E, impuls momenti M va 3.3.1-misolda kiritilgan A 
vektori. U lar mustaqil emas balki ular orasida quyidagi ikkita munosabat 
borligini ko ‘rsating:

2F
M • A = 0, A 2 - — M 2 + a 2.

m
6. Oldingi misoidagi A vektor markazdan perigeliyga qarab yo ‘nalgan 

ekanligini Ico ‘rsating.

OC ß7. U(r) = ---- ■ -, a , ß > O maydonda harakat qilayotgan zar racha-
r r

ning markazga tushish mqtini toping. Boshlang‘ich masofa — R. Zarrachamiz 
markaz atrofida necha marta aylanishga ulguradi?

OC ß
8. U(r) = —  - , a , ß >  0 maydonda statik muvozanat mqtasini toping.

r r~
Bu nuqta barqaror muvozanat nuqtaü bo‘ladm i?

9. Quyidagi maydon/ar berilgan:

a) {/(/■) = -a e~ Kr/r  ; b) U(r) = - V e " ^ 2 .
Tmpuls momenti M ning qanday qiymatkrida bu maydonlarda finit 

harakat qilish mumkin?
oc

10. U ( r )  = —  maydonda harakat tenglamalarini qutb sistemasida
r

yozing va nlarni integrallang.

oc
11. U(r) = — -~n maydonda m inassali zarracha r0 radiusli aylana

órbita  bo 'y ic h a  harakat qilmoqda. n < 2  bo Uganda bu órb ita  k ich ik  
tebranishla rga n isba tan barqaror bo ‘lishini ko ‘rsating. Javobni 8-masala 
bilan taqqoslang.

OC
12. U  (/•) = —  maydonda R masofadart markazga tushish vaqtini

r
toping. Zarrachaning boshlang'ich tezligi nolga teng.

13. C/ieksizlikdan v tezlik va p nishon »arantetri bilan m] massali 
Zarracha m 2 massali tjo‘zg‘olmasdan turgan zarrachaga tushmoqda. Ular
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orasiàagi o'zaro ta ’s ir  potensiali U{r) = a h " ,a  >0 ■ Zarrachalar orasidagi 
eng kichik masofani toping.

74. Boshida qo‘zg‘olmasdan turgan m massali zarrachaga huddi shunday 
massali zarracha cheksizlikdan v tezlik bilan tushmoqda. Zarrachalarning

o ‘zarc potensiali U = a ir” , to ‘qnashish — markaziy. Tushayotgan zarra- 
chaning to ‘xtash nuqtasini toping.

oc /3
If. U(r) = —+ — a , /3 > 0 maydonda zarrachaning trayektoriyasini

toping. Perigeliyni (r =  rmin nuqtami) ketma-ket o ‘tilgandagi burchak farqi 
Acp ni toping. Radial tebranishlar davri Tr va to'liq aylanish davri TQ ni 
toping. Trayektoriya yopiq bo'lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak?



4-bob. KICHIK TEBRANISHIAR

4.1. Bir o‘Ichamli sistemalar

Tebranishli harakat qilishi mumkin boigan fizik sistemalaming 
soni ko‘p. Bu sistemalar bir-biridan qancha farq qilishidan qat’i nazar 
ularda ro ‘y beradigan kichik tebranishlar deb atalgan tebranishlar 
juda keng tarqalgan boiib , ularning matematik nazariyasi hamma 
sistemalar uchun ham bir xildir. Mana shu nazariyani o‘rganishga

Bizga m a’lum bir potensial maydon U(q) 
da harakat qilayotgan erkinlik darajasi birga 
teng boigan bir fizik sistema berilgan boisin.

U (g) potensial maydon q0 nuqtada mini- 
mumga ega boisin, ya’ni

U'(q0) = 0, U'(qo)>0, (4.1)
boisin. Agar potensial energiyani shu nuqta 
atrofida qatorga yoyib qatorning faqatgina 
kvadratik hadigina qoldirilsa

U (q) = U(q0)+ ^ (q -q 0f  U’ (q0)+~ (4.2)

formulaga ega buiam iz. Kichik tebranishlar yaqinlashuvi mana shu 
yaqinlashuvga mos keladi. Qulaylik uchun q—q = x  deb belgilaylik. 
Kinetik energiyani ham shu yaqinlashuvda olinadi:

T = ^a(q)q2 ~^mx2 (4.3)

( a (q o ) -m  deb olindi). Natijada sistemaning Lagranj funksiyasi

L = -m x1-  — kx2 (4.4)
2 2

ko'rinishni oladi, bu yerda U'(q0) = k belgilash ham kiritildi. Harakat 
tenglamasini topish qiyin emas:

4.1- rasm. Muvozanat 
nuqtasi atrofidagi 
kichik tebranish.
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m'x + kx= 0. (4 .5)

Bunday tenglama erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi. Ba’zi bir 
hollarda uni garmonik ossilator tenglamasi ham deyiladi. Ko'pincha uni

ko‘rinishga keltirib olish qulaydir. Kichik tebranishlarning ((4.2) va 
(4.4) -yaqinlashuvning) m a’nosi endi tushunarli bo'ldi - bu yaqin- 
lashuvda harakat tenglamasi chiziqli tenglama bo‘larekan. Shu sababdan 
kichik tebranishlar ko‘pincha chiziqli tebranishlar ham deyiladi. Bu 
tenglamaning um um iy yechimi

ko‘rinishga ega. Ko‘rinib turibdiki, vaqt A t- ln /c o  qiymatga o ‘zgar- 
ganda yechim o 'zin ing  eski qiymatiga qaytib keladi:

demak, (4.4) k o ‘rinishdagi Lagranj funksiyasiga ega boigan sistema

 ̂ chastota bilan garmonik tebranishli harakat qilayotgan sistema

ekan. Odatda, co/ 2 k = \  kattalikni tebranish chastoíasi, co ni esa siklik 
chastota deyiladi. Lekin, ko 'pincha, co ni chastota deb ham ketilaveradi, 
biz ham shu atam adan foydalanamiz.

Masalada boshlang'ich shartlar boiishi kerak — x(0)=x0, x (O)= u0. 
Ko'rinib turibdiki, nom aium  c,, c2 lar mana shu boshlang‘ich holat x0 
va boshlang‘ich tezlik va orqali ifodalanadi:

(4.7) yechimni bir muncha ho llar uchun qulayroq bo'lgan ko'rinishga 
keltririb olish uchun c=acoscc, c2=tfsina almashtirish bajaraylik (ikkita 
nom a’lum cr  c2 larning o 'rn ig a  ikkita yangi nom aium lar — a,a  
kiritildi). Natijada

(4.6)

X (?) = c x eos cot + c2 sin COt (4-7)

X(r + A?) = *(0> (4.8)

- V0 C] -  x0, c2 —
co

Yechim fizikaviy kattaliklar o rqali ifodalandi:

/ \ Vqx[t)=  x0 eos cot + — Sin (Ot. (4.10)

(4.9)

6 — N azariy  m ex an ik a

x(t) =  a eos (cot + a)  
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formula olinadi. Paydo bo'lgan a — tebranish amplitudasi, <ot + a — 
tebranish fazasi va a — boshlang‘ich faza deyiladi. Tebranish energiyasini 
topaylik:

r-> • dL, Tïl { . 2 1 2 \ 1 9 9
E =  x - - L  = - [ x  + 0  X2) = - m a 2(o2. (4.12)

4.1.1-misol. Matematik mayatnik, (1.104) va (1.105) tenglamalar orqali 
biz matematik mayatnikni kiritgan edik. Bu tenglamalar kichik tebranishlarga 
mos kelmaydi, kichik tebranishlarni olish uchun (1.104) Lagranj funksiya- 
sida cos ç  ni barqaror muvozanat nuqtasi <p= 0 atrofida kvadratik hadgacha 
qatorga yoyib

(p2
cos<p = l--^ -+ ->  (4.15)

o‘zgarmas son mgl ni Lagranj funksiyasidan tashlab yuborib, quyidagi Lagranj 
funksiyasiga o‘tish kerak:

2
. ml ,2 mgl 2

L  =  ~ ( p 2 Ç  ( 4 ' I 6 )

IMos keluvchi harakat tenglamasini keltirib chiqarish qiyin emas (uni 
(1.105) dan sin <p — <p-\ yoyilma orqali olish ham mumkin edi):

ÿ+ ù)2<p = 0, col = ^ .  (4.17)

Ko‘rinib turibdiki, chastota w tebranish amplitudasiga bogiiq emas, 
bu — kichik (chiziqli) tebranishlarning eng muhim xossasi. Tebranishlar 
davri

<418>
faqat mayatnik osilgan ipning uzunligiga bog‘liq ekan. Masaian, mayatnikning 

davri bir sekundga teng bo'lsin desak uning uzunligi l = g-/ 4̂7T2  ̂— 25 sm 

boiishi kerak.
4.1.2.-misol. Guygensning sikloidal izoxron mayatniki (4.2-c rasmga 

qarang).
Bu mayatnikka osib qo‘yilgan massa m ning harakati sikloida bilan 

chegaralangandir:

x= l(cp-s'm(p), y = /(l + cos«p). (4.19)

Sistemaning Lagranj funksiyasini topaylik. Kinetik energiya:
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Potensial energiya
U = -m gl cos (p. (4.21)

Masalaga mos kelirvchi o'zgaruvchiga o'taylik. Kerakli o'zgaruvchini ko'rish 
uchun kinetik hadga nazar tashlaylik:

T  = - j ( * 2 +  j’2 ) = 2 m / 2 sin2 ^ 0 2, (4 .20)

(4.22)2m l2 sirT — (p1 = 8m l' f — cos — .
2 I *  2 j

K o‘rinib turibdiki, yangi o‘zgaruvchi sifatida

w = cos —
2

ni tanlab olinsa va  potensial energiyadan o ‘zgarmas sonni ajratib tashlab 
yuborsak Lagranj funksiyamiz quyidagi ko'rinishga keladi:

L = &ml2\ir2 -  2mghf/2 ■ (4.23)

Harakat tenglamasi:

i^ + G)V = 0, 0} = ^ J f -  (4-24)

4.1.3-misol. (4.1)-shartlarga qaytaylik. Quyidagi potensial maydondagi 
kichik tebranishlar masalasini ko‘raylik:

U { q ) = k- q 2+ ^ q \  P >0. (4.25)

Muvozanat holatlarini U' (q)  = 0 shartga mos keluvchi kq+ fiq*  = 0
tenglamadan topish mumkin. Agar k  > 0 b o isa  bu tenglamaning haqiqiy 
soiilar sohasida b it ta  yechim i bo'ladi: qu =  0. Bu holga mos keluvchi 
grafik 4.2-a rasmda ko'rsatilgan. Agar k  < 0 bo‘lsa bu tenglamaning uchta 
yechimi bor:

li*j~
q2=+\ p

U lar 4 .2-rasm da ko'rsatilgan. K o 'rin ib  turibdiki, qQ nuqta turg 'un  
muvozanat nuqtasi emas, bu nuqta atrofida tebranib bo'lmaydi, bu nuqtadan 
ozgina siljigan m assa o 'ng yoki chap o'raiarga tushib ketishi kerak. Bu -
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lokal maksimum nuqtasi, bu nuqtada i/'(<70)cO . Tebranish chastotasining 

kvadrati uchun manfiy bo'lgan U' (q0) = -\k\/m qiymatga egamiz. qt , 

nuqtalarda esa U'(q0)> 0 , bu nuqtalar lokal minimum nuqtalari. Agar

jismning energiyasi manfiy E < 0 boisa (albatta, E>U^ lr_
4ß boiishi

ham kerak) u mana shu minimumlar atrofida tebranuvchan harakat qilishi 
mumkin. Bu nuqtalar atrofidagi kichik tebranish chastotasi

^,2 = yju (% ) = /̂2 k Im . Shu maydonda tebranayotgan va to'liq energiyasi
manfiy bo'lgan moddiy nuqta shu ikkala minimumning birida finit harakat 
qilishi kerak. Qaysi birida? Agar sistemada k >0 -*k < 0 o'tish ro‘y bersa 
¿=0 nuqta o‘tilayotganida sistema yoki chap yoki o‘ng o‘raga tushib ketadi, 
«Qaysi biriga?» degan savolga javob berib bo'lmaydi, ikkala minimum 
simmetrik joylashgan va bir xil qiymatga ega. Faraz qilaylik, bu <7, nuqta 
bo‘lsin. Agar sistema mana shu q2 nuqta atrofida tebranayotgan bo‘lsa 
harakat tenglamalarining shunga mos keluvchi yechimi

(l ( t) = 9 2+acos(°ht+ a ) (4.26)
boiadi. Potensial U(q)=U(—q) simmetriyaga ega bo'Iganligiga qaramay 
yechim bu simmetriyaga ega emas.

4.2. Majburiy tebranishlar

4.2.1. Umumiy nazariya

Turg‘un muvozanat holati atrofida kichik tebranish bilan harakat 
qilayotgan jism ga tashqi kuch ta’sir qilayotga.n bo‘lsin. Bunday masala 
majburiy tebranishlar masalasi deyiladi. Albatta, tashqi kuchni ham
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kichik deb qarash k erak , aksincha, uning ta ’siri ostida tebranish 
amplitudasi katta bo"lib ketishi, va shunga ko'ra, kichik tebranish 
yaqinlashuvdan chiqib ketish mumkin.

Masalani aniqroq tushinish uchun ko'z oldimizga Yer tortishish 
maydonida kichik tebranayotgan zaryadlangan mayatnikni keltirishimiz 
mumkin. Shu mayatnikka tashqi (kuchli bo'lmagan) elektr maydoni 
ta ’sir qilayotgan bo‘lsin  (bir oicham li sistemalar haqida gap ketar 
ekan, ushbu elektr m aydoni ham q o ‘qi bo‘ylab yo‘nalgan bo'lishi 
kerak). Tushunarliki, bu tashqi kuch ta’sirida mayatnikning tebra- 
nishlari ham o‘zgaradi. Tashqi kuch umumiy holda vaqtga bogiiq 
bo‘lishi mumkin (yuqoridagi misolda elektr maydon o'zgaruvchan 
bo'lishi mumkin). K uchning kelib chiqishini tashqi potensial maydon 
bilan bog‘laylik. Shu potensial maydonni qatorga yoyaylik:

UT ( x , t ) ~ U T (0 ,t)+ xU r(0 ,t)+ ... (4.27)

Chiziqli yaqinlashuvga mos kelish uchun tashqi potensialning 
yoyilmasida jc bo 'yicha chiziqli hadnigina qoldirildi. Umumiy ta ’rif 
b o ‘y icha —d ( J /d x  ifo d a  k u c h n i b ild ira r  ed i, shu sababdan

-U'T (0,/)=  F(t) tashqi kuchga mos keladi. (4.27) dagi birinchi had
faqat vaqtning funksiyasi bo‘lgani uchun Lagranj funksiyasidan uni 
tashlab yuboramiz. N atijada sistemaning Lagranj funksiyasi

L = ^nix2 — -^mx2 + xF (f) (4.28)

ko‘riiiishga ega bo‘ladi. Harakat tenglamasini yozib olamiz:

mx+kx = F( t ) ,  (4.29)
yoki

F(t )
x: + œ-x = -± - ï .  (4.30)

m
Agar bir jinsli tenglam aning yechimini

xc (r) = c, cos (ot + c2 sin tot (4.31)

deb belgilab olib (4.30) ga o ‘zgarmaslarni variatsiyalash metodi qo‘llansa 
quyidagi yechim olinadi (x0(i) ni yana (4.11) ko‘rinishda olamiz):

i f
x ( t)  = x0 ( î )  + jc, ( r )  = acos(w i + a )  + -— - f J T F (T )s in (c u ( i- r ) ) .  (4.32)m/'il " V * /
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Form ulani tushunish uchun uni xususiy hollarga qoilab ko'rish 
kerak.

4.2.2. Tashqi kuch o‘zgarmas bo‘lgan hol

Birinchi xususiy hol sifatida tashqi kuch o ‘zgarmas bo‘lgan holni 
ko‘raylik: F (/) =  F0. (4.32) formuladan ko'rinib turibdiki, bu holda 
tebranuvchi sistemaning engasosiy xarakteristikasi - tebranish chastotasi 
o ‘zgarm aydi.

Misol sifatida 4.3-rasmda ko‘rsatilgan sistemani olib ko‘raylik. Bu 
yerda tashqi kuch — gravitatsion maydon. Koordinata o‘qi xyuqoriga 
qaragan deylik, x =  0 nuqta sistemaning pastdagi ulangan nuqtasi 
bo‘lsin. Bu holda sistemaning Lagranj funksiyasi

L = mx 9
- k ( x —l) -m g x (4.33)

bo‘ladi.
A xam iyat bering, bikirlik koeffitsiyenti k  ning oldida 1/2 ko‘pay- 

tuvchi yo‘q , sababi — massamizga t a ’sir qilayotgan elastik kuch 
ikki tom ondan  ta ’sir qilayapti — pastdan va yuqoridan. Agar tashqi 
gravitatsion maydon bo'lm asa sistemaning barqaror muvozanat nuq
tasi x0=  / b o ‘lgan bo 'lar edi. Tashqi maydon ta ’sirida esa sistemaning 
m uvozanat nuqtasi siljiydi;

/ / / / / /

>l<<
9/ ^21 % m

: k

I
7 /7  /

U' ( t )  = -2 k (x0 - l ) - m g  = 0=*x0 = l (4.34) 

Sistemaning tebranish chastotasi:

i  U' i xn)  2k ^ 2  _ — L ü i = _  (4 .35)
m m

tashqi maydon bo'lm agan holdan farq qilmaydi. Bularni 
bevosita Lagranj funksiyasi tilida ham ko‘rish mumkin 
edi, buning uchun potensial hadni toTiq kvadrat ko‘- 
rinishiga keltirib o ‘zgarmas hadlarni tashlab yuborish 
kerak:

4.3- rasm. 
Bir jinsli 

tashqi 
maydondagj 

sistema.

mx~ , , mg
L = -------- k\ x - l  + —

2 2k
Endi (4.32) formulaga murojaat (F 
qilaylik:

(4.36)

-mg deb olish kerak)
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x 0 ( / )  =  aeos(co r+  a ) - ^ - ( l - c o s ( f t > ? ) ) .  (4 .37)

Animo flcos(ty/ + a )  + fccos(ft>r) = acos(ajr + a ) ,  bu yerda a ,a  — yangi 
o‘zgarmaslar, dem ak, olingan tebranishlar tashqi kuch yo‘q holidan 
faqat umumiy -m g/(2k)  siljishga farq qiladi.

4.2.3. Tashqi kuch davriy bo‘lgan hol

Fizikaviy masalalarning ichida tashqi kuch davriy bo‘lgan hol eng 
qiziqarli holdir. Bu holga

F(t) = f  cos(y? + /3)
ifoda mos keladi. (4.32) integralni hisoblansa ikki xil hadlar olinadi: 
yechimning birinchi qismi:

Ttcos {yt + p), (43g)
m (<w2 -  y2) 

yechimning ikkinchi qismi:

/
meo

(ysill P sin (cot)-(WCOS P eos (tur)). (4.39)

Ikkinchi yechim y *  co bo'lgan holda (4.32) dagi nom a’lum kons- 
tantalarni qayta t a ’riflashga olib keladi holos (chunki ushbu qo‘- 
shimcha hadlar yana o ‘sha co chastotali tebranishlardir), shuning 
uchun y* co ho lda bu hadlar alohida yozilmaydi. Ammo y-» co 
bo‘lgan holda bu hadlarning roli muhimdir, tashqi kuchning chas- 
totasi sistemaning xususiy chastotasiga yaqinlashganda rezonans 
hodisasi ro‘y beradi.

Demak, y* co ho l uchun yechimining ko‘rinishi aniqlandi:

t{r)-aca¡(w + a)+- J  ca¡(ri + P)- (440)

Sistemada bir vaqtda ikkita tebranish ro‘y beradi — biri co chastota 
bilan, ikkinchisi y chastota bilan.

Ammo y -> a ib o ‘lgan holda (4.39) hadlar hisobga olinmasa 
bo'lmaydi, (4.40) formuladagi ikkinchi had bu holda cheksiz o‘sa
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boshlaydi, bu esa bu yechimning ko‘rayotgan holimlzda qoilanishi 
mumkin emasligini bildiradi. Quyidagichayo‘l tutamiz: (4.39) va (4.38)
yechimlarning yig‘indisini olarniz, y  = co+£ deymiz va f —>0 limitga 
o‘tamiz. Shu limitda quyidagi yechimni topamiz:

Topilgan yechimdagi ikkinchi had vaqt o'tishi bilan o‘sa boshlaydi, 
rezonans degan hodisa mana shu cheklanmagan o'sishga olib kelishi 
bilan xarakterlanadi. Albatta, kichik tebranishlar yaqinlashuvidan 
chiqib ketm aslik  uchun (4.41) form uladan faqatgina tebranish 
amplitudasi hali yetarlicha kichik bo'lgxn hollardagina foydalanish 
mumkin.

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu «energiya» saqlanuvchi kattalik emas, buni 
Lagranj funksiyasining vaqtga oshkora bogMiqligidan ham tushunish 
mumkin. Tashqi kuch sistemaga ta’sir qilar ekan sistemaning energiyasi 
bu kuch ta ’siri ostida o'zgarishi kerak. Energiyaning o‘zgarishi 
quyidagicha t a ’riflanadi:

va X, uchun esa

1 Kompleks tahlildan ma’lumki, z = x + /y icompleks son uchun |z|2 =  ¡x+¿y[2

4.2.4. Tashqi kuch bajargan ish

(4.28) Lagranj funksiyasiga mos keluvchi energiya

E( t )  = ^ m x 2 + ^ m x 2 -  xF( t ) (4.42)

ÁE = E (+°o)—£

(4.42) ifodadagi biriaclii ikki hadni

1 - 2  1 , 2  "I  • • |2 m  „,2 f. . , .— mx + — kx —— a + ííO.v = — L , С = x  + iCOx,
2 2 2 1 2 1

ko‘rinishga keltirib olaylik.1 xq = acos(coí + a ) uchun

+ÍCDXQ = -aíOsin ((ot + a)+iü)a eos(œt + a )  = 

=  ia(0exp(i(0t + ia)

(4.43)

(4.45)

(4.44)



+  ('о)дГ| = — J  f / T F ( r ) [ c o s ( c o ( / - T ) ) + í ' c o s i n ( í u ( / - T ) ) ]  =  

/
exp (¡coi) J" dr F (т) exp (-1 сот)

I

(4.46)

ifodalarga o'taylik. Bu yerda tashqi kuch t = —°° vaqt momentidan 
ta’sir qila boshladi deb olindi. Ikkala formula birlashtirilsa

£ (z) = exp(f'<y?) lacoex
1

p(i'a )+ — dr F (т)ехр(-;'сог)
m J (4.47)

ga kelinadi. Bu funksiyaning moduli

l i o n -

Un dan tashqari,

t

/öwexp(/a) + — I i/TF(r)exp(-i'coT) 
m J (4.48)

x = — Im£ (f) 
CO

belgilashdan ham  foydalanaylik1. Demak, tashqi kuch tom onidan 
sistemaga t = - »  dan t =°° gacha uzatilgan energiya

A ¿ = £ ( o o ) - £ ( _ o o )  =  ^ j | £ ( o o ) | 2 — IÇ  ( _ o o ) |2 | - j r F ( i )

iacocxp(ia) +  — I d rF  (т)схр (-/cor) 
m J

- - m a 2co2 -  —?- Im£ (/) 
2 co w

(4.49)
formula orqali ifodalanar ekan. Agar boshlang'ich tebranishlar bo‘l- 
masa (a =  0) v a  tashqi kuch t —>±°° da nolga intilsa bu formula 
soddalashadi:

1 Kompleks son z — x + iy ning haqiqiy va mavhum qismiari x — Re z va y —
Im i deb belgilanadi.
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AE = ——
2m

J  d x F ( z ) c x p ( — ¡сот) ( 4 .5 0 )

Ossillator F( t ) = F0exp(-t2 Ix2 j
kuch ta’sirida t =— dan t  = <*> gacha 
qancha energiya oigan? Masalani ikki 
holda ko‘ring: a) t =—» da ossillator 
muvozanat holatida bo‘lgan; b) 1 =—<*> 
da ossillatorning amplitudasi a ga teng 
bo‘lgan.

Yechish. a) birinchi holda ossilla- 
torining boshlang‘ich energiyasi nolga

4.4- rasm. Yutilgan energiya 
grafigi.

teng, shu sababli (4.50) formula masalaning yechimini bevosita beradi. 
Integralni hisoblaylik:

J* dtF (t)exp (-iœt ) = Fn j* <*ехр(-Г i x 1 -icotj. (4.51)

Integral ostida quyidagi siljish bajaraylüc: t —>t —
¡an

Í C Ci)2T~ ^ *
dt exp r  / T 2 -icot^ = Fu e x p -------- dtexp ( - г  / т : ) =

í ¡ •

=  ^ F
f  - .2 2 N\ 

CO X
„rexp

Demak, ossillatorga berilgan energiya

(4.52)

к F ;
E = — — T e x p  

2 m

r  ,  ,2__2 CO X
(4.53)

Olingan natijani tahlil qilayük. со — sistemaning parametri, u berilgan 
o ‘zgarmas son. Tashqi kuchning ifodasidan ko‘rinib turibdiki, r — tashqi 
kuchning noldan sezilarli farq qilish davri. Parametr r vaqt o'lchamligiga
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ega, demak, m — o'lchamsiz parametr. Bu paramétrai coT-fi deb belgilansa 
berilgan energiya

'  .ü T  
2

nF,
2 mco

^-rP 1 exp (4.54)

ko'rinishga keltiriladi. Bu funksiyaning grafigi 4.4-rasmda ko‘rsatilgan.
Oydinki, /? <k 1 va /3»1 boiganda (ya’ni, qisqa vaqtli zarba yoki, 

tashqi kuch sekin paydo boiib sekin yo'q boisa) ossillatorga berilgan energiya

kam boiadi, p — 72 (t = V27û) j boignada esa ossillatorga berilgan energiya 

maksimal boiadi:

r  _
more

b) Bu holda ossillatorining boshlang‘ich energiyasi bor. (4.49) formu- 

ladagi oxirgi had boimaydi holos, chunki da F (t)—* 0 boiadi.
Integralni hisoblash masalamizning a) qismida ko'rsatilgan, natija:

iaCOexp(ia) + — I drF (t)exp(-icoi) 
m J

2m
T~ exp

2 2 CO T -CIO) rexp
V

2 2 
CO T

* 2 ..2 ■—ma CO
2

sin a.
(4.55)

Ikkinchi hadning oldida minus ishorasi turibdi, sistema energiya oladimi 
yoki yo'qotadimi sina ning ishorasiga bogiiq, bu yerda a  tashqi kuch 
boimaganda ossillatorining / = 0 momentidagi fazasi edi. Agar k < c c < 2 k  
boisa aniqki, ossillatori enrgiya yutadi, 0<a<n  holda esa energiya yo'qotishi 
mumkin. Ba’zi bir hollarda ossillator atomda harakat qilayotgan elektronning 
klassik modeli sifatida ishlatiladi, tashqi kuch ta’sirida atom enrgiyani yutishi 
yoki nurlanish orqali uni yo'qotishi mumkin. Bizning holimizda bu elekt
ronning boshlang'ich fazasiga bogiiq ekan.

4.3. So‘nuvchi tebranishlar

Shu paytgacha tashqi muhitning sistemaga ta’sirini hisobga olmay 
kelingan edi. Sistema biror tashqi muhitda harakat qilsa u shu muhitning 
molekulalari bilan to 'qnashishi natijasida o ‘z energiysini yo'qota
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boshlaydi. Molekular o ‘zaro ta’sirni hisobga olgan bunday harakatning 
to'liq nazariyasi murakkab bo iib  u mexanika fanining vazifasi emas. 
Ammo agar jism tezligi kichik bo isa, muhitning ta ’sirini ishqalanish 
kuclii sifatida harakat tenglamasiga kiritish mumkin ya’ni, masalani 
mexanik masalaga aylantirish mumkin. Bunday ishqalanish kuchi jism 
tezligiga proporsional bo‘lishi kerak, chunki tezlik nolga tcng boiganda 
ishqalanish kuchi ham yo‘q boiadi. Kichik tezliklar haqida gap ketayot- 
ganini hisobga olib, bu kuch tezlikning birinchi darajasiga proporsional 
deb olinadi:

Minus ishora kuch harakat tezligiga qarshi yo'nalganini ko'rsatadi. 
Demak, bu holda, harakat tenglamasi

ko‘rinishga ega. Quyidagi coft =k/m, 2y = a lm  belgilashlar kiritib bu 
tenglama

/  = -ocx. (4.56)

mx = -kx-cxx (4.57)

x + 2yj + CtiQX = 0
ko‘rinishga keltirib olinadi. Bu tenglamaning yechimi

x =exp(£r)

ko'rinishda qidiriladi. k uchun tenglama:

k 2 + 2yk + cüQ =0.

Tenglamaning ikkita yechimi bor:

(4.60)

(4.59)

(4.58)

A., - - y + J y ^ - c ö f ,  k2 =-y-y jy -  -o£ , (4.61)

Birinchi holda atf — y2 = co2 deb belgilansa

¿12 =—y±ico (4.62)

ga kelinadi, bu degani, (4.58) ning yechimi
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X =  a exp ( - y i ) c o s  (cot + <p) (4 .63)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yechim davriy yechim emas, u so‘nuvchi 
tebranishlarga mos keladi. Uning grafigi 4.5-a rasmda ko‘rsatilgan.

4.5- rnsm. So‘nuvchi tebranishlar.

Ikkinchi holga o ‘taylik. Bu holda (4.61) dagi ildiz haqiqiy son 
bo‘ladi, umumiy yechim

X = c, exp \ -y t  + f ) + c2 exP (-yf + t\¡Y2-(»o)- (4.64)

Bunday yechim so‘nishning o'zini beradi. Uning grafigi 4.5-b rasmda 
ko‘rsatilgan.

Uchinchi holga kelaylik. Bu holda xarakteristik tenglamaning ildiz- 
lari karralidir. Umumiy nazariya bo‘yicha yechim

jc = (c,+c2í)exp(-y/) (4.65)
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Agar tebranish quyidagi boshlang‘ich shartlarga

bo‘ysunsa: .v(0) = 0. i ( 0) = t>,,

x = vt ехр(-уг)
bo‘ladi, bu funksiyaning grafigi 4.5-d rasmda ko'rsatilgan.

Ishqalanish bor bo'lgani uchun energiyaning saqlanishi haqida gap 
bo‘lishi mumkin emas. (4.58) tenglamani mk ga ko‘paytirib uni

dt
1 -2 1 2 2 1  ̂ -2— mx + — ihWqX \=-2ymx (4.66)

ko'rinishga keltirib olinadi. Bu munosabat esa (4.12) ni ko‘zda tutgan 
holda ossillator tom onidan energiya yo‘qotish tezligi uchun

dt
■ E = -ах (4.67)

formulani beradi. Fizik sistenianing energiya yo'qotishi muhim
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tushuncha bo‘lgani uchun uni dissipativ funksiya deyiladigan va

ko'rinishga ega bo igan  funksiya orqali ifodalash qabul qilingan. Bu 
holda awalgi tenglama

ko‘rinishni oladi. Ya’ni, dissipativ funksiya sistemaning vaqt birligi 
ichidagi energiyasining dissipatsiyasini bildirar ekan. Bu holda (4.57) 
harakat tenglamasini

ko‘rinishda ham yozib olish mumkin.
Odatda, energiya yo‘qotishining b ir «davr» T=2n/<o0 ichidagi 

o itacha qiymati qiziqarliboiadi. Bu kattalikni hisoblash uchun birinchi 
holga murojaat qilinadi va / «  of (ishqalanish juda kichik) deb olinadi.

Bu holda X:(t) -  ae~v  sin (ац,/ + <p) va

Integral ni ng qiymati Т~7к/о\) davr ichida energiyaning o ‘zgarishiga 
teng, uni T ga boiinsa, bir davr ichidagi yo'qotilgan energiya kelib 
chiqadi. Integralni hisoblaganda 7« a>(¡ ni hisobga olib integral ostidan 
exp(-2 yt) ni chiqarib tashladik

olinadi((4.12) formulada amplitudani a -> ae~7' ga almashtirish yetarli). 
Yana bir m arta ta ’kidlab ketaylik, ossillatorning energiyasi sifatida 
(4.12) ifoda qaraladi, (4.69) ifoda energiya yo‘qotish tezligiga 
tegishlidir.
Bundan foydalanib muhim boMgan 0 ‘lcharnsiz bir kattalik kiritaylik:

r 1 *2F = —a x
2

(4.68)

(4.69)dt

dt dx dx dx
(4.70)

—  = - a x 2 -  - a e r a te  2y's in 2(cq,r + <p)
dt

bo‘ladi. Quyidagi kattalik ishqalanish quw ati deyiladi:
2  7Т/(On

f d te -V  sin2 (ûV+ç>)
2  ж J

2 3 2x1 ton

0 0

Ko‘rilayotgan yaqinlashuvda energiya uchun E-^nurafie 2yi ifoda
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- <E>(úr) со,

Uriing nomi asillik , ossillator energiyasining bir davr ichida ishqa- 
lanish orqali yo ‘qotilgan energiyaga nisbati (chastotaga ko‘paytirilgan 
holda) — soiiuvchi tebranishlarning qay darajada uzoq davom etishini 
xarakterlaydigan kattalik.

<4J2)

4.4. Ishqalanish boigandagi majburiy 
tebranishlar

Ishqalanish kuchi t a ’sir qilayotgan m uhitda tebranayotgan  
sistemaga tashqi kuch ta ’sir qilayotgan bo‘lsin. Tashqi kuch davriy 
xarakterga ega boMgan hol eng qiziq bo'lgani uchun shu holni ko‘rib 
chiqaylik:

x+2Xx+a^x = — eos (yt).  (4.73)
m

Tashqi kuchning ko‘rinishi shunday tanlab olindiki, u t= 0  vaqt 
momentida noldan boshlab ishga tushsin. Tenglamaga o'zgarmaslarni 
variatsiyalash m etodini qoMlaymiz. Bir jinsli tenglamaning yechimi

<474)
bolsa, o'zgarmaslarni variatsiyalash metodi (4.73) ning yechimini 
quyidagi ko‘rinishda beradi:

/ X /  2yAsin(y?)-(y2 -üfi)cos(y/)
X[t) = *  ( ,)+ . -------/ ;  -------• (4.75)[У -Щ )  +4y A-

Shu yechimning xossalarini tahlil qilaylik. Gap tebranishlar haqida 
ketayotgan ekan A< co0 deb olamiz. Bir jinsli tenglamaning yechimi 
so‘tiish bor bo‘ lgani uchun vaqt o ‘tishi bilan nolga intilib ketadi: 
x0(/)—>0, t ->oo. Haqiqatda, albatta, t cheksizlikka intilishi shart emas, 
xQ ni tashlab vuborish uchun А/ kattaroq son bolishi yetarlidir. Demak, 
m a’lum bir vaqt o ‘tganidan keyin yechim sifatida

f  2yAsin(y?)+(-y2 +(£  ̂)cos(y/) 
x(t) = ■ 4 '

m ( 2  . 2 (4.76)
(y -ûÇ ) +4y A"
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funksiyani olish mumkin. Tebranishning so'nmaydigan qismi tashqi 
kuchdan olib turilgan energiya hisobiga rnavjud bo'ladi. Agarda

deb belgilab olinsa (sin2 8 + cos2 «5 = 1 ekanligini tekshirish qiyin emas) 
topilgan yechim ni

ko‘rinishda yozib  olish mumkin. Bizni eng qiziqtiradigan hol - 
tashqi chastota A. sistemaning xususiy chastotasi co0 ga yaqin bo‘lgan 
holdir. Ishqalanish  kuchi bo'lm agan holda tebranishlar amplitudasi 
cheksiz o ‘sa boshlar edi ( (4.41) ga qarang). Endichi? Bu savolga 
javob berish q iyin  emas — (4.78) dan ko 'rin ib  turibdiki, tebranish 
am plitudasi ham m a vaqt cheklangan v au n in g  maksimal qiymati h 
ga tengdir. h uchun  ifoda esa y->íu0 bo‘lganda ham chekliligicha 
qoladi.

Rezonans sohasinichuqurroq tahlil qilaylik, buninguchun 

deb olinadi va e —>0 sohani tekshiramiz. Undan tashqari A «: deb 
ham olamiz (ishqalanish kuchi kichik bo‘lsin). Bu sohada tebranish 
amplitudasi

ko‘rinishga keladi. Majburiy tebranish fazasi tashqi kuchning fazasiga 
nisbatan «kechikish» xossasiga ega ekan. Buni quyidagicha ko‘rish 
mumkin. (4.77) dan ko‘rinib turibdiki, /->0 bo'lganda ( 7 ->£ü0 sohada)

va

h -  y f

x (,t)  = h c o s ( y t + 5 ) (4.78)

(4.79)

va tebranish fazasi

(4.80)
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5—>co0 boiadi. y-*>® (7 - ^ )  sohada esa 8^>-n  
bo'ladi. Agartashqi kuch chastotasi 7-><u0 ga intilsa 
<5—>-tt/2  ga intiladi.

(4.78) tebranyotgan mayatnikning energiyasi 
o'zgarmasdan qolishi kerak. Demak, mayatnik 
tashqaridan olayotgan energiyani ishqalanishga 
kelkazadi. Bir davr bo 'y icha o ‘rtalashtirilgan 
energiya yutilishi intensivligini / ( 7 ) deb belgilab 
uni topaylik, u esa energiya dissipatsiyasiga tes- 
kari ishora bilan tengdir. (4.69) formula bo‘yicha

I{y) = 2F

4.6-rasm. Rezonans 
yaqinida energiya 

yutilishi intensivligi.

(4.81)

bo'ladi, bunda F — bir davr bo‘yicha o ‘rtalashtirihsni bildiradi. 
Dissipativ funksiya bizning holimizda

F = = Ami2 = hnx2h2 sin2 (yt + 5).

Sinus kvadratining bir davr bo'yicha o‘rtacha qiymati 1/2 ga teng, 
demak

I (7 ) = Amy~h

Rezonansga yaqin sohada

/(£ )  =
4m g2 + A2

Energiya yutish intensivligining maksimumini

(4.82)

(4.83)

r
4 w A

deb belgilab, yuqoridagi formulani

(4.84)

ko'rinishda yozib o linadi. Olingan funksiyaning grafigi 4.6-rasmda 

ko'rsatilgan. Bu form uladan /(±A) = ^ / 0 ekanligi kelib chiqadi, shu

satabdan lei = A qiym at rezonans egri chizig‘ining yarim kengligi
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deyiladi. So‘nish kamaygan sari A -^0 rezonans graflgining cho‘qqi- 
simonligi ortib boraveradi, ammo grafikning ostidagi yuza o'zgar- 
maydi.

4 .5 . Ko‘p o ‘lchamli sistemalardagi tebranishlar

4.5.1. Ikkita bogiangan mayatniklar

4.7-rasm da ko‘rsatilgan sistemadagi tebranuvchi harakatni o ‘r- 
ganaylik.

Sistema uzunliklari va massalari /,, m i va /,, n 2 boigan ikkita 
matematik mayatniklardan iborat. Ular bikirligi ¿-boiganprujina orqali 
bir-biri bilan bog‘langan. Tushunarliki, agar biror mayatnikka turtki 
bersak ikkinchisi ham tebrana boshlaydi, bu ikki mayatnik orasida 
o‘zaro ta ’sir natijasida energiyaning biridan ikkinchisiga ko‘chishi ro‘y 
berishi kerak. Ushbu sistemaning Lagranj funksiyasini topaylik. Umumiy 
qoida bo‘yicha

L - T \  +T2 —i/, —U2 — t / , 2 (4 .85)

a' bunda T, i =  1 , 2 — mos ravishdar 5
tegishli mayatnikning kinetikener- 
giyasi, Up i — 1 ,2  — mos ravishda 
mayatnikning potensial energiyasi 
va Ul2 — ularning o 'zaro  t a ’sir 
energiyasi. Birin chi m ayatnikka 
tegishli koordinatlarni x n y,, ikkin- 
chi mayatnikka tegishli koordi
natlarni esa x2, y2 deb belgilaylik 
(esimizdan chiqarmaylik, x , yj — 
b arqaro r m uvozanat ho la tid an  
chetlashishlarni bildiradi). M ayat

niklar osilgan iplar bukilmaydigan deb qaraladi. Agar ikkala mayatnik 
barqaror muvozanat holatida bo isa , oradagi prujinaning tarangligi 
nolga teng b o iad i. Lagranj furtksiyasi quyidagicha tuziladi:

L = ^ rn̂  (if + >f ) + ̂  m2 (ij + y\ ) + »J1g-v1 +m2gy2- - k ( x l-x 2y  . (4.86)

Burchak o‘zgaruvchilariga o‘tamiz va kichik tebranishlar haqida 
gap ketayotganini hisobga olamiz:

4.7- rasm. Ikkita bogiangan 
mayatnik.
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* ,= / , .sin«p, = /¿(p,., eos<?,==/ , j V - ^ 2 . (4 .87)

0 ‘zgarmas sonlarni tashlab yuborilganidan keyin Lagranj funk- 
siyasi quyidagi ko'rinishga keladi:

L  = i  «i,/,2<¡p,2 + 1  m2/2<p2 -  ̂  ge(p¡ ~  X-  rn2 ge<p¡ -  i  fc (<p, -  <p2 )2 . (4.88)

Harakat tenglamalarini yozib olamiz:

m, l{(p] +mlgl(p] =-k(% -(p2)-,

m2l2(p2 + m2glxp2 =k((p\ ~(p2). (4.89)

Asosiy g‘oyani tushunish uchun xususiy holga o‘tamiz —

m[ =m2 =m, /¡ —12 — l (4.90)
va maqsadga muvofiq bo‘lgan belgilashlarni kiritamiz:

2 g k
® o = 7 - «  = — r-1 mi 

Bu holda tenglamalar soddalashadi:

Vi + coq(Pi = - a ( < p t ~<p2 );
2 , s (4.91)(p2 + cú0(p2=a(<pl -(p2).

Agar (P\~<P2 —V\ va (f\+(p2 = v 2 formulalar orqali yangi o ‘zga- 
ruvchilar kiritilsa tenglamalari bir-biridan ajraladi:

y/] +(ü 2̂ + 2a)v/i =°; V'2 + CúoV'i = ü. (4.92)

Yangi koordinatlar normal koordinatlar deyiladi. Bu koordinatlar 
til ida sistema ikkita mustaqil tebranish qilayotgan bo‘lib chiqadi — y/-,

koordinataga ©, = yjafi + 2a  va y/2 koordinataga co2- cú0 chastotali

tebranishlar mos keladi. Bular normal chastotalar deyiladi.
Ular 4.8-rasmda ko'rsatilgan. Rasmdagi a) hol \¡/2 koordinataga 

mos keladi va b) hol y/l koordinataga mos keladi. Ikkala holga mos 
keluvehi umumiy yechimlar:

I//) =£?] C O S f t^ í - f  ¿>, sinft^r, y/2 = a 2 COS( Ú2t  + b 2 S Í n ( Ú 2 t .  (4.93)
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b )

4.8- rasm. Normal tebranishlar.

Boshlang‘ich shartlarni quyidagicha tanlaylik:

í = 0 da m=<Po va Й =<P2 =<i>i =0 (4.94)
Bu deganimiz boshlang‘ich momentda birinchi mayatriik muvozanat 
holatidan chiqarilgan, ammo uning tezligi nolga teng, ikkinchi mayatriik 
esa nolga teng tezlik bilan o ‘zining muvozanat holatida turibdi. Normal 
koordinatlar tilida

Bundan

Demak,

t = о da v̂ i =W2 = % ’ 4/\=V2 =°- 

a i = a2 = %, b\ =b2 = 0.

щ = <p0 coscolt, va \f/2 = % cos ùht, 

va, natijada, eski koordinatalarga qaytsak

1

(4.95)

(4.96)

(4.97)

<p, =-<p0 (cOSÍ0|r + C0SÜ)2í ) =(P0C0S 

Фг ~ 2 Vo (cos©,/ cosa\t)~ (p{l sin

Í  Щ -Н&2 ^'I
COS h - % 1

2 2V V V J

s in

1 2 J < 2 J

(4.98)

yechimlar olinadi. Har bir koordinata uchun ikkita tebranishlarning 
kombinatsiyasini ko‘rayapmiz: katta chastotali (col + <o2) / 2 va kichik 
chastotali (a>2 — co{) /2 . Bunday tebranishlar tepkili tebranishlar 
deyiladi.

4.9-rasm dan ko‘rinib turibdiki, katta (tu, +  co2) / 2 chastotali tebra- 
nishning maksimal amplitudasi kichik chastota (а>г — со,)/2 bilan 
tebranadi.

Endi (4.90) shartdan voz kechib umumiy hoi (4.89) ga qaytib 
kelaylik. Bu holda normal koordinatlar qanday ajratib olinadi? (4.89) 
sistemani quyidagi ko'rinishga keltirib olinadi:
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4.9- rasm. Tepkili tebranish.

<Pi +ctfiVi = -« 1 (9 , -<p2); 
(p2 +<w|<p2 = a 2 (ip, -<p2).

Bunda

"i2 = f -  " 2  = f . «1 
¿1 /2 miA

2 ’ 2 ' ;2 lll'j ¿2

(4.99)

(4.100)

Chiziqli differensial tenglamalar sistemasini yechishning umumiy metodi 
bo‘yicha (4.99) ningyechim i quyidagi ko'rinishda izlanadi:

<p, = >4exp(iû;r), <p2 = Bexp(ia)t). (4.101)

Bulami (4.99) ga olib borib qo‘yilsa quyidagi algebraik sistema hosil 
boiadi:

( а л -со2 + co^^A-axB -0 ,  

a2 Л -  ( a 2 -  со2 + ) В = 0. (4.102)

Bu sistema yechimga ega boiish i uchun uning determinanti nolga 
teng bo‘lishi kerak, bundan esa

1
C°l\ 2 ) - ^ { a i +a2+Cû̂  + CÛ2 -

±J(ocl - a 2+col2-ct^'j +4 cc,,a2 (4.103)

kelib chiqadi. Paydo boMgan chastotalar xususiy yoki normalchastotalar 
deyiladi. Agar a, =  a2 =  a  va col — co2 =co0 desak, darhol (4.92) dagi

щ ) =щ+2сс va co22) =  co¿ chastotalar olinadi.
Shu bilan sistemadagi mumkin bo‘lgan chastotalar topildi. A va В 

lami topish qoldi.
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Buning uchun (4.102) sistemagabirinchi marta co = «(]) deb qo‘yi- 

ladi va Ax va Bt orasidagi munosabat topiladi, ikkinchi marta esa
9 2

® -  <̂ (2) deb qo'yamiz va A2 va B2 orasidagi munosabatm topamiz.
Qaysi ampLitudani ikkinchisi orqali ifodalash — A ni B. orqalimi yoki 
teskari — ahamiyatga ega emas, bu — qulaylik masalasi. Belgilash 
kiritaylik:

B, «i 0i
— _L :

A, a ,  a 2 +  c o j - a > ^ '

B2 _ ai +(Q,--co(1) _ g2 (4.104)

A2 a¡ a2 +(Oi ~ (Op)

Natijada izlayotgan tebranishlarning har biri ikkita normal tebranish- 
larning superpozitsiyasi sifatida ifodalanadi:

(¡\ =  A, ex p (iú )(1)í ) +  A2 exp(ico(2)t )  =  Q , + Q 2 ,

(p¡ = y,A, exp(icol¡)t')+y2A2exp(ico(2)t') = ylQl +y2Q2■ ^ - 105^

Topilgan ifodani (4.88) Lagranj funksiyasiga olib borib qo'yilsa quyidagi 
ifoda hosil boiadi:

L
2

+
2

= -  ( « i )\Q\ -  "(2i)2 i2 }

\ ( W i  + m2l¡y¡ { Q 22-  (ü\2)Q\ ].
(4.106)

Norm al koordinatalarning ma’nosi shu ekanki, ular yordamida boshida 
ikkita o ‘zaro  ta ’sirda bo‘lgan erkinlik darajalari ikkita mustaqil teb- 
ranishlar k o ‘rinishiga keltirildi. Ularning har biri (4.4) ko‘rinishdagi 
erkin tebranishlar bo'lib chiqdi.

Q o 'sh im cha ishonch hosil qilisli uchun (4.106) Lagranj funksiya- 
sidan harakat tenglamalarini keltirib chiqaraylik:

2 , + -  0, Q2 +(ü(22)G2 = 0. (4.107)
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4.5.2. Umumiy hol

Endi ko‘p erkinlik darajali sistemalardagi tebranishlaming umumiy 
nazariyasi bilan tanishib chiqaylik. Bizga erkinlik darajasi s ga teng 
bo lgan sistema berilgan boisin . Bu sistemaga kirgan zarrachalarning 
o‘z barqaror muvozanat holati atrofida kichik tebranishlarini o'rga- 
naylik. Barqaror muvozanat holati q0: lardan chetlanishlarni yana 
x = q  -  qQ¡, i  = l , . . . s  deb belgilab va potensial energiyani kvadratik 
hadlargacha aniqlikda qatorga yoyilsa potensial energiya uchun quyidagi 
ifoda olinadi:

ifodada a..(q) = m deb olam iz, chunki olingan yaqinlashuvda

a..(q) a¡j [q] = atj (g0 +  *+••-) = a(J (g0) boTishi kerak (aks holda chiziqli 

yacjinlashuvdan chiqib ketiladi). Natijada

¡J=i
Kinetik energiyaning ta ’rifi bo'yicha T > 0 , tenglik belgisi faqatgina 

harbir zarrachaning kinetik energiyasi nolga teng boigandagina o ‘rinli
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(4.108)
i.j=i

Bu yerda paydo bo'lgan koefFitsiyent

dq&j I*“«“ (4.109)

o'zining ta’tifi bo‘yicha simmetrikdir:

(4.110)
Kinetik energiya uchun

(4.111)

(4.112)
«.7=1

ga kelamiz. Demak, sistemaning Lagranj funksiyasi

(4.113)



boiishi mumkin. Demak, X  kvadratik forma musbat aniqlan-
i'.y=1

gan formadir. Potensial energiyani ifodalovchi forma ham  musbat
S

aniqlangan formadir: ¿L xix i -  ^ .
Lj=1

Lagranj hosilalari

dL v 1 , dL
= d ï  = Z m»xj (4.114)

1 i.j=1 1 j=1

ga teng ekanligidan harakat tcnglamalar topiladi:

S ( ¥ j +V j ) = “' i= l,...,î. (4.H5)
7=1

Bu 5 ta tenglamadan iborat b o ‘lgan chiziqli tenglamalar sistemasi. 
Umumiy metod b o ‘y k h a  uning yechimlarini

Xj = Aj exp (icot) (4.116)

ko‘rinishda izlash kerak ((4.101) bilan taqqoslang). Natijada harakat 
tenglamalari

J^(-mijco2+kij)Aj=0, i = (4.117)
7=1

ko‘rinishiga keladi (har bir tenglamadan expi/cu/j ko‘paytuvchini ajratib 
tabhlagandaii kcyin). Bu bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasi 
faqat

det (- nijjCO2 + ky ) = 0 (4.118)

boigandagina yechimga ega ( (4.102) va (4.103) lar bilan solishtiring). 
Bu tenglama a? ga nisbatan s tartibli tenglama boiib  u xarakteristik

tenglama deyiladi. Bu tenglamaning stayechim i œ f,i  =  \,.. .,s  musbat
boiib , ulardan olingan co. lar xususiy yoki normal chastotalar deyidadi.

larning musbatligini isbot qilaylik.

Buning uchun (4.117) A* gako‘paytirib, i bo‘yicha yigindisi olinadi.
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Natijada

(4.119)

formula olinadi. Birinchidan m.. va k.. larning simmetrik va haqiqiy- 
ligidan mahraj va suratining haqiqiy sonligi kelib chiqadi:

mahraj uchun ham huddi shu . Oxirgi tenglikka o‘tishda i <-» j  almash- 
lirildi va m=mj: simmetrikligidan foydalanildi. Yuqorida aytilganidek, 
T va U ucntin kvadratik form alar musbat formalar, demak, hamma 
mumkin bo'lgan chastotalarning kvadratlari ham ikki musbat sonlarning 
nisbati sifatida musbat sonlardir.

Hamma chastotalar kvadratlarining musbatligi vana shundan ham 
kelib chiqadiki, ko‘rilayotgan holda hech qanday tashqi ta’sir yo‘q, 
demak, tebranishlarning o‘ z -o ‘zidan o ‘sishi yoki kainavishi mumkin 
emas. Vaholangki, qandaydir chastotalar uchun oß < 0 bo'lsa, chasto

talar orasida mavhumlari paydo b o ia r edi, bu esa hadlarga olib 
(celar edi.

Tashqi ta ’sir — ishqalanish kuchi bor holatga o ‘taylik. Dissipativ 
funksiya tushunchasi ham ((4.68) ga qarang) ko‘p oicham li holga 
umumlahstiriladi:

Paydo boigan koeffitsiyentlar a tj simmetriklik xossasiga ega:

Ushbu koeffitsiyentlarning kelib chiqishi kinetik nazariyada 
tushuntiriladigan boMgani uchun ularni kinetik koeffitsiyentlar 
deyiladi. Ularning sim m etrikligi ham  kinetik nazariyada isbot qili- 
nadi. K o‘p o‘lcham li h o ld a  harakat tenglam alariga ishqalanish

A S

X  mijA* Aj =  X  mij Ai A" = X  mu A' Ar  (4.120)
s s

(4.121)

(4.122)
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kuchlarini dissipativ funksiya orqali qyidagicha kiritisli mumkin:

d dL dL dF
dt Эх, дх;~ Э (4.123)

Sistemaning birlik vaqt ichida ishqalanish orqali yo‘qotgan energiysi 
va dissipativ funksiya orasidagi bogianish (4.69) ning ko‘rinishi ko‘p 
o‘lchamli holda ham o‘zgarmaydi. Buni quyidagicha keltirib chiqa- 
rish munkin:

dE d  \  1 ( . dL T  ̂ \  ' . (  d dL dL 4

dt dt Zmmd\ 1 Эх, °2J  ‘ I dt Эх, Эх

■Ii ^ - 2F (4I24)
' Эх

oxirgi tenglik F funksiyaning ikkinchi tartibli bir jinsliligidan kelib 
chiqadi (Eyler teoremasi). .

(4.113), (4.121) va (4.123) formulalar bo‘yicha ishqalanish kuchi 
harakat tenglamalariga kiritiladi:

S

2 (m'j*j + k'jxj ¥ °ij*j) = ° ’ í = ,—.í- (4.125)
7=1

Yechimni
X, = Aje0* (4.126)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu holda yuqoridagi tenglamalar sistemasi

Í(™,]<»2+cc¡](o+klj]Aj-Q, i 1—jS. (4.127)
7=1

ko‘rinishni oladi. Bu sistemaning yechimi mavjud boiish i uchun

det |m;y(U2 + UijCO+kjj | =0  (4.128)

shart bajarilishi kerak. Bizga bu w ga nisbatan 2s-tartibli algebraik 
tenglarnani beradi. Oliy algebra kursidan ma’lumki, bu tenglamaga 
kirgan hamma koeffitsiyentlar -  /я , kip a.. -  haqiqiy bo‘lgani uchun 
uning yechimlari yoki haqiqiy, yoki o‘zaro kompleks qo‘shma juftlardan 
iborat boiadi. Ishqalanish borligi tebranishlar so;nuvchi bo iish i kerak- 
ligini hildiradi, bundan shunday xulosaga kelish kerakki, bu chasto-
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talarning haqiqiylari ham, komplekslarining haqiqiy qismlari ham manfiy 
boMishi kerak.

Sistemaning erkinlik darajalari soni uch-to‘rtdan ko'p boiganda 
yuqorida berilgan umumiy nazariyani analitik ko‘rinishda qoilash 
masalada soddalashtirishga imkoniyat beradigan qandaydir simmetriya 
bo‘lmasa qiyin b o ‘ladi. Shu bobning oxirgi paragrafida mana shunday 
bir necha misollar keltirilgan.

4.5.3. Molekulalarning iebranishlari

Molekulalarning to ‘liq nazariyasi kvant nazariyasi boiishi kerak, 
ammo, kichik tebranishlar haqida gap ketganda klassik tahlildan kelib 
chiqqan natijalar kvant natijalar bilan bir xil boiib  chiqadi.

ICichik tebranishlar nuqtayi nazaridan n ta atomli 
molekula - o ‘zaro prujinalar bilan bogiangan massa- 
lari mv mn bo igan  moddiy nuqtalar siste-
masidir. Bunday tasdiq uchun asos shundan iboratki, 
atonilar orasidagi potensiallar 4.10-rasmda ko‘rsatilgan 
ko‘rinishga ega. Ko‘rish qiyin emaski, (4.1) parag- 
rafdagi umumiy mulohazalar atomning turg'un muvo- 
zanat nuqtasi atrofidagi kichik tebranishlariga be- 
vosita mos keladi.

Molekulalarning kichik tebranishlariga tegishli 
boigan umumiy mulohazalar uzun bo‘lmasdan quyi- 
dagi punktlardan iboratdir.

Molekula o ‘zaro ta ’sirda bo igan  atomlarning 
yopiq sistemasidir. Bunday sistemaga uch xil harakat 
hosdir -  butunligicha ilgarilanma harakat, butunlikcha aylanma harakat 
va atomlarning bir-biriga nisbatan tebranishi. Butunlikcha ilgarilanma 
va butunlikcha aylanma harakatlarni chiqarib tashlash kerak. Ishni 
bosqichlarga bo‘laylik:

1. Butunlikcha ilgarilanma harakatni chiqarib tashlash uchun mole- 
kulaning to iiq  impulsini nolga tenglashtirish kerak:

4.10-rasm. 
Atomlararo 
potensial, 

r0 -  turg'un 
rauvozanat 

nuqtasi.

P = I ' ■ 0 . (4.129)

Bu degani m olekulaning inersiya markazi sistemasiga o ‘tildi 
degani:

(4.130)
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Har bir atomning radius-^ektori ra=rM+da ko‘riiiishda olinsin, bu 
yerda r a0 — a atomning muvozanat holati, da esa mu'vozanatdan 
chetlashish vektori. Tashqi maydonda boim agaa sistemaning inersiya 
markazi o‘z-o‘zidan o‘zgarislii mumkin emas, shuning uchun

R = X  mora maTaQ = conSt- (4.131)
a  a

Demak,

l ^ d a =0 (4.132)
a

boiishi kerak.
2. Molekulaning butunlikcha aylanishini chiqarib tashlash uchun 

uning to i iq  harakat miqdori momentini nolga tenglashtirishi kerak. 
Kichik tebranishlar haqida gap ketayotganini hisobga olib birinchi 
tartibli kichik sonlar yaqinlashuvida

M = Z  ma ] = Y ,na [rn0¿fl [r«0d, ] = °- (4.133)
a a a

deb olish mumkin. Hosila ostidagi kattalik o ‘zgarmas songa teng, da 
larning nolga teng boiganida ham u o ‘sha son bo'lishi kerak bo‘lgani 
uchun

Z '7I«[r«od«] = 0 (4.134)
a

deb olish kerak.
Olingan shu ikkita tenglamalar sistemasini yechib normal koor- 

dinatlarni topish mumkin. Tebranishlarga mos Iceluvchi erkinlik dara- 
jalari sonini, ya’ni, mustaqil tebranishlar sonini topaylik. n ta atomdan 
iborat molekulaning 3n ta erkinlik darajasi bor. Yuqoridagi ikkita vektor 
shartlarning soni 6 taga teng.

Demak, n atomli molekulaning tebranish erkinlik darajalari umumiy 
holda 3« — 6 ta  ekan. Agar atomlar bir to ‘g‘ri chiziqda joylashgan 
boisa, bu o ‘q atrofida aylanish haqida gapirishning m a’nosi yo‘q, 
demak, bu holda tebranish erkinlik darajalari soni 3n — 5 ga teng. 
Masalan, C 0 2 molekulasining tebranishlari soni 3 • 2 — 5 =1 ga 
teng. H ,0  molekulasining esa mustaqil tebranishlari soni 3 • 3 — 6 =3 
ga teng.

4.5.1-m isol. 4.11-rasmda ko‘rsatilgan chiziqli BA2 molekulaning teb
ranish chastotalarini topaylik.

108



A atomlarning massasini ma, В atomning 
massasini mb deb belgilaylik. Yuqorida kelti- 
rilgan hisob bo'yicha bu molekulaning mustaqil 
tebranishlari soni 3 -3 — 5 = 4 bo'lishi kerak. 
Ular rasmda ko'rsatilgan — bo'ylanma tebra
nishlari soni 2 ta, k o ‘ndalang tebranishlari soni 
ham 2 ta (rasmda ularning bittasi ko'rsatilgan, 
ikkinchisi huddi shuning o‘zi, faqat tebranish 
yo'nalishlari rasm tekisligiga perpendikulardir). 
Sistemaning bo'ylanma harakat Lagranj funk- 
siyasi:

a)

a  i ä I A
"l 2\ 3~X b)

t
d)

4.11- rasm. Chiziqli 
molekulaning 

tebranishlari turlari.

L = - y  (^l2 + *3 ) + * 3  - f  [(*i ~ хг)2 + (л‘2 - )2] (4-135)
к

2 J 2
AB bog‘lanish kuchi BA bogManish kuchiga teng, shuning uchun ikkala 

hoi uchun ham bitta koeffitsiyent к olindi. Harakat tenglamalari

maxi +k(x]-x 2) = 0, 
mhx2 +  к ( 2 x 2 -  x x -  ) =  0, (4.136)
m„3c3 + к [x3 -  x2 ) = 0

inersiya sistemasiga o‘tish sharti bilan toidirilishi kerak:
ma (л, + x?l)+mhx2 = 0. (4.137)

Agar birinchi tenglamadan uchinchi ayirilsa
ma (л:,- x J, )+k(x i - л 3) = 0 (4.138)

tenglama olinadi. Bu bizga ko'rilayotgan masala uchun Q = x ~ x y koordi- 
nata tabiiy koordinata ekanligini ko'rsatadi. (4.137) shartdan x2 koordinatani 
aniqlab olib, ikkinchi tabiiy koordinata Q = x ~ x3 ekanligini ko‘ramiz. 
Shularning natijasida ikkita mustaqil tenglamalar sistemasi qoldi:

QsH----- Q, ~ (4.139)ma mamh
Haqiqatan ham, boshidagi uchta harakat tenglamalari bitta bog'lanishga 

bo'ysunishi kerak edi, demak, ularning ichida faqat ikkitasi mustaqil 
ekan. Biz ularni topdik. Kiritilgan yangi koordinatalar Qa, Qb normal 
koordinatalardir (normalarigacha aniqlikda). Ko'rinib turibdiki, Qs koor- 
dinataga

со, = (4 .1 4 0 )
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chastotali tebranish mos keladi, Qa Icoordinataga esa

(4.141)

chastotali tebranish mos keladi, bu yerda M = 2m + m b -  molekulaning 
to'liq massasi. 0)a chastotali tebranlsliga 4.11-rasmdagi а -hol to ‘g'ri keladi, 
coa chastotali tebranishga 4.11-rasmdagi b-hol to ‘g‘ri keladi.

Faraz qilaylik, mb »  mu bo‘lsin. Bu holda a>u -cos boiadi.
Sistemaning ko'ndalang tebranishlariga o'taylik. Bu holda birinchidan, 

butunlikcha ilgarilanma harakatni chiqarib tashlash kerak:

ikkinchidan, butunlikcha aylanma harakatni chiqarib tashlash kerak (x, у ) -  
tekisligidagi aylanishga impuls m om entining z komponentasi mos keladi):

deb yozib olish kerak (kichik burchak rasmda bo‘rttirib ko‘rsatilgan). Ko‘n- 
dalang tebranishlar uchun Lagranj funksiyasini tuzib olinadi:

(4.142)

/

\

x 20 ~ 0> x 10 -  _X30 -  Л >'l0  -  >20 -  З’зо -  0 . 
Demak, sistemaga qo‘yilgan ikkinchi shart

>i = >3 (4.144)

4.12- rasm. 
Ko'ndalang 

tebranishlarga 
oid.

ko‘rinishga ega ekan. Kvadratik aniqlikda potensial 
energiyani topish qoldi.

Agar ABA chiziqning x burchakdan og‘ishini 4.12- 
rasmdagidek 5 harfi bilan belgilansa

5 = 7 (>’l — >'2 Уз -  >’2 ) (4.145)

(4.146)

(4.144) ni hisobga olib (4.142) va (4.145) lardan

(4 .1 4 7 )

ekanligi topiladi. Bu esa Lagranj funlcsiyasini
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L==’.nA lli ! L s 2 25 2 (4.148)
4 m 2

ko‘rinishga keltirishga imkon beradi. Bu yerdan ko‘ndalang tebranishlar 
chastotasini topish qiyin emas:

2  kkm
a> = J- ■ (4.149)

ni.m,

4.6. Zanjirlarning tebranishlari

Umumiyholda (4.118) va (4.128) tenglamalarni yechib sistemadagi 
xususiy chastotalarni topish murakkab masala. Fizik nuqtayi nazardan 
qiziq boigan bir xususiy hol ko'rib chiqiladi, u ham bo lsa bir chiziqqa 
terilgan massasi m  bo'lgan moddiy nuqtalar sistemasi bo'lsin. Ular 
orasida bikirligi k bo'lgan prujinalar bo'lsin, bu prujinalar massalarni 
muvozanat holatiga qaytaruvchi kuchlarga olib keladi.

31-rasmda bunday sistemalarning uch xüi ko'rsatilgan: birining ikkala 
chegaraviy nuqtalari mahkamlangan, ikkinchisining bitta chegaraviy 
nuqtasi malikamlangan, uchinchisining chegaraviy nuqtalari ozod.

Massalarning soni N ga teng bo‘lsin. Uchala sistema uchun Lagranj 
funksiyalari tuziladi. i nuqtaning o‘z muvozanat holidan siljishini x. 
deb belgilanadi. U chala hol uchun ham kinetik energiya bir xil bo‘ladi:

N
m m ( *1 -2 -2 •7 \ 2̂ \ 1 .2T = —  (xf +x2 +x3 +-- +xN ) = - 2 _ J xi .

1=1

Potensial energiya birinchi holda

U“ + ( X̂ ~X2 f  + (X2 - X3)2+ " + (XN -\-Xn )2+X.

Ikkinchi holda

V b

(4.150)

(4.151)

k r—|JC, +(x¡-x2) + ( * 2 - j r , ) ‘ + • + ( % - i - ^ v ) ' J -  (4.152)

U chinch i holda e s a

u c = -  2 (jC, -X2)2 + (^ 2 - jc3)2+" + (% -1 ~XN? (4.153)

Birinchi holda chegaraviy massalarga ikki tomondan muvozanatga
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т  т  т

к к к к

т  т  т  т  

к к к к к

а)

т  т  in

к к

Ь)

Ф

т  т  т  

к к

т  т  т

к к

4.13- rasm. Zanjirlar:
a )  i k k a l a  u c h i  m a h k a m l a n g a n ;  b)  b i r  u c h i  o z o d ;  c )  i k k a l a  u c h i  o z o d .

qaytaruvchi kuch ta ’sir qiladi, ikkinchi holda esa faqat chapdagi birinchi 
nuqtaga ikki tom ondan kuch ta ’sir qiladi, TV-nuqtaga esa faqat boshqa 
massalar tom onidan kuch ta ’sir qiladi, uchinchi holda esa qaytaruvchi 
kuch faqat q o ‘shni m assalar tom onidan  ta ’sir qiladi. Shunday 
soddalashtirilgan hoi uchun ham umumiy yechimni topish qiyin, biz 
yuguruvchi to ‘lqin deyiladigan yechimlarni o‘rganamiz.

4 .6 .1 . Chegaraviy massalar biriktirilgan hoi

Bu holda harakat tenglamalari quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi: 

mx\ =-kxl — k(x] - x 2); (4.154)

m x 2 = k ( x x - x 2 ) - k ( x 2 - x ?i) \  (4.155)

п щ  =  k ( x 2 - х ч ) - к ( х ?  — jc4 ); (4.156)

: = : 5; (4.157)

m x N = k { x N _ x - x N ) - b N . (4.158)

Agar

■*Ь = % +1= 0 (4.159) 
shart kiritilsa bu tenglamalarni umumiy ko'rinishiga keltirib olish 
mumkin:

7«3r„ =Л:(2д:л - х п_ |-д :п+1) = 0, n = 1,2,.,.,/V. (4.160)

Bu sistemaning xususiy yechimini normal koordinatalarga o ‘tib quyidagi 
ko‘rinishda izlanadi:
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(4.161)
Bu yerda <pn~ n nuqtaning to ‘lqin fazasi. Masalaning simmetriyasidan 
kelib chiqadiki, ham m a massalarning tebranish amplitudasi bir xil 
bo'lishi kerak:

(pn~(pn =(p deb belgilab (bu ham masalaning simmetriyasidan kelib 
chiqadi, ixtiyoriy ikkita qo‘shni massa orasidagi faza farqi bir xil bo‘lishi 
kerak) (4.160) tenglamadan darhol

tenglik olinadi. (4.159) chegaraviy shartlarni qoniqtirish uchun quyi- 
dagicha mulohaza yuritaylik. Sistemada tebranishlar o ‘zaro ta ’sir nati- 
jasida bir nuqtadan ikkinchisiga uzatililmoqda. Bu degani, sistemada 
tebranishlar to‘lqini tarqalayapti. Bu 4 .14-rasmda ko‘rsatilgan.

Burasmda massaning o‘zining muvozanat holatidan o ‘ng tomonga 
siljishini musbat, chap tom onga siljishini esa manfiy amplitudaga mos 
keltirsak punktir bilan ko‘rsatilgan to'lqinni olamiz.

Demak, zanjirdagi massalarning tebranishlari jarayonini zanjir 
bo‘yicha to ‘lqinning tarqalishi deb qarash mumkin ekan. Shu nuqtayi 
nazardan (4.159) shartlar bu nuqtalatda qarama-qarshi amplitudali 
(faza farqi n bo‘lgan) ikkita to'lqinning uchrashib bir-birini so‘n- 
dirishiga mos keladi. Yuqoridagi xususiy yechim (4.161) laming super- 
pozitsiyasidan foydalanib shunday umumiy yechim topaylikki, u 
(4.159) chegaraviy sh artla rg a  b o ‘ysunsin. Shularni hisobga olib 
tebranish am plitudasini ikki to ‘lqin superpozitsiyasi ko‘rinishida 
olamiz:

a \ =  a 2 =  "  ' =  a N -  a - (4.162)

4.14- rasm. Zanjir bo‘yicha tarqalayotgan to‘lqin.

x n = c i e ^ V + b e “* -" * . (4.164)

xo=0  sharti a = —b ni beradi:

x n =  2 ia e '03' s in  (ncp). (4.165)
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x n+\  = 0  sharti esa sin((7V+ l)p ) = 0 yoki

Irr
«Pn-<Pn-i= «P  = — . / = 1,2,3,..., JV (4.166)

¡V +  1

ekanligi k o ‘rsatadi. <pbutun son / = 1 ,2 ,3 ,...,# ga bogliq  bo‘lib qolgani 
uchun u

(4.167)

deb belgilanadi. Shu bilan sistemada N  ta normal tebranishlar bor 
ekanligiga ishonch hosil qildik:

2 4 k  . 2 (P; 4 k  . 2 i i o o s a  i / ' o \Ol>i = — sm — = —  sin —— , / = 1,2,3,...,N. (4.168) 
m 2 m N +1

N orm al koordinatalarga
N 

;=i

formula orqali o ‘tish mumkin.

(4-169)

Uzliksiz muhitga o‘tish

Yuqoridagi misol diskret nuqtalar sistemasiga tegishli edi. Agar 
uzliksiz muhitga o‘tmoqchi bo'linsa, quyidagicha mulohaza yuritishimiz 
kekar. 0 ‘sha N  ta nuqtalar sistemasi ishg'ol qilgan uzunlik L bo‘lsin. 
Unda har ikki moddiy nuqta orasidagi masofa a =  L / N ga teng bo‘ladi. 
Uzliksiz m uhitga o ‘tish uchun N  ->oo, a -> 0 iimitga o‘tish kerak, 
amrno bunda Na =L  o‘zgarmasdan qolishi kerak. Shundan keyin x 
koordinatali nuqtaning t vaqt mom entida o‘z muvozanat holidan 
siljishini u (t, x) deb belgilaylik. Yuqoridagi formulalar bilan bog‘lanish 
uchun x. koordinatali moddiy nuqtaning siljish amplitudasini u. (?) 
deb olinadi. Shunda

mün + k (2u„ -  k„_, -M„+1)=  o (4.170)
deb y o z ib  olish mumkin. Hosilaning chekli approxim atsiyasini 
eslaylik:

du  ̂ ltn — Un~\ 3 U _ 1 1

rix Ax ' rJx2 Ax2
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Undan tashqari, chiziqli zichlik p = mlAx  va ipning tarangligi k = T / Ax  
ga o ‘tylik. Bu belgilashlar qo'llanilsa (4.170) tenglama uzliksiz limitda
( M —> oo, Ax= x„ —> 0)

^ 4 - c 2^  = 0, c = j T ^ ,  (4.171)
dt dx

tenglamaga o‘tadi. Bu tenglamaning nomi to‘lqin tenglamasi, uning 
yechimlari x o 'qining musbat va manfiy yo'nalishlarida c tezlik bilan 
tarqalayotgan toMqinlarni beradi.

4.6.2. Chegaraviy massalarning bittasi biriktirilgan

Awalgi holdan farq chegaraviy shartda -  mahkam biriktirilgan 
chap nuqtaga m os keluvchi shart o ‘z joyida qoladi:

*o = 0, (4.172)
o ‘ng chegaradagi massaning koordinatasi uchun esa

xn = xn+i (4.173)
shartni olish kerak . 1 Harakat tenglamalari sistemasi ham o‘z joyida 
qoladi:

mx„+k( 2xn- x n_ i-xn+l) = 0, n = l,2,..,N. (4.174)
shunga ko‘ra -  chastotalar ham:

2 4  k  . T (D 
co2 = —  sin-^ . (4.175)m 2

Yuqorida keltirilgan chegaraviy shartlarni hisobga olib tekshirib 
ko'rish mumkinki, bu tenglamalar (4.152) potensial energiyaga to‘g‘ri 
keladi. Bu sistemaning xususiy yechimlari aw al topilgan edi:

xn = Aneim = cineiw,+iv" . (4.176)

x0 nuqtaga tegishli bo ‘lgan yuqoridagi mulohazalarni qaytarib shu 
nuqtadagi chegaraviy shartni qanoatlantiradigan yechim olinadi:

1 Matematik fizika kursidan ma’lumki, tebranayotgan tor yoki steijenlarning 
erkin uchiga du/dx = 0 shartni qo‘yishimiz kerak, bu yerda u - tebranish 
amplitudasi, x - koordinata. Diskret holda bu shartni (uN+—uN) / & x  = 0  yoki 
«V-+, ~~Mjv =  0 bilan almashtirishimiz kerak. Bizning holda tebranish amplitudasi
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x„ = 2iaem  sin (rxp). (4.177)

Yana turg 'un to ‘lqin olindi. Tkkinchi chegaraviy shartga kelaylik. Uni 
quyidagi ko'rinishga keltiriladi:

s in ((N + l)< p)-sin (J/< p) = 2 co s-— - ——s in ^  = 0. (4.178) 

Bu tenglamaning yechimi

/ =  l ,2 ,- , /V .  (4.179)

(sin^  = 0 tenglamaning yechimi shuning ¡chida ekanligini ko'rsating.) 

Demak, sistem ada N ta har xil chastotalar bor ekan:

4k . 2 2/ — 1 _
‘,  = » s,n 3 ( i í7 T ) ’[' (4.180)

Masalan, N = 2 b o lsa  (fc/m = í¡fr)

i Ak . K 3 — y¡5 2 ~> 4k . 3n 3 + \¡5 2 . c 1 \ (Of = —  sin- — = — — % ,  05 = —  sin —  = — — o ^ .(4.181) 
m 10 2 m 10 2

Chastotaning birinchisi ikkala massaning bir butun massa sifatidagi 
tebranishiga to ‘g ‘ri keladi (ikkala massaning orasidagi masofa o ‘zgar- 
maydi), ikkinchisi -  ikkala massaning bir-biriga qarania-qarshi hara- 
katiga mos keladi.

4.6.3. Chegaraviy massalar erkin boMgan hal

Bu hol 4 .1 4 -rasm d ag i d) holga to ‘g ‘ri keladi. Biz bu sistem an in g  
faqat h a m m a  m assalar yotgan ch iziq  b o 'y ich a  teb ran ish la rin i k o ‘r-  
m o q ch im iz . M a ’lumki, sistem aning  ilgarilanm a h arakatin i ch iqarib  
ta sh la sh  k e rak  (m o lek u la lam in g  teb ra n ish la r in in g  m u h o k am asin i 
eslang). B u n in g  uchun inersiya m arkazi q o ‘zg‘o lm asdan  tu rib d i deb 
olish kerak:

N N N  N

K = X  4. %¡ +X  x¡ % i (4 .1 8 2 )
1=1 1=1 1=1 /=1
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tenglik
N

^ x t =;c, +x2 + --- + xN = 0 (4.183)
i=l

shartni beradi. Awalgi misollardagi chegaraviy shartlarning o‘rnini 
mana shu shart bosadi.

Tehranishlar tenglamasi yana o ‘sha:

m x n + k ( 2 x n - x n_ l - x n+l)  = 0 , n  = 2 , 3 , . . , N - 1 ,  (4.184)

indeks n endi 0 va 7V4-1 qiymatlarni qabul qilmaydi, chegaraviy shart 
esa (4.183). Tenglamaning yechim i

n

ko'rinishda izlanadi:

A ..e ico'e in(p (4.185)

(2col-Ч)2 У *  = (в'«—̂  ). (4.186)

Yana o ‘sha (4.163) formulaga keldik:

со1 -  4tuf sin2 (4.187)

Endi (4.183) ni ishlataylik, buning uchun geometrik progressiyadan 
foydalanish kerak:

X, +  x 2 +  • • • +  x N =  A e iM ( e *  +  e n,p +  • • • +  e iNtp ) =

= Ае,ая (i -  eiN<p ) = о. (4' 188)

Bu tenglik bajarilishi uchun

Ncp = 2 1 k  (4.189)

bo‘lishi kerak, bu yerda / — butun son. Bu degani cp — ikki qo‘shni 
nuqta o'rtasidagi fazalar farq i — N  — 1 ta har xil qiymat qabul qila 
oladi:

<p, = — l ,  / = 1,2,3,.. . ,N - 1. (4.190)
N

Demak, 31-rasmda ko‘rsatilgan holdagi N  ta nuqtaviy massalar 
sistemasida TV — 1 ta norm al tebranishlar bor ekan (yana qaytaramiz, 
to"g‘ri chiziqdan chiqadigan tebranishlar hisobga olinmadi):
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£U,2 = 4a¡jsin2 ^ .  I = 1,2,3,... ,/V -l. (4.191)

Masalan, sistema ikkita moddiy nuqtadan iborat bo‘lsin: M = 2. 
Bu holda sistemada faqatgina bitta tebranish bor: a>=2a>0.

Agar sistema uchta zarradan iborat bo‘lsa N  =3, sistemada ikkita 
norm al tebranishlar bor:

q  =-v/3eq,, Oh = 2í%

4.6.4. Elektr zanjirlar
4.1 5-rasmda ko‘rsatilgan elektrik zanjirning bir uchiga U =  U0cosyr 

kuchlanish berilmoqda. (Rasmda induktivlikni odatdagi L ning o'rniga
Lagranj funksiyasi bilan adashtirmaslik uchun A xarfi bilan belgiladik.)

Zanjirdagi tebranishlar yuguruvchi to ‘lqin ko'rinishiga ega bo‘lishi 
uchun (bundan, harbir keyingi kondensator Cdagi kuchlanish awalda- 
gisidan faqat o ‘zining fazasi bilan farq qiladi degani) uning ikkinchi 
uchiga ulanilgan kompleks qarshililc Z(y) qanday bo‘lishi kerak?

A A A A

4.15- rasm. Elektr zanjir.

Zaryadni q deb belgilaylik. Unda elektr toki / = — = ¿ bo‘ladi.
dt

Elektr zanjirda kondensator C dagi potencial tushishi q/C  ga teng, 

indukti’vlik A dagi potensial tushislii A^  = A  ̂ boladi. Agar zanjirda

faqat C  va A b o lsa  Kirxgof qoidasi bo‘yicha quyidagi tenglama hosil 
b o la d i:

\ q  + ̂ - = 0c
D em ak, bu holda sistemaning Lagranj funksiyasi



ko‘rinishga mos keladi. Zanjirning tebranish chastotasi m -  —  ga

teng. Qarshilik R  da potensial tushishi RI -  Rq ga teng, ko‘rinib turib- 
diki, harakat tenglamasida qarshilik ishqalanish kuchi rolini o'ynar ekan:

Aq + Rq + ̂  = 0.

Agar tashqi potensial t/berilgan bo'lsa uni tenglamaning o‘ng tomoniga 
yozamiz. Demak, qarshilikni dissipativ funksiya orqali kiritish mumkin:

F = -Rcj2.
2

Rasmdagi bog‘langan konturlarga o‘tganda har bir kondensator ikki 
qo'shni kontur uchun  umumiydir. Birinchi konturdagi zaryadni qv 
ikkinchi konturdagi zaryadni g,va h.k. deb belgilansa sistemaning Lagranj 
funksiyasi uchun quyidagi olinadi:

2 •

+ U^q\ cos yt.
n=1

Qarshilik dissipativ funksiya orqali kiritiladi:

F = \ z q 2N+l.

Harakat tenglamalari:

Yechim

a <7i + - ( < 7 i  ~ < h )  =  u o c o s / i -

Al?n + ^ ( 2^» n = 2 ,3 ,...,N ,

~^(cIn+i ZcIn+i-

x . = A e i(r,-n,p) (4.192)
ko‘rinishda izlanadi (har galdagidek, oxirida eksponentaning haqiqiy 
qismini chiqarib olish kerak). Ikkinchi tenglama

—y 2K + ̂  (2 -  e~in<p -  eirup) = 0
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ko‘rinishni oladi. Bu esa

y2AC = 4sin2 —
2

ni beradi. Uchinchi tenglamadan (elementar trigonometrik almash- 
tirishlardan so‘ng):

y2AC
z - 5 iA + i/ c V‘“  ,

Birinchi tenglamadan amplituda topiladi, bunda biz tenglamaning 
faqat haqiqiy qismini chiqarib yozib olamiz:

~7 2A + ~(l-cos^)) = U0 cos (p,

yoki

y  A
r Y2AC

4-bobga mashq va savollar
1. Berilgan Lagranj funksiyalariga mos keluvchi kichik tebranishlar 

chastotalarini toping:

a) L = k1 — x 2e x\ b) L =
mx

2 V
, /  = const;

mV  :

c) L = m* —(Vcosax—Fx), V,F = const; d) L = —------ — .
2 2 Inx

2. Massasi m va zaryadi e bo'lgan zarra radiusi R bo'lgan vertikal 
aylana ichida og'irlik kuchi ta ’sirida harakatlanadi. Aylananing eng quyi 
nuqtasida e zaryad  joylashgan. Muvozanat holati va tebranish chastotasi 
topilsin 4.16-a rasm).

3. 4.16-b rasmda ko ‘rsatilgan siste- 
maning kichik tebranishlar chastotasi 
topilsin. Muvozanat holatida prujina F  
kuch bilan tortilib turadi va uning uzunligi
I ga teng.

4. Boshlang‘ich t=0 momentda siste
ma muvozanat holatida (x (0) —0)  tinch

turibdi (x (0 )= 0 ) deb, quyidagi kuchlar
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ta'sirida sistemaning majburiy tebranishini aniqlang. Erkin tebranish chasto- 
tasiO) ga teng.

a ) F ( r ) = F 0; b ) F ( f ) = F 0r; c) F ( / ) = F 0e-“';

d) F ( f )=  F0sinat\ e) F(t )= FQe~a'sm  ¡if,

0  F ( i )=  F0e~al cos fit.
5. Quyidagi tashqi kuch/ar ta ’sirida tebranish amplitudasining vaqtga 

bog'liq ravishda o'zgarishi topilsin. Erkin tebranish chastotasi: co, boshlan-

g'ich shart: *(()) = 0:

a) F (t) = a cos cor, b) F (f)  = asin cor, c) F ( i)  = asin(ft)+A)/;

6. t= 0 momentda muvozanat holatida tinch turgan (x(0) = 0, a (0) = 0 )

sistema F(/) kuch ta ’sirida tebrana boshlaydi. Har gal ham t < 0 da F = 0 
deb olib tebranish amplitudasi quyidagi hollarda topilsin (4.17-rasmga 
qarang):

a) 0<  t < Tda F(r)= ~ F 0, t > T  da F = F0\

b) 0 < r < Tda F ( i)=  F0, t >T d a F  = 0;

c) 0 < i  < Tda F (i)  = F0f /7 ,  i >  T  da F  = 0;

d) 0 <t <T = — da F (t) = F0sincot, t > T  da F = 0.
co

F F F F

T T
a) b) d) e)

4.17- rasm. (6)-misolga oid.

7. Ossillatorga quyidagi kuch ta ’sir qilmoqda:
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Shu kuch ta ’sirida ossillalor olgan energiyani toping. A > 0 va t —> —=>°

d a  ossillatorning energiyasi Ea = ma2co2 /2
8. Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega sistemalaming barqaror muvozanat 

holati va xususiy chastotalarini toping:

a) L = £ + £ ± * y _ ( j _ y, +3xyy

b) i = X - + y2 +Xy
( 1 1  ̂ln(jrv) + +

x >•
9. Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega sistemalaming normal tebranishlarini 

toping:

2x2 +2 x y + y 2 3x2+2y2a) L = ---------_ -----------

2 2 1 2
10. Massalari m va M  bo‘lgan 2N  zarrachalar 36-a rasmda ko ‘rsatil- 

gandek bikirligi bir xil k  bo ‘Igan prujinalar bilan ulangan zanjir hosil qiladi. 
Sistemaning tebranish chastotalarini toping.

2

I A, I A I
1 m M m M t: i m m i  J. r  -L r
r\Ai»WVv»'VY •'Vv*'W| (W VVVv^ W  T '- '/  T  T

k k . k  [___  I______ |
a) b) d)

4.18- rasm. 11-, 12- va 13-misollarga oid.

11. 4.18-b rasmning ko ‘natilgan sistemaning quyidagi hollardagi tebra
nishlarini toping:

a) boshlang‘ich momentda bir zarrachaning tezligi u ga teng, ikkinchi 
zarrachaning tezligi nolga, ikkala zarrachaning muvozanatdan og‘ishi nolga 
teng;

b) boshlang'ich momentda bir zarrachaning muvozanatdan og'ishi a ga 
teng, ikkinchi zarrachaning og‘ishi va ikkala zarrachalaming tezliklari nolga 
teng;

c) ikkala hoi uchun ham bir zarrachadan ikkinchisiga bo‘lgan energiya 
oqimini toping.

12. 4.18-d rasmning ko'rsatilgan bog‘langan konturdagi normal tebra- 
nishiarni toping.



5-bob. N O C H IZIQ LI TEBRANISHLAR

5.1. Angarmonik had x4 bo‘Igandagi tebranishlar

Nochiziqli tebranishlar sohasi o‘ta murakkab sohadir. Shuning 
uchun bu sohadan bir necha misollar bilan chegaralanib qolamiz. 

Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega bo‘lgan sistemani olaylik:

mx~ kx2 m ß  4 /cL = ------------------- — x  . (5.1)
2 2 4

Chiziqli tebranishlardan bu hoi o'zining oxirgi hadi bilan farq qiladi. 
Paydo bolgan param etr ß  >0 ni kichik deb faraz qilamiz, bu mana 
shu oxirgi hadni potensial energiyaga tuzatma deb qarab masalani 
yechishga g'alayonlanish nazariyasi orqali yondashish imkoniyatini 
beradi. Bu gaplarimizni quyidagicha ifodalaylik:

U = U0 + 5 U , U0 = — ; 8U = ' ~ - x A\ i ÔU l « l Í/Q I. (5.2)

Bunday holni, odatda, kuchsiz nochiziqli tebranishlar deyiladi. 
Harakat tenglamasini yozib olaylik:

x+ a fix  = - ß x 3. (5.3)

Bu — nochiziqli tenglama bo‘lib uni qandaydir yaqinlashuv usuh bilan 
yechish kerak. To‘liq yechimni

x =  Ao + ÖX = x0 + ß x x + ß 2x2 -t—  (5-4)

ko‘rinishda qidirish tabiiy  bo‘lib ko‘rinadi. Bu holda tenglama

3¿0 + соЦх0 + Д(х, + ú$ x ¡ ) + ß 2(x2 + Ci$x2) + ■■■ = - ß 4  - 3 ß 24 x x -■ • ■ (5.5)

ko'rinishga keladi. Hosil bo'lgan tenglamaning chap va o ‘ng tomon- 
laridagi ß  bo‘yicha b ir xil tartibdagi hadlarini bir-biriga tenglashtirish 
kerak:

х0 + <̂ 2л-0 = 0;
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3c, + íüo*i = —-»o:
A‘2 “1" CÜq A' i — 3Xq Xx , (5.6)

Bu qatordagi birinchi tenglama

jío + ojfix0 = 0 (5.7)

ning yechimi
x0 = acos(a^r + <p). (5.8)

Ko'rinib turibdiki, x0 ni ikkinchi tenglamaga qo;yib, undan x, ni topish 
mumkin, x, ni bilgandan keyin qatordagi uchinchi tenglamadan x2 ni 
topish mumkin va h.k. Bunday yondashishning asosida masalada kichik 
parametr /} borligi yotadi, yuqoridagi fikr masalani shu parametr bo‘yi- 
cha ketma-ket yaqinlashuv metodi bilan yechmoqchi bo‘lishimizni 
bildiradi.

F ikrim iz sodda va, odatda, matematikaning ko‘pgina sohalarida 
keng qo‘Uanadigan bolishiga qaramasdan, bizning holimizda u bir jiddiy 
muammoga olib keladi. Shu muammoni yechish nochiziqli tebranishlar 
sohasida standart bo‘lib qolgan umumiy metodga olib keladi.

M uamm oni ko‘rish uchun (5.6) ning ikkinchi tenglamasini olaylik:

(bu yerda eos3 x =  (3 eos x + eos 3x)/4 formuladan foydalanildi). 
M uam m oga duch keldik — tenglamaning o‘ng tomonida rezonans

had bor —3a3cos(oty + <p)/4. Agar shu hadni tenglam aning o ‘ng
tomonida qoldirilsa, unda yechimdavaqt o ‘tishi bilan cheklanmasdan
0 ‘sadigan

ko‘rinishdagi sekular yoki asriy deyiladigan had hosii bo'lishi kerak, 
bu esa masalaning fizikasiga hech ham to ‘g‘ri kelmaydi, tashqi ta ’sir 
bo‘lmagan sistemada tebranish amplitudasi o ‘z- o ‘zidan o ‘sa boshlashi 
mumkin emas. Agar (5.3) ni mx ga ko'paytirilsa u

*\ +®b2*i =-**■ (5.9)

x0ning o ‘rniga (5.8) ni qo'yiladi:

3 3 1 
—*b — ~a eos

r COSÍÔ Í -t- (p)
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tnx2 k x 2 infix4 ------1----- + — —
2 2 4

=  0,

yoki,

m x  k x 2 m p x 4

2 2
= const (5.11)

ko‘rinishga keltiriladi. Bu — energiyaning saqlanish qonuni, undan 
ko‘rinib turibdiki, amplituda x(t) yuqoridan chegaralangan va o 'z- 
o'zidan o‘sib ketavera olmaydi.

Demak, sekular hadni boshqacha tahiil qilish kerak. Muammoning 
yechimi quyidagicha. Qaytatdan (5.3) tenglamani p bo‘yicha birinchi 
tartibli aniqlikda yozib olamiz:

3<i)+o^x0 +-p[xl +o^xl) = -^-cQs[3(o}0t+(p)]~^-^-cos((00t+(p) (5.12)
J «
4 i- '  “ ■ 'J 4

Oxirgi hadni a cosiest + (p) = xq ekanligini hisobga olib, tenglamaning 

c lap  tomoniga o ‘tkazamiz va uni ga qo‘shib qo‘yamiz:

t i  
4*o + «b +-

ci  ̂B
x 0 + p ( x { + c o £  x,) =  — —  cos [3 ( o v + <?)]• ( 5 . 13)

iCo‘rinib turibdiki, yangi chastota

0) = CO0 + p ft), = ft)0 + 3 Pa- (5.14)

(5.15)

hcsil bo‘ldi. Natijada, x0 uchun tenglam ani
- 2 _XQ-h 0) A q = 0

ko‘rinishda yozib olishga to‘g‘ri keladi. Albatta, x0 endi P ga bog‘liq 
bc'lib qoldi, shu sababli u boshqacha belgilandi, ammo bu bog‘liqlik 
oshkora emas, chastota orqali kirgan bog‘liqlikdir: x0 = \ 0{co(p)). Bu 
tenglamaning yechimi (5.8) dan farq qiladi:

x0 = a  cos (cot + cp). (5.16)

xq yechimni shunday qayta aniqlaganimizdan keyin x, uchun tenglama 
quyidagi ko'rinishga ega bo‘ladi:

3
x, +co2x, = -  —  cos[3((yf + <p)]. (5.17)

1 2 5



Bu tenglamaga kelish uchun (5.4) yoyilmani qaytatdan bajarishimiz 
kerak, undagi x0 hadni x0 ga va chastotani ham co0—hú  almashtirishirniz 
kerak. Umumiy qoida bo'yicha. bu tenglamaning yechimi

3
x¡ = ——r-cos[3(cur+<p)] (5.18)

32a>

bo‘ladi.
Demak, birinchi yaqinlashiivdagi umumiy yechim

jSa3 3 ß a 1
x(t) = aœ&(ù)t+<p)+——-cos(3<u? + 3<p), ( 0 = щ  + —— , (5 19)

32(0 8соь

ko'rinishga ega bo‘ldi.
Haqiqatda ikkinchi hadning mahrajida ю-^ооц deb olish kerak, 

chunki

1 1 1__3ßa2 |
0)2 ffl2 , 3 ß a 2 íüb2 4(o¡¡

4

yoyilmadan ko‘rinib turibdiki. ushbu almashtirish bajarilmasa x2 ga 
kinshi kerak bo'lgan hadlarning bir qismini x, ga kiritib qo‘ygan bo'lib 
chiqamiz. Shu mulohazani fikrda tutib birinchi tartibli aniqlikdagi 
yechim

ßii3 3 ß a 2
x(t) = acos(tur + <p) + ——yCos(3£ür + 3(p), w -(O q + -^— , (5.20)

deb olinadi.
Olingan natijadagi ikkita muhim o ‘zgacha xossalami aytib o‘tish 

kerak.
Birinchidan, chiziqli sistemalardan farqli o'laroq nochiziqli sistema- 

ning tebranish chastotasi (5.14-) tebranish amplitudasiga bog‘liq bo‘lib 
chiqdi.

Ikkinchidan, yechimda yuqori chastotali tebranish — yuqori gar- 
monika — hosil b o ‘ldi. Ularning yana bir nomi — kombinatsion chas- 
totalar. Umumiy metodga o‘tlcanimizda ko‘ramizki, bu ikkita alohida 
xossa nochiziqli tebranishlar uchun umumiy bo‘lgan xossalardir, har 
keyingi yaqinlashuv hisobga olinganda chastotaning o‘zgarishi yana 
ro‘y beraveradi va <ü,±co. qoida bo‘yicha (bu yerda (útj — awalgi
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yaqinlashuvlarda hosil bo‘lgan chastotalar) yangi kombinatsion chas- 
totalar hosil bo‘laveradi.

5.1-rasm. (5.20) ning grafigi: punktirli chiziqlar co va 3<y chastotali 
tebranishlarga mos keladi, uzliksiz chiziq esa to’Iiq yechimga mos keladi.

5.2. Uraumiy metod

Ko‘rib chiqqan misollarda kuchsiz nochiziqli tebranishlarning bir 
necha asosiy xossalari bilan tanishdik. Shu misollarni umumlashtirib 
ma’lum bir nietodga kelish mumkin. Umumlashtirish yo‘llari bir necha 
ular ichida boshqa ko‘pgina metodlarni o‘z ichiga oigan va barkamol 
deb hisoblangan Bogolyubov-Krilov metodini o ‘rganamiz.

Bizga

x+co^x = e f( t ,x ,x )  (5.21)

ko'rinishdagi tenglama berilgan bo‘lsin. Bu yerda e — masaladagi 
kichik parametr, f ( t ,x ,x ) — o‘z argumentlarining funksiyasi. Kichik 
parametrning mavjudligi gap kuchsiz nochiziqlik haqida ketayotganidan 
dalolat beradi. Yechimni

N

X =  ¿ICOS y/ + ^ j £ n Xn ( a , y / )  + 0(£N+l) = X0 + £ X \  + £ 2X2 + (5.22)
n=1

ko‘rinishda qidiramiz1 (x0=<3cosy/). Awalgi paragraflardagi misollarda 
ko'rdikki, yuqori tartiblarga o ‘tganda tebranish chastotasi va garmoni- 
kalarning amplitudalari o ‘zaro bog'liq bo‘lgan murakkab funksiyalarga 
aylanadi.

1 Eslatib ketaylik, 0 ^ e A+ij ¡foda e —> 0 limitda ^ /£N+i = const

ekanligini bildiradi.
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Masalan,

iy = со0г + (гу/1 + е 2\1/2 + •••)/+<?, (5.23)
bunda xFi — topish lcerak bo‘lgan funksiyalar, <p — boshlang'ich faza. 
Shuni nazarda tutib, (5.22) dagi kattaliklar quyidagicha ta ’riflanadi:

— = eAl + e 2A2* - -  = 'S'enAn(a)+0(eN+') 
dt (5.24)

/1=1

,
= 4  +еу/ J + £ V a  • = <Ц) + > „  (a) + 0(£ " +1 ). (5.25)

n=l
Hosil boMgan xn,An,y/n funksiyalar shunday tanlanib olinishi kerakki,
(5.22) orqali aniqlangan funksiya (5.21) tenglamaning yechimi bo‘lib 
chiqsin. (5.22) formulaga ahamiyat berilsa hisoblash davomida vaqt 
bo'yicha hosilani a va yr bo‘yicha hosilalarga o ‘tkazib olish qulaydir. 
Murakkab funksiyaning hosilasiga tegishli zanjir qoida bo‘yicha:

dx da dx dw dx
-Т = ~ Г ^ + ; ^ -  (5-26)dt i t  da dt dt// 4

(5.21) tenglamaga qo‘yish uchun x(a(t),yr(t)) ning vaqt bo ‘yicha 
ikkinchi tartibli hosilasi kerak:

d 2x  d 1 
dt2 dt

da dx ^ d\¡f dx 'j 
dt da dt dy/

d 2a dx d V  dx

' da ' 2 d2x ( d f ' ] 2 d 2x
+

da2 [tJdi//2
- + 2

dt1 da dt2 //

da d y  d2x 
dt dt dad у/

(5.27)

Bu yerda hosil bo‘lgan ä va \ji lar ham mos holda quyidagi ko'rinishga 
keltirib olinadi:

2 Nd a  da d  da d o dA„(a)__ 2л dAx(a) /0/„зч.
----— —--------------- —-----  7  £  ----- ------ — £  Л. ------- h U(£ )\

Ht Hn Ht Ht * *n=1 da

d  V  _ da d dy/ _ da X V , 
dt2

£!£ = £ £ у г
r/t Htdt da i t  dt я=1 da

= £'Д

da

d y x(a)
da

+ 0 (e )

(5.28)

(5.29)
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(5.21) tenglamaning chap tomonini to'liq ravishda kerakli ko'rinishga 
keltirish uchun yana bir necha hosilalarni hisoblaylik. Ularda ham e2 
aniqlik bilan chegaralanamiz:

dx Эх, 2 Эх,
—  =  C O S W  +  £ — 1- +  £  — -  +  • • • ,
da да da

dx . Эх, 2 ~dxn- — = -flsmi/i + £ —- + £ —-  + •••, 
dy/ dy/ d у

d2x d2Xi 2 d2x-,
da2 £ da2

+ £
da2

Э2;
■ = -a  COS\j/ +  £ ----- -̂ +  £

dy/2 r dy/2 dy/2

d2
dyd a

x d2 ,= - s m y /+ +£
dy/d a dy/da (5.30)

Agar £ bo‘yicha kvadratik hadlar bilan chegaralanilsa (5.21) teng- 
lamaning chap tom oni quyidagi ko‘rinishga keltiriladi ((5.27) da awal 
koeffitsiyentlarning, keyin esa л: ning a va у/ bo‘yicha hosilalarining 
yoyilmalari qoilaniladi):

d~xЩ — - + 2  £CO0
dy/

d 2 x

V'i -----+ Д
Э2;

dy/ d ady/
+ f , 2 d2x . dA, dx

^  + A'l i T a  +

+ a $ a c o s y /  +  £ x ] +  £ 2 X 2 H----= £ a*
dy/

• +  X, ■2o)q (A, s i n - b аул, cosy/)

+£ 2f d*X2 + 2щ f . d2x, d 2x, 1
Щ

d y / 2 ' ^V r J
A a a +Vi .  2 ‘ dy/da dy /  1

A — -— ау/г -2а(оу/ |cosy/’- .

9 — N azariy  mexanika

< dA
_i

■ da ' i o' 2 
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dy
aA — - + 2Aw +2œ A

i da i l  0 2
sin )// (5.31)

(5.21) tenglamaning chap tomoni to'liq ravishda yangi o‘zgaruv- 
chilarga o ‘tkazilib kichik parametr bo‘yichakvadratik aniqlikda qatorga 
yoyilib hisoblab chiqildi.

Tenglamaning o‘ng tomoni ham e bo‘yicha mos keladigan aniqlikda 
qatorga yoyilishi kerak:

ef(x,x) = ef{x0 +  e.c, + •• - ,xq + £.Ÿ] +---) = £ / ( - to>j':o )  +

+£'
Эх дх

-+ ■
(5.32)

Ahamiayat bering, tenglamaning chap va o ‘ng tomonlaridagi qator- 
lar £ ning birinchi darajasiga proporsional hadlardan boshlanadi. Bu 
tabiiydir, (5.22) ga qarasak, xQ hadning ko'rinishi m a’lum deb olingan. 
Qilishimiz kerak bo‘lgan ish (5.31) va (5.32) ifodalardagi £ning bir xil 
darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni bir-biriga tenglashtirish. e bo‘yicha 
birinchi tartibli hadlarni bir-biriga tenglashtirilsa ni aniqlash uchun 
differensial tenglama olinadi, £2ga proporsional hadlarni tenglashtirilsa 
X, uchun differensial tenglama olinadi va h.k. Bitta savol qoladi — A. 
va y/2 lar qanday aniqlanadi? Ular resonans hadlar bo‘lmasligi shartidan 
topiladi. B irinchi bosqichda {e bo‘yicha birinchi tartibli hadlarni 
olinganda) A, va  у/, koeffitsiyentlar rezonans hadlarning bo‘lmasligi 
shartidan topilad i, x, had у/ bo‘yicha differensial tenglam aning 
yechilishidan topiladi.

Ikkinchi bosqichda bulaming hammasi (5.31) formuladagi e 2 oldidagi 
to ‘g‘ri qavsning ichidagi ifodaga qo‘yiladi. Noma’lumlar bu bosqichda 
A,, y/ 2 va X , bo‘ladi. y/2 lami yarn rezonans hadlar bo‘lmasligi shartidan 
topiladi, natijada, x2 uchun o ‘ng tomonidagi hamma hadlari aniqlangan 
differensial tenglamaga kelamiz. Buni misollarda ko‘rganimiz yaxshidir.

5.2.1. Angarmonik ossillator: 8 U = тех".

5.1 qismda ko‘rgan misolga qaytib kelaylik. Umumiy m etod bilan 
solishtirishni osonlashtirish uchun u yerdagi kichik parametr ß ning 
o ‘rniga £ olinadi:
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A +  ft\)A' =  —E X' . (5 .3 3 )

Demak,

f ( x ,x )  = -EX3.
(5.32) yoyilma bu holda

/ ( X,X) = —£ (x0 + £XX + ---)3 = -£Xq-3£ 1 XqXx + •■• (5.34)

ko‘rinishga keladi. Endi (5.31) dagi e ning birinchi darajasi oldidagi

Agar o‘ng tomondagi sin y/ va cosí//hadlarni yo‘q qilmasak tengla- 
rnaning yechimida t cosí// tipdagi rezonans hadlar hosil bo‘ladi. 
Tashqi kuch ta ’sirida bo'lmagan sistema uchun bunday hadlarning 
hosil bo'lishi mum kin emas, bu A, va y/l uchun shartlarni beradi.
Ularni olish uchun cosfy = (3cosi// + cos3i//)/4 formuladan foydalanib, 
tenglamaning o ‘ng tomoni (5.35)

02jc, 2 , . 3a3 íí3
---- 7+*! = — (i4, sini\i + ayix cosí//)------—cosí//------ - c o s fy  (5 36)
3i//' a\) 4 cüfr 4 cúq

ko‘rinishga keltiriladi. Demak, rezonans hadlarning hosil bo‘lmaslik 
shartlari

ifodalarni beradi. Bularning ikkinchisi yangi chastotani beradi:

hadni (--«o = —a 3cosfy) ga tenglashtiramiz:

V /

dyi
-  CÚ . (5.38)8c^

TN'atijada x, uchun tenglama

T  ‘ '*1 — 7  dy/ 4afi4co¿
cos3i// (5.39)

ko‘rinishni oladi. Uning yechimi
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3 3 a a 
x, = ------- cos 3// = ----- - cos(3o)i 4- 3 cp).

1 32o^2 32atf (5 .4 0 )

Yana qaytatdan (5.20) yechinmi olindi.
Endi x2 ni topishga kirishainiz. Buning uchun (5.31) va (5.32) 

formulalardan foydalanish keraL 
Natija:
( -\2 O x2

dy/ 2 + X 1 + 2 cOu + Vidy/da dy/
+ dA, 2 „ i 

Ax— ~~ay/x -  2aQJ0y 2 cosy/’-  
ia

dy/, \ ■)
aAi — + 2A1y/I + 2cOqA2 siny/ = x,. 

da I (5.41)

x0, x, , A, va y  , laming o'rniga tegishli ifodalarni qo‘yib, tenglama 
soddalashtiriladi:

2 A, (
- f+  x2 = - ^ s i n f + —  

dy/~ OOo a>0
2 co0y/2- 15a

128^
cosy/'-f-

21a5 „ 3a5+ -------rCos3 w ----------cos5y/\
128fttf 1280^

Rezonans hadlarning yo‘q bo‘lish shartlari:

(5.42)

a2 — o, y/2= - 15a3
256o^

Natijada x2 uchun quyidagi tenglama qoladi:

d2x7 21a5 ̂ _J_ — ____
dy/2 2 128ft)̂

cos3y/ - 3a'
128fUb

-cos5y/\

Uning yechimi:

x2 =- 21a
-cos 3^ +

3a5------ — c°s 5yr.
1024%

(5.43)

(5.44)

(5.45)1024(4?

Bajargan ishim izni yig‘ib chiqaylik. £ 2 aniqlikdagi topilgan yechim:
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^3 2 5
x(?) = aco sy  +------ — cos3w H— ——r (-21cos3v/ + 3cos5u/').

32ag 1024fitfV

Tebranish chastotasi:

3a2e 15a5£2\¡T = cot+(p = (Ou+-
^  25** <5 47>

Biz yana bir m arta kombinatsion chastotalarning (yuqori garmoni- 
kalar) hosil bo'lishi va chastotaning amplituda va masaladagi parametrga 
bog‘Jiq bo'lib siljishi hodisalarini ta ’kidlab ketaylik. Bu hodisalar 
nochiziqli tebranishlar uchun hos bo‘lgan hodisalardir.

5.2.2. Angarmonik ossillator: S U - m e x 1'.

Yuqoridagi m etodni

x+coqx = -ex 2 (5.48)

tenglamaga qoilaylik. Metodning mohiyatini ma’lum darajada tushun- 
dik deb uning ustida ortiqcha to'xtalib o‘tirmaymiz.

Bu gal ham masala e 2 aniqlikda yechiladi. Tenglamaning o ‘ng 
tomoni:

- e f ( x , x )  =  - £ ( x q  + £ x x + - - - ) 2  = -ejcq - 2 e 2x 0 x t +•••. (5.49) 

Birinchi yaqinlashuv tenglamasi:
f -)2 

0  AT,

+Ai2 ' "1 = liOy (/\, sin i/a -fai/z, cosi//)-a cosV- (5.50)

2
Tenglamaning o ‘ng tom onida cos V = (1 + cos2y/)/2 almashtirish 
bajaramiz va rezonans (sekular) hadlarning yo‘q qilish shartlarini 
topamiz:

Ax = 0, y/f = 0. (5.51)

Yakuaiy tenglama:

3 2 * .  f l 2

- + X X = -  —  ( l  +  C O S t y ) .  ( 5  5 2 )

dy /z 2 ffih
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Bu teng lam an ing  yechim i:

x, = ——— ——r'Cos 2y/, y  = cüQt+cp. (5.53)

Ushbu tartibda chastota o'zgargani yo‘q, chunki i/ / ¡ = 0  . Keyingi 
tartibli had uchun tenglama ( (5.51) hisobga olindi):

<Ъ 1х 1
----\  + x2d y

= lacoQif/j cos\i/ + 2 cú0A2 sini/л — 2^ ^ .  (5 .54)

Bu yerga x0 va larni qo‘yib keraklicha soddalashtiramiz:

Э2X-,

di/ /2

l a  5ú3 
— Y2 + —IÏ (Oq 6ctb

2 , a ,cosy/4---- A jS in y /--—j-eos3i//. (555)
6 4

Rezonans hadlaming yo‘q bo‘lishi shartlari:

. .  5a¿A2= 0, y-, = — v .
-  12

(5.56)

(5.55) ning yechimi:

je-, = ------- - eos 3y/\
- 48ü¿

(5.57)

Shunday qilib, harakat tenglamasi (5.48) bo‘lgan sistemaning £~ 
aniqlikdagi tebranishlari topildi:

9 1a Eci~
X  =  f lC O S l / / - £  9 +  - 7 cos2i/f +

e V
48^4

cosly/,y =
c  1 2 ^5a £

312*45
r+ <p.

(5.58)

5.2.3 Mayatnik

M atem atik mayatnikning aniq harakat tenglamasini o ‘z vaqtida 
keltirib chiqargan edik ( (1.105) va (1.111) tenglamalarga qarang). Bu 
yerda o ‘sh a  tenglamani

ä+ — sinx=0 (5.59)
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ko'rinishda yozib olinadi (qulaylik uchun <p->x almashtirish bajaril- 
di). Kichik argument uchun o‘rinli bo‘lgan

xsinx = x—  + •■•
3!

yoyilmadan foydalanib (5.59) ni

x+a^x = —  x3, afi = —, (5.61)
6 I

ko‘rinishga keltirib olinadi. Agar o‘ng tomondagi kubik hadni tashlab 
yuborilsa mayatnikning (chiziqli) garmonik tebranishlari tenglamasining 
o‘zi olinadi. O ‘rganilayotgan holda birinchi angarmonik had kibik 
had ekan. Krilov—Bogolyubov metodini shu tenglamaga qo‘llaylik.

Metodni q o ‘llash uchun nochiziqli hadni kichik tuzatma deb 
qarashimiz kerak, ya’ni

£f(x,k) = ° j x \  (5.62)
6

Bu yaqinlashuv hatto * = 30° {x -  0.5236rad) bo‘lganda ham juda yaxshi

yaqinlashuv bo‘ladi: ( x - x 3/6)-sin jc  = 0,4997-0 ,5  = 3 10 4.
Agarda bu yaqinlashuvning aniqligi yetarli bo'lmasa sinusning 

yoyilmasidagi keyingi hadni ham hisobga olish mumkin.
Shularni hisobga olib (5.61) ni yechishga o ‘taylik. Yechim yana

(5.22) ko‘rinishida izlanadi. Birinchi tartibli tuzatma uchun (5.31) asosida

i d 1xl
d r +X]

2 _ 3

= 2a>aAi sin i// + 2acuht//, cosy/ + cos V- (5.63)
6

tenglama olinadi. Demak,

A\ — 0, (5-64)

x, uchun tenglamaning ko'rinishi esa
32 3O X, a  -
— r + *i = —  cos3V'- (5 .65)dry 24

Shunday qilib, matematik mayatnik uchun birinchi nochiziqli had 
hisobga olinsa
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a3
x  =  cicosys- cos3i//, y/ = cOq

2 ^
i - 5 -

16 t + (P (5.66)

yechim olinadi. K o‘rinib turibdiki, mayatnikning chastotasi kamaydi, 
tebranish davri esa o ‘sdi:

5r = - \ “ î ’oO+Tr)-
fl" 16 (5.67)

1 ------------

16
Shu y o i bilan keyingi hadlarai ham topish mumkin.

5.2.4. So‘nuvchi tebranuvclii mayatnik

Mayatnik ishqalanish bor bo‘lgan tashqi muhitda harakat qilayotgan 
bo'lsin. Bu holdagi chiziqli tenglama (4.58) ko‘rinishga ega edi. Umu- 
miy holda uni

x+2Ax + üjfi sin x — 0 (5.68)

tenglamaga almashtirish kerak, bu yerda yana a = g/l. Tenglamada 
yana (5.60) yaqinlashuvga o'tilsa

x+ccçx = - 2 l x + ^ - x } (5.69)
6

tenglama olinadi. Ishqalanish kuchli hadni o‘ng tomonga o‘tkazish 
bilan uni ham  kichik tuzatma sifatida ko'rmoqchi ekanligimizni ayt- 
moqchimiz. Buning sababi (4.4) paragrafdagi muhokamadan kelib 
chiqadi, u yerda ko'rgan edikki, agar ishqalanish koefïïtsiyenti katta 
bo‘lsa, harakat tebranuvchan emas, tez so'nuvchi bo‘ladi. Shunday 
qilib,

e f (x ,x )= - 2X x + ^ f x \  (5.70)
6

Tenglamaning o ‘ng  tomonini to ‘g‘ri ochib clriqish uchun (5.22), (5.24) 
va (5.25) formulalarni qo‘llash kerak:

x = «cos^-t-ex, + e 2x2 H— ; 

x  = à cos -axjr sin y  + e a:, +••• =
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= — flfflt,siny/’+£(/41 cosí//-«!//, siny/+ .<•()•••. (5.71)

Endi e /n i  qatorga yoyish mumkin:

£ f ( x , x )  = £f(acosy/,-a(Oy sini//) +

+£'
dx ' dx

Bu yerdan birinchi tartibli had sifatida

dx¡ NA, cos\//-ay/, sini//’ + £a)— L 
9y/

(5.72)

„3^3
e f(a  cosi//',-fl£üt,sinyO = 2aAcühsinv/ + ^ - ^ - CosV

6
(5.73)

ifodani olish kerak. Natijada, birinchi tartibda quyidagi tenglamaga 
kelinadi:

32X|
ái//:

■ + x, = — (£A[ + Aa)sini// + 2 a a 
—  Vi+~  
£&\» S

cosí// + —  eos3i//. (5 74)

Eezonans hadlarning yo‘q bo'lishi shartlari:

£/4[ = -Xa, ey/] = a2ao
16

(5.75)

Shuni ta ’kidlash kerakki, ko'rgan misollarning ichida birinchi 
marta At koeffitsiyent noldan farqli bo‘lib chiqdi. Buning m a’nosini 
tushunish qiyin em as — A] koeffitsiyent nolga teng bo‘lganda tebra- 
nish amplitudasi birinchi tartibda o ‘zgarmasdan qoladi. So’nuvchi 
tebranishlar uchun esa amplitudaning nolga intilishi kerakligi tushu- 
narlidir.

Topilgan koeffitsiyentlardan a va i//uchun tenglamalarga o‘taylik:

Ularning yechimlari:

da . duf a fflh
—  = -Aa; —  = o»,----- —
dt dt 16

a = a0 exp(-Af), y  = a^t + ̂ - ( e x p ( - 2A f)-l)  + <p, yr(0) = <p. (5.77)
32a

Bularni x  uchun ifodaga olib borib qo‘yiladi:

(5.76)
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x  = aQ exp(—A r)cos |  j t + ^ j ( e x p ( —2A .r ) - l ) ■<P\ (5 .78 )

Tebranish amplitudasi vaqt o ‘tishi bilan nolga intilmoqda, tebranish 
fazasi murakkab funksiya bo‘lib, vaqt o ‘tislxi bilan u coqí-\-<p ifodaga 
intiladi.

5-bobga m ashq va savollar
. ?m jxx

1. K inetik  energiyaga quyidagi angarm onik tuzatma 5T = — ——

kiritilganda garmonik tebranishlarning o'zgarishini loping.
2. Quyidagi tenglama bilan ifodalanadigan

x+x = e ( \ - x 2)x

va Van-der-Paul ossillatori deyiladigan sistema uchun birinchi yaqinlashuvdagi 
tebranish amplitudasi va chastotasi topilsin.

3. Quyidagi tenglama uchun birinchi tarlibli yaqinlashuvda yechimni 
toping:

x  + a ^ x  =  £ ( \  — x 2 ) x  +  £ x ?'.



6-bob. QATTIQ J IS M  HARAKATI

6.1. Dinamik o‘zgaruvchi!ar

6.1.1. Koordinata o ‘qlarini taiilash. Burchak tezlik1

Mexanikada qattiq jism deganda uning moddiy nuqtalari orasidagi 
masofa o ‘zgarmas bo‘lgan sistema ko'zda tutiladi. Albatta, bu ma’lum 
bir darajadagi yaqinlashuv, uning qo‘llanishi tezliklarning kichikligi 
bilan bog'liq. Qattiq jismning harakati haqida gapirganda uni yoki 
diskret moddiy nuqtalardan iborat sistema, yoki uzliksiz muhitli sistema 
deb qaraladi.

Qattiq jismning erkinlik darajalari soni 6 ga teng. Buni quyidagicha 
kc‘rish mumkin. Jism  N  ta moddiy nuqtadan iborat bo‘lsin. Ularning 
erkinlik darajalari soni 37Vga teng. Shu nuqtalarning bir to ‘g‘ri chiziqda 
yotmagan ixtiyoriy 3 tasini tanlab olinadi, ularning orasidagi masofa- 
larning o‘zgarmaslik shartlari soni 3 ga teng. Qolgan TV — i t a  nuqtaning 
har bittasidan shu uchta nuqtagacha masofalarning o'zgarmaslik 
shartlari 3(N — 3 ) ta bo‘ladi. Demak, sistemaning erkinlik darajalari 
soni 3N  —3 —3(IV — 3 )= 6  ga teng ekan.

Buni soddaroq qilib aytish ham mumkin — jism ichidagi bir to ‘g‘ri 
chiziqda yotmagan ixtiyoriy uchta nuqtani tanlab olish uchun 6 ta 
umumlashgan koordinatalarni aniqlash yetarlidir, qolgan N  — 3 ta 
nuqta masofalarning o'zgarmaslik shartlari orqali aniqlanadi.

Keyingi formulalarda, odatda, qattiq jismni diskret moddiy nuqta
lardan iborat boMgan sistema deb ko‘riladi. Qattiq jismni uzliksiz muhit 
sifatida qarash uchun diskret moddiy nuqtalar bo£yicha yig‘indilarni 
(ular uchraganda) shu qattiq jismning hajmi b o ‘yicha integralga 
quyidagi sodda qoida bo‘yicha almashtirish yetarli:

bunda a — /«amassali nuqtaning nomeri.
Qattiq jism ning harakatini o'rganish ucbun ikkita koordinat 

sistemalarini kiritish maqsadga muvofiqdir. Ularning biri laboratoriya

1 U shbu bobni o ‘ rganishdan oldin ilovadagi vektorlar bilan ishlash qoidalari bilan 
tanishib chiqish kerak.

(6.1)CI V
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sistemasi bo‘lib, uning o‘qlari katta harflar bilan belgilanadi — X, Y, 
Z. Ikkinchisi — shu qattiq jism bilan rmhkam bog‘langan sistema,

uning o ‘qlarini x ,  y, z  deb belgilanadi. Bu sistemaning boshini jismning 
inersiya markazida joylashtirish qulaydir.

0 ‘qlari x, y ,  z bo‘lgan sistema shu qattiq jism bilan birga harakatda 
bo‘ladi. Harakatdagi sistemaning koordinatboshi qo‘zg£almas sistemada 
R radius-vektor orqali ifodalansin.

Q attiq  jism ning ixtiyoriy b ir nuqtasi olinadi, q o 'zg^ lm as va 
qo‘zg‘oluvchan sistemalarda uning radius-vektorlari mos ravishda r  va 
r' boMsin (6.1-rasmga qarang). Ko'rinib turibdiki

r = R +r'. (6.2)

Jismning cheksiz kichik siljishini ko'raylik. Bu siljish ikki qismdan 
iborat bo 'ladi: birinchisi — butun bir jismning o‘z-o ‘ziga parallel 
ko‘chishi, bu — jismning inersiya markazining ko‘chishi dR orqali 
hosil bo‘lgan qismi, ikkinchisi — jismning d (p burchakka buralishi 
natijasida hosil bo‘lgan qismi:

d r  =  c f R + d r ' =  d R + [ d ( p r ' ] .  (6 .3)

Bu tenglikning ikkala tomonini dt ga bo‘lsak va

v - í £ .  a A  (6 .4 )
dt dt dt ' ’

formulalar orqali ko‘rilayotgan nuqtaniag qo‘zg‘almas sistemadagi 
to ‘liq tezligi, jism  inersiya markazining shu sistemadagi tezligi va 
jismning burchak tezligi Í2 larni kiritilsa, tezliklar orasidagi munosabat 
olinadi:

v = V +[£2r']. (6 .5)
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Ikkita koordinat sistemasini kiritishning qulayligi endi tushunarli 
bo‘ldi — jismning ixtiyoriy harakatini uning inersiya markazining o‘ziga 
parallel ko'chishi x inersiya markazidan o‘tgan o ‘q atrofida aylanishi 
deb qarash mumkin ekan.

Qattiq jismning inersiya markazi sistemasiga o ‘taylik. Bu holda 
(6.5) bo'yicha jism nuqtasining chiziqli tezligi uning burchak tezligi
bilan v' = [Qr'] formula orqali bog‘langan.

Koordinat boshi O ni va o‘qlarni tanlash ixtiyoriydir, jismning 
ilgarilanma harakat tezligi yangi sistemada albatta, o'zgaradi. Ammo 
burchak tezlik esa bunda o ‘zgarmaydi. Shuni ko‘rsatish uchun 
qo‘zg‘luvchan sistema boshini a vektorga ko'chiramiz:

r’ = a+r,. (6.6)

Bir tomondan
r = R + a + r,, (6.7)

ikkinchi tomondan
r  = R, +r,. (6.8)

Bunda R ( yangi koordinat boshi 0 / ning O ga nisbatan radius- 
vektori, Tj — nuqtaning Ot ga nisbatan radius-vektori. Jism ilgari- 
lamna + aylanma harakat qilganida tezliklar uchun

v = V + [í2a] + [Qr, ] (6.9)
va

v = V,+[Q1r1] (6.10)

formulalar hosil bo‘ladi. Bu yerdan ko‘rinib turibdiki, V i=V  + [Qa] 
va = ya’ni J ism n ing  burchak tezligi koordinat sistemasini tanlab 
olishga bogMiq em as ekan. Demak, burchak tezlik jism aylanma 
harakatining haqiqiy xarakteristikasi ekan. Odatda, harakatdagi sistema 
boshi jismning inersiya markazida olingan deb qaraymiz.

6.1.2. Inersiya markazi. Impuls

Qattiq jismning t o ‘liq massasini m = deb belgilaymiz. Inersiya
a

markazining ta’rifi b o ‘yicha
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m
Uzliksiz sistema uchun

R = ; ; l №  (6.11)

R % K rp (r)r’ (6.12)

bunda V — jismning hajmi. Agar 0* nuqta jismning inersiya markazida 
joylashgan b o ‘lsa

lLmur'« "  0 (6.13)

bo‘ladi. Uzliksiz sistema uchun bu tenglikni

JrfV 'p (r ')r ' = 0 (614)

ko‘rinishda yozib olish mumkin.
Bundan keyin ham ma formulalami diskret holda yozaveramiz, 

uzliksiz holga o‘tish qiyin emasligini ko'rdik.
Impulsga kelaylik. Impuls additivlik xossasiga ega ekanligidan

p  = 2 X v „  = + Yjna [ n r ’„] = mV + ̂ jna [Qr’, ]. (6.1 5)
a a a a

Shtrixlangan koordinat boshi inersiya markazida bo‘lsa, ikkinchi had 
yana nolga teng bo‘ladi:

P = mV. (6.16)
Ya’ni, koordinat boshi inersiya markazida olinsa, jismning ilgarilanma 
harakatini o ’Tganganda uning butun massasini bitta R  radiusli nuqtada 
joylashgan deb qarash mumkin ckan.

6.1.3. Impuls momenti

Impuls m om entini yozaylik:

M = k v«]= Ypa  [raVJ - T jna [ r„ [ß rfl]]. (6 .1 7 )
CI CI CI

Agar harakatdagi sistemaning koordinat boshi jismning inersiya 
markazida b o ‘lsa, yana birinchi had nolga teng bo‘ ladi:

M = £ m a [ra [ i ir J ] .  (6 1 g )
a
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Bu yerda radiusni shtixlab belgilanmaymiz, formuladagi radius- 
vektorlar inersiya markazi sistemasida olinganligini esdan chiqarilmasa 
bo‘ldi. Inersiya markazi sistemasida hisoblangan impuls momenti, 
odatda, jism ning xususiy momenti deyiladi. Umuman esa impuls 
momenti bir qiymatli aniqlangan kattalik emas.

Ko'rinib turibdiki, umumiy holda impuls momenti va burchak 
tezligining yo'nalishlari mos tushmas ekan.

(6.18) formulani (A.36) asosida ochib chiqaylik (zarrachaning 
riomeri va vektorning indeksini adashtirmaslik uchun zarrachaning
nomerini kerakli joylarda qavs ichiga olinadi a —> (a) ):

Bunda paydo b o ‘lgan yangi kattalik inersiya tenzori deyiladi, uni 
alohida keyin o‘ rganamiz.

Jismning kinetik energiyasiga o‘taylik, uni hisoblaganda ham hara- 
katdagi sistema boshi inersiya markazida joylashgan deb olamiz:

chunki (vektorlaming qo'shma ko‘paytmasi qoidasi (A.31) ni qo‘llansa)

[re f e  ]],. = e i j k ra j [Я Га ] k =  e ¡ i k 4 l m r( a ) f i l r (a)m = “ r( a ) №  ' rU (6.1 9)
Buni (6.18) ga olib borib qo‘yamiz:

Bu formulani vektor ko‘rinishda ham yozib olish mumkin:

M = ^mu[Q(ra ■ ru) - rü (Q • rü )]. 6̂_21)(6 .21)Cl
(6.20) formulani yana bir ko‘rinishga keltiraylik:

(6.22)
a

6.1.4. Kinetik energiya

a a

(6.23)

a

X»naV -[nre] = [V£2]5>lflrfl =0. (6.24)Cl a
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Kinetik energiya uchun formuladagi birinchi had jismning ilgari- 
lanma harakat kinetik energiyasi. [kkinchi had Ilovadagi (A.32) formula 
yordamida soddalashtiriladi:

Demak, kinetik energiya ham inersiya tenzori orqali ifodalanar ekan:

Yana bir marta ta ’kidlab o ‘taylik, birinclii had ilgarilanma harakat 
kinetik energiyasi bo'lsa, ikkinchi had aylannia harakat kinetik energiyasi 
bo‘ladi.

Inersiya tenzorining fizik ma’nosi mana shu formuladan ko'rinib 
turibdi: birinchi hadga kirgan inert massa jismning ilgarilanma harakatga 
nisbatan inertligini bildirsa inersiya tenzori shu jismning aylanma 
harakatga nisbatan inertligini bildirar ekan.

Qattiq jism ning Lagranj funksiyasiga kelinsa uni

Biz impuls momenti va kinetik energiya tushunchalarini qattiq 
jismga tatbiq qilganimizda inersiya momenti (tenzori) tushunchasini 
kiritgan edik. Bu juda muhim tushuncha bo‘lib, uni alohida o'rganish 
maqsadga muvofiqdir. Inersiya tenzori ta ’rifini yana bir marta yozib 
olamiz:

- ( Q r J 2]
a a

(6.25)

a

(6.26)

L = - m \ 2+-Q¡Iiiü i -U
2  2  1 ' (6.27)

ko‘rinishda yozib olish mumkin.

6.1.5. Inersiya tenzori

(6.28)
a

M uhokam a qilingan qoida bo‘yicha uzliksiz muhit uchun

Iu = ¡ d 3Tp(r){SiJr2- r ¡rj ). (6.29)
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Ta’rifga asosan, inersiya tenzorijism  ichidagi massa taqsimotining 
xarakteristikasi ekan. Bu -  h a r  bir jismning ichki xarakteristikasi. Uning 
kompcnentalarini ochib yozaylik:

% Ui h i '

h \ I2 2 h i ~ Y j naXa y a Y f ia (x:  +  )

h i h i h i Zu Y j ncAxl  +  y l ) (6.30)

Ta’rifdan ko'rinib turibdiki, inersiya tenzori simmetrik tenzordir:

I,j = hi- (6.31)
Bundagi shartlarning soni 3 ta, demak, simmetrik tenzorning 9 ta 
komponentasidan 6 tasi niustaqildir. Undan tashqari, uchta burchakdan 
foydalanib jismning fazodagi oriyentatsiyasini o'zgartirishimiz mumkin, 
bu yana 3 ta shartni beradi. Shularni hisobga olinsa simmetrik tenzorni 
uchta mustaqil komponenta orqali ifodalangan ko‘rinishga keltirish 
mumkinligi aniqdir. Buni boshqacha ham aytish mumkin: koordinat 
o‘qIarini aylantirib, simmetrik tenzorni diagonal ko‘rinishga keltirish 
mumkin:

fh\ /,2 (h 0 0 '

h\ hi h i =>
0 h 0

h\ hi h i 0 0 h (6.32)

Bu yangi yo‘naltirilgan o‘q la r  inersiya bosh o‘qlari deyiladi, /,, /,, /3 
lar esa bosh inersiya m om entlari deyiladi. Diagonal ko ‘rinishga 
keltirishga geometrik ma’n o  ham berish mumkin. Quyidagi kvadratik 
formani ko‘raylik:

n l i j r j  =  X  / | |  + y  "+■ Z / 3 3  + 2X\7] 2  + 2 az/ | 3  +  2 y z h i  = (6 .33)

M a’lumki, ixtiyoriy simmetrik matritsani diagonal ko‘rinishga keltirish 
mumlíin va shu matritsa bilan bog‘liq bo‘lgan kvadratik formani 
kanonik (ya’ni, faqat kvadratlardan iborat bo‘lgan) ko'rinishga keltirish 
mumkin. Ikkinchi rang sim m etrik  tenzorini mana shunday matritsa 
deb qarab, uni (6.32) diagonal formaga va u bilan bog‘liq bo‘lgan
(6.33) kvadratik formani kanon ik  formaga keltirish mumkin. Buning 
uchun koordinat o ‘qlari u s tid a  quyidagi ortogonal almashtirish ba- 
jarish kerak:
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N atijada
ri = O ijr'j, rt = {x, y ,z],  r '=[x ' ,  y' ,z '} .  (6 .34 )

X V 2form ula olinadi. Analitik geometriyadan m a’lumki, —r-+^y + — = 1
a b c~

tenglama ellipsoidning tenglamasi, sliu sababdan kvadratik forma
'2 ,/2 /2 /2 '2 /2 y Z x y z

--------- 1----------- 1---------=  1 =  — — +  —— -I------ —
A /lx AII2 A/U a'2 b’2 c '2

bilan bog'liq bo‘lgan figura ko‘pincha inersiya ellipsoidi deb ataladi. 
Yangi o 'q lar 6.2-rasmida ko‘rsatilgan.

Shunday ish bajarilgandan keyin aylanish kinetik energiyasi

Ly, + 12^1 + /3ö |  ) (6-36)

ko'rinishni oladi. Impuls momenti uchun ham
(6 .22) ning o'rniga soddaroq ifoda olinadi:

Mx — /j£2|, M2 = / 2Q2> /Vf3 = /3Q3. (6.37)

Bosh inersiya momentlarining ixtiyoriy biri boshqa
6-2-ram. Inersiya ikkitasining yig‘indisidan hech qachon katta 

e ipsoi . bo‘lishi mumkin emas — buni (6.30) ning diagonal
elementlaridan k:o‘rish qiyin emas.

A gar bo‘lsa, bunday jism asimmetrik pirildoq deyiladi.
/ 1= /,* -^  bo‘Isa, sim m etrik pirildoq deyiladi. T=I2=I  ̂ holda shar 
p ir i ld o q  dey ilad i. B irinch i holda ellipso idning  uchala  asosiy 
o ‘lcham lari har xil bo 'ladi. Ikkinchi holda ellipsoidni x, y  tekislik 
bilan kesilsa to ‘g ‘ri aylana olinadi. Bu holda shu tekislikda x, y  
o 'q la r in i qanday tanlab olish ahamiyatga ega emas. U chinchi holda 
ellisoid. sharga aylanadi, uchala o ‘qlarni qanday tanlab olish aha
m iyatga ega emas.

A gar /,= /2, / 3=0 bo‘lsa, bunday jism rotator deyiladi.
Inersiya tenzori o ‘zining qanday nuqtaga nisbatan aniqlanganligiga 

bog iiq  bo'ladi. Inersiya tenzorining yuqoridagi ta’rifi inersiya marka- 
ziga nisbatan olingan ta ’rif edi. Agar koordinata boshi a vektorga 
siljitilsa: r1 = r + a , yangi va eski tenzorlar orasidagi munosabat
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!<j = X ”'“ (<5'>r«2 "  rU»ir(a)j ) = I ij+m (Sij*~ ~ aiaj ) (6.38)
a

bo‘ladi, bu yerda m= — sistemaning to‘liq massasi. Bu munosa-

batni keltirib chiqarish uchun inersiya markazining ta ’rifi r(, =0 
yetarli bo'ladi.

6.1.1-misol. Massalari mt va mJva o‘zaro masofasi /boigan ikki moddiy 
nuqtadan tuzilgan sistemaning inersiya momentlarini toping.

Ikkala moddiy nuqta yotgan ehiziqni z o‘qi deb olamiz. Bu sistemaning 
inersiya markazi

mxzx +m2z2 = 0, z2 - z x = I 
tenglamalardan topiladi (ikkinehi nuqta yuqorida joylashgan bo‘lsin):

lm2 Imi
z, = ------- — , z2 = ---------■

WZ| + m2 m, + m2
Ravshanki, /3=0, chunki sistemaning ¿ o ‘qi atrofida aylanishi haqida gapirish 
ma’noga ega emas. Buni asosiy formula (6.28) dan ham ko'rish qiyin 
emas:

h  = Y jna [xl  +3’a)=  0-
a= \

chunki X, = = x2 = y2 = 0. Davom etamiz:

Ii = r 2 = Y m S  = m\zf +m2z\ = m'nh I2-
t—1 m, + m9
a - 1 *

Bir ehiziqda 3 ta moddiy nuqta joylashgan boisachi? Qo‘shni nuqtalar 
orasidagi masofa yana I bo ‘lsin. Nuqtalarning inersiya markazi sistemasidagi 
koordinatlari

mlzi +m2z2 + m3Zj, =0, z2 - z { = Zj -  z2 = I 
tenglamalardan topiladi:

m1 +- 2m-> , m, -m ,  2m, + nv,
Z, = ---------- --------— z2 = -----!------— /, z 3 = — j-----— I.

m\ m2 + w3 m{+ m2+ wjj /«| + m2 + m3
Natijada quyidagini olamiz:

3

I\ = h  = =  "hzf + ^ 2  + ”hzl  = ■
2 _ m2m3+ W| (m2 + 4m3) 2̂

m,+m2+ m-,a - 1 1 z J
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Bir chiziqda /?-ta moddiy nuqta joylashgan boisachi? Yuqoridagi mulo- 
hazalarni qaytarib

a*b

ekanligi topiladi. Bu yerdagi yig‘indiga hamma a va b lar bir martadan 
kiradi.

6.1.2-misol. Radiusi R va massasi m bo'lgan bir jinsli shaming inersiya 
momentlarini toping.

Bir jinsli shar uchun p = 3m/(4jiR3).

In 7
2mR

/ ,  =  J d V p ( r 2 - x 2 ) = 3,” - J d r r 4 J d 0  sin 0  J d < p ( l - s i n o c o s  2<P) =
4 nR o o u

(6.39)
Huddi shu yo‘l bilan /, va 73 larni ham topib l = I = I y ekanligiga 

ishonch hosil qilish mumkin.
6.1.3-misol. Uzunligi /. asosining radiusi a va massasi m boigan bir 

jinsli silindrning inersiya momentlarini toping.
Silindrning zichligi p = m/(Ka2l).  Hisobni silindrik sistemada bajarish 

qulay:
a Ik 112. / n \

i2 'cr + —
3

v y
/ , =  f ¿ 3 / p ( v 2 + z2) = - ^ V Í d r /  fd<p rd z ( r 2s i n >  + ZJ) = -  

J na IJ J 3 4
0 0 -1/2

(6.40)
Tekshirib ko‘rish qiyin emaski, Il=I2- Uchinchi moment:

2 iz l!2

0 -U2

Agar a ->0 limitga o‘tilsa, ingichka sterjen deb ataladigan jismning 
inersiya momentlarini topgan bo‘iamiz:

7i = /2 " T T ’ 73 = 0' (6’42)
Yuqoridagi terminologiya bo‘yicha ingichka sterjen rotatordir. Silindrning 
aylanma kinetik energiyasi
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^ т
Toy, 2 I2 4а н—

3\
(í2 f + 0 2 ) +  — cí2Q 2 (6 .43)

ko'rinishga ega bo‘ladi.
TekisliMa joylashgan va radiusi a ga teng boigan massa taqsimotining 

inersiya momentlarini topish uchun silindr uchun formulalarda I ->0 deb 
olinsa yetarlidir:

г ma 1 1 j ma/ , = / 2 =—— , h  = / ,+ / 2 =- (6.44)
4 ' 2

Demak, radiusi a va massasi m  bo‘lgan ingichka diskning aylanish kinetik 
emergiyasi

Tavl + n 22 + 2Q¡) (6.45)

ga teng.
6.1.4-misol. 6.3-rasmda ko‘rsatilgan bir jinsli massasi m ga teng 

bo‘lgan teshikkulchasimon simmetrik pirildoqning inersiya momentlarini 
toping.

а2a ED-

6.3-rasm: Teshkulchasimon simmetrik pirildoq.

Teshikkulchaning hajmi V=2nWR. Ravshanki, 1=1=1. Shuning uchun 
I{+I=2I  ni hisoblash qulaydir (silindrik sistemada):

R+a : 2 2 n  1 2

21 -  J  drr J  dt J*d(pp(2j2 + r2) = П a-  — (5a1 +4R~)p,
R - a

Z2 = \¡U2 + ( r - / ? ) 2 , Z] = -Z 2.

(6.46)

Zichlik uchun p = т/(1тс2а2R) ifodani qo‘llansa quyidagi javob 
olinadi:

I  = /  = — (5 a - + A R 2). (6 .47 )
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Uchinchi bosh momentni ham  topish qiyin emas:

R+a '2 2 n

I3 = J d r r ! jdzjd«pp = ^ (3 « 244tf2). (6 48)
R-a z\ 0

6.1 .5-m iso l. Yarim o ‘qlari a,b va c bo'lgan bir jinsli ellipsoidning 
inersiya m om entlarini toping.

Ellipsoid 6.4-rasmda ko'rsatilgan. Ellipsoidning tenglamasi
2 2 2 

X  y  z  ,
~T + — + — = 1 •
a  b 2  c 2

(6.49)

4 k

6.4-rasm:
Ellipsoid.

E llip so id n in g  hajm i V = — abc ; m assasi m.

O'zgarmas zichlik: p  = mlV . x  o ‘qiga nisbatan inersiya 
m om enti:

a >'2 z2
/, = p j  dxdydz(y2 + z 2) = p  J  d ï  Jdy  Jdz (y 2 + z1) = j ( b 2+ c2) (6.50)

-a  Vj Zl

Integralga kirgan chegaralar quyidagicha aniqlangan:

>2 = M 1" 3 ’ -V1 Z2 = CJ 1 -^ J ~ T 2 ’ Z1 = ~ Z2- (6.51)A V| = -> ’2. Z2 = c II-
a V a z bL

H u d d i shu  y o ‘l b ilan  qo lgan  ikkita inersiya bosh m om en tla ri ham  
top ilad i:

n
I 2 = ^ ( a 2+ c2), / ,  = — (a2 + b2) (6 52)

6.2. Eyler burchaklari

Qattiq jism bilan bog‘liq bo‘lgan harakatdagi koordinata o ‘qlarining 
yo‘nalishlarini har xil y o ‘l bilan tanlab olish mumkin. Shu imko- 
niyatlarning ichida Eyler burchaklari bilan bog‘liq tanlov o'zining 
katta qulayliklari bilan ajralib turadi. Eyler burchaklarining ta ’rifi
6.5-rasm da ko‘rsatilgan.

B u  {(p,y,0} burchaklardir. Bizni faqat burchaklarning yo‘nalishlari 
qiziqtirgani uchun haralcatlanuvchi va qo‘zg‘almas sistemalarning bosh 
nuqtalari birlashtirildi. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, kiritilgan burchak-
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laming o‘zgarish sohalari 0 <cp<2n ,
0 <\j/ < In va o <Q<n ■

Eyler burchaklarining m a ’nosi 
shundaki, jism ning fazodagi ix- 
tiyoriy buralishini uch bosqichdan 
iborat deb qarash mumkin: 1) Z o ‘qi 
atrofida (p burchakka, 2) X  o‘ qining 
yarigi holati CW (CW chiziqtu.gunlar 
chizig 'i ham deyiladi) a tro fida 0 6.5-rasm: Eyler burchaklari. 
burchakka va 3) x3 atrofida i¡/ bur
chakka. Bu burchaklarni qo'llash uchun birinchi navbatda qattiq jism 
burchak tezligini ular orqali ifodalab olish kerak.

Burchak tezligining qo 'zg 'aluvchan (xr x2,x3) sistemadagi kom-
ponentalarini Q = } , buralgan koordinatlardagi kom po-

nentalarini esa Q = {(p,6 ,\j/} deb  belgilab olamiz. 5-rasmdan ko‘rinib

turibdiki, (p — Z  o‘qi atrofidagi aylanish burchak tezligi, 6  — ON 
o‘q  atrofida aylanish burchak tezligi, y  — jc3 o‘qi atrofidagi aylanish 
burchak tezligi.

Mana shu burchak tezliklariga mos keluvchi vektorlarni katta harflar 
bilan quyidagicha belgilaymiz: O, 0,\|/.

Demak, i> — Z  o ‘qi bo 'yicha yo‘nalgan va son qiymati (p ga teng

bo‘lgan vektor, 0  — ON o ‘q bo 'y icha yo‘nalgan va son qiymati 6 ga 
teng bo'lgan vektor, y  — x} o ‘qi bo‘yicha yo‘nalgan va son qiymati
Y ga teng bo‘lgan vektor.

Ularning har birining (jc,, j c 2, x 3)  o'qlariga bo‘lgan proyeksiyalarini 
rasmdan topib olish qiyin emas:

O = {^sin0s in i// ,0 sin0cosv/,<pcos0};
0  = {0cosi/f, — 0siny/,O};
*  = {0.0,y}. (6.53)

Bu ifodalarning birinchi komponentalarinig yig‘indisi Q, ni, ikkinchi 
komponentalarinig yig‘indisi i i 2 ni va uchinchi komponentalarining 
yig‘indisi Q3 ni beradi:
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fil, = ç>sin0siny/ + 0cosi/;
Q.2 = <psin0c o sy f-0siny/’;
Q3 =<pcos0+v>. (654)

Bu burchaklarning qulayligini qattiq jism harakat tenglamalarini 
integrallashda ko'ramiz.

6.3. Qattiq jismning harakat tenglamalari

Qattiq jismning oltita erkinlik darajasi bor, shulardan uchtasi uning 
ilgarilanma harakati, qolgan uchtasi esa uning aylanma harakati bilan 
bog'Miq. Demak, qattiq jism harakat tenglamalarining soni ham oltita 
bo‘lishi kerak. Ilgarilanma harakat jismning impulsi bilan bog'liq. 
Ilgarilanma harakat tenglamasi quyidagicha keltirib chiqariladi. Moddiy 
nuqtaning harakat tenglamasini eslaylik:

^  = (6.55)

bunda pa — shu nuqtaning impulsi, fa — shu nuqtaga ta ’sir qilayotgan 
kuch. Qattiq jism moddiy nuqtalarning yig‘indisi bo‘lgani uchun uning 
harakat tenglamasini olish uchun (6.55) ni hamma moddiy nuqtalar 
bo‘yicha yig‘ib chiqish kerak. Jismning to iiq  impulsi va kuchlarning 
yig‘ indisini

P = I p 0. F = £ f fl

deb belgilab

f . r  (6.56)

tenglam aga kelinadi. Jismning har bir nuqtasiga shu jismning boshqa 
nuqtalari tom onidan kuchlar ta ’sir qiladi, ammo bunday kuchlarning 
um um iy kuch F ga qo'shgan hissasi nolga teng. Buni tushunish qiyin 
em as — ixtiyoriy ikkita nuqtani 1 va 2 deb belgilaylik, 1-nuqtaning 
2-nuqtaga ta ’sir kuchini f12 deb belgilaylik, 2 nuqtaning birinchi 
nuqtaga ta’sir kuchini esa f21 deb belgilaylik. T a’sirring aks ta ’sirga 
tengligi va qarama-qarshiligi f]2= —f2| ekanligini bildiradi. Demak, 
to 'l iq  kuchga shu ikkala nuqtaning o ‘zaro ta ’siridan bo‘lgan hissa 
f12——f21=0 boiad i.
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Qattiq jismning aylanma harakati uning impuls momenti bilan 
bog'langan. Impuls momenti rung vaqt bo‘yicha hosilasi quyidagicha:

7,M = 7, X[r"p «1 = X[rX 1+ (6.57)a

Ikkinchi hadtashlab yuboriladi (chunki p„ ||r„), birinchi hadda (6.55) 
ni hisobga olamiz:

dt (6.58)
a

[r ja] ifoda k u ch  m o m en ti deyiladi. T o ‘liq kuch m om entin i 

K=^T[rflfJ  deb belgilansa yuqoridagi tenglama
a

1 r = K <6'® )

ko‘rinishni oladi. Agar koordinata boshini a vektorga siljitilsa: r = r ' + a 
kuch momentining ifodasi ham  o‘zgaradi:

K = 5 > X  ] +  £ [ < ]  = K ' + laFj. (fi 6Q)
a a

K.o‘rinib turibdiki, qattiq jismga ta’sir qilayotgan to‘liq kuch nolga 
teng boiganida kuch m om enti o ‘zining qaysi nuqtaga nisbatan 
aniqlanganligiga bogMiq bo‘lmaydi.

Yuqoridagi harakat tenglamalari qo‘zg‘almas {X,Y,Z} sistemasida 
o‘rinli bo'lgantenglamalardir. Qattiq jism bilan birga harakat qilayotgan 
sistemada {x,,x2,x3} harakat tenglamalari biroz o ‘zgaradi. Í2 burchak 
tezlik bilan aylanayotgan ixtiyoriy A vektorning vaqt bo‘yicha o‘zgarish 
qonuni ma’lumdir:

—  = [QA]. (6.61)

Agar tenglamaning o ‘ng tom oniga shu vektorning qo‘zg‘oluvchan 
sistemadagi hosilasini (uni dA/dtdeb  belgilaylik) qo‘shib qo‘yilsa, uning 
to‘liq o ‘zgarishi topilgan bo‘linadi:



A vektor sifatida impuls P  va moment M  ni ko‘zda tutsak, quyidagi 
tenglamalar olinadi:

dP dWL — +[fíP] = F, ---- + [QM] = K.
á  dt

(6.63)

Bu tenglamalarning ikkinchisi qattiq jism uchun Eyler tenglamalari 
deyilad i1. Bu tenglam alarda vaqt b o ‘yicha hosila qo‘zg‘aluvchan 
sistemada hisoblanadi, shu sababdan tenglamalarni to iiq  ravishda o‘sha 
sistemada yozib olamiz. Bunda biz vaqt bo'yicha hosila ustidagi tilda 
belgisini tashlab yuboramiz. T o‘liq impuls achun P = m \  deb olib (m
— jism ning massasi) birinchi tenglam alarni quyidagi ko'rinishga 
keltíramiz:

m

dV
— L +  q  v  - t i  V
dt 2 3 3 2

dV
— ¿- + Í2 V - t i  V 

dt 12 2 1

= F , 
i

= F .
3

m
(d V  

-Í-+ Q . V - Q V  
dt 3 i  13

= F ,
2

(6.64)

Impuls momenti va inersiya m om enti orasidagi M, = /,í2,,f = 1,2,3 
munosabatlarni eslab, Eyler tenglamalarini ham komponentalar tilida 
yozib olinadi:

rfQ,
dt

+ (/3- / 2) n 2Oj = JTlf

/ 2^ + ( / , - / 3 ) ^ i  = K2,
(6.65)

dt

Ko‘rinib turibdiki, bu tenglamalar burcliak tezliklari uchun tengla- 
malardir.

1 Suyuqlik mexanikasi sohasida ham Eyler tenglamalari bor, ular 
darslikning oxirgi bobida o‘rganiladi
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6 .4 . Qattiq jism harakatini integrallash

Qattiq lism harakatini integrallash masalasi tarixda katta rol 
o ‘ynagan. Bu yerda muvaffaqiyatli yechilgan masalalarning ikkita eng 
soddalarini keltiramiz.

6.4.1. Erkin simmetrik pirildoq (Eyler holi)

Erkin simmetrik pirildoq masalasidan boshlaylik. Pirildoqning impuls 
momenti M ni qo‘zg‘almas o‘q Z  bo‘yicha yo‘nalgan deb olamiz. Bu 
tanlovga M =  M7 mos keladi. Pirildoqning ilgarilanma harakati bizni 
qiziqtirmaydi, shu sababdan qo‘zg‘almas va qo‘zg‘oluvchan sistemalar- 
niag boshlarini pirildoqning inersiya markazida joylashgan deb olamiz.

xv  x,} o‘q lar pirildoqning bosh inersiya oq ’lariga mos kelsin. 
Pirildoq hech qanday kuch ta’siri ostida bo‘lmagani uchun uning impuls 
momenti saqlanuvchan bo‘ladi, ya’ni, M = M7 =  const. Jism bilan 
bog‘Iiq bo'lgan x p xv  x3 sistemada pirildoq momentining kompo- 
nentalari Mv M 2, M3 bo‘ladi. Erkin simmetrik pirildoq uchun Lagranj 
funksiyasi uning kinetik energiyasidan iborat bo‘ladi. Uni Eyler 
burchaklari orqali ifodalab olamiz:

L = Tayl = 1 / ,  ( o f  + q 22) + 1 / , q 2 = 1 / ,  (<p2sin20 + 0 2)+ i/3 («P cose + ̂ )2 •

(6 .66)
Eyler burchaklarining qay darajada qulayligi endi ko‘rinib turibdi: 

burchaklarning ikkitasi <p,y/ — siklik koordinata bo‘lib chiqdi. Ularga 
rrios keluvchi utnumlashgan impulslar harakat integrallari bo‘lishi kerak:

dLPp -  — 7 = l [(psin20 + /3 (cpcosO +\j/)cos9 - M 7 -  M -  const; 
a(p

3L (6‘67)pw = ------ /, (<pcos0 +y/) = M3 = const.
v dxpr

M ning harakat integrali ekanligi masalaning qo‘yilishidan kelib 
chiqqan edi, ning harakat integrali ekanligini Eyler burchaklaridan 
keltirib chiqarildi. Bundan yana bir muhim xulosaga kelish mumkin:
# 3  = M cosd bo ‘lgani uchun o =  const boMishi kerak. 0 ‘z navbatida

= M3//3 ham  o ‘zgarmas ekanligiga kelinadi.
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(6.67) munosabatlardan <p va ÿ  larni topish qiyin emas:

/ 1 /, ^ /3 /, j  j /, •

Bundan ko‘rinit> turibdiki, pirildoq Z o ‘qin M
atrofida o‘zgarmas (p burchak tezligi bilan 
aylanma harakat qilar ekan. Bunday harakat 
presessiya' deyiladi.

6.6-rasm. Erkin 
pirildoq.

N

Natijalarni 6.6-rasm bilan taqqoslab ko‘- 
ramizki, pirildoq umumiy holda ikkita aylan
ma harakat qilar ekan — o ‘zining x3 bosh
inersiya momenti o‘qi atrofida o'zgarmas 
burchak tezligi bilan va o ‘zining to ‘liq mo
menti ^ektori M  yo‘ nalishi atrofida o‘zgarmas 
(p burchak tezligi bilan presessiya deyiladigan 
aylanm a harakat. Bu harakat davom ida

pirildoqning M  ga nisbatan og'ish burchagi e o'zgarmasdan qolar 
ekan.

Bitta xususiy holga to ‘xtalib o‘taylik. (6.68) ning ikkinchi tengla- 
masidan ko‘rinib turibdiki, sharsimon pirildoq (/, =  73 ) uchun y  =  0.

Huddi shu masalaga Eyler tenglamalari auqtayi nazaridan yonda- 
shaylik. Erkin jismning harakati haqida gap ketayotgani uchun kuch 
momentlari nolga teng: K =  0. Undan tasbqari I, =  I, =  I. Demak, 
erkin simmetrik pirildoq uchun Eyler tenglamalari quyidagi ko'rinishga 
ega bo‘ladi:

Oxirgi tenglam adan fi3=  const ekanligi topiladi. Demak, pirildoq o‘z 
o‘qi x3 atrofida o ‘zgarmas burchak tezligi bilan aylanar ekan — yuqorida 
ham huddi shu xulosaga kelingan edi.

belgilash kiritilsa, qolgan ikkita tenglama

1 Rus tilida — npeueccMH.
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U 6/ 2. ¿7——í- + o£12 -  O, —-2- -  coQ, = O (6.72)
í// clt ’

ko'rinishga keladi. Birinchi tenglamani Q, ga va ikkinchi tenglamani 
fí2 ga ko‘paytirib qo‘shilsa

^ ( a ,2+Q2) = 0, (6.73)

ja ’ni,

Í2,2 +Q\ = const (6.74)
ekanligi topiladi. Shu konstantani a2 deb belgilansa, burchak tezliklari 
uchun

Í2,(í) = acosi//(f), Q2(?) = asiny(í) (6.75)
yechimlarni topiladi. Argument i¡r(t) ni topish uchun (6.72) tengla- 
malarning har birini yana bir marta vaqt bo‘yicha difíerensiallansa har

bir Q. uchun £},+ = o tenglama hosil bo'ladi, uning yechimi esa 
(tot +a)  argumentli sinus va kosinuslardir, a-  boshlang'ich faza. Demak, 

= acos(cot + a), Q2(?) = asin(coí+ a). (6.76) 
Hulosa qilib shuni aytish mumkinki, Q vektorning {x^xj tekislikka 

proyeksiyasi shu tekislikda O nuqta atrofida co burchak tezlik bilan 
aylanadi (presessiya) va bunda shu proyeksiyaning uzunligi o'zgar-
masdan qoladi: fi,2 =a2.

6.4.2. Tashqi maydondagi simmetrik pirildoq 
(Lagranj holi)

6.7-rasmda tashqi gravitatsion maydonda 
o ‘zining qo‘zg‘almas nuqtasi atrofida ayla- 
nayotgan simmetrik pirildoq ko‘rsatilgan.

Shu pirildoqning harakati integrallaymiz.
Bu ishni huddi awalgi holdagidek bajaramiz, 
ya’ni harakatini integrallari topiladi va ular 
yordamida har bir erkinlik darajasining dina- 
mikasi aniqlanadi. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, 
qo‘zg‘aluvchari (va qo‘zg‘almas) o‘qlar boshini 
inersiya markazida emas, balki sistemaning 
qo‘zg‘almas nuqtasida tanlab olindi. Inersiya
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markazidan shu q o ‘zg‘almas nuqtagacha bo‘lgan masofani / deb 
belgilaylik. (6.38) qoida bo‘yicha bu holda {jcp xv  x,} sistemada bosh

inersiya momentlari i[ = l '2 = /, +ml2 = /',/3 = /3 ga tengbo‘ladi. Tashqi 
gravitatsion maydondagi pirildoqning Lagranj funksiyasi shunga ko'ra

L  = ^/'(<p2sin20 + 02)+-^3 ((pcos& + y ) 2 -fng lcosd  (6.77)

ga teng boladi. Bizda yana uchta saqlanuvchi kattaliklar bor — umum- 
lashgan impulslar

Pm = —  ~ /'<¡£>sin20 + /3 (<p eos 0+1//) eos 0 = Mz , 
v d(¡)

Py,=-jp- = h ( (¡> cos0+y/) = M3 (6.78)

va energiya

E = • i / , (<p2sin20 + 0 2) + /̂3 (<p eos 9 +mgl eos 0. (6.79)

Shu yerda erkin va tashqi maydondagi pirildoqla.rning harakat 
integrallari orasidagi farqni uqtirib ketaylik. Ikkala holda ham uchta 
harakat integraliga egamiz. Birinchi holda energiya liaqida gapirgan 
emas edik, chunki u  bizga kerak bo'lgani yo‘q. Farq quyidagi harakat
integralida: erkin pirildoq uchun Pp = M edi, Z  — o’qi bo‘yicha
yo'nalgan tashqi bir jinsli maydonda esa momentning Z  — kompo-
nentasigina saqlanadi -  pv ~ Mz  .

Formula (6.78) dan (p va y  larni topib:

M7 -  M, cos0 . A/, /W, eos 0 —M7
<P = ^ ~ , — 72----- ■ y/ = ~ r + ,  ~T cos0’ (6.80)

/ sin 0 3 / sin" 0

ularni (6.79) ga olib borib qo‘yamiz:

1 1M? 1 ( Mz - M 3 cos0)2 
E = - I ' e - +- - ±  + - t  ----- >- + mglcos0. (6.81)

z *1 1 /  sin" 0
Energiya uchun ifodani
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(6.82)
-m gl{  1-COS0)

ko‘ rinishda ham yozib olamiz. Energiya uchun ifodani bu holga keltirib 
olganimizning sababi effektiv potensial Ueff potensial o‘ra ko'rinishiga 
egaligidir, agar M z =  M 3 bo‘lmasa u 0 =0 va в - n  nuqtalarda 
cheksizlikka intiladi, O<0<7r oraliqda esa minimumdan o ‘tadi. Bu — 
в bo‘yicha harakatning finit bo'lishi kerakligini ko'rsatadi: 0 ,<0<02.

To‘xtash nuqtalari {0],02} shartdan topilishi kerak, harakat

sohasi esa E' > Ueß shartga bo'ysunadi.
Pirildoqning harakatini chuqurroq o‘rganish maqsadida quyidagi 

belgilashlar kiritib

energiya uchun ifodani

ko‘rinishga keltirib olamiz. Ko‘rinib turibdiki. bu formulada cos0 tabiiy 
o‘zgaruvchidir, un i u=cos0 orqali belgilansa tenglama

s in 2 0 0 2 = - ( a - b ) c o s 0 ) 2 + c(l - c o s 0 ) s i n 2 0  (6.84)

E

09 nв 0 в.

м = м .

6.8-rasm. Ucff -ning grafigi

Ù2 = —(a — bu)2 +(1 — u2)(d + c — cu) (6.85)
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ko‘rinishni oladi. Bu differensial tenglama. kvadraturaga oson keltiriladi:
M(f) 

« ( 0 )  v

du

-(a-b u )  +(1 — u~)(d + c — cm) (6.86)

Olingan integral elliptik tipdagi integrallarga mansubdir. Agar bu tengla- 
madan 6 =Q(t) topilsa oldingi tenglamalardan (p va y/ larni ham vaqtning 
funksiyasi sifatida topish mumkin.

Bundan keyingi mulohazalar uchun muhim bo‘lgani uchun (6.85) 
ning o ‘ng tomonini u o ‘zgaruvchining funksiyasi sifatida alohida belgilab 
olamiz:

f(u) = -(a-bu)2+( 1 -  ir )(d + c(l -  «)). (6.87)

6.9-asm. f-ning grafigi

Elliptik integrallarning umumiy nazariyasi 
asosida (6.86) integral orqali aniqlanadigan 
funksiyaning hamma xossalarini o'rganish 
mumkin edi, ammo bu yo‘1 katta matematik 
tadqiqotga olib keladi. Bizning maqsadimiz 
uchun esa og‘irsimmetrik pirildoqning (6.85) 
tenglamadan kelib chiqadigan umumiy xos- 

salarining o ‘zi yetarhdir. Bulling uchun esa J[u) funksiyaning asosiy 
xossalarini o'rganish yetarlidir. Eng umumiy holda bu funksiyaning 
grafigi 6.9-rasm da keltirilgan.

R asm dan yaqqol ko‘rinib turgan b ir m uam m oni yechishdan 
boshlaymiz. f{u)  =0 tenglama kubik tenglama, uning ildizlari soni 
shunga ko‘ra uchga teng. Go'yoki, to 'xtash nuqtalarining soni uchga 
teng bo‘lib chiqm oqda. Ammo UeJf ning yuqoridagi m uhokama- 
sidan m a’lum ki, finit harakat 9{<6 <&2 chegaralarda ro ‘y beradi, 
u=cos6 o ‘zgaruvchi tilida w(l)<« <«(2>• Bu nosozlilcni qanday qilib 
yechish m um kin? Uning yechimi oson: uchinchi ildiz ham m a vaqt 
mavjud, am m o w(3)>l bo‘lgani uchun ufizikaviy m a’noga ega emas. 
U chinchi ildiz hamma vaqt «,>1 ekanligini isbot qilaylik. (6.87) 
tenglamadagi c > 0 ekanligidan kelib chiqadiki, u «  bo ‘lganida /  

b o ‘ladi v a  m —> b o ‘lganida /  -> — «> b o ‘ladi (rasm  
chizilganida shu  mulohazadan foydalanilgan edi). Endi f(u) ning 
ifodasida u =  1 deb olaylik:
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f ( \ )  = - ( a - b ) 2 . (6.88)
Demak, bu nuqtada /  <0, bu degani, uchinchi ildiz u =1 nuqtadan 
o'ngroq yotishi kerak.

Bundan bitta istisno bor — a = b , yoki, Mz =  bo‘Igan hol. Bu 
hol pirildoq vertikal turganiga mos keladi, uni keyinroq tahlil qilamiz.

Faraz qilaylik, pirildoqning boshlang‘ich og‘ish burchagi (vertikalga 
nisbatan) 0O bo‘ls in . K o‘rsatish qiyin emaski, (6.85) tenglamani 
no = cos0o o'zgaruvchi orqali

(l-i<o)"’ = (u~ u0)[2 ab(l +uu0) -  (a2 +b2)(u + u0) — c(\ — ii2 )(\-Uq )] (6.89)

k )‘rinishga keltirib olish mumkin (2-masalaga qarang). Bundan xulosa 
shuki, u0 ham f [u )= 0 tenglamaning yechimlaridan biridir. Keyingi

xulosalar % ning qanday berilganligiga bogiiq.

(¡c>o = 0 bo‘Igan hol.

Bu holda u0— cos90 nuqta (9) rasmdagi u(2) nuqtaga mos keladi. 
Sababi — pirildoqni t =  0 momentda 0O burchak ostida qo‘yib 
yobirilgandan keyin u og 'irlik  kuchi ta ’sirida pastga qarab og‘a 
boshlaydi, bu esa u = co s0  ning kamayishiga olib kelishi kerak. Shunday 
ekanligini energiyaning ifodasidan ham keltirib chiqarish mumkin:

boshlang'ich vaqtda 0o =O (pirildoqning boshlang'ich og'ishi bor,

tugun chiziq atrofidagi boshlang‘ich burchak tezligi yo‘q) va <P(1 = 0
(pirildoq faqat o ‘zining o ‘qi atrofida aylantirilgan), demak ((6.80) 
va (6.81) larga qarang),

1 Ml
E ------- -  + mslcosd .

2 1 o
3

Afj va /3 0‘zgarmasligi m a’lum, (6.81 )-dagi boshqa hadlarning hammasi 
rxusbat, demak, vaqt o ‘tishi bilan mana shu musbat hadlarqo'shilishiga 
qaramasdan energiyaning qiymati o‘zgarmasligi uchun «o=cos0o 
kamayishi kerak.

Shu yerda erkin va tashqi maydondagi pirildoqlarning preses- 
siyalari orasidagi katta  farqni ko‘riladi: erkin pirildoqning presessiyasi 
o'zgarmas 9 =  const burchak bilan ro‘y berar edi, yer maydonidagi
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pirildoq uchun esa 0 burchak o‘zgarib turar ekan, uning o'zgarish 
chegaralari, yuqorida ko‘rsatilganidek, 0,<6 <02 bo‘ladi.

Pirildoq yuqori uchining bunday tebranm a harakati nutalsiya 
deyiladi. Agar O  nuqta atrofida pirildoqning uzunligiga teng radiusli 
sfera chizilsa pirildoqning uchi harakat davomida mana shu sferaning 
ustida egri chiziq bo‘yicha haralcat qiladi.

Agar erkin pirildoqni qarasak unga mos keluvchi chiziq 0 = const 
qandaydir parallelga mos keladi (shu sferaning ustida parallellar va 
meridianlar o ‘tkazilsa), bunday presessiya regular presessiya deyiladi. 
Irregular presessiyaga olib keladigan nutatsiya esa uch xil formaga 
ega bo‘ladi, u la r 6.10-rasmda ko‘rsatilgan.

Bu uchala variantni tahlil qilish uchun (6.89) ifoda soddalashtiramiz. 
Buning uchun boshlang'ich shartlarga qaytiladiam iz. t =  0 nuqtada 
(¡p0 = 0 b o ‘lish i kerak (presessiyayo‘q), demak, Mz = Ai3cos0o yoki,

a = bu0 b o iad i.
Buni yuqoridagi tenglamaga qo‘yiladiamiz:

M2 = - ( « - m0 ) [¿ 2 ( m - m0 ) +  c( 1 - « 2 )]. (6.90)
Xu ) = 0  tenglamaning ikkita izdiri topildi -  uning bittasi (w(1)) aloqasi 
yo‘q b o iib  chiqdi, ikkinchisi boshlang‘ich og‘ishga teng bo'lib chiqdi 
w =  m0. Agar uw ni ham topilsa

" ( i )

r=2lvfe ( 6 '9 , )“o
integral orqali nutatsiya davrini topish mumkin. Kerakli ildizimiz

2
— (w-«0) + 1 - m2 =0 (6.92)
c
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tenglamaning yechim i bo‘lishi kerak. Bu tenglamaning umumiy 
yechinilarini topish qiyin emas, ammo hosil bo'lgan ifodalar murakkab 
bo'lgani uchun bir xususiy holnigina ko'ramiz: «tez pirildoq» - katta 
burchak tezligi bilan harakat qilayotgan pirildoq. Bu holda

ifoda katta son bo‘ladi. Sababi — birinchi ko‘paytuvchi i y f  taxminan 
birga teng kattalik (giroskoplar uchun u birdan kam farq qiladi), ikkinchi 
ko'paytuvchi esa aylanish kinetik energiyasining potensial energiyaga 
nisbati, shart bo'yicha aylanish burchak tezligi juda katta, demak, bu 
nisbat ham katta ( o'lcham siz) son:

Tenglamaning izlanayotgan izdizini щ deb belgilansa, н ,= и 0 +Д ni 
hisobga olib

tenglamaga kelamiz. Aniqki, A - kichik son, shuning uchun, Д uchun 
kvadratik tenglamada uning kvadratini tashlab yuborishga haqlimiz. 
Natijada

ekanligi topiladi. Nutatsiya burchagi ham topaylik. Biz yana u ~ u Q va 
shunga ko‘ra, 0O—0, farqlarning kichikligidan foydalanamiz:

Yuqoridagi tenglama bilan taqqoslash nutatsiya burchagi uchun

formulaga olib keladi. N utatsiya davri (va chastotasi) topiladi, buning 
uchun <6.91) integralda yuqori chegara sifatida и — Д ni olish v a X«) 
uchun esa ishlatilgan yaqinlashuvga mos keluvchi

b2 M \  /3 1ъО.\
с 2mgll' I ' 2mgl (6.93)

С

V

(6.95)

м0 — iij = cos 0O -  cos 9X = 2 sin ^(eo-ÖJsinÖo. (6.96)

с sin 0ц
b (6.97)
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n0-A
T = 2 J

f ( u )  = - ( u - u 0)[b2( u - u 0) + c ( l - u l ) ]  (6.98)

ni olish kerak:

du 2k

yj-(u  -  u0 ) [b2 (u -  m „ ) + c (  1 -  « o  ) ]  b 

Nutatsiya chastotasi topilii:

(6.99)
“o

^  M I
a; =*L = b = - L  = ̂ Çl .  (6.100)

KUt T I I I
Bu — pirildoqning burchak tezligi bilan bir xil tartibga ega bo'lgan 
katta son. Shu bilan nutatsiya amplitudasi va chastotasi topildi. 
Endi presessiay burchak tezligi <p ni topilsa masala to 'liq  yechilgan 
bo ‘ladi.

Y uqorida olingan Mz —MiuQ munosabat va b ning ta ’rifidan 
foydalanilsa

. M 7 —M-,cosd Un — u
<p =  . = b T — 7, 2 (6 . 101 ) 

r Sm2 e i - « 2

ekanligi kelib chiqadi. Presessiya burchak tezligi 0= 0udan tashqari 
ham m a nuqtalarda musbat, faqat shu nuqtada aolga teng. Bu 6.10- 
rasmdagi uchinchi holgam os keladi. Presessiya burchak tezligi uchun 
aniq ifodani topish uchun (6.86) iategralni (6.99) yaqinlashuvda 
topamiz:

dit 2 t =  I  —  =  —  a r c s mJ
“ o

yj-(u - u 0)[b2( u - u 0) +  c ( \ -  M q)] h

bjup-u
'Jcsin90 ’ (6.102)

yoki

u = «o — -jsinfyj (1 —cos(èf))= «o -^A(l-cos((U„„,r)). (6.103) 
2 b“ ^

Presessiya burchak tezligini hisoblashda kichik son bo'lgan A bo‘yicha 
birinchi tartibli had bilan. chegaralanamiz:

<p = b——y  = ^-[l-cos(£Om„i)]- (6.104)
l - « o  2  b
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Ko'rinib turibdiki, nutatsiyaning h a r bir davri tugashi bilan huddi 
rasmda ko‘rsatilganidek ф = О bo‘ladi. Presessiyaning o‘rtacha burchak 
tezligi standart yo‘l bo‘yicha topiladi:

т

(6-105)о
Presessiyaning o‘rtacha burchak tezligi uning maksimal qiymatining 
yarmisiga teng bo‘lib chiqdi. Jarayonning fizikasiga aniqlik kiritish 
uchun cva b laming o ‘miga (6.83) formulalar bo'yicha fizik kattaliklarga 
o'taylik:

-  mgl
< 6 Л 0 6 >

Dernak, boshlang‘ich burchak tezlik qancha katta bo‘lsa, presessiya 
burchak tezligi shuncha kichkina bo 'ladi va aksincha.

ф0 1 0 bo‘lgan hoi

Bu bandda biz faqat oldingi banddagi natijalardan farqli bo‘lgan 
natijalamigina keltiramiz. Ko‘rilayotgan holda (6.102) dan farqli o'laroq

M z ~ M 3 c o s 0  , ¡5- и  n  a  M 7

i V '  ' T i Г (6107>

bo‘lacii. Shuni hisobga olib, quyidagi nisbatni ko‘raylik:

du it (1 —u 2 )J  f ( u )
7 р ~ ф ~  b{/3—u) (6.108)

Demak, f{u) nolga teng bo‘lgan nuqtalarda (0, va 62 nuqtalarda) 
duld(p= 0 bo‘ladi, bu  degani, pirildoqning uchi presessiya davomida

0=0, va 0 = 0 2 parallellarga urinib o‘tadi. Y a’ni, ф0 * 0  holga 6.10- 
rasmlarning birinchi va ikkinchisi mos kelar ekan.

Agar u2<p<ui< \ bo‘lsa ф ning ishorasi и <p bo‘lganda musbat, 
u<i3 bo‘lganda manfiy bo‘ladi. Bu 6.10-rasmlarning ikkinchisiga mos 
keladi. Aks holda rasmdagi birinchi holga ega bo‘lamiz.

Ba’zi bir xususiy hollarga to ‘xtalib o ‘taylik. 
l - / ( « ) “ Otenglamaningyechimlari karrali bo‘lsin: u = u 2. Bu degani 

0, = в = в2, va presessiya davomida 9  = const ga egamiz. ф va в
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orasidagi yuqorida keltirilganbog‘lanishni eslasak, cp= const ekanligiga 
kelinadi. D em ak, vertikal o ‘q atrofidagi presessiya o'zgarmas burchak 
tezligi bilan o ‘tadi va nutatsiya yo‘q.

2. /3 =  1 yoki MZ=M 3 holni ko‘raylik — 6.9-rasmdagi ikkinchi hoi. 
M = M 3 boMishi uchun pirildoqning o ‘qi vertikal turgan bo'lishi kerak. 
Agar (d+c)/c  =  ad eb  belgilansa/(«) funksiya

ko'rinishni oladi. Ko‘rinib tiiribdiki, u= 1 yoki, 0=0 - yechimlarning 
biri v a « < l ,  a  >1 va « =  1 hollarga har xil vaziyatlar mos keladi.

ammo, kerakli ma’lumotni bu integralni hisoblamasdan ham olish 
mumkin. a  — 1 munosabat £ ' = o > yoki

munosabatga teng, bu esa pirildoq o 'z harakatini vertikal holdan 
boshlagan degani. Bu holda

funksiya uchun  nuqta ikki karrali ildiz bo'ladi. Bitta ildizi (¿/—1) karrali 
bo‘lgan kubik funksiyaning mumkin bo'lgan grafiklari 6.11-rasmda 
ko‘rsatilgan. Grafikning qaysi biriga qanday fizika mos kelishini topish 
uchun tenglamaning uchinchi ildizini tekshirish kerak:

f (u )  = -b 2( l - u ) 2 + c (c c -u ) ( \-u 2) (6.109)

Eng sodda hoi — a  =  \. Bu holda Jdu/yjf(u) integral aniq olinadi,

f (u )  = (1 - u)2[-b2 +c(1 + m)] (6 .110)

(6.111)

f(u ) f(u )

6.11-rasm. Boshlang'ich momentda o‘qi vertikal turgan pirildoq.
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Agar — >2 bo‘lsa, uchinchi ildizi «3>1 bo‘ladi va birinchi grafikka

egamiz. Bu tez aylanadigan pirildoq, bu holda pirildoq harakat davomida 
boshlang‘ich vertikal holatini saqlab qoladi, chunki harakat faqatgina
f (u ) > 0  sohadagina ro‘y berishi mumkin, bu soha esa faqat bitta 
nuqtadan iborat.

2̂
Agar — < 2 bo‘lsa, uchinchi ildiz u3 < 1 bo‘ladi. Bu holda pirildoq

o‘z presessiyasi davomida 0 —0 va 0 = 0 3 burchaklar orasida nutatsion 
harakat qiladi.

(6.93) formula bo ‘yicha — >2 shart
c

shartga mos keladi. Demak, boshlang‘ich burchak tezlik m a’lum bir 
chegaradan yuqori bo‘lsa, pirildoqning aylanish o ‘qi o ‘zining bosh- 
lang'ich vertikal holatini saqlab qolishi kerak. Albatta, haqiqatda 
ishqalanish kuchi mavjudligi sababli pirildoqning burchak tezligi 
kamaya boshlaydi va u chegaraviy chastotadan o'tgandan keyin birinchi 
holatdan ikkinchi holatga o ‘tadi — nutatsiya boshlanadi. Oxirida 
pirildoq o ‘z energiyasini yo'qotib to ‘xtab qolishi kerak.

Eyler tenglamalariga asoslanib yondoshish

Huddi shu masalaga Eyler tenglamalari nuqtayi nazaridan ham 
yondoshib ko'raylik, buni ikkita maqsadda qilamiz: tashqi maydonda 
Eyler tenglamasini o ‘rganish va harakat integrallarining o ‘rnini bosadi- 
gan hech narsa yo'qligini ko'rsatish uchun. Eyler tenglamalarini yozish 
uchun birinchidan shu tenglamalarga kirgan kuch momentini aniqlash 
kerak.

Kuch momenti {xpx2,x3} sistemada koordinat boshi O ga nisbatan 
aniqlanishi kerak. Masalada faqat bitta tashqi kuch bor — og‘irlik 
kuchi P  =mg. Og'irlik kuchi qo‘yilgan nuqtaning radius-vektori 
I={0,0,/} bo‘lgani uchun uning momenti uchun K=[IP]={ifpÄ^,if3}={— 
—lP2, lPr 0} ifodani olamiz. Demak, Eyler tenglamalari quyidagi

167



ko'rinishni oladi:

/ ^ + ( / ' - / 3 ) 0 , 0 ,  =«>, 
at

/ 3^  = 0 . (6 . 1 1 2 )

Oxirgi tenglamadan darhol fi3=const ekanligi topiladi. Ya’ni, og‘ir 
pirildoq ham 0‘zining bosh inersiya o ‘qi atroflda o ‘zgarmas burchak 
tezlik bilan aylanar ekan. Albatta, ma’lum boigan

M3 = / 3Q 3 = const

munosabat ham shu yerdan kelib chiqadi. Yana ( 1?/ I - 1)Q3 = m belgi-

lash kiritib va 6.7-rasmdan P,= - mgsintfsiny/. P2 = -mg s'm 9 cosy/ ekan- 
hgini topib yuqoridagi tenglamalarning qolgan ikkitasini

^ p -  + coQ2 = ^ j^sm O sin y /, sin 0 cosy (6.113)

ko‘rinishga keltirib olinadi. Afsuski, bu tenglamalami bevosita yechish- 
ning ilojisi yo‘q, yana harakat integrallaridan foydalanish kerak.

6.4.1-misol. Teshikkulcha shaklidagi piril
doq. Simmetrik pirildoqga misol sifatida 6.12- 
rasmda ko‘rsatilgan «teshikkulcha»ni olamiz. 
U bronzadan yasalgan bo'lsin, oMchamlarini 
quyidagicha olamiz: R =5sm, a = lsm . Incr- 
siya markazidan pirildoq turgan sirtgacha ma- 
sofa / =2sm bo‘lsiri. Teshikkulchaning hajmi

V - 2 tc2o1R -  A rm aturaning og‘irligi hisobga

6.12-rasm. Teshikkulcha olmaymiz. Bronzaning zichligi p = 8,8g/snr 
shaklidagi pirildoq. ekanligini hisobga olib, pirildoqning massasini 

topam iz: m = 868g. B oshlang‘ich shartlar: 
pirildoqqa berilgan burchak tezlik sekundiga 100 m arta aylanishga teng 
bo‘lsin, ya’ni, = 2r  100/sek , undan tashqari, %  = 0 boisin deb olamiz.

Yer maydoni uchun g = 981sm/sek2.

/ ' ^ ■ + ( / 3- / ' ) «  2^3 = - ^ 2 .
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Teshkulchasim on sim metrik pirildoqning bosh inersiya m om entlari
6.1.4-misolda hisoblangan:

/, = / 2= ^ ( 5 a 2+4tf2), / , = ^ ( 3 a 2+ 4 * 2). (6.114)
8 ' 4

Pirildoq harakatini aniqlaydigan tenglamalarga / '  = I + ml2 kattalik kiradi. 
Eerilganlardan foydalanib inersiya momentlarining son qiymatlarini topamiz:

103105 „----+4
8

r =

Shularni hisobga olib masaladagi asosiy parametrlar topiladi:

m va [■,=----m.
3 4

b = = — 27r-100 = 945sek-\ 
/ '  137

2mg/ 2 981 2 229sek~2 - ^ 2  56-lü-4 (6I15) 
/ '  105+4 ZZyS£K ’ b2 ,U ■

INutatsiya burchak tezligi conut = b edi, chastota shundan aniqlanadi:

v nut = ~rrL = 150Hrz.
2k

Nutatsiya burchak amplitudasi (6.98) bo‘yicha

0o -0 , =2,56 IO"4 sin0O (6.116)
ga teng bo‘ladi. Faraz qilaylik, boshlang'ich og‘ish burchagi 0O=  45° bo'lsin. 
Bu holda

0O -  0, = 1,81-10-4 = 0,62' (burchak minuti) 
bo‘ladi. Agar pirildoqning uzunligi 1 metr bo‘lganda ham uning uchi nutatsiya 
davomida bor yo‘g‘i 0,181 mm amplitudali tebranish qilgan b o ia r  edi. 
Bunday kichik siljishni odamning ko‘zi sezishi qiyin.

(6.106) bo'yicha presessiyaning o‘rtacha burchak tezligi

(p = — = sek-1 =0,24 sek-1 (6 117)
2b 945 v '

ga teng. Demak, pirildoq vertikal o ‘q atrofida presessiya hisobiga

7” = = 26 sek (6118)
<P

vaqt ichida bir m arta aylanar ekan.
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6.4.2-misol. Yer shari pirildoq sifatida.
Yer sharini juda yaxshi aniqlikda simmetrik pirildoq sifatida ko‘rish 

mimkin. Yer haqiqiy shar emas, balki qutblarida oz-mos siqilgan formaga 
egadir. Ya’ni, birinchi yaqinlashishda Yerni 6.1.5-misoldagi ellipsoid sifatida 
qarash mumkin, faqat a -  b deb olish kerak. Bu bilan Yerni simmetrik 
pirildoq sifatida qaragan bo‘lamiz. 0 ‘lchashlar shuni ko'rsatadiki, Yer 
uchun

a -  c 1 
a 300

Yerning o‘qi uning orbitasi tekisligiga perpendikulär bilaa 23° ni tashkil 
qiladi. Koordinat sistemasini quyidagicha tanlab olaylik — X, Y tekisligi Yer 
orbitasi tekisligi bilan mos tushsin. Z  o ‘qi unga perpendikulär bo‘lsin. x, 
o‘qi Yer o‘qi bilan mos tushsin (sliimoliy yo‘nalish). Quyosh bilan bog'liq 
bo‘lgan sferik sistema koordinatlarini R,Q, cf> deb belgilansa, Yerning kinetik 
energiyasi quyidagicha ko'rinishga ega bo‘ladi:

T = + R2© 2 -(-/?2<i>2sin2© )+ y  (<p2sin20 + ö2)+^-(<pcos0+v')2. (6.120)

T . m, 2 2 \ i 2m 2 
Bunda A = 2̂ - y ( a +c  )> h ~ ~ ^ a ' m ~ Yerning massasi.

6.13-rasmda Quyosh-Yer sistemasini masalaiiing maqsadiga muvofiq 
chizildi. Quyoshni nuqtaviy zarra deb olinadi. Quyosh bilan Yer mar- 
kazlari orasidagi masofani R deb belgilab, Yerning markazidan uning 
ixtiyoriy nuqtasigacha masofaning radius-vektorini r deb belgilaylik. 
Ushbu masalada Yerni moddiy nuqta emas, balki o'lchamlari sezilarli
bo‘lgan ellipsoid sifatida qarash kerak. Ravshanki, R^>r, Bu — masa- 
laning yechimini r/R kichik parametr bo'yicha yoyilma sifatida topishga 
imkon beradi.

Masalada R= 0,0 = 0 deb olish mumkin. Undan tashqari, Q = n/2 

bo'ladi. O - Yerning Quyosh atrofidagi aylanish tezligi, demak,

170



Yer o ‘qining presessiyasi Quyosh maydonining Yerning har xil nuqta- 
lariga har xil ta’siri bilan tushuntiriladi. Quyosh hosil qilgan tortishish 
maydonining potensiali (Quyosh massasini M  deb belgilanadi):

rr _ GM
IR + r l  (6.122)

Yerning zichligini b ir jinsli deb qarab, uning bu maydondagi potensial 
energiyasini

u = - c " l d 3 , ' i £ S i  < 6 1 2 3 >

d e t ifodalab olinadi. Integral ostidagi funksiyani r orttirma bo‘yicha Taylor 
qatorga yoyamiz:

1 1 3 1 1  32 1 
IR  + r l  ~ R + ridR^~R + 2 ^  dR,dRJ R + ' (6-124)

Hosilalarni hisoblash qiyin emas:

_0_± = _ A  d2 1 3RiRJ- R %
dRi R ~  /?3 ’ dR,dRj R ~  R5 (6.125)

YeT ellipsoidining nuqtaviy Quyosh bilan gravitatsion ta ’sir energiyasi topildi 
(6.125) yoyilmadagi ikkinchi had toq funksiyani bergani uchun undan 
olingan integral nolga teng bo‘ladi):

— ■ = 1 yil (6.121)

GMm GM
d3,'P[3(R  r )2 - /?2r 2]. (6.126)

R 2 R
Bu yerdagi integral Yer hajmi bo‘yicha ohnadi. Integral ostidagi funksiyani 
quyidagicha yozib olaylik:

3(R • r)2 -  R2r2 = RiRjQrirj -Syr2). (6.127)

Quyidagi kattalik

Ay = J d3rp[3r,rj -5 y r2] (6.128)

jismning kvadrupol m om enti deyiladi. Potensial energiya uchun ifoda 
quyidagi ko'rinishga keltirildi:

IT GMm GM _ „ _u  = — r - — RiRj Dij. (6.129)
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Ta’rifidan ko‘rinib turibdiki, kvadrupol moment - simmetrik tenzor, demak, 
uni hamma vaqt diagonal ko‘rinishga keltirish mumkin. Bunda jismaing 
simmetriya o ‘qini hisobga olish kerak, bizning holda bu o‘q - x  o‘qi. 
Demak, kvaqrupol momentning Dv D2 va D3 hadlarigina qoladi. Umurniy 
formula bo‘yicha Dt+D2+ D = 9  bo‘lgani va jismning simmetriyasidan 
Dx -  D2 boigani uchun

D, = D, = D,
2

deb olamiz va bundan keyin D = I) deb belgilaymiz. Yana bir soddalashtirish 
bajaraylik:

RiRjDij= ~ D ( R 2 + Ri)+DRl = D \^ R 2 ~ R 2 \ = X- R 2D (3Cos2a - l ) , (6.130)
2

bunda a — R vektor va x} o‘q orasidagi burchak. Kvadrupol moment va 
inersiya momentlari orasidagi bog‘lanishni topish qoldi. Bu ish qiyin 
bo‘lmagani uchun uni o‘quvchiga havola qilinadi. Javobi -

D = 2(/, —/3).
Shu bilan potensial energiya ucliun

TT GMin GMD / 1 , \U = -----—--------- r"(3cos“« —l) (6.131)
R 4R ’ ’

ifoda topildi.
Yerni moddiy nuqta deb qaralganida birinchi hadning o‘zi qolgan 

bo'lar edi. Yer hatto sof shar bo'lganda ham ikkinchi had boimas edi - 
chunki bu holda /, = 73 va, demak, D — 0.

Ko‘rilayotgan yaqinlashuvda Yerning Quyosh maydonidagi Lagranj 
funksiyasi (6.120) va (6.131) larning ayirmasiga teng. Ammo yana ba’zi 
bir mulohazalami hisobga olish kerak.

a  burchak R vektor va x3 o'q orasidagi burchak, demak, bir yil

TC 71
ichida u a = — — 6 dan a = — + 6  gacha o'zgarishi kerak. Yaqinlashuv

doirasida cos2«  ni uning yil bo‘yicha o‘rtalashtirilgan qiymatiga almash-
i 1 , 

tiriladi: cos cc = > -sint?.
2

Yerning sutkali aylanish burchak tezligi 1\i , presessiya tezligi <pni 
unga nisbatan juda kichik deb qarashga haqqimiz bor (tajriba asosida). Shu 
sababli kinetik energiya (6.120) da (p bo'yicha kvadratik hadlar tashlab 
yuboriladi:
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(<f|2sin20 + 0 2)= > 0 2 , (.(pcosG +y )2 =>y/2 + 2y/<pcos0. (6.132)

(6.12 1) formuladan oldingi gaplarni va <5 ning o‘zgarmasligini hisobga 
olinsa, kinetik energiyadagi birinchi qavs tashlab yuborilishi kerakligiga 
kelinadi.

Shulaming hammasini bir joyga yig'ib, Yerning masalaga mos keluv- 
chi Lagranj funksiyasini quyidagicha holda olamiz:

L = 4-Ó2 + (y2 +  2\j/(j>cos6 )■+ 3GMm(fl ~ c } cos^. (6.133)
2 2 v > 20R*

Lagranj funksiyasida hamma o ‘zgannas sonlar tashlab yuborildi. Bu Lagranj 
íunksiyasida ikkita siklik 0‘zgaruvchi bor — (p va y/. Shunga mos ravishda 
ikkita harakat integraliga egamiz:

Pip = l ?\ f fcos0, p v  =  / 3 ( \ j /+  ( p c o s 6 ) .  (6.134)

Y ni — Yerning sutkali aylanish burchak tezligini - o'zgarmas deb oigan 
cdik, bunga f  ning konstantaligi qo‘shilsa Q ham o'zgarmas son ekanligiga 
kelinadi. íkkinchi harakat integralidan esa <p ning ham 0‘zgarmas son 
ekanligi kelib chiqadi. Endi 9 uchun harakat tenglamasi keltirib chiqaraylik:

1,6 + I^y/m sin 9  + ——  sinocos 0 = 0. (6.135)
10 R3

9 = 23 o‘zgarmas bo‘lgani uchun 0 = 0 ,  demak,

3GM (a2 —c2) n
(p=--------- ? 2----- cos0- (6.136)4 R3ahj¡r V '

(6.119) bo‘yicha a va c orasidagi farq kamligini ko'zda tutib, quyidagi 
soddalashtirishni bajaramiz:

a 2 - c 2 __ 2(a -c ) 
a2 a

Yakuniy formula quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:

3GM a - c  .
<P = 5—----- cos0. (6.137)

2 R y  a
Birinchidan, Quyosh maydoni ta’sirida Yerning presessiya burchak tezligi 

topaylik. Buning uchun M sifatida Quyoshning massasi A/= 1.98844-1033g 
'va R sifatida Yerdan Quyoshgacha bo‘lgan masofa /?=1.496 1013sm ni olish 
kerak. Qolgan kattaliklar ham ma’lum:
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G = 6.6742-10~8 yjr = - ^ ~  sek“'.
g sek2 86400

Natijada
n  rad 

<jc> = —2.5 -10— —  = - 
sek

■16.26
burchak sekundi

yil
(6 .138)

6.14-ram. Blok 
ustidan o‘tgan 

ipga osilgan 
massa.

ekanligini topiladi. Agar Yer o‘qining presessiyasi faqat 
Quyosh maydonita’siridagina hosil bo‘layotgan bo'lganida 
Yer kurrasi o‘z órbita tekisligiga perpendikulär boigan 
o‘q atrofida presessiya natijasida -  79700 yil ichida bir 
mana to‘liq aylanardi. Presessiya yo'nalishi yerning o‘z 
o‘qi atrofidagi aylanish yo‘nalishiga teskaridir.
Ammo hali Oyning ta’siri e’tiborga olinmadi, uni e’ti- 
borga olinsa olingan son o'zgaradi.

Oy maydoni ta’siridagi presessiya tezligi ham aniq- 
laylik, buning uchun yuqoridagi formulaga Oyning 
massasi M=7.35-1025g va Yer bilan Oyning markazlari 
orasidagi masofa R =3.908-10'°sm larni qo‘yish kerak. 
Bu Yerning Oy maydoni ta’siridagi presessiya tezligini 
beradi:

(¿> = -33.8 burchak sekundi

yil (6.139)

Ikkala ta’sirning yig‘indisi -50.06" ni beradi. Eksperimental ma’lumotlar 
-50.02" ekanligidan dalolat beradi. Oigan natija shuni bildiradiki, Yer o‘qi 
o‘z órbita tekisligiga perpendikulär boigan o‘q atrofida presessiya natijasida
-  26000 yil ichida bir mana to‘liq aylanadi. Yer o‘qi hozir Qutb yulduziga 
qaragan, yillar o‘tishi bilan Yer o'qining yo‘na!ishi osmonda aylana chizib 
boradi, biz topgan davr -  26000 yil shu aylanani bir marta chizishga kerak 
bo igan  vaqt. Bir necha ming yildan keyin qutb yulduzi boshqa boiadi, 
masalan, 12000 yildan keyin Vega qutb yulduzi boiadi.

6.4.3-misol. Gorizontal O o’q atrofida aylanadigan blok ustidan uzunligi 
o ‘zgarmaydigan ip o'tgan. Ipning bir uchi bikirligi k boigan prujinaga 
ulangan, ikkinchi uchiga m massa osilgan. Harakat yo‘nalishi -  z  ~  o’qi. 
Blokning massasi mv uni R radiusli ingichka disk deb qarang. Shu siste- 
maning kichik tebranishlar chastotasini toping.

Sistemaning kinetik energiyasini yozamiz:

T  =
■ 2 mz

- +  ■
Ifli rri\ R̂ Q.2

(6 .1 4 0 )
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Burchak tezligi i^ i =  HR bo'lgani uchun

r = I [ m+a i ^ (6 . 141)

Potensial energiya ikki qismdan iborat boiadi — gravitatsion maydondagi 
energiya va barqaror muvozanat holatida uzunligi / bo‘lgan prujinaning 
uzayishi energiyasi:

, ,  k{l + z)2 kl2 , ,  kz2
U = -m gz-\-------------- —  = -m gz + klz-\------

2 2 2
(6.142)

Barqaror muvozanat holatida

=mg-kl = 0 (6.143)
dz

boiishi kerak, demak, kl = mg . Sistemaning Lagranj funksiyasi topildi:

1L = ■

Kichik tebranishlar chastotasi:

m|m + —-
2

■ 2 k z
Z ------

CO = 2k 
2m + m

2 m g 
2m + wij /

(6.144)

(6.145)

6.5. Dalamber prinsipi

Bir-biriga tegib turgan qattiq jismlar sistemasi berilgan bo‘lsin. 
Ularga tashqi kuchlar ham ta’sir qilayotgan bo‘lishi mumkin. Shu 
jismlar bir-biriga tegib turganligi tufayli biri ikkinchisining harakatini 
chegaralab turgan b o ‘ladi. Ya’ni, har bir jism uchun bog‘lanishlar 
paydo bo'ladi. Bilamizki, bog‘lanish!arni kuch sifatida ham talqin 
qilishimiz mumkin.

Bu kuchlar b o g ‘lanishlarga bo‘lgan reaksiya kuchlari deyiladi, 
boshqa kichlar esa aktiv kuchlar deyiladi. 0 ‘zaro tegib turgan 
jismlarning harakatini aniqlash uchun shu reaktiv kuchlarni ham 
topish kerak. (1.6) paragrafda bog‘lanishlar bilan qanday ishlashni 
golonom bog‘lanishlar misolida ko‘rib chiqdik. Ushbu paragrafda 
ham golonom, ham  nogolonom bog'lanishlarga qo‘llanishi mumkin 
bo‘lgan Dalam ber m etodi deyiladigan metodni ikkita misolda ko‘rib 
cliiqamiz.
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M etodning mohiyati quyidagicha. Aktiv kuchlarni f  deb, reaktiv 
kuchlarni fR deb belgilaylik. Qattiq jismning harakat tenglamalari (6.56) 
va (6.58) ga kirgan kuch sifatida f + f R yig'indi olinadi. Bu tenglamalar 
sistemasiga bog‘lanishlar qo'shiladi. Hosil bo'lgan tenglamalar to‘liq 
sistemasidan jismning harakati bilan birga reaktiv kuchlar ham aniqlanishi 
mumkin. Ushbu metod keyingi paragraflarda ikkita masala misolida 
ko‘rsatilgan.

6.6. Qattiq jismlar sistemaliriga misollar.
Nogolonom shartlar

Q attiq jism larning bir-biriga tegib turishi ularning harakatini 
cheklaydi. Bunday cheklashni bog‘lanislilar tilida ifoda qilish qu- 
laydir. Biz (1.6) paragrafda golonom  va nogolonom bog‘lanishlar 
texnikasini m uhokam a qilgan edik. 1.6.4-misolda qiya tekislik 
bo‘yicha g‘ildirab tushayotgan silindr harakatini aniqlash masalasi 
ko‘rilgan. Bu yerda esa nogolonom boglanishli harakatga misollar 
keltiriladi.

Bizga biron sistema berilgan bo‘lsin. Uni ifodalash uchun kerak 
bo 'lgan um um lashgan koordinatalar soni n ta  bo‘lsin. O datda, 
nogolonom bog‘lanishlar chiziqli ko‘rinishga ega bo'ladi:

k

' Z ' M  + d t - 0 .  i = l,...,t. (6.147)
j=i

Bunda k — bogianishlar soni. Agar d. =  0 bo‘lsa, bunday 
bog‘lanishlar bir jinsli deyiladi. Umumiy holda c. koeffitsiyentlar umum
lashgan koordinatalai va vaqlnitig fuuk&iyalaii bo‘listii mumkin. Agar 
bizga bundan tashqari quyidagi golonom bog‘lanishlar ham berilgan 
bo‘isa:

f,(q,t) = 0, l = \,...,s, (6.148)

umumlashgan koordinatalarimizning variatsiyalari mustaqil bo‘lmasdan

 ̂ 'S“""1
'YfijSqj = 0 (6 149) va (6.150)
;=■ j =1

shartlarga bo'ysungam bo‘ladi. Bu shartlarning umumiy soni k + s , 
shuning uchun n — k — s soni nogolonom sistemaning erkinlik darajalari
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soni deyiladi. Haqiqatda (misollarda keyin ko‘riladi) nogolonom bogia- 
nishlar mustaqil koordinatalar sonini kamaytirmaydi, ular koordina- 
talarning faqat mustaqil variatsiyalarining sonini kamaytiradi.

6.4.5-misol. (x, >>)tekisl ikda yotgan va unga o‘zining 
uch nuqtasi AOB bilan tegib turgan jism 6.15-rasmda 
ko'rsatilganidek x o‘qi bilan <p burchak hosil qilib 
harakat qilayotgan boisin.

Harakat davomida jism markazi O nuqta tekislikka 
tegib tursin, A va B nuqtalar esa 0  atrofida buralishi 
mumlin boisin. Ishqalanish kuchini yo‘q deb olinadi.
Jism tezligining komponentalari vx, v . Ko‘rinib turib- 
diki, bu komponentalar mustaqil emas:

uv
= t8(P■ (6.151)

",
Agar umumlashgan koordinatlarni ,j, = x, q2 = y, = (p yo i bilan kiri- 
tilsa, sharti

<72 — = 0 (6.152)
ko‘rinishni oladi. Bu tenglik hech qanday funksiyaning toiiq hosilasi emas, 
demak, u -  nogolonom shartdir. Uni 8 t ga ko'paytirilsa variatsiyalarni 
bogiaydigan tenglamaga kelinadi:

Sqa —Sqig3 =  0. (6.153)
Hulosa sifatida shuni aytish kerakki, x, y, va (p koordinatlarning o‘zga- 

rishlari mustaqil boia olmasligiga qaramasdan koordinatlarning o‘zlari 
mustaqilligicha qoladi, chunki, (6.154) shartni integrallab uni koordinatlarni 
bogiaydigan shartga o'tkazish mumkin emas.

Sliunga qaramasdan harakat integrallarining mavjudligi masalani toiiq 
yechishga imkon beradi. Masala birinchi Lagranj ko‘paytuvchilari tilida 
yechiladi, keyin harakat integrallaring muholama qilamiz.

Jismning Lagranj funksiyasi (haqiqatda u kinetik energiyaganing o‘zi)

Z' = ^ wl(i o + >'o)+^/<P2- (6.154)

Bunda m — jismning massasi, I — O nuqtadan o‘tgan vertikal o‘qqa 
nisbatan inersiya momenti. (1.6) paragrafda aytilgani bo‘yicha nogolonom 
bogianishlar bor taqdirida harakat tenglamalari

d_ dL _  dL _ ^
J td q ,  dQi = 2 J kCki (6-155)

k
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ko‘rinishiga ega boiadi. (6.150) va (6.154) shartlar taqqoslansa

c,] =-tg(p, cu =1, c13 = 0 (6.156)

ekanligi topiladi. Bu darhol harakat tenglamalarini yozib olishga irnkon 
beradi:

mx0 =-^tgcp, my0 =X¡, lcp = Q. (6.157)
Bu sistema

y-xtgcp= 0  (6.158)

tenglama bilan toidirilishi kerak. Shu bilan, to‘rttanomaium bor— x,y,tp,X. 
Ular uchun yozilgan tenglamalar soni ham to'rtta — (6.158) da uchta va 
(6.159) tenglama. Shu tenglamalar ichidagi uchinchisini yechish eng osoni:

<p{t) = cot + %, (6.159)

bunda co =<p — jismning z o‘qi atrofidagi burchak tezligi. (6.158) dagi birinchi 
va ikkinchi tenglamalardan jj n¡ qisqartirilsa

Á:COS^+5;SÍnip = 0 
hosil bo‘ ladi. (6.159) tcnglamani ham

ycosip-jsinq? = 0 
ko‘rinishda olib ikkalasi qo'shilsa

xcostp — isin<p + ysin<p + y eos (p = 0,
yoki

d—[i: eos cp+ y sin <p]~ 0

tenglamaga kelinadi. Bitta harakat integrali topildi

icos <p+ ysin(p = q.
Bu tenglamani (6.162) tenglama bilan taqqoslab

x = c¡ cosíp, y =c, sin (p
ekanligini, shunga ko'ra,

x =  - (sin sin % ) + !(,, y = - —(cos<p-cos<p0)+y 0 (6.166)
(0 (O

ekanligi topiladi. (6.166) tenglamadan c = v  ekanligi kelib chiqadi.
(6.158) sistemaning ikkinchi tenglamasidan y¡ topiladi:

\  = mcovco&p. (6.167)

(6.160)

(6.161)

(6.162)

(6.163)

(6.164)

(6.165)
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(6.158) sistemadagi birinchi va ikkinchi tenglamalarning o‘ng tomonlari 
reaksiya kuchining x va y  komponentalarini beradi:

Rr = -m(OVsir\(p, Ry = moovcoscp. (6.168)
Ko'rinib turibdiki,

R: = R2 + R2 -  m2co2v2.
Demak, reaksiya kuchi o'zgarmas qiymatga ega R =mcov. Uning yo‘na- 
lishini aniqlash qiyin emas (6.169) formulalardan xulosa qilish mumkinki, 
bu kuch A va B nuqtalar chizayotgan aylanaga urinma bo'yicha yo'nalgan.

Harakat integrallariga kelaylik. Masalaning yechilishining sababi yetarli 
darajadagi harakat integrallarining mavjudligidadir. Ulardan birinchisi— 
energiya:

(6.169)

Tkkinchisi - (p ning siklikligidan kelib chiqadigan 0 = const ekanligi. Bundan

esa o‘z navbatida Xq +>’q = const ekanligi. (6.165) tenglama shu oxirgi 
munosabatning o'zidir. Buni ko'rish uchun tenglikning ikkala tomonini 
u= lv l ga ko'paytirib x = ucos(p va >' = usincp ekanligini hisobga olish 
kerak.

6.4.6-misol. TekisJik ustida a radiusli shar 
sirpanmasdan harakat qilayotgan boisin. Shar- 
ning tekislikka tegib turgan nuqtasining tezligi 
sirpanmaslik sharti oqibatida nolga teng boiishi 
kerak. Shaming erkinlik darajalari sonini aniq- 
laylik. Shaming holati uning markazining koor- 
dinatalari X0,Y0 \ a uchta Eyler burchaklari (p,\y,6 
orqali aniqlanadi. H aqiqatan ham, tekislik 
ustida harakat deganimiz sharga Z o‘qi bo‘yicha 
qo'yil^an bitta shartga mos keladi: Z = a , bu
— golonom shart.

Demak, erkinlik darajalari soni 6—1=5. Shaming sirtga tegib turgan 
nuqtasini P deb, shaming markazidan unga tushgan vektorni a deb belgi- 
laylik.

Markaz O ning tezligi Vo deb belgilansa, P nuqtaning tezligi nolga 
tengligi sharti

vP = vo +[Qa] = 0 (6.170)

ko'rinishga ega boiadi. a = {0,0,-a} boigani uchun komponentalarda bu 
tenglama

6.16-rasm. Tekis sirt 
ustidagi shar.
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X P = X 0 - a Q y = O, Yp =Y0 + a£lx =0 (6.171)
ko'rinishni oladi. Bu — nogolonom shartlar, chunki burchak tezligining 
komponentalari hech qanday funksiyaning vaqt bo‘y<cha to iiq  hosilasi 
emas (¡Q lar Eyler burchaklari cp,y/,9 ning murakkab funksiyalaridir). Shu 
sababdan bu shartlarni yecha olmaymiz. Ularni harakat tenglamalariga 
Dalamber prinsipi yordamida ((6.5) paragrafni qarang) reaksiya kuchlari 
orqali kiritganimiz maqsadga muvofiqroqdir.

Shularni hisobga olib harakat tenglamalari sistemasiga o‘taylik. Sharning 
massasini m deb, uning marlcazining ilgarilanma harakat tezligini m deb 
olinsa va shar uchun M=/Q ekanligidan foydalanilsa tenglamalar sistemasi 
quyidagicha k o ‘rinishga ega bo‘ladi:

m ~  = F + R. / —  = K +[aRl, V + [£íal = 0. (6.172) 
dt dt

Bunda F — tashqi kuch v a K - u  hosil qilgan kuch momenti. Uchinchi 
tenglama birinchiga qo‘yiladi, Q ni esa ikkinchi tenglamadan olinadi:

F + R + y ( [ K a ] - a ( R a )  + R«2) = 0. (6.173)

Bu tenglama komponentalar bo'yicha yozib olaylik (shar uchun I=2ma2/5 
ekanligi hisobga olindi):

Rx = —^-Fx + ^ - K ,  R, - Fx — —  Kx , R = - F .  (6.174)
7 7 a J l i a

Reaksiya kuchlari topildi. Endi harakat tenglamalarim faqat tashqi kuchlar 
orqali yozib olish mumkin. Birinchidan, harakat tenglamalarining mustaqillari 
soni nechaga teng? Boshida oltita harakat tenglamasi bor edi, ularga kirgan 
kattaliklarga uchta shart qo‘yilgan. Demak, mustaqil harakat tenglamalari 
soni uchga teng boiishi kerak.. Ular sifatida

dV 7m —
dt 5

F + - K
v ' « 'y

dV
Vm— - 

dt
1 ( \ \  dQ.

F — K ; 1 ----  ̂= K (6.175)
y a x I dt z\

tenglamalar olinadi. Qolgan kattaliklar quidagicha topiladi: (6.175) ning 
uchinchisidan Vz = 0 ekanligi kelib chiqadi, bu esa boshlang‘ich golonom 
sharti z = a ning natijasidir, Qx, lar esa (6.173) ning uchinchisi bo‘lgan 
bogianishlar D.x——Vy/a, Q =—Vx/a  dan topiladi.

Huddi shu masalani Lagranj ko‘paytuvchilari tilida ham qarash mumkin. 
Buni o ‘quvchiga masala sifatida havola qilinadi (shu bobga 3-masalaga 
qarang).
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6.7. Noinersial sistemalardagi harakat

Inersial sistemalarning mexanikadagi alohida ahamiyati haqida kursi- 
ning boshida gapirgan edik. Inersial sistemada jismning Lagranj funk- 
siyasi

L -  ~~~~U(r0) (6.176)

ko‘rinishga ega (bu sistemaga taalluqli tezliklarni nol indeksi bilan 
belgilanadi). Noinersial sistemaga o ‘tganda jismning Lagranj funksiyasi 
qanday boiadi?

Vaqt bir jinsli va fazo bir jisnli hamda izotrop bo'lgan sistemalar 
inersial sistema deb ta ’riflangan edi. Noinersial sistemaga o ‘tganimizda 
fazo va vaqtning bu xossalari yo‘qolishi kerak.

Inersial sistemada o'zgarmas v0 tezlik bilan harakat qilayotgan 
jism olaylik. Shu sistemaga nisbatan ixtiyoriy V(/) tezlik bilan harakat 
qilayotgar shtrixlangan sistema fC da jismning tezligi V quyidagicha 
aniqlanadi:

v0 = v'+V(i). (6.177)
Buni (6.177) ga olib borib qo‘yilsa (faqat vaqtning funksiyasi bo‘lgan 

V2(0  had tashlab yuborilad i va potensial yangi koordinatlarda 
ifodalanadi):

/2

L '  = ^ - — t -m \ 'V ( t ) -U (  r'). (6.178)

Agar — MO = W(r) orqali shtrixlangan sistemaning tezlanishi kiritilsa,

shu Lagranj funksiyasiga mos keluvchi harakat tenglamasi quyidagicha 
yoziladi:

mv' = - ^ - m W ( i ) .  (6.179)

Demak, tezlanishning paydo  boMishi —mW(t) ko‘rinishdagi bir jinsli 
kuch maydonining paydo bo‘lishiga ekvivalent ekan. Bu maydonda 
har bir jism o ‘zining massasiga bog‘liq boimaydigan — hamma jismlar 
uchun bir xil bo‘lgan va sistemaning tezlanishiga teskari bo‘lgan 
tezlanish olar ekan. IVTana shu tashqi bir jinsli kuch maydonining 
paydo bo‘lishini bo‘rttirib ko‘rsatish uchun L Lagranj funksiyasidagi 
ikkinchi hadni
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m x ' \ ( t )  = m— r' ■ V(f) = ira —(r'-V (f))-/nr/- W(0 (6.180)
dt v

ko‘rinishga keltiriladi. Bu yerdagi vaqt bo'yicha to iiq  hosilali hadni 
Lagranj funksiyasidan tashlab yuborishi mumkin. Natijada Lagranj 
funksiya quyidagi ko‘rinishga keladi:

Albatta, b u  Lagranj funksiyasidan olingan harakat tenglamasi huddi 
o ‘sha (6.180) ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Ikkinchi bosqichga o'taylik. Shtrixlangan sistema k' ga nisbatan 
£2(0 burchak tezlik bilan harakat qilayotgan sistema K  kiritiladi. Bu 
sistem aning koordinat boshi shtrixlangan sistemaning boshi bilan bir
xil b o is in , bu degani, r  = r ' . K  dagi tezlik y bilan K' dagi v' tezlik 
quyidagicha bogiangan bo‘ladi:

ilgarilam na harakat tezligi — v va aylanma harakat tezligi - f i i r ] ,  
(6.182) dagi tezlikni bu qoida bo‘yicha almashtirilsa K  sistemadagi 
Lagranj funksiyasi quyidagi ko‘rinisliga keladi:

Lagranj hosilalarini hisoblashga o ‘tavlik. Ikkinchi haddan radius-vektor 
bo‘yicha hosiladan boslilaymiz:

m\ ' 2L'= — ---- U(r')-mr'W(t). (6.181)

v '= v+[£2rl. (6.182)

Biz K' sistemadagi o‘zgaruvchan tezlik v' ni ikki qismga ajratdik -

(6.184)
U chinchi haddan radius-vektor bo ‘yicha hosila:

(6.185)

Shularni hisobga olib
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—  = —— + m[vfi] + 7«rQ[rQ]]-/MW (6.186)
dr dr L J

ekanligiga ishonch hosil qilinadi. Tezlik bo‘yicha hosilani hisoblash 
osonroq:

= mv + m[i2r]. (6.187)
dv

Topilgan Lagranj hosilalaridan harakat tenglamalariga o ‘tamiz:

m\ -  - y - - m W  + 2;n[vi2] + ?n[i2[rQ]] + m^rQj. (6.188)

Aylanma harakatni hisobga olish (6.180) dagi kuchlarga yana uch xil 

yangi kuchning q o ‘shilishiga olib keldi. Ularning birinchisi — 2m[vD]

— Koriolis kuchi deyiladi. Ikkinchisi — m[Q[rQ]] — markazdan qochma

kuch deyiladi. r va □  o ‘zaro perpendikular boigan holda bu kuch
elementar fizikadan m a’lum boigan mü.2r = mv2/r ko‘rinishga keladi,

bu yerda v — Q burchak tezligi bilan harakat qilayotgan r radiusli
nuqtaning chiziqli tezligi: v = Qr.

Oxirgi had burchak tezligining mumkin boigan tekismasligi bilan 
bogiiq  boigan haddir. Topilgan kuchlarning ichida Koriolis kuchi 
ajralib turadi -  faqat u jismning noinersial sistemadagi tezligiga bogiiq. 
Qolgan kuchlar noinersial sistemada qo‘zg‘almasdan turgan jismlarga 
ham ta ’sir qiladi.

Koriolis kuchining kelib chiqishini 6.17-rasmda ko‘rsatilgan xususiy 
hol asosida tushunish mumkin.

Rasmda ko'rsatilganidek, Yer sharining 0, va d2 kengliklari 
olinadi. Yer sirtida turgan jism lar uchun Yerning aylanishi bilan

b o g ‘liq  b o ‘lgan  im p ils  m o m e n tla ri M, = m v ^  = mQ.r2 va

M 2 = m v2r2 = mÇlrj b o ‘la d i, dem ak , M X< M 2 ekan . Jan u b d an
shimolga qarab oqayotgan daryoni olaylik. Suv zarrachalari o ‘zi 
bilan sharqqa yo'nalgan impuls momentining qoldigini olib keladi.

Bu qoldiqning ta ’siri ostida suv zarrachalari inersiya bo‘yicha 
daryoning o‘ng qirg‘og‘iga qo‘shimcha bosim bilan ta ’sir qiladi. Mana 
shu kuch — Koriolis kuchidir.
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6.17-rasm. Koriolis kuchining kelib chiqishiga oid.

Bu mulohazamizni matematik ko'niiishga keltiraylik. Qulavlik uchun 
/] = /■ va r2 = rx +Дг = r+ A r  deb olamiz, shunga ko‘ra M X = M  va 

M 2 = M \+  AM = M + AM deb yozamiz va

AM = M2 —Mt = mQ (r? — r2) = 2mQrAr (6.189)

ga kelamiz. Tenglam aning ikkala tom onini At ga bo‘lib cheksiz 
kichiklarga o ‘taylik. Bu holda o ‘ng tomonda jism tezligining radial 
komponentasi paydo bo‘ladi: d r /d t = vr. Rasmdan ko‘rish mumkinki,
V =  sinö. Demak,r 7

Ĉ~  -  2m£2u sin0r  (6 190)
dt

tenglamaga kelamiz. Ikkinchi tomondan. Qusin0 ifoda [vQ] vektor- 
ning kenglik paralleli bo‘yicha yo‘nalgan komponentasi. Tezlikning 
tanlab oigan y o ‘nalishini ko‘zda tutilsa, olingan tenglamani vektor 
ko‘rinishda quyidagicha yozib olish mumkinligi kelib chiqadi:

^  = 2m[r[vQ]] (6.191)
dt

Impuls m om enti uchun harakat tenglamasi (6.58) bilan taqqoslansa 
suv zarrasiga 2m |vQ| kuch ta 'sir qilayotganini ko‘ramiz. Bu — Koriolis 
kuchi.

Agar endi suv oqimi shimoldan janubga qarab yo‘nalgan bo‘lsa 
дЛ/<0 bo'ladi, kuch g‘arb tomonga yo‘nalgan bo'lib chiqadi. Shimoliy 
yarim sharda oqayotgan daryo uchun bu — yana o ‘sha o ‘ng qirg‘oqqa 
ta’sir qiluvchi kuchni beradi. Umuman, suv tezligini ixtiyoriy yo'nalishda 
deb olinsa mos keluvchi vektor ifodalarga kelamiz.
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Janubiy yarim  s h a r  uchun  yuqo rid ag i m ulohazalar q o ila n ilsa  bu 
ho ldaK orio lis kuchi d a ry o la m in g c h a p  q irg‘og‘iga ta ’sir qilishi topiladi.

M ana shu tu sh u n tir ish d an  k o 'r in ib  tu ribdik i Koriolis kuchi inersia 
kuchining nam oyon id ir.

Y uqoridan qarab  Y erga tu shayo tgan  jism ga Koriolis kuchining ta ’siri 
n im aga o lib  k e lad i?  Bu h o ld a  [v f i]  v ek to r sharq  to m o n g a  q arab  
yo ‘nalgan b o ia d i (qaysi yarim  sh a rd a  ekanligim izdan q a t’iy nazar). 
Bu degani, pastga tu sh ay o tg an  jism n in g  trayektoriyasi tik to ‘g ‘ri chiziq 
b o im a y  u  sharq to m o n g a  og 'gan e g r i ch iz iq  b o iad i.

Bu hod isan i h a m  inersiya  k u c h la r i o rqa li tu sh u n tirish  m u m k in . 
Y uqorida  turgan  j is m n in g  im puls m o m e n ti  shu  jism ga n isbatan  v e rti
kal bo ‘y ich a  p a s tro q  jo y lash g an  j i s m n in g  im puls m o m en tid a n  k a tta  
b o ia d i  (esdan ch iq a rm ay lik , Yer b ilan  b irga  ay lanayo tgan  s is tem a- 
dam iz). M o m en tn in g  saqlanish  q o n u n i b o ‘y icha radius-vektor kam ay- 
gan d a  (jism  p a s tg a  tu sh g an d a) j i s m n in g  ay lan m a ch iz iq li tezlig i 
oshishi kerak. N a ti ja d a  b o s h la n g ‘ich  vaq t m o m en tid a  Y er sirtiga 
parallel y o 'n a lis h d a  tez lik k a  ega b o im a g a n  jism ning  pastga tu sh g an  
sari sharq to m o n g a  y o ‘n algan  te z l ik  k o m p o n en tasi p ay d o  b o ia d i  
va o ita  boshlaydi.

Pastdan yuqoriga otilgan jism  u c h u n  esa trayektoriyaning siljishi 
g ‘a rb  tom onga q a rab  y o ‘nalgan b o ia d i .
(6.189) harakat ten g lam asin in g  xususiy  ho lin i olaylik:

£2 = const va W = 0 — (6.193)
6

b o is in , y a ’ni, s is tem a ilgarilanm a te z la n ish g a  egam as va un ing  burchak  
tezligi o ‘zgarmas b o is in :

m \  = -^-+2w¡[vQ]+w¡r£2[ríi]l. (6.194)
d r

Shu tenglam ani v ga skalar k o 'p a y tir ib

v • —— =  va v ■ [ £ 2 [ r Q ] l  = — — [ £ 2 r ] '  (6 .195)
dr dt 1 1 JJ 2 d tl 1

ekanliklari hisobga o linsa saq lan ish  q o n u n ig a  kelinadi:

d_
dt

/  1 \  mv“ m
2 2

Qavs ichidagi ifoda — energiya:

[Q r f+ U 0. (6 .196)
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K inetik  va o d d iy  potensial energiyalardan tashqari unga m arkazdan

q o ch m a p o ten s ia l energiyasi -  —^ [Q r]2 — h am  kirgan. Bu ifodani

bevosita (6 .1 8 4 ) Lagranj funksiyasidan kam  olish m um kin edi.
K oriolis k u ch i ish bajarm aydi — ham m a vaq t tezlikka perpend iku lär 

yo‘nalgan  b o ‘lgani u ch u n  (huddi m agnit m aydonidek). Shu  sababdan 
unga m os kelu v ch i had  energiyning ifo iasid a  paydo b o im a d i. 

U m u m lash g an  im pulsni (6.188) dan  o lam iz:

<)L r ,
P = — = mv + m[Qr]. (6.198)

U m u m la s h g a n  im puls ilg a rilan m a va a y lan m a  q ism la rd an  ib o ra t 
ekan .

6.7 .1-m isol. Boshlang'ich tezligi v0 va boshlang‘ich holati r n boigan 
jism Yer maydonida harakat qilmoqda. Jism trayektoriyasining Koriolis 
kuchi orqali o"zgarishini toping. Yerning t>urchak tezligini o‘zgarmas deb 
qarang.

Yer u ch u n  burchak tezlikning son qiymati juda kichikligi -

1^ l= 86400SClC ' “ 7,27-10 5sek 1 - q 2 ga proporcional bo‘lgan markazdan

qochma kuchni hisobga olmasligimiz kerakligini bildiradi. Potensial 
energiya U = —m gr  ekanligidan harakat tenglamasi quyidagicha boiishi 
kelib chiqadi:

i  = g+2[vfí], (6.199)
Tenglama í í  b o ‘yicha iteratsiyalar bilan yechiladi. Buning uchun

v = v(0) + v(1) (6.200)

deb olinadi va v(0) had £2 ga bogiiq bo‘lmaydi, v(l) had esa Q ning 
birinchi darajasiga proporsional boiadi deb olinadi. Natijada

v(0) = g, v(1) = 2[v(0)q ] (6.201)

tenglamalar sistemasi olinadi. Bu sistema oson yechiladi:

v(0) =gr + v 0, v (I) = [g íi] í2+ 2 [v 0Q]í, (6.202)
yoki

£ = ^ l - | [ Q r ] 2 + í/ .  (6.197)
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v =  v u + g /  +  2 [ v 0Q ]r +  [gQ ]r2. (6 .2 0 3 )

Harakat tenglamasida £2 2 ga proportsional bo'lgan hadni tashlab yuborga- 
nimiz ucliun iteratsiya jarayonini shu yerda to'xtatishimiz kerak. 

Radius-vektorni topish uchun tezlikni vaqt bo'yicha integrallaymiz:

6.7.2-misol. Boshlangich tezligi nolga teng boigan jism h balandlikdan 
Yerga tushish davornida vertikaldan qanchaga og‘adi?

Masalani konkret bir kenglikka bogiaylik, bu kenglikni 0 deb belgilaymiz 
(Toshkent uchun 0=41°). Koordinat o'qlari tanlaymiz. x-o‘qi meridian 
bo'yicha janubdan shimolga qaratamiz. £-o‘qi yuqoriga yo'naltiriladi. y 
o ‘qi g'arbga yo'nalgan boiadi.

Buholda g = {0,0,-g} va Q = {Qcos0,O,i2sin0} boiadi va yechimdagi
vektor ko'paytmaning birdan-bir noldan farqli komponentasi uning y 
komponentasi boiadi:

[g£2] = {0, -g  Q. cos 0,0}.

Demak, boshlang'ich koordinatlari rn = {0,0,h]  boigan jism yerga tush- 
ganda (6.204) bo‘yicha

koordinatlarga ega b o ia r  ekan. Minus ishora og'ishning sharq tomonga 
ro‘y berisliini ko‘rsatadi. z — komponenta uchun ifodani nolga tenglash- 
tirib

r(í) = r0 + v0r + ̂ gf2+[v0Q ]r+ ^ [g Q ]r\ (6.204)

(6.205)

(6.206)

tushish vaqtini (6.205) g a  qo‘yamiz:

(6.207)

Son qiymatlarini qo‘yib chiqaylik:

>• = —2,19 i  0-5 hvl cos 0. (6 .2 0 8 )

Toshkent kengligi uchun

y  = —1.65 TO-5 A372.
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Agar h =100m  deb olinsa, y =  - l , 65-10 2 m = -l,6 5 sm  bo iad i. Agar jism
Toshkent teleminorasining uchidan tushib ketsa (A=340m), uning vertikal- 
dan sharqqa og‘ishi y  = —10,3 sm ekanligini topamiz. Albatta, hayotda 
shamolning ta’siri bundan kuchliroq boiad i.

6.7.3-misol. Boshlang'ich v0 tezlik bilan Yer sirtidan otilgan jism Yerga 
qaytib tushganda o'zining boshlangich tezligi yotgan tekislikdan qanchaga 
chetlashadi?

K oordinat o ‘qlarini awalgi misoldigidek tanlaymiz. Effekt maksimal 
b o iis h i  uchun  tezlikni x, z tekisligida yotibdi deb olam iz. Bu holda 
(6.204) dan

ekanligini topiladi. Jism Yerga qaytib tushgunicha t  = 2v0z/g vaqt ketadi. 
Demak,

T o‘pdan va miltiqdan o‘q otishda aniq aishonga olish uchun shu natijalami 
ham hisobga olish kerak.

6-bobga mashq va savollar
1. Erkin jism uchun Eyler tenglamalaridan (K  = 0)
— Jism energiyasining harakat integrali ekanligini;
— Im pu/s momentining kvadrali M 2 harakat integrali ekanligini keltirib 

chiqaring.
2. Energiya E' ning ((6.82) ga qarang) harakat integralligidan foydalanib 

(6.89) tenglamani keltirib chiqaring. Buning uchun boshlang‘ich B(l burchakda 
energiyaning qiymati ixtiyoriy boshqa 6 burchakdagi qiymatiga teng ekanli- 
gidan foydalaning.

3. Tekislikda sirpanmasdan harakat qilayotgan shar masalasini Lagranj 
ko'paytuvchilari metodi bilan yeching ( ( 1.6)-paragrafga qarang).

4. 6.18-b  rasmda ko ‘rsatilgan 2a tomonli Icvadratning uchlarida joylashgan 
massalar sistemasi uchun inersiya tenzorining komponentalarini toping. Bu
ishni (x, y ) va (x \  y ’ )  sistemalarda bajaring.

5. 6.18-rasmda k o ‘rsatilgan katetlari 2a va 4a bo'lgan 1o‘g ‘riburchakli 
uchburchak uchlarida joylashgan m va 2m massalar uchun bosh inersiya 
o'qlarini va bosh inersiya momentlarini loping.

6. Faraz qilaylik, Yerning radiusi 1% ga kamaydi, massasi o ‘zgarmadi. 
Uning burchak tezligi qanchaga o ‘zgaradi? Energiyasichi?

y = Q (v0z cos© —uOvsin0)/2 -  — gElt^ (6.209)

(6.210)
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6.18-rasm. Moddiy nuqtalar sistemalari.

7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 " , ,

k
m

L

? /}; /////yJr/rrh

<9

6.19-rasm. Tebranayotgan hoda

7. Uzunligi L  va massasi m bo'lgan hoda bikirliklari k bo'lgan ikki 
prujinaga 6.19-rasmda ko ‘natilganidek o ‘rnatilgan. Bir uchini kichik masofaga 
pastga qarab siljitib harakatga keltirildi. Hodaning tebranish chastotalarini 
toping.

8. Shimoliy yarim shardagi daryo janubga qarab oqmoqda. 6 kenglikda 
daryoning kengligi H  ga teng. Sharqiy va g ‘arbiy qirg‘oqlardagi suvning 
balandliklarining farqini toping.

9. a radiusJi bir jin sli silindr R radiusli katta bo‘shliqli silindrning 
ichida sirpanmasdan harakat qilmoqda (6.18-d rasmga qarang). Uning Lagranj 
funksiyasini toping. Kichik silindrning barqaror muvozanat holati atrofidagi 
kichik tebranish lar chastotasini toping.



7-bob. KANONIK FORMALIZA!

7.1 Gamilton tenglamalari

Lagranj formalizmi klassik mexanikadagi yagona formalizmi emas. 
Ushbu bobda ko‘rib chiqiladigan kanonik yoki Gamilton metodi 
mexanikaning yana bir eng umumiy metodi bo‘lib Lagranj metodidan 
ba’zi bir jihatlarda hatto ustunligi ham bor. Shu metodni o'rganishga 
o'taylik.

Lagranj metodida umumlashgan koordinatalar va umumlashgan 
tezliklarning funksiyasi bo‘lmish Ligranj fuaksiyasini topish kerak edi 
va shu funksiyadan foydalanib vaqtga nisbatan ikkinchi tartibli diffe- 
rensial tenglam alar bo'lgan harakat tenglamalarini topish kerak edi.
(2.2) paragrafda (2.17) formula orqali umumlashgan impuls tushuncha- 
sini kiritgan edik.

Bu bobdagi m etod umumlashgan koordinatalar va. umumlashgan 
impulslar tilida ifodalanadi.

Vaqtga oshkora bog'liq boMmagan Lagranj funksiyasining to lliq 
differensialini yozaylik:

Umumlashgan impulsning ta ’rifi

SL
(7.2)

Eyler—Lagranj harakat tenglamalari

Э L
T ~ =  P i (7.3)

va

(7.4)

dan foydalanib yuqoridagi formulani
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cl ~L = X ^ <  “ (7.5)
V '■ J '■ '

ko'rinishga keltiraylik. Bu munosabatning o‘ng tomoniga ahamiyat

berilsa, chap tomondagi kombinatsiya q va p argument-
i

laming funksiyasi ekanligini ko'ramiz. Shu boisdan uchun
l

yangi belgilash kiritaylik:

H( q , p )  = ^ p c 1 - L .  (76)
i

Kiritilgan funksiya Gamilton funksiyasi deyiladi. Lagranj funksiya- 
sidan Gamilton funl<siyasiga o‘tish uchun bajarilgan almashtirish Lejandr 
almashtirishi deyiladi.
Olingan

dH = 2 jl ,d p , -  ̂ P -d q ,  (7 7 )
I /

formtiladan darhol quyidagi formulalar kelib chiqadi:

dH . dH
< 7 - 8 >

Olingan tenglam alarn ing  nomi — Gamilton tenglamalari. U lar 
ko'pincha kanonik tenglamalar ham deyiladi.

Gamilton funksiyasining ta ’rifl (7.6) ni energiyaning ta ’rifi (2.5) 
bilan taqqoslansa, ularning bir xil ekanligini ko‘ramiz, faqat Gamilton 
funksiyasi energiyani umumlasgan impuls va koordinatalarning funksiyasi 
sifatida ifodalanadi. Bu ikkala ifodalarning son qiymatlari (koordinatlar 
va impulslar harakat tenglamalarining yechimlari bo‘lgan holda) bir 
hildir.

7.1.1-misol. Bir o‘lchamli garmonik ossillatoming Lagranj funksiyasi

h J ^ _ k £ _  (79)

Umumlashgan impuls:

dL
dq
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B u yerdan q  n i p n ing  funksiyasi sifatida top ib  olam iz:

q = L - (7.11)m
Gamilton funksiyasi:

H iq, p ^ p i - L - p  (7.12)
m 2 \n~ 2 2m 2

Ikkinchi tenglik belgisidan so‘ng (7.11) formula qo'llanildi. Gamilton 
tehglamalari:

P = ~kq, q = —. (7.13)m
Bu ikkita birinchi tartibli tenglamadan bitta ikkinchi tartibli (o‘zimizga 
yaxshi ma’lum bo‘lgan) tenglamaga o‘tish mumkin:

q + CO2q = 0, O1 = —. (7.14)
m

7.1.2-misol. Sferik koordinata sistemasida ixtiyoriy potensial Udaharakat 
qilayotgan jismning Gamilton funksiyasini toping.

Lagranj funksiyasi:

L = — (r2 +• r26 2 + r2sin fyo2 )-U(r,d,<p). (7.15)

Qoida bo‘yicha umumlashgan impulslarni kiritamiz:

3L . 3L 2a 9L 2 in ■
Pr = ~di: = mr’ Pe=~d6=mr Pv = dcp=>rir sin ^  (7-16>

Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun bu tenglamalami umumlashgan tezliklar 
( r,d,(j) ) ga nisbatan yechib topilgan ifodalarni Gamilton funksiyasi ta’rifi
(7.6) ga qo‘yish kerak. Shu ishni bajaraylik:

H(r,e,(p,pr,pe ,pv )= prr+ pe9 + Py({>-L =

= T~ + “ ^ 7  + ---- T ~ (7.17)2 m 2mr 2mr sin 8

Endi Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lgan holni ko‘rayiik —
L=L(q,q,t) . Bu holda
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(7.19)

(7.20)

t dq ' / —4  dq 1 3/ (7-18)

va Gamilton funksiyasining ta’rifida ham qo‘shimcha had paydo bo'ladi:

dH = ^ P .d q ,  ~ ^ d t .
i i

Ko‘rinib turibdiki,

dL
dt “  3r '

Ikkinchi tomondan,

dt d t + 2 j  dq, q‘ + A  3/p,. "  df ’ (7.21)
I I

chunki ikkinchi va uchinchi hadlar yig‘indisi (7.8) natijasida nolga tengdir. 
Demak,

dH  dL
<7-22>

Biz yana bir bor energiyaning saqlanish qonuniga keldik — Lagranj 
funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lmasa yuqoridagi tenglikning o‘ng 
tomoni nolga teng b o ‘ladi, demak, energiya harakat integrali bo‘ladi:

H =  const. (7.23)
Garrilton va Lagranj funksiyalarining vaqt bo‘yicha hosilalari haqidagi 
natijani umuman ixtiyoriy parametr tiliga o‘tkazishimiz mumkin. Faraz
qilaylik, L = L(q,q,A) bo‘lsin, bunda A -  sistemani yoki unga ta ’sir
qilayotgan kuchni xarakterlovchi bir parametr bo‘lsin. Lagranj funksiyasining 
to‘liq differensiali

¿-idq i ' ¿-idq-, ' 3A (7.24)
i i

ni olib, uning ustida Lxgandre almashtirishi bajarilsa

. ' )  < > 
munosabatga kelinadi. Bu degani ixtiyoriy parametr uchun

d k  (7 .25)
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dH 'S (  3L

31 V« V3;tyM (7 .26)

boiishi kerak.
Lagranj va Gamilton funksi/alarini bog‘laydigan yana. bitta xossa bor, 

bu xossa g‘alayonlanish nazariyasida muhim rol o'ynaydi. Agar Lagranj 
funksiyasiga kichik qo'shimcha. L' qo'shilsa, Gamilton funksiyasi harn 
o'zgaradi, (7.6) ta’rifidan bevosita ko‘rinib turibdiki bu o‘zgarish

H' = - l!
ko‘rinishga ega boiadi.

Agar fizik sistemaning Garnilton funksiyasi berilgan bo'lsa, unga mos 
keluvchi Lagranj funksiyasini kam topish mumkin. Buning uchun (7.6) 
formulaga teskari tomondan qarashimiz kerak:

L = Y p^>~H- (7.27)i
7.1.3-misol. Quyidagi Gamilton funksiyasi berilgan:

H = ^ -  + pxpy. (7.28)

Unga mos keluvchi Lagranj funksiyasini topish uchun tezliklar va im- 
pulslarni kanonik tenglamalar orqali bogiaymiz:

dH . dH
x = ^— = Pxt + P y ,y  = —  =P,- (7.29)dp, dPy

Bundan topilgan Px = y, Py = 3* formulalar (7.27) ga olib borib qo‘yiladi:

L= P x x +  P } y - ^ - ~  P xP y =  x y ~ ^ y 2t .  (7.30)

7.1.4-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasiga mos keluvchi Gamilton 
funksiyasini toping:

L = -mc2 J l ~ ,  (7.31)

bunda m va c -  konstantalar (jismning raassasi va yomg‘lik tezligi). 
Umumlashgan impulsni topaylik:

dL mv
P =

c2
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Tezlik impugning funksiyasi sifatida aniqlanadi:

P 1
V  =  ■

1 +
2 2 m с

(7 .3 3 )

Gamilton funksiyasi:

2
W = pv -  L(v) = £ 7 + mc . 1-

1 +
2 2 2 p + m e

= Cyjm2с + p~.

2 2 m с
(7.34)

Agar jismning tezligi (impulsi) nolga teng bo‘lsa, Gamilton funksiyasi 
o‘zgarmas songa tenglashadi: H = me2.

l.l.S-misol. Quyidagi Gamilton funksiyasi uchun Gamilton tenglama- 
larini tuzing va ularni yeching:

( P ~ r

Gamilton tenglamalari:

Ko‘rinib turibdiki, 

yoki

D em ak ,

p = 2 r (p -r  ); r= p - r  

p = 2  rr,

d
dt

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

p - Г  — Cj.

Natijada harakat tenglamalari osongina yechiladi:

r = c,i + c2, p = c 2t2 + 2clc1t + cl +cj. 

с,, c1 — boshlang‘ich shartlardan aniqlanadigan konstantalar.

7.1.6-misol. Gamilton funksiyasi

2 2 2 

t f  =  iL  + ̂  + A
2 2

(7 .3 9 )

ko‘rinishga ega bo‘lgan sistemaning harakatini aniqlang.
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Agar

0 2 2
deb belgilab olinsa, Gamilton funksiyasining vaqtga bog'liq emasligidan 
uning o‘zgarmas songa tengligi: H = E0 + LE% = const va natijada, 

E0 = const0 ekanligi olinadi. Kanonik tenglamalar: 

clM
p = - — = -o£(l + 2A£0)x, j  = — = (l + 2AE0)p. (7.41)

Agar co = {\ + 2XE0)% belgilasli kiritsak, sistemaning yechimi

x = A coso/, p = -ö^Asinü)/ (7.42)

ko'rinishda ekanligi topiladi, bunda A — ixtiyoriy konstanta.
7.1.7-misol. Tajriba shuni ko'rsatadiki, zaryadi e va massasi m bo'lgan 

zarrachaning tashqi elektromagnit maydondagi Lagranj funksiyasi
1 7 e

L = - m r  -e(p(r,t) + - r - A(r,0 (7.43)
2 c

ko’rinishga ega. Bu yerda kiritilgan (p (r,/) va A (r,t) funksiyalar elektro
magnit maydonning skalar va vektor potensiallari deyiladi. Shu Lagranj 
funksiyasiga mos keluvchi Gamilton funksiyasi topilsin.

Umumlashgan impulslar:

p= mr+ - A. (7.44)
c

Gamilton fuksiyasi:

1 (  p V
*-eq>. (7.45)H = p r - L  = - i - i p - - A  

2m\ c

Gamilton tenglamalariga o ‘tayLik:

dH I f  e t Np = _ — =— Pi— a,-
dr m ̂  c

dH \ (  e r = — = -  p - - 1  
dp my c

-  VA, — eV <p\
c

(7.46)

Bu birinchi tartibli tenglamalar sistemasi, tenglamalar soni oltita. Ulami 
uchta ikkinchi tartibli tenglamalar sistemasiga aylantirish mumkin. Buning
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uchun ikkinchi tenglamadan yana bir marta vaqt bo‘yicha 
hosila olinadi:

rar = -eV c p - -  A + -  i-jVA; . (7.47)
e
с с

Ikkita oxirgi hadlarni bir oz o‘zgartiraylik. Ikkinchi had- 
dagi vaqt bo'yicha to'Iiq hosilani murakkab funksiyaning 
hosilasini hisoblash qoidasi bo'yicha ochamiz:

^ ¿ A M ^ + ( i v >A = i A+f 4 A <7As>
Natijada harakat tenglama indekslar orqali yozilganda 
quyidagi ko‘rinishni oladi:

mr¡ -  - e -
dn

< p - ~
■ dA.

эГ
e .

+ -Г:
dA,

Odatda

E = -V  (p - dA
cdt

В = rotA

7.1-rasm. 
Magnit 

maydonda 
zaryad.

(7.49)

(7.50)

formulalar orqali elektr E  va В magnit maydon kuchlanganliklari kiritiladi. 
Ulamiiig tilida yuqoridagi tenglama (tezliklarga o'tilganda: г = v )

mv = eE + -[vB]
с (7.51)

ko'rishni oladi. 0 ‘ng tomongagi ifoda Lorentz kuchi deyiladi.
7.1.8-misoI. Massasi m va zaryadi e bo‘lgan zarracha tashqi bir jinsli 

o‘zgarrnas В = (0,0,5) magnit maydondagi harakatini Gamilton tengla- 
malari orqali o‘rganing (7.1-rasmga qarang).

Tashqi magnit maydondagi zarrachaning Gamilton funksiyasi

H =
P - -A

с (7.52)
2m

ko‘rinishga ega bo‘ladi (awalgi misolga qarang). Bu yerda paydo bo‘lgan 
vektor A magnit maydon bilan quyidagicha bog‘langan: B=rotA. Magnit 
maydoni o‘zgarmas va faqat z-komponentaga ega bo‘lishi uchu vektor 
potensial A=(0,jcB,0) komponentalik vektor bo‘lishi kerak. Shuni hisobga 
olib zaryadining Gamilton funksiyasini ochib yozib olamiz:
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Ikkita siklik koordinataga egamiz: y  va z. Ularga ikkita harakat integrali 
mos keladi: p = const va P. = const. Quyidagi belgilashlar kiritilsa:

v -

7m 2m 2 in

Gamilton funksiyasi

eB cpv
— . xo = ~ ^  m c ets

H = PJ_ + rn^_(x _ Xo)i + £1_ (754)
2m 2 2m

y  ■

ko'rinishga keladi. Bu — muvozanat nuqtasi x0boigan bir o‘lchamli garmonik 
ossillatorning o‘zi. Uning yechimlari ma’lum:

x = x + acos(iot + cp ), p = -ma(os\n{cot + <p ). (7.55)0 0 *  o v '
y  va. z koordinatalar bo'yicha harakat tenglamalarini ham yozaylik:

dH \ (  e \  P-i = ----= — \ p  — xB \=-aœcos{(ût + (p z = —  ■ n
dp m { y c )  o m

Bulardan

y = -flsin(û)f +%) + y0, z = —  t + zQ (7.57)
in

ekanligi topiladi.
Demak, zarracha R maydonga parallel yo'nalgan (x = xn, y = 0)-o‘q 

bo‘yicha o ‘zgarmas p./m tezlik bilan harakat qilmoqda, shu bilan bir 
vaqtda u (x, y) tekisligida shu o‘q atrofida burchak tezlik bilan aylan- 
moqda.

7.3. Raus funksiyasi va siklik koordinatalar

Lagranj formalizmi haqida gap ketayotganida siklik koordinata 
tushunchasi kiritilgan edi. Siklik deb Lagranj funksiyasida ishtirok 
etmagan umumlashgan koordinatani aytilgan edi. Unga mos kelgan 
u m u m la sh g a n  te z lik  L ag ran j fu n k s iy as id a  ish tiro k  e tad i: 
L = L(qw . . , qi_x, siklik koordinata Gamilton
funksiyasida ham ishtirok etmaydi. Buni ko'rish qiyin emas: mos



keluvchi umumlashgan impuls

Eyler—Lagranj tenglam asi bo ‘yicha saqlanuvchan kattalik: p t = 0 . 
Kanonik tenglamalar bo‘yicha

demak, H ham q‘ ga bog'liq emas ekan: H =H(qi,...,qi_u qi+l,...,qn,

p \, . . . ,pn). Bu nuqtayi nazardan Lagranj va Gamilton funksiyalari bir- 
biriga o'xshash. Aramo Gamilton funksiyasining bir ustunligi bor — 
p =  const bo'lganligi sababli Gamilton funksiyasiga impulsning o ‘miga 
mana shu konstanta kiradi. Bu konstantani a deb belgilaylik, uning 
son qiymati boshlang‘ich shartlardan aniqlanadi. Gamilton funksiyasi 
bu hol da H(qx,...,qi _x,qM ,...,qn,px,.. . ,p i_x,a ,p M ,...,pn) ko'rinishga 
ega bo‘ladi. Natijada Gamilton funksiyasi umuman kanonik juftlik 
(<?,. P)&- bog 'liq  b o ‘lm aydi. D em ak, kanonik sistemaga kirgan 
tenglamalar soni ham  2 taga kam bo'ladi:

Umumlashgan koordinata q‘ ni shunda q = dH/dpt tenglamani oddiy 
integrallash yo‘li bilan topish mumkin:

Agar / ta koordinata siklik bo ‘lsa, unda kanonik tenglamalar siste- 
masinin^ tartibini 21 g a  tushurish mumkin.

Siklil koordinatalarning mavjudligida ko‘pincha Gamilton funksiyasi 
o'rniga Raus funksiyasi kiritiladi. Umumlahsgan koordinatalarni ikki

.* dH . dH , , , .
<? = ^ — , Pk = - - T ’ = 1.....k*i,...,n .

Wk dq¿Pk (7.71)

qismga bo'lamiz: bunda — [ql ,i = 1......ta siklik boigan

koordinatalar va {C1 J = k + 1 , — qolgan umumlashgan koor- 

dinatalar. Bu holda k  ta birinchi integralga egamiz:
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Raus funksiyasi quyidagicha ta ’riflanadi:
k

(7.74)

* = (7.73)
/=1

Uning to ‘liq  differensialini topaylik:

iq< - i w *• ■
1=1 7=1 1=1 ¿=1 i=l

n-k k k ii-k  n-k

i=i /=i i=i i=i i=i 

Demak,

dR dR . . ,
dp,- dq;

dR dL dR dL . , , (7.75)
ac,. a£. ’ a£ _a £’' * , ",”‘

Bu sistem aga kirgan birinchi tenglamalar Gamilton tenglamalari 
ko‘rinishiga ega, Gamilton funksiyasi rolini Raus funksiyasi o ‘ynaydi.
Ikkinchi qatordagi tenglamalar esa o‘zgaruvchilar uchun

d 3R IR
dt a £  acf (7-76)

tenglam alarni olishimizni ko‘rsatadi, Bu — Lagranj funksiyasi rolini 
Raus funksiyasi o‘ynaydigan Eyler-Lagranj tenglamalari. q: koordinatlar 
siklik bo‘lgani uchun ular Raus funksiyasiga harn kirmaydi. Ularga 
mos keluvchi impulslar p. o'zgarmas sonlar: p. = c., dem ak, Raus

funksiyasi R = R{i;u . . . £ n_kX 1 , . . . £ n_k,cl ,...,ck,t) ko‘rinishga ega

bo‘ladi. A gar £ ,......£n- * > C i o ‘zgaruvchilar uchun  Lagranj
tenglam alari yechilgan bo‘lsa, siklik o ‘zgaruvchilarni
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ЭЛ ,
4 i = g^-, 1 = 1,2,...,* (7.77)

tenglamalardan to‘g‘ri integrallash yo‘li bilan topish mumkin, chunki bu 
tenglamaning o‘ng tomoni faqat o‘zgarmas sonlar va vaqtning funksiyasidir. 

Energiyani Raus funksiyasi orqali ifodalab olish mumkin:

- 2> * Ь Щ г ' - ' - Ь ь  <-)i-i i=i i=i

7.4. Puasson qavslari

Klassik dinamikaning hamma sohalarida quyidagicha ta’riflanadigan

1=1
dp, Эq¡ dq¡ dp, (7.79)

■va Puasson qavslari deb  ataladigan kattalik juda muhim roi o ‘ynaydi. 
Би yerdagi 5 -  ko'rilayotgan sistemaning erkinlik darajasi, /  va g 
funksiyalar esa um um lashgan koordinatalar va impulslardan tuzilgan 
va shu sistemaning b iro r  xossalariga tegishli bo'lgan funksiyalardir. 
Puasson qavslarini G am ilton  funksiyasiga va kanonik tenglamalarga 
bog‘lab kiritish mum kin. Buning uchun qaralayotgan biror sistemaning 
umumlashgan koordinatlari va impulslarining funksiyasi bo‘lmish bir 
funksiya f  (q, p, t) n ing  vaqt b o ‘yicha to ‘liq hosilasi hisoblaymiz:

d f  _ d j \  V f  V  ■ + V  • 
* ~ э 7 + L \ d ¿ Pi b i *í=i

(7.80)

Gamilton tenglamalari hisobga olinsa

df _ d f  Э/ ЭЯ Э/ dH Л Э/
dt " Эt + dPi dq, + dq¡ dPi I Эt + *- ^

1=1 ' '
ifodaga kelamiz. Agar /  funksiya vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lmasa

^  = {#>/}• (7.82)

Bundan ko‘rinib turibdiki, /h a ra k a t integral! bo‘lishi uchun
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{ # ,/}  = О (7.83)

bo‘lishi кегак. Puasson qavslariiiing fundamental ahamiyati birinchi 
navbatda shu  dalilga kelib taqaladi.

Puasson qavsiarining asosiy xossalarini sanab chiqaylik:

6. {/.{g4 ¿}}+{g,{A,/}}+{A,{/,g}} = 0 -  Yakobi ayniyati.
B irinchi, ikkinchi va uchinclii munosabatlar osongina tekshiriladi. 

T o‘rtinchi munosabat Leibnitz qoidasiniag natijasidir:

va q. u c h u n  ham huddi shunday.
B esh inch i munosabat ham Leibnitz; qoidasining va analizdan 

m a’lum b o clgan xususiy hosilalarning tartibini o‘zgartirish mumkin- 
Ugining natijasidir:

va p. uchun ham huddi shunday.
O ltinchi munosabat Yakobi ayniyati deyiladi, uning isboti oz moz 

hisobni ta lab  qiladi.
Q uyidagi munosabatlami ham keltiraylik:

i- {f,s} =-{s>f) ;
2. {c,/} =  0,bunda c — o‘zgarmas son;

3. {f\+/г ’ё}={f,s}+{fi,g} ;
4- {f\f2,g}={f\,g}fi+f\{fn?} ;

dt dq* dq‘ dt ' (7.85)

(7.86)

bunda q. — umumlashgan koordinata;

(7.87)
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blinda p -  um um lashgan impuls. Juda muhim rol o ‘ynaydigan 
munosabatlarga quyidagi fundamental Puasson qavslari kiradi:

{q ,,q j}=  0, {p¡,pj}=  0, {pnqj ] = 8ij. (7.88)
Ularni ham keltirib chiqarish qiyin emas.
Puasson qavslarining muhim tomoni quyidagi Puasson teoremasidan 

kelib chiqadi:
Teorema: Agar / va g harakat integrallari bo‘lsa, ularning Puasson 

qavsi [f, g} ham harakat integrali bo‘ladi.
Isbot. {f, g} ning vaqt bo'yicha to ‘liq hosilasini hisoblaymiz:

^ { / .g } = |- { / ,g } + { ^  {/.£}}• (7.89)

Beshinchi va oltinchi qoidalarni ishlatsak

^ { / • * } - { | - - * } + { / . f  } -{ /.{ * ."} } -{ * .{ " ./} } •  (7.90) 

Oxirgi hadlarga birinchi qoidani qo‘llasak darhol maqsadga kelamiz:

P.91)

Albatta, bunday jara yon (ikkita harakat integralining Puasson qavsini 
tashkil qilish) bizga ham m a vaqt ham yangi harakat integrallarini 
beravermaydi: mustaqil harakat integrallarining soni 2s — 1 bilan 
cheklangan, yangi harakat integrali eski integrallarning funksiyasi bo'lib 
chiqishi mumkin

Ba’zi bir hollarda Puasson qavslarini eslab qolish uchun oson bo'lgan 
determinant ko‘rinishida ham  ifoda qilib ohsh maqsadga muvofiqdir:

{ / ’S}= X
1=1

dp, dq, 
dg dg 
dp¡ dq,

(7.92)

7.4.1-misoI. Impuls momentining komponentalari M  orasidagi Puasson 
qavslarini toping.

Yechish. Albatta hamma {M., M. } lar (/ bo'yicha yig‘indi yo‘q) nolga 
teng (birinchi xossa bo'yicha). Qolganlari:

[Afx,M y } = [ypz -  zpy ,zpx - xp, } =
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= {yPz’zPx}-{yPz>xP z}-{zPy’zPx)+ {zPy’xPz} = yPi -xpy = -M 2; (7.93) 

{My , M. } = [zpx -  xp., xpy — ypx } =

= {zpx,xpy }-{zp x,ypx}-{xp 2,xpy}+{xp2,ypx}=  zpy -yp ,  = -M x; (7.94) 

{MZ,MX} = {xpy - ypx,yp: - zPy} =

= {xpy,ypz }-{xpy,zpy} -{yp x,ypz}-y{ypx,zpy}^ xp .-zpx = -M y (7.95)
Puasson teoremasi bo'yicha ikki harakat integralining Puasson qavsi yana 
harakat integrali bo'lishi kerak edi. Yuqoridagi hisoblar bo‘yicha agar Mx va 
M harakat integrallari bo‘lsa M. ham harakat integrali bo‘lishi kerak va h.k. 
Bu uchala formulani Ilovada keltirilgan birlik antisimmetrik tenzor orqali
bitta formula ko'rinishida yozib olish mumkin:

{M ,,M j}=-£jkMk. (7.96)
Bu yerda ikki marta uchragan indeks k bo‘yicha 1 dan 3 gacha yig‘indi 
ko‘zda tutilgan.

7.4.2-raisol. Impuls va iinpuls momentlari orasidagi Puasson qavslarini 
hisoblang. Masalani (7.87 ni hisobga olib, osongina yechish mumkin:

{Mx >Px } = - ^ ( y P z ~ zPy) = °; (7.97)

{My,px\ = - ~ ( z p x -xp ,)  = pz\ (7.98)

(7.99)

va h.k. Bu formulalami ham birlik antisimmetrik tenzor dan foydalanib
bitta formula ko‘rinishida yozib olishimiz mumkin:

{Mu P j]  = - ^ —Mi = “  - ^ ~ £iki9kPi = - £ikiP is*j =~eijiPi- (7.100) aqJ aqJ
Ko'rinib turibdiki, i — j  bo‘lsa o‘ng totnon hamma vaqt nolga teng.

7.4.3-misol. Impuls momentlari \a  koordinatalar orasidagi Puasson 
qavslarini toping.

Masalani (7.86) asosida yechiladi:

Mx =-^-(.ypz -zpy) = 0-, (7.101)
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3 0{Mx’y } = ^—Mx = — (,yp2- z p )  = -z  
fyy dPy (7 .1 0 2 )

va h.k. Buformulalarni ham birlik antisimmetrik tenzor dan foydalanib 
bitta formula ko'rinishida yozib olishimiz mumkin:

\m  ,q = -r— £ q p = E q 8 = £ q  = -£ q
I  1 j  J  o p  1 OP ikl k I ikl k j l  ikj k ijkdp . ijk k (7.103)

Ko‘rinib turibdiki, / = j  bo‘lsa o‘ng tomon hamma vaqt nolga teng.

7.4.4-misoI. { p , } ni hisoblang.
Bu qavsning bitta ixtiyoriy / komponentasini topamiz:

{Pi,rn} =
dr.

- r "  =  n r "  2 n .

Vektor ko‘rinishida:

(7.104)

(7.105){p ,rn} = nrrt~2r.
Shuncha Puasson qavslarini hisoblandi. Bularning amaliy ahamiyati 

nimadan itorat? Buni o‘rganish uchun paragrafning boshidagi umumlashgan 
impuls va koordinatalarning vaqtga oshkora bog'liq bo‘lmagan ixtiyoriy 
funksiyasi ]{p(t),q(t)) uchun bo'lgan (7.82) formulaga qaytib kelaylik. Mana 
shu funks iyani vaqt bo‘yicha qatorga yoyaylik:

'^ f_ d p _ +  d f _ d q
\

d p  d t
V

, = o  d t i - 0 J

t+

i+ -
2 T T P " +2T T ' ^  + V t? "  

d p  a p a q  d q
t2 + -

(7.106)

/=0

Kanonik tenglamalardan foydalanib, p va q laming o‘rniga H ning hosilalari 
qo‘yilsa quyidagi formulaga lcelinadi:

/(/>(0,9(0) = f (p (0),?(0)) + { / / , /} |_ 0 1 + l- {H ,{H ,f}}\,.o t2+ -  (7.107)

Bu formula bizga Gamilton funksiyasi va Puasson qavsining yana bir muhum 
ma’nosini tushunishga yordam beradi -  Gamilton funksiyasi mexanik 
sistemaning vaqt bo'yicha siljishini Puasson qavslari orqali ta’minlovchi 
kattalik ekan.

Shu tomonni yorituvchi b ir misol keltiramiz.
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7.4.5-misol. Garmonik ossillator uchun p(t) ni (7.107) qator yordamida 
hisoblang. Garmonik ossillatorning Gamilton funksiyasi topilgan ((7.12) 
ga qarang):

H  = ¥ -  + — . (7.108)
2m 2

Kerakli boigan Poissom qavslarini topaylik:

{H ,p}=  - ¥ L  = -kx, {H,{H,p}} = -k{H,x} = - k j -  = - k £ ,

u2 . k2 n (7.109)

Boshlang'ich shartlarni p(0)=p0 va r(0)=jc0 deb belgilab olamiz. Undan 
tashqari, k=mejÿ- ekanligini ham hisobga olaylik. Demak,

1 t3, 1 
p(t) = p 0 -  m(O2x0t+ -  co2p 0t2 -  m a 4 x 0 — + — p 0eo4t4 +■■■ =

= p Q{\ + - ( o 2t2 + — ù)4t4 +■■■ 
^ 2  4!

= p0 cos(eot) -  incûx0 sin(eût).

-  m(üXn (  1 3 3Cût---- Cût +•
3! (7.110)

Huddi shu yo‘l bilan x(l) ni ham topish mumlcin. Buning uchun yana 
o‘sha (7.109) Puasson qavslaridan foydalansak yetarüdir:

x(t) = x 0cos(<i)t)+-^-sin(o)t). (7.111)
meo

Albatta, ma’lum bo'lgan yechim topildi. Bu yechimni oddiy differensial 
tenglamani yechish yo‘li bilan topish osonroq edi, ammo, hozir qo‘llagan 
metod murakkabroq bo'Igan misollarda qulayroq bo'hb chiqishi mumkin. 
Ayniqsa, kvant mexanikisiga o‘tishda bu metodning ahamiyati oshadi.

Endi ixtiyoriy J(r) funksiya bilan impulsning Puasson qavslari (7.87) 
ga kelaylik. Uni

{/?,>/} = (7.112)

ko'rinishda yozib olib, n marta qayta qo‘llaylik:

r fK -  K ^  ...3»3r <7-113>'2 '1
f(r) funksiya uchun Taylor qatorini yozaylik:
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f i r ) = m + rM
OK

i a2/
+  - r , r -

r=0 2 '* '2 d r i2 d r ‘ i r=0

a v
«! '2 dr- ••■9/;- 3r '/? '2 ‘1

(7.114)

r=0
Bu formula Puasson qavslari yordamida

/ ( r )  =  /<0) + r, { / 7 , . ,  / }  r = 0  +  - rh  rl2 {/>,. [pn , / } }  +  • • • +

r=0

+^ v ^ K * - K > K 4 - i o-  (7.i 15)

ko'rinishga keltiriladi. Hulosa qilib shuni aytish mumkinki, impuls fazo 
bo'yicha siljishni ta’minlovchi kattalik ekan.

Puasson qavslari yordamida impuls momentining ham chuqur ma’nosini 
yoritish mumkin. (2.44) va (2.51) formulalardan ko‘rinib turibdiki

Pm = M .<p 2 (7.116)
Umumiy qoida ((7.88) ga qarang) bo‘yicha {pip,(p}=l boiishi kerakligini 
hisobga olinsa

{Mz,cp} = 1 (7.117)
olinadi. Agar argumentlari ichiga cp ham kirgan biror /  funksiya berilgan bo‘lsa

{Mz, f }  = {Pip, f }  = ^ -  (7.118)

formulani n marta tatbiq qilib quyidagini olamiz:

,/}}...} = | ^ ,  (7.119)

chap tomonda Puasson qavslari n marta qoilanilgan. Demak, 

f(<p) = /(0) + cpf\ 0) + 1  <p2/" (  0) + • • •+- y f n (0) + ■ • • =
2 n\

+ \ c p 2 { M z , { M z , f } }
(P-O £ <p=o
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n - p=o

ekan. Ya’ni, M ixtiyoriy funksiyaning argumentini cp burchakka burib 
berar ekan, bu degani M, mexanik sistemani aylanma siljishini ifodalovchi 
kattalik ekan. Puasson qàvslaii energiya, impuls va impuls momenti vaqt 
fazo va fazoviy burchak bo‘yicha siljishni ta’minlovchi kattaliklar ekanligini 
tushunishga yordam berdi.

7.5. Ta’sir integrali koordinata va viqtning 
fuaksiyasi sifatida

Kursning boshida ta’sir integrali

kiritilgan edi. Harakat trayektoriyasini topish masalasi ta’sir integralining 
variatsiyasini nolga tenglashtirib yechilgan edi. Blinda trayektoriyaning 
variatsiyalarini trayektoriyaning boshi va oxirida nolga teng deb oigan 
edik. T a’sir integrali trayektoriyaning funksionali bo‘lishi bilan bir 
vaqtda o ‘zining ta ’rifi (7.121) bo'yicha (ta,tb,q(ta),q(ta)) o ‘zgaruvchi- 
larga bog'liqdir, ya’ni ulaming funksiyasidir. Bizning bu paragrafdagi 
maqsadimiz shu bogiiqlikning ko‘rinishini topish. Ya’ni, moddiy nuqta 
harakat tenglamalari orqali aniqlangan trayektoriya bo'yicha harakat 
qiladi deb olinadi va ta ’simi shu trayektoriyaning boshlang‘ich va 
oxirgi nuqtalari (va vaqtlar)ning funksiyasi sifatida o'rganiladi. Bunday 
masalani vechish uchun q. va / mustaqil ravishda o‘zgamioqda deb 
qarash kerak. Demak, zarracha haqiqiy trayektoriya bo'yicha harakat 
qilmoqda, am m o biz bu trayektoriyani formai ravishda variatsiyalaymiz: 
q^q' va yangi traektoriyada vaqt hain boshqacha o ‘tadi deymiz:
Bu paragrafda / indeks ikki marta uchrasa ular bo‘vicha yig‘indi ko‘zda 
tutiladi, am m o yozilmaydi.

Traektoriya ustida vaqtni ham o‘z ichiga oigan nmumiy almashtirish 
bajaraylik:

Sq¡(t) — to‘liq yoki asinxron variatsiya deyiladi. Agar Eyler-Lagranj 
tenglamalari n i keltirib chiqarishga bag‘ishlangan niulohazalarni eslansa

(7.121)
'a

<ii (0 -> <ii ( 0  = h  (0 + 5 9, (0- (7.122)
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u  yerda vaqt ustida hech qanday alamshtirish bajarilmagan edi. Bu 
yerda esa vaqt ham almashtiriladi t -> t '  = t + 8 t.

q(t) funksiya ikki sababdan o'zgaradi — trayektoriya ko‘rinishining

o'zgarishi: q(t) q\t)  , va argumentning o ‘zgarishi: Shu ikkala
o'zgarishni ajratib yozamiz. To‘liq o'zgarishni

? /(0 =  4 Kt + ôt) = q'i(t) + 5tqi(t). (7.123)
ko‘rinishda yozib olib awaigi formula bilan taqqoslansa

Sqi{t)=qi(t)—qi(t) + 8 tqi(t) = 50qi(t) + 8 tqi(t) (7.124)

formula olinadi. Bu yerda

S0qi(t) = q'i(t)-qi(t) (7.125)

trayektoriya ko‘rinishining o ‘zgarishi. Keyingi formulalarda kerak
bo'lgani ucliun Lagranj funksiyasining ham to ‘liq o ‘zgarishini shu 
ko'rinishda yozib olamiz:

8L = 80L + 8 tL. (7.126)

Ta’sirningtoliq variatsiyasi huddi (2.5) da hisoblangandek hisoblanadi 
(quyida keltiriladigan formulalarning hammasida birinchi tartibli cheksiz 
kichiklarginaqoldirilgan):

SS = f  dt'L(qXt'), q \ t \  0  -  J dtL(q(î), q(t), t) =

= [  {{dt + dSt)(jL(t) + 80L + L8t) -  dtL(t)] =
J (7.127)

= J d (S t)L +1 d t  (80L + L8t ) = J d(8tL) + J dtS0L.

Lagranj funkiyasining variatsiyasi standart yo‘l bilan hisoblanadi:

5°L = ^  Ô°qi (Î) + 1̂ 5°q‘(i)' 128)
Awal aytib o'tilganidek 80 q(t) = —80q(t). Shuni hisobga olib va variai-

dt
siyaga hosilatushgan hadni bo'laklab integrallab, quyidagi ifoda olinadi:
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8S = [d[ötL + —  а д +  \d t [ ——J Э* °*J J (d,?̂  dg, 5oi- (7.129)

Shu yerda masalaning qo‘yilishini yana bir inuhokamaqilaylik. Haqiqiy 
trayektoriya bo‘yicha harakat qilayotgan sistemani ko'rayapmiz. Ya’ni, 
trayektoriyani aniqlash masalasi bilan shug‘ullanmaytniz, trayektoriya 
Eyler— Lagranj tenglamalarining

d bL dL
7 , ц , ~ м Г  < 7 Л 3 0 )

yechim i sifatida topilgan, zarracha shu trayektoriya bo‘yicha harakat 
qiladi. D em ak, (7.129) formuladagi ikkinchi had nolga teng va birinchi 
hadning o ‘zi qoladi:

5S =  \d lö tL  + —  iу № ь +— 5м].  (7.131)

Bunga kirgan 80q¡ uchun

ó0q¡ (0 = 8q¡ (0 -  Stq¡Qt) (7.132)
ekanligini eslab ta ’sirning to ‘liq variatsiyasi

=  \ P i 8 q , - H 8 t f a  ( 7 1 3 3 )8S ~ , r. . 3L dL „ ötL-8tqi —  + —r Sqi 
°4¿ oq¡

ko'rinishga keltiriladi. Formulani ochib yozaylik:
S S =  p¡(tb)8q¡(tb)-H (tb)0tb -Pi(ta)Sq¡(ta)+H(ta)óta. (7.134)

Agartrayektoriyaning boshlang‘ich nuqtasi o‘zgarmas bo'lgan hol 
цйшЬа (bunda birdari-bir o'zgaruvchilar yuqpri nuqtaga tegishli bo'ladi 
va shu sababdan, ularni indekslarisiz yozamiz):

8S = p¡Sq¡ -H S t  (7.135)
ga ega bo'lam iz. Ko‘rinib turibdiki,

dS TT dS
' ■ ' ' V  ä '  (7J36)

A gar trayektoriyaning oxirgi nuqtasini va unga mos keluvchi vaqt 
m om entini o ‘zgarmas deb olsak, yuqoridagi formulalarda o ‘ng tom oa- 
larning ishoralari o ‘zgaradi. (7,136) formulalarni

dS — p¡ dq¡ — Hdt (7.137)
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ko‘rinishda yozib olish mumkin. Umumiy holda esa

dS = Pi(tb )dqi (tb) - H ( t b)dtb - Pi(ta)dqt (ta)+ H (ta)dta (7.138)

formulaga egamiz. Bu munosabatning ma’nosi shundan iboratki, harakat 
ixtiyoriy bo‘lavermas ekan, u faqatgina shunday bo‘lishi mumkirtki, 
bu formulaning o ‘ng tomoni to‘liq differensial bo‘lsin.

(7.137) formulani integral ko‘rinishda yozib olaylik:

S= j(Pjdqi-Hd(t). (7.139)
Biz ta ’sir integrali uchun yangi ifoda oldik, bu ifodadan ham harakat 
tenglamalarini keltirib chiqishimiz mumkin. Albatta, bu galda kanonik 
tenglamalar kelib chiqishini kutish kerak. Eslatib o'taylik, harakat 
tenglamalarini q id irganda trayektoriya variatsiyalanadi (bu holda 
q(t) -> q(t)+8q(t),p(t) -> p(t) + 8p(t)), vaqtga tegmaymiz, chegaralarning 

o‘zgarmasligidan foydalaniladi: 8qa = 8qb = 8p a = 8 pb = 0. Umumiy 
metod bo‘yicha SS hisoblaymiz va uni nolga tenglashtiramiz:

8S = j(5pdq +p8dq-SHdt). (7.140)
Integral ostidagi ikkinchi  hadni  bo 'lak lab  in tegrallaym iz va 

dH 3 HT
dp dq ekanligini hisobga olamiz:

dt + pdq
‘h

= 0 . (7.141)

Oxirgi had nolga teng (chegaraviy shartlar natijasida). Variatsiyalar 
ixtiyoriy bo‘lganida bu ifoda nolga teng bo'lishi uchun

, dH . ** , 3 H , n
"3̂ " (7.142)

bo'lishi kerak. K anonik tenglamalarga yana keldik.
7.5.1-misol. Bir o‘lchamli harakat qilayotgan erkin nuqtaning ta’sirini 

toping.

b_

S = jdtL(q,q,i)= = ^ d t [ ^ [ q q ] - q q  = (7.143)
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chunki erk in  n u q ta  uchun q = 0 .  E nd i q =  —— —  =  const ekanlig in i hisobga

olish qoldi. Natijada

a _ m {q h - q af  _____
S ~-Z—-----—  (7.144)

z lb ~ la
formulaga kelinadi. Ko'rinib turibdiki,

35 qb -%  ds qt,-qa ■ dS
P b = - —  =  m - ----------- -  =  mq, P a= - — -  =  m - -----------— =  mq, ^ -----------— - (7.145)

M b  h ~ h  M a  *1, - < «  Otb

Uch o'lchamli holga o'tganimizda (7.144) o'miga

(7.146,
1  lb ~ ‘ a

formulani olamiz.
7.5.2-misol. Garmonik ossillatorning ta’sirini toping.

5 = ^ J d t(q 2 -  co2q2) = f  [qq]-qq~(0V  j=  y  [« ]J  , (y u?)

!a *a

chunki garmonik ossillator uchun harakat tenglamasi q + arq = 0. Bu tengla- 
maning yechimini

q(t) = ,4 cos to/+ 5 sinco/ (7.148)
ko 'rin ishda o lib , chegaraviy shartlarni hisobga olgan holda uni

a qh .
<?(0 = qa cos © ( '-* „ )+  — sini0( / - / u) =  qb cosc«(.t-tb)+ — ^r\co(r-tb) (7.149)

co Ci)
ko‘rinishga keltirish mumkin. Olz navbatida bu munosabatlardan

ga = ~ r°  (qb- q a^<oT), ifh = - — ~{qb cos coT -  qa ) (7.150) 
sin coT sin cor

ekanligi topamiz, bunda T  = tb - t a. Topilgan formulalar

[q4it = i ^ K 9“ 'i* ^ ) coso,:r_29a%]  (7-l5i)

ga olib keladi. Natijada, garmonik ossillator uchun ta’sir integrali shu integ- 
ralning chegaraviy nuqtalarining funksiyasi sifatida quyidagi ko‘rinishni 
qabul qiladi:
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5 = js ïn w A ^ 2“ + ̂  )C0SœT~2q“qb]'
(7.136) formulalarni tekshirib chiqish qiyin emas.

(7.152)

7 .6 . Kanonik almashtirishlar

7.6.1. Ta’rif. Hosil qiluvchi funksiyalar

A w al aytgan edikki, Lagranj formalizmidagi umumlashgan koordi- 
natalar q. ni ixtiyoriy ravishda tanlab olish mumkin, harakat tengla- 
malarining umumiy ko‘rinishi bunga bog'liq emas. Ular ustida hatto 
vaqtga bog‘liq bo'lgan almashtirishlarni ham bajarish mumkin:

bunda q -  eski koordinatalar, Q — yangi koordinatalar ((1.2)-misolga 
qarang).

Kanonik formalizmi 2s o ‘lchamli (q¡,p), i=l,...,s  fazo tilida ifoda- 
lanadi. Bunday m atem atik fazo fazaviy fazo deyiladi. Bu fazoni tashkil 
qiluvchi <?va p  koordinatlar teng huquqlidir. Ularning teng huquqliligi 
yangi imkoniyatlarga olib keladi. Quyidagi matematik almashtirish 
yordamida

bu fazoda yangi koordinatalarga o ‘tish mumkin. Yangi koordinatalarga 
o'tishdan asosiy maqsad ularni shunday tanlab olishki, ularning ichida 
mumkin qadar ko‘proqsiklik Q. la rbo ‘lsin. Masalan, Qt siklik koordi- 
nata bo‘lib chiqdi deylik. U nga mos keluvchi impuls bu holda o‘zgarmas 
harakat integrali bo‘ladi: P, =  const. Asosiy maqsad, yuqorida aytilga- 
aidek, yangi koordinatalarni shunday tanlab olishki, ularning hammasi 
siklik bo‘lib chiqsin. Bu ho lda s ta harakat integralini topgan bo‘lamiz, 
harakat tenglamalari darhol integrallanadi.

Koordinata va impulslarni (7.154) formula bo'yicha o'zgartiril- 
ganda umumiy holda G am ilton funksiyasi ham o'zgarishi turgan gap: 

ammo bu alm ashtirishlarga qo‘yiladigan asosiy talab — 
ularning natijasida harakat tenglamalari o‘z ko‘rinishini saqlab qolishi 
kerak:

Q i = Q i ( q , t ) , (7.153)

Q¡ = Qi p , t), p, = p¡ (q, p , 0 (7.154)

(7.155)
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Bunday xossaga ega bo‘lgan alinashtirishlar kanonik almashtirishlar 
deyiladi. Almashtirishlarning kanoniklik shartini keltirib chiqaraylik.
(7.139) — (7.141) formulalar bo‘yicha kanonik tenglamalarni quyidagi 
variatsion prinsipdan keltirib chiqarilgan edi:

s j ( Pidq¡-Hdt) = 0. (7.156)

G am ilton  tenglamalarining ko‘rinishi o'zgarm asin deyilsa yangi 
o ‘zgaruvchilarga ham huddi shu prinsipni qo'llash kerak:

д ^ ( Р М - Н Щ  = 0. (7.157)

Bu ikkala variatsiya bitta haqiqiy harakat trayektoriyasiga olib kelishi 
kerak, faqatgina, bu trayektoriya harxil o‘zgaruvchilartilida yozilgan. 
Ikkala variatsiya nolga teng bo‘lishi uchun integral osti ifodalar bir- 
biridan koordinata va impulslarning funksiyasi bo‘lgan funksiyaning 
to ‘liq differensialigagina farq qilishi mumkin. Bu holda bir integral 
ikkinchisidan shu funksiyaning chegara nuqtalardagi o‘zgarmas qiymat- 
larigagina farq qiladi. 0 ‘zgarmas sonning variatsiyasi nolga tengdir. 
Demak1:

p¡dq¡ ~P,dQ, +(H'-H)dt = dF. (7.158)
Paydo b o ‘lgan funksiya F kanonik almashtirishlarning hosil qiluvchi 
funksiyasi deyiladi. Ko‘rinib turibdiki F=F(q,Q,t) va

_ ЭF „  dF
P i= ^ ’ P i= ~B0 ’ Я = Я + ^Г- <7Л59)

Bu b irdan  bir mumkin holmi? Yo‘q, hosil qiluvchi funksiyaning argu- 
m entlarini boshqacha qilib ham tanlab olish mumkin. Buning uchun 
(7.158) еЛшр tomunidagi PdQ\ hadni o ‘ng tomonga o'tkaziladi va 
shu tom onni

dF ь  P,dQ, = d(F  + P¡Q¡ ) -  QäP, (7.160)
ko‘rinish.ga keltirib olinadi (bunday almashtirish Lejandr almashtirishi 
deyilishini yana bir eslatib o‘taylik). 0 ‘ng tomondagi Q.dP, hadni chap 
tom onga o'tkazamiz. Yangi hosil bo'lgan funksiyani F2 deb belgilab:

1 Yana bir eslatib ketaylik, ikki marta uchragan indeks bo‘yicha yig‘indi ko‘zda

tutiladi: ^ Q i  ~ Y j P‘dQ¡
i
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F2(q,P ,t)= F{q,Q ,t)+ PiQi, (7.161)
uning differensiali uchun

dF2 iq, P, t) = P,dq, + QidPt + (.H' -  H)dt (7.162)
ifodani topamiz. Shu munosabat bilan birinchi paydo bo‘lgan hosil 
qiluvchi funksiyani Fl = F{(q, Q,t) deb belgilab olaylik. Yangi hosil 
qiluvchi funksiya uchun

" ' ' H '  a = f - -  ■ <7 i6 3 >
Lejandr almashtirishlari yo‘li bilan yana ikki xil hosil qiluvchi 

funksiyalarni topish mumkin. Buning uchun (7.162) o ‘ng tomonidagi 
p.dq. hadni chap tomonga o ‘tkazib chap tomonni

dF2 -  p,dq, = d(F2 — p,q,) + q,dPi (7.164)

ko'rinishga keltiramiz. F2 -  Piqt = F3(p,P ,t) belgilash kiritib

dF3 = -q t dp, + QjdPj + (H' -  H)dt (7.165)

ekanligini ko‘rish mumkin. To‘rtinchi va oxirgi ko‘rinish quyidagichadir: 
dF* (p ,Q ,t) = - q M  -  PtdQt + (H '-H )d t.  (7.166)

Topilgan hosil qiluvchi funksiyalarni keltiraylik:
F\{q,Q,t), F i(q,P  ,t), F3(p,P ,t), F4(p,Q ,t). (7.167) 

Boshqa variantlar yo‘q.
Agar hosil qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bog‘liq boim asa 

(hamma variantlarda ham) yangi va eski Gamilton funksiyalari teng 
bo ‘ladi:

H'=H. (7.168)
Kanonik almashtirishlarga misollar keltiraylik.
7.6.1-misol. Bir o'lchamli garmonik ossillator uchun

F\{q,Q ,t) = -mcoq2agQ  (7.169)

kanonik almashtirish yordamida yangi o‘zgaruvchilarga o‘ting.
Garmonik ossillatorning Gamilton funksiyasi bizga ma’lum:

h - £ 1 - 3 1 = 1
2m 2 2

( 2 
P 2 2 —  + mcoq
m (7 .1 7 0 )

Hosil qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lmagani uchun
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H ' = H . (7.171)

Yangi va eski o‘zgaruvchilami bog'laydigan munosabatlarni yozaylik:

Ko‘rinib turibdiki, Q siklik koordinata, demak, unga mos keluvchi kano- 
nik impuls P saqlanuvchi kattalik:

Birinchi tenglamadan darhol (7.175) kelib chiqadi, ikkinchi tenglamadan 
esa

ekanligi kelib chiqadi. 0 ‘zgartnas son /3 boshlang'ich shartlardan aniq- 
lanadi. (7.175) ga kirgan o‘zgarmasni topish qiyin emas. Garmonik os- 
sillator uchun energiya saqlanuvchi bo‘lgani uchun (7.174) dan kelib 
chiqadiki

Biz kanonik tenglamalarni integrallash masalasini qulay bo'lgan hosil 
qiluvchi funksiyani topib kanonik almashtirishlar metodi bilan osongina 
yechdik. Albatta, misolning o‘zi qiyin emas edi, ammo murakkab hollarda 
ham shu metod qulaylik tug‘dirishi mumkinligi turgan gap.

Ikkinchi misolga o‘tishdan oldin yana umumiy mulohazalarga qaytib 
kelaylik.

(7.172)

Bu munosabatlarni yechib quyidagi ifodalar osongina topiladi:

q2 = ^  Q, p 2 = 2P/KCDCOS2 Q. (7.173)

(7.174)

P = const.
Buni kanonik tenglamalardan ham ko‘rish mumkin:

(7.175)

(7.176)

0  = Q(t) = cot + ¡5 (7.177)

(7.178)ù)
Eski o‘zgaruvchilarga qaytib kelaylik:

(7.179)
p(t) = \Ilm Pœ  cos Q = \]2mE cos (cot + /3).
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Yuqoridagi m isoldagi kanonik  almashtirishda hosil bo ‘lgan yangi 
unrumlashgan koordinata va im pulslarga qaralsa ((7.173) ga qarang) 
u la i odatdagi koo rd ina ta  va im puls tushunchalariga to ‘g ‘ri kel- 
masligini k o ‘rish m um kin, ularning o ‘lchamliklari ham koordinata 
va impulsning o ‘lchamligiga m os kelmaydi. Kanonik almashtirishlar 
koordinatalami im pulslar bilan bog‘laganligi uchun yangi umum- 
lashgan koordinatalar umumiy holda oddiy fazoviy koordinata m a’- 
nosini yo‘qotishi mum kin. M asalan, yuqoridagi misolda Q um um an 
o'lchamlikka ega emas. Y a’ni, kanonik formalizmida umumlashgan 
koordinata va um um lashgan im pulslar o ‘zining boshlang‘ich m a’- 
nosini yo‘qotishi mum kin. Shu sababdan ( Q,P) juftlikni, odatda, 
kanonik qo‘shma o ‘zgaruvchilar deyiladi. Ularning qaysi birining 
fizii m a’nosi qanday bo‘lishi konkret masalada ko‘rilgan konkret 
kanonik almashtirishlarga bog 'liq  bo‘ladi.

Bu holatgamisol sifatida Q =  p, P = —q almashtirishlarni keltirilishi 
mumkin, bor y o ‘g‘i impuls v a  koordinataning o 'rnini almashtirib 
qo'ydik, bu kanonik almashtirish ekanligini tekshirib ko‘rish mumkin.

7.6.2-misol. Awalgi misolda ko‘rilgan almashtirishga kirgan chastotani 
vaqtga bog'liq deb olylik:

Bunday almashtirish garmonik ossillatorining chastotasi o‘zgaruvchan bo'lgan 
holga mos keladi. Bu holda yangi o'zgaruvchilar tilida kanonik tenglama- 
laming ko‘rinishi qanday bo'ladi va bu qanday qulayliklar beradi?

Yechish. Bu hol awalgi holdan farq qiladi. Yangi Gamilton funksiyasi 
H' eskisiga teng emas:

Yangi va eski kanonik o‘zgaruvchilar orasidagi bogManish o‘zgar- 
maydi:

Natijada yangi Gamilton funksiyasi uchun quyidagi formula olinadi:

Fx(q,Q,t) =  -m(o{t)q2ctgQ. (7.180)

V /

2 Pq1 = ----sin2 Q, p1 =2Pmcocos2 Q. (7.182)

(7.183)

Kanonik tenglamalarga kelaylik:
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P =P — cos(2Q), Q -со
(О

1 + ——rsin(2(2) 
v 1(0

(7 .1 8 4 )

Bu tenglamalar sistemasini ci)/co~ <szl bo‘lgan holda g‘alayonlanish 
nazariyasi orqali yechish mumlcin.

Quyidagi misollar kanonik almashtirish yordamida nochiziqli tebranish- 
lar masalasini yechishga oiddir.

7.6.3-misol. Nochiziqli ossillatorni olaylik:

h  = eL + ^ L  + ̂ x 3. (7 .185)
2 2 3

Masala quyidagidan iborat: F2(x,P) = rP+ax2 P+ bP3 hosil qiluvchi
funksiyada a va b parametrlami shunday tanlab olingki, yangi Gamilton 
funksiyasiga o‘tilganida sistemaiiing kichik tebranishlari garmonik ko‘rinishga 
ega bo'lsin.

Yechish. Yangi va eski kanonik o'zgaruvchilami bog‘laylik:
~\ry

p = ——= P + 2acP; Q = — = x + ax2 +3bP2. (7.186) 
dx aP

Keyin ko‘ramizki, a va b parametrlar masaladagi kichik parametr a  ga 
proporsional bo'ladi, shuning uchun ular bo‘yicha faqat birinchi tartibli 
hadlar qoldiriladi. Mana shu birinchi tartibda eski o‘zgaruvchilar yangilari 
orqali quyidagicha aniqlanadi:

p  =  P +  2aQP\ X -  Q — aQ2 - 3bP2. (7.187)
Hosil qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bogTiq emas, shu sababdan yangi 
Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun eski Gamilton funksiyasida mana shu 
almashtirishlarni bajarilsa yetarli (eslatib o'tamiz, a va b parametrlar bo'yicha 
chiziqli yaqinlashuvda qolish kerak, undan tashqari, a,b -  a. shu sababdan 
a  a, a  b hadlar ham tashlab yuboriladi):

1 n2H = ^ P 2 + ̂ -Q 2 +[2a-3bcoi )QP2 + (a/3-ao)2)Q3 +■ (7.188)

Oxirgi ikkita nochiziqli hadlar bo'lmasligi uchun

2a-iba)2 =0, a  = 3a0)2 (7.189)
b o ‘lishi kerak. Bu degani.

a -
3со2 ' 9ю,b  = —T . (7.190)

Demak,
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Yangi H = ~̂ P2 + —̂ Q 2 Gamilton funksiyasi uchun yechimlar bizga 

ma’lum:
Q =  Acoscot, P = -coAsincot. (7.192)

Bularni (7.191) formulalarga qo‘yilsa nochiziqli tebranishlar masalasini 
birinchi tartibli yaqinlashuvda yechgan bo'lamiz:

ccA2 ccA2
x =  Acoscot— — + — -coslm t. (7.193)

2co 6co2
7.6.4-misoI. Quyidagi ko‘rinishdagi angarmonik ossillatorni olaylik:

H = P _ + ^ ? _  + É-x\  (7.194)
2 2 4

Agarda (5.1) da m = 1 desak, mana shu Gamilton funksiyasi olinadi.
Hosil qiluvchi funksiya sifatida

F2 = xP + ax3P + bxP3 (7.195)
ni ishlatib yuqoridagi angarmonik ossillator tebranishlarini toping.

Tangi va eski o‘zgaruvchilarni bog'laylik:
' "i 77'

p = ■—-  = P+■ Зах2 P + bP3 ; Q = —^- = x + ax^+3bxP2. (7.196) 
dx dP

Bu sistemani iteratsiyalar yordamida yechish mumkin. Keyin ko‘ramizki, 
a va b parametrlar masaladagi kichik parametr ß  ga proporsional bo‘ladi, 
shuning uchun ular bo‘yicha yuqori tartibli hadlar tashlab yuboriladi. Ko‘rish 
qiyin emaski,

x  = ^ ^  = { Q - a x 3) ( \-3 b p l  -  - ) ^ Q - a Q 3 -3bQ P2 +■■■. (7.197) 

Buni hisobga olib quyidagiga kelamiz:

p =  P + bP3 + 3aP (Q - ciQ3 -3bQ P 2 +■■■) = P + bP3 +3aPQ2 +••■. (7.198)

Hosil qiluvchi funksiya vaqtga oshkora bog‘liq emas, shu sababdan yangi 
Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun eski Gamilton funksiyasida (7.197) va 
(7.198) almashtirishlarni bajarish yetarli:

р ~ р + ^ в р - x ' e - f ¿ Q , - J § í p 2 ' <7 Л 9 |>
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Н = 1 T +(^2Q2 +ЬрЛ +3(i?-èû,o )Q2P2 + \ - а< ß 4 (7.199)

Awalgi misoldan farqli o'laroq bu holda а  та b  parametrlarni hech qanday 
tanlab olganimiz bilan P* haddan qutila olmaymiz. Shuning uchun bu gal 
boshqacha y o ‘l tutamiz. (7.39) misolni eslaylik. Agar PA haddan qutula 
olmas ekanmiz, Gamilton funksiyani (7.39) ko‘rinishga keltirishga harakat 
qilaylik. Buning uchun

H = —  + —  Q2 + À
2 2 2 2

\2

: ------+ - М - Р "  + _ / ? *  +

2 2 4 4 2

ifodani (7.199) ga tenglashtirish kerak. Buning uchun

5ß L 3ß
a  -------7> è = -------Г32íüb 32cOq

Л = 3ß_
8(Uq

(7.200)

(7.201)

bo'lishi kerak. (7.39) ko‘rinishdagi Gamilton funksiyasi uchun

Q = Acoso)t, P= -cü^Asincot, со2 = (\ + 2AE0)oo0 (7.202)

2 2edi. Bizning holimizda ((7.40) ga qarang) = - A  co0 . Demak, nochiziqli 

tebranish uchun birinchi tartibda quyidagi topildi:

ß -
32<£

ß - UL
32 a%

QP . (7.203)

Trigonometrik almashtirishlar bajarilganidan keyin quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

X = A 1- 3ßA2
16coq

ßA3cos cot-h ——-cos3cot, co = 
32afi

1 +
3ßA
8ĉ 2

7.6.2. Kanonik almashtirishlar va Puasson qavslari

Bizga qandaydir bir almashtirish berilgan bo‘lsin:

(qi>q2,—,qs>Pi>P2>—>Ps)=*(e¡>Q2>”->Qs’pi ’p2>—’ps)- (7.205) 
Puasson qavslarining bu almashtirishlarga nisbatan invariantligi:
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{ f ,g } P4 = { f ,g } PQ (7.206)
ularning kanonikligining zaruriy va yetarli sharti ekanligini isbot qilaylik 
(qaysi o'zgaruvchiiarga nisbatan hosilalar hisoblanayotganini qavslaming 
o‘ng tomonidagi indeksi sifatida belgilandi).

ZaruriyJik shartidan boshlaylik (y a ’ni, (7.205) ni kanonik deb undan
(7.206) ni keltirib chiqaramiz). Isbotni ikki bosqichga bo'lamiz. Birinchi 
navbatda

J p  (7.207)
>РЧ Э ß ’ 1 ,J«  3 P,

ekanligini ko'rsataylik.

3 / 32F, j Э/ 32F4
3p* Э<7* Эр* I Z-r! Эр* З^эе , 3?i. 3p^3ö,

Г 3 / 3 3 F¡ , а / з э/V | = Y Í з/ 3p¿ з/ 3 ^  4 _ з/
[ Ърк Щ  dqk э<?а 3Q ЭрА.

1 4 4 ЗрА- 30, зqk dQi 30,.

(7.208)

Oxirgi tenglik belgisiga o ‘tishda murakkab funksiyaning hosilasi uchun 
zanjir qoidasidan foydalanildi. H uddi shu yo‘l bilan (7.207) ga kirgan 
ikkinchi formulani ham  isbot qilish mumkin. Bu formulalarning natijasi 
sifatida

{p» p j } „ - »•  (7.209,

munosabatlarga kelinadi.
Olingan natijalar asosida asosiy bo'lgan (7.206) formula isbot 

qilamiz. Ishni soddalashtirish uch u n  bir o'lchamli holni ko‘raylik, ko‘p 
0 ‘lchanili holga o‘tishni o ‘quvchiga havola qilamiz. Keyingi hisoblarda 
ham murakkab funksiyaning hosilasi uchun zanjir qoidasi asosiy bo‘ladi:

I f g ]  -  У  dg d/ d g  _  (  3 /  3P | 3 / 3 g  Y  3g  3P | 3g 3Q 
pq dp 3q 3q Эр ^ dP dp 3 Q dp J[̂  3P 3 q 3 Q 3q

г ^ з р + ^ э е У э ж эр + э£ а е >1 (7-210)
^ЭРЭд dQ dq Д З .Р  3p dQ dp J

2 2 1



Ifodaning o ‘ng tomonini ochib chiqilsa sakkizta haddan to 'rttasi 
qisqaradi. Q olgan hadlar yig‘ib chiqilsa va (7.209) ning uchinchisini 
qo‘llanilsa izlagan formula hosil bo'ladi:

Endi yetarlilik  shartiga o‘taylik (ya’ni, (7.206)-bajarilganida
(7.205)-almashtirish kanonik ekanligini ko‘rsatamiz). Buning uchun

yangi o'zgaruvchilar uchan harakat tenglamalarini topaylik. Q. dan 
boshlaylik:

P. u ch u n  ham kanonik tenglama olishimizni huddi shunday yo‘l 
bilan isbot qilish mumkinligini o ‘quvchiga havola qilamiz.

K anon ik  o‘zgaruvchilarning t vaqt momentidagi qiymatlarini qt, pt 
va t +  At vaqt momentidagi qiymatlarini qt+il, p ;+A/ deb belgilaylik. 
Ta’sir integrali uchun

(bizning holim izda dta=dtb= 0, chunki harakat boshi va oxiriga mos 
keluvchi v aq t momentlari aniqdir: t= t ,  t=t+At)  ifodani (7.158) bilan 
taqqoslansa q/}p t dan q,+u,Pl+iil ga o'tishni kanonik almashtirish deb 
qarash mumkinligi tushuailadi, bun ia  ta’sir integrali 5 hosil qiluvchi 
funksiya ro lin i o'ynaydi.

¡ f a  \ - \ dI>dQ dQ dP 
V > s j„  ^  dq dp dq {flo}pQ {P’Qjpg {_f’S\pQ \J  >§}pQ- (7.211)

(7.212)

Ammo
(7.213)

va, demak, (7.207) bo‘yicha

(7.214)

7.6.3. Kanonik almashtirish va harakat

ds = L  {Pt+hAt+tj -  pA u ) (7.215)
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7.7 Integral invariantlar

7.7.1 Fazaviy fazodagi integral invariant

Ba’zi bir hollarda oddiy uch o‘lchamli fazo yoki umumlashgan 
koordinatalarfazosi konfiguratsion fazo deyiladi. Kanonik formalizmga 
o'tganimizdan keyin biz uchun koordinatalar va impulslar {q., p., 
i=l,...,s} mustaqil o'zgaruvchilar bo‘lib qoldi, shunga yarasha mana 
shu o‘zgaruvchilardan tuzilgan 2s o ‘lchamli fazaviy fazo tiliga o'tishimiz 
rnaqsadga muvofiqdir. Agar bir o ‘lchamli harakat haqida gap ketayotgan 
bo‘lsa bu 2 o'lchamli fazo — tekislik bo‘ladi.

Faraz qilaylik, /, vaqtda ko‘rilayotgan sistema fazaviy fazoda ma'- 
lum bir hajmni egallasin_ Bir o ‘lchamli hol uchun bu hajmni 7.2- 
rasmdagi y, konturning ichidagi soha sifatida ko‘rishimiz mumkin. 
\a q t  o'tishi bilan sistemadagi umumlashgan koordinata va impulslar 
o ‘zgara boradi, shunga yarasha, sistemaning fazaviy fazodagi egallagan 
sohasi ham o‘zgara boshlaydi. Fazaviy fazodagi har bir nuqtaning 
trayektoriyasi

tenglamalar sistemasiga b o ‘ysunadi. Agar sistema bir-necha zarralardan 
tashkil topgan bo‘lsa uning fazaviy fazodagi traektoriyalari majmuasi

7.2-rasm. Puankarening integral invarianti.

(7.216)
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fazaviy oqim ni tashkil qiladi. Yana bir o ‘lchamli holga qaytib kelsak /2 
vaqtda sistemaning egallagan fazaviy hajmi 7.2-rasmdagi y2 konturning 
ichidagi sohadir. Shu rasmdagi yf dan % tom on yo‘nalgan chiziqlar 
fazaviy oqimni ifoda.laydi.

Quyidagini isbot qüaylik:

tegral Fuankarening universal integral invariant deyiladi. Olingan 
form ulani

ko'rinishda tushunish mumkin. Konturning ustida vaqt o ‘zgarmagani 
uchun vaqt bo‘yicha hosilani integral ostiga kiritishimiz mumkin:

Ohirgi integral to ‘liq differensialdan yopiq kontur b o ‘yicha olingani 
uchun aynan nolga teng. Demak,

Bu integral ihtiyoriy yopiq kontur g bo‘yicha nolga teng bo‘lishi 
uchun integral ostidagi ifoda qandaydir funksiyaning to ‘liq differensiali 
bo‘lishi kerak:

Shu ta rzd a  tanlab olingan funksiya uchun kanonik tenglamalarni 
olamiz:

H aqiqatda 7.218-dan 7.217-ni keltirib cbdqarish ham mumkin, ya’ni, 
7.217-ning bajarilishi uchun kanonik tenglamalaming bajarilishi yetarli 
va zaruriydir.

(j)p dq =(j)p dq
tt ' Г2 (7.217)

bu yerda p d q  = pxdql + p2dq2 +■■■+ psdqs . Bu formulaga kirgan in-

r

p-i/q —q j p  = -dH

дн_
(7.218)
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Quyidagi munosabatni isbot qilaylik:
S

j>p-dq = j f è d p i d q i  (7.219)
y  S != '

Bu yerda S — g egri chiziq bilan chegaralangan sirt. Isbot uchun 
2s - «‘lchamli fazaviy fazo koordimatalarini {x}={xp x2 , x2j}={p1, 
p 2,...,ps, q¡, q2 q )  deb belgilaylik va {A}={0, 0 ,... , 0, p v p 2,..., p )  
vektorni kiritaylik. Bu belgilashda

2 s

7.7.2. Liuvil teoremasi

cj)p-dq -ji^Ajcbc1 
У

bo‘ladi. Stoks teoremasi bo‘yicha

y  1 = 1

A. vektor sifatida yuqoridagi ta'rifdan foydalanib 7.4-formulani olamiz 
(Stoks teoremasiga kirgan dx сЫ integrallash elementi сЫ сЫ=- <Ы dx1 
qoidaga bo‘ysunadi, ya’ni, u yo‘naüshga ega bo‘lgan sirt elementidir).

S

7217- va 7.19-formulalami taqqoslash harakat davomida í!

integral-ning saqlanishini bildiradi. Chuqur matematik muloxazalar 
asosida

j j j j  X  d p ^ d p j d q j  v . J J J J J J  ¿  dp,dq,dpJdqJdpkdqk çj 220) 
i* 7=1 ¡* j*k=1

■\a h.k integrallarning ham invariant bo‘lishini isbot qilish mumkin. 
Bunday isbot [14] kitobda keltirilgan, isbotning murakkabligi uni bu 
yerda keltirishga im kon bermaydi. Misol sifatida bir va ikki o ‘lchamli

hollarni qaraylik: 1) bir o‘lchamli holda 7.219 ning o‘ng tomoni jdp¡dq¡

bo'ladi, bu - sistemaning fazaviy hajmi; 2) ikki o'lchamli holda ikkita

invaiiantga egamiz: j(d p ldql + dp2dq2) va ^d p idqldp2dq2 , ikkinchisi shu
ikki o‘lchamli sistemaning fazaviy hajmi.
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(7.221)

Harakat, 7.6.3-da isbot qilinganidek, kanonik almashtirishning 
hususiy holi. Shuni hisobga. olib quyidagi umuinlashtimvchi ta'rifni 
qabul qilaylik:

Fazaviy fazoda quyidagi koordinat almashtirishlar berilgan bo‘Isin:
( ? | )  ?2 ’ " •  ’ ’ P \1  P i ?  • "  > P )  (0|5 Q->> ••• , Öj) PP2> ••• ! P ; ) -
Agar

(|>p-dq = (j) P-dQ
Г У

bo‘lsa bunday almashtirishlar kanonik almashtirish deyiladi.
Misol 7.7.1. 7.6.1. paragrafda kanonik almashtirishlar kanonik tenglama- 

larning ko'rinishini saqlaydigan almashtirishlardir deb ta’riflangan edi. 
Hozirgi ta’rifimiz awalgi ta’rifni o‘z ichiga olishini bir hususiy holda — bir 
0‘lchamii sistema uchun vaqtga. bog‘liq bo'liragan almashtirishlar misolida 
ko‘rsataylik.

7.221-formuladan ko‘rinib turibdiki integral ostidagi ifoda to‘liq difïe- 
rensial bo‘lishi kerak:

p-c/q — P d Q  = dS ,

Bir o‘lchamli holda: pdq  — PdQ = dS . Q = Q{p,c¡) ekanligini hisobga 
olib bu formulani

pdq — P d Q  j  3<2 ;-=r~dq + - ^ d p  
dq  o p

P - P
dQ  
d  q

dq — P^ß-dp  
dp

ko‘rinishga keltiramiz. 0 ‘ng tomondagi ifodaning to ‘liq differensialligi 
sharti:

d_

dp P ~ %
_d_
dq dp

Bu formulani ochib chiqsak {?,Q}=\ ekanligi kelib chiqadi. Demale, yangi 
o‘zgaruvchilarda Puasson qavsi saqlanar ekan. 7.6.2-paragrafda isbot qilingani 
bo‘yicha Puasson qavsining saqlanishi almashtirishaing kanonikligining 
yetarli va zaruriy sharti edi.

7.219-ni hisobga olib kanonik almaslitirish davomida (integrallash 
sohalarini 7  va Г deb belgilaylik)

JJ 'Zdpidq, = JJX<*W
г í=l

(7.222)

bo‘lishi kerak degan hulosaga Icelamiz. Bir o ‘lchmali holda bu formula
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JJ d p d q  =  JJ" d P d Q

ko'rinishga ega bo‘ladi. y  — (p, q) o‘zgaruvchilar tilidagi boshlang‘ich sirt, 
T — (P, Q) o'zgaruvchilar tilidagi sirt. Demak, kanonik alamshtirishlarda 
bir o ‘lchamli sistemaning fazaviy hajmi saqlanar ekan.

7.220-formulaga olib kelgan mulohazalarni davom ettirsak, /, j, k, .. . 
indekslarning soni s ga teng boMganida invariantlikni 7.222-ma’noda tushunib 
quyidagi natijaga kelamiz:

j d p xdqxdp2dq2 - - •dpsdqs = j dPxdQldP2dQ2 • • •dPsdQs (7.223) 
y r

Ushbu tasdiq Liuvil teoremasi deyiladi. Chap tomondagi integral s- ta 
erkinlik darajasiga ega bo‘lgan sistemaning fazaviy fazodagi hajmi, o'ng 
tomonda esa shu sistemaning yangi kanonik o'zgaruvchilarga o'tilgandan 
keyingi fazaviy hajmi. Demak, kanonik almashtirishda sistemaning fazaviy 
fazodagi hajmi o'zgarmas ekan.

7.8. Mopertyui prinsipi

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lmagan holda ener- 
giya saqlanadi:

H(q,p) = E. (7.255)

Bu shart 2s o'lchamli ( s — erkinlik darajalari soni) fazaviy fazoda 2s —
1 o‘lchamli sirtni aniqlaydi.

Masalan, s =  1 b o ‘lsa fazaviy fazo tekislik bo‘ladi, yuqoridagi 
shart esa shu tekislikdagi chiziqni beradi. Konkret misolni qaraylik: 
garmonik ossillator uchun

H = ¿ _  + n u ¿l_ = E (7256)
2m 2

shart (q,p) tekislikdagi ellipsni beradi. Demak, E  energiyalik chiziqli 
ossillatorning tebranishi davrida fazaviy tekislikda uni ifodalaydigan 
nuqta mana shu ellipsni chizib chiqadi.

Harakat faqatgina 25 — 1 o ‘lchamli sirtning ustidagina bo'lishi mum- 
kin, shu jumladan, boshlang‘ich q =  va oxirgi q =  qb nuqtalar ham 
mana shu sirtning ustida yotadi. Bu holda variatsion prinsipni qanday 
ko‘rinishda olganimiz qulaydir? Shu savolga Mopertyui prinsipi javob 
beradi.
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(7.139) formulani (7.224) holda quyidagicha yozib olish mumkin:

S = \ p iáqi - E { t - t ü), (7.257)

bunda {0 — harakat boshi momenti. Paydo bo‘lgan

50 = J p, dq¡ = J p dq (7.258)
kattalik qisqartirilgan ta’sir deyiladi.

(7.255) shart o‘rinli bo‘lganda (7.258) ta’siming minimumi
5Sq = 0 (7.259)

harakat trayektoriyasining ko'rinishini berishini isbot qilaylik. Ushbu 
tasdiq Mopertyuiprinsipi deyiladi. Buning uchun (7.255) shartni p { ga 
nisbatan yechib oldik deylik:

px = K(T,Q,r,E), (7.260)
va maqsadimizga muvofiq bo‘lgan quyidagi belgilashlarni ham kiritib 
olaylik:

T = -qx. (7.261)
Natijada

p •dq = P • dQ -  KáT (7.262)

tenglikni olamiz, o ‘ng tomonda paydo boMgan formada K  ni yangi 
Gamilton funksiyasi va T ni yangi vaqt deb qaralsa So ning ko‘rinishi 
yangi o‘zgaruvchilarga nisbatan to‘liq ta ’siming o ‘zi bo'ladi. Demak, 
(7.157) asosida harakat tenglamalari sifatida quyidagi tenglamalarni 
olish mumkin:

dP dK dQ dK
dT 3Q’ dT 3P' (7.263)

2s — 1 o ‘lchamli (7.255) shart bilan chegaralangan fazodagi harakat 
tenglamalari mana shu ko‘rinishga ega bo‘ladi.

O lingan tenglamalar kanonik tenglamalarga o ‘xshasa ham ularning 
m a’nosi b ir  oz boshqachadir — bu tenglamalar trayektoriyaning vaqt 
o ‘tishi b ilan  o‘zgarishini emas, balki shu trayektoriyaning 2s o ‘lchamli 
fazodagi k o ‘rinishini beradi, chunki ular sistemamizning umumlashgan 
koordinatalari va impulslarini boglaydigan tenglamalar sistemasini 
tashkil qiladi.

Buni tushunish qiyin emas, bu tenglamalardagi «vaqt» T haqiqatda 
q] koordinata va «energiya» — haqiqatda impulsning birinchi kompo-
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nentasi p { dir. Demak, bu tenglamalar 2s oichanili fazaviy fazodagi 
trayektoriyaning geometrik ko'rinishini beradi. Demak, (7.259) variatsion 
prinsip (7.255) shart o ‘rinli b o ig a n  va sistemaning boshlang‘ich va 
oxirgi holatlari berilgan holda harakat trayektoriyasini berar ekan. 

Qisqartirilgan t a ’sirga boshqa ko‘rinish beraylik. Bir tomondan

JPi dq, = dt = j2Tdt = jnE-Uydt.  (7.264)

Bu yerda ikkinchi tenglikdan keyin Eylerning bir jinsli funksiyalar 
haqidagi teoremasini qo‘llanildi. Ushbu formuladan vaqtni yo‘q qili- 
shitniz kerak, chunki faqat trayektoriyani qidiramiz. Ikkinchi tomondan

r  1 v  1 ' L au*4 i64 j  . rr, x \ L aijdci ' dci j  E = —) ai.q.q, + U(q)= — ------ + U(q) => d? = , ------------ -
2 , J ' J 2 d/2 V 2 (E ~U )

(7.265)
Demak,

■So = jp/Mi = -¡{E-uf^a^dq&j. (7.266)

Endi Mopertyui prinsipining a n iq  ko'rinishini berishimiz mumkin: 
harakatning boshlang ‘ich q va oxirgi qA nuqtalarini bog ‘laydigan q =  
q(t) trayektoriya H (p,q) =  E sh art bajarilganida quyidagi minimum 
prinsipiga bo‘ysunadi:

s j^ ( E - U ) J ^ a gdq,6qJ = 0. (7.267)

Bu prinsipda vaqt haqida hech narsa deyilmaydi, berilgan boshlan- 
g'ich qava oxirgi qA nuqtalar orasidagi masofani sistema qancha vaqtda 
bosil o ‘tgani energiya E  orqali aniqlanishi mumkin.

Agar bitta ozod moddiy nuqta haqida gap ketayotgan bo‘lsa

' dl_*  
dt (7.268)

2 \ /
bo‘ladi, bunda dl — uzunlik elem enti. Natijada

5 js jE -U d l  = 0 (7.269)
prinsipga kelinadi. Bu yerdagi integral berilgan nuqtalarning orasidagi 
trayektoriya bo'yicha olingan. Vaqtning ham boshlang“ich nuqtasi 
berilgan, ammo oxirgi nuqtasi berilmagan.
Ozod zarracha uchun bu
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(7.270)

shartni beradi. Bu esa ikki nuqta orasidagi eng qisqa chiziq -  to‘g‘ri 
chiziq tenglamasi. Haqiqatan ham, ozodrarradan to ‘g‘ri chiziq bo'yicha 
harakat qiladi.

Agar bu tenglamada impulslarning o ‘miga (7.136) ning birinchisini 
ishlatsak

k o ‘rinishdagi birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamani 
oigan bo‘lam iz. Bu tenglama ta ’sir funksiyasi S(q,t) uchun bo‘lib, 
uning mavjudligi harakat tenglamalarini integrallashning yana bir 
zabardast metodini beradi. Bu metodni o'rganish uchun birinchidan 
xususiy hosilali differensial tenglama (7.272) ningtoliq integrali kiritaylik. 
T a ’rif bo'yicha differensial tenglamaning to‘liq integrali uning shunday 
yechimiki, unga kirgan mustaqil ixtiyoriy o'zgarmaslar soni tenglamadagi 
mustaqil o ‘zgaruvchilarning soniga teng bo'ladi. Bizning holimizda 
mustaqil o ‘zgaruvchilar soni s +  1, j ta koordinata va vaqt. Ta’sir 
tenglamaga faqat hosila ostida kirgani uchun bitta o ‘zgarmasni additiv 
ravishda olishi mumkin:

b u n d a  а0,ах,ос2,...,а, -  ixtiyoriy o ‘zgarm as sonlar (integrallash
konstantalari).

Teorema (Yakobi):

7.9. Gamilton — Yakobi tenglamasi

(7.136) tenglamalarning ikkinchisini olib qaraylik;

2±+H{p,q,t)=  0. 
dt

(7.271)

(7.272)

S = f(t,q\,q2,...,qs\a^oc2,...,as)+ aü, (7.273)

Э 2S
(7.273) funksiya (7.272) ning to 'liq integrali va det ——— *0
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Pi

sistem aning um um iy  yechim i

dS_ _ dS 
dqt ' Pi da, (7.274)

munosabatlar bilan aniqlanadi, bunda p. -  yangi ixtiyoriy doimiylar.

3S 
dq,

n = _ dS
da C*an 9 /“  (/*>«> 0  lar topiladi, topilgan q, larni P i  ga

qo‘yib pi = Pi(P,a, t) lar topiladi.

Isbot: (7.273) dagi J  (q ,a ,t) ni hosil qiluvchi funksiya sifatida olaylik, 
bunda a. lar yangi im pulslar rolini o'ynasin: a. = P.. Kanonik 
alrnashtirish bajaraylik:

3/aip3 <?, 3/|
H ’ = H+-

3/ (7.275)

Bu qatordagi oxirgi formula va (7.272) dan kelib chiqadiki / / ' = 0. 
Demak ,  = 0, ¿ , = 0 . Yoki ,  f-= a ,= c o n s t, Qt = const. Oxirgi  
konstantalarni Q. =  p. deb belgilashi bilan teoremamiz isbot boiadi.

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq bo'Lmagan holda ta’sir 
S = S0-E t  ko'rinishga ega bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu holda Gamilton— 
Yakobi tenglamasi qisqartirilgan ta’sir uchun yoziladi va

H 350 3S0 3 sn
dq{ dq2 ’ ' 3 qs

= E (7.276)

ko'rinishni oladi.
7.9.1-misol.
Garmonik ossillatorni olib qaraylik:

/ /  = z L + .OTft,V (7.277)
2m 2

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bogliq emas. Demak, Gamilton—Yakobi 
ten^lamasining to‘liq integralini S = -E t + W(q,a) ko‘rinishda qidirish kerak. 
W uchun

1
2m

dW
dq

mco 2 
+ - T - 9 (7.278)

ten^lama olamiz. Uni integrallash qiyin emas:
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J,W = I 2m _  moo 2 E ------- x d r =  — | (p +  -i- s in 2̂o |, q
2 E

moo
-  smcp. (7 279)

Ta’sir Sbitta o‘zgarmas E ga bog‘liq, tabiiyki, uni a  = E deb olinadi. Ya’ni, 
yangi kanonik «impuls» energiyaga teng bo‘lib chiqdi. To‘liq integral aniqlandi. 
Endi Yakobi teoremasi bo‘yicha /3 = 6S/6E dan koordinatani topish kerak:

P 35 f  = —  =  - t + 
dE J

mibc

j?.m
i 2 J

= - t  + — arcsin 
CO

may
~2E (7.2H0)

yoki

Impulsga kelsak

<i =

dS

IE sin<y(i+|3).
m CO

(7.281)

p = —  = yJlmE cos a>(t+- /3) 
dq (7.282)

ifoda olinadi. Chiziqli ossillator uchun harakat tenglamalari integrallandi.

7.10. 0 ‘zgaruvchilami ajratish

7.10.1. Umumiy g‘oyalar

Quyidagi masaladan bosllayllk. (</,, />,) o'zgaruvchilar Gamilton 
funksiyasiga faqat / ( # , ,  p )  lcombinatsi/a orqali kirsin:

H = H {f(^ ,p [),q2,p 1,...,qs,ps). 
f  (qt, p2) ning harakat integrali ekanligini isbot qilaylik. Harakat 
integralini tekshirish uchun Puasson qavsini topamiz:

_ <)N df dH df
M  M  Mi ’

c h u n k i/fa q a t qi va />, largabog‘liq. Ikkinchi tomondan, 

^  = 3// _ dH df
¿Pi 3/ 3/7, ’ 3qx df  3qx

(7.283)

(7.284)
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Bularni Puasson qavsiga olib borib qo‘ysak
{H,f} = 0 (7.285)

ekanligi, ya’ni f — harakat integrali ekanligi topiladi.
K o‘rib chiqilgan m asala G am ilton—Yakobi tenglamasi uchun 

o‘zgaruvchilarni ajratish metodining asosi bo‘lib xizmat qiladi.
Yuqorida topgan natijani Gamilton—Yakobi tenglamasiga qo‘l- 

laylik. (q{, p ,) o ‘zganrvchilar Gamilton funksiyasiga faqat f  (qv />,) 
kombinatsiya orqali kirgan bo‘lsin. Bu holda quyidagi tenglamalarga 
ega bo'lamiz:

/
dS
°qi

- a,i> 31
a, 3S dS dS

=  0 . (7.286)3 q2 dq3 3qs
Hozir ko‘rsatilgani bo‘y icha a, = const. Agar shu sistemadagi ikkinchi 
tenglamada qt o ‘zgaruvchini o'zgartirilsa tenglamada hech narsa o ‘zgar- 
masligi kerak. Buning uch u n  esa ta’sir

S = S'{q2,qi ,...,qs,t,ax) + S^qx) (7.287)
ko‘rinishga ega boiishi kerak. Aks holda (7.286) sistemaning ikkinchi 
tenglamasiga {dS/dq¡,i = 2,3,...,5} hosilalar orqali q{ ga bog‘lanish kirib 
qolishi mumkin. D em ak, q{ koordinata uchun to'liq hosilali

/ q\~
dS\
dq\ (7.288)

tenglamaga keldik. T o 'liq  hosilali tenglamani esa oddiy yo‘l bilan 
integrallash mumkin. S hu  bilan Gamilton—Yakobi tenglamasidagi 
o‘zgaruvchilar sonini bittaga kamaytirgan bo‘lamiz. Bu holda qt o ‘zga- 
ruvchi ajratildi deyiladi. Faraz qilayhk, shu yo‘l bilan boshqa o ‘zga- 
ruvchilarni ham ajratib oldik. Agar sistema konservativ bo‘lsa ta ’sir

S = -Æt +
-V

. , a s ) (7.289)
i=l

ko‘rinishga keltirilgan bo'ladi. Bu holda masala to‘liq integrallandi 
deyiladi.

T o liq  integrallanish afsuski juda kam uchraydigan hoi. Uning 
yetarlilik shartini quyidagi Liuvil teoremasi1 deyiladigan tasdiq ifo- 
dalaydi:

1 Fazoviy hajmning saqlanishi haqidagi Linvill teoremasi bilan adashtirmang.
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Teorema. Agar Lagranj funksiyasi
S s

L = \ ¡ f Y f  = 'y'Fjjq,), (7.290) 
1=1 1=1 ¡=i

ko‘rinishga ega bo‘lsa Gamilton—Yakobi tenglamasi kvadraturalarga 
keltiriladi.

Isbot. G am ilton furiksiyasini topish uchun quyidagi umumlashgan 
impulslarni

p = f aiq,)q,  (7.291)l i l i  x y
(7.6) ta ’rifga olíb borib qo'yamiz. Natijada quyidagi ifoda hosilbo‘ladi:

/ 7 - 1
/

■Y «7 S
- V  - ^ - + V t / (.
2 JLu a¡{q¡) M ¡)

¿=1 1=1
Bu yerdan  Gamilton—Yakobi tenglamasini darhol olinadi:

s

1 /=1

1 1 í  f

1
K> 

1 + U¡(qi)-EFi(qi) =  0 .

Yechishni

S0 = S l{ql ) + S2[q2) + - - h S í (g ,)=  J^S, (q, )

ko‘rin ishda qidirish tabiiydir. Bu holda (7.293) tenglama

i=l

1 f dS, |
2 a¡ (<?,-) [dqt ]

+ Ui(qi) -E F i(q,) = 0

(7.292)

(7.293)

(7.294)

(7.295)

ko‘rin ishga keladi. Yig‘indidagi har bir had faqat mos keluvchi q¡ 
gagina b o g ‘liq, bu degani, mana shu har bir hadni qandaydir bir 
o ‘zgarmas songa tenglashtirib qo'yish kerak:

1 [d ^
2 a¡(q¡) dq¡

(7.295) bo'yicha

+ U¡(qi )-E F i(qi ) = ai ,

= 0.
¡=i ‘

(7.296)

(7.297)
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(7.296) dan S. larni kvadratura ko‘rinishida topib olishi qiyin emas: 

s¡(<?,•) =  \dg¡ ^2a¡ {q¿) (cí, -+ EF¡(q¡) —U¡ (<?,)). (7.298)

G am ilton—Yakobi tenglam asining to 'liq  integrali topildi, u i  ta 
o'zgarmas songa bog'liq bo'lib chiqdi:

E, a u a2 ,... ,as_x. (7.299)

as esa (7.297) tenglamadan aniqlanadi: ax = - a x- a 2 - . . . - a s_,. Teorema 
isbot qilindi.

Siklik o'zgaruvchilarga kelaylik. Ularga mos keluvchi umumlashgan 
impulslar harakat integrallari ekanligini bilamiz. Shunday bo'lishi 
kerakligi o'zganivchitarni ajratish metodi bilan hamohangdir. Koor- 
dinata siklik bo'lganda u Gamilton funksiyasida qatnashmaydi. Natijada 
(7.288) tenglama

dS,
^ = « ,  (7.300)

ko‘rinishga kelib qoladi. Demak, ta ’sir siklik koordinataning oddiy 
chiziqli funksiyasi bo‘lar ekan:

Si = cclq]. (7.301)
O'zgarmas son a, esa shu koordinataga mos keluvchi impulsning o'zi: 
p, =  a,

Konservativ sistem alar uchun  ta ’sirning vaqtga bog'liq qismi 
S'(t ) = -  Et ko'rinishga ega bo'lishini bu holda vaqtning Gamilton 
funksiyasiga oshkora kirmasligi, ya’ni «siklik koordinata» bo'lishining 
natijasi debqarash mumkin.  Bu nuqtayi nazardan £’yuqoridagi o'zgar
mas a  laming biridir, masalan, E =  a0.

O'zgaruvchilarni ajratib olish uchun koordinat sistemasini masalaning 
mohiyatiga mos keladigan qilib tanlab olish juda muhimdir. Quyida 
shunga bir necha misollar ko'ram iz.

7.10.2. Qutb koordinat sistemasi

Tekislik ustida markaziy m aydon ta ’sirida harakat qilayotgan jismni 
qaraylik. Uning G am ilton funksiyasi:



Birinchidan, Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lmagani 
uchun

S = -Et + W(r,cp), (7.303)

bunda birinchi o‘zgarmas son a0 = const = E paydo bo‘ldi. Ikkin- 
chidan, (p siklik koordinata bo‘lgani uchun

W(r,(p) = Wl(r)+aip(p. (7.304)

Ko‘rinib turibdiki, =dS/d(p = pv (yuqoridagi muhokama bo‘yicha 

ay = const = pf  ). Shulami hisobga olib

S = -E t+ p<p<p+W1(r) (7.305)
deb yozib olinadi. Gamilton—Yakobi tenglamasi quyidagi ko'rinishga 
keldi:

2m

( JUT \2 „2dWx
dr

+ U(r) = E. (7 306)

Wx uchun tenglama:

dr
Uning yechimi:

dW[ -  l2 m (E -U (r ) ) -^ .  (7.307)

fV,(r) = jd r ^ 2 m ( E - U ( r ) ) - ^ .  (7.308)

Ta’sir uchun quyidagini topdik'

S = -E t+ Pq,<p+j dr ̂ 2 m ( E - U ( r ) ) - ^ .  (7.309)

To‘liq integral topildi. U ikkita mustaqil o ‘zgarmas sonlarga bog‘liq 
bo‘lib chiqdi: a = E  va a ,-/?,,• YuqorLda keltirilgan Yakobi teoremasi 
bo‘yicha trayektoriya va impulslarni topish mumkin:

~6S f= —  = - t  + m ( -
dE J

dr

2 m ( E - U { r ) ) - ^ -  (7.310)
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J P,pdr

(7.311)

Bu. tenglamalarning birinchisi r v a l orasidagi bog‘lanishni beradi, 
ikkinchisi esa rv  a <p orasidagi bog'lanishni beradi. Agar potensial U(r) 
berilgan bo'lsa, b u  formulalar trayektoriyani to ‘liq aniqlab bergan 
bo'ladi. O'zgarmas sonlarga kelinsa ß0 boshlang‘ich vaqt momentini,
ß{ esa boshJang'ich burchak momentini ifodalaydi.

3.3- paragrafda Kepler masalasi yechilgan edi. Kepler masalasi 
sferik simmetrik

maydondagi jismning harakatini topishdan iborat edi ( 3.3 -paragrafdagi 
a  ni A ga alm ashtird ik , bu paragrafda a harfi boshqa m a’noda 
qo'llangan). Lagranj funksiyasi (3.20) ifoda orqali berilgan edi. Unga 
potensial qo‘yilsa

Ko‘rinib turibdiki, (7.302) G arnilton funksiyasining o ‘zi olindi.
3.3-paragrafga to ‘ iiq mos kelishi uchun  p = M  deyish yetarlidir. De- 
mak, (7.310) va (7.311) form ulalar markaziy maydondagi moddiy 
nuqtaning trayektoriyasi m asalasini yechar ekan. Darhaqiqat, bu 
formulalar boshqa metod bilan aw a l topilgan 3.27- va 3.28-larning 
o‘zidir.

Sferik koordinata sistemasida G am ilton  funksiyasi quyidagi ko‘ri- 
nishga ega bo‘ladi:

Kepler masalasi

U(r)= - y- (7.312)
r

m

2 r
(7.313)

7.10.3. Sferik koordinata sistemasi

2 „2
+ U(r,0,<p). (7.314)
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Agar potensial

U(r,6,(p)= a(r)  +
b(6) c(cp)

- 2 2d (7.315)r '-'sin*
ko‘rinishga ega b o ‘lsa, Gamilton—Yakobi tenglamasida o‘zgaruvchilami 
ajratish imkoniyatiga ega boclamiz. Bu yerdagi oxirgi had fizik nuqtayi 
nazardan ahamiyatga ega emas, bunday hadli potensiallar fizikada 
uchramaydi. Shu  sababdan u tashlab yuboriladi.

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora. bog‘liq emas, demak,

S = — Et + Sq .

Qisqartirilgan t a ’sir uchun Gam ilton—Yakobi tenglamasi quyidagi 
ko‘rinishga keltirilishi mumkin:

_L f
2my dr

+  a ( r )
2m

¿So
¿9

+ m i
2mr2 sm2d

dS0
d(p

= E. (7.316)

K o‘rinib turibdiki, <p — siklik koordinata, demak,

dS0
P<p = = const 

saqlanuvchi kattalik (harakat integrali) ekan. Y a’ni,

S = -E t+  p (D+S (r,9).
<p l

Shuni hisobga olib yuqoridagi tenglama.ni

1
2m § I

2 m s i n 2 0  P ( p

= r E —— 
1m

dS |
a7

-a(r)

(7.317)

(7.318)

ko‘rinishga keltirib olamiz. Chap tomon faqat e ga bog'liq, o ‘ng 
tomon esa faqat r ga bog‘liq. Ya’ni, Gam ilton—Yakobi tenglamasi 
faqat {0,3V30} va ga bog‘liq kombinatsiyalarga keltirildi.
Umumiy nazariya bo‘yicha

51(r,e) = 5,(r) + S3(e) (7.319)
ko‘rinishida izlanishi kerak. Natijada tenglama

\21
2m

dS3(d)
de +  m + — - - , p \  =  r 2

2m$m0
E __

2m dr
- a { r ) (7.320)
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ko‘ rinishga ega b o ‘ladi. Ixtiyoriy rv a  9 uchun bu tenglik bajarilishi 
uchun ikkala tom on  ham qandaydir o ‘zgarmas songa teng bo‘lishi 
kerak. U a  deb belgilansa, quyidagi ikkita tenglamaga kelinadi:

n21 (dSiid)
2 m d9

+ ¿(0) + 1 1
2msin20 Pq> ’ 2m

dS2(r)
dr

\2 a
+ a(r) + —  = E. (7.321)

Bu tenglamalarni integrallash qiyin emas:

S2 = jdr 2m '  F , , a  xE - a ( r ) -----
r

53 = Jd0 l2 m (a -b (d ))— (7.322)
sin

Shu bilan, G am ilton—Yakobi tenglamasining to‘liq integralini topdik:

JS = -Et+Py(f>+ dr 2m E -  a(r) -5H d6 2 m (a -b (d ))- P*
sin 29

(7.323)

7.11. Ta’sir-burchak o‘zgaruvchilari

Finit harakat qilayotgan sistemani olib ko'raylik.
Masala quyidagicha qo'yiladi: kanonik almashtirish yordamida

shunday yangi kanonik o ‘zgaruvchilar {I k, <pk ) ni kiritaylikki, Gamilton 

funksiya <Pk ga bog‘liq bo'lmasin. Bu holda kanonik tenglamalar

t . . m i , o , 4  . m i
k 90 k 31 (7.324)

' k k
ko!iinishga ega b o ‘ladi. Birinchi tenglamadan Ik = const ekanligini 
topiladi. H  o ‘zgarmas largagina bog‘liq ekan o‘zi ham o ‘zgarmas

bo‘ladi. Bu degan i, 0̂  = const = <» y a’ni, 0* = wkt + <po k . H arakat

tenglamalari integrallandi, <t>k— o‘zining m a’nosi bo‘yicha burchak 
ekan.

Soddalashtirish uchun bir o‘lchamli holdan boshlaylik. Yuqoridagi 
maqsadni nazarda tutib {p,q} -» {/,0} kanonik almashtirishning hosil 

qilish funksiyasi F2 (I,q) ni topish kerak:

239



*F2(I,q) , = 3F2(I,q )
H

' dF2(I,q)
= £(')• (7.325)dq ’ r di ' dq

Hosil qiluvchi funksiya vaqtga bog'liq bo‘lmagani uchua yangi va eski 
Gamilton funksiyalari bir-biriga teng. Uní energiyaga tenglashtirib 
qo‘ydik.

Hosil qiluvchi fimksiyani topaylik. 7 o ‘zgarmas bo‘lganida (7.325) 
ning birinchisidan

^|/=const = P i(l (7.326)
ekanligiga kelinadi. I =  I(E) =const sirtning ustida qolishimiz kerak 
bo'lgani uchun umuman

F2(I,q)= \pdq
90

(7.327)

deb olish kerak. Integral I=I(E)=const sirtning ustidagi q0 va q nuqtalar 
orasida yotgan ma’lum bir haqiqiy trayektoriya bo‘yicha olinadi. Finit 
harakat haqida gapirilmoqda, burchak <p o ‘zgaruvchi yopiq trayektoriya 
bo‘yicha harakat qilib qaytib kelganda

= 2n (7.328)
bo‘lishi kerak. Ikkinchi tomondan

AF2= ^ p á j
(7.329)

I{E )=const

integral I{E) =  const sirt ustidagi yopiq egri chiziq bilan chegaralangan 
sirt yuzasini beradi.

Bu integralni ikki ma’noda tushunish 
mumkin — 7.3-rasmda ko‘rsatilganidek q0 
dan q ga borishni yoki ay lanm asdan  
bevosita q0-^g borish, yoki yopiq kon- 
turimizni  n m arta aylanib borish  deb 
tushunish mumkin. Kontur bo‘yicha har 
bir aylanganda AF2 ga shu yopiq kontur 
bilan chegaralangan sirt yuzasi qiymatini 
bir marta qo!shgan bolinadi. Demak, F2 
funksiya bir qiymatli aniqlangan funksiya 
emas ekan, unga mana shu sirt yuzasining 
ixtiyoriy butun songa ko‘paytirilgan qiy-

7.3-rasm. q0 nuqtadan q 
nuqtaga bevosita borish yoki 

konturni n marta aylanib 
borish mumkin.
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matini qo‘shib qoyish mumkin ekan. Bu noaniqlik dF2/dq ga ta ’sir 
qilmasa ham <f> =dF2/dI  g a  ta ’sir qiladi. (7.328) shart F2 funksiyani 
aniqlashga xizmat qiladi. Shu shart bajarilishi uchun

4~AF2 = 2 n  (7.330)al
b o ‘lishi kerak. Bu tenglik bajarilishi u ch u n  o ‘z navbatida

l  = ~C$p&q (7.331)

bo'lishi kerak. Integral yo p iq  kontur bo‘yicha bir marta aylanishga 
mos keladi, ya’ni integrali yopiq konturning sirtiga teng.

Hosil bo‘lgan kattalik  /  — ta ’s i r  o ‘zgaruvchisi deyiladi, unga 
kanonik qo‘shma bo 'lgan  0 — burchak o ‘zgaruvchisi deyiladi. /  
ning ta’rifidan ko'rinib turibdiki uning o‘lchamligi ta ’sirning va harakat 
miqdori momentining o ‘lchamligiga teng, <p ning esa o'lchamligi 
yo ‘q.

7.11.1-misol. Garmonik ossiilator uchun ta’sir burchak o'zgaruvchilarini 
toping.

2  2 2 
it _  P mat qH — i-— -—  uchun H =E  «sirt» katta va kichik yarimo'qlari

2 m 2

a =  -JlmE va b  = 

bo‘lgan ellipsni beradi, uning yuzasi

2 E 
mar

ga teng. Demak,

«. Enab = 2.7c— (7.332)
at

. E
1 = — . (7.333)a>

Huddi shu natijaga (7.331) integralni bevosita hisoblash orqali ham kelish 
mumkin. Buning uchun aw al H — E shartdan impuls topiladi:

p  = ^2m(E -  mat2q2/2). (7.334)
Demak,

I = — cf j2m(E - irta)2q2/2) dq = — -— (&\j2mE -  x2dx. (7 335) 
In J 2nma> J
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Bu integralda x = VÏÔÆ sinç) almashtirish bajarib, uni e bo‘yicha O dan 2к
gacha integralLansa yaaa o ‘sha (7.333) natijaga kelinadi.

Burchak o‘zgaruvchisini topish uchun harakat tenglamasidan foydalanamiz:
-i

= co. (7.336)
* dr

di
y dE

Demak, burchak o‘zgaruvchi tebranish fazasining o‘zi ekan:
<¡> = cot+(¡)0. (7.337)

Shu bilan harakat tenglamalarini integrallamasdan turib jisin harakati 
aniqlandi -  bu harakat a> chastotali tebranish ekan.

Amplitudaning maksiinal qiymati E = mco2ql/2 shartdan topiladi:

2 £
Я o -  yj-----7 - Biz yana o‘sha eski natijaga. keldik:

meo'

2 E  1
<7(0 = , ------ eos (т+ф0). (7.338)

V tn со
7.11.2-misoI. Rotatorni eslaylik:

= ^  = (7.339)
2A 2A

Bu yerda inersiya momenti A harfi bilan belgilandi ( /  harfi band 
bo‘lgani uchun). Ko‘rish osonki

ЭH _ .  . dH Pv
' v ~ V r ‘ ^ -  (7-340>

yoki,

p  = const, (p=^-t + cp0. (7.341)
A

Demak, rotator pv /A chastotali aylanma harakat qilar ekan, uning 
umumlashgan impulsi p  (harakat miqdori momenti) saqlanuvchan kattalik 
ekan.

Ko‘p  o'lchamli holga o'taylik. Sistema hamma koordinatlar bo‘yicha 
finit harakat qilayotgan bo‘lsin. Faraz qilaylik, hamma koordinatalar 
bo‘y ic h a  o‘zagruvchilarni ajratish mumkin boisin. M a’lumki, bu holda 
qisqartirilgan ta ’sir uchun
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S° ~ZjS¡(qi) (7.342)
i

tasawurga ega boMamiz. Umumlashgan impulslar

dS,
P .= Tq~ (7.343)

orqali mana shu ta ’sirning tashkil qiluvchi qismlari uchun

S¡ = \p¡H  (7.344)

deb yozib olish mumkin. A gar q. koordinata bir marta to ‘liq finit 
harakat qilib qaytsa 5  ning qiym ati

AS0 =  AS¡ = j p  áqi = 2tcI¡ (7.345)
i

ga o'zgaradi. B u  sistemada ham  «ta’sir-burchak» o ‘zgaruvchilariga 
o‘tish mumkin.

<P¡
dS0 _ 'V  dSk{qk,I)
d i <7-346>k

formula orqali «burchak» o'zgaruvchilari kiritiladi. Yuqoridagi hamma 
gaplar bu holga ham  ko‘chiriiadi — harakat tenglamalari:

i _ • 3/7(7)
' ’ = ~d]¡ ’ (7'347>

ularning yechimlari:

3/7(7)/, = const, 0, = —-— -í + const = « ,(/) /+ const. (7.348)
oT¡ '

Ko‘rinib turibdiki, q. koordinataning to ‘liq o‘zgarishiga mos keluvchi 
é¡ ning 2n ga o‘zgarishi to ‘g‘r i  keladi:

_ Y ¿ ) A ^ ^ , 7 ) -  Y  3/, _
2 j  37,- 2*37,- (7.349)

i  * 1
Ossillator va rotator misollarida burchak koordinatlaridan dekart koordi- 
natlariga qaytilsa ularning

x = A e“? = Aeiax (7.350)

tasawurga ega bo iish im izn i k o ‘ramiz (kompleks tasawurda). Bunday 
liarakatni davriy harakat deyiladi. Hozirgina ko‘rdikki, agar finit harakat
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uclrun o'zgaruvchilar to‘liq ajratilsa har bir burchak » ‘zgaruvchisi 
davriy bo'lib qolar ekan. Bu degani, agar finit harakatga mos keluvchi 
b iro r F(p,q) funksiya berilgan b o lsa  bu funksiya har b ir burchak 
o ‘zgaruvchisi b o ‘yicha davriy b o ‘ladi (davri — in) -  Demak, bu 
funksiyani fourier-qatoriga yoyish mumkin:

zr -  V 1 a J'(*i0i+-"+*A) = V  a M k]co[+ -+ks(as)
*  ~ 2L, Aki Ah ....’ (7.351)

kh...,ks kh...,ks

k {,...,k s — butun sonlar (-00 dan +«> gacha). \ , . . . , k s koeffitsiyentlar L.
laming funksiyalaridir. Har bir <p. ning vaqtga bogiiqligi (7.348) bo‘yicha 
aniqlangan. Bu formuladagi chastota ca laming nisbatlari umumiy holda 
ratsional sonlar b o ‘lmagani uchun funksiya ham aniq davriy funksiya 
bo‘lmaydi. Aytmoqchimizki, funksiya F, faraz qilaylik, q{ bo‘yicha

bir marta to ‘liq o ‘zgardi, «1 *™o>2,m,n- butun son bo’lgani uchun q2

koordinata b o ‘yicha sistema boshlang'ich holatga qaytib kelmaydi. 
Agar, masalan, 2co=3co2 bo'lganda edi, 7 , koordinata bo‘yicha ikki 
m arta aylanib kelganda q3 bo‘yicha uch marta aylanib, boshlang‘ich 
holatga qaytib kelgan bo‘lar edik. Bu holda (ikki oichamli sistemamiz) 
haqiqiy davriy sistema bo‘lgan bo‘lar edi. Umumiy holda, yuqorida 
aytganimizdek, chastotalarning nisbatlari ratsional sonlarga teng emas, 
bunday harakat shartli-davriy harakat deyiladi.

7.12. Adiabatik invariantlar

7.4-rasmda ko‘rsatilgan mayatnikni oiylik 
M ayatnikning chastotasi uning uzunligiga

bog‘liqligini bilamiz: co = -Jgfl .
Faraz qilaylik, uning uzunligi juda sekin 

o ‘zgarayotgan bo‘lsin. Juda sekin deganini 
quyidagicha tushuniladi:

1— —— « co. (7.352)
co dt

T—ln/co bo‘lgani uchun bu ta’rif bir davr 
Rasm 6■ Uzunligi ichida chastotaning o‘zgarishi shu chastotaga 

o‘zgaravchan mavatnik, nisbatan. juda kichik son ekanligini bildiradi.
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Mayatnik tashqi kueh  ta’siri ostida bo‘lgani uchun uning energiyasi 
saqlanmaydi. Am m o, shunga qaramasdan, sistemaning parametri co 
juda sekin — adiabatik  ravishcfa — o'zgarayotganligi m a’lum bir 
saqlanirvchi kattalikning mavjudligiga olib keladi. Bunday kattaliklarning 
umumiy nomi adiabatik invariantlardix.

Yuqoridagi m ulohazalar fmit harakat qilayotgan ixtiyoriy sistemalar 
uchun o'rinlidir. M ayatnikning chastotasi o ‘rniga sistemaning ixtiyoriy 
qandaydir param etrini ko‘z oldiga keltirsak bo‘ladi.

Adiabatik invariantlar sifatida awalgi paragrafda kiritilgan kanonik 
ta ’sir o ‘zgaruvchilarini olish kerakligini ko'rsataylik. Buning uchun 
yana mayatnikka qay tib  kelaylik. Uning uzunligi sekin o ‘zgarishi 
natijasida ustida bajarilgan ishni topaylik. Bu ish ikki qismdan iborat 
— tortisliish kuchi m g  cosy  ga qarshi ish va markazdan qochma kucli

m v2/l = ml(p2 ga qarshi ish:

I+AI

A = -  J (mgcos(p + ml<p2)dl. (7.353)
i

Shart bo'yicha bir davr ichida Al juda kichik, shuning uchun bu 
formulani

A  = - [ m g c o s c p  + m l< p 2 | a /  (7 .3 5 4 )

ko‘rinislida olamiz, bu  formuladagi ustchiziq bir (g'alayonlanmagan) 
davr ichidagi o‘rtacha qiymatni ifodalaydi. Tebranish burchagi kichik

ekanligini hisobga o lib  cosy = \ -  cp212 almashtirish bajaraylik:
/

A = -m gjAl + 1 2 ; • L— mgcp — mlcp Al = -m gA l + AE. (7.355)

Birinchihad m uvozanat nuqtasining yuqoriga ko‘tarilishiga mos keladi 
va biz uchun qiziq enias, ikkinchi had esa tebranma harakat ener- 
giyasinirg o ‘zgarishiga mos keladi. Kichik tebranishlar uchun mayat
nikning energiyasi

+ (7.356)

edi. M a’lumki, garm onik tebranish uchun (p=<p0cosa>t bo‘ladi, bu degani

^  = ^ 02, ^  = (7.357)
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Shularni hisobga olib

(7.358)

(7.359)

Д/ .  A CO — = - 2 — . со (7.360)

Demak,
AE A (0 (7.361)
E со

Bu tenglik integrallansa
E— = const
oo

(7.362)

munosabatga kelinadi. Hulosa: mayatnik uchun energiya E va chastota 
со uning uzunligiga bogMiq, uzunlik o ‘zgarsa ular o'zgarmasdan 

qolmaydi, am m o E/со nisbat uzunlik adiabatik o ‘zgarganda o‘zgar- 
masdan q o la r , invariant ekan. Avvalgi paragrafda ko‘rgan edikki,
1 = E/со  kattalik  mayatnik uchun ta ’sir o ‘zga.ruvchisi edi.

Shu xususiy misolda topilgan natija — ta’sir o ‘zgaruvchisining 
adiabatik invariantligi -  umumiy bo'lib u hamma hollarda to ‘g‘ridir: 
t a ’sir o ‘zgaruvchisi

adiabatik invariantdir.
7.12.1-nriisol. U (r)= —a/r  maydondagi harakat uchun ta ’sir burchak

o ‘zgaruvchilarini toping.
Gamilton funksiyasi:

(7.10.2) paragrafda ko‘rgan edikki, bu holda o ‘zgaruvchilar ajraladi. pr 
uchun olingan ifoda quyidagicha edi ((7.307) ga qarang):

(7.363)
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dW¡ . . 2m a M 2
|£ |+ —

(7 .3 6 4 )

P,p -  M  deb belgilab va ko‘rilayotgan maydonda finit harakat energiyasining 
manfiyligini liisobga olindi. Sistemada ikkita erkinlik darajasi bor — r va 
(p . Ularga mos keluvchi ta ’sir o ‘zgaruvchilari:

2 71

= 2 n <§ >P(pá(p = T ñ  \ Ú(P = M] (7.365)
0

2 ma M
= a

2\E\ M ' (7.366)

Oxirgi iritegralda

max

c£ d/- = 2 J  dr

ekanligini hisobga olindi. Energiyani ta ’sir o'zgaruvchilari orqali ifodalash 
mumkin:

E  = ■
m a "

2( / r + /,,)
(7.367)

(3.40)-formiilalarga nazar tashlansa orbitaning parametri va ekssentrisiteti 
uchun

tn a
e2 = l-

Y
(7.368)

Masalada ikkita param etr bor -  «2 va a  . Ta’sir o'zgaruvchilarining adiabatik 
invariantligidan quyidagi hulosaga kelinadi: agar a  va m sekin o‘zgarsa 
órbita parametri ularga teskari o‘zgaradi, ekssentrisitet o ‘zgarmaydi. Energiya
Jr va Iv lar bo‘yicha aynigan, ya’ni ularning yig'indisi o‘zgarmasdan har
birining o‘zi 0‘zgarsa energiya o'zgarmaydi.
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7-bobga mashqlar va savollar
1. Quyidagi Lagranj Junksiyalariga mos keluvchi Gamilton funksiyalarini 

loping:

f ) L  = y  ( r2 +ftT7'2sin20)-"2g>'cos0.

2. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun Gamilton funksiyasini loping:

3. Avvalgi misol uchun Gamilton tenglamalarini tuzing.
4. Eyler burchaklari 9,tp,ii/ ni umumlashgan koordinatlar sifatida olib 

simmetrik pirildoq uchun Gamilton funksiyasini toping.
.5. Tashqi maydondagi zarrachaning Gamilton funksiyasin i sferik va 

silindrik sistemalarda toping.
6. Sistemaning Gamilton funksiaysi sistemaning bir butunligicha cheksiz 

k ich ik  siljishida o ‘zgarmasligidan impulsning saqlanish qonunini kelib 
chiqishini ko ‘rsating.

7. Sistemaning Gamilton funksiaysi sistemaning bir butunligicha cheksiz 
kichik buralishida o'zgarmasligidan impuls momentining saqlanish qonunini 
keltirib chiqaring.

8. Quyidagi Gamilton funksiyasiga mos keluvchi Lagranj funksiyasini 
toping:

a)L = —  + In x ;
2

9. Og'ir simmetrik pirildoq uchun Raus funksiyasini tuzing.
10. Quyidagi Puasson qavslarini hisoblang:

a){M i,rj}; 6){b M ,a r}

c){b -M ,c-M }; ¿){M ,r-p};
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g){p, ,M2}; *){/>, ,p2}; o{n »r"}-
11. U = -a /r  m aydonda M  saqlanuvchan kattalik ekanligini Puasson 

qavslarini ishlatib ko'rsating.
CCY

12. 3-bcbdagi (3 .3)-m isolda kiritilgan Laplas vektori A = [v M ]- —  

ning harakal integrali ekanligini Puasson qavslari orqali isbot qiling.

13. F2{<f,P) = q 2ep hosil q iluvch i fu n ks iya  olib keladigan kanonik

almashtirishlarga olib ke/adigan F4 (p , Q ) hosil qiluvchi funksiyani toping.

14. F2(q,P) = q lnP  hosil q ilu vch i fu n ks iya  bajaradigan kanonik
almashtirishlarni toping.

15. Jism ning ta s h q i  tortish  m a y d o n id a g i Gamilton fu n k s iy a s i
2

H = —  + mgx hosil qiluvchi funksiya F2 (x ,F )  = xP -m gxt ga mos keluvchi 
2m

kanonik alnashtirishdan keyin qanday ko'rinishni oladi?
H

16. F2 (9<P) ~ X /i  ( fu n ksiya  yordamida bajarilgan almashtirish
i=i

f i ( q , t ) funksiya bo ‘y icha  chiziqli bo Uganda kanonik ekanligini isbot qiling.

d f[q ,t)
17. Lcgranj fu n ksiya si L{q ,q ,t) ni L '(q ,q ,t)=  L[q,q,t)-\ — ga

almashtirish, bunda f ( q , t )  ~  ixtiyoriy  funksiya , harakat tenglamalarini 
o ‘zgartirmas edi. Ushbu almashtirish kanonik almashtirish ekanligini ko 'r
sating va unga mos keluvchi hosil qilish funksiyasini toping.



8-bob. SUYUQLIKLAJR MEXANIKASI

8.1. Uzliksizlik tenglamasi

S u y u q l ík  v a  g a z la rn in g  m e x a n ik  h arak atin i o ‘r g a n g a n d a  u la m i tu ta sh  
m u h it  s i f a t i d a  k o 'r ila d i. J ism la r  m e x a n ik a s id a  « m o d d iy  n u q ta »  tu s h u n -  
c h a s i q a n d a y  r o ‘l o ‘y n a g a n  b o ‘lsa  g id r o d in a m ik a d a  « su y u q lik  n u q ta s i» , 
« su y u q lik  z a r r a c h a s i»  tu s h u n c h a la r i  sh u n d a y  ro l o ‘y n a y d i. S u y u q lik  
n u q ta s i d e g a n d a  sh u n d a y  k ic h ik  h a jm d a g i su y u q lik k a  a y t ila d ik i, bu  
hajm  k o ‘r i la y o t g a n  m a sa la n in g  m a ssh ta b ig a  n isb a ta n  ju d a  k ich ik  b o ‘lish i 
k erak . S h u  b ila n  b irga , b u  h a jm n in g  ic h id a g i m o le k u la la r  s o n i u n i  
tu ta sh  m u h i t  d e y is h im iz g a  y e ta r li b o ' lg a n  d ara jad a  k a tta  b o ‘ lish i k erak . 
Y a ’n i, s u y u q l ik  n u q ta s i su y u q lik n in g  sh u  d a ra ja d a  k ic h ik  e le m e n t ik i ,  
u n i g e o m e t r ik  to m o n d a n  bir n u q ta  s ifa t id a  k o ‘rish m u m k in , s h u  b o is d a n  
u n in g  k o o r d in a t a la r i  b o r  -  x ,  y ,  z, f iz ik  to m o n d a n  e s a  b u  e le m e n tn in g  
ic h id a  m o le k u la la r n in g  s o n i ju d a  k a tta  b o 'l is h i k erak .

G a p i m i z g a  illy u sta ts iy a  k e lt ira y lik . N o r m a l s h a r o itd a  h a v o n in g  Ism 3 

h a jm id a  2 , 7 - 1 0 19 ta  m o le k u la  b o r . A gar to m o n la r i 0 ,1  m m  b o ‘lg a n  h a jm n i  
o lin sa  ( u n i  a lb a t ta , n u q ta  d e b  k o V ish  m u m k in !)  u n in g  ic h id a  2 7 -1 0 13 a 
m o le k u la  b o ’la d i. S u y u q lik la r d a  b ir  k u b  s a n t im e tr n in g  ic h id a  y a n a d a  
k o‘p r o q  m o le k u la la r  b o ‘ Iadi —1022, y a n a  to m o n la r i 0 ,1  m m  b o ‘lg a n  h a jm  
q a ra lsa  u n i n g  ic h id a  - 1 0 16 ta  m o le k u la la r  b o ‘lad i.

U z l i k s i z  m u h it  h a q id a g a p  k e ta r  e k a n  u n in g  z ic h l ig i  b o r  — p ( x ,y , z , f ) .  

H a ra k a t h a q id a  g a p m lg a n d a  su y u q lik  te z lig in i k ir itish  k erak  — v ( x ,y , z , f ) .

B u  t e z l i k  s u y u q l i lc n in g  x , y , z  k o o r d in a t a l i  n u q t a s id a n  t v a q t  
m o m e n t id a  o ‘ta y o tg a n  s u y u q lik  z a r r a c h a s in in g  te z l ig id ir .  V a q t o ‘t ish i  
b ila n  b u  z a r r a c h a  b o sh q a  n u q ta g a  o q ib  k e ta d i, le k in  ix t iy o r iy  b o s h q a  
v a q t m o m e n t i d a  h a m  v ( x ,  y ,  z ,  О  t e z l ik  y a n a  o ‘s h a  x , y , z  n u q ta g a  
b o sh q a  f  v a q t  m o m e n t id a  y e t ib  k e lg a n  su y u q lik  z a r r a c h a s in in g  te z l ig in i  
b ild ir a d i .

B u  k a t t a l ik la r  s is te m a s ig a  su y u q lik  (g a z )n in g  b o s im in i  h a m  k ir it ish  
k erak , c h u n k i  m u h it  ic h id a g i b o s im  h a r  x il n u q ta la r d a  h a r  x il b o ‘lsa  
b o s im  y u q o r i  n u q ta d a n  b o s im  p a s t  n u q ta g a  s u y u q l ik  o q im i p a y d o  
b o ‘la d i .  D e m a k ,  su y u q lik n in g  m e x a n ik  h a ra k a tin i o 'r g a n is h  u c h u n  
u n g a  t a a l l u q l i  b o ‘lg a n  b e sh ta  k a tta lik  u c h u n  -  z ic h l ik  p , b o s im  p  v a
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t e z l ik  V  -  t e n g la m a la r  t o p i s h  k era k  ek a n . S h u la r n in g  b ir i — u z lik s iz lik  
te n g la m a s id ir . U  q u y id a g ic h a  k e ltir ib  c h iq a r ila d i .

Ix t iy o r iy  b ir  h a j m  V  n i o la m iz . Z ic h l ik n in g  t a ’rifi b o ‘y ic h a  №  d V  

in te g r a l V h a jm  i c l i i d a g i  m o d d a  m iq d o r in i b e r a d i. S h u n g a  k o ‘ra ,

(8 . 1)U pdr

sh u  h a jm  ic h id a g i m o d d a  m iq d o r in in g  o ‘z g a r is h  t e z l ig in i  b er a d i.
H a jm  ic h id a g i s x ty u q lik  m iq d o r i su y u q lik  u n g a  o q ib  k irsa  y o k i o q ib  

c h iq ib  k e tsa  o 'z g a r a d i .  O q im  z ic h l ig in i  — b ir lik  v a q t  ic h id a  b ir lik  

sir tq a n  o ‘tg a n  m o d d a  m iq d o r in i — q u y id a g ic h a  t a ’r ifla y lik : j =  p v  . 

D e m a k ,

-c j)¿ s j (8.2)

in te g r a l V  h a j m n i  o ‘z  ic h ig a  o ig a n  s ir t s o r q a li  
s u y u q l ik  o q im i t e z l i g i n i  k o ‘rsa tad i. M in u s  is h o r a s ig a  
a h a m iy a t  b e r a y lik  8 .1 - r a s m g a  q a ra lsa  s ir tg a  n o r m a l  
v e k to r  v a  o q im  v e k t o r i  j = p v  o ra sid a g i b u r c h a k  o ‘tk ir  
b o 'ls a  (y a ’n i, s u y u q l ik  h a jm q a n  o q ib  c h iq ib  k e ta y o tg a n  
b o 'lsa )  (S .2 )  in t e g r a l  m a n f iy  b o ‘la d i, aks h o ld a  u m u sb a t  
b o 'la d i. H a q iq a ta n  h a m , dS v a  V o r a s id a g i b u r c h a k  
o ‘tm a s  b o ‘ lish i h a j m g a  k ir ib  k e la y o tg a n  s u y u q lik g a  m o s  
k e la d i. S h u la r n i h i s o b g a  o l ib  V  h a jm  u c h u n  m o d d a  
b a la n s i t e n g la m a s in i  y o z a m iz :

8.1-rasm: 
Ixtiyoriy 
hajm, sirt 

elementi va 
oqim tezligi.

Э t .
J dV p = -  (j)c/s-j. (8.3)

T e n g la m a n in g  o ‘n g  t o m o n ig a  G a u s s  te o r e m a s i  q o ‘lla n iis a

J d v f —  + div(pv)
I dt (8.4)

t e n g l ik k a  k e l i n a d i . B u  t e n g l i k n i n g  i x t iy o r i y  V  h a jm  u c h u n  b a ja -  
r i l is h i

—  + div(pv) = 0 
dt

(8.5)
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bo‘lishi kerakligiga olib keladi. Hosil bo'lgan tenglamaning nomi -  
uzliksizlik tenglamasi.

B o s h id a  a y t i lg a n id e k , su y u q lik  d e g a n d a  h a m  su y u q lik la r , h a m  gaz lar  
t u s h u n i la d i .  S u y u q l ik la r  (g a z la r  e m a s )  o d d iy  s h a r o i td a  s iq i lm a s l ik  
x o s s a s ig a  e g a . U la r  u c h u n  p = co n st d eb  q abu l q il is h  m u m k in . B u n d a y  
s u y u q lik  s iq i lm a y d ig a n  s u y u q l ik  d e y ila d i. K e y in  k o ‘r s a ta m iz k i ,  z ic h l ik -  
n in g  o ‘z g a r is h i  harakat t e z l ig in in g  to v u s h  te z lig ig a  n is b a t in in g  k vad ra tiga  
p r o p o r s io n a l  b o ' l a d i ,  su y u q lik la r  u c h u n  b u  n isb a t  ju d a  k ic h ik  so n d ir . 
Y a ’n i ,  s u y u q l ik la r n i  o d a td a  s iq ilm a y d ig a n  m u h it  s ifa t id a  k o ‘r ish  m u m -  
k in . G a z la r d a  h arak at t e z l ig i  to v u s h  te z l ig ig a  y a q in  v a  h a t t o  u n d a n  
y u q o r i h a m  b o ' l i s h i  m u m k in , b u n d a y  h a ra k a tla rn i o ‘r g a n g a n d a g in a  
z ic h l ik n in g  k o n s t a n t a  e m a s lig in i h iso b g a  o l is h  k erak . S iq i lm a y d ig a n  
su y u q lik  u c h u n  u z lik s iz lik  te n g la m a s i

T a jr ib a  s h u n i  k o ‘rsa ta d ik i, s u y u q lik  e le m e n t i  u n g a  q o 'y i lg a n  h a tto  
e n g  k ic h ik  k u c h  (b o s im )  o s t id a  h a m  h arak at q ila  b o sh la y d i. S u y u q lik n in g  
ic h id a g i ix t iy o r iy  s ir t o l in s a  b o s im  u n g a  p e r p e n d ik u la r  y o 'n a lg a n  b o 'la d i.  
B u la r d a n  x u l o s a  sh u k i, m u v o z a n a td a  tu r g a n  s u y u q lik d a g i ix t iy o r iy  sirt 
e le m e n t ig a  i k k i  to m o n d a n  ta ’sir  q ilq y o tg a n  b o s im la r  m u v o z a n t d a  tu ribd i 
( 8 .2 - a  r a s m g a  q a ra n g ). B u n d a y  x o ssa  b o s im n in g  iz o t r o p lig i  d e y ila d i .

B o s im  — s ir t  b ir lig ig a  p e r p e n d ik u la r  y o ‘n a lish d a  t a ’s ir  q ila y o tg a n  
k u c h . S u y u q l ik  ic h id a  k ic h ik  p a r a lle lo g r a m m  o la y lik  ( 8 .2 - b  ra sm g a  
q a ra n g ) (b u  p a r a lle lo g r a m m  « su y u q lik  n u q ta s in i»  b ir in c tii y a q in la sh u v d a  
i f o d a la s in ) .  S h u  p a r a lle lo g r a m m n in g  x  va jc+ A jc  s ir tlar i o r a s id a g i  ta sh q i 
b o s im n in g  o ‘ z g a r is h in i h iso b la y lik :

div v =0 (8.6)
k o ‘r in is h n i o la d i .

8-2. Eyler tenglamasi

p(x 1-Ax)

8.2-rasm : a) bosimning izotropligi; 
b) bosim kuchini topishga »id.
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dx
(8.7)

B o s im n in g  bu o ‘z g a r is h in i  u  t a ’sir  q ila y o tg a n  sir t e le m e n t ig a  k o ‘p a y -  
t ir ilsa , p a r a lle lo g r a m m g a  x  y o ‘n a lish d a  ta ’sir  q ila y o tg a n  k u c h n i to p g a n  
b o ‘la m iz :

S h u  m u lo h a z a la r n i y  v a  z  o ‘q la r ig a  h a m  q o ‘lla n ilsa , A V  h a jm li su y u q lik  
n u q ta s ig a  t a ’sir q i la y o t g a n  k u c h n i to p g a n  b o 'la m iz :

D e m a k , c h e k li F h a j m  u c h u n  b o s im  o ‘zg a r ish i o rq a li t a ’s ir  q ila y o t
g a n  k u ch

k o 'r in is h g a  eg a . B o s im  k u c h in in g  z ic h l ig in i  to p d ik : —Ap. A g a r b o s im  
g r a d iy e n t id a n  ta sh q a r i k u c h la r  b o ‘lsa  u la r n in g  z ic h l ig in i  u m u m iy  f  
h a rfi b ila n  b e lg i la y m iz .  H a r a k a t  t e n g la m a s in i  tu z is h  u c h u n  m a ssa  
z ic h l ig in in g  te z la n is h g a  k o 'p a y t m a s in i  k u c h  z ic h l ig ig a  te n g la sh tir ish  
kerak:

B u  te n g la m a d a  v  t e z l i k  h a r a k a t  q i la y o tg a n  su y u q lik  z a r r a c h a s in in g  
te z lig i , u  ikki sab ab d an  o ‘zg a r a d i -  fa z o d a  m a ’lu m  tra y ek to r iy a  b o ‘y ic h a  
h arak at q ilish i n a t i ja s id a  ( t r a y e k to r iy a n in g  h ar x il n u q ta la r id a  u n in g  
q iy m a ti h ar  xil b o ‘lish i m u m k in )  v a  v a q t  o 't is h i b ila n . T e z lik n in g  vaq t  
b o 'y ic h a  t o ‘liq  o r t t ir m a s i:

B u  o r tt ir m a n i h is o b la s h  u c h u n  b ir in c h id a n  r(/+A/) n i T e y lo r  q a to r ig a  
y o y is h im iz  kerak:

B u  b ila n  b iz  t r a y e k t o r iy a n in g  Ai v a q t  ic h id a  q a n c h a  o 'z g a r g a n i to p d ik .  
T e z lik k a  q aytayü k :

—— AxAyAz = -  —  AV.
dx dx (8 .8)

-V p  AV. (8.9)

(8.10)

dv „  p —  = —Vp + f. 
K dt y

(8.11)

v( r ( i  + Ai), t + A t) -  v(r (/), 0- (8.12)

r (t + A  t) -  r(i) + At —  = r(i) + Ai v(r(?)).
dt (8.13)
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v(r(í + ДО, t + A t ) -  v(r(0, t) =

N atijada  quy id ag i E yler tenglamasiga. kelam iz:

—  + (v- V )v = -  
dt

Ye
p

(8.15)

E y le r  t e n g la m a s i  o ‘z in in g  so d d a  k o ‘r in ish ig a  q a r a m a sd a n  k o 'p g ln a  
m u ra k k a b  f iz ik a v iy  ja r a y o n la r n i ifo d a la y d i.

A g a r  s u y u q l ik  ta s h q i g r a v ita ts io n  m a y d o n d a  b o 'ls a  f =  g p  d eb  o lish  

kerak:

B o s im  g r a d iy e n t in in g  o ld id a g i m in u s  is lio r a s i s u y u q lik  b o s im  y u q o r i 
n u q ta d a n  b o s i m  k ic h ik r o q  n u q ta  to m o n g a  h a ra k a t q il is h in i b ild ira d i.

8.3. Gidrostatika

E y le r  t e n g la m a s in i  o ‘rg a n ish n i e n g  s o d d a  h o l  -  s u y u q l ik  g r a v i-  
ta t s io n  m a y d o n d a  q im ir la m a y  tu r g a n  h o ld a n  b o s h la y lik .

B u  h o l d a  t e z l ik  n o lg a  te n g  v a  E y le r  te n g la m a s i  k e sk in  s o d d a -  
la sh a d i:

K o o r d in a t  o ‘q la r in i 8 .3 -r a s m d a g id e k  c h iz i l s a ,  b o s im  u c h u n  x  v a  y  
y o ‘n a l i s h la r d a

—  + (v- V)v = -  
d í

(8.16)

-V/? + p g  =  0. (8 .1 7 )

Z

8.3-rasm. Statik hol ( j  o‘qi tekislikka perpendikulär).

254



& - 0  va  —  =  0
ox dy

te n g la m a la r  o l in a d i .  Y a ’n i, b u  y o ‘n a lish !a r d a  b o s im  o ‘z g a r m a s  b o ‘lad i:  
p  =  c o n s t . z  y o ‘n a lish d a  e sa

f  + pg  = 0 (8.18)

e k a n lig in i t o p a m iz  ( v e k t o r g n in g  k o m p o n e n ta la r i:  g  =  { 0 , 0 , - g } ) .  I n te g -  

ra lla sh  d o im iy s in i  p 0 d e b  b e lg ila sa k

P<¿) = p Q- p g z  (8-19)
y e c h im  to p i la d i .  D e m a k ,  z  b a la n d lik k a  k o 'ta r ilg a n id a  su y u q lik  (g a z )  
b o s im i pg z  q iy m a tg a  k a m a y a r  ek a n . B o s h q a c h a  a y tg a n d a , p  +  p g z  

k o m b in a ls iy a  b u  h o l u c h u n  E y le r  t e n g la m a s in in g  h arak at in te g r a li  
ek an .

B u  m u lo h a z a la r d a  b a la n d lik  o ‘z g a rg a n d a  h a m  z ic h lik  p  o ‘zg a r-  
m asd an  «qoladi d e b  o ld ik . H a q iq a td a , a y n iq s a  g a z la rn i o lg a n d a , bu  
faraz t o ‘g r i  e m a s ,  g a z n in g  h o la t  te n g la m a s id a n  u n in g  b o s im i p a sa y sa  
(tem p era tu ra s i o 'z g a r m a g a n d a )  z ic h l ig i  h a m  k a m a y ish i k e lib  c h iq a d i.  
A n im o  bu  fa rq  g a z la r n in g  ye ta r li d a ra jad ag i k atta  m a ssiv la r i u c h u n -  
gin a  sez ila r li b o ' lg a n i  u c h u n  y u q o r id a g i fo r m u la  b a la n d lik la r  k a tta  
b o‘lm a g a n d a  y a x s h i a n iq lik d a  is h la y d ig a n  fo r m u la  d eb  h is o b la n is h i  

m um kin .

8.4. Bernulli qonuni

E y le r  te n g la m a s id a g i  (v -V )v  h a d n i v e k to r  a lg eb ra s i y o r d a m id a  

m a q sa d g a  m u v o f iq  b o ‘lg a n  k o 'r in ish g a  k eltiray lik :

(v-V)v = i V u 2 -[vrotv]. (8.20)

U n d a n  ta sh q a r i g r a v ita ts io n  m a y d o n n i p o te n s ia l o rq a li ifo d a la b  o la y lik :  
g= —A(p. N a t ija d a  E y le r  te n g ia m a s i q u y id a g i k o ‘r in ish n i o la d i:

3v 1 2 VP V7— -[v ro tv ] = - - V u  -  —  -Vcp. (8.21)

H ar b ir  su y u q lik  n u q ta s i o ‘z in in g  o q im  c h iz ig ' ig a  e g a , b u  — sh u  
su y u q lik  za rra sin in g  trayek tor iyasid ir . H a r  b ir  su y u q ü k  za rra sin in g  te z h g i
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o q im  c h iz ig ‘in in g  m o s  lce lgan  n u q ta s id a  u r in m a  b o 'y ic h a  y o ‘n a lg a n  
b o ‘lad i. T e z l ik  v e k to r i v e k to r  m a y d o n n i h o s i l  q ila d i (m a g n ito s ta t ik  v a  
e le k tr o s ta t ik  m a y d o n la r n i  e s la b  k » ‘r in g ) .

S ta ts io n a r  o q im n i  k o ; ray lik . S ta ts io n a r  o q im  sh u n d a y  o q im k i, u n d a

te z lik la r  v a q tg a  b o g ‘liq  b o 'lm a y d i ,  fa q a t k o o r d in a t la r g a : v  =  v ( x , y , z ) . 

Y a ’n i, o q im  c h iz iq la r in ia g  h e c h  q a y s is i v a q t  o ‘t is h i  b ila n  o 'z g a r m a y d i.  

M a ’lu m  b ir  su y u q lik  za rra ch a s in in g  m a ’lu m  b ir  (.x , y , z ) n u q ta d a g i te z l ig i  

v ( x , y , z ) b o ‘ls a  s h u  n u q ta g a  b o s h q a  v a q t  m o m e n t id a  y e tib  k e lg a n  

b o sh q a  z a r r a c h a n in g  te z l ig i  h a m  tiu d d i o ‘s h a  b o ‘la d i. A lb a tta , h ar  b ir  
su y u q lik  z a r r a c h a s in in g  t e z l ig i  v a q t o ‘t is h i b ila n  o ‘zg a r ib  b o r a d i, a m m o  
sh u  z a r r a c h a n in g  o ‘rn ig a  k e la y o tg a n  z a r r a c h a n in g  te z lig i h a m  h u d d i  
sh u  ta r t ib d a  o ‘z g a r a d i.

Y a n a  s u y u q l ik n i  s iq ilm a y d ig a n  d e b  o la m iz :  p = c o n s t  (8 .2 1 )  n i ch a p  
to m o n d a n  v g a  sk a la r  ra v ish d a  k o 'p a y t ir a y lik . N a t ija d a

te n g la m a  h o s i l  b o ‘la d i. Q a v s  ic h id a g i k a tta lik  s ta ts io n a r  o q im  u c h u n  
E y le r  t e n g la m a s in in g  b ir in c h i in teg ra lid ir .

B u  t e n g la m a d a g i v  V  o p e r a to r  te z l ik  v  y o ‘n a lish i b o 'y ic h a  o lin g a n  
h o s i la  o p e r a to r id ir , d e m a k , o q im  c h iz iq la r i u st id  a  q a v s ic h id a g i k a tta lik  

o ‘z g a rm a s e k a n :

U m u m a n , u s h b u  c o n s t  h a r  b ir  o q im  c h iz ig ' i  u c h u n  o ‘z  q iy m a tig a  
eg a . A g a i l o t  v  =  0 b o 'lg a n d a  ed i (8 .2 1 )  te n g la m a d a n

m u n o s a b a tg a  k e lg a n  b o ‘lar e d ik . b u  e s a  y a n a  ( 8 .2 3 )  n a t ija n i b era r  e d i ,  
a m m o , b u  h o ld a  y u q o r id a g i c o n s t  h a m m a  c h iz iq la r  u c h u n  b ir  x i l  
q iy m a tg a  e g a  b o ‘lg a n  b o ‘lar ed i.

( 8 .2 3 )  m u n o s a b a t  E e r n u l l i  te o re m a s i d e y ila d i. U n in g  m a ’n o s i so d d a . 
Z ic h l ik n in g  o ‘z g a r m a s lig in i h iso b g a  o lib  u n i

(8.22)

2 P
(8.23)

(8.24)

1 2
— p v  +  pep  + p  = const (8.25)
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k o ‘r in ish g a  k e lt ir ib  o l in a d i .  B u  y e r d a  b ir in c h i h a d  — su y u q lik  z a r r a 
c h a s in in g  k in e t ik  e n e r g iy a  z ic h l ig i ,  ik k in c h i h a d  — ta sh q i g r a v ita ts io n  
m a y d o n d a g i  p o t e n s ia l  e n e r g iy a  z ic h l ig i  v a  u c h in c h i  h a d  — t e r m o -  
d in a m ik a  q o n u n la r i  b o ‘y ic h a  ic h k i e n e r g iy a  z ic h lig id ir .
D e m a k ,  B e r n u ll i  t e o r e m a s i  e n e r g iy a n in g  sa q la n is h  q o n u n in in g  b ir  
k o ‘r in is h i e k a n .

8.5. Tezlik sirkulatsiyasi

T e z lik d a n  y o p iq  k o n tu r  b o ‘y ic h a  o lin g a n  in teg ra l

Sirkulatsiya = <£v • d\ ,0

t e z l ik n in g  sh u  k o n tu r  b o ‘y ic h a  s ir k u la ts iy a s i d e y ila d i. S to k s  te o r e m a s i  
b c ‘y ic h a

b u n d a  S  —  y o p iq  k o n tu r  L  b ila n  c h e g a r a la n g a n  sirt. T e z l ik n in g  r o to r i 
E y le r  te n g la m a s in in g  (8.21) k o ‘r in ish id a  h a m  p a y d o  b o ‘lg a n  e d i.  S h u  
r o to r n i a lo h id a  b e lg i la b  o la y lik :

= rot v. (8.28)

B u  y a n g i k a tta lik n in g  f iz ik  m a ’n o s in i  tu s h u n is h  m a q s a d id a  b ir o r  o ‘q  
a tr o f id a  to b u r c h a k  t e z l ig i  b ila n  a y la n a y o tg a n  q a tt iq  j i s m n i  k o ‘ray lik . 
U s h b u  j i s m n in g  ix t iy o r iy  r n u q ta s in in g  c h iz iq l i  v a  b u r c h a k  te z lik la r i  
q u y id a g ic h a  b o g ‘la n g a n  ed i:

v = [iir], (8.29)

T e z l ik n in g  r o to r in i to p a y lik :

rot v = 2co. (8.30)

D e m a k , n in g  n o ld a n  fa r q lilig i s h u  z a r r a c h a n in g  m a ’lu m  b ir  o ‘q

a tr o f id a  -  Q  b u r c h a k  t e z l ik  b ila n  a y la n a y o tg a n in i a n g la ta d i. D a r h a -

q iq a t , ( 8 .2 7 )  fo r m u la  s h u  ta lq in g a  m o s d ir . 
i2 , o d a td a , b u r a m a l i l i k  d e y i la d i1.

1 R u sc h a s i  — 3aBH xpeH H 0CTb. 
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E y le r  t e n g la m a s in i  fa q a t  s irk u la ts iy a  va  te z l ik la r  ti lid a  h a m  y o z ib  
o lish  m u m k in . B u n in g  u c h u n  (8 .1 5 )  ik k i to m o n in in g  ro to r in i h iso b la y lik . 
N a tija :

^ H V [ v Q ] ]  = 0. (8 .3 1 )

B u  te n g la m a g a  q u y id a g ila r n i q o ‘sh ilsa  to ' l iq  s is te m a  o lin a d i:

V v  = 0, Í2 = iVv], (8.32)

O lin g a n  t e n g la m a la r  s is te m a s ig a  b o s im  v a  z ic h lik la r  k irm ad i.
B u  te n g la m a la r  id e a l su y u q lik n in g  h a ra k a tin i o ‘ rgan ish  m a s a la s in i  

t o ‘liq  y e c h a d i — b iz g a  te z l ik  v m a ’lu m  b o 'ls a  (8 .3 1 )  te n g la m a d a n  f i  n i 
to p a m iz ,  to p i lg a n  f i  a s o s id a  ( 8 .3 2 )  te n g la m a la r d a n  y n i to p ila d i v a  
h .k . (8 .3 2 )  te n g la m a la rn i y ech ish  y o 'l i  m a ’lu m , m a g n ito sta tik a n i eslay lik :

V B  = 0, [VB] = An'ÿc.

M a g n it o s t a t ik a d a  b e r i lg a n  to k  b o ‘y ic h a  m a g n i t  m a y d o n n i  t o p i s h  
m a s a la s i g id r o d in a m ik a d a  b e r ilg a n  b u r a m a lik  o r q a li te z l ik n i to p is h  
m a s a la s i b ila n  b ir  x il e k a n .

(8 .2 8 )  t a ’r ifd a n  k o 'r in ib  tu r ib d ik i h a m m a  v a q t

V f i  =  0. (8 .3 3 )

D e m a k , f i  n in g  k u c h  c h iz iq la r i h e c h  q a y erd a  b o s h la n m a s  v a  h e c h  
q a y e r d a  tu g a m a s  ek a n .

F a r a z  q i la y l ik ,  b ir o r  v a q t m o m e n t id a  fa z o n in g  h a m m a  n u q -  
ta la r id a  f i  =  0  b o ' l s i n .  B u  d e g a n i ,  d C ifè t  = 0  h a m  b o ' l i s h i  k era k . 

K e y in g i  v a q t  m o m e n t i  t + A t  ga  o ‘t i lsa  ( 8 .3 1 )  b o 'y i c h a  b a ’ri b ir  

f i  =  0  v a  d i2 /r ) /—0  e k a n . B u  d e g a n i,  a g a r  v a q tn in g  b o s h id a  b u r a m a lik  
n o lg a  t e n g  b o ' l s a  u  h e c h  q a a d a y  y o ‘ l b i la n  p a y d o  b o ‘ la  o lm a y d i  
( id e a l  s u y u q l ik  u c h u n ) .  B u  h o ld a  su y u q lik  te z l ik la r ir i in g  m a y d o n in i  
t o p i s h  u c h u n

V -v = 0, [Vv] —0 (8.34)

teng lam alar sistem asini q o lla sh  yetarlidir. Bu ho ln i zaryadlar va tok lar 

b o ‘lm agan ho ldag i elek trosta tika (V  E = 0, [VE] = 0 ) va m agnitosta tika

( V В = 0, [VB] = 0 ) teng lam alari bilan solishtirish m um kin .

F a z o n in g  h a m m a  n uq tasida . ro tv  =  0  b o ‘ lg a n  o q im  p o t e n s ia l  (y o k i ,  
b u r a m a s iz ) o q im  d e y ila d i.  P o te n s ia l o q im  u c h u n  t e z l ik  s ir k u la ts iy a s i
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ay ran  nolga ten g :

(j) v  ■ d\ = |  dS ■ rot v  =  0. (8.35)
L

S u y u q lik  i c h i d a  b ir  y o p iq  k o n tu r  o la y l ik . K o n t u r in in g  u s t id a g i  
s u y u q lik  n u q ta la r i  v a q t  o ‘t is h i  b ila n  s ilj ib  b o r a d i ,  u la r  b i la n  b irg a  
k o n tu r  h a m  h a r a k a td a  b o ‘lad i.

S h u  k o n tu r  b o ‘y i c h a  o l in g a n  s ir k u la ts iy a n in g  o ‘z g a r m a s d a n  q o lis h i  
isb o t  q ily lik . S ir k u la t s iy a d a n  v a q t b o ‘y ic h a  h o s i la  o lig a n d a  n a fa q a t  
k o n tu r  ustid ag i s u y u q l ik  za rra ch a la r in in g  te z lik la r in in g , b a lk i h arak atd ag i 
k o n tu r  n u q ta la r in in g  h a m  v a q t  b o ‘y ic h a  o ‘z g a r is h in i h is o b g a  o l is h  
kerak:

¿/I e l e m e n t  s h u  e l e m e n t n in g  b o s h  v a  o x ir g i n u q ta la r in in g  r a d iu s -  

v ek to r la r in in g  a y ir m a s id ir ,  u n d a n  vaq t b o 'y ic h a  h o s i la  te z l ik n in g  o ‘zid ir . 
I k k in c h i h a d  t o ‘ liq  d if fe r e n s ia ld a n  o lin g a n  in te g r a l k o ‘r in ish ig a  k e lt ir i-  
la d i, k o n tu r  y o p iq l ig i n i  h is o b g a  o h n s a  u  n o lg a  te n g d ir :

E y ler  t e n g la m a s in i  h is o b g a  o lib  b ir in ch i h a d n i h a m  t o ‘liq  d if fe r e n s ia ld a n  
y o p iq  k o n tu r  b o ‘y i c h a  in te g r a l k o ‘r in ish ig a  k e lt ir ib  o la m iz  (y a n a  b ir  
e s la ta y lik , p  =  c o n s t  h o ln i  k o 'r y a p m iz ) ,  v a , d e m a k , u  h a m  n o lg a  
te n g  b o ‘lad i:

(8.36)

(8.37)

(8.38)

Demak,

(8.39)

y old
(j) V ■ i/1 = const (8.40)
L

ek a n . B u  n a tija  s ir k u la t s iy a n in g  s a q la n ish  q o n u n i d e y ila d i.
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O qim ning  potensiallik  sharti
rotv = 0 (8.41)

n i  q u y id a g ic h a  y e c h is h  m u m ltin :

v = grad cp. (8.42)

K ir it ilg a n  k a tta lik  ^ t e z l ik  p o te n s ia li  d e y ila d i. A g a r  ( 8 .2 1 )  te n g la m a g a  
b u  t a ’r i f  k ir it i ls a  t e n g la m a

8.6. Tezlik potensiali

d p  V  p  _ T  + —  + JL
dt 2  p

=  0 (8.43)

k o ‘r in ish g a  k e la d i .  B u  t e n g la m a n in g  b ir in c h i in teg ra li:

| ? +2L + £ - / « ) .  (8.44)

A g a r  » p vaq tga  b o g ‘liq  b o ‘lm a s a  (s ta ts io n a r  o q im )  o ‘n g t o m o n d a g i  f  ( t )  

n i c o n s t a n ta g a  a lm a s h t ir is h  m u m k in :

2
^ - + — =  const. (8 .4 5 )
2 p

B iz  y a n a  B e r n u l l i  t e o r e m a s ig a  q a y t d ik  -  ( 8 . 2 5 )  f o r m u la  b i la n  
s o l ish t ir in g .

8.7. Impuls oqimi zichligi tenzori

Z ic h l ik n i n g  t e z l ik k a  k o ‘p a y tm a s i  pv  im p u ls n in g  z ic h l ig i  rn a ’n o -  
s ig a  e g a ,  i k k i n c h i  t o m o n d a n  u b ir  s e k u n d d a  b ir l ik  s ir td a n  o q ib  
o ‘tg a n  m o d d a  m iq d o r in i  b ild ir a d i. S u y u q lik n in g  h a r a k a t t e n g la m a s in i  
s h u  im p u ls  z i c h l i g i  t i l i g a  o !t k a z a y l ik ,  b u  i s h q a la n u v c h i  s u y u q l ik  
t e n g la m a s in i  o l i s h d a  y o r d a m  b e r a d i. S h u  m a q s a d d a  ( 8 . 5 )  v a  (8 .1 5 )  

t e n g la m a la r d a n  f o y d a la n ib  p v  n in g  vaq t b o ‘y ic h a  h o s i la s in i  h is o b -  
la y lik :

3 (  Vp
—-p v  = -v d iv (p  v ) +p - 
at \

(v -V )v  |= - V ^  -  v V - ( p v ) - p ( v - V ) v .  ( 8 .4 6 )

B u  t e n g la m a n i  k e r a k li  k o ‘r in ish g a  k e lt ir ish  u c h u n  im p u ls  o q im i z ic h l ig i  

te n z o r i  d e g a n  k a t t a l ik n i  k ir itay lik :
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n  j= p 8 ij + pvivj . (8.47)

K ir it ilg a n  k a tta lik  t i l id a  y u q o r id a g i te n g la m a

k o ‘r in ish n i o la d i. C h a p  to m o n d a  im p u ls  z ic h l ig id a n  v a q t b o 'y ic h a  
h o s i la  k irg a n , b u  —  b ir lik  h a jm d a g i su y u q lik k a  ta ’s ir  q ila y o tg a n  k u c h ,  
agar u n d a n  h a jm  b o ‘y ic h a  in te g r a l o lin sa  sh u  h a jm  ic h id a g i su y u q lik k a  
t a ’sir q ila y o tg a n  k u c h  o lin a d i.

Ik k in c h i t o m o n d a n ,  u  m a n a  sh u  h a jm  ic h id a g i su y u q lik  im p u ls in in g  
b ir  s e iu n d d a g i  o ‘ z g a r is h in i  b er a d i. 0 ‘n g  to m o n g a  G a u ss  t e o r e m a s in i  
q c r lla n ilsa  m a n a  s h u  h a jm n i o ‘z  ic h ig a  o ig a n  y o p iq  sirt o r q a li II.. 
t e n z o i in in g  o q im i  t o p i lg a n  b o £lin a d i:

n .  ga  Idrgan b ir in c h i  h a d  b o s im  p  ed i. M a ’lu m k i, b o s im n in g  sirt e le m e n t i  
d S  g a k o ‘p a y tm a s i  s h u  sirt e le m e n t ig a  t a ’sir  q ila y o tg a n  b o s im  k u c h in i  
b era d i. B iz n in g  h o l i m i z d a  d S  5  =  p d S  — i  -s ir tg a  b o s im  o r q a li t a ’sir  
q ila y o tg a n  k u ch .
K u c liJ iin g  b u  q i s m i  fa q a t  s u y u q lik n in g  b o s im i  b i la n  b o g ‘l iq  b o ‘ls a , 
u n in g  ik k in c h i q i s m i  — d S p u u  — o ‘z in in g  m a ’n o s i b o ‘y ic h a  b ir lik  v a q t  
ic h id a i / .9  sirtdan  s u y u q l ik n in g  h a ra k a ti n a tija s id a  o q ib  o 'tg a n  im p u ls n i  
b e r ish i k erak . S h u n in g  u c h u n  n  te n z o r  im p u ls  o q im i z ic l i l ig i  t e n z o r i  
d e y ila d i.

U n in g  m a ’n o s i n i  y a n a d a  a n iq r o q  tu s h u n is h  u c h u n  sirt e le m e n t in i  
sh u  s ir tga  p e r p e n d ik u lä r  b o ‘lg a n  b ir lik  v e k to r  o r q a li b e lg ila b  o la y lik :  
d S  J =  n  Jd S ,  b u n d a  d S  — s h u  sirt e le m e n t i  y u z a s i. U n d a  d S  Jp v v  
k o 'p a ^ tm a n i v e k to r  k o ‘r in ish d a  ( d S n i y o z m a y  tu r ib ) q u y id a g ic h a  ifo d a -  
la sh in n iz  m u m k in :

A g a r  v l n  b o ‘l s a  b u  i f o d a  n o lg a  t e n g  b o ' l a d i ,  d e m a k , p d S p v V j  

o q im n in g  sirtga  p e r p e n d ik u lä r  (n  ga  p a r a lle l)  q is m in ig in a  o ‘z  ic h ig a  
o ig a n .

O q im  te z lig ig a  p e r p e n d ik u lä r  sirt o rq a li im p u ls  z ic h l ig i  o q im i fa q a t  
b o s im  p  g a  te n g  b o ‘la d i .

pv(vn ). (8.50)
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8.8. Yopishqoq suyuqlik

I d e a l  s u y u q l ik n in g  ic h id a  s u y u q l ik  q a t la m la r i b ir - b ir ig a  is h q a la n -  
m a s d a n  o q a d i ,  u la r  o r a s id a  o ‘z a r o  im p u ls  a lm a s h in is h  b o ‘lm a y d i.  
I m p u ls  f a q a t g in a  m e x a n ik  h a r a k a t  n a t i ja s id a g in a  b ir  n u q ta d a n  ik k in -  
c h is ig a  u z a t i l a d i .  H a q iq iy  s u y u q l ik la r d a  a lb a t ta ,  b u n d a y  e m a s  — 
u la r n in g  b ir - b ir ig a  n is b a ta n  h a r a k a t q i la y o tg a n  q a t la m la r i  o r a s id a g i  
is h q a la n is h  n a t i ja s id a  im p u ls  q iy m a t i  b a la n d  n u q ta d a n  q iy m a t i  p a s t  
n u q ta g a  u z a t i la d i .  B u n d a y  ja r a y o n la r  f iz ik a d a  d is s ip a t iv  ja r a y o n la r  
d e y i la d i .

Id e a l s u y u q l ik  u c h u n  o l in g a n  ten g L a m a la rn i is h q a la n is h  b o 'lg a n  
h o lg a  m o s la b  o ‘z g a r tir a y liL  Id e a l v a  y o p is h q o q  s u y u q lik la r  o ra s id a g i  
k a tta  farq  c h e g a r a v iy  sh a rtla rd a  n a m o y o n  b o ‘Iadi -  q a tt iq  j is m  b ila n  
c h e g a r a d a  id e a l  su y u q lik  te z l ig in in g  n o r m a l k o m p o n e n t a s i  wn n o lg a  
t e n g la s h t ir is h i  k e r a k . T e z l ik n in g  ta n g e n s ia l  (s ir tg a  p a r a lle l)  k o m p o -  
n e n ta s ig a  h e c h  q a n d a y  sh a rt q o ‘y i lm a y d i -  s u y u q lik  id e a l e k a n  u  
sir tg a  is h q a la n m a s d a n , u n g a  y o p is h m a s d a n  h a ra k a t q iü s h i k erak . E y ler  
te n g la m a s id a n  h a m  c h e g a r a v iy  sh a rt b itta  b o ‘lish i k erak lig i k e lib  ch iq a d i
— te n g la m a  b ir in c h i  ta r tib g a  ega .

Y o p is h q o q  su y u q lik la rg a . o ‘t is h  u c h u n  q u y id a g i fu n d a m e n ta l ta jr i-  
b a v iy  d a li lg a  a s o s la n is h im iz  k e r a k  — h a q iq iy  s u y u q lik  q a tt iq  j i s m  s ir tig a  
y o p is h is h  x o s s a s ig a  e g a . Y a ’n i, c h e g a r a v iy  sh a r t la r  b u  h o ld a  ik k ita  
b o ‘lis h i k e r a k  — te z l ik n in g  n o r m a l v a  ta n g e n s ia l  k o m p o n e n t a la r i  q a tt iq  
j i s m  s ir t id a  n o l g a  t e n g  b o ‘lish i k erak : vn- 0 ,  ut= 0 .

S u y u q lik  q a t t iq  j i s m  sir tig a  y o p is h a r  e k a n  b o s h id a  q o ‘z g ‘a lm a sd a n  
tu rg a n  q a tt iq  j i s m  h a r a k a tla n a  b o sh la s a  ( ta sh q i k u c h  t a ’s ir id a ) s u y u q 
lik n in g  s h u  s ir tg a  y o p is h g a n  q a t la m i h a m  sh u  j is m n in g  t e z l ig i  b ila n  
h a ra k a t q ila  b o s h la s h i  kerak. 0 ‘z a r o  ish q a la n ish  o q ib a t id a  s u y u q lik n in g  
q o ‘s h n i  q a t la m la r ig a  h a m  im p u ls  u z a t i la  b o s h la n a d i  v a  u la r  h a m  
h a r a k a tg a  k e l a d i  8 .4 - r a s m g a  q a r a y lik . B u  r a s m d a  ik k i ta  p a r a l le l  
p la s t in a la r  o r a s id a g i  o q im  k o 'r s a t ilg a n . P a s tg i p la s t in a  q o ‘z g ‘a lm a sd a n  
tu r ib d i, y u q o r id a g i  p la s t in a g a  ( x - o q i  y o ‘ n a lish id a )  A F  k u c h  q o 'y i lg a n ,  
s h u  k u c h  t a ’s ir id a  p la s t in a  A v x t e z l ik  b ila n  h a ra k a t q ila y a p ti , s u y u q 
l ik n in g  e n g  y u q o r i  q a t la m i e sa  is h q a la n is h  n a tija s id a  s h u  s ir tg a  e r g a sh ib  
a y n a n  o ‘s h a  t e z l ik  b i la n  h a r a k a t  q ila d i.

A F  q a n c h a  k a t t a  b o ‘lsa  A v x h a m  s h u n c h a  k a tta  b o ‘la d i ,  y a ’n i  u la r  
o ‘z a r o  p r o p o r s io n a ld ir .  Ik k in c h i to m o n d a n , p la s t in a la r  o r a s id a g i m a s o fa  
Ay  q a n c h a  k a t t a  b o i s a ,  p la s t in a  o ‘z g a r m a s  te z l ik  b i la n  h a ra k a t q iü s h i  
u c h u n  s h u n c h a  k a m  k u c h  k era k  b o ‘la d i, y a ’n i  A F  v a  Ay  o ‘z a r o  te sk a r i
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8.4-rasm. Ikki parallel plastina orasidagi oqim.

p r o p o r s io n a ld ir . U n d a n  ta s h q a r i, p la s t in a  sirti & S  q a n c h a  k a tta  b o 'ls a  
p la s t in a n i b e r ilg a n  t e z l ik  b ila n  h a ra k a tla n tir ish g a  s h u n c h a  k o ‘p  k u c h  
k erak . S h u la r n in g  h a m m a s in i  h is o b g a  o l ib , q u y id a g i m u n o s a b a tg a  
k e la m iz :

AF  Aur

M =77v  (8-51)
B u n d a  p a y d o  b o ‘ lg a n  p r o p o r s io n a ll ik  k o e f f is iy e n t i  tj — is h q a la n is h  

k o e f f is iy e n t i  d e y i la d i .  C h a p  to m o n d a g i k a tta lik  k u c h n in g  sir t z ic h lig i .  
C h e k s iz  k ic h ik la r g a  o ‘t ib  k o ‘r ila y o tg a n  h o ld a

kuchning sirt zichligi = 77 (8.52)

e k a n lig in i to p a m iz .
E n d i sh u  n a t i ja n i  u m u m la sh t ir a y lik . A s o s iy  x u lo s a  sh u n d a n  ib o ra t  

b o ‘ld ik i, is h q a la n is h  k u c h i  te z lik la r n in g  g r a d iy e n tla r ig a  p r o p o r s io n a l  
e k a n , a g a r  m is o ld a g i  p la s t in a la r n i x, y  v a  z  o ‘q la r ig a  n isb a ta n  h a r  x il  
q il ib jo y la s h t ir i ls a  ( 8 .5 2 )  d a g i h o s i la n i

d v Y dV: . . , _ ,
— = — r- =>— i, / = 1,2,3 
dy dx~ dxJ

la m in g  k o m b in a t s iy a s ig a  a lm a s h t ir is h  k era k  b o ‘la d i. Q id ir a y o tg a n  
k a tta lik  k u c h  z ic l i l i g i  s i fa t id a  im p u ls  o q im i z ic h l ig i  t e n z o r i  ( 8 .4 7 )  g a  
q o ‘s h ilis h i kerak . U n g a  k ir u v c h i te z l ik la r n in g  h o s i la la r id a n  tu z i lg a n  
k o m b in a ts iy a  q u y id a g i  k o ‘r in ish d a  ta n la b  o lin a d i:

dV: dv-

<8-53>
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U n in g  b u n d a y  s im m e tr ik  k o 'r in is h i q u y u d a g i m is o l  b ila n  a so s la n a d i — 
o ‘z g a r m a s  co b u r c h a k  t e z l ik  b ila n  a y la n a y o tg a n  s ilin d r ik  fo r m a d a g i s u v  
m a s s iv in i  o la y l ik .  U n i  s i lin d r ik  q a tla m la r g a  b o ‘ lib  c h iq ils a  b u  q a t la m -  
la r  b ir -b ir ig a  n is b a ta n  h ara k a t q ilm a y d i. D e m a k , b u  q a tla m la r  o r a s id a  
is h q a la n is h  b o ‘lm a y d i.  Y u q o r id a g i s im m e t r ik  fo r m a  h u d d i sh u  x o s s a g a  
m o s  k e la d i .  B u n i  k o ‘r ish  u c h u n  co b u r c h a k  t e z l ik l i  s i lin d ir d a g i r n u q ta  
t e z l ig i  u c h u n

v =  [cor] (8 .5 4 )

fo r m u la d a n  fo y d a la n ib  y u q o r id a g i k o m b in a ts iy a n i  h iso b la y lik :  

d v  d v
— i- +  — J- = e  co + e  co =  0 . (8 .5 5 )
dxJ dx jik k ijk k

H o s i l  b o ' lg a n  s im m e t r ik  te n z o r n i q u y id a g i k o ‘r in is h g a  k e lt ir ib  o lin a d i:

a  =rj
‘J

d v  d v  _
— ---- i- —  8 div-v
dxJ dx' 3 O'

;+ fS d iw . (8 56)

B u  i f o d a n in g  b ir in c h i  q is m in in g  iz i  n o lg a  te n g :

=  2 d i w - 2 d i w =  0.
( dVi dVj 2 -

— -  +  — -  — <5l7diw
dx1 dx‘ 3 v

S im m e t r ik  t e n z o r n in g  iz s iz  va  b ir l ik  t e n z o r  k o ‘r in is h id a g i q is m la r i  
k o o r d in a t  a lm a s h t ir is h la r id a  fa q a t o ‘z -  o ‘ z i  o r q a lig in a  a lm a s h in g a n i  
u c h u n  u la r n i  h a r  x il k o e ff is iy e n t la r  b ila n  o ld ik . O d a td a , t) —  (b ir in c h i)  
i s h q a la n is h  k o e f f i s iy e n t i ,  C, e s a  — ik k in c h i  is h q a la n is h  k o e f f is iy e n t i  
d e y ila d i. K e l t ir ib  ch iq a r ish  b o ‘y ic h a  b u  k o e ff is iy e n tla r  t e z l ik la r g a b o g ‘liq  
e m a s . A m m o  u la r  u m u m iy  h o  Ida te m p e r a tu r a  v a  b o s im n in g  fu n k s iy a la r i 
b o ‘l i s h i  m u m k in .  U la r n in g  ik k a la si h a m  m u sb a td ir :

77>  0, £  >  0. (8 .5 7 )

T o p i lg a n  t e n z o r  ish q a la n ish  o r q a li p a y d o  b o l a d i g a n  k u c h  z ic h l ig in i  
i f o d a la y d i ,  s h u  sa b a b li u n i  k u c h  z ic h l ig i  u m u m iy  te n z o r i n  g a  q o ‘sh ib  
q o 'y i la d i  ( ( 8 . 4 9 )  t e n g la m a n in g  o ‘n g  t o m o n ig a  I I  m in u s  is h o r a  b ila n

k ir g a n i u c h u n  n in g  h a m  is h o r a s i m in u s  b ila n  o lin g a n ):

n ,y - p 8 v ¥  p v iv j  - a ' j  =  - a v  + pv-O j. (8 .5 8 )

O x ir g i t e n g l ik d a n  k e y in g i ifo d a  o r q a li  k u c h la n g a n l ik  t e n z o r in i  ik k i
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q ism g a  b o 'l ir d i  — b o s i m  v a  is h q a la n ish  o rq a li su y u q lik  ic h id a g i p a y d o  
b o ‘la d ig a n  irn p u ls  o q i m i

ла impuls zichiiqi oqi mining suyuqlikning zarralari bilan birga ko‘cha- 
digan qismiga bo'lindi.

S iq ilm a y d ig a n  y o p i s h q o q  s u y u q lik la r  u c h u n  k u c h la n g a n lik  te n z o r i

l<o‘r in ish g a  eg a  b o ‘la d i .  B u n d a y  su y u q lik la r  k o ‘p in c h a  N y u to n  su y u q -  

l i k l a r i  d ey ila d i. D e y a r l i  h a m m a  su y u q lik la r  u c h u n  b u  q o n u n  o ‘r in lid ir , 
b u  q o n u n g a  b o 'y s u n m a y d ig a n  su y u q lik la r  u c h u n  k u c h  te n z o r in i to p ish  
m u ra k k a b  m a sa la  h is o b la n a d i .

Y o p ish q o q  s u y u q l ik  h a ra k a t te n g la m a s in i k e ltir ib  c h iq a r ish  u c h u n  
u m u m iy  k o ‘r in ish d a g i h a r a k a t te n g la m a s i ( 8 .4 9 )  g a  (8 .5 8 )  n i q o ‘y a m iz  
(rj v a  Ç k o e f f i s i y e n t la r in i  o ‘z g a r m a s  d e b  q a r a y m iz )  v a  u z l ik s iz l ik  
t e n g la m a s i h is o b g a  o la m iz :

B u  te n g la m a n in g  n o m i  N a v iy e — S to k s  te n g la m a s i.  A gar s iq ilm a y 
d ig a n  su y u q lik  h a q i d a  g a p  k e ta y o tg a n  b o ‘lsa  o x ir g i h a d n i ta sh la b  
y u b o r is h  m urnk in :

B u  yerd a  k in e m a t ik  y o p is h q o q l ik  d ey ila d ig a n  v  = 77/p  k a tta lik  k iritild i. 

A g a r  ta sh q i g r a v i t a t s io n  m a y d o n n i  h iso b g a  o lis h  k erak  b o ‘lsa N S  
t e n g la m a s in in g  o ‘n g  t o m o n i  q u y id a g ic h a  o ‘zgarad i:

T e n g la m a  vaqt b o ‘y i c h a  b ir in c h i  ta r t ib li te n g la m a , d e m a k , te z l ik n in g  
b o s h la n g ‘ic h  q iy m a ti b e r i lg a n  b o ‘l is h i k era k  ( s ta t s io n a r  h o lla r d a n  
ta s h q a r i) . C h eg a ra v iy  s h a r t la r n i  m u h o k a m a  q ila y lik . C h e g a r a  ikk i xil 
b o 'l is h i m u m k in  — q a t t i q  j i s m  s ir ti v a  b o sh q a  su y u q lik  (y o k i g a z )  b ila n

= -p à ÿ  +Gy, (8.59)

p V ,V j (8 .6 0 )

(8 .6 1 )

(8 .6 2 )

ôv
d i p

(8 .6 3 )

(8 .6 4 )
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c h e g a r a . Q a t t iq  j i s m s ir t id a  y o p is h q o q  s u y u q lik n in g  s l iu  s ir tga  y o p is h ib  
q o l i s h in i  i f o d a la y d ig a n  sh a rt

v |5 =  0. (8 .6 5 )

B u  — e k s p e r i m e n t a l f a k t ,  h a m m a m iz  k o ‘p m a r t a  k o ‘r g a n m iz k i ,  q a tt iq  
j i s m  s ir t ig a  y o p i s h g a n  c h a n g n in g  ju d a  k ic h ik  z a r r a la r in i h a v o  o q im i  
b ila n  s h u  s i r t d a n  u c h ir ib  y u b o r is h  m u m k in  e m a s .  F a q a t  y e ta r l i  
d a r a ja d a  k a t t a  z a r r a la r g in a  h a v o  o q im i  t a ’s ir id a  u c h ib  k e ta d i . B u  
h o d is a n in g  s a b a b i  -  h a v o  o q in i in in g  sirt u s t id a g i t e z l ig in in g  n o lg a  
t e n g l ig id ir .

V e k t o r in in g  k o m p o n e n ta s i  u c h ta  b o ‘lish ig a  q a r a m a y  b u  sh a r t la rn in g  
s o n i  ik k ita  — te z l ik n in g  sirtga  n o r m a l v a  s ir tg a  u r in m a k o m p o n e n ta la r in i  
n o lg a  t e n g la s h t i r i s h  k era k  — vn =  0 , v  =  0. F a z o v iy  h o s i la la r  b o 'y ic h a  
t e n g l a m a n in g  ik k in c h i ta r t ib li e k a n lig i b u a g a  m o s  k e la d i.

A g a r  q a t t i q  sir t h a r a k a td a  b o ‘lsa , s u y u q lik n in g  sh u  sir t u s t id a g i

t e z l ig i  s i r t n in g  te z l ig ig a  t e n g  b o 'l is h i  keralc v | s  =  \ , i r r

8.9. Yopishqoq suyuqliklar oqimiga misollar

8.9.1. Ikki plastina orasidagi oqim

B ir - b ir ig a  n isb a ta n  v 0 t e z l ik  b ila n  h arak at q ila y o tg a n  ik k ita  c h e k s iz  
p a r a lle l  p la s t in a l a r  o r a s id a g i y o p is h q o q  s u y u q l ik  o q im in i  k o ‘ra y lik . 
K o o r d in a t  o 'q l a r i  q u y id a g ic h a  tx n la b  o lin a d i:  x ,  y  o 'q la r i p a s tg i p la s t i-  
n a n in g  u s t i d a  jo y la s h s in ,  z  o ‘q i p la s t in a la r g a  p e r p e a d ik u la r  b o ‘ls in  v a  
u la r n in g  o r a s id a g i  m a s o fa  d  g a  t e n g  b o 'ls in . u0 te z l ik  y  o 'q i  b o 'y ic h a  
y o n a lg a n  d e b  o la m iz .  M a s a la  s ta t s io n a r d ir ,  t e z l ik la r  v a q tg a  b o g ‘liq  
b o ' lm a y d i .

M a s a l a n in g  q o ‘y i l is h id a n  k o ‘ r in ib  tu r ib d ik i, su y u q lik  t e z l ig i  y  o ‘q i  
b o ‘y ic h a  y o 'n a lg a n :  v =  ( 0 ,  v, 0 ) T e z l ik  va b o s im  fa q a t z  k o o r d i-  
n a ta g a g in a  b o g ‘ liq  b o 'l is h i  m u m k in :  v = v ( z ) ,  p  - p ( 0  

B ir i n c h id a n ,

v V = u — .
ay

V a q t  b o ‘y i c h a  h o s i la n i n g  n o lg a  t e n g l ig i  b i l a n  b u  N a v i y e - S t o k s  
t e n g l a m a s i n in g  c h a p  t o m o n i  u n iu m a n  n o lg a  te n g  e k a n lig in i k o ‘r sa ta d i. 
N S  t e n g l a m a s i n in g  o ‘n g  t o m o n in in g  x  k o m p o n e n ta s i  h a m  n o lg a  te n g .
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U ning  y  kom ponentasi

^  =  0 (8 .6 6 )
dz

k o ‘r in ish n i o la d i. z  — k o m p o n e n t s i  e sa

^  =  0 (8 .6 7 )
dz

g a  te n g d ir .  I k k in c h i  t e n g l a m a n in g  y e c h im i  p = const, b ir in c h i  t e n g la -

m a n in g  u m u m iy  y e c h i m i  v = az + b ,  c h e g a r a v iy  sh a r t la r  h is o b g a  
o l in s a

v = ^ vo- (8.68)

E n d i m a sa la n in g  s h a r t la r in i o ‘zgartiray lik . Ik k ala  p ara lle l p la s tin a la r  
b ir -b ir ig a  n isb a ta n  q o ‘ z g ‘a lm a s d a n  tu r g a n  b o ‘ls in . y  o ‘q i b o ‘y ic h a

b o s im  g r a d iy e n t i b e r i lg a n  b o ‘ls in : =  M a sa la  b u  g a l h a m

sta ts io n a r d ir .

8.5-rasm. Ikkita q o ‘zg‘almas parallel plastinalar orasidagi oqim.

B u  h o ld a  h a m  N S  t e n g la m a s in in g  c h a p  t o m o n i  n o lg a  t e n g .  0 ‘ng  
to m o n id a g i  b o s im  g r a d iy e n t in i  c h a p  t o m o n g a  o ‘tk a za y lik :

Vp = vA\. (8 .6 9 )

267



T e z l i k  y a n a  fa q a t  z  g a  b o g ‘l iq  va v =  (0 ,t> ,0 ), b o s i m  u c h u n  e s a

p  = p (> ’,z )  d eb  o l is h  k era k . D e m a k ,  o x ir g i t e n g la m a d a n  fa q a t q u y id a -  

g ila r  q o la d i :

dp d2V dp
Ty-V3?' T r°-  <8'7°)

O x ir g i t e n g la m a  b o s im  z  g a  b o g ‘liq  e m a s lig in i ,  y a ’n i b o s im  s u y u q lik  
q a t la m i b o ‘y ic h a  o ‘z g a r m a s lig in i k o ‘rsa tad i. N a t ija d a  b ir in c h i t e n g -  
la m a n in g  c h a p  to m o n i  fa q a t y  n in g  fu n k s iy a s i , o ‘n g  t o m o n i  e sa  fa q a t  
z  n in g  fu n k s iy a s i  b o ‘lib  c h iq a d i. H a r x i l  o ‘z g a r u v c h ila m in g  fu n k s iy a la r i 
b ir -b ir ig a  te n g  b o ‘lis h i u c h u n  u la r n in g  h a r  b ir i o ‘z g a r m a s  b o ‘lish i  
kerak:

dp d2v
_ . c o „ s t = , _  =  G . ( 8 . 7 i )

B u  t e n g la m a d a n  te z l ik n i  to p is h  o so n :

1 ■>v  =  —  Gz ■+-az + b. (8  7 2 )
2v v ’

C h e g a r a v iy  sh a r t la r n i e s la y l ik  (s ir t  u s t id a  u r in m a  t e z l ik n in g  n o lg a  
t e n g l ig i ) :  u(0)=d(£/)=0. N a tija :

v = ± G z ( z - d ) .  (8 .7 3 )
2v

T e z l i g i m i z  z = 0 d a g i p la s t in a d a n  z =  d  d a g i p la s t in a g a c h a  y e tg u n c h a  
p a r a b o l a  b o ‘y i c h a  o ‘z g a r a r  e k a n . 8 .5 - r a s m d a  t e z l i k n i n g  p r o f i l i  
k o ‘r s a t i lg a n

8.9.2. Qiyalik bo‘yicha oqim

E n g  q iz i q  m a s a la la r d a n  b ir i b o ’lg a n  q iy a lil ik  te k is lik  b o ‘y ic h a  o q im  
m a s a l a s i n i  k o ‘rib c h iq a y lik . B u  m a sa la n i 8 .6 -r a s m  b o ‘y ic h a  ta s a w u r  
q i l i s h  q i y i n  e m a s :  g o r iz o n t g a  a  b u r c h a k  b ila n  o g ‘g a n  t e k is  q iy a lik  
u s t id a  q a l in l ig i  d  b o ‘lg a n  su y u q lik  q a t la m i to r t is h is h  k u c h i t a ’s ir id a  
p a s tg a  o q i b  tu s h m o q d a . S u y u q lik n in g  u s t id a  b o s im i  p 0 b o ‘lg a n  o c h iq  
h a v o d ir  ( a t m o s f e r a ) .

K o o r d i n a t  o ‘q la r in in g  y o ‘n a lish i ra sm d a  k o ‘r sa t ilg a n  ( y  o ‘q i q iy a  
t e k i s l i k n in g  u s t id a  y o t ib t i) .  M a sa la n in g  m o h iy a t i  b o ‘y ic h a  b o s im  fa q a t
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I

8.6-rasm. Qiyali tekislik bo‘yicha oqim.

z koord inataga bog‘l i q  b o 'lish i m u m k i n : p = p (z), tezlikning esa 
faqat x  koordinatasi b o r  v =  (u ,0 ,0), va u  ham  b o ‘lsa faqat z ning 
funksiyasidir: v  =  v ( z )  . O qim  s ta ts io n a r  b o 'lg an i u ch u n  vaqt b o ‘yicha 
hosila tashlab y u b o rilad i. U ndan  tash q ari

X V  = v  —  
dx

ekanligini va tezlik x  ga b og‘liq e m as lig in i hisobga olinsa N S  tengla- 
m alari quyidagi k o ‘r in ish g a  k e ltirilad i:

v -^ - ^ + g s in a  = 0, + g p c o sa  = 0. (8.74)
dz dz

Chegaraviy shartlarni aniqlaylik . z  =  0 tekislikda v =  0 b o ‘lishi kerak. 
Suyuqlikning och iq  s i r t id a  (z =  ct) esa

° x x  = =  ~ P o ,  °xz =77^ = 0 (8.75)dz
b o ‘lishi kerak. (8 .7 4 ) te n g la m a la rn in g  bu  shartlarga b o ‘ysunadigan 
yechim lari quy idag icha:

я  sin a  ,
p=  P o+ gp  c o s a (d -z ) ,  v  = z ( 2d- z).  (8.76)

K o ‘rinil) tu ribd ik i, s u y u q lik  te z lig in in g  m aksim al q iym atiga z — d  
n u q tad a  erishadi. O q im  zichligi (b irlik  vaq t ich ida birlik sirt orqali 
oq ib  o 'tg an  suyuqlik  m iqdori) j  = p v  fo rm ula orqali ifodalanar edi, 
shun i hisobga olib (y , z) tek is lig id a  y o tgan  balandligi d  va kengligi 1 
ga teng  sirtdan b ir s e k u n d d a  o ‘tg a n  suyuqlik  m iqdorin i
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fo r m ii la d a n  to p is h  m u m k in .

8.9.3. Quvur l>o‘yicha oqim

R a d iu s i  R  g a  te n g  b o ‘lg a n  s ilin d r ik  q u v u r  b o ‘v ic h a  o q im n i o lib  
k o ‘ra y lik . Q u v u m in g  u z u n lig i / b o ‘ls in . x  o ‘q in i q u v u r n in g  o ‘q i b o ‘y ic h a  
y o 'n a l t i r a m iz .  B u  h o ld a  su y u q lik  te z l ig in in g  k o m p o n e n ta la r i v =  (u  ,0 ,0 )  
k o ‘r in is h g a  e g a  b o ‘la d i. A Jb atta , v  = v  (y , z  )  b o ‘l is h i k era k  -  su y u q lik  
te z l ig i  fa q a t  q u v u m in g  k o 'n d a la n g  k esim  s ir t id a g in a  o ‘zg a r ish i m u m k in . 
B u n d a n  x u l o s a  —

O q im  s t a t s i o n a r  e k a n lig in i  h is o b g a  o l in s a  N S  t e n g la m a s id a g i  v a q t  
b o ‘y ic h a  h o s i l a  h a m  n o lg a  a y la n a d i v a  n a tija d a  y a n a  s o d d a  h o lg a  
k e lin a d i:

B u  t e n g l a m a n i n g  y  v a  z  k o m p o n e n ta la r i

k o ‘r in is h g a  e g a ,  d e m a k , b o s im  p  q u v u rn in g  k o ‘n d a la n g  k e s im  s ir tid a  
o 'z g a r m a s  e k a n .  B o s h q a c h a  a y tg a n d a  -  p  =  p ( x )  .

A n a  e n d i  ( 8 .7 9 )  t e n g la m a n in g  x — k o m p o n e n ta s ig a  k e la y lik :

T e n g la m a n i n g  o ‘n g  to m o n i  x  g a , c lia p  t o m o n i  esa  y , z  la rg a  b o g 'l iq  
e m a s . H u l o s a  — ik k a la  t o m o n  h a m  o ‘z g a r m a s  s o n g a  te n g . D e m a k ,  
q u v u r  b o ' y i c h a  b o s im  g r a d iy e n t i o ‘z g a r m a s  s o n  e k a n , s h u n d a y  e k a n ,  

u n i q u v u r n in g  ik k a la  u c h id a g i  b o s im la r  fa rq i Ap  o r g a li  i f o d a la s h  

m u m k in :

V p —r/Av = 0. (8 .7 8 )

(8.80)



( o q im  te z lig i x  o ‘q i n i n g  m u s b a t  y o 'n a lis h i b o ‘y ic h a  y o 'n a lg a n , b u n in g  
u c h u n  b o s im  q u v u rn i n g  b o s h id a  u n in g  o x ir ig a  n isb a ta n  y u q o r i b o ‘lish i

k e r a k  — d p td x <  0 ) .  E n d i  ( 8 .8 0 )  te n g la m a n in g  o ‘n g  to m o n in i  q u tb

k o o rd in a t sistem asida yozib olam iz:

o ‘n g  to m o n d a  k o n s t a n t a  e k a n lig i i i i  h iso b g a  o lib  te n g la m a n i ik k i m a rta  
in te g r a lla y m iz :

v  =  - r 2 + a ln r  + b. (8 .8 2 )
4r)l

T e z lik  q u v u rn in g  h a m m a  n u q ta la r id a  c h e k li b o 'l is h i k erak  b o ‘lgan i 
u c h u n  a  =  0 , q u v u r n in g  ( i c h k i)  s ir tid a  e sa  u ( /? )= 0 .  N a t ija v iy  fo r m u la

T e z lik  p ro fili p a r a b o la  k o 'r in is h ig a  e g a  ek a n .
Q u v u r  b o 'y ic h a  1 s e k u n d d a  o q ib  o 't a y o t g a n  s u y u q lik  m iq d o r i  

(x a ra ja ti)n i to p a y lik . B u n in g  u c h u n  o q im  z ic h l ig i  p v  d a n  q u v u rn in g  
k e s im i b o 'y ic h a  in t e g r a l  o la m iz :

S u y u q lik  xarajati q u v u r  r a d iu s in in g  t o ‘r t in c h i d a ra jasiga  p r o p o r s io n a l  

e k a n .

S iq ilu v c h a n  s u y u q l ik  (g a z la r )  d in a m ik a s ig a  m is o l s ifa tid a  to v u sh n in g  
p a y d o  b c l i s h i  v a  ta r q a l is h i  m a s a la s i k o ‘rib c h iq a m iz .  T o v u sh  d e g a n d a  
a m p litu d a s i v a , s h u n g a  k o ‘ra , te z l ig i  k ic h ik  b o ‘lg a n  te b r a n ish la r n in g  
ta r q a lish i t u s h u n i la d i .  M a s a la n in g  q o 'y i l i s h i  q u y id a g ic h a :  q o ‘z g ‘a l-  
m a s d a n  tu rgan  s u y u q l ik  ic h id a  k ic h ik  t e z l ik l i  g £a la y o n la n is h  h o s i l  
q ila m iz , b u n in g  u c h u n  b ir  su y u q lik  n u q ta s in i o ‘z  m u v o z a n a t  h o lid a n  
q o ‘z g ‘a tilad i. M a n a  s h u  n u q ta  a tr o f id a  b o s im  v a  z ic h lik la r  h a m  o ‘z -  
g a ra d i. B o s im  va  z i c h l ik n i n g  g ‘a la y o n la n is h i h a m  k ic h ik  b o ‘ls in . M a n a  
sh u  g ‘a la y o n la n is h n in g  ta r q a lish i m a sa la s in i k o ‘ray lik . D e m a k , te z l ik ,  
b o s im  v a  z ic h lik  u c h u n

(8 .8 3 )

(8 .8 4 )

8.10. Tovush
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V =  Y\ p  = p 0 +p' ,  p  =  p 0 + p ' , (8.85)

d e b  y o z ib  o l i s h  k e r a k , b u n d a  v 0= 0 ,p 0,p0 — te z l ik , b o s im  v a  z ic h l ik n in g  
q o ‘z g ‘o lm a s d a n  tu r g a n  su y u q lik k a  in o s  k e lu v c h i  o ‘z g a r m a s  q iy m a tla r i,

v’ , p  v a  p  la r  e s a  u la m in g  g ‘a la y o n la n g a n  o 'z g a r u v c h a n  q is m la r ig a  

m o s  k e la d i .  B l in d a n  k e y in  k ic h ik  so n la r n in g  sh tr ix la r in i ta s lü a b  y u b o -  

r a m iz . S h a r t  b o ‘y ic h a  — p «  p 0 , p < s p 0 . K ic li lk  te b r a n ish la r g a  k ic h ik  

te z l ik la r  m o s  k e lish i sa b a b id a n  E y le r te n g la m a s id a  (v -V )v  h a d n i ik k in c h i  
ta r t ib l i  k i c h i k  s o n  s ifa t id a  ta s h la b  y u b o r a m iz .  ( T o v u s h  ta r q a l is h i  
m a s a la s in i  E y l e r  te n g la m a s i a s o s id a  k o ‘r ila d i,  to v u s h n in g  d is s ip a ts iy a s i  
m a s a la s in i  k o 'r i s h  u c h u n g in a  N S  t e n g la m a s i  k e r a k  b o ‘la d i .)  S h u  
y a q in l ik d a  u z l i k s i z l i k  te n g la m a s i q u y id a g i k o ‘r in ish n i o la d i:

Ik k in c h i h a d d a  ta sh la b  y u b o r ilg a n  q ism  p v  ik k in c h i ta r tib li k ic h ik  so n d ir .  
E y le r  t e n g l a m a s i d a  h a m  b ir in c h i  ta r tib li h a d la rn i q o ld ir ils a  u  q u y id a g i  
k o ‘r in is h g a  k e la d i :

T e n g l a m a l a r n i n g  s o n i  t o ‘r t ta , o z g a r u v c h i la r  s o n i  b e s h t a  — p ,p ,v .  

S u y u q l i k n i a g  h o la t  t e n g la m a s i  o r q a li p  v a  p  h r n i  b o g ‘la s h im iz  q o ld i .  
S u y u q l ik  ( g a z ) n i  t e r m o d in a m ik  m a ’ n o d a  id e a l d eb  q a r a y m iz , t o v u s h  
ta r q a l is h  j a r a y o n i n i  e sa  a d ia b a t ik  d e b  q a r a y m iz . S h u  s a b a b d a n  b o s im  
v a  z i c h l i k n i n g  o ‘zg a r is lila r i u c h u n

d e b  y o z ib  o l i s h  m u m k in . E n d i te n g la m a la r in in g  s o n i  n o m a ’lu m la r  
s o n ig a  t e n g  b o ‘ld i. O xirgi t e n g la m a d a g i 5  in d e k s  ja r a y o n in in g  a d ia b a tik  
e k a n l ig in i  k o ‘rsa ta d i, 0 in d e k s  e sa  h o s i la  m u v o z a n a t  h o la t i  p =  0 d a  
h is o b la n is h i  k e r a k lig in i b ild ira d i.

O l in g a n  te n g la m a la r  s is te m a s in i  y a n a  b ir  m a r ta  y o z ib  c h iq a y lik :

^ - + p 0 di'vv = 0. (8.86)

3v _ Vp 
dt p 0 (8 .8 7 )

(8.88)

(8.89)
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B u  te n g la m a la r n in g  b ir in c h is id a n  v a q t b o ‘y ic h a  h o s i la  o l ib ,  u n in g  
ik k in c h i h a d ig a  t e n g la m a la r n in g  ik k in c h i va  u c h in c h is i  q o ‘y ilsa

Э t2
- f - c 2A p  = 0 (8 .9 0 )

te n g la r n a g a  h o s il b o ‘la d i ,  b u n d a

c2 =
dp_
Эр /5,0

v a

Ap =  div grad p  =
dx2 + d y2 + dz2

2 \
P -

(8 .9 1 )

(8 .9 2 )

B o s im  g 'a la y o n i  u c h u n  h a m  h u d d i  s h u n d a y  t e n g la r n a g a  k e l in a d i:

2 ■ = c 4A p  = c 2 Ap. (8 .9 3 )d~ P __ 2 p __ 4Лл_ 2 ¡
Э t* Э г

( 8 .9 0 )  (va 8 .9 3 )  k o 'r ir i i s h d a g i  t e n g la m a  m a te m a t ik  ñ z ik a d a  t o ' lq in  

t e n g la m a s i  d e y i la d i  ( 4 . 1 7 0  t e n g la m a  b ila n  s o l is h t ir in g ,  u  y e r d a g i  
ten g larr ia  b ir  o ‘lc h a m li t o ‘ lq in  te n g la m a s i , b u  b o b d a  u c h  o ' lc h a m li  
te n g la r n a g a  o ‘td ik ) .

M asa la  8 .1 0 .1  v =  grad<p kiritib <p uchun  ham  to ‘lqin tenglam asi kelib  
ch iq ish i k o ‘rsating.

Bu tenglam aning m ag‘ z in i  ch aq ish  u ch un  u ning eng sodda h o liga  o'taylik
— b ir o 'lcham li holga. V a ’n i, t o ‘lq in n in g  ham m a kattaliklari faqat bitta  
koordinatga bog'liq  b o 'ls in , m asa lan , x  koordinatga. B unday to ‘lqinlar yassi 
to ‘lqin deyiladi. Bu holda ten g la m a  quyidagi ko'rinishga ega b o ‘ladi (p va p  
la m in g  c'rniga bitta (p fu n k s iy a si o la y lik  va c2 n i qulayroq o ‘ringa joy la sh -  
tira y lik ):

1 д 2(р Э 2(p

= a  < 8 9 4 )  

T eksh irish  qiyin em aski b u  ten g la m a n in g  yech im i

<p{x,t) = f i ( x - c t ) + f 2 (x + c t)  (8.95)

k o ‘r in ish g a  ega, b u n d a  va  f 2 fu n k siya lar  ix tiyoriy  (ikk i m arta  uzlik siz  
differen sia llan u vch i) íu n k s iy a la rd ir .
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8.10.1-m isol. Shu tasdiqjii tekshiring.
Yassi toMqindagi ham m i kattaliklar -  p ,p ,\  — koordinata. x  va vaqt t 

ga m ana sh u  ikkita kom binatsiya x — et va x + ct orqaligina bog'liq 
b o ‘ladi.

YechimJarning birini olaylik va aniqlik uchun zichlik haqida gapiraylik
— p = fi(x— ct). Ko‘rinib turibdiki, zichlik koordinata va vaqtning

x -  ci = const, yoki x  = const + ct (8.96)

kombinatsiyasida o‘zgarmas qiymatga ega bo'ladi. Zichlik (va boshqa kat- 
taliklar)ning shu qiymati t vaqt o'tgandan keyin x o ‘qi bo'yicha. ct masofaga 
ko'chadi. B u  degani, zichlik g'alayonlaaishi muhitda c tezlik bilan ko‘chadi, 
shu sababdan c tovush tezligi deyiladi.

Ikkinchi yechimga kelsalc -  f 2(x + ct) — u x  o ‘qining manfiy yo'nalishi 
bo‘yicha c tezlik bilan tarqalayotgan to ‘lqinga mos keladi.

T ovush  tezligiga qaytaylik. Gazni ideal gaz deb qaralsa uning holat 
tenglam asi

RT
P = —  P (8.97)

M
bo 'ladi, bunda R = 8.314J/grad — universal gaz doimiysi, T -  absolut 
tem peratura, p  -  gazning molar massasi. 8.91 formuladagi hosilani termo- 
dinamika qoidalari bo‘yicha

dp
dp = 7

Is, 0

' d p '
dp (8.98)

ko 'rin ishda yozib olinadi, bunda y=cp/cv. Bu bizga (8.97) formulani qoilash- 
ga imkon beradi:

RT
c = f — - (8.99)

H av o  u ch u n  to v u sh  te z lig in i  to p a y lik . H avo u c liu n  y =  1.4, 
p  =29-10 3kg.Temperatura T  =273°Ä^bo‘lganda c  =331m/sek, temperatura 
T  =300°K  bo‘lganda esa c =347m/sek bo'ladi.

G azn in g  m olekular massasi oshsa undagi tovush tezligi kamayadi. 
M asalan, argon uchun p = 4 0 1 0 _3kg, tovush tezligi T  =273° bo ‘lganda

C = 288 —
s e k  •

Agar (8.91) ga ahamiyat bersak siqilmaydigan suyuqlik uchun c = °° 
ekanligini ko‘ramiz. Albatta, absolut ravishda siqilmaydigan suyuqlik yo‘q, 
real suyuqliklarning ozgina bo'lsa h a n  siqiluvchanligi bor. Shuning uchun
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ularda ham tovush tarqalishi ro‘y beraveradi, tovush tezligi, albatta, gazlarga 
nisbatan katta bo'ladi.

8.11. Quvur bo‘yicha gazning bir o‘lchamli 
statsionar oqimi

Suyutjlik tezligi to v u sh  tezligiga yaqin b o ‘lganda birinchi qarashda 
qiziq tuyulgan h o d isa la r  ham  ro ‘y beradi. Bunga m isol qilib quvur 
bo‘y icha bir o ‘lc h a m li sta tsionar oqim ni ko 'ray lik  (8 .7-rasm ga qarang, 
oqim x -o ‘qi b o ‘y icha ro ‘y berayapti). O qim  tezligi ixtiyoriy bo‘lsin. 
Oqimni bir jinsli deb qaraym iz, buning uchun , albatta, quvur kesimi 

ju d a  katta b o 'lm aslig i va u o ‘zining o ‘qi b o ‘yicha tez o ‘zgarm asligi 
lerak .

Shu shartlar b a jarilg an id a  m asalaning bir o ‘lcham ligi uning stat- 
sionarligidan kelib  c h iq a d i — ixtiyoriy b iror x  nuqtaga perpendikulär 
bo‘lgan tekislikning h a m m a  nuqtalarida tezlik va boshqa xarakteristikalar 
vaqtga bog 'liq  em as, d e m a k , u lar faqatgina x  koord inatan ing  funksiya- 
laridir. Q uvur kesim i sirtin ing  q iym atin i A  harfi b ilan  belgilaym iz. 
Q uvurning kesim i x  o ‘qi b o ‘y icha o 'zgarsin . O qim  zichligi j  = p v  
bo ‘lsa b irse k u n d d a  q u v u rn in g  ixtiyoriy A  kesim idan oqib o ‘tadigan 
suyuqlik itiiqdori

bo ‘lishi kerak. Bu -  uzliksizlik tenglam asining k o ‘rilayotgan holga 
n o s  keluvchi form asid ir. Q uvurning uzunligini uning diam etriga nisbatan 
ju d a  katta  deb q a ra lad i. S ta tsionar oqim  u ch u n  bir o 'lcham ii Eyler 
tenglam asini olam iz:

Q = pvA  = const (8.100)

dv  _ 1 dp 
dx p dx (8.101)

A

X

<?. 7-rasm. Quvur bo‘yicha oqim.
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Bu ten g lam an i

v d 0 — ± - 4 . * e — J ! £  (8.102) 
p  dp p p

k o ‘rinishga k e ltiray lik . Bu yerdagi dplp  n i top ish  u ch u n  (8.100) ning 

differensiali o lam iz va un i pvA  ga b o ‘lamiz:

d p  dv dA
------------ 7 -  (8 -1 0 3 )p  v  A '

D em ak,

(8 .1 0 4 )
v  A

e k a n . O d a t d a ,  s u y u q l ik  te z l ig in in g  to v u s h  te z l ig ig a  n isb a tin i

M  =  ^  (8 .1 0 5 )

h a rfi b ila n  b e lg i la n a d i  v a  u n i  A fa c h  s o it i  d e y ila d i. M  < 1 h o l to v u s h  
t e z l ig id a n  k i c h i k  te z l ik l i  o q im g a , M  >  1 h o l e s a  to v u s h  te z l ig id a n  k a tta  
te z l ik l i  o q i m g a  m o s  k e la d i . M  =  1 h o l  e sa  o q im  t e z l ig i  to v u s h  te z l ig ig a  
t e n g  e k a n l i g in i  k o ‘r sa ta d i. S h u  b e lg i la s h n i h is o b g a  o lib  o x ir g i o l in g a n  
t e n g la m a n i

(M 2 - l )  — =  ^  (8 .1 0 6 )
v A

k o 'r in is h g a  k e lt ir ib  o ly l ik . B u  te n g la m a n in g  n o m i  — Hugoniot t e n g -  
la m a si

K o ' r in i b  tu r ib d ik i, q u y id a g i h o lla r  o 'r in lid ir :
1. M  < 1  b o ‘ls in . B u  h o ld a  d v  v a  d A  la m in g  is h o r a la r i h a r  x ild ir . 

Y a ’n i, o q i m  to v u s h d a n  s e k in  b o ‘lsa , q u v u r n in g  k e s im i k a m a y g a n d a  
o q im  t e z l i g i  o s h a d i va  q u v u r n in g  k e s im i  k o ‘p a y g a n d a  o q im  t e z l ig i  
k a m a y a d i.

2 . M  > 1  b o ‘ls in . B u  h o ld a  d v  v a  d A  la r n in g  is h o r a la r i b ir  x ild ir .  
Y a ’n i ,  o q i m  te z l ig i  t o v u s h  te z l ig id a n  k a tta  b o ‘ lg a n d a  q u v u r n in g  k e s im i  
o s h g a n  s a r i o q im  te z l ig i  h a m  o s l ia  b o r a d i v a  a k s in c h a  -  q u v u r  in g ic h -  
k a la s h g a n  s a r i  o q im  te z l ig i  h a m  k a m a y a  b o r a d i. B u n d a y  q iz iq  n a t ija n i  
fa q a tg in a  q u y id a g i c h a  tu s h u n ish  m u m k in  -  q u v u r  k e n g a y g a n d a  g a z  
z ic h l ig i  p  s h u  d a ra ja d a  k a m a y ib  k e ta d ik i, ¡>A h a m  k a m a y a d i ,  fa q a t
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s h u n d a g in a  v  o s h i s h i  m u m k in . Y a ’n i ,  p a r a d o k s  z ic h l ik n in g  k e s k in  
k a m a y is h i b ila n  tu s h u n t ir i la d i .

3 . M  =  1 h o ld a  d A  =  0  b o ‘lish i k era k . Y a ’n i ,  k e s im  o ‘z in in g  
e k s tr e m u m ig a  e r is h a d i .  B u  e k s tr e m u m  m in im u m d ir ,  c h u n k i  M  < 1  
t o m o n d a n  M  =  1 ga  y a q in la s h s a  A  k a m a y ish i k e r a k , M  > 1  to m o n d a n  
M  =  1 ¿a y a q in la s h s a  A  y a n a  k a m a y ish i kerak .

4 . d A  =  0  h o ln i k o 'r a y l ik .  B u  h o lg a  y o k i M  =  1 , y o k i d v  =  0 ,M  *  1 
m o s  k e la d i. d A  =  0  sh a r t i k e s im n in g  e k s tr e m u m lig i sh a r t id ir , d v  =  0  
sh a r t i e sa  te z l ik n in g  e k s tr e m u m lig i  sh artid ir:

—  A gar M  < 1  b o ' l s a ,  m a k s im a l k e s im  n u q ta s id a  te z l ik  m in im a l  
b o ‘ l a d i v a  m in im a l k e s i m  n u q ta s id a  te z l ik  m a k s im a l b o 'la d i .

—  A g a r  M >  1 b o ‘ Isa , m a k s im a l k e s im  n u q ta s id a  te z l ik  h a m  m a k s im a l  
b o ' la d i  v a  m in im a l k e s i m  n u q ta s id a  t e z l ik  h a m  m in im a l b o 'la d i .

B u  x u lo sa la r n i q u y id a g i  ta h lil  b ila n  h a m  b o g ‘la s h  m u m k in . E y le r  
te n g la r n a s in i y a n a  b i r  b o s h q a  k o 'r in is h g a  h a m  k e lt ir ib  o lis h  m u m k in .  
( 8 .1 0 2 )  d a n

t e n g la m a n i  o l i s h  m u m k i n ,  u n in g  ik k a la  t o m o n i n i  v  g a  k o ‘p a y t ir i ls a

te n g la r r a  k e lin a d i. IC o 'r in ib  tu r ib d ik i, M  < 1 b o ‘ls a , t e z l ik  o s h g a n  sari 

o q im  z ic h l ig i  h a m  o s h i b  b o r a d i,  v  =  c* (q u v u r n in g  h a r  x il n u q ta la r id a  

g a z  z ic h lig i  v a  te m p e r a tu r a s i  h a r  x il  b o ' l is h i  m u m k in , n a tija d a , h ar  x il  

n u q ta d a  to v u s h  t e z l i g i  h a m  h a r  x il  b o ‘lish i m u m k in , c , m a h a l l iy  to v u s h  

t e z l ig in i  b ild ir a d i)  b o ‘lg a n d a  e s a  o q im  z ic h l ig i  o 'z in in g  m a k s im a l  
q iy m a tig a  er ish a d i. O d a t d a ,  b u  z ic h l ik  k r i t i k  z i c h l ik  d e y ila d i. B u  q iy m a t  
q u v u r n in g  q a y s i n u q t a s i d a  e r is h i la d i?  H u g o n i o t  t e n g l a m a s i n in g  
ta h l il id a n  a y tish  m u m k in k i ,  b u  q u v u r n in g  e n g  in g ic h k a  n u q ta s id a  r o ‘y  
b e r a d i. M  > 1  b o ‘lg a n d a  ( 8 .1 0 9 )  n in g  o ‘n g  t o m o n i  m a n f iy ,  t e z l ik  
o s h is h i b ilan  o q im  z ic h l ig i  k a m a y a  b o ra d i v a  n o lg a  in t ila d i (b o s h la n g ‘ich

(8 .1 0 8 )

y o k i,

(8 .1 0 9 )
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q iy m a t i m a ’lu m  b ir  m u sb a t s o n  b o 'lg a n  fu n k s iy a  k a m a y a v ersa  ox ir i  
n o lg a  t e n g  b o ‘lish i k era k ). B u  — o q im  c h iz iq la r in in g  b ir -b ir id a n  u z o q -  
la sh ib  k e t i s h i  b ila n  b o g ‘liq .

K o ‘r in ib  tu r ib d ik i, gaz  o q im in in g  x o ss a la r i a n in g  te z l ig i to v u s h  
t e z l ig ig a  q a n d a y  m u n o s a b a td a  e k a n lig ig a  k u c h li d ara jad a  b o g ‘ liq d ir .

S-bobga mashq va savoUar
1. Vertikal radiusli silinirga siqilmaydigan ideal suyuqlik quyilgan (8.8- 

a rasmga qarang). Suyuqlik bir butunligicha œ burchak tezlik bilan vertikal 
yo'nalgan o ‘q atrofida aylanmoqda. Agar tinch turganda suyuqlik balandligi 
h bo‘Isa, aylanayotgan suyuqlik ichidagi bosimni toping.

2. Kesimi S  bo'lgan baland idishning quyi qismida kichik s kesimli 
teshik bor (8.8-b rasmga qarang). Shu teshikdan oqib chiqayotgan susyuqlik 
tezligi v nimaga teng?

3. 8.8-d rasmda ko ‘rsatilgan suv soatining formasini hosil qiluvchi chiziq 
formulasini toping. Suv soatiga q o ‘yiladigan asosiy ¡alab -  ixtiyoriy birlik 
vaqt intervalida kichik s kesimli teshikdan bir xil suyuqlik miqdori o ‘tishi 
kerak.

£--- £--

h

—a ~

h
1 V

S

a) b) d)

8.8-rasm. 1- , 2- va3- misollarga »id.

4. Siqilmaydigan ß  o 'zichlikli suyuqlik R radiusli sharni tashkil qilsin. 
Shu sham ing markazidagi bosimni toping.



Masalalarning javoblari va yechimlari

1-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. S istem aning holatini bir qiymatli aniqlash uchun kerak bo 'lgan 
kattaliklar soni.

2. Fazo bir jin s li va izotrop ham da vaqt bir jisnli bo'lgan sanoq sistemasi 
ineisial sistema deyiladi.

dL dL
3 .a ) ^~ = -0 .  = =* 9 + 9 = 0;

dL dL d  , . x

c) = <p2 sin© eos0 + s in0, = 0; => 0 = sin0 (l + ̂ >2cos0); 
o9 d9

dL _ dL/ , íí / , \
^  = 0, - ( « » % )  = 0.

1 - 3  - , ,
4.---a) «p H—  0 = ------sin <p, <p + 0 = 0 ; x + a r .í = 0 , CO -k/nr,

2 m/

c) jé —■-■■■ = d ) x  + ex [ex - l )  = 0.
3a- V )

5. a ) g  =  ( l - g 2 )3/2; fe)

; L  = - 4 2 - « ;

b) L' = L ^ T t \ q1'' L = \ ( ¿¡2+q2)'
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С) L' =  -2 y x  + ̂ - ( x y ) = 2 x ÿ - ^ - ( x y ) ;  L = 2xy = -2xy\ 
dî dt

d) L’ = L +
dt

" id t{

1 2-JCÍ
2

; L = - \ ) X 2 -, e) L ' -  L+^-(cpcost); L  = <psinr,

f) L' = L + — I maxt + — ma2t: I; L = —max.

d f Э / . d f
7. "^7 “ э7 ekanligini hisobga olib

a r _ a L  + cÿ. э г  3L | a2/ , э 2/
Эд Э<7 Эд df/ Э<7 d'72 àqdt

d ЭL' d dL | Э2/  . | 32f  
dt dq dt Э q dq1 dqdi

form ulalarni keltirib chiqariladi. Bu yerdan esa

_ ^ Э Г _ Э Г _  d_3L _ôL  = 0 
dt dq dq d t d q dq 

kelib chiqadi.
8. Lagranj funksiyasida p ay io  boMadigan qo‘shim cha had vaqt bo‘yicha 

to ‘liq hosila ko‘rinishiga egadir:

, m ,  _ 42 m v 2 ( , ,  . 1 , T2 ^ 
cL = — (v + V)  - ■ ^~ + ml r + ̂  J=:

. . d q  f
- ,  q = - j - \  S = -  ( 

dr  J

d '  
L + m — 

dt
V • r + — rV2 

2

. dx iychÂ + qdnX
9. x j . ■dt gshA + qchÀ 

7 dqchh+ dx qchX

d t \ / \ - x  =

. - ¡ £ 7  V ï * * ?J qc\iA + qchA J

10. a) L = ^ ( x 2 + ÿ 2) - U ( x , y )  = 2 R Y c o s 2^ - U  {R,q>y,

-u(<p,ey.b) L = —
2

ф2 + Ô2 + 2фв + ^ - - ^ -  
6Z в 2
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11 . L = ( w¡i cos 2<P + m2 sin 2<P ) -  «îj ga sin <p.

, _ т Ш\ + ttlj 2 • 2 о • 2 » • • / \
12. L = —  я (pi + 2 ь  Ф2 + m 2ab(p{(p2 cos(ft -<p2 ) -  

-(m, +/П2)ga(l - c o s ip ,) -w 2gfc(l-cos(p2).

13 i  = W| * ffl2 ¿2 +И^.^[2ф2 +21хфcos(p)-m 2gl(\-cos(p).

14. a ) m  n u q ta n in g  k oord in atlari:

X =acosyr+/sm<jo, у = a sin yr - 1 cos (p.

Lagranj funksiyasi (vaqtning funksiaysi va vaqt bo ‘yicha to 'liq  hosila 
tashlab yuborilgandan keyin):

L = '-~-<p2 + m aly2 sin ( (p -y t) -m g l (l-cos<p).

b) m nuqtaning koord inatlari: x = /sin<p, y = a s in yt-lcos(p .

Lagranj funksiyasi (faqat vaqtning funksiaysi va vaqt bo 'yicha to 'liq  
hosila tashlab yuborilgandan keyin):

_ tnl~ . i  2 / \
L = —̂ - 0  +m aly cos yt cos (p -m g l{ \-co s  (p).

m,  . i  w 2 . 2
15. L  =  —  r, + ~ r 2 ~ " x l r 2 ¡ m \T\ =  _ ^r 2 ’ m2^2 = “ «■,.

Ik lala  harakat teng lam asi qo ‘shilsa + ш2г2 = - k  (r, + r2 ) = 0 , yoki 

r, = —r 2 ekanligi topiladi.

Dernak, haqiqatda m ustaqil harakat tenglamasi bitta: m,r, = Arr,.
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2-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. a ) E = ^ Y ^ p 2 + ^ e 2i-(pe^-3icos(p-, b )E  = ^ j - + ^ - \

c )  E =  -^ L j  +  <p ( x )-, d ) E = x 2 + ( e * - l f .

2. a) Saqlarruvchi kattaliklar: Px,Py,M 2. Sababi: (x, y) tekisligida sistemani 
xohlagan n u q tag a  b ir butun sifatida ko‘chirish m um kin. U ndan  tashqari, 
sistemani i  o ‘q i  atrofida ixti^oriy burchakka burganida ham  uning holati 
o'zgarmaydi;

b) PZ,M Z: c) M z\ d) Py .

3 L  X"''3 . P j = —- , E ' ~  y  PjQ, - L  ta ’riflam i kiritaylik. P: va e ' ~  yangi

dfj / 3f j
impuls va energiya. Bu holda Pj va E ' = E - p j  —  bo‘ladi, p { va

3/.
£  — eski im pu ls va energiya. Bunda ^  = ¿q @i + dan foydalandik.

4 . /  = i f ^  +  [F r]l.B , F = - [vß],
{ d t  J  c

Ikkinchi to m o n d an , —  =m[rv] = [rF], D em ak, 7 = 0 . 
dt

3-bobga oid masilalarning javoblari va yechimlari

1. a) E = 9; xx 2 = ±1/3, liarakat infinit: x  > x ,, * <  x2;

b) E =  1, x, = 2, harakat infinit x<  2;

c) E = —1/2, harakat finit: k /3 > x < 2k /3\

d) E = 5 , x, = ln 5, harakat infinit: x  < ln 5;

e) E = 1, x{ = e, harakat infinit: x< e\

f) E  = 0 ; to ‘xtash nu^tasi yo ‘q, harakat infinit: -°° < x < «;
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g) £  = 5/2; to 'h tash  nuqtasi x¡ = 2/5; harakat infinit: x >2/5;

h) £  = 4; harakat finit: - 2 < x < 2 ;

1 , It/Ö" „  .  1 ,
k) H arakat finit: ~ I arcc \ 1 Г  7 aTC \~r~' к V л V

2- a) x(/) =  Vl + 4í2; b) л(г) = —21n (1 — í/2); с) x (f) = 1 + siní;

d) * (0  = ° Г ^ ' х° ~ x ( M a h r a j d a g i  ishora bosh lang’ich 

m
l±íx0J—

tezlikning ishorasiga teskari bo ‘ladi.

3. a) rmin
a  
2£

1 +  Л  +
£M ' Л

ma* b)
M

7' ; = ■
4/n£ 1 +  J1 +

16w2£
ЛГ

2 M
c) £  S 1 + ----- shart bajarilganda harakat finit: r ,< r < r , ;

m

r\ = £
1 +

i - \  i  — r22 =  £ 1 + 4Ц------ Ш-

4. a)
(p = M

í

( - \ ) d
-M

2E + V i-A/2
r 2 r 2

ln
r \ r 2 \ - M 2

b) ’ " T í

M
f

1 r ~ 2 \  + M 2'

л/l + A/2 2 \I\+ M 2 i 
< '

2 Er2 + r - 'l + M 2)

5. Birinchi m unosabat M  ning ta ’rifidan darhol kelib chiqadi. Ikkinchi 

m unosabatni olganda £  = m \2/2 - a / r  ifodani qo ‘llash kerak.
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6. A w algi misolning birinchi m unosabatidan A vektom ing orbita tekis- 
ligida yotishi kelib chiqadi.

7 S tatik m uvozanat nuqtasi uchun U'ef] (r0) = 0 bo ‘lishi kerak. Bu 

P - M 2/(2m)
r0 = 2----------- -— -  n iberad i, b u n in g u ch u n esa  M  <2tnB bo 'lish ikerak.

a

M uvozanat barqaror bo‘lishi uchun esa t/^ - ( r0)>  0 bo ‘lishi kerak. Bu

r0 > 3——M ■ bo ‘lishi kerakligini beradi. Dem ak, m uvozanat nuqtasi
a

barqaror b o ‘Imas ekan.

8. H arakat finit bo ‘lishi uchun Ueff (r)  m inim um gaega b o ‘lishi kerak:

U’eff ( ro) = 0-

a) Bu holda m inim um  s h a r t i -------= f ( x ' )  = x (l + x)e~x, x  = icr0 ko‘ri-
am

nishga ega. Bu tenglama yechimga ega bo ‘lishi uchun uning chap tom oni 

o ‘ng tom onidagi M 2 < 2 mfi ning nnaksimuinidan kichik bo ‘lishi kerak.

/ ( jc) funksiya x — 1,618 nuqtada 0,84 ga teng maksimumga ega. Demak, 

< 0,84 shart bajarilgandagina berilgan potensialda finit harakat bo‘lishi
am  

m umkin.

.2 AÂ-.. K M  
2 mV

Finit harakat sharti:

TC 4 -2
b) Effektiv potensial uchun m inim um  sharti -------- = x  e"1 ,x = Kr0

7 m  V

2 8 m V
M 2 <

K2e2 iv t-

9. H arakat tenglamasining Dekart sistemasidagi ko'rinishi:

r
Wir = -CC-J- 

r'
H arakat bir tekislikda ro ‘y beradi. Tenglam aning o iig  tom onini qutb 

sistemasiga o'tkazamiz:
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dx _ a  cos<¡о dÿ _  a  sin <p 
dt m r 1 dt m г 2

d(p _  M
—  - — т  ni (3 .23) ga q arang) hisobga olib bu tenglamalarniai mr

dx a  d ÿ  a  .
= -  coscp, —  = -  sin«» 

dtp M dcp M
ko‘rinishga keltiramiz. Demak,

a . . a
x  = ----- sin<p + q , y  = — c o s<p + c2.

M M
Endi x v a y  laming o‘rn ig a  qu tb  koordinatlariga o‘tiladi: 

x- rcos (p ,  y=rs \n(p .
Natijada oxirgi tenglam alar

a  . . . . arcosç0-r<psin(p =----Sin <p+- Cj, rsin <p+ гфcoscp = —cos(p + c2
M M

ko‘rinishni oladi. U larn in g  b irinch isin i -s in < p  va ikkinchisini cos<p ga 
ko‘paytirib qo‘shilsa 

a
rç  = ----- q  sin (p + c 2 cos cp

Al
ga kelinadi. Yana bir b o r  (3.23) form ulani q o ‘llanib trayektoriya formulasi 
topiladi:

1 осп c,m . c0m
— = — - — — sm<p +  —— cos cp. 
r M 1 M M

Bu — ellips tenglam asi.

11. T ray ek to riy a  ay lana b o ‘lish i u c h u n  r0 e ffek tiv  p o ten s ia l

„  M 2
u eff = u  H-------2 m n¡= m in im u m i bo 'lish i kerak:

2 mr

d l J eff ( r0 )  _  g  d ~U ef(  ( ro )  .  Q

dr ' сl r 2

Birinchi sliartdan r0"-2 =  namIM 2 , ikkinchi shartdan esa 

3n> n (n-t-l), yoki.n < 2
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ekanligini topiladi.
12. E nergiyaning saqlanish qonuni b o ‘yicha

m r2 a  a
2 r R

D em ak , t = .
Г dr z  I mR3

zu J /1 1 2 V 2 a
° л 'г  R

13. Z a rrach an in g  ha.rakat m iqdori m »m enti k i  = mvp, energiyasi

E = m u 2/2 ,  bunda m = mlm2/(m l +m )2, m inim al masofa Ueff(rnin) = E  

sh a r tim ad  top ilad i. Demale,

Л  - p 2r n~2 -  —  = Э.'min r  min 2mv
Bu ten g lam an in g  faqat n= 1,2,4 hoLlardagina sodda yechimi bor. M asalan,

«  2
n =  1> rmin = ----r  + +mv V

a
v mu2

I 2 2a
> « = 2. rmm = J(> +----2'mv

dU noc
14. Z arrachalar orasidagi k u c h — itarish kuchidir:

4-bobga oid masalalarning javoWari va yechimlari

1. a) P o tensia l U(x)= x2ex ni uning m inim um i x = 0 atroflda qatorga 

y oyay lik :

U = i 2 +  i 3 + -X 4 +••■
2

1 -̂ 2 1 J  . - ,  -  /2Lagranj funksiyasi: L = - 2 x  2x + x  +••• . Chastota: e o - ^ —- l .

b)  t /  4 * < o = K
к 2k V m

c) Potensialn ing  m inim um lari
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а K<xV ,

nuqtalarda joylashgan. Shu nuq talarn ing  ixtiyoriy biri atrofida potensial 
qatorgayoyilsa kvadratik  had

2 (X2V / f 2
ko‘rinishga ega b o 'lad i. Demak, со = -----,1 —

m V a V 2

X ( x - e )  1
d) U(x) = —  =  ел----------- D em ak, (o = —¡=.

lnx 2e y¡e
2. Sistemaning L agran j funksiyasi:

r -2 ж-,/ \ eL = ------ф — mgR(l -cos(p)~
2 /? sin —

M uvozanat nuqtasi: %  = 2arcsin
f  2 \  e

SmgR1

,1/3

Shu nuqta atrofida potensialni q a to rg a  yoyib, kvadratik hadning o‘zini 
qoldiramiz:

mR . 2 i
L = ------ ф - ------3 m g R

2 2

f ■> Лe~
& m g R

((p-tp0)-+-

Clastota:

R 8 mgR

Albatta, e2 < S m g R 2 bo'lishi kerak, aks holda m uvozanat barqaror 
bo 'lm ajd i.

3. Wassaning kinetik  energiyasi T -  — та ф . Potensial energiyani topish 

uchun prujinaga ta’s i r  qilayotgan Jcuch i 7 ni prujina uzunligining o'zgarishi



A l  ga ko ‘paytiram iz. Al ni cosinuslar teoremasidan topish m um kin:

r~l T T2 ✓ \ a(a + l )  ,
Al = yja + ( a  + / )  -2 a (a * - l ) c o s (p - l  = — —— <p".

Chastota: co =
(a + l)F 

mal

F F
4 .a )  *(0 = —V(1-cos<üí); b) *(0 =—\(<»-sinú»);

meo meo

/ s  Fn eoe~at -  o co s cot + a sm  eot
с *(0 =  — --------------2----- 2----------- :meo o  + c r

,4 Fn cosinai-asineot
d ) * ( 0  =  - t : ----------1------ 2--------;meo eo - a

m(0
e)

[a2 +l32 ) + l ( a 2 - ß 2 ĵco2+eo4
[сое'0" \ la ß  cos ßt -

.'+(a2 - ß 2 + co2 'jsir\ßt~  ̂+ ß[-2cuocos cot + [a 2 + ß 2 - a ) 2)sinco /jj.

r (r)  =
тш 1(cc2 + ß 2 2 +2 ( a 2- ß 2\ Û)2 +  £U4

[coe  “  ( a 2 —  ß ~  + № '  j c o s ß i - .

• 2 a / } s i n  / 3 ( ]  +  [ а  ( а 2 + ß  - и У  ) s i n < w  -  с о ( о с 2 - ß 2 +  со2  ) c o s w r " j ~ | .

5 a)jc(r^= ———siníüf; b) —-—7(sinú)/-coicos or); 
4 ’ 2meo Imco

С) х ( 0  =
а (A +  ü))sinci)/-£üsin(<U + A )i 

meo Д (Д  +  2си)

a) va b) y ec h im la r vaqt o ‘tish i bilan chek laam agan  hoLda o ‘suvchi 
b o 'l ib  u larn i k lch ik  teb raaish lar sohasida qo 'llan ib  bo 'lm ayd i. c) holda 
Д. chekli son  boMganda m uam m o y o ‘q, Д -» 0 holda yana b) holga 
k e lin ad i.

6. a) (4 .32) formuladagi intégral f<  Г holda:
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f
- y -  (û)f-sin cur)

тш'Т
Endi t > T  dagi y e c h im n i to p ay lik . Yuqoridagi integral t > T  da 

(integrallash yuqori chegarasi T  b o 'lg an d a)
f

-----(7"ft>C0SCu(f — Г )  -+ sin C ü ( í - r  ) -S Ín £ U í)
mat'T

ga tengdir. U ndan tashqari, kuch F0 bo 'lganda 1>T  holda integral 

-^ - ( l-c o s íü ( í- r))
meo2

ga teng. Shularning h am m asin i y ig ’ib t > T dagi yechimni

c, c o s a ( t - T )  + c2 sin ct>(t -T)+— V—
meo

ko‘rinishda qidirish kerakligiga kelinadi. x  va uning hosilasi * ning t = T  
nuqtada uzliksizligidan с , ,  c2 do im iy larn i topiladi:

F F
q = ------^—siníur, c2 = — (1 -coscoT).

neo T meo T ’
Demak, o r  da

sin<»(r —Г )-s in  cor
n\ur

1+ -
coT

Tebranish amplitudasi: «  = л/с2 +c.-f = ~2^  sin —  .
mû) T 2

f
b) t < T bo‘lganda: ■* =  — M l  —cosco/);

meo
t> T  !>o‘lganda:

F 'У F с )T
x = — ^  (cos со (T —t)~ cos cot) = — 2-sin— sin co(T/2-t). 

m®2 ’ mco2 2 V '

c) t < 7 bo‘lganda: x  = — M a w -s in c u r) ;
mco

t> T  bo‘lganda: 
f

X - ----cos co(T —i) -s in w r —s in û ) ( r - i ) )  =

19 -  N aza r iy  mexanika 2 8 9



r  r ~\-  — ^— [(<yreoseoT-  sino»7’)cosíüí +  (coTúncoT-l-cos<B7’-l)sin<y?J. 
meo T

T eb ran ish  amplitudasi: a = ^jco^T2 + 2{\-coscoT )-2sm eoT .

d) t < T  b o ‘lganda: * = — ^ ( s i n  cor-owcos a» );
2meo

t > T  b o ig an d a : x = -
k Fq

2mco¿
-eos (Ot.

7. (4 .4 9 )  form ulaning birinchi qatoridagi ifodani
2 -2m

~2 (R e C 2(r) + ImC2( 0 ) -
F(t)  _ m 
~eo~~ 2

d an  fo y d a lan ib  hisoblash qulaydir:

2

F(t)
m(0

F 2(<)
2 meo2'

m(0

F0 X. . . ámeos a ----- ------------ - + ¡aíBsin a
2m(0 (o + a

v a

?(-°°D - i
. F  (—°°)

meo
2 2 =a eo .

N atijada

A4Fn2
AE =  £ ( o o ) - £ ( - o . )  = ------- y -  +  -

2m(0 2meo2 ( l 2 + c tr)

aÁ*2F0 co sa
X 2 \ eo2

8. a) M ín im u m : x0 =  l ,>’0 = - l .  Chastotalar: co{ = o£ = 6;

b) M ín im u m : jc = 1,>• = 1. Chastotalar: cú, = co, = 1.

9. a) N o rm a l chastotalar: tu, = Vó, ©2= 1; N orm al koordinatlar:

x =  Qx -+Q2 , y  =  - - 2 i  + Ü 2- 

Lagranj funksiyasi: L = -  Q\ ~ —  Q\ + —Qi ~ ~  Qi -
5  x i  1 5 . 2  5  - 2 5  o
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2 2

N orm al koordinatlar: *1 = Qi + Ö2 > x2 ~ ~  Q\+ —  2 Ö2-
«  « b 2 _ i ö 2

10. Kinetik energiya:

<7-1 ^/-2 -2 -2 \ /-2 *2 -2 \
^ - y ( Xl + X? + ---- h x 2 N - 1 ) + — (*2 + *4 + ’ "  + *2ArJ-

Potensial energiy:

v ~ \ ( ^  + ( x \ ~ x 2 f  +  { * 2 ~ h  ) 2+  -- + (x 2 w - i- x2w)2 + 4 ) -  

Harakat tenglamalari:

njX2r-\ + ^{^-X2n-i ~ X2n ~  X2n-2 )  = O ’ M x2„ + k  ( lX 2n -  Xjn+l ~  *2n-l ) =

Chegaraviy shartlar: x a = x2N+¡ = O.

Yechimni turg‘un to 'lq in la r  x 2ll_¡ = Aé?'(<u,±(2,l_1),p), x 2n = ß e '<tt"±2n<P>

ko‘rinishda qidiram iz. Bu holda chasto ta  uchun tenglam a quyidagicha 
boiadi:

(  I-------- ö-------- '\
m M

b) Normal chastotalar: o ^ 2= ^  +ft^2 ± y ^ ‘ +ú^ 2) ¡ a i

2 k  
< 4 .2 = - 

ß m  +  M

ft), chastota ba’zi bir h o lla rd a  «optik  chastota», co2 esa «akustik chastota» 
deyiladi (ko'rilayotgan sistem a b a ’zi b ir hollarda qattiq jism ning sodda- 
lashtirilgan m odellaridan biri b o l ib  xizmat qiladi). Chegaraviy shartlarning 
birinchisini qanoatlanti rish uchun yuqoridagi turg‘un to ‘lqinlaming quyidagi 
kombinatsiyasi olinishi kerak:

x 2„ = A k s i n ( ( 2 «  — 1 ) (p* ) c o s ( ú y  - + a k ) ,  x 2n = B k s i n ( 2 n(pk ) c o s (cok t  +  a k ) ,  

k n
bunda % = + j ~  ikk inch i chegaraviy shartdan olinadi.

11. Sistemaning L agranj funksiyasi: 

i  = 7  [ * i+ % ) - ( * !
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H arakat tenglam alari:

mxx + { k - f- f c j x j  - k xx2 =  0 , m'x2 +  (k+-kl ) x 2 - k lxi =  0.
2 к +  2kj

a)
v (  i . = -  —si
2^ш,

s i n  ft),iH------Sinö)2r
o f  1 1

X,  = —I — sinw .r------ siníü,r
■ 2 u ,  »,

b) X, = ^  (cosíüjí + coscüií), x2 = ^ (c o s a \t - c o i  Cfyt).

c) B ir in c h i zarrachadan ikkinchisiga dt vaqt ichida berilgan energiya 
F  = k ]( x —x 2)  kuchning shu vaqt ichida bajargan ishiga teng:

dE  =  Fdx?  = k\ (jc, - x 2) l x 2 = k\ (x, - x2) x 2dt.

Demak,

dE &,v2 , ч
a )  —  = —1— sin<ü2/(cos<i>J / - c o s 6 û 2iJ; 

dt 2.(0-,

b)
dE ft, a"

cos (o2t (<oj sin ta2r -  ft), sin ca,/).
Л 2

fCo'rinib turibd ik i, energiyaoqimi vaqt o ‘tishi bilan ishorasini davriy ravishda 
o 'zg artirib  tu ra d i — energiya goh birinchi zarrachadan ikkinchishiga, goh 
tesk ari o q ad i.

12. a) S istem aning  Lagranj funksiyasi:

L -  (a i ¿¡1 + A 2q2)
C, C2

A g a r  q u y id a g i  b e lg ila sh lar  Idritilsa:

\ / M i  = *i. г /М г  = ^2’ 4  = + ̂  j ’

2 1 
«02 = —  

Л  -

1 1 —  + —c2 с

9 -m asa lan in g  b) qismidagi Lagranj funksiyasini oigan bo ‘lamiz.
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1. Birinchi tartib li tuzatm a uchun tenglama:

Э2*, 2 , . а2 За2
---- 7 + = ---- (Л) sini/z + ay/, cost//JH-------1------cos2y/.

<Ц) 4 4

5-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

Demak, A¡ =  0, y/¡ = 0.

2 2d 'y CL y
Yechish: x =  a cos + <p) +  — ~  cos (lo^t + 2ç).

Chastotaga b irin ch i tartib li tuzatm a yo‘q ekan.
2. Birinchi tu za tm a  uchun tenglam a:

Э2з  
d y 2

+ x, = 2  A, - a  + sini// + 2ay/] cos\f/+ -  sin Зу/.

Demak, 2Л, — a + = 0, = 0. 

Ikkinchi tuzatm a uchun tenglam a:

d 2x2
c a^2

+ Xi = Д  — + |
Г, 3 2
1 —  a 1 Ai н------

1 da 1< 4 J 1 128
cosy/4-

+2A2siny/ + -
a ‘( „ 4 8 ) 5a5- cos Зу/  + -----cos 5w.

128 128

Asriy hadlarning paydo b o ‘lmaslik sharti:

A2 = 0, y 2 =
2 a

dA\ , 3ci — ■— 1+-----
da A

a
256

Yechim:

x -  a  cos y /- 

bunda

£ a '
~32

sin 3y - E2d }
1024

— a 2 cos5i// + (a2 + 8)cos3i^
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« 2 =

1+
, 4 

- 1+ — e~£‘

£ E, l e  2 
, w  =  t  f  ln a + — a + % .

Y 16 8 64

£a3 x= acosyf-------- -(sin3yf+cos3y/);
32(00

2 „et
a 2 -  ■

ane

l + ̂ ( e ”  -1)
4ß% '

-1  +  -
4<0b

4

1+ln-
1- 4öb

6-bobga oid masalalaming javobkri va yechimlari

1 . K o ‘rsatm a: m o s  k e lu v ch i ten g la m a la rn i skalar ravishda P  va  M  ga  
k o ‘p a y tir in g .

2 . Energiyaning saqlanish qonunini

(M, - A f 3c o s0 oY f x

Sin

1 , (M  - M 3c o sö )  . s 
=  V e : + ^ — _2 _-------L _ mg/( i _ co se )

2 2/  sin 0

ko‘rin ish d a  yozib o linadi, (6.79) belgilashlarni kiritiladi vakerakli algebraik 
soddalashtirishlar bajariladi.

3 .  Ixx = I„  = 2 a 2(m + M) , I „  = Iyx = 2a2 ( n - M ) ,

I z z  2 1  ̂ , 1  xz  =  1 ^ = 1 ^ =  l yx =  0.1 ^  —  4a  m , I y y  —

=  4 a 1M , I'a  =  ! „  + ! „ .
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12 ma2 4 m a 2 0 'cos (p sin<p 0
4 ma2 4 m a 2 0 O z = —sin a  co sa  0

0 0 16 ma2
J OO

\

4. (x' ,  y ' )  koo rd inat o 'q la rid a  inersiya markazi (a,a) nuqtada joylash-
gan. Shu nuqtaga n isb a tan  inersiya m om entlarini topilsa quyidagi natija 
oiinadi:

4 =

Koordinat sistem ani ipburchakka burab shunday yangi (x,y) koordinatlarga 
o ‘taylikki, ularda I  diagonal b o ‘lsin. Buning uchun z o ‘qi atrofida (p

burchakka burash m atritsasi £>: d a n  foydalanamiz. = 0 l,0 ZjkI'lk 

Birinchi elementni topaylik:

1.1 = OuO\khk = ^ n ^ iV n  + 20,', Oy2l\i  + 2 0,2/22 =

= 4ma2 (3cos V  +  2 sin <p cos (p+ sin 2<p)-

Kuddi shunday:

1.2 = O,/0 l k I lk =  0 „  O i , /,, + Of, Oo]/^ + O n O ^ I 2 i + 0,'20i2^22 =

= 4ma2 (-sin  2̂ > + cos2(p);

722 = 4 m a 2 (3Cos2<p-sin2<p + sin fy); /33 = 16wz«2; 7n = 723 = 0.

cp burchakni sh u n d a y  ta n la b  olish  kerakki, I [2= 0 bo 'lsin . Buning 
uchun  (p = n /&  bo‘lish i kerak. N a ti ja d a  inersiya tenzorin ing  bosh m o- 
m entlari uchun quyidagilar o iinadi:

7n =7, =Ama2 (2 + 4 2 ) \ I yy=  I2 = 4ma2 ( 2 - = I 3 =l6ma2 .

5. Impuls m om en tinm g  saqlan ish i qonuni bo‘yicha M = IQ  = const. 

Bu munosabat shar uchun  7?: Q =  const ko‘rinichga ega. R2Q -  R '2Q! dan 

Q'=  Q/(0,99): = 1,02£2 ekanligi to p ila d i. Yerdagi sutkaning uzunligi -2 8

m inutga kamayadi. Y erning ay lan ish  energiyasi 2% ga oshadi.
6 . T ortish  k u c h i y o ‘q b o ‘lg a n d a  p ru jin a larn in g  uzun lig in i b deylik. 

Sistem am izning e rk in lik  darajasi ikkiga teng  — x  va 6. Lagranj funksiyasi

L= ^ ,n x 2 + ^ I 9 2 “ *[(*1 ~ b ) 2 +(x2 - b f ^ - m g x .
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x2 -X\  = LO, jfj + x2 = x  munosabatlardan xx = x - L 6 /2 ,x 2 = x+LOl2 lar 
o iinad i. N a tila d a  Lagranj funksiyasi quyidagi ko‘rin ish ri oladi:

L = — mx2 + — 192 - k ( x —b)2 - m g x -  — kL26 2.
2 2  v 7 4

X odani ing ichka deb qaraylik: 7 = mi } /12.
H arakat tenglam alari:

x + 2co2 ( x - b ) + g  = 0, 0+ 6<w20 =O, co = .
V m

D em ak , s is tem ad a  ikkita chastota bor ekan: co, = -Jico, 0̂  = \¡6co. Ularga
m o s keluvchi teb ran ish  moda.lari -  normal tebranishlar — (l.)-rasnm da 
ko'rsatilgan.

i. C X)
1-rasm. 6-bobdagi 6-masalaga oid

, „  2vHCl . a
7. 2 -a  ra sm d an  ko‘rinib taribdiki, " = Hl£a  -  siny-

o
8. 2-b rasm dagi belgilashlardan foydalaniladi. Kichik silindm ing kinetik 

energiyasi ikki q ism dan iborat -  o ‘z o ‘qi atrofida aylanish energiyasi va 
k a tta  s ilin d m in g  ichida yum áash  energiyasi:

T = l- l j 2 + - m ( R - a ) 2 6 2.
2 2 v '

B u  y e rd a  (R — a)5 = v  k ichik silin d r m ark azin in g  h a rak a t tezlig i, 

/3 = ma2/2 . Sirpanishsiz harakat uchun a9 = (/?-a)<5. D em ak,

T  = ^ m ( R - a f  S 2.

S il in d rc h a n in g  potensial energiyasi: U = ( R - a ) m g ( l - c o s S ) .  Lagranj 

funksiyasi:

L  =  ^ m ( R  — a)2 6 2 - ( R - a ) m g  ( l-c o s ¡5 ) .
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1 3 <r? 2̂ ¿2 (R -  a ) m8Ö2 L = —m ( R - а )  о —

Kichüc tebranishlar h aq ida  gapirish uchun

Tebranishchastotasi: co~

2

- 1 28
3 ( R - a )  

F=2m\ilsin9

mg

a)

2-rasm. 6-bobdagi (7)- va

7-bobga oid masalaiarning javoblari va yechimlari

с ) Н = - х р ,  + —  p - X; d ) H  = —xp + x p p z-,
4 4x ’ 4

e) H = ^  Px + Py + ^  (*2 + У2 );
2

/ ) / /  -  ——----— m£ü2r 2sin20 + mgrcosd.
2 m 2

c o s <5 =  1 - < 5 2/ 2  d e b o lin a d i:

(8)-masalalarga oid

2. P —?я(г + [£2г]), H = ^  m p '- Í 2  [rp] + i/(r) . Agar burchak tezlik

no lgatengbo‘lgandagi GarniJ to n  funksiyasini H0 deb belgilansava impuls 

momentining ta ’rifini eslansa H = H0 - M  • □  bo ‘ladi.



u  p ¡  | { p v - p v c o se )  | ^

2/, 2/1 sin2# 2f 3

1
5. S ilindrik sistemada: ^  _ 2/73

2 N 
2 2 

Pr +  f + ̂  r
V /

S ferik  sistemada:. / /  =
2m

2 A
2

r >'2 ^2sin20
+ Í/ (r,0,<p).

6. Cheksiz kichik siljish: r a —>rfl< = r a + e ; p ’fl = p a.

/ / ( r a ,pa ) = / / ( r 'a ,p'a ) shart —  = 0 ekanligini bildiradi. Demak,

k an o n ik  tenglam alar b o ‘yicha 

dH
const.

7. Cheksiz kichik <5<p burchakka burilganda

r '« = r fl + 5ra, p', = pa + <5pa; 5 r fl = [8(pra ], <Sp„ =  [5ppa ] 
b o ‘ladi.

a [ to .  3P« )  a

~ 2  (“Pa • [St** ] + ̂  [*W« ]) "S(P 1  Z  [r«P« ] = °-
a a

ixtiyony bo 'lgani uchun M = £  [r(,pfl ] = const.

, Or r sin 00L = -----+ ----------------r.
2 2

/ n 1 /■? 1 ( M 7 - M , co s0 )2

V z 2 2 / 3 l / 's in 2©

— siklik, pcp= M v  pv = M 3.
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а){М, , rj} = £ijkrk; b) {b M,a r} = b¡aj{m ¡ , r,} = Eijkbiajrk =

10.= b  [a r];
c){b M,c M} = c [bM]; d) 0;

e ) { p , ( a r ) 2} = ^ - ( a r ) 2 =  2 a ( a r ) ;

/ )  {r,, M 2} = 2M j { r¡W j } = 2 [Mr], ; g) [Pi,M ‘2} = 2 [pM], ;

h) 0; i) 0.

n 2 (X
11.--B er ilg a n  m a y d o n d a  H = ----------- . M  =  n i to p ish  kerak.

2 m r
K om ponentalar b o ‘yicha hisoblaylik:

M. -{H,M1} = £¡]k{H ,r¡ P k } = e ijk {H , r j } P k + £jjk rj { H ,p k} =

dH dH 1 а
= £ijk^— Pk - £ijk -^ГП  = — £ ijk P j P k - — £ijkr¿rk = 0,

i к у

2

12. K ulon (N yuton) m aydonida H = —------ 1 . Vazifamiz Á = {tf,A}
2 m r

ni h is o b la s h .  K o m p o n e n ta la r  b o ‘y ic h a  h iso b la y lik :  

Л = { Я , Л . } = { я , [ г М Ц - а |» Д 1 = е№{ я , г ^ 4} - а ^ ^ - а | я Д | г , .  

Quyidagi hadni hisoblaylik:

Dennak,

A- = j£¡jkrj M k ~ — Pi + — з-(Г Р )о  = 0,
mr mr mr

chuntó

£ijkrj Mk = £¡jkrj £kimrePm = (¿¡tSJm-S imSj,)rjrepm =r¡(r P ) - Pir2.
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13. P = ^ z - = 2qep \ Q = ^ -  = q2e P ^ > P = \ n ^ - \  ö  = -î L-
dq

,  =  . ^ _ ;Р  = _ э ^
dp dQ

_Р_
2?

I l
2

2 Q BF,
Yechish kerak: —  = - ln — = —

ЭЛ
d p  4 2  3 g

/ ч / \ rfC( 6 )  Р2ГесАйА: ^  (p.Q) = -2ßinP+ c (ß ) ;  - 2 ln /, + — ^  = - l n ^

=» C(ß) = ß(ln4ß-l)=> F ,(p ,Q )= Q

14. P = ep, Q - q e ~ p.

15.

ln
V P

4 Q

2m
16. Almashtirish formulalari:

dA
id q¡

K o ‘rsatish qiyin emaski:

v i f  . »  

aii 4 ^ Ч Л
=  0 .  P i +

dH *- Í » +.a»' = 0 .

9f
17 . K o‘rinib turibdiki, p = P + ~ ■ 0 = 9 - Yangi G am ilton funksiyasi

dt dt dt 
D e m a k , yangi o ‘zgaruvchilarda ham  ten g k m ala r kanon ik  b o ‘lib 

ch iqadi.

1 8 . F2 (q,P) = q P - f { q , t ) .
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8-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. 0 ‘q la rn i ra sm d a  ko 'rsa tilgan idek  tan laym iz. B urchak tez lik  

£2 = {0,0,©}. (jc ,y)  k o o rd in a ta li  su y u q lik  n u q ta s in in g  te z lig i:

vx = ~®y, vy =  v - = 0. U ndan tashqari p  = const. Bu hoi uchun 
Eyler tenglamalari:

2 1 3p 2 1 dp 1 dp
p  ox p d y  p d z

Demak, = pco2 (xdx+ ydy)-pgdz ,  

yoki, p = ^ p o ) 2 (x 2 + y 2) - p g z  + C.

Suyuqlik sirtida p  = 0, demak, ^pco2 (x2 + y 2} - pgz + C = 0.

Bu — ay lan m a  parabo lo id  tenglam asi. Shu sirtn ing  m arkazida

-p g h '+ C  = 0. D em ak, p = ^ p <«2 (*2 + j 2)+ p ,g (A '-z ) .

t í  ni suyuqjikning hajmi o ‘zgarmasligi shartidan topiladi:

2n

na2h = h’+
2 „2 \  a co

= \ dip [  dr r z = 2n [  dr r\ m + tí
J  J J I 2g 4g
0 0 0 v  v  '

Shu bilan bosim  uchun ifoda to ‘liq aniqlandi:

1 2, -> 2s a 2co2p
P = - p a ¿( x - + y 2 ) + p g ( h - z ) ------

2 4
2. ^ o ‘qini yuqoridan  pastga qaratamiz. Bernulli integrali:

f 2. + i u2 z = Po+ i v2 
p 2 p 2

pQ ~  tashqi atm osfera bosimi, z  — suyuqlik sirtining boshlang’ich 
balandligi. Uzliksizlik tenglamasi: SV = sv. Natija:

v 2 = ^ V 4 ' ■ Agar s/S « 1 bo ‘lsa v 2 = 2gz deb olish mumkin. 
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3. Uzliksizlik tenglamasi SV = sv , tezlik uchun awalgi masalada olingan 

tenglama v 2 = 2gy va 5 = Kx2 larni birlashtiramiz: 7tx2V -  Syjlgy  . 
Demak,

,4 = 2gs
* 2\72K V

Bunday ten g lam a bilan aniqlanadigan chiziq klepsidra deyiladi.

4. Bu holda E yler tenglamasi:

Vp
0 = - — + g. 

p
Uning faqat rad ia l kom ponentasi qoladi, sham ing ichida:

dp ,  s G  4tt , AnGp
; = - , W - 7 7 ' P  = - — '■

R  radiusli shar uchun:

f dp 1 AnG 2 p{R)-p(  0)=  \ - f - d  r = - - — - p R 2. 
J dr  2 3

Ravshanki, p ( R )  = 0. Sham ing sirtidagi tortish kuchi tezlanishini gR 

deb olib sham ing markazidagi bosim uchun quyidagi formula olinadi.

p (q) = \ s *Pr



Vektor algebra

V ektorlar u stid a  am allarn i b a ja r ish n in g  b ir  n e c h a  y o ‘llari b or . S h u lar  
ichtida a n a litik  m e to d  o ‘z in in g  u m u m iy lig i  v a  so d d a lig i b ila n  ajralib turad i. 
M an a sh u  m e to d n i o 'rganaylik . B iz  faq at u ch  o 'lc h a m li vek torlar b ila n g in a  
sh u g‘u llan am iz.

Skalar k o 'p a y tm a  tu s h u n c h a s id a n  b o sh la y m iz . Ikki v ek to rn in g  skalar  
k o ‘paytm asi q u y id ag ich a  a n iq la n g a n :

A  B  =  A XB X + A yB y +  A zB , =  A ]B l +  A 2B 2 + A }B Í = A ¡B r  (A . 14)
i=1

Vektorning x , y , z  kom ponentalarin i 1 ,2 ,3  deb belgilash qulaydir.
Skalar k o ‘p ay tm a  n atijasida  sk a la r  k atta lik  p a y d o  b lad i. Q u y id a g ich a  q o id a  
kiritaylik (E in s te in  q o id a s i): ik k i m arta  u ch ra g a n  in d ek s b o 'y ic h a  y ig 'in d i  
k o ‘zda tu tilad i. B u h o ld a  y u q o r td a g i fo r m u la n i y ig ‘in d i b e lg is iz  y o z is h im iz  
m um kin:

A B  =  A i B r  (A . 15)

B unday in d ek slarn i soqov in d e k s la r  d e y m iz . Q o id a  k ir itilish in in g  sababi — 
form ulalarning y o z ilish in i so d d a la sh tir ish . M asa lan , to 'rtta  vek torn in g  skalar 
k o ‘p aytm alarin ing  k o ‘paytm asi:

( A  ■ B ) ( C  • D )  =  A j B j C j D j .  (A . 16)

A g a iso q o v  indeks tu sh u n ch asid an  foydalanm asak  o ‘ng tom on d a  ikkita y ig ‘indi 
b elg isin i y o z ish im iz  kerak b o ' lg a n  b o ‘lar ed i — biri /  b o ‘y ich a , ik k in ch isa  j  

b o ‘y ich a  (ik kalasi 1 d an  3 g a c h a ) .  S o q o v  in d ek sla rn i b ir-b ir id an  farq q ilish  
kerak — agar ifod ad a  b ir -n e c h a  s o q o v  in d ek s  ish tirok  etsa  u la rn in g  h ar biri 
o ‘z  liarfi b ilan  b e lg ila n ish i k erak . O z o d  in d ek s  tu sh u n c h a s in i h a m  k iritay lik

0 4 ) , .  = 4 -  (A - 17)
B iz bu b elg ila sh  b ilan  ch a p  to m o n d a g i  v ek to rn in g  /-n c h i k o m p o n e n ta s i A . 

ek an lig in i k o ‘rsa tm o q ch im iz .
M asalan , A  v ek to r i B  • C s k a la r  k o ‘p a y tm a g a  k o ‘p a y tir ilg a n  b o ‘ls in .
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<5* =

H o s i l  b o ‘lgan  v e k to r n in g  / - n c h ik o m p o n e n t a s i  a im a g a  ten g ?  Javob:

(A  (B • C ) ) ; = A ß j C j .  (A . 18)

E n d i K ro n ek k er  s im v o lin i k iritaylik:

Í1 a g a r  i  =  j  b o ' ls a ,
n  • , *i fi (A . 19)

[ 0  a g a r  г Ф  j  b o  Isa.

B u  s im v o ln i ikk i v ek to rn in g  skalar k o ‘p a y tm a sin in g  ta ’rifida ish la tish im iz  
m u m k in :

A B = A i B i =  ô ijA i B j . (A .2 0 )

0 ‘n g  to m o n d a  ik k ita  s o q o v  in d ek s b o ‘y ic h a  y ig ' in d i k e ta y a p ti. O xirgi 
fo r m u la

Д  =  S j jA j  (A .2 1 )

g a  a so s la n g a n d ir  ( j  b o ‘y ic h a  y ig£ in d id a  faq a tg in a  b itta  had  q o la d i -  j  =  i

b o i g a n  h a d ).
B ir lik  a n tis im m etr ik  te n z o r  tu s h u n c h a s in i lciritaylik:

1 agar ijk = 123,231,312ketma-ketliklamixosilqilsa,

£... = SI!/fc 0 agar i, j , к laming biror ikkitasi teng bo Isa. 22)

-1 qolgan hollarda

Y a n i ,  £ 123 =  £ 23i =  ^ 3 12  = 1 >

f 2i 3 =  e i32 =  e 32i =  “ 1 > e i22 =  £ 113 =  £ зз2 =  •• =  0 .  T a ’rifdan ko'rin ib  

m rib d ik i, u sh bu  ten zorn in g  irideicslaii o 'rn in i sik lik  ravishda a lm ash tir ish im iz  
m u rn k in :

e,y*=£,*,=£*r (A.23)
B ir lik  a n tis im m etr ik  te n z o r  o ‘z in in g  indekslari b o ‘y ic h a  an tisim m etrik d ir:

£ ¡ j t  —  ~ £ j i*) Су-t -  ~ £ ¡ k j ’ - •• (A.24)
N a tija d a  u n in g  ix tiyor iy  ikki in d ek si bir-biriga. ten g  b o ‘lib  q o lsa  u  n o lg a  

t e n g  b la d i :  =  £ ш =  £¡k¡ =  0  v a  h . к. B u  u c h  u n d e k s l i  k a t t a l ik

(p s e v d o )te n z o r n i x o sil q ilad i. S h u  te n z o r  yord am id a  ikki v ek to rn in g  v ek tor  
k o ‘ p a y tm a s in i q u y id a g ich a  t a ’r ifla sh im iz  m um kin:

[AB }i = E ijkA j B k . (A .2 5 )
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Tekshirib ko‘raylik. / =  1 boMsin:

[AB], = [AB], = eljkAjBk. (A.26)
0 ‘ng tomondagi ikkita yig‘indi o s tid a  soqov indekslary va k  faqatgina 2 va
3 qiymatlarni qabul qilgan hadlargina nolga teng emas:

£, jkAjBk = £mAJSz + £U2Ai B2 = A2B? -  Â B2. (A.27)
Oigan natijamizni o‘zimizga ma’ lum  ko'rinishga keltirib olish mumkin:

[AB], = A2B '3 -  Ai B2 = AyBz -  A.By. (A.28)

Demak, £ i]k tenzori vektor ko 'paytm ani kompakt ko'rinishda yozib olishga 

imkon berar ekan. Agar shu tenzom ing  quyidagi xossalarini kiritsak:

îjk^ilm ^ijk^ijm ~~ ~^bn ’ ^ijk^ijk ~  (A.29)
vektoralgebrasida uchraydigan eng  murakkab ifodalami ham soddalashtirish 
imkoniyatiga ega blamiz. Bu xossalarning birinchisini to ‘g‘rid an -to ‘g‘ri 
tekshirib ko‘rishgina mumkin. Ikkinchisi esa birinchisidan uni <5; ga 
ko'paytirib soqov indekslarbo‘y icha yig‘indini xisoblab olinadi. Uchinchisi 
ikkinchisini 8km ga ko'paytirib olinadi.

Kiritilgan formulalarning qanday ishlashini misollarda ko‘rib chiqaylik. 
A.l-misol. Uch vektorning q o ‘shm a ko ‘paytmasini toping.

A [BC] = A[BC],. = £ijkAiBj Ck. (A.30)
Agar (A..23) ni eslasak uch vektor qshm a ko‘paytmasining bizga m a’lum bir 
xossasini oigan bo'lamiz:

A • [BC] = B - [CA] = C • [AB], (A.31)

A.2-misol.

[AB] [CD] = [AB],[CD], ^ e^ A jB ^ C .D ,  =

= (ä A .  -  ä / A  K S*CA  =  (A C )(B  D ) - (A  D )(B ' C) <A'32>

A.3-misol. Birlik an tis im m etrik  tenzom ing  antisim m etrikligidan 
foydalanib

A- [A B] = 0 (A.33)
ekanligini ko‘rsating.

Isbot.

A ■ [AB ] = £ijkAfAjBk. (A.34)
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B u ifodada u ch ta  soqov indeks bor -  j, j ,  к  ularning h a r biri b o ‘yicha 1 
d a n  3 gacha yig 'indi ko ‘zda tutilgan. К  indeksni olaylik va uning har bir 
q iym ati uchun  nol olishni k»‘rsataylik. к  =3 dan boshlaylik. U nda

£ij3A iA j B3 = (Д А , -  А2А х)В ъ = О (A.35)

b o ‘ ladi. Shu m uloxazani к  =1 va к  = 2  xollar uchun ham  qaytarishimiz 
m um kin , har gal ham  nolniolam iz. U m um iy natija ham nolga tengdir. 

Uchta vektorning vektorko 'paytm asini ko ‘raylik:

[A [B C ]], = £ijkAj[  B C ], =  £ijkA j£ klmB ,C m =

(A.36)
=  (8nS jm -  8 im8 jt )A jB ,C m = B, (A  • C ) -  Cm (A  • B),

yoki, to ‘liq ravishda vektor ko‘rinishga o ‘tsak:

[A [BC ]] = B (A  • С ) - C ( A - B ) .  (A.37)
Asosiy tekstda uchta vektorning vektor k o ‘paytmasi uchraganda ularda 

h a m  huddi (A.36) formulasidagi tartib ko‘zda tutilgan -  birinchi vektor 
ikk inchi va uchinchi vektorlarning vektor ko‘paytmasiga vektor ravishda 
k o ‘paytirilgan.
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