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IBOB. KATOLIK NAZARIYASI

I.1-8. Xatoliklar- manbayi va ldassifikatsiyasi

Ixtiyoriy matematik masalani sonli yechishda biz aniq yechimga
ega bo‘lmasdan, balki ycchimni u yoki bu darajadagi aniglikda topa-
miz. Demak, natijadagi xatolik ganday hosil bo‘lganligini aniglash
lozimdir.

Har ganday matematik masalaning qo‘yilishida turli migdorlar
<paraetriar) gatnashadi. Bizni qgizigtirgan yechimni topishimiz uchun
masalada gatnashuvchi parametrlaming giymati berilgan bo‘lishi
kerak.

Misol uchun,

y'=f(x.y)
iiifferensial tenglamaning konkret xususiy yechimini topish uchun
y(x0)=>0 - boshlang‘ich shart berilgan bo‘lishi kerak. Bundan tash-
gari, differensial tenglamaning o‘ng tomoni f(x,y) ba’zi para-
metrlarga bog'liq bo‘lsa, u.laming giymatlari ham berilgan bo'lishi
shart. Berilgan masalaning bizni gizigtirgan yechimini topish uchun,
masalada gatnashuvchi barcha parametrlami dastlabki ma’lumotlar
&b ataymiz. Tabiiyki, topilishi kerak bo‘lgan (bizni qizigtirgan)
yechim dastlabki ma’lumLotlaming funksiyasi bo‘ladi. Ko‘pincha
dastlabki ma’lamotlar yoki tajribadan, yoki biron-bir boshga masalani
yechishdan hosil bo'ladi. Har ikki holda ham dastlabki ma’lumot-
laming aniq giymatiga emas, balki uning tagribiy giymatiga ega
to‘lamiz. Shuning uchun dastlabki ma’lumotlaming berilgan har bir
giymati uchun masalani aniq yechganimizda ham, baribir tagribiy



natijaga ega bo‘lamiz va natijaning aniqgligi dastlabki ma‘lumot-
laming aniqligiga bog‘liq bo*kdi.

Aniqg yechim bilan tagribiy yechim orasidagi farq xato deyiladi.
Dastlabki ma’lumotlaming noanigligi natijasida hosil bo‘lgan xato
yo ‘gotilmas xato deyiladi. Tabiiyki, bu xatolik berilgan masalani
yecliuvchiga bog'liq bo'lmay, io‘la-to’kis berilgan ma’lumotlarning
anigligiga bog‘ligdir. Agar boshlang‘ich ma’lumotlaming anigligi
ma’lum bo‘lsa, matematik masala yechimining xatoligini baholay
bilish kerak.

MaTumki, ba’zi matematik ifodalar tabiat hodisalarining ozmi-
ko‘pmi ideallashtirilgan modelini tasvirlaydi. Shuning uchun tabiat
hodisalarining aniq matematili ifodasini (tenglamalarini, formulasini)
berib bo‘lmaslik bois, natijada xato kelib chigadi. Bundan tashqari,
biron masala aniq matematik formada yozilgan bo’lsa va uni bu
ko‘rinishda yechish mumkin bo‘lmasa, u holda bu masala unga
yaqginroq va yechish mumkin bo‘lgan masalaga almashtiriladi. Buning
natijasida hosil bo‘ladigan xato m etodxatoligi deyiladi.

Boshlang‘ich berilgan masala sonli yechilishi mumkin bo‘lgan
masalaga almashtirilgan bo‘lsa va, hatto, boshlang‘ich giymatlai aniq
bo‘Lsa ham aniq yechimga ega bo‘la ohnaymiz. Bu holat quyidagicha
izotilanadi: birinchidan, masalada turli irratsional sonlar gatnashishi
mumkin, tabiiyki, ulami taqribly qiymatlariga almashtiramiz;
ikkinchidan, hisoblash jarayonida oraliq natijalar yaxlitlanadi.
Hisoblashlar jarayonida hosil bo'ladigan xatolik hisoblash xatoligi
deyiladi.

Shunday qilib, yechimning to'lig xatoligi, ya’ni berilgan masa-
laning amq yechimi bilan amaJda topilgan tagribiy yechim orasidagi
farq yo‘gotilmas xato, metod xatoligi va hisoblash xatoligidan iborat
bo‘larekan.



1.2-§. Absolut va nishiy xatolar

Agar A - biror migdoming aniq giymati bo‘lib, a uning ma’lum
tagribiy giymati bo‘lsa, u vagtda a sonning absolut xatoligi deb
Aa=\A-a\ ga aytiladi. Absolut xatolik fagat nazariy ahamiyatga
egadir, chunki ko‘pincha biz A ning giymatini bilmaymiz, shuning
uchun Aa ni ham bilmaymiz. Lekin Aa ning o‘zgarish chegaralarini
ko‘rsatishimiz mumkin. Bu chegaralar tagribiy a sonni topish usuli
bilan aniglanadi. Masalan, biz oTchashni oddiy chizg‘ich bilan
bajarsak, absolut xatolik, odatda, 0,5 mm dan oshmaydi, agarda shu
ishni  shtangensirkulda bajarsak, absolut xatolik 01 mm dan
oshmaydi.

Absolut xatodan Kkichik bo‘lmagan har ganday songa tagribiy a
sonning absolut limit xatosi A(a) deb aytiladi. Bu ta’rifdan
\A-a\<A{a), bundan esa a- A(a) <A< a+A(a) kelib chigadi.

Absolut xato va limit absolut xato hisoblash xatoligini baholash
uchun vyetarli emas. Misol uchun, ikkita og‘irlik o°‘lchanganda

=100,2 g+0,2 g va m,=12,610,2 g natijalar hosil boTsin, bu yerda
har ikkalasida limit absolut xatolik bir xil boTishidan gat’i nazar
birinchi oichash ikkinchi o‘lchashdan ancha anigdir. Aniglikni
yaxshiroq baholaydigan tushuncha kiritamiz.

Absolut xatoning taqribiy sonning absolut giymatiga nisbati
tagribiy sonning nisbiy xatosi 8a deb aytiladi:

Xuddi yugoridagidek limit nisbiy xato 8(a) tushunchasi Kiritiladi:

o\



Limit nisbiy xatolik yordamidaA son quyidagicha yoziladi:
A-a(\tb(a)).

Bundan keyin biz limit absolut xato va limit nisbiy xatoni gisgacha
absolut va nisbiy xato deymiz. Absolut xato ismli, nisbiy xato ismsiz
migdordir. Odatda, nisbiy xato protsentlarda yoziladi.

Sonning ifodasidagi (yozilishidagi) chap tomondan birinchi noldan
fargli ragamidan boshlab barcha ragamlar va saglanilgan razryadlami
bildiruvchi oxirgi nollar tagribiy sonning ma'noli ragamlari deyiladi.

Agar Act< i] Om™ tengsizlik bajarilsa, u holda tagribiy
a=am"10m+an¥le10ml
sonning birinchi n tama’noli ragami ishonchliragamlar deyiladi.

Tagribiy son a ning ishonchli ragamlari soni bilan uning nisbiy
xatoligi orasida quyidagi

bogTanish mavjud.
Ishoti. Tagribiy a son n ta ishonchli ragamga ega boTganligi uchun
uning ko'rinishi quyidagicha boTadi:

bu yerda a m>1.
Aa=—10m_"+l
2

boTib, bundan

boTadi.
a ni undan katta bo‘lmagan a m-IQm songa almashtirsak, bu
tengsizlik yanada kuchayadi:



A>am |0m—£|0m_+1:?10'"\(/2 a --—-- A (1)

Bu tengsizlikning o‘ng tomoni n-\ da eng kichik giymatga ega
bo‘ladi, shuning uchun

~A> 110 m(2affl-1), )

boiadi. 2ad—=a + (am -1)>amligidan

A> —aml0”
2 m
bo‘lib
1
Ad 2 = (—
8£Z_lan! Aam\Qm am\(w)

ta’kid o‘rinliligi kelib chigadi.
Natija 1. Tagribiy a sonining limit nisbiy xatoligi deb

(3)
ni olish mumkin, bu yerda am* 0 bo‘lib, a taqribiy sonning birinchi
ma’noli ragami.

Natija 2. Agar tagribiy™ a sonning ishonchli ragamlar soni ikkidan
katta bo‘lsa, amaliyotda

deb olisb o‘rinli.

Hagigatan, (1) da ishtirok etuvchi f sonni e’tiborga olmasak
ham bo‘ladi. U holda
A>%-10m-2-am=am-\0n

bo‘lib, bundan



1.3-8. Funksiya xatoligi

Faraz qilaylik, uzluksiz differensiallanuvchi
u="Ff(x1x2,...,x,,)

funksiya argumentlarining taqribiy giytnatlari x, va ulaming absolut
xatoliklari Axt, i=1,2,...,n ma’lam bo‘lsin. Berilgan funksiyaning
limit absolut At7 va limit nisbiy <Gw xatoligini topishni ko ‘raylik.

B u masalani hal etish uchun quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lishligini
talab etamiz:

1. Qaralayotgan sohada / wuzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,
xususiyhosilalari sekin o‘zgaravchi bo‘lsin.

2. .Argumentlaming absolut xatoliklari aytarli katta emas, nisbiy
xatoliklari yetarlicha kichik bo “Isin.

U holda Lagranj formulasiga ko‘ra

u-11 =f(x1,x2,...,xJ-f(x],x2,....xn)="Z2¢& | - (xi-x]j),
i=1 0xi

bu yerda C=g 1C2,...,C,) esa (x1,x2,...,xn) va (XVX2,...,Xxn)

nuqtalami birlashtiruvchi kesmaga tegishli gandaydir nuqta.

Funksiyaga go‘yilgan birinchi shartlarga asosan, 511U nj °f(x) ga
dXj dxj

almaslitirish mumkin:



Bundan

A(w):éldf{x) A (X))

Endi nisbiy xatoligini chigaramiz:

df(x)
_ ) dxj
5(<<)=|I/(*3)||‘=Ii521 fIX)

Bu fonnulaning quyidagicha ko‘rinishi ham ishlatishadi:

mA(X,).

8/00 of (x)

S(w) % OX; oX:
w) = -
r fix) @ fix) ™)

Bohga tegishli tayanch iboralar: yo*qotilmas xato, metod xatoligi,
hisoblasl xatoligi, to‘lig xatolik. Tagribiy son, absolut xatolik, nisbiy
xatolik, limit absolut xatolik, limit nisbiy xatolik, ma’noli ragamlar,
ishonchli ragamlar, funksiya xatoligi.

Savollar

1 Yo'qotilmas xato, metod xatoligi va hisoblash xatoligi tushun-
chalarini izohlang.

2. Hisoblash jarayonida hosil bo‘ladigan toiiq xatolik nimalardan
iborat bcladi?

3. Tagribiy sonning absolut, nisbiy xatoliklarini ta’rifmi ayting.

4. Limit absolut xatolik va limit nisbiy xatolik ta’rifini ayting.

5. Tagribiy sonning ma’noli va ishonchli ragamlari ta’rifmi ayting.

6. Tagribiy sonning ishonchli ragamlari soni bilan uning nisbiy
xatoligi orasidagibog‘lanishni isbotlang.

7. Funksiyaning limit absolut va limit nisbiy xatoliklari formulasini
chigarixig.



Misol 1. y =sin.c funksiyaning x ning aniq giymatidagi limit
absolut xatoligini aniglang.
Yechish. Ma’lumki. berilgan funksiyani x ning darajalari bo‘yicha
Teylor gatoriga yoyilmasi quyidagicha:
, X 2k+] 3 5 2k+1
y —sinx=Y (-D)fc——-—-=x - —+—+ _+(1)x ———-+ .
to *+1)! 31 51 1 @*+Dl
y =sinx ning tagribiy giymatini hisoblash uchun bu gatorda chekli

migdorda hadlarini olish kifoyadir, ya’ni
r21+1

y =(sinx) = E(-1)*-

(2AT+1)!

Bu yaginlashuvcni gatoming absolut xatoligi

I i271+3

A e
ekanligi bizga ma’lumdir. Demak, limit nisbiy xatolik
|X|2h+3
A= ey
ga tengbo‘ladi.
Misol 2. Quyida beiilgan
f 2x+ =0
[10*5x+y =1

tenglamalar sistemasini o‘nlik sanoq sistemasida to‘rtta ragam anig-
ligida amallami bajaruvchi kompyuterda yeching.

Yechish. QoI osticrizdagi kompyuterda sonlar XX 2x3x*-\Q p
ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda: 0<x,<9, /=1,2,3,4. Berilgan
sistemaning aniq yechiini:

*= 4999975, J= 0,999995.
n 200001

20001

10



Ikkinchi tcnglamadan
je= 105j>- 105

ga ega bo‘lamiz. Birinchi tenglamadan (2- 10s+1)j = 2- 10s ekanligi
kelib chigadi yoki 0,200001-106y - 0.2-106 bo‘ladi. Noma’lumy
oldidagi koeffitsiyent bizning kompyuterda 0,2000- 106 ko‘rinishda
ifodalanadi. Hisoblashlardagi yaxlitlash evaziga shu ko‘rinishga ega
bo‘lamiz, natijada y = 0,1-101=1 bo‘lib, x =0 ga ega bo‘lamiz.

Ishlatilgan algoritm aglbovar gilmaydigan xatoliklarga olib kelsa,
bunday algoritmlar sonli noturg'un deb ataladi.

Misol 3. Agar s soni o‘miga 3,14 desak, limit nisbiy xatolik
ganday bo‘ladi?
Yechish. am=3 va n = 3 bo‘lganligi uchun (4) formulagako‘ra,

bo‘ladi.

Misol 4. a =V22 da nechta ragam olsak, nisbiy xatolik 8a =0,001
bo‘ladi?

1 /71\~1

Yechish. 8a < j  formuladan foydalanamiz. a =rf/§2 ning

birinchi ragamiam =4 vab5a = 0,001 bo‘lganligi uchun

bo‘lib, bundan 10" 1>250, n> 4 bo‘ladi.
Agax V22 da4 taragam olsak, uning nisbiy xatoligi 0,001 boiadi.



Misol 5. a - 24253 tagribiy sonning nisbiy xatoligi 0,1% bo‘lsa,
uning nechta ragami ishonchli bo‘ladi?

Yechish. 5a=""=0,001, Aa=a- 5a=24253-0,001=24,3=2,43-10,

100/0
0 - ‘I bo‘lsa, a sonining birinchi n ta ma’noli
ishonchli  boiar edi. Bu yerda m=4 bo‘lganligj uchun

2,43-10<—104nx dan n-3 desak bo‘ladi. Berilgan sormi

a - 243-102 deb yozish magsadga muvofigdir.

Misol 6. Agar =122 va x2=7356 bo‘lib, ulardagi barcha
ragamlar ishonchli bo‘lsa, U = xI-x2 ko‘paytmada nechta ishonchli

ragambo‘ladi?
Yechish.

A(x) =110 £31:=0,05, A(x2)= 110 14:= 0,005,

Bundan, 5(w) =" " = =0,0042, «=897,432
122 356

bo'lib, Aw) = u-5(w) = 897,432- 0,0042 =3,6 bo'ladi. Aw<-10"
2

tengsizlikda m =2 bo‘lib, n -2 ekanligi kelib chigadi. Demak u
kamida 2 ta ishonchli ragamga ega va uni u = 874+4 deb yozish
magsadga muvofigdir.

Misol 7. A.gar shar diametri d = 3,7 smz 0,5 sm bo‘lsa, shar hajmi

V= -1n d i ning limit absolut va limit nisbiy xatoligi ganday bo ‘ladi?

Yechish. =8,44,~ =-nd2=21,5.
dn 6 dd 2

ragar



A(F) = = ®Ad + L +|Ad| = 8,44-0,0016+21,5- 0,05
=0,013+1,075=1,088, A(K)=11 sm3.

Demak, V - -n d 3= 27,4 sm3+ 11sm3,
6
§(F)=- N =0,0397=0,04, O(F)=4%.

Javoe: A(F)=11sm3, 8(F)=4%.

Misol 8. To‘g‘ri to‘rtburchakning tomonlari a=5m, b» 200 m

boisin. A(5)=Im2 dan oshmasligi uchun A(a) = AZ) ganday
bo‘lishi kerak?
Yechish.

S=za-b,AlS)-b-AQa)+a AE€)=A@)(a+h).
A(a)=" - =— <0,005, Aa) =5mm.
Javob: A(a)=A(6)=5mm
Misollar.
U="f(xIx2x3) funksiyada ~ =5,48; x2=245; x3= 0,863
bo‘lib, Axj=0,02; Ax2=0,01; ~ =0,004 bo‘lsa, U iunksiyaning

absolut, nisbiy xatoliklarini va uning limit absolut, limit nisbiy xato-
liklarini hamda ishonchli ragamlarini toping.

1 U = XI%2 4 U = * o3
48+ 4

13



8. U

9. U

10. U

1. U

13. v

XyX2

\[MX 2
X3
IXVx2
VvV X3
(Xj+xz)x3
X2-x3
x\(x2+x3)

x1~x2

YiXi-Xi

*3

14

15.

16

17.

ms =

18. U

20.

14

XI+x2
(x2-JC3)x1 '

+X-,

_ xl(x2-x3)

-*1-X?
X, Xt

_ X34/x]-x2

t/- -

x]+x2
4xn



[IBOB. FUNKSIYALARNIYAQINLASHTIRISH

Funksiyalarni yaqginlashtirish masalasining qo‘yilishi

Funksiyalarni yaginlashtirish masalasi qo'yilgan talabga (shartga)
garab turlicha bo‘ladi. Hisoblash matematikasida keng qo‘llaniladigan
usullardan ba’zilarini eslatib o‘tamiz. Xususan, interpolyatsiyalash,
o‘rtacha kvadratik ma’noda yaqinlashtirish, tekis yaginlashish va
splayn yaginlashish. Interpolyatsiyalash funksiyalarni yaqinlashtirish
nazariyasida olingan natijalami fixnksiya jadvalini zichlashtirish, sonli
differensiallash va integrallash, matematik fizika masalalarining
to'rdagi analogim qurishda keng go‘llaniladi.

2.1-8. Algebraik interpolyatsiyalash masalasining qo‘yilishi

\a,b\ oraligda turli n+1 ta xk, k=0,l,..,n nugtalarda f(x)
funksiyaning giymatlari f (x k), k =0,1,...,« beriigan bo‘lsin. Darajasi

n gateng shunday

Ln(x)=a0+ ay+--- + anxn D
algebraik ko*‘phad qurilsinki, u
ali+ a{xk+---+amkn=f{xk), k=0,1,....« @

shartlami ganoatlantirsin.

(1) chizigli algebraik tenglamalar sistemasining determinanti
Vandermond determinantidir, u noldan fargli, chunki xKk,
k- 0,1,....« lar turli. Demak, (1) ko‘phadning koeffitsiyentlari (2) dan
bir giymatli ko‘rinishda topiladi.

15



LAxi)y=/044 1=0,1,..., « (3)
shartni ganoatlantiradigan La(x) ko‘phad f(x) fimksiyaning {x j'q
tugun nuqtalar yordamida qurilgan interpolyatsion ko 'phad deyiladi.
Bu interpolyatsion ko‘phadning ko ‘proq ishlatiladigan ko‘rinishi -
Lagrauj formulasini keitiramiz. Uni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

Ln(x)="£bk(x)f(xk) @
k=0
(3) ga asosan
th k(xiy {xk)=f(xi), /=01,.«
k=0

bo‘ladi.

Bu munosabatlar o‘rinli bo‘lshi uchun bk(x) funksiyalar quyidagi

shartlami bajarishi kerak:
[0, i&Kk
bA *1) =i1, i-k, i- 0,1,...«.

Bulardan ko‘rinib turibdiki, har bir bk(x) [a,,>] da n tadan kam
emas nolga ega boiadi. Biroq Ln(x) darajasi u ga teng bo‘lgan
algebraik ko ‘phad bo‘lganligi uchun bk(x) ning darajasini « ga teng
ko‘phad ko‘rinishida izlash magsadga muvofiqdir. Uni quyidagicha
yozamiz:

KO)=A (.x-x0)(x-x{---{x-xkX)(x- xt+1)s m(x - x,,).

bk (xk) = 1 shartdan

Ak "= (xk Y(* % =% )-(4 - xk-i)(xk ~ xk+)-" (xk - x»)

n f
kelib chigadi. Agar wsa+(x) =]~[(x-x()deb olsak, co,# {xk)= Akl

i=0

bo‘ladi va (4) ko‘phad

16



4 M =E [(**) (5)
t=0 (x-JCt)-tu,+ (xt)

ko‘rinishga ega bo‘ladi va uni Lagranj interpolyatsion ko'phadi

deyiladi. (5) dagi ----- ®H - ko‘phad interpolyatsiyalashning
(x-xk}<a,+i(xk)

fundamental ko'phad'lari deyiladi, ba’zan uni xk nuqgtaning ta’sir
etuvchi ko‘phadi deb ham aytiiadi.

2.2-8. Interpolyatsiyalash xatoligi

Biz /(x) fiinksiyani interpolyatsion Ln(x) ko‘phadga almash-
tirganimizda
*m,{(*)=f 00 -LK(x),
xatolikka yo‘l qo'yaraiz. Bu interpolyatsiyalash xatoligi deyiladi.
Tugun nuqtalarda xatolik nolga teng. \a,b\ ga tegishli ixtiyoriy x
nuqtadagi iiodasini topamiz va baholaymiz. Buning uchun quyidagi
fiinksiyani garaymiz:
qz)=f (z)- L,(z)- Kmn+(z) €h)
bu yerda ze \a,b\, K — 0‘zgarmas va
®n+i(z)=Cz - X0 X z2-X1)---(z-%xn). (2)
(I)dagi o*zgarmasK m <p(x) = O shartdan topamiz:

_I(*) n(r0 \

f{z) funksiya [0,¢] da n + 1 marta uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘lsin deymiz. c¢p(z) funksiya \a,b\ da n+ 2 ta nugtada nolga teng,
ular x,x0,xj....,xn. Roll teoremasiga asosan, ¢p'(z) [a,b] ga tegishli
n+1ta '@ n tanolga ega bo'ladi va hokazo. (p(H1Xz).[a,;] da

Thshkent AxfcorotTexnologiyalari Universi*et
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kamida bitta nolga ega bo‘ladi, ya’ni dp<#l)(”) =0, Ce\a,b\. (1) dan

n+-1 marta hosila olib, z = £ desak, quyidagiga ega bo ‘lamiz:

[ (MDA )=/:-(«+ 1)1 (4)
(3) va (4) dan
[(*>-¢N>=¢-Ne«,,,00 ©)
kelib chigadi. Bundan
V() -Ln(x)\< "] fo n(x)\ (6)

bahoga ega bo‘lamiz, bu yerda Mad =sup|/ ()(x) .
M T '

2.3-8. Nyuton interpolyatsion ko‘phadi

Bizga [«,/)] da aniglangan /(r) funksiyaning \a,b\ ga tegishii
turli {xk}'=o nuqtalarda giymatlari ma’lum bo‘Isin.

Quyidagicha aniglangan

f(xi,xM)=f(XM)-f(Xi\ i=0,1,..n—,
Xi+\~x i
miqdorlar birinchi tartibli ayirmalar nisbati deyiladi, ular yordamida
aniglangan
[(*,,W m)=/(W m>/(~ m). j=0,1,.,1-2

miq[dorlar ikkinchi tartibli ayirmalar nisbati deyiladi.
Yugqori tartibli ayirmalar nisbati ham shunday aniqglanadi, masalan,
K-tartibli f(xi,xi#....xi+K) va f(xM xi+2,...,xi+kH) ayirmalar nisbati

ma "lum bo ‘Isa, (k+1)-tartibli ayirmalar nisbati

Kk«



f(xi,X

aniglanadi, i= K-1.

Ayirmalar nisbati quyidagi xossalarga ega.

1-xossa. Algebraik vyig‘indician olingan ayirmalar nisbati
go‘shiluvchilardan olingan ayirmalar nisbatlarining yig‘indisiga teng.

2-xossa. 0 “zgarmasni ayirmalar nisbati belgisidan tashgariga
chigarish mumkin.

3-xossa. Ayirmaiar nisbati 0‘z argumentlariga nisbatan simmetrik
funksiyadir.

4-xossa. ffi-darajali algebraik ko‘phaddan olingan fc-tartibli ayir-
malar nisbati, agar k>m bo‘lsa nolga, k= m da o‘zgarmasga va
k<m bo‘lsa argumentlariga nisbatan (m - ¢)-darajali simmetrik
bitjinsli ko'phadga teng.

Interpolyatsion ko‘phad Ln(x) ning boshga formasini chigaramiz.
Buning uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadi Ln(x) dan jo nugtani
ishtirok ettirib, birinchi tartibli ayirmalar nisbatini olamiz:

bundan

K O) =Ln0o0) + Ln(X>*0X* - x0) (1)
hosil bo4adi.
Endi xj nugtani qo‘llab,

ni hosil gilamiz. Bundan

L, (*>*0)= Ln(*oW\)+ Ln(x o> \Xx - *1) (2)

bo‘ladi. (2) va (1) dan esa
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LnO) = Ln(x0) + 4 (x0,XX)(x - x0) + ¢, (X,X0,x,)(X- X0)(x- Xj)  (3)
hosil bo‘ladi.

Mana sku yo‘l bilan ketma-ket hamma nuqtalami qgo‘llab,
Lr(x) dan ayirmalar nisbatini topamiz va natijada quyidagiga ega
bo‘lamiz:

4(*) = 4(*0) +4,(*0>*iX*-*0) +

+Ln(X0,%,x2Xx - XOXx- Xi)+...+
+H_,,(x0, X +
+Ln(X, X0, X,,..., X, XX - X0)(X - XX)meo(X- X,,)

Ln(X) ko‘phadning darajasi n ga teng bo‘lganligi uchun 4-xossaga

asosan

Ln(x,x0,x4,...,xn) =0
bo‘ladi va Ln(xk)=f(xk), k—0,1,...,.« ekanligini e’tiborga olsak
(4) ifoda quyidagi ko‘rinishga keladi:

AW =/(%0)+/(*0SAX*-*0) +[(R0> SX2XF -*0 X *-H)+mee A

+f(x 0,x%...,.xN) (x-x0)(x-xD---(x-x,_]).

Agar x0<Xx, <..<xn bo‘lsa, (5) ifodani Nyutonning oldga
interpolyatsiyalashformulasi deyiladi.

Agar interpolyatsiyalashga tugun nugtalami x,, > xn x>... > x|l >x0
tartibda jalb qilsak, Nyutonning ortga interpolyatsiyalash deb
ataluvchi
4(x)=1(*,,)+tKxnxM){x-xn)+f(xnX, %%, 2(r- xn)(x- %, )+.. »

-+(X,,,xn ],..., M) (X-N)--<x-xJ.
formulasiga ega bo ‘lamiz.

Interpolyatsiyalash xatoligi

L) =) -4 (1)
ekanligini nazarga olsak, u holda (4) dan
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ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Bundan, o ‘z navbatida,

hosil bo‘ladi.

Interpolyatsion ko'phadning Lagranj hamda Nyuton formasi bilan
tanishdik. ular yagona ko‘phadning yozilishi jihatdan ikki xil
ko ‘rinishidir.

Nyutonning (5) interpolyatsion ko‘phadi f(x) funksiya uchun

f(x)=Ff(x0)+(x-x0)fXx0)+¢ ~ f(x Q+..+
O O K™
Teylor formulasining ayirmali analogidir.

Agar tugun nuqtalar berilgan bo‘lib, bir nechta funksiyani
interpolyatsiyalash lozim boTsa, interpolyatsion ko‘phadni Lagranj
formasini ishlatish, bordi-yu bitta funksiyani interpolyatsiyalashga
tugun nuqgtalami ketma-ket jalb qilish talab etilsa, Nyuton
interpolyatsion formulasini ishlatish magsadga muvofiqdir, chunki
hisoblashjarayoni ancha kamayadi.

Agar  {xk}L “ interpolyatsiyalash tugun nugtalari
xk =x0-\-kh, k - 0,1,....« ko‘rinishda bo‘lsa (funksiya jadvalini tu-
zishda ishlatiladi) va ulami interpolyatsiyalashga jalb etish tartibi be-
rilishiga garab interpolyatsion ko'phadning turli formalari kelib chi-
gadi. Bu holda interpolyatsion ko‘phad ifodasida boshga migdorlar -
fiinksiyaning chekli ayirmalari ishtirok etadi.

Faraz qilaylik, y =f(x) fiinksiyaning h gadam bilan xk =x0+kh,

nugtalarda f (xk) giymatlari berilgan bo‘lsin, k =0,1,...,«.
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Quyidagicha aniglangan
fk+-fk = Wk> «k=0,1,..., « —1
migdorlar birinchi tartibli chekli ayirmalar deyiladi. Xuddi
shuningdek, yuqori tartibli chekli ayirmalar aniglanadi:
Atk = A(Am\fk) = Am-\fks] - Am-Ifk, *=0,1..n-m + 1
Ayirmalar nisbati bilan chekli ayirmalar orasida quyidagi
boglanish mavjuddir:

)

buyerda h =xkt#1 - xk k= 0,1,.,9-1.

Nyutonning oldga. (5) va ortga (6) interpolyatsion formulasida
gatnashuvchi ayirmalar nisbatini (7) ga asosan chekli ayirmalarga
almashtirsak, mos raviishda teng oraliglar uchun Nyutonning birinchi
(oldga) va ikkinchi (ortga) interpolyatsion ko‘phadlari hosil bo‘ladi.
Ularni keltiramiz:

4 QW =/o0o + ~ (*~*0)+ (x- x0)jc- xij)+

(8)
+ (x-x0)(x-xT)(x-x2)+...+ (x+ x0)(x - x1) *oqx - xn!),
Mn n\n

+ a \)(x-Xn2)+ ..ﬁEn\r’]‘(x-xXx-X np-¢{x -x x. ©
Interpolyatsiyalashga tugun nugtalami quyidagicha
(10)
yoki
(11)



tartibda jalb etilsa, mos ravishda teng oraliglar uchun Gaussning
birinchi (oldga) va ikkinchi (ortga) interpolyatsion ko*‘phadlarini hosil
gilamiz. Bu ko‘phadlami chigarishni o*quvchiga havola etamiz.

Interpolyatsiyalashni amalda qo‘llaganda uning qoldiq hadini
baholashning har doim ham uddasidan chigmaslik mumkin, chunki
goldiq had ifodasida interpolyatsiyalanuvchi funksiyaning yuqori
tartibli hosilasi gatnashishi masalani ancha murakkablashtiradi.
Shuning uchun ham yetarlicha ko‘p tugunlar olinganda interpolyatsion
ko'phadning interpolyatsiyalanuvchi  funksiyaga yetarlicha yaxshi
yaginlashishiga ishonch hosil qilish amaliy interpolyatsiyalashda katta
ahamivatga ega. Shu bois ham, interpolyatsiyalash jarayonining
yaginlashishi masalasi tug‘iladi. Bu yo‘nalishda ko‘p tadgigotlar
gilingan, ularni maxsus adabiyotlardan topish mumkin.

2.4-8. Teskari interpolyatsiyalash

Amaliyotda ko‘pincha funksiyaning berilgan y qiymatiga mos x
argument giymatini topish masalasi tez-tez uchrab turadi. Bu masala
teskari interpolyatsiyalash metodi bilan hal gilinadi. Agar funksiya
Jjadvalining garalayotgan oratig'ida y = f (x) monoton boisa, u holda
bir giymatli x =cp(j) (/(<pOO)=y) teskari funksiya mavjud bo‘ladi.
Bu holda teskari interpolyatsiya cp(v) funksiya uchun odatdagi
interpolyatsiyalashga keltiriladi. x =cp(j) ni topish uchun Lagranj
interpolyatsion formulasidan foydalaniladi:

x=L,(y)=xxr .
l=o  (y-yi}comi ()

Buning goldig hadi quyidaga teng bo‘ladi:

<P(7)- K 00 = 0
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Agar /(x) monoton bo‘Imasa, u yoki bu interpolyatsion formulani

yozib, argumentning ma’lum giymatlaridan foydalanib va funksiyani
ma’lum deb hisoblab, hosil boigan tenglamani biron-bir metod bilan

argumentga nisbatan yechiladi.

L.(x)=y
tenglamani yechib x topiladi.

2.5-8. Interpolyatsion ko‘phadlarning gqoldig hadi bahosini

minimallashtirish masalasi. Chebishev ko‘phadlari

Faraz gilaylik, / (x)e Cn{a,b\ bo‘lsin. [a.b\ da
interpolyatsiyalash tugun nugqtalari x0,xl,...,xn lar ganday tanlansa,
f(x) funksiyani interpolyatsiyalashdagi maksimal xatolik eng kichik
giymatga ega bo‘ladi, degan savol chiqgishi tabiiydir. Bu inasala ancha
murakkabdir va uni fagat xususiy holdagi / (x) lar uchungina yechish
mumkin. Biz ancha sodda masalani yechishni ko‘ramiz, ya’ni

Xi, 1=0,1,...,« tugun nuqtalar \a.b\ da ganday joylashganda

maﬁ[(0n+1(x)| miqgdor eng kichik bo‘ladi, degan savolga javob bera-
«,*]
miz. Agar max|(i)ntl(x)j eng kichik giymatga erishsa, interpolyatsiya

xatoligi (6) (2 .2-8) ham minimal giymatga ega bo‘ladi.
Soddalik uchun oraliq [—1,1] bo‘lsin. Bizga Chebishev
ko ‘phadlari kerak bo‘ladi. Buko ‘phadlar [—,1] oraligda

Tn(x) =cos{n arccosjc), n=0,1,... (1)

formula bilan aniglanadi. Xususan, n = 0, 1 da
TO(x) = cos(0 arccosx) =1, (2)
Ty(x) = cos(l arccosx) = x (3)

24



ga ega bo‘lamiz. Chebishev ko ‘phadlari uchun
TN (X) = 2xTn(x)-Tnl(x) (@)
rekurrent munosabat o‘rinli, bu quyidagi
cos(« + I)cp = 2 cos(pcos«(p - cos(«-1)<p

ayniyatdan = arccos x desak kelib chigadi.

Chebishev ko‘phadining xossalari.

1-xossa. Juft (tog) n uchun Tn(x) da x ning fagat juft (toq)
darajalari gatnashadi. Bu (2)-(4) formulalardan osongina chigariladi.

2-xossa. Tn(x) ningbosh koeffitsiyenti n> 1da 2”1 gateng.

Bu ham (2)-(4) fonnulalardan chiqgariladi.

3-xossa. Tn(x) (-1,1) intervalda turli n ta haqiqiy ildizlarga ega,

ular quyidagilar:

X.= cos(2l+1)71; i=0,l,...,»-1.
2n
Haqgigatdan, rn(x,) =cos(« arccosx;) = cos— 0 i=0,1,1.
4-xo0ssa. rﬂiﬁﬂrﬂg’x,ﬁyi: 1 bo‘lib,

7>J3=(-ir, (%)

bu yerda x :cosl— , m =0,1,...,«.
n

Haqgigatdan, (I)ga ko‘ra r,,(xj=costx=(-)m |r,,(x)j<Il, xe[-1, 1].
Demak 4-xossa o ‘rinli.
5-xossa.

T,,(X)=2:7rB(x), »>1 (6)
ko‘phad, bosh koeffitsiy'enti birga teng bo‘lgan «-darajali ko‘phadlar
ichida [-11 da modulining maksimumi eng kichik bo'lgan yagona
ko‘phaddir.
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Isboti. Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni Pn(x) =x" +ajK™1H---\-an
Ko‘phad mavjud bo‘lib, u

Tfﬁp (i)j1 < r[n fiqf (X)I1= 211 (7)

tengsizlikni ganoatlantirsin. U holda (6) ga asosan, Tn(x) aing bosh
koeffitsiyenti birga teng bo‘lib, Tn(x)-Pn(x) darajasi n-1 ga teng
ko‘phaddir. (7) ga asosan, Tn(x)- Pn(x)* 0. Bundan tashqgari, (5)—7)

formulalarga asosan, T (x)-P (X) n+\ ta x :cosl—n, m=0,1,...,«.

nuqtalarda noldan fargli va almashuvchi ishorali giymatlar qabul
giladi. Bu esa, 0‘z navbatida, darajasi n dan kichik Tn(x) - Pn(x)
ko‘phad kami deganda n ta nuqtada nolga teng bo'lishligini anglatadi.
Bu ziddiyat 5-xossani isbot etadi,

5-xossaga asosan Chebishevning ko‘phadlari Tn(x) noldan eng kam
og uvehi ko phad deyiladi.

[—1,1] oraligda interpolyatsiyalashning tugun nuqtalar sifatida
T.+1(x) ko‘phadning ildizlari

X, :COS_Z_QET_})_H, (:’: 6,1,...,« é%li
n \

lami olaylik. Unda interpolyatstyaiash qoldiq hadida ishtirok etuvchi
bosh  koeffitsiyenti birga teng bo‘lgan w+ I-darajali ko‘phad
guyidagicha bo‘ladi:
W sHICX) = 2—7;+1(X).
U holda 4-xossaga asosan interpolyatsiyalashning qoldiq had

bahosi

0 o) -2 6 g @M)_!z"

ko‘rinishga egabo‘ladi, bu yerda Mn+l = m ax|/("*+1)(X)j.
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5-xossaga asosan, (9) bahoni bundan yaxshilab bo‘Imaydi.
intcrpolyatsiyalashning tugun nugtalari (8) ko‘rinishda bo‘lganda
(9)ni o‘ng tomonini Kichraytirish mumkin bo‘lmagani uchun (8) nug-

talar [ - 1,1] oraliq uchun optimal tugun nuqgtalar bo‘ladi.

Agar ixtiyoriy [a,i] oralig uchun interpolyatsiyalash ko‘rilganda
= A\(b—a)t+b+a\, t= ——(2x-b-a
X 2L( ) J b-a( )
almashtirish yordamida [a&,/;] oralig [-1,1] Sa o‘tadi, bu holda
TnH(t) ningildizlari
Xy = ?\{Q)—a)’ cos—2r~]+_'_7 +fe+ a\f i=0,1,...,«

ko‘rinishda bo‘ladi. Demak

o (b-a)tl  i= i (b-avH
max oo,, ,(x) = -———'max -t
[ai] 1 "+ 2 [-1]] 1™ 1 2

ga teng, interpolyatsiyalashning xatoligi bahosi esa quyidagicha
bo‘ladi:

T(l(a*i( J_l_l\ (X)\- L"%)|I< («+1)! " 2

2.6-8. Oraligda algebraik ko‘phadlar orgali o‘rta kvadratik
yaqginlashish

Faraz gilaylik, f (x) funksiya p(X) >0 vazn bilan [a b\ oraligda

kvadrati bilan integrallanuvchi bo‘lsin, ya’ni
\p{x)f2(x)dx
a

mavjud bo‘lsin. Bunday funksiyalami Lp[a,b\ fazoga tegishli

deyiladi. Bu funksiyani
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P.(x) = GO(EO(x) +  (x) + mmt anp(x) (1)
umumlashgan ko‘phad bilan o ‘rta kvadratik ma’noda yaqinlashtrrish

masalasini qaraylik, ya’ni a0,au...,an koeffitsiyentlami shunday

topaylikki,
d«=\P(x)[1\x)- PAX)\ ax )

ifoda eng kichik giymat gabul qgilsin.

Bu yerda {d*(x)}"=0 [a, b\ da yetarlicha sillig va hisoblash uchun
qulay bo‘lgan chizigli bog‘ligsiz funksiyalar sistemasidir. {©¢ (x)}”
fimksiyalar sistemasi [a,&] da Chebishev sistemasini tashkil etadi, deb
hisoblaymiz. 0, funksiya a0,a],...,an larga nisbatan kvadratik
ko‘phad va 8,>0 bo‘lgani uchun uning minimumi mavjud, bu

minimumni topish uchun

oak
chiziqli algebTaik tenglamalar sistemasini yechish kerak boiadi. Bu

tenglamalar sistemasi quyidagi ko ‘rinishga. egadir:

Agar La[a,b] fazodan olingan ixtiyoriy ikki ¢(x) va ¢(x)

funksiya skalyar ko‘paytmasini (¢,) orqali belgilasak:

28



b
©p. vIN= j>(x)ep(x)y (x)ifr,
a

(4)
u holda (3)ni quyidagi ko ‘rinishda yozish mumkin:
N (90»<Po)+ "i(«Pi. *Po) + w'+ aM n >90) = (/.90)»
«0(90>9i)+«i(9i,9i)+-"+ o,(g>».<Pi) = (/. ‘Pi).

*0(90.9,,) + «i(9i»9») + see+ ««(9,,>9 n) = (/>9B-
Bu sistema yagona yechimga egadir, chunki uning determinanti
Gram determinantidir. Chizigli bog‘ligsiz funksiyalar sistemasidan

tuzilgan

Lo Po (9i»90) = c B
_(90»9i) (9i»9i) e« (9n»9i)

(90>9B) (9i>9n) ~m (9n>9n)

determinant Gram determinanti deyiladi va uni noldan fargliligini
ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, aksincha, ya’ni r,, =0 bo‘lsin. U holda
(5) sistemaga mos keladigan bir jinsli chizigli algebraik tenglamalar
sistemasi

ao(90>9i)+ai(9n 9i)+ ' + fIn(9n>9i)=0, /=0,1,....« (6)
kamida bitta trivial bo‘Imagan yechimga ega bo‘lishi kerak, ya’ni
shunday a0,ax,...,an sonlar topilishi kerakki, ulaming kamida bittasi
noldan fargli bo‘lib, (5) sistemani ganoatlantirsin. (6) sistemaning
tenglamalarini mos ravishda ao0,al,...,a,, larga ko‘paytirib yig‘amiz va

(4) ni e’tiborga olsak, quyidagi hosil bo‘ladi:
b 2
{/?2(*)[ a0 (x) + 00, (x) + me+ a,P(x)] dx=0.
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Bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki {(p¢.(x)}’_n chizigli

bog‘ligsiz funksiyalar sistemasi bo‘lib, aQal,...,an Jarning kamida

bittasi noldan fargliligi sababli [a0(o(x) +a,(p,(X) + -+ a,,(p,,(X)]z
ko‘phad aynan nolga teng emas. Demak, Gram determinanti noldan
fargli va (5) sistema yagona yechimga ega.
Agar \_ab\ oraligda p(x)> 0 vazn funksiya bilan
funksiyalar sistemasi ortogonal ko‘phadlar sistemasini, ya’ni
(@*(5)><P/I(*)) = 0, k* |

tashkil etsa, u holda (5) tenglamalar sistemasining har bir tenglamasi
bitta noma’lumga bog'lig bo‘lib, ak koeffitsiyentlar quyidagicha

aniglanadi:

at =y (P >*=0,1,..,«.

Agar {g>*(*)}¢=0[M ] da p(x)> 0 vazn funksiya bilan ortonormal
ko‘phadlar sistemasini tashkil etsa, u holda ak koeffitsiyentlar

guyidagicha aniglanadi:
b
a*=(/>*) =1p (*)/0 )<p*(*) dx, k=0,1,...«.
a

Bu holda eng kichik og‘ish

5,,2= JP(X) dx =
a L>0 j

E\ip(x)f2(x)dx~Zi\féaia\lp{x)f(xYp('l*+ /c;oIéQa:akéJ/>(x>pi(x)(pk(x)dx=

b n n
\p{x)f2{x)dx-2Ya2" a 2

a /=0 ko

ya’'ni
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S.2=\p(x)f2{x)dx- ¢ ak2
*=0

bilan xarakterlanadi.

Quyida hisoblash matematikasida ko‘p go‘llaniladigan ortogonal
ko‘phadlar sistemalarini keltiramiz [11].

Yakobi ko‘phad!ari. Quyidagi

X T+ Ej-[(a- Xa + Xy
ko‘phadlar Yakobi ko phadlari deyiladi. Ular [-1,1] oraligda
p(x) =(l1-xT(\ +xf

vazn funksiya bilan ortogonal ko‘phadlar sistemasini tashkil etadi.

Ulaming normalari:
J@1- x)a@+xf [plap(x)j2dx =
I-i

2“HiHIr (a+n+Dr (B+«+1) Y 2
nl(a+B+2n+1)r(a+R+n+l)

Ular uchun quyidagi rekurrent formula o'rinli:
(a+B+2n)(a+B+2n+1)(a+B+2n+ 2)xPraly(x) =
=2(«+N(a+B+«+1)(a+B+20P<“fX(x) +
+(R2-a 2)(a+B+2»+1)PE£F(x) +
+2(a+ QB+ «)(a+B+2«+ 2)P KX).

Lejandr ko‘phadlari. Yakobi ko‘phadlarining cc=R8=0 va
p(x) =1 bo'lgandagi xususiy holi Lejandr kophadlari deb yuritiladi

va ular Rodriga formulasi

bilan aniglanadi. Ularning normalari
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i »2nH
bo‘lib, rekurrent munosabai esa
(n+DLnH(x)=(2n-h]y xmLn(x)-nLn_,(x)

dan iborat.
Cilebistevnmg birinchi tur ko'phadlari. Ular quyidagicha

i B(x)= cos(/zarccosx), jx|<lI,

aniglanib [—,1] oraligda p(x) = (1-x2) 2 vazn bilan ortogonal
ko‘phadlar sistemasini tashkil etadi. Bu ko‘phadning normasi

n—j—-—- Vrc, agarn =0 bo‘lsa,
1 *
woh Q/I\X/P\; H||Jt—, agar n> 0 bo lsa,
\/%

ga teng. Rekurrent munosabat esa
TAX) =2 x-Tn(x) - Tn x(x)

formula bilan aniglanadi.

[-1,1] da p(x) =(1-x 2) 2 vaznda kvadrati bilan integrailanuvchi
/(x) funksiya uchun Chebishevning birinchi tur ko‘phadlari

yordamida topilishi lozim bo‘lgan eng yaxshi yaginlashuvchi

n
X aKkKlk(xX) ko‘phadning koeffitsiyentlari quyidagi formulalar bilan
t=0

aniglanadi:

a0 =—f/(cos0)u?9, ai =-J/(cos0)cos*OL/0 (A>1).
7o 7o
Eng kichik og‘ish esa

ir " T * Tir
5,2:i

formula bilan ifodalanadi.
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Chebishevning ikkinchi tur ko‘phadlari. Bu ko‘phad [-1,1]

vazn bilan ortogonal ko‘phadlar siste-

oraligda p(x) =\I\-x 2

masini tashki! etadiva u
sin(«+l)arccosx _ Tn'(x)  ,, _
~ ll+|

nl9

formula bilan aniglanadi. Uning normasi

ga teng boiib, rekurrent munosabat
w,,H (*) = 2xun(*) ~ M-i0)

dan iboratdir.

oraligda p(x) =\j\-x2 vaznda kvadrati bilan integral-

[_111]
lanuvchi f(x) funksiya uchun Chebishevning ikkinchi tur ko ‘phadlari
yordamida tuzilgan eng yaxshi yaginlashuvchi ko‘phadning koef-

fitsiyentlari
ak = —| y(cos0)sin8sin(* +1)9£/9, *=0,1,..,«

formula bilan hisoblanib, eng kichik og‘ish migdori esa
q2 1
f(x)-"Zaxuk(x)\ "Jl-x2dx=\J1-x2f 2(x)dx -

1 k=0 U -1

n
Z
_ A x=(Q

formula bilan aniglan adi.

ko‘phadlari. [0,ce) oraligda,

Lagerr Bu ko‘phad
p(x)=e~xxa,a >-1 vazn bilan ortogonal bo‘lgan ko‘phad

L"(x) :(-iyx~ae*cg((x"e-*)

formula bilan aniglanadi. Buning normasi
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gateng bolib, ular uchun
4"i0 )-(x-a-2n-1)da'(x)+n{fa+n)L"\(x)=0
rekurrent munosabat o'rinlidir.
Agar j (x)e [0,00) bo'lib, p(x)=&~xxu vaznda kvadrati bilan

integrallanuvchi bo‘lsa, u funksiyaga o‘rta kvadratik ma’noda eng

yaxshi yaginlashuvchi ko ‘phadning koeffitsiyentlari
TW v ( xm A *=0,
formula bilan aniglanadi.

Erinit ko‘phadlari. Buko ‘phadlar (~o0,+00) oraliqgda p(x) =e

vazn bilan ortogonal bo‘lgan ko ‘phadlar sistemasini tashkil etib

=y ™2

formula bilan aniglanadi. Uning normasi
il-tfj = .J ) e~ HTix)dx =yj2" n)yjn

gateng bolib, uning uchun
HmW = 2xH,,0)- 2nHn x(x)
rekurrent munosabat o‘rinli
Agar /(x) funksiya (-00,+00) oraligda p(x) =e~x vaznda kvad-
rati bilan integrallanuvchi bo‘lsa, unga o‘rta kvadratik ma’noda eng
yaxshi yaqginlashuvchi ko ‘phadning koeffitsiyentlari

= o 2
ak=Ykujn $e ~f(x]JHkW =*

formula bilan aniglanadi.
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Ortogonal ko‘phadlar hagida to'liqroq ma’lumotlarni [20], [21] dan

topish mumkin.

2.7-8. Jadval bilan berilgan funksiyalarni o‘rta kvadratik

ma’noda yaqinlashtirish

Bizga y- f(x) funksiyaning [a,>] ga tegishli turli xO,xl,...,xn
nuqtalarda giymatlari berilgan bo‘Isin. Bu funksiyani u yoki bu mag-
sad uchun interpolyatsiyalashdan boshqga qulay va gandaydir ma’noda

anig analitik ko‘rinishini [a,6] oraligda topish kerak bo'lsin. Inter-

polyatsiyalash apparatidan foydalanish quyidagi ikki sababga ko‘ra
magsadga muvofiq emas. Birinchidan, agar tugun nuqtalar soni katta
bo‘lsa, u holda interpolyatsion ko‘phadning ifodasi qo'pollashadi
(juda ko‘p hisoblashlar o‘tkaziladi). Ikkinchidan, jadvaldagi giymat-
larda tasodifiy xatoliklar mavjud bo'lsa, bu xatoliklar interpolyatsion
ko‘phadda to‘g‘ridan-to‘g‘ri ishtirok etib, funksiyaning haqiqiy
0 ‘zgarish holatini akslantirmaydi.

Bizga \a,b\ da aniglangan va chizigli bog‘ligsiz

O(x),(p2(x),...,(pm(x) m<n funksiyalar sistemasi berilgan bo‘lsin.

Ular orqali
m
P, W =}§6<,9«W (i)
umumlashgan ko‘phadni quraylikki,
A2= ¢ [1(")-P m(xt)]2 (2)

k=0
ifoda eng kichik giymat gabul qilsin. Agar f(x k) laming anigligi bir

n
xil emasligi ma’lum bo'lsa, vazn deb ataluvchi pk >0, X Pk =~ 'arn’

=0

kiritib,
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AJ:ii_O?*[/(*,)-P,,(*,)f (3)
ning minimumini topish kerak bo‘ladi.
3) a0,al...,am larga nisbatan kvadratik ko‘phad, undan
ak, k=0,1,..../« larga nisbatan xususiy hosilalar olib nolga

tenglaymiz.

=2 /i1 (xi)-P m(x,)]-(p¢(xi) =0, £=0,1,...,/«
i=0

oak i

n

va Sjk = IZZOW CGEHYPI(N); Pr= IZ:(’)>i/(’\)<?i(’\) belgilashlami Kiri-

tib, ak larga nisbatan

a0"00 + ai*™M0 + am™m0 = Po
10O+ alMll H - ¢am™m\ = PI A

Lao”om+ a\S\m+ mm+ amSnmm=PQ

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu tengla-

malar sistemasining determinanti Gram determinantidir. U noldan
fargli, chunki {(pt W }”=0 iunksiyalar sistemasi chizigli bog°‘ligsiz va

Xj, i=0,1,..,« tugun nuqtalar turli. Demak, (4) yagona yechimga ega.

2.8-8. Kubik splayn bilan yaginlashisli

Quyidagi to‘rt shartni ganoatlantiruvchi ushbu funksiya
interpolyatsion kubik splayn deyiladi:
1.Har bir [xi5xw] (/=o0,«—) oraligda S,(x)e H-(P) - darajasi

uchdan oshmaydigan ko ‘phadlar to'plami.

2. 53X)e c\a,b\.
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3.S3*)=/(*)) (;=Q«- ).
4. Sj(x) uchun

S'(a)=5'(&)=0 (1)
chegaraviy shartlar o'rinli.
N(X) X,] kesmada uzluksiz bo‘lganligidan xM<x< x. da ushbu
X - X
s;(X)=MILI-L— +Mi
()=ML-L h (2)

tenglikni yozish mumkin. Bu yerda hi~xi- xt_,, M. = S%X).

(2) tenglikni iklci marta integrallaymiz:

5= ex +UN jT-+Areyii+B

6/7,

bunda Aj va Bj integrallash doimiylari boiib, ular ta’rifhing uchinchi

shartidan topiladi, y a ’'ni (3) da x=xw, x=x. deb, mos ravishda

IA-%+,£|,:/M. M .lé)-+B=f

lami hosil gilamiz. Bundan Aj va B, ni topib (3)ga gqo‘yib, quyidagiga

ega bo‘lish mumkin:

()=~ '6ih?,\ +M ,iiéhS;aH fir- MI42'y )
. M tf Y x-Xy) @
(4) dan hosila olamiz:
. N ©
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(5) ni [xf,xM] kesma uchun yozamiz:

£(*)= x-fA)2+udzA _ - Mi, (6)
2hM 2hiA hM 6

Ta’rifning ikkinchi shartiga ko‘ra S[ (x) va S" (x) funksiyalar

[a,6] da wuzluksiz. S3(x) niag xI,x2,...,xn1 nuqtaiarda uzluk-

sizligidan foydalanib, (5) va (6) tengliklardan quyidagi n—1 ta
tenglamaga ega bo‘lamiz:
I M + M:y = 120 J2-_ 4 //-i . (7)
H in el he
Bu tenglamalami (1) bilan to‘ldirib harnda

- ; (®)

ri/+1
belgilashlami kiritsak, u holda MI,M 2,...,M ni noma’himlami topisb
uchun
(M + CjM2=
a2Mj + b2M 2--c2M b=
a3M 2+hb3M 3+ crM 4 - d3
t 9)

an-2M,,-3+b,, 2Mn 2+ e, .2Mri =dn 2
an\M n-2+ K -IM n-X = dn-i g
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu tenglamalar sistemasining
matritsasi (S) ga ko‘ra salmogb bosh diagonalga ega bo‘lganligidan
ixtiyoriy f (i =0,n) uchun yagona yechimga ega [1].
(9) tenglamalar sistemasi haydash usuli bilan yechiladi. Uni quyida
keltiramiz:
Pk = ak9k-i +bk (?0=°)>

Yk=- dk~akuk-\ w=0 (* —|jW I)
Pk Pk
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yordamchi migdorlami hosil gilamiz. So‘ng
Mk=ckMM +Uk {k=n-2,1y,
M,,_, =w,i
dan lami aniglaymiz.

Bobga tegishli tayanch so 'zlar: interpolyatsion ko‘phad, inter-
polyatsiya xatoligi, ayirmalar nisbati, chekli ayirmalar, interpolyatsiya
xatoligi, teskari interpolyatsiya, o‘rta kvadratik yaginlashish, splayn,

haydash usuli.

Savollar va topshiriglar

1. Algebraik interpolyatsiyalash masalasining qo‘yilishi va yechim-
ning yagonaligini tushuntiring.

2. interpolyatsion ko‘phadning Lagranj formasini yozing.

3. Interpolyatsiyalashning fundamental ko‘phadlarini yozing.

4. Interpolyatsiyalashning goldiq hadini yozing.

5. Ayirmalar nisbati va ulaming xossalari.

6. Interpolyatsiyalashga tugun nuqtalami jalb etish tartibiga ko‘ra
ganday interpolyatsion ko'phadlar hosil bo‘ladi?

7. Chekli ayirmalar va ulaming xossalari.

8. Ayirmalar nisbati bilan chekli ayirmalar orasidagi bog‘lanish.

9. Teng oraliglar uchun Nyutonning birinchi (oldga) va ikkinchi
(ortga) interpolyatsion ko‘phadlarini tuzing.

10. Ayirmalar nisbati bilan hosila orasidagi bog‘lanish ganday?

11. Gaussning birinchi va ikkinchi interpolyatsion ko ‘phadlarini
yozing.

12. Teskari interpolyatsion masalani hal etishni tushuntiring.

13. 7 (x) = cos(«arccosx),w =0,1,.... Chebishev ko‘phadlari uchun

rekurrent formula chiqgaring.
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14. Chebishev ko'phadlarining xossalari.

15. Oraliqda algebraik ko'phad orqali o‘rta kvadratik yaqinlashish
masalasining qo‘yilishi.

16. Gram determinantining nolga tengmasligini tushuntiring.

17. Chebishevning birinchi va ikkinchi tur ko‘phadlarining nor-
masini hisoblang.

18. Lejandr ko ‘phadlarining normasini hisoblang.

19. Agar {<p;(X)}i=0 [a,b] da p(x) >0 vazn funksiya bilan orto-

normal ko‘phadlar sistemasini tashkil etsa, o'rtacha kvadratik ma’no-

da vaginlashuvchi ko‘phadning koeffitsiyentlari

b
ak = (/>*) = \pM)F(x) k(x)dx, k- 0,1,..,«

formula bilan eng kichik og‘ish migdori esa
8U=jP(x)f2(x)dx-'t af

formula bilan aniglanishini ko ‘rsating.

20. Kubik splayn ta’rifini ayting.

Misol 1. /(x) =\/x funksiyani x0= 100, x, =121, je2= 144
nuqtalami ishlatib, ikkinchi tartibli Lagranj interpolyatsion ko‘phad
bilan approksimatsiya eting va xatolikni x=116 bo‘lganda baholang.

Yechish.

©3M = (x-100)(x-121)(x-144),
©3(x) = (xm-121)(x -144) + (x-100)(x-144) + (x- 100)(x-121),
3(100) = 11-44, ©3(121)=-21-23, ©3(144) = 44*23.

(jt-100)(x—144)
-21-23
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1 3 J -1
f(x)=V 2, y*(x)=-1*"* [*(x)=]|x~2,

max j/"(x)]=—100 2=—10 5
[100,144] 1 8 8

VU6 - Z2(116)1,<-105+- 1(116-1 00)(116-121)(116- 144)| =
= —10~5-16-5-28 = 1,4-10"3
16

max 1.T(*)]
Bu j/(x)-L 2(x)|< [100144" ------- |co3(x)[ bahodan foydalanib

topildi.

Agar [100,144] oraligda xatolikning eng katta qiymatini ko ‘rsatish

lozim bo‘lsa

max |/ (x)|
max |/(x) Z,2(x)|< [1CD’144] ———————— max b,(x)]|
[100.144] v 2w | [100.144] 3V 71

formula bilan baholanadi yani

max I/(x)—Z (X)|< 10 5- max |co3(x)|«2,5-10-3

[100,144] [100,144]° 3V n

Misol 2. y =cosxfunksiyaning jadvali h- 5 qgadam bilan

[0 ,35 ] oraligda berilgan:

X 10” 15 20° 25” 0" 35*

cosx 0,9848 0,9659 0,9397 0,9063 0,8660 0,8192

cosll”va cos36~ ni taqriban toping.
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Yechish.

Quyidagi chekli ayirmalar jadvalini tuzamiz:

X COSX Ay Ay b5y
107 0.9848
-0,0189 0.0073
" 0,9659 -0,007
15 -0,0262 0,0001
20 0,9397 -0,0072 0,0002
-0,0334 0,0003 -0,0001
75« 0,9063 -0,0069 0,0001
-0,0403 0,0004
307 0,8660 -0,0064
-0,0468
35" 0,8192
cosll ni hisoblash uchun jt0=10° va x-\Y deb olamiz.

Yugoridagi jadvalda Ady lami taxminan o‘zgarmas deb olarniz.

X—X 11-—-10° . .. .. .
q=-—-—- =——— =0,2. Nyutonning birinchi interpolyatsion formu-

lasiga ko‘ra jadvaldagi tagiga chiziqgcha toriilgan chekli ayirmalami

ishlaiib quyidagig:a ega bo‘lamiz.
cosi 1°=0,9848 +0,2- (-0,0189) + (-0,0073) +
+0-2(- Q’3$'3>(~ 1,8)-0,0001 = 0,9816

Eslatib o‘tamiz, to‘rt xonali matematik jadvaldagi giymat ham
shunday.

€0s36" ni hisoblash uchun xn- 35" va x - 36° deb olamiz.
Unda g=— =7 =0,2 boiadi. Nyutonning ikkinchi

interpolyatsion formulasida jadvalning quyi og‘masida joylashgan

(tagiga ikki chiziq tortilgan) chekli ayirmalar ishtirok etadi.
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cos36 =0,8192+0,2+(-0,0468) +~ R - «(-0,0064) +

021,2-1,8 _ 08091
3!

To‘rt xonali matematik jadvalda esa cos 36 = 0,8090.

Misol 3. Jadval bilan berilgan funksiyaning Lagranj ko ‘phadi bilan
yaginlashtiring:

/(x) 2 3 12 147

Yechish.
=0 (x - x ) (ud(x,) (=1 (=2)(=5)
x(x-2)(x-5) 3+ x(x-1)(x-5) x(x-1)(x-2) =N 2_x+2
I'(—1)(-4) 2-1{-3) 543

Misol 4. sinx ning x=0 dagi giymatlari berilgan

"6 4 3 2
bo‘lsa, sin”- ni hisoblashdagi xatolikni baholang.

Yechish. n - 4 bo‘lib, xatolik bahosi

R<—51:-maxXX——+) (-1)(-f)(-f)]|bo"~ buyerda

* = max (sinx)(l) = max -cosx <1

h !
1 71 n >»Xn 5n_ n
R1< 5 | < 10103 __300 75 25
s T2 T2 "4 +~ 1 2 7 1? 4-125 "“4125"‘ 125 "“4124
6,25 6,25
=0,0003=0,3-10
12 20736
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Misol 5. S(n)=12+22+..+ M2 ni hisoblash uchun formula
chigaring.

Yechish. Agar S(n) n ga nisbatan £-tartibli algebraik ko‘phad
bo‘lsa, (k+1)-tartibli chekli ayirmalar nolga teng bo'ladi. Chekli

ayirmalarjadvalini tuzamiz.

n S(n) AS AS AS A*S
1 1
4
2 5 5
9 2
3 14 7 0
16 2
4 30 9
25
5 55

Jadvaldanko‘rinib turibdiki, S{ri) = P(n) ekan, ya’ni
5(4)=P3(,)=1+4 ~ + 5("-1)(n- 2) + 2(n-1)(n-2)(n-3)
3 u 2 3

6+24n-24+\5n2-45n+30+2nb-\2n 2+22n-\2

2r?+3n2+n _ n(n+Y)(2n+\)

Misol 6. h=0,001 gadam bilan [110] oraligdagi sonlaming

natural logarifmlari berilgan. Chizigli interpolyatsiyalashning xato-
ligini baholang.
Yechish. Nyutonning birinchi interpolyatsion formulasining

xatoligidan foydalanamiz:

Ri(*) = (x-x,){x- xM),

MW A Imax ---Uj(x- *,.)(*-xj+)| < 1- =y ,

la,(x)] = 0,125-106.
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Miso! 7. /(x)=n/x funksiyani p(x)=\-x vazn funksiya bilan [0;I]
oraligda birinchi tartibli algebraik ko‘phad bilan o‘rta kvadratik
ma’noda yaqinlashiiring.

Yechish. P,(x)=aDr ax - gandaydir ko ‘phad.

Buyerda 9(x) =1 <p,(X)=x. Noma’lum ac,a, -kocffitsiyentlar

i, (Po-Po)ao+ (Pp PaM = (/»P0)
1(®0.91)«0 + (PL-DL)d = (/>P1)

tenglamalar sistemasidan aniglanadi:

(P o>Po) = J(l—x)A = (x - - )
0 ¢

(Pord1) = (P|.Po)= \(X-x)Xdx= 4r*“

X

(Prb1) = JL~x)x2dx = T-T 12’

(/,®0)= .(I X)y[xdx =--, (/,d,)= j(I-x)yjxxdx =—.
13 0 J
Demak, yuqoridagi tenglamalar sistemasi

—an+—a, = —
2 0 6 ' 15

any—_a, =m
u 0 12 35

kcfrinishga ega bo‘lib, uning yechimlari

8 32
Gr, — . m —
0 3% 1 35

boiadi.

Aﬁ 8+%
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Misoi 8. y =W\ funksiyani [—;1] oraligda Chebishev birinchi tur
ko‘phadlari orgali o'rtacha kvadratik ma’noda yaginlashtiring.

Yechish. Berilgan oraligda y = |x| funksiya juft bo‘lganligi uchun
quyidagicha

00 @

H =2z fi2A W =1 a2Ncos(2//arccosx)
n=0 «=0

ko‘rinish  o‘rinlidir.  Noma’lum  koeffitsiyentlar quyidagicha
aniglanadi:

(£ W)

= Tn(T2n() 170D

(M0(x),TO(x)) = I ~J=~T=a*™MUXH =j +7 =n.

(/"oW)—Ji 'sdx—23y -dX —2/1—x*j —2,
“lvi—x ovl-x D

arccosx =1 ]
dx =-0ntdt
("2« W . T2n(*)) = —J1V/1_—I-|:— COs2 (21 arCC0S H x=1t=0 H
[x=—,t=n
jcos2intdt = '5/I+cos4rc//
i
(/>*2aW)=J i , cos(2/;arccosx)dx =2J] cos(2/7arccosx)¢ it =
-1V 1-x2 on/l-x2
X = cos/ ]
dx =-smtdt
4 p= 21 c°bl }os-/'isintdt =2 jcostmcos 2/r//1 =
x=0 /=— sinr i
' 2
[x=1/=0
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= j[cos(2n+ 1)/ + cos(2h- L1)/]dt=]--~sin(2w + 1)?+ - 1)/

o (-1)" (-1)"+1 _
27 24+l 2n-\
(-1)"+#1(-2»+1+2n+1) _ (-1)nH-2

4i2-1 4u2-1

= st D)ol + — sin2a-1)
—2M+Ism( « )-2 Z]_\-sm(n-)

Demak,
_ (-1)w2 .t _ 4(-|)n+1 o= 10

2T TaT 2 tan

bo‘ladi. Natijada quyidagiga ega bo ‘iamiz:
ml 2 4 »i-1)"H
NW=n+51aTs o

Bu tenglikda x =+l desak va I2,(x1) =1 ekanligini e’tiborga

olsak,
« (-D"4_n 1
il 422" 4 2
hosil bo ‘ladi.

Misol 9. Oldingi misolda eng kam og‘ish migdorini aniglang.
Yechish. Eng kam og‘ish

_ N N o~ -
K _]1\ I-% TZ[2ao+,qp+ + fln]

formula bilan aniglanadi.



Misol 10. Funksiyajadval bilan berilgan:

X -2 -1 1 2
f(x) 4 2 2 4

Uni ikkinchi tartibli algebraik ko ‘phad bilan yaqinlashtiring.

Yechish. Quyidagijadvalni tuzamiz:

X2 e X4 / /* f* g
1 ) 4 -8 16 4 -8 16
1 -1 1 -1 1 2 -2 2
1 1 1 1 1 2 2 2
1 2 4 8 16 4 8 16

¢0 $ ) S3 S4 " A h
4 0 10 0 34 12 0 36

Bundan quyidagi
Vi) y $.77 10
17a0+ ~2a\+ *3a2~h
[S2 'f'sQy‘ts —/2
tenglamalar sistemasini tuzamiz vajadvaldagi giymatlarini go ‘yamiz.
4a0+0-ax+100, =12 ]
0-00+ 10a, +0-a2=0 j-"a,=0,
10a0 + 0- a, 4- 34a2 = 30[)

2a0+5a2=6 1 2
\VV=>9a, =6, a, = —
5a0+ 17a2= 18] 2 2
, 2 1810 8 4

200 -6 5°3- 3 ~3” a°~2’



Misol 11. Quyida f(x) funksiya jadval ko‘rinishida berilgan.

Interpolyatsion kubik splayn quring va funksiyaning x =0,22; 0,25;
0,28; 0,31; 0,35 dagi giymatlarini hisoblang.

i 0 1 2 3 4 5
X. 0,2 0,24 0,27 0,30 0,32 0,38

/(*,) 1,2214 1,2710 1,3100 1,3499 1,3771 1,4623

2M0-0,1M, =2.5699, 0,3M4+2M5=3,3378. Bu yerda M, =S *(x,)

Yechish. hj=0,04; /r,=0,03; /3=0,02; 0,02; =0,06 ekanligi

jadvaldan ko‘rinib turibdi. M,(z =0,5) lami qgiymatlarini haydash

usuli  bilan topamiz: MO0=1,387; M1-2,032; M2=0,670;

M3=1289; M4=1550; M5=1,436. (4), (2.8-§) bo‘yicha

intcrpoiyatsian kubik splaynlar qurish uchun barcha ma’lumotlarga
ega bo‘ldik. Endi har bir oralig uchun kubik splaynlami quramiz.
1. {=1, ya’ni [0,2;0,24] oraliq uchun:

Mohf Xj-X x-x0
S3(x) =MO
() 6h 62 * 10~
1,387 1,387-0,042 0,24-x
' 0,24- x)3 X- 0,2)3+ 1,2214—"" ‘ ‘ +
0.24% 3¢ g0g 7 0203

3 0,04
2,032-0,042\ 0,2
0,04
S3(x) » 2,688x3-0,919x2+ 1,257x + 0,985,
3(0,22) » 2,688- 0,223-0,919- 0,222+1,257- 0,22 + 0,985.
$3(0,22) * 0,029-0,044 +0,277 + 0,985 * 1,24654.

1,2712-

2. i=2,ya’ni [0,24;0,27] oraligq uchun:



» 11,289- (0,27 -x)3+3,722- (x-0,24)3+
+42,363+(0,27 - x) + 43,663 X- 0,24),
S3(x) « -7 ,567x3+ 6,464x2- 0,526x + 1,13.
53(0,25) * -7,567- 0,253+ 6,464- 0,252- 0,526- 0,25 +1,13.
~(0,25)«-0,118 +0,404-0,132 +1,13 «1,284

3.i=3,ya’ni [0,27;0,30] oralig uchun:

o 2\
W +M N M2h| |)6%( Msh
s3(x) - M7( o 3 (en? o, g, M
0,67 067003 03-X
0,3-x)3+ -~ - (x-0,27)4 131—
60,0310 3 X3 50 galX ) 0,03

1,2890,03' x-0,27
0,03

1,3499-

S3(x) « 3,439x3- 2,45x2+ 1,888x+ 0,911,
S,(0,28) « 3,439-0,283- 2,45+0,282+1,888 0,28 + 0,911.
$3(0,28) « 0,075-0,192 + 0,529 + 0,911 « 1,3226.

4. i—4,ya’ni[0,3;0,32] oralig uchun:

(,-9) MM X-X3
S3(X) = M 2
x) 6h, 6ha T /3
1,289 155 / ) \3 1,2890,022 7, 32-x
0,32-x)" + gir hx-015) + ]
60,02 ) ik 1,3499 0.02
/
1 a771. 185002 x-0,3,
y 0,02

S3(x) « 2,175- x3-1,313- X2+ 1,547- x+ 0,945,
(0,31) « 2,175+0,313-1,313+0,312+1,547+0,31 + 0.945,

$3(0,31) * 0,065 - 0,126 + 0,48 + 0,945 « 1,3636.
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5. /=5,ya’'ni [0,32;0,38] oralig uchun:

2N 2n
— (x5~xf iM (*-*4 ) X-Xa
S3(x) =Me )t Za + Zs- y
1436 | 1550062 \ O38-jC
195 w038 o 2 x —0, 13771—
60,06 S O . 006
1,4360,062" jc0,32
+ 1,4623- 006

v
$30) * -0,317- X3+1,08- X2+ 0,781- x + 1,027,
$3(0,35) « -0,317 +0,353+1,08 m0,352+ 0,781 +0,35+1,027,

$3(0,35) «-0,014+ 0,132+ 0,273+ 1,027 «1,4184.

Misollar.
1. Funksiyajadval bilan berilgan:
1) jadval gadami teng emas;
2) jadval gadami teng.
Lagranj interpolyatsion ko‘phadini ishlatib argumentning berilgan

giymatida funksiya giymatini tagriban toping.

1-vazifaga doirjadvallar

i-jadval
X y Variant Ne X
0,43 1,63597 1 0,702
0,48 1,73234 6 0,512
0,55 1,87686 1 0,645
0,62 2,03345 16 0,736
0,70 2,22846 21 0,608

0,75 2,35973
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0,02
0,08
0,12
0,17
0,23
0,30

0,35
0,41
0,47
0,51
0,56
0,64

0,41
0,46
0,52
0,60
0,65
0,72

y
1,02316

1,09590
1,14725
1,21483
1,30120
1,40976

y
2,73951

2,30080
1,96864
1,78776
1,59502
1,34310

y
2,57418

2,32513
2,09336
1,86203
1,74926

1,62098

52

Variant Ne
2
7
12
17
22

Variant Ne
3
8
13
18
23

Variant Ne
4
9
14
19
24

2-jadval

X
0,102
0,114
0,125
0,203
0,154

3-jadval

0,526
0,453
0,482
0,552
0,436

4-jadval

0,616
0,478
0,665
0,537
0,673



X
0,68
0,73
0,80
0,88
0,93
0,99

2-vazifaga doirjadvallar

1,375
1,380
1,385
1,390
1,395
1,400

0,115
0,120
0,125
0,130
0,135
0,140

y
0,80866

0,89492
1,02964
1,20966
1,34087
1,52368

y
5,04192

517744
5,32016
5,47069
5,62968
5,79788

8,65729
8,29329
7,95829
7,64893
7,36235
7,09613
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Variant Ne
5
10
15
20
25

Variant Ne
1
6
n
16
21

Variant Ne
2
7
12
17
22

5-jadval

0,896
0,812
0,774
0,955
0,715

1-jadval
X
1,3832
1,3926
1,3862
1,3934
1,3866



0,150
0,155
0,160
0,165
0,170
0,175

0,180
0,185
0,190
0,195
0,200
0,205

0,210
0,215
0,220
0,225
0,230
0,235

y
6,61659

6,39989
6,19658
6,00551
5,82558
5,65583

y
5,61543

5,46693
5,32634
5,19304
5,06649
4,94619

y
4,83170

4,72261
4,61855
4,51919
4,42422
4,33337
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Variant Ne
3
8
13
18
23

Variant Ne
4
9
14
19
24

Variant Ne
5
10
15
20
25

3-jadval

X
0,1521
0,1611
0,1662
0,1542
0,1625

4-jadval

X
0,1838
0,1875
0,1944
0,1976
0,2038

5-jadval

X
0,2121
0,2165
0,2232
0,2263
0,2244



2. l-vazifa. Chiziqli

berilgan nuqtadagi giymatini toping. Buning uchun Bradis jadvalidan

interpolyatsiyani qo‘llab, funksiyaning

oltita giymat oling, chekli ayirmalar jadvalini tuzing va chiziqgli

interpolyatsiyalashni go‘llash mumkinligiga ishonch hosil giling.

Nel. a) sin0,1436; b) cos1,1754.
Ne2. a) sin0,2453; b) cos1,0938.
Ne3. a) sin0,4456; Db) cos1,0045.
Ne4. a) sin0,6235; b) cos0,9464.
Ne5. a) sin0,7243; b) cos0,8675.
No6. a) sin0,8453;  b) cos0,4324.
Ne7. a) sin0,9675; b) cos0,3436.
Ne8. a) tg0,4052 ; b) cos0,7645.
Ne9. a) tg0,4527; b) cos0,7466.

Nell. a) tg0,3083; b) c0s0,8235.
b) cos0,9222.

b) cos0,8465.

Nel2. a) tg0,3864;
Nel3. a) tg0,3224;
Nel4. a) sin1,0236;
Nel5. a) sin 0,9057 ;

b) cos0,2267
b) c0s0,2632

2-vazifa. Funksiya jadval bilan berilgan. Kvadratik interpolyatsiya-

ni qgoMlab, funksiyaning berilgan nuqtadagi gqiymatini aniqlang.

Kvadratik interpolyatsiyalashni go‘llash mumkinligini aniglang.

X y Variant Ne X
1,675 9,5618 1 1,6763
1,676 9,4703 2 1,6778
1,677 9,3804 3 1,6785
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1,678 9,2923 4 1,6794
1,679 9,2057 5 1,6801
1,680 9,1208 6 1,6816
1,681 9,0373 7 1,6822
1,682 8,9554 8 1,6837
1,683 8,8749 9 1,6849
1,684 8,7959 10 1,6853
1,685 8,7182 1 1,6868
1,686 8,6418 12 1,6773
1,687 8,5668 13 1,6788
1,688 8,4931 14 1,6813

15 1,6845

3. f(x) ftmksiyaning qiymatlari quyidagi jadvallarda berilgan.

Kubik interpolyatsion splayn quring va ko‘rsatilgan nuqtalarda funk-

siyaning qiymatini hisoblang. Hisoblashlarda Mj =S ”(x.) deb

hisoblang.
1.
i 0 1 2 3 4 5
i 01 015 019 025 0,28 0,30
fix,)  1,1052 1,1618 1,2092 1,2840 1,3231 0,3499

2M0+ M, =3,3722, 0,5M4+2M5=3,3614, x=0,20.
i 0 1 2 3 4 5

n 0,2 0,24 0,26 029 0,32 0,38
fix,) 1,2214 12712 11,2969 1,3364 11,3771 11,4623

2M0+ 0,\M X=2,5699, 0,3M4+2M5=3,3378, x=0,31.
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i 0 1 2 3 4 5
! 0,1 0,13 0,17 0,20 0,25 0,28
fix,)  0,0998 0,1296 0,1692 0,1987 0,2474 0,2764

2MO0+ 0,5Mj =-0,2644, 0,4M4+ 2A/5=-0,6580, x=0,15.

i 0 1 2 3 4 5
A 0,1 0,15 0,18 0,22 028 0,30
/(*)) 11052 11618 1,1972 12461 1,3231 0,3499

2M0+ M! = 3,3722, 0,5M4+2M5=3,3614, x=0,16.

i 0 1 2 3 4 5
Xi 0,2 024 027 030 032 0238
fix,) 1,2214 12710 1,3100 1,3499 13771 1,4623

2M,, + 0,1M] = 2,5699, 0,3M4+2M5=3,3378. x=0,26.
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[IIBOB. INTEGRALLARNI TAQRIBIY HISOBLASH

Aniq integralni hisoblashda qo‘llaniladigan

\p(x)f(x)dx ~ ¢ AJ(xk) @)
a ~0
tagribiy tenglik kvadratur formula deb ataladi. Bu yerda p(x) >0
bo‘lib, uni odatda vazn funksiya, xk va Ak (k =0,l,...,n) lar mos
ravishda  kvadratur formulaning tugun nuqtalari hamda

koeffitsiyentlari deyiladi.
K (/) = \p{x)f{x)dx - Z 4tf(*k) (2)
a k=0
kvadraturformulaning goldig hadi deyiladi.
Ta’rif. Agar (1) kvadratur formula w-darajali ixtiyoriy algebraik

ko‘phadlar uchun aniq bo‘lib, /(.r) = xmfl uchun aniq bo‘lmasa, u

holda uning algebraik aniqlik darajasi m ga teng deyiladi.
Biz quyida algebraik aniglik darajasiga ega boMgari kvadratur

formulalar bilangina tanishamiz.
3.1-8. Interpolyatsion kvadratur formulalar

Faraz qilaylik, [a,e] oraligda o‘zi va n+1 tartibgacha hosilalari
uzluksiz bo‘lgan /(x) funksiyadan p(x) >0 vazn funksiya bilan
olingan integralni taqribiy hisoblash lozim bo‘lsin. Bulling uchun
\a,b\ ga tegishli va turli bo‘lgan xk, k =0,1....,« tugun nuqtalar ohb
/(x) funksiyaning wu-tartibli Lagranj interpolyatsion ko ‘phadini

tuzamiz, ya’ni
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I(*)=4 (*)+*,(/» (3)

b d / [(«+1)/S\

uyerda *,,(/,*) = 1= —"-(x-x0)(x-X,>--(x-n;un) - Lagranj inter-

y (/,*) VD) ( )( ( ) granj
polyatsion ko‘phadining qoldig hadi. (3) tenglikning ikki tomonini
p (x) vazn funksiyaga ko ‘paytirib, \a,b\ oralig bo‘yicha integrallasak,
1p (X)F(X)dx= jp (X)[t-—mmmmmmmmmmmeeev f(xk)dx+ jp(x)*,, (f,x)dx

a a 4=0(N-~ ) U+, (x*) a
ni hosil gilamiz. Agar interpolyatsiyalash yetarlicha yaxshi o‘tkazil'gan
bo‘lsa, #n(f,x) xe[a,/>] uchun kichik raigdordir, undan olingan
integralning giymatini ham kichkina deb, tashlab yuborsak

\p (x)f(x)dx= TtAKkf(xk) (4)

a k=0

kvadratur formulaga ega boMamiz. Bunda

Ak = \p (x)--—--- CrnN ——-- dx, k=0,\,...,n
(x-xk)(0,,4 (xk)
Yugorida ko ‘rsatilgan tartibda hosil gilingan (4) formula, odatda,
interpolyatsion kvadratur formula deyiladi va uning algebraik aniglik
darajasi n ga teng. Uning qoldiq hadi

ko‘rinishga ega. Bunda contl(x) = (x-x0)(x-xD- (x-x49).
Eng sodda kvadratur formulalar bilan tanishamiz. Bu yerda
p(x) =1

l.w =0, x0— O©j(x)=x-x0
b
Ag= fdx =b—a,
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J(x)dx = (b- a)/ - 0 'rta to g Ti to rtburchaklarformulasi.
Uning qoldiqg hadi
RO(f) =1f(x)dx - (b-a)f[~ -)

ni topish uchun /(x) ni [a,;] da ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga

ega deb faraz gilamiz. U holda Teylor formulasiga ko‘ra:

bu yerda x<c,(x) < & - . Bu tenglikning bar ikkala tomonini a dan
b gacha integrallasak,

RO(f) =\ ) [ x - r&)dx (5)
kelib chigadi, chunki [|x--~-j/'|-~")i¢c =0.

Integral ostidagi funksiya o°‘z ishorasini saglaydi,
shuning uchun (5) integralga umumlashgan o‘rta giymat hagidagi
teoremani go‘llash mumkin:

W o )=fi(x-~)"e*=i-~E (6)

bunda m< L< M, m=min f*'(x), M =max f(x ), f(x) uzluksiz
[“w] [«*]

bo‘lganligi uchun Koshi teoremasiga ko‘ra shunday £,e\a,b\

mavjudki,

£ =/*(£)e
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Endi (6)
W )=% irr(0 @)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Qoldig had bahosi: |A0(/)| ~ ~ 24" I-A*)! -

2.n =1,x0=a, x{=b, co2(x)=(x-a)(x-0),

J (x)dx =~ anr(f{a) +f{b)) - trapetsiyaformulasi,

R{f) = "\{x-a){x-b)f(£)dx.

\a,b\ oraligda (x-a)(x-b)< 0 boiganligi uchun o‘rta giymat

hagidagi umumlashgan teoremani qo‘llasak,
w ) =\TH Jx-a){x-b)dx = (8)
bo‘ladi, bunda [a,e].

Qoldig had bahosi: |/?,(/)|<-»- -—@qﬁ(]/"(X)l



JI(jc)¢ec= N [ () +4 [ ~~~~j+/(fr)") — Simpson kvadratur
formulasi. Uning qoldiq hadini keltiramiz:

an b-
Qoidiq had bahosi:

FEDL < "oy ey V009

4. Umumlashgan kvadratur formulalar. Taqribiy integrallash for-
mulasining xatoligini kamaytirish maqgsadida amalivotda umum-

lashgan kvadratur formulalardan foydalaniladi. Buning uchun \a,b\
oraligni uzunlikda teng N bo‘lakka boiamiz. Har bir

[ja, 1 qismiy oraliq uchun o‘rta to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasini

goilab, ulami k=0,l,...,iV-l lar bo'yicha yig'ib chigsak, umum-

lashgan o ‘rta to“g ‘ri to ‘rtburchaklar formulasi kelib chigadi:

b N -\ xke-H\
\f(x)dx="'Z \ f(x)dx =

Buning qoldig hadi ROun(/) ni esa har bir gismiy oraliq uchun
o‘rta to‘g‘ri to‘rtburchak formulasining goldiq hadlari yig‘indisiga
teng bo‘ladi:

(b-ai3N~]
R* (io)
24N k=0
buyerda xk<tk<xkH.
Ikkinchi tartibli hosilaning uzluksizligidan, Koshi teoremasiga

binoan shunday \a,b\ mavjudki,
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. kg,:O/ (E*) =T té)

bo‘ladi. Demak, (10) quyidagicha bo‘ladi

K.,nn:(zi‘-l’lllrlo :N"m n

Qoldiq hadi bahosi:

Kem(/7) [~ [w ) |-
Agar har bir [jc,je<;] qismiy oraliq uchun trapetsiya formulasini

go‘llasak, umumlashgan trapetsiyalar formulasiga ega bo‘lamiz:
\f(x)dx=§-*- [(*0)+ /(% )+2Z/(*,)]l
a L *=1 J

Uning goldig hadi

YIN
goldig hadning bahosi esa

I"co I~ Ilw )!

ko‘rinishga ega.
Endi [a,0] oraligni teng 27Vbo“‘lakka bo‘lamiz va har bir [g"1 2,Ji2xJ

K=1,2,.,7V qismiy oraligga Simpson formulasini go‘llasak,

b N x2k
\f(x)dx=t \ f(x)dx =

*.1 y2%-2
*=| k=l u

hosil bo‘ladi. Bu formulaning goldig hadi
28807Vv4
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uning bahosi

ko‘rinishga ega.
3.2-8. Gauss tipidagi kvadratur formula

Quyidagi kvadratur formulani garaymiz:
\p(x)f(x)dx = ¢ Akf(xK), (1)
a k=1

bu yerda p(x) >0 vazn funksiya, Ak,xk, t =0,1,...,.« noma’lumdir.
Bu noma’lumlami shunday aniglash lozimki, (1) ning algebraik
aniglik darajasi 2n-1 ga teng bo'lsin. Quyidagi teorema o ‘rinlidir.

Teorema. (1) kvadratur formulaning algebraik aniglik darajasi
2n-1 ga teng bo‘lishligi uchun uning tugun nuqtalari [a,6] da
p(x) >0 vazn funksiya bilan «-darajali ortogonal ko‘phadning
ildizlari bo‘lishligi zarur va yetarlidir.

Isboti. Zaruriyligi. Faraz gilaylik, (1) niag algebraik aniglik dara-
jasi 2n-\ bo‘lsin. Tugun nuqgtalami turli deb hisoblasak, (1) ning
interpolyatsiyaligi ta’minlanadi. Teoremadagi ortogonal ko‘phadni
P,,(x) deb belgilaylik. Darajasi n dan kichikbo‘lgan ixtiyoriy ko‘phad
Q(x) ni olib, f{x) =Pn(x)Q(x) deylik. Bu ko‘phadning darajasi
2m-1 dan ortmaydi. Shuning uchun ham uni (1) formula aniq
integrallaydi:

iP(X)P,,(x) Q(x)d x = fJAKP,, (x*) Q(xk) .

Bu yerda, shartga ko‘ra, integral nolga teng, o‘ng tomon ham nolga

teng bo‘lishligi uchun PHxA= 0, k=1,2,...,n shartlar bajarilishi
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kerak. Q(xk) k ning barcha giymatlari uchun nolga aylanmaydi,
chunki u darajasi n dan kichik ixtiyoriy ko‘phad. Demak,
Pn(x4)=0, k=1,2,...,« bo‘lsa, yuqoridagitenglikbajariladi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, (1) interpolyatsion va P,(x) p(x)>0
vazn bilan ortogonal ko‘phad bo‘lsin.

Endi (1) ning algebraik aniqlik darajasi 2» —1 ligini ko ‘rsatamiz.
Agar / (x) darajasi 2n-1 dan katta bo‘Imagan ko ‘phad bo“‘lsa, uni

[(x) =P,,(x)0(x) + /?(x) (2)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda Q(x) va R(x) larning darajasi
n dan kichik. Bu tenglikning ikkala tomonini p(x) ga ko ‘paytirib,

a dan b gacha integrallaymiz:
b b
fp (xX)f(x)dx = \p(x)Y n(x)Q{x)dx+ \p(x)R(x)dx.

Shartga ko‘ra, o‘ng tomondagi birinchi integral nolga teng, ikkin-
chi integraldagi R(x) darajasi n dan kichik ko‘phad bo-‘lganligi,
(Dning interpolyatsionligi va (2) dan f(xk)-R (xk) ekanligini
e’tiborga olsak,

ip(x)f(x)dx=tAkf(xk)

a *=1

kelib chigadi. Shu bilan yetarlilik sharti ham isbotlandi.

Endi ortogonal ko‘phadning nollari hagidagi teoremani ko ‘ramiz.

Teorema. \a,b\ oraligda /?(x)>0 vazn funksiya bilan ortogonal
bo‘lgan P, (x) ko‘phadning barcha ildizlari hagiqiy, turli va (a,b)
intervalga tegishli.

Isboti, P,(x) ning (a,b) ga tegishli toq karrali ildizlarini
ii]Bi2,...,ijm deb belgilaylik. Teorema isbotlanishi uchun m=n
ekanligini ko‘rsatish kifoyadir, chunki bundan P,(x) ko‘phadning
boshqa ildizlari yo'qligi va ulaming turliligi kelib chigadi. Teskarisini

faraz qgilaylik, ya’ni m<n bo'lsin. Ushbu
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m
2m(*) =2 (*-U

ko‘phadnituzamiz. m<n boiganligi uchun

a

tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak, ammo Pn(x) 2m(x) ko‘phad [a,6] da
ishora saqlagani va \a,b\ da chekli nuqtalarda nolga tengligi sababli
yuqoridagi integral noldan fargli. Bu ziddiyat teoremani isbotlaydi.

Shunday qilib, (1) ko‘rinishga ega bo'lgan kvadratur formula
mavjudligini ko ‘rdik. Ba’zan (1) Gauss tipidagi kvadratur formula deb
ham ataladi, chunki Gauss (1) formulani xususiy holia, ya’ni oraliq
[-1,1] , vazn funksiya p(x') = 1 bo°‘lganda keltirib chigargan.

Gauss tipidagi kvadratur formula quyidagi xossalarga ega.

1-xossa. (1) kvadratur formulaning tugun nuqtalari va koef-
fitsiyentlari har ganday tanlanganda ham (1) ning algebraik aniqglik
darajasi ortmaydi.

2-xo0ssa. (1) kvadratur formulaning barcha koeffitsiyentlari
musbatdir.

3-xossa. Agar [a,b\ chekli va f(x) bu oraligda uzluksiz bo‘lsa, u
holda Gauss tipidagi kvadratur formula yaginlashadi:

lim ¢ A "™ 'f(xkw) = \p(x)f{x)dx
n->F k=i a

3.3-8. Chebishev tipidagi kvadratur formula

Kvadratur formula

\p () f(x)dx = A £ f(xk) 1)
a =1

ko‘rinishga ega bo‘lsin. Bu yerda p(x) >0 vazn funksiya. (1) for-

mulaning noma’lum parametrlari A va xk, (k =1,2,...,n) lar bo‘lib,
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ulami shunday topaylikki, (1) ning algebraik aniqglik darajasi n ga teng
bolsin. Quyidagicha belgilash kiritamiz:
b
\imMpi.x)x™A m —0,1,2,... (2)

a

Agar /(x) = 1desak, (1) dan (2) ga asosan

A=
n

bo‘ladi. Endi / (x)=xm, m=1,2,..,.« deb, quyidagi nochizigli

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

¢=i Ho

(1) kvadratur formulaning tugunlan (3) tenglamalar sistemasining
yechimlari bo‘lar ekan. (3) tenglamalar sistemasini yechish o‘miga
quyidagicha ish tutamiz.

Faraz gilaylik, (1) ning tugun nuqtalari n tartibli

il
con(jc):J IT(jc— )=jc"+alxn +axn h-—an (4)
k=1
ko‘phadning nollari bo‘lsin. (4) dan hosila olamiz:

<)

i=1 X~Xi
con (x) = bx"'1+ (n-Y)axnm2+ («- 2)axx"~3H--han x. (6)

(5) va (6) ning chap tomonlari bir xil, demak o‘ng tomonlari ham
teng, ya’ni x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlar o'zaro
teng bo'lishi kerak. Buning uchun (5) ning o‘ng tomonidagi bo ‘Hsh va

yig‘ish amalini bajaramiz va Ss :\n/x*, m=1,2,...,n belgilashni
k=

kiritib,
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51+ #1 = o,
524 alsl+ 2#9= 02
53+ [9S2 + A 3N —0,

+0[5nj+a2Sn 2+ ---+nan=0
Nyuton munosabatlari deb nomlanadigan formulalami hosil gilamiz.
Bulardan ketma-ket aj,a2,...,an lami aniglaymiz, so‘ng

j¢’ + axxmx+ a2xn~2 + mmt an- 0

tenglamani yechib, xI,x2,...,xn lami topamiz. Agar xk. (k=1Z--,n) lar
haqgiqiy va turli bo‘lsa,

ip()f(x)dx = — ¢/(x™*) (7

a n k=1
ko'rinishga ega kvadratur formula berilgan n uchun qurilgan bo ‘ladi
va uni Chebishev tipidagi kvadratur formula deyiladi, (7) kvadratur
formula vazn funksiya p(x)=1, oralig [1,1] bo‘lganda «=1,2,...,7
uchun Chebishev parametrlari giymatini ko ‘rsatgan,

Eslatib o‘tamiz, keyinchalik n=8 va n> 10 bolganda <sn(x)=0
tenglama ildizlarining orasida hagiqiy bo‘Imaganlarining ham mav-
judligi isbotlandi [11].

Bobga tegishli tayanch so zlar: kvadratur formula, tugun nuqtalar,
koeffitsiyentlar, qoldiq had, algebraik anighk darajasi, interpolyatsion
kvadratur formula, umumlashgan kvadratur formula, Gauss tipidagi

kvadratur formula, Chebishev tipidagi kvadratur formula.

Savollar va topshiriglar
1. Kvadratur formulata’rifmi keltiring.
2. Kvadratur formulaning algebraik aniglik darajasi.

3. Interpolyatsion kvadratur formula ta’rifi.
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4. 0 ‘rtato‘g‘ri to‘riburchaklar formuiasi va uning qoldiq hadi.
5. Trapetsiya kvadratur formulasi va uning qoldiq hadi.
6. Simpson kvadratur formulasi va uning goldiq hadi.

7. Umumlashgan trapetsiya va Simpson kvadratur formulalari va

ulaming goldig had bahosi.

8. Gauss tipidagi kvadratur formula.

9. Ortogonal ko‘phadlaming ildizlari hagidagi teorema.
10. Gauss tipidagi kvadratur formula xossalari.

11. Chebishev tipidagi kvadratur formula.

12. Nyuton munosabatlari.

13. Lejandr ortogonal ko‘phadlarini aniglaydigan formulani

yozing.

14. Chebishevning birinchi tur va ikkinchi tor ko‘phadlarini anig-

laydigan formulani va rekurrent munosabatlami yozing.

X 1 0 0 O 0 0 ©0

1 2x 1 0 0 0 0 0

1 2x 1 0 0 0 O

15. 3,,(x)

0 0 1 2x 1

0 0 1 2x
2x 1 0 0 O 0 0 O
1 2x 1 0 0 0 0
0 1 2x 1 0 0 0 O
0 0 1 2x 1
0 0 0 1 2x

ekanligini ko‘rsating. Determinant tartibi n ga teng.
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fix'
16. J-jzlﬁ_)l_dx :\chif(x) kvadratur formulaning algebraik aniqlik
-1 -2 i=i

darajasi eng yuqori bo‘lganda g =c2=...=¢c,= bo‘lishini

m
ko ‘rsating.
17. Quyidagi ayniyatlami isbotlang:
1Tn(x) WTm(x) = TrHm(x) - Tn. m(x), «> m;
2(T,,(x)f=1+T2n(x);

2(1-x2)(f,,_1x))2=1-2 I2,(x);
27;(x)C/n Ux) = i/2,, 1(x);
2(x2- O ~C x )™, (x) = THmMx) —T n.m(x), n>m.
Bu yerda Tk(x) va Uk(x) lar mos ravishda Chebishevning birinchi

va ikkinchi tur ko'phadlari.

18. j " f{x)dx = Z sin2 ——  kvad for-
jyl+x{ ) 2m+1¢:15m ow] \COSZn+I/ vadratur for

mulaning algebraik aniglik darajasi 2« -1 ekanligini ko ‘rsating.

11
Misol 1. J——E integralni umumlashgan trapetsiya formulasi bilan
014X

102 aoiglikda hisoblang, gadam h ni qoldig had bahosidan toping.
Yechish. Umumlashgan trapetsiya formulasini yozamiz:

- = ft),

Berilgan misolda a=0, b=1/(x) =— .
I+x

0=~ 11021 (0= ( 3
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R )JAT&H”%ﬁ‘T%XH:jjiﬂEﬂ(LM) i %7 6

<102 "N>5, h=0,2.
6NZ

Demak, JA=-~[/(0) +/(1)+2(/(0,2)+/(0,4)+/(0,6)+/(0,8))] =

1 1 1 1
10 12 14 16 18)\ 10

Misol 2. Yuqoridagi integralni n=4 da Chebishev tipidagi kvad-
ratur formula bilan hisoblang.
Yechish. jc= 0,5« (1t /) almashtirish bajarsak,
[= J-*
i3+t
bo‘ladi. Bu integralni Chebishev kvadratur formulasi bilan n- 4 da

hisoblaymiz:

3+t 4 M 34,
Bu yerda tj, /=1,4, od4(i)=id+¢7i0J+a2l+ B/+ad ko'p-

hadning nollari bolishi kerak. Uning koeffitsiyentlari Nyuton

munosabatlaridan topiladi:

lij +6j=0,
iS2+ TN =
+C? + 72" "al3 =
S g +fjiSj + = 0.
Buyerda5UESC N=14
k=l "0
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v+l

1,
H; = \t dt = --—--

= g I+1
2 2
M-o Mi - 0) M2 —'g ' M=3= H4 = —
S,=0, S2= y.,=0, S4=|.

2

Bulardan foydalanib, yuqoridagi sisteinadan 3[=0, a2=--

a3=0, «4= 1 va 034(i) =t" - —2+ — ekanlzlgini a%]iqlaymiz. Uning
ildizlari:

.=- ~ ~ =-0,79465, 12=-~ M s -0,18759,

f3=n~ =~ =0,18759, #M="~iM =0,79465.
Berilgan integralni hisoblaymiz:

j_Jiv 1 1 i 1 i 1 i 1 VvV f) 69
2 & 3+?, 272,20535 2,81241 + 3,18759 + 3,79465 T

. dx . . -
Misol 3. 7 = J— - integralni Gauss kvadratur formulasi bilan
ol+*

n - 5 da hisoblang.
Yechish.
*=0,5-(1+0
almashtirish gilsak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
3=2-f-~*
Ja4(l+/r
[-1, I] oraligda /?(/) =1 vazn fiinksiya bilan ortogonal bo‘lgan

ko‘phad Lejandr ko‘phadi deyilishi va u
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P"(t):?ml a (t2- 1)"

formula bilan aniglanib, ular uchun
(n+ DPNHL(0 - (2n + 1)eteP,,(0 + «e (0=0
rekurrent formula mavjudligini bilamiz. Bundan foydalanib, quyida-

gilami hosil gilamiz.
ea=1,apg =", 0=" (3i2-i), p3(0=f (5i3-30,
pa(/) = I8 (35i4- 30i2+ 3), P5= -8- (6315- m 3+\5t).

P5(t) =0 ni yechib, kvadratur formula tugunlarini aniglaymiz:

041M20 () goe100g 1p= (70-YM20
126 A 126

=-0,5384693,
B=0,t4=-t]=0,5384693, i5=-t2=0,9061798.
Gauss kvadratur formulasining n =5 dagi koeffitsiyentlarining qiy-
matlari quyidagicha:
A, =" =0,2369269,
A2=A4=0,4786286, A3=0,568889.
Integral ostidagi funksiyaning mgun nuqtalardagi giymatlari esa
quyidagicha:
/((,) =0,2494511, f(t2) = 0,2373599, /(i3)=0,2,
f(t4)=0,1570626,/(i5) = 0,1310011.

Endi berilgan integralning tagribiy giymatini hisoblaymiz:
3=2141/(/;)=0,7853982.
i=l

Berilgan integralning aniq giymati esa
3= 4—: 0,785398163...
ga teng.
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Misollar.

1) Aniq integrallami umumlashgan o ‘rta to‘g ‘ri to ‘rtburchaklar for-

mulasi va umumlashgan

trapetsiya formulasi bilan n-10 da

2) Aniq integrallami Simpson kvadratur formulasi bilan n= 10 da

hisoblang.

hisoblang.

. 7 .0
0,8v2ji2+1
2,7

2. 1 i :
12yiX2+3,2

3. 1)J-ré4 -~

) 1 J2x +1,3

T
08n/2x 1
14

5.

6. 1) It — T
) 0452%0,5x
7. 1
)l4v3x—1
8 12V0,5+X
2
D j. i -
d,4V3+
0.
06yj2x +1

1 i :
) 0,}8\/2x2+3

2) J]g(x+2)dx.
12 X
2,4

2) J(x+l)sinxfgc.
16

2) jao * .
)102

b

2) 'T22%ux
06 X+1

12
2) | Jxcos(x2)dx.
06

082) X

2)7 = ? N
08 x

)'f/\*

04 x+2

12
2) J(2n+0,5)sin gw/x.

0,4

04 +1
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

35 dx

13 dx
05\Ix2+2
%P
12yjx2+0,6
22 dx

191 V3xz+1
18 dx
o,%n/X2+4
22

dx ,
]JS nm+_2,5

i,i21-\x: +1,ﬁ
4

) 32N 5xz+

)

)

)

1,7 dx
I
0”N8n/2x2+0,3

2 dx

15-V0,5x2+l)5
21 Gt
13V3x2-0,4
2 g

l|4"l,5x2+0,7 ’
05 £t

0,5\/2x2+1,6

098 -
2), 1 —
U ol X#2
18

2) Jn/x+lcoa(x2)dx.
02

¢C.

3

2) JIx2lgxilx.
14

2) :
14 pda

2) I|cos(x2)dx
x+1

1.4

16
2) J (x2+l)sm(x-0,5)6&.
08

2i 1 2,
2)
12 2X

0,5 X+ 1

oot
13

2) J(x+D)cos(x2)<ix.
072
2) J \Ix+1tg(2x)c&.

12

r CUSI*
2) BT

28
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|V BOB. ALGEBRAIK VA TRANSSENDENT
TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

4.1-8. lldizlarni ajratish

Agar algebraik yoki transsendent tenglamaning ko‘rinishi yetar-
licha murakkab bo‘lsa, unirig ildizlarini aniq topishning har doim ham
iloji bo‘lavermaydi. Bundan tashqari, uning ba’zi koeffitsiyentlarining
taqribiyligi ma’lum boisa, ildizlarini aniq topish masalasi o0°z
ma’nosini yo‘gotadi. Shuning uchun ildizlarni tagribiy topish metod-
lari va ulaming aniqglik darajasini baliolash muhim ahamiyatga ega.

Tenglamalaming ildizlarini taqribiy topish uchun goMlaniladigan
usullarda uning ildizlari ajratilgaii, ya’ni shunday yetarli kichik
oraliglar topilganki, bu oraligda tenglamaning bittagina ildizi
joylashgan, deb faraz qgilinaai. Bu oraligning biror nuqtasini bosh-
lang‘ich yaqinlashish deb, tanlangan metod bilan berilgan aniqlikda
topish mumkin. Demak, tenglama ildizlarini taqribiy topish masalasi
ikki gismdan iborat:

1) ildizdami ajratish, ya’ni shunday oraligehalarni ko ‘rsatish
kerakki, unda tenglamaning bitta va fagat bitta ildizi bo ‘Isin;

2) ildizning taqribiy qgiymati - boshlang‘ich yaginlashishni
berilgan aniglikda hisoblash.

Matematik analizdan ma’lum bo'lgan quyidagi teoremalardan
ildizlarni ajratishda foydalaniladi.

Teorema. Agar f(x) funksiya [17/)] dauzluksiz boiib, oraligning
oxirlarida turli ishorali giymatlami gabul qgilsa, u holda / (x)=0

tenglamaning bu oraligda hech bo‘lmaganda bitta ildizi bor. Agar

/'(x) mavjud bo‘lib, u [a,Z>] da isliorasini saqlasa, u holda \a,b\ da

f(x) = 0 ning ildizi yagonadir.
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Teorema. f(x) funksiya [a.Z>] da analitik bo‘lib, f(a)-f(b)< 0
shart o‘rinli bo‘lsa, f(x) =0 tenglamaning \a,b\ da yotadigan ildiz-

lari soni toqdir.

4.2-8 Algebraik tenglamalarniiig haqiqiy ildizlarini ajratish

Algebraik
f(x) =alxn+alx"~1+--+an=0 (a0”0) 1)
tenglama ildizlarining soni va ulami ajratish masalasini ko'raylik.

Dekart teoremasi. Karraiiklarining karrasi bilan hisoblaganda (1)
tenglamaning musbat ildizlari soni

koeffitsiyentlar sistemasida (nolga teng koeffitsiyentlar e’tiborga
olinmaydi) ishora almashtirish soniga teng yoki undan juft songa
kamdir.

Gyua teoremasi. (1) tenglamaning koeffitsiyentlari haqiqiy bo‘lib,
uning barchaildizlari haqiqiy bo‘lsa, koeffitsiyentlar uchun

o
tengsizliklar o‘rinli.
(1) tenglam ada a0 0, an” 0 deb hisoblaymiz.
Teorewa 1. Agar

A - max , A = max
\<k<n o<ijt<n-|
bo‘lsa, u holda (1) tenglamaning barcha ildizlari
1
r =
1+4 (2)

halga ichida yotadi.
Isboti. Faraz gilaylik \X\ >1 bo°‘lsin. Modulning xossasiga ko ‘ra

/
/W | aox" |+—a\+--4l av >
V  ax aox”y
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X\
Agar |xj>1+ J deb olsak, u holda \f{x)\ >0 tengsizlik kelib
chigadi, ya’ni x ning shunday gqiymatlarida. f(x) ko‘phad nolga
aylanmaydi, demak (1) tenglamaning ildizi yo‘q. (2) tengsizlikning

chap tomonini ko ‘rsatish uchun x =— deb, f(x)~ — g(y) ga ega
y y"

bo‘lamiz, bu yerda g(y) =anyn+anlyn 1+ m+a0. Yuqgorida isbot

gilinganiga ko‘ra, g(_y) ko‘phadning yk = — ildizlari

W :i1L£<1+4

tengsizlikni ganoatlantiradi, bundan esa

kelib chigadi.

Bu teoremadagi r va R - (1) tenglama musbat ildizlarining mos
ravishda quyi va yuqori chegaralaridir. Xuddi shuningdek, -R va -r -
manfiy ildizlarning mos ravishda quyi va yuqori chegarasi bo ‘ladi.

Teorema 2. (Lagranj teoremasi.) Agar (1) tenglamaning manfiy
koeffitsiyentlaridan eng birinchisi (chapdan bisoblaganda) ak bo‘lib,
B manfiy koeffitsiyentlaming absolut giymatlari bo'yicha eng kattasi
bo‘lsa, u holda musbat ildizlarning yuqori chegarasi

son bilan ifodalanadi.



Isboti. Bu yerda ham x>1 deb olamiz. Manfiy bo‘lmagan
af,a2,...,ak ] lartii nol bilan almashtiramiz, ak,ak+,...,an larai esa

-B ga almashtirsak f(x) ko‘phadning giymati kamayishi mumkin.

Shuning uchun

/(x) >a0dxn- B(xnmk+ xnmk1+ — + 1) =
n-i+l 1
= afx"-B - -—------ -
0 x-1
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan esa x>I| bo‘lganda
k-£+1 n n-k+1
/(x)> alxn- B \ >amxn- *X
X- X-

"% .
X + «*+

1
(x- )- B]> {X-1)k-B

X -1
kelib chigadi. Demak,
x>|+J— =R
ao
bo‘lganda f(x) >0 ga ega bo‘lamiz, ya’ni (1) tenglamaning barcha x+
musbat ildizlari x+< R tengsizlikni ganoatlantiradi.

Teorema 3. (iN'yuton teoremasi.) Agar x=c¢> 0 uchun
f (Kc)> 0, k=0,1,...,n shart o‘rinli boisa, R =c ni (I)ning musbat
ildizlari uchun yuqori chegara deb olish mumkin.

Isboti. Teylor formulasiga ko‘ra

/00=1
i=0 k!

Shartga ko‘ra, x > ¢ bo‘lganda summaning har bir hadi musbatdir.
Demak, (I)ning barcha x musbat ildizlari x+<c tengsizlikni
ganoatlantiradi.

Agar quyidagi ko ‘phadlarga

/,(*)=(-1)7 (-x) = axn-a IXn]+ a2+ ==+ (-1 fan,

f2(X) = XN J = anx" + a”_,X”_1+ XY= aO,
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2 ()=0*)" - x =™ il e ()"0

yugoridagi teoremalami qo‘llab, /(x), _/j(x), /2(x), /3(x) laming
musbat ildizlarining, mos ravishda. R, /?,. R2,R3 yuqori chegaralari

topilgan bo ‘Isa, u holda (1) tenglamaning hamma musbat ildizlari

= <XT<H va barcha manfiy lidiziari -R x<x <_R? tengsizlikiami

ganoatlantiradi.
4.3-§. Tenglamalarni vechishda iteratsiya metodi

Berilgan /(x) =0 tenglamaning ildizlari ajratilgan bo‘lsin.
Iteratsiya metodini go‘llash uchun / (x) =0 tenglamani
X = <p(x) 1)
kanonik k o ‘rinishga keltiramiz. Ildiz yotgan oraligdan ixtiyoriy nuqta
olib, izlanayotgan ildizning dastlabki yaqinlashishi deb, quyidagi
ketma-ketlikni (iteratsion jarayonni) hosil gilamiz:
X,=Cp(X,_,), «=1,2,... )
Agar
lirg x,, =£, (3)
mavjud va. cp(x) funksiya uzluksiz bo'lsa. (2) tenglikning har ikkala
tomonida limitga o'tsak,
£ = 1im x, = lim g>(x,_j)=<p(lim x,,) = cp("),

ya’ni
S=g><)
hosil bo‘ladi. Demak, £ berilgan tenglamaning ildizi ekan va uni (2)

yordamida talab gilingan aniqlikda topish mumkin. (3) limit mavjud
bo‘lgan holda, iteratsiya jarayoni yaqinlashuvchi deyiladi. Quyidagi
teorema iteratsion jarayonning yaqinlashishini ko ‘rsatadi.
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Teorema. Faraz gilaylik, cp(jc) funksiya va boshlang‘ich yaqin-
lashish xo quyidagi shartlami ganoatlantirsin:
1) cp(x) fanksiya
|x -x 0|]<5 4)
oraligda aniglangan bo‘lib, bu oraligdan olingan ixtiyoriy ikkitax vay
nugtalar uchun cp(x) Lipshits shartini ganoatlantirsin:
[<p(x)-cp(M)[<9[x-"| (0<i<l); ®)
2) quyidagi tengsizliklar bajarilsin:

iCo“ P(-*o)I"M. JI7-8 "
U holda (1) tenglama (4) oraligda yagona £ ildizga ega bo‘lib,
{xn} ketma-ketlik bu yechimga intiladi va intilish tezligi

<>

tengsizlikbilan aniglanadi.
Isboti. Ixtiyoriy n uchun xn ni qurish mumkinligini va x,, (4)
oraligda yotishligi hamda

k +i~x,,\<r]qgn (8)
tengsizlik bajarilishini induksiya metodi bilan ko ‘rsatamiz.
Agar «=0 bo‘lsa, x,=cp(x0) bo‘lgani uchun (8)dan (6) hosil
bo‘ladi, ya’ni
|X,-x0|<r|
boiadi, bundan esa

- x0lkg< . <
|x,x0q}q8

hosil bo‘lib, x, (4) oraligda yotishligini ko'rsatadi. Faraz qilaylik,

X,,X2,...,xn lar qurilgan boiib, ular (4) oraligda yotsin va

K+i ~ xk|~ TIA =0,1,..,«—1)



tengsizliklar bajarilsin. Induksiya shartiga ko ‘ra, x,, (4) da yotadi, tp(x)
(4) da aniglangan, shuning uchun ham xul = d(xun) ni qurish mumkin.
Teoremaning birinchi shartidan

tai -mxn\=|pO,+)m-p(*,)|" gVn- xml
kelib chigadi. x,_, va X, uchun induksiya shartiga ko‘ra,
\x,, ~ xnX\<r\gqm o'rinli, demak jxnl-x,|< j\gn. Bu xn,xntl lar uchun
(8) ifoda o ‘rinliligini ko ‘rsatadi.

k+i-*oN k #i-*l1+K -~-il+-+h-*0oN
i M 1
<r[gn+r\gnd + — hr] = T}------ a =< [f—- <5

tengsizlik xstl (4) oraligdayotishiniko ‘rsatadi.
Endi {xn} ketma-ketlik fundamentalligini ko‘rsatamiz. (8) tengsiz-
likka ko'ra, ixtiyoriy p natural son uchun
Wn+p ~ XN AAX,4p- %, 4p-11+ Xn+P-1 - *, +p-2 Im-mmmk +l- XN
< Tigmp-l + U gnp~2+ --mmr]q" =r\qn(l+ q + wmmqp~') =

Yo N (R
i< Trg ¢

yoki

Bu tengsizlikning o‘ng tomoni p ga bog‘lig emasligidan va

0< g<1lbo‘lganidan {xn} ketma-ketlikning fundamentalligi va uning
limiti £ = rI}igr(l‘Dxn mavjudligi kelib chigadi. {x,,} ketma-ketlik (4) ora-
ligda yotganligi uchun g ham shu oraligda yotadi. (5) shartdan

¢ (x) ning uzluksizligi kelib chigadi, shuning uchun ham xml =cp(x,,)

tenglikda limitga o ‘tib, ¢ (1) tenglamaning ildizi ekanhgini ko ‘ramiz.
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Topilgan ildiz yagonadir. Faraz qilaylik, £ (1) tenglamaning (4)

oraligdagi boshga ildizi bo‘Isin. (5) gako‘ra,
[2-"<p(O-cp(4)l<gl?-4],
0<g<1lbo‘lganligi uchun bu munosabat —t, bo‘lsagina bajariladi.

(9) tengsizlikda p —00 limitga o ‘tsak, (7) tengsizlik kelib chigadi.
Teorema isbot bo‘Idi.

Eslatma. Faraz qilaylik, x =cp(x) tenglamaning ildizi £ yotgan
gandaydir (a,b) oraligda cp'(x) ishora saglasa va [cp'(jc)| <q< 1 shart
o’rinli boMsa, u holda agar cp'(jc) musbat bo‘Isa

X, =<p(jc,._1), («=1,2,..), X0e(a,b) (10)
ketma-ketlik 2 ga monoton yaqinlashadi, bordi-yu cp'(ic) manfiy
boisa, (10) ketma-ketlik £ ildiz atrofida tebranib unga yaqginlashadi.

Hagigatan ham, 0<(p’(x)< g <\ bo‘lib, Xx0<€, bo‘Isin. U holda

X, ~ & =g>(*0)- <P(E)= (x0- *)9'(c) <0,
bu yerda ce [x0,£], bundan

K -~ =1]0%-s)9'(c)|< q\x0-8|< |x0-§].

Demalk,

<X\ <4-

matematik induksiyaga asosan
X0< X <X2<seee< Y

ga ega bo‘lamiz.
Shunga o ‘xshash natija xQ>t>boiganda ham kelib chigadi.

Endi -1 <-q <<p'(x) <0 holni ko‘rib chigamiz.
Faraz qilaylik, x0<i; bo‘lib, x, = cp(x0)e (a,b) bo‘lsin, u holda
X, - 8§ = <p(x0) - cpB) = (x0- mtp'(c) >0,

bo‘ladi, bundan xx>% va |x, —£| < |x0-£| ligi kelib chigadi.
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Shu mulohazalami xv,x2,..., yaqinlashishlar uchun gaytarsak,
X0 < X2 < X4 <HEE<%<eem< X3<
hosil bo‘ladi, ya’ni ketma-ket yaqinlashishlar £ atrofida tebranib,
unga yaginlashadi.
Bu ikkala holning geometxik talginini quyidagi rasmda izohlaymiz.

4.4-8. Nyuton metodi

Faraz gilaylik,

/(x)=0 1)
tenglamaning \a,b\ oraligdagi yagona ildizi £ bo‘lsin. f'(x) va
f{x) lar noldan fargli bo‘lib. [a,/;] da ishora saglasin. x,e[a,Z>]
bolib, £ ning tagribiy giymati bo‘Isin, ya’ni

N=X,,+en, (2)
sn xatolik va uni kichik migdor bo‘lsin deb hisoblaymiz, Teylor
formulasiga asosan

0=f (*,,+£,,) =/(*,,) +£mf'(X,,)

tagribiy tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan e, = — bo‘lganhgi
I v/

uchun (2) dan ildizning navbatdagi taqribiy giymatiga ega bo ‘lamiz:
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(3)

(3) ketma-ketlikni qurishda boshlang‘ich yaginlashish x0e[a,é]
bo‘lib, /(x0)-/"(x0)>0 shartni ganoatlantirishi magsadga muvo-
figdir.

(3) ketma-ketlikning geornetrik talgini quyidagidan iborat:

xmd ning giymati y= /(x) funksiya grafigining (xn,/(Xx,))
nugtasiga o ‘tkazilgan urinmaning O Xo‘qi bilan kesishgan nuqtasining
abssissasiga tengdir. Shuning uchun ham Nyuton metodi urinmalar
metodi deb ham ataladi.

3) formula bilan topilgan ketma-ketlik (1) tenglamaning ildizi
£ ga boshlang‘ich yaginlashish x0 o‘ng tomondan monoton yaqin-

lashishini quyidagi rasmdan ko ‘rish mumkin.

Nyuton metodining yaqinlashish tezligini quyidagicha baholash
mumkin. Teylor formulasidan

0=Ne = /(*,)+ _[ (OK-Xn)H\(TVK-xN2

buyerda g, £ va xn oralig‘ida joylashgan.
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Demak,

r _£_r ffrn) _~f O)(i_v \Z
ML A * J(-*,,) 2f {xn) J

Agar In=min|/"(x)], M = max i/"(x)|, [a.b] x0 va £ ni 0‘z ichiga
[«*] [«

olgan hamda f(x), f(x) ishorasini o‘zgartirmaydigan oraliq bo‘lsa, u
holda

k ..-5|if k-5f
ga ega bo‘lamiz. Bu Nyuton metodining yaqinlashish tezugini

ko ‘rsatadi.
Eslatma. Agar iteratsiya usulida

(\ 1)
Tw
deb olsak, Nyuton metodi hosil bo‘ladi.

Agar \a,b\ da f(x) kam o‘zgarsa, u holda (3) formulada

=/'(x0) deyish mumkin va natijada Nyuton metodining
modifikatsiyasi

(«=0,1,2,..) (4)

hosil bo‘ladi. (4) formula bilan Insoblash jarayoni o ‘tkazilsa, har bir

gadamda /' (x) ning giymatini hisoblanmaslik qulaylik tug‘diradi. Bu
qulaylik, aynigsa /'(x) murakkab bo‘lganda yaqqol seziladi.

4.5-8. Yuqori tartibli iteratsion metod qurishda
Chebishev metodi

Faraz qilaylik, / (x) = 0 tenglamani \a,b\ da yagona ildizi x —t,
mavjud bo‘lsin va /(x) funksiya hamda uning yetarhcha yuqori
tartibli hosilalari uzluksiz bo‘lsin. Bundan tashqari, xe[a,&] da

/' (je)™ 0 bo‘lsin. U holda /'(x) bu oraligda ishora saqlaydi va /(x)
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monoton funksiya bo‘lib, X =g(y) teskari funksiyaga ega bo‘ladi.
TeskaTi funksiya g(>0 fix)ning o‘zgarish sohasi [c,<i] da anig-
langanbo‘lib, f(X) gancha uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, u ham shun-
cha uzluksiz hosilaga ega bo‘ladi. Teskari funksiya ta’rifiga ko ‘ra,

x=g(y) (xe[a,A]), y=Ff(g(y)) (velc.d])
Demak,
a =g(0). (1)
Agar y& [c,d] boisa, u holda Teylor formulasidan

«=m=g(y-y)= g (y)rp:(-vk® fiy k+ (-vpbt oy p. ()
bu yerda rje [0,~]. (2) da y - f (X) va g(y) = X ni nazarda tutib,

a=X+2Z (-1)* )+ (-D?, 0 irm Fpx)
ki K\ p\

ni hosil gilamiz. Agar
%w =*+S W gWy *V (*
6 $4W gy *)
deb belgilasak, u holda

* = @p(x)

tenglama uchun X =1, yechim bo‘ladi, chunki

a(M)=rH L (-d¥gly | NV B)=s
Bundan
PAR) =0, j=12,..p-1

boigatiligi sababli

N+i=9 (M), «=0,1,2,...; x0e[<3,£] (4)
iteratsion jarayon p-tartibli deyiladi. Agar x0 ¢ ga yaqin bo‘lsa, u
holda (4) bilan aniglangan {Xn} ketma-ketlik £ ga yaginlashadi.
Hagigatan ham, ¢ (E)= 0 bo‘lganligi uchun £ ning shunday atrofi
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topiladiki, u yerda cp“(j)j<q <: bo‘ladi. Bundan r0 \ ga yetarlicha

yagin bo‘lsa, [x,} iteratsion ketma-ketlikning yiqginlashishi kelib

chigadi.
Endi x = g(/(x)J dan ketma-ket hosila olamiz:
g (m)f(x)=1i
gH m \ =0

gM{KX)\ / 3(x)+ 3~ (/(x))- fix)- £(x) +g'(F(x)y fix) =0,

Bundan ketma-ket g (/(x)),g’(/(x)),.... g(@N/ (x)) lami va
shu bilan birga <d;,(x) ni aniglaymiz. (4) iteratsion jarayonm p ning bir
nechta konkret giymatlarida ko ‘rinishini keltiramiz:

p=:
s>
p =s

[(*3 [*(*)+] 200
1(*.) 201 (*jf

/1> =4
W) > 12Q)) 13%.) 3[/%Yil2- 1(*,) " (X]
1(*-) 20/ (x )3 2 - (*.)1*

Bular mos ravishda 2-, 3- va 4-tartibli iteratsion jarayonlardir.

Bobga tegishli tayanch so'zlar. ildizlami ajratish, ildizlar
chegarasi, iteratsion jarayon, yaqinlashish tezligi, iteratsion jarayon
tartibi, yuqori tartibli iteratsion metod.

Savollar va topshiriglar

1.Algebraik yoki transsendent tenglama ildizlarini taqribiy topish
masalasi necha gismdan iborat?
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2. [4,b] da /(x) =0 tenglamaning ildizi yagona bo'lishligi uchun
ganday shart bajarilishi kerak?

3. Algebraik tenglamaning musbat ildizlari soni haqgidagi Dekart
teoremasini ayting.

4. Gyua teoremasini ayting.

5. Algebraik tenglamaning barcha ildizlari yotadigan sohani ayting.

6.Algebraik tenglamaning musbat ildizlarining yuqori chegarasi
hagidagi Lagranj teoremasi.

7. Algebraik tenglamaning musbat ildizlarining yuqori chegarasi
hagidagi Nyuton teoremasi.

8. Algebraik tenglama manfiy ildizlarining quyi va yuqori
chegaralari ganday aniqlanadi?

9. Iteratsiya metodining mohiyatini ayting.

10. Qanday shartlar o‘rinli bo‘lsa, {xn} ketma-ketlik aniq ildiz

C ga monoton yaqinlashadi (geometrik talginini ko ‘rsating)?

11. Qanday shartlar o‘rinli bo‘lsa, {xn} ketma-ketlik anig c ildiz

atrofida tebranib yaginlashadi (geometrik talginini ko ‘rsating)?

12. Iteratsiya metodining yaqinlashish tezligi.

13. Nyuton metodi.

14. Nyuton metodida boshlang‘ich yaginlashish x0 ganday aniq-
lanadi?

15. Nyuton metodining yaqinlashish tezligi.

16. Qanday shart o‘rinli bo‘lsa Nyuton metodining modifi-
katsiyasini ishlatgan ma’qul?

17. Chebishev metodi.

18. Uchinchi tartibli iteratsion jarayonni hosil giling.
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Misol 1. fix) =x4- 5x2+8x—8 =0 tenglamaning hagiqiy ildizlari
chegarasini toping. Haqiqiy va kompleks ildizlar sonini aniglang.

Yechish. Teorema 1ga asosan, a0 =1, A =8. Demak, £=1+8=09,
ya’ni tenglamaning haqiqiy ildizlari (-9,9) oraligda joylashgan.

Lagranj teoremasini qo‘13asak. aa =1, xk =2, B= 8. Musbat ildizlar

uchun yuqori chegara

bo‘ladi. Berilgan tenglamada X —-X almashtirish  qilsak,
ihwn(X)=7(—x)=x4-5x2-8x-8 =0 tenglama hosil bo‘iadi. Lagranj
teoremasiga ko‘ra bu tenglamaning musbat ildizlarining yuqori
chegarasini aniqlaymiz: a0=1 k - 2, B =8 bo‘lib, <4 ligi kelib
chigadi, ya’ni ildizlar (-4,4) oraligda yotadi.
Endi Nyuton teoremasini qo‘llab ko ‘ramiz:
fix) =x4—b5x2+8x- 8
fix) =4x3- 10x+8,
fix)- 12x2- 10,
fix) =24x,
f ivix) =24.
Bundan ko‘rinib turibdiki, x>2 wuchun f {J(2) >0, k=0,1,2,3,4,
demak, c=2 musbat ildizlaming yuqori chegarasi ekan. Endi
f (x) = 0 tenglama uchun ildizlaming yuqori chegarasini topamiz:

/i(x)=x4- 5'x2- 8x- 8,
f (x) =4xJ—1Ox- 8,
f{x) =12x2- 10,
fT(x) =24x,
fAV{x) = 24.
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liw (x)>0, N=0,4 shartlar x>3 uchun bajarilishini anglash
giyin emas. Demak, berilgan tenglamaning barcha haqiqiy ildizlari
(-3;2) oraligda yotar ekan.
Yuqorida berilgan tenglamaning kompleks ildizlari bor-yo‘qgligini
Gyua teoremasidan aniglash mumkin.
f(x) ningkoeffitsiyentlari
1,0,5,-8,8

sonlardan tuzilgan sistemada

shartlar o‘rin bo‘lsa, barcha ildizlar haqigiy, aks holda kompleks
ildizlar mavjud bo‘ladi. Berilgan misolda k =1 uchun ko‘rsatilgan
shart bajarilmaydi. Demak, tenglama 2 ta hagqiqiy, 2 ta kompleks
ildizga ega.

Misol 2. /(x) = X3- 20x + 12 = 0 tenglama ildizlarini ajrating va
ajratilgan ildizlami iteratsiya, Nyuton metodlari bilan aniglaydigan
jarayormi ko ‘rsating.

Yechish. lldizlar chegarasini Lagranj teoremasiga ko‘ra aniglaymiz:
tenglamada x = —x

almashtirish o‘tkazib, hosil bo‘lgan tenglamaga Lagranj teoremasini
go‘llasak, a0=1, k- 2, 5 =20, A+<1+J-y-<5,5 bo‘ladi. Demak,

berilgan tenglamaning haqiqiy ildizlari (-5,5 ; 5,5) oraligda yotadi.

Quyidagini aniglaymiz:

X -5,5 -5 -4 0 1 4 5 55
sign/(x) - - + + - - + +

Ya’ni berilgan tenglama 3 ta haqiqiy ildizga ega bo‘lib, ular

(-5;-4), (0;) va (4,5) oraliglardajoylashgan.

91



Iteratsiya metodi. A) (-5;—4) oraligdagi ildiz uchun berilgan
tenglamani x = ?j20x- 12 = g>(x) ko‘rinishga keltiramiz, chunki

Al — 20 20 20 _ 80 1
max_Iffl'ix)! = max :
[5-4] -5-4] 3y20x-12)  3\j922 34,52 243<3

bo‘ladi. Hisoblash jarayoni
xmA=\j20xn-12, n=0,1,...
formula bilan tashkil etiladi, bu yerda x0 ixtiyoriy bo‘lib, [-5,-4]

oraligga tegishli.
B) (0;1) oraliqdagi ildrz uchun

deb olamiz, chunki

maxIm'(x)!=max SCRY Y
[O.I] |V [0.1] 20 20

bo‘ladi. Hisoblash jarayoni

xl+12

formula bilan tashkil etiladi va x0 sifatida [0;]] ga tegishh ixtiyoriy
giymatni ochsh mumkin.

D) (4,5) oraligdagi ildiz uchun ham hisoblash jarayoni

XmH ~\22°xn- 12, « - 0,1,...

formula bilan amalga oshiriladi, x0 ixtiyoriy bo‘lib, [4, 5] oraligga
tegishli.

Nyuton metodi: f(x) =3-x2-20, /"(x)=6-X

A) (-5,-4) oraligdagi ildiz uchun /(x0>f(x 0)>0 shartni tek-

shiramiz:
/(-5)<o0,/(-4) >0, /"(-5) <0, /'(-4) < 0.
/(-5)-/"(-5) >0 boTganligi uchun x0=-5 bo‘ladi.
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Xuddi shuningdek, B) CO0;0 oraliq uchun x0=0, D) (4;5) oraliq

uchuii x0=5 bo‘lishligini ariiglaymiz va uch holda ham

X =7 _ M L,=0I
o *" [ 00"

iteratsion jarayon bilan ildizning taqribiy giymati berilgan aniqglikda
hisoblanadi.

Misoliar.
Tenglamalar ildizlarini ajrating va ajratilgan ildizlami iteratsiya,

Nyuton va vatarlar metodlari bilan aniglang (e = 10" aniglikda).
1 x2- 5sinx =0.
2. sinx- 1/x=0.
3. lgx-cosx =0.
4, 4x-5Inx=5
5 ex- 10x =0.
6. 0,25x3+x—2=0, jcg [O, 2].

7. 3x—41nx-5=0, xe [2,4].

8 cos|-j-2sin|4§+—=0, xe [1,2].

I =0, j 0, 1].
S X IhiGeg » Peal0 1]

10. ex~]- x3- x =0, xe [0,1].
11. arccos x -M1- 0,3x3 =0, xe [0,1].

12. yj1-0,4x2—arcsinx =0, xe [0,1]

13, 3x—\4 +ex—e~x =0, xe[l,3]

14 yj2x2+1,2-cosx-1=0, xe [0,1].
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]5 0,Ix2-x1Inx = 0, JoBI1,2].
16. ex- e~x—2=0, Jte[0,1].

17. o/l- x - tg X=0, xe [0,1].

18 I-x +sinx-In(l-i-x) =0, xe[0,2].
19. x3- 2x2 +x —3 =0.

20. xs- 2x2 +3x - 5=0.

21. X4- 5x3+2X2- 10X+ 1=0.

22. X3+x= 1000.

23. X4-2x3+x2- 12x+ 20 = 0.
24, X4+ 6x3+ X2- 4x- 60 = 0.

25. X4- 14x2—40x - 75 =0.

26. x4-X3+x2- 1lx +~10=0.
27. X4-x3-29x2-71r-140 =0.
28. X4+ 7x3+ 9x2+ 13r—30 = 0.
29. x4+ 3x3- 23x2—55x - 150 = 0.
30. x4- 6X3+ 4x2+ 10r+ 75 = 0.

94



VBOB. CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR
SISTEMASINI YECHISH

5.1-8. Metodlar klassifikatsiyasi

Ma’lumki, ham tatbigiy, ham nazariy matematikaning ko ‘pgina
masalarini hai qilishda chizigli algebraik tenglamalar sistemasini
yechishga to‘g‘ri keladi. Masalan, funksiyani interpolyatsiyalash yoki
o‘rta kvadratik ma’noda yaqinlashtirish masalalari chizigli algebraik
tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilishning asosiy
manbalaridan bixi uzluksiz funksional tenglamalarni chekli-ayirmali
tenglamalar sistemasi bilan yaqinlashtirishdir.

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda foyda-
laniladigan metodlami ikki guruhga ajratish mumkin: aniq va ite-
ratsion metodlar.

Anig metod deganda shunday metod tushuniladiki, uning yor-
damida chekli migdordagi arifmetik amallami aniq bajarish natijasida
masalaning yechimi topiladi. Ko‘pincha, bu ikki bosgichdan iborat
bo‘ladi. Birinchi bosqgichda berilgan tenglamalar sistemasi u yoki bu
ma’noda soddaroq tenglamalar sistemasiga almashtiriladi. Bkkinchi
bosqgichda almashtirilgan soddarogq tenglamalar sistemasi yechilib,
noma’lumlaming giymati aniglanadi.

Iteratsion metodlar chizigli algebraik tenglamalar sistemasining
yechimi ketma-ket yaginlashishlaming limiti ko‘rinishida izohlanishi
bilan xarakterlanadi.

Iteratsiya metodlarini qo‘llaganda fagat ulaming yaqginlashish-
larigina emas, balki yaginlashishlaming tezligi ham katta ahamiyatga
ega.
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5.2-8. Gauss metodi

Bu metod bir necha hisoblash sxemalariga ega. Biz Gaussning
kompakt sxemasigina bilan tanishamiz.
Quyidagi sistema berilgan bo‘Isin:

iauxx+ akxz + ... +alnxn = a j

a2 X\ + Qz2x2 +eeeet+ a:nXN~ az.mA 0)

la,iX, + amX2 + ...+ amxn=anmx

Faraz gilaylik, an » 0 (yetakchi element) bo‘lsin deb, sistemaning
birinchi tenglamasidan
xX+h$xz +b xs + ... +b\"Xn=Db['H 2)

ni hosil giiamiz, bu yerda

4S,= X -t/la2)-
(2) dan foydalanib, (1) sistemaning golgan tenglamalaridan Xx;
noma’lumni  yo‘qotish  mumkin, ya’ni (2)ni  ketma-ket
a:l,as1,...,anl larga ko‘paytirib, mos ravishda, ikkinchi, uchinchi va

h.k. tenglamalaridan ayirsak, natijada quyidagi sistema hosil bo ‘ladi:
Do L adrar  F AR, = U i
(3)
lare x ¢ + anBxB+ «+ amxn = as
bu yerda af =aj- anb[J {i,j >2).
3) tenglamalar sistemasida a.2 0 deb, yuqoridagidek jarayonni

bajarsak,

(2>v 4- - h )



sistemaga kelamiz, bu yerda
c%>=<$-<$8$} (i, j> 3).
Shu jarayonni n marta bajarish mumkin bo‘lgan bo‘lsa, (1)
tenglamalar sistemasi

X1+b3mxz +QI®X3 + - A'"DWXn:Q\m-I-\'

%24 hBMKs & " mb Bdhn = v
n= uzn @)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamalar sistemasidan ketma-ket

lar aniglanadi. (1) dan gadamma-qadam (4) ko‘rinishga

kelish Gauss metodining to‘g‘ri yo‘3i, (4) dan ketma-ket
xn,X,, - l'arni aniglash Gauss metodining teskari yo‘li deyiladi.

Faraz qilaylik, Gauss metodida to‘g‘ri yo‘lning m(m<n) ta

gadami bajarilishi mumkin bo‘lgan bo‘lsin, u holda quyidagiga ega

bo'lamiz:
i+ DA - DXL = DR
,ﬁ’ﬁﬁ{mﬂXmﬂ ’Sfi,nxn - ‘],m)
®)
bu verda
~>0

&n}/ = - Z(mfi aijm) = 4ijk - 1)' a iinr I)Am]c 5 &}5; >m + 1‘)'

Gauss metodida bajarilishi mumkin bo‘lgan gadamlaming soni
m ga teng bo'lgan bo'lsa, bu shuni anglatadiki, (5) sistemaning
ikkinchi tenglamasidan boshlab yetakchi elementni ajratish mumkin

emas, chunki barcha a\j”](i,j = m + 1+<mn) lar nolga teng.
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Agar (5) da a\dwy=0 (i=m +1 , nolga teng bo‘lsa, (5) bitta
tenglamadan iborat bo‘ladi.
Endi barcha gadamdagi birinchi tenglamalami birlashtiiib,
X\+ b2 x2 + A3)x3+ e+
J X2 + ¢ 22X3+ — tb xn = Nerx

sistemani hosil gilamiz. Bundan x,,x2....xm lami xmH,xmt,...,xn lar
orgali ifodalab olishimiz mumkin. Bu holda (1) cheksiz ko‘p yechim-
ga ega bo ‘ladi. Agar (5) da a\thH (m-t 1<i<n) laming hech bo‘Ima-
ganda birortasi noldan fargli bo‘lsa, u holda (1) yechimga ega emas
boiadi.

5.3-8. Kvadrat ildizlar metodi

Faraz gilaylik,
Ax=b (1)
chizigli algebraik tenglamalar sistemasida A simmetrik matritsa

bo‘lsin, ya’ni A = jalt] = A. Soddalik uchun kvadrat ildizlar metodini

shu holda bayon etamiz.
A matritsa simmetrik bo ‘lgani uchua uni

A=TT (2)
ko‘rinishicia yozish mumkin, bu yerda
X 2 . 4 0 .0
0 t2 2 .. o
T = hn 9T - 2
0 0 - J Jn hn - m

T' ni T ga ko‘paytirib, ttj lami aniglash uchun quyidagi teng-

lamalarga ega boiamiz:
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/A+i22+-"+~v-a7
Bundan ketma-ket

Ai= -Vail 41 0 —2),
7
i-1 -
"/7~¢:1 kilkj rey
n Y),

|[iy =0 agar i>] bo‘lsa
lami aniglaymiz.
(1) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi, agar tu”™ o, i=1,2,--¢,«
bo‘lsa, chunki
det ,4=det 7*mdetT = (detT)2= ("ii22" ‘i«b)2"0»
(2) ni e’tiborga olsak, (1) sistema ikkita T'y=b va Tx=y tenglamalar

sistemasiga ekvivalent bo‘ladi. Bu tenglamalar sistemasini ochib

yozamiz:
‘nJ A =hb\
thyi+taiy =»2 )
Itlny i +tany 2+--- +tmyn=bhn
va
iijic, + thxah  f
X2 +-~+t2nXn =Y.
®

\tmXn=yn
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(4) dan ketma-ket,

bi
N-.m>
H ®
X ™YK
— (i=1
yi 4

lami topamiz. Topiganlardan foydalanib (5) dan ketma-ket

yn

y- x tikek
k=i+1 (I' < n)
lami aniglaymiz.

Shuni eslatib o‘tish lozixnki, agar gqandaydir s-satr uchun £ <0

bo‘lsa, mos ravishda /S. elementlar mavhum bo‘ladi.

Metodni bu holda ham go‘ilash mumkin.

5.4-8, Havdash usuli

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining matritsasi uch dia-
gonalli boMgan holni garaymiz:

biX{+ cx2 = dx
axL+ b2x2+ ¢c2x2=d2
a2+ ¢jx, + cXx4=d3
@
MNiXn2+VIN-I +n-IXn=4-1,
VaRXp + bxn = dg
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Bu tenglamalar sistemasining kengaytirilgan matritsasini yozaylik.

% ¢ 0 o0 .. 0 0 0 dI N
a ,, ¢c2 0 .. 0 0 0 d.
o a3 c3 .. O 0 0 ;3

0 0 0 0 .« anl K-i c,-ldn\
yvo 0 0 0 .. 0 an K dn)

(1) tenglamalar sisteinasini quyidagicha kompakt shaklda yozamiz:
akxk-\ + bkxk + ckxM =dk,ax=0,cn=0 (k=1 , 2, ( 3)

(1) ni Gauss metodi bilan yechamiz va metod to‘g‘ri yo-‘lining
barcha gadami bajarilgan bo‘lsin, u holda (2) quyidagi ko‘rinishga
kelgan bo‘ladi:

(\ p 0 O 0 0 \
0 1 pi 0 0 0 <h
o o 1 p .. 0 0 4
0 0 0 O 0 1 pp1
00 0 0 0 1

Bu yerdagi pk va gk lar haydasn koeffitsiyentlari deyiladi va ulami
aniglaydigan formulani chigaramiz.

Gauss usulining teskari yo‘li yordamida noma’lumlaming giymat-
larini topish mumkin. Ular quyidagi rekurrent formula bilan anig-
lanadi:

X = by  Xk=gk-p kxkH, k=n-\,n-2,...,\. 4)
(1) va (4) dan foydalanib, xk ni xk+ orqgali ifodalaymiz:

ak (?*-i - Pk-I1Xk) + bkXk + CkXk+1= dKk.
bundan
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v dk &4k 1 ck /un
Xk—" 7 X i+ |- Vv
h~akPk-1 h~ akPk-\
(1) ning birinchi tenglamasidan /;,,q, laming qiymatini
aniglaymiz. Qolgan haydash koeffitsiyentlari (4) va (5) ni tagqoslash
natijasida hosil bo‘ladigan rekurrent formula yordamida aniglanadi:

A = T4k = , k=2,3,...,n (6)
h h W akPk-\ bk~akPk- 1

Demak, (1) ko‘rinishga ega tenglamalar sistemasini yechishda (6)
formulalar yordamida haydash koeffitsiyentlari hisoblanadi, so‘ng (4)

formulalar orqgali ketma-ket xn,xn 1,...,x2,jc1 lar aniglanadi. Bu me-
tod ikki gismdan iborat: (6) formula yordamida tashkil etiladigan
hisoblash jarayoni haydash usulining to'gfi yo'li, (4) bilan bajari-
iadigan hisoblash jarayoni esa haydash usulining teskariyo i deyiladi.

(1) ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo*-
lishi uchun vyetarli shart ak~0, ck 0, k=2,3,...,n-\" bo‘lib,
diagonal elementlar salmoqli bo‘lishidan iborat, ya’ni b, \>\ak'+|ct|,
K=1,2,..,« tengsizliklaming kamida bittasida ga’tiy tengsizlik o‘rinli
bo‘lishi kerak.

5.5-8. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda
iteratsion metodlar

Iteratsion metodlami qurishda vektor va matritsalarning norma-
lari va limitlari tashunchalari gatnashadi. Shu sababli ular haqgidagi
ma’lumotlami keltiramiz.

X vektoming normasi deb, quyidagi uch shartni ganoatlantiruvchi

haqiqgiy ||x|| songa aytiladi.
1) ||x||*0 va x=0 bo‘lgandagina ||x|=0;

2) har ganday a sonuchun |jax!| = |a]||x]l;
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3) jiic+ Ml < |lid + |_¥| uchburchak tengsizligi.

X = (x],x2,Xs,---xn)" vektoming yugqoridagi shartlami ganoat-

lantiruvchi va ko‘proq ishlatiladigan normalardan uchtasini keltiramiz.

1. Kubik norma: IXL = max|x|.
1 m Kiin'

2. Oktaedrik norma: [|x]2=X Xj\m

3. Sferik norma: ||x||3=

Bu normalar uchun birinchi va ikkinchi shartlaming bajarilishi
bevosita ko‘rinib turibdi. Uchinchi shartni tekshiramiz:

Birinchi norma uchun:
X+ y\[ = ax|x¢+ max|x,| + max|*.|= [|x]| + 14 -

lkkinchi norma uchun:
IX +y\2 =t K-+ j,H (K I+ ;W =HL+[>2
1=1 i1 i

Uchinchi norma uchun Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

I+ 4 =Jik+y,i < + RBRkl= 14+H

ga ega bo‘lamiz.

A kvadrat matritsaning normasi deb, quyidagi shartlami
ganoatlantiruvchi haqiqiy songa aytiladi:

1) jA\>0 va A =0 bo‘lganida |/4||= 0;

2) ixtiyoriy a soni uchun |[a"4j| = |a|i/4] ;

3N+« N XK

4) 1A-2?||<|¢i- |Is]|, xususan U~ L < ||n]|p,/>- natural son,

Agar har ganday kvadrat matritsa A uchun va o‘lchami matritsa

tartibiga teng bo ‘lgan ixtiyoriy x vektor uchun
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HM 4 INI (i)
tengsizlik bajanisa, u holda matritsa normasi vektoming berilgan
normasi bilan moslashgan deyiladi.

Har ganday A matritsa uchun Ax vektor normasining uzluksizligiga
ko‘ra [7]

I M | I N | (2)
tenglikda maksimumaga erishiladi, ya’ni shunday x(0 vektor topiladiki,
xM0)|= 1 valUx ()= [U]

tenglik bajariladi.

2) tenglik bilan kiritilgan matritsa normasi vektoming berilgan
normasiga bo ‘ysungan deyiladi.

Quyidagi teorema o ‘rinli bo'ladi [7].

Teorema- Matritsaning bo‘ysungan normasi:

1) norma ta’rifining to‘rtta shartini ganoatlantiradi;

2) vektoming berilgan normasiga moslashgan;

3) vektoming berilgan normasiga moslangan boshqa har ganday
normasidan katta emas.

Vektorlarning yugorida kiritilgan normalariga bo ‘ysungan matritsa
normalari mos ravishda quyidagilardan iborat:

Y = max Y i|°/io| ~ kubik norma, (3)

lIztl),, = j i
I Ztl'fz’ Eﬁammk]—oktaedrlk nonna, (4)
[|[4 =y]\ - sferik norma, (5)

bu yerda A'A matritsaning eng kattaxos soni.

Faraz qilaylik,

vektorlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Agar n ta chekli
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X. = lixn x<) (1=1,2,00.«)

fc—

limitlar mavjud bo‘lsa, u holda x=(x,,x2,mxn) vektor {x(k'}

vektorlar ketma-ketligining limiti deyiladi va bu ketma-ketlikning o°‘zi
x vektorga yaginlashadi deyiladi.
Shu kabi

A™ =\af] (i,j=1,2,...«; ¢ =1.2,.)
matritsalar ketma-ketligi berilgan bo‘iib, n: ta chekli at=hm of'

limitlar mavjud bo‘lsa, u holda A= matritsa {Alk>} matritsalar
ketma-ketligining limiti deyiladi.

Bu ta’rifga ko'ra, agar matritsalardan tuzilgan cheksiz gator gismiy
yigindilari ketma-ketligining limiti mavjud bolsa, u holda qator
yaginlashuvchi deyiladi. Bu limit gatoming yig‘indisi deyiladi.

Vektor riormasi tushuncliasiga asosan vektorlar ketma-ketligining
yaginlashishini quydagicha ta 'riflash mumkin.

Agar

lim |Jx—x(i{= 0

bo‘lsa, u holda {x{i]} vektorlar ketma-ketligi x vektorga yaqinlashadi,
deyiladi.

Bu ta’rif yaqginlashishning oldingi ta’rifiga ekvivalentdir, buni
quyidagi teorema izohlaydL

Teorema 1. Ushbu

lim xik) =0
@
bo‘lishi uchun

Ligex Of= 0

bo‘lishi zarur va yetarlidir.
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IXuddi shuningdek, matritsalar uchun ham. lim Alk>=A boiishi

k->co

uchun lim |JAK - A*=0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.

F.ndi quyidagi
E+A+Az+--+AKk+- (6)
matritsali geometrik progressiyaning yaqinlashuvchi bolishligi
sha-rtlarini keltiramiz.
1 -lemma. Ushbu
'Ib.iﬁn&)Ak =0
o‘rinli bo‘lishi uchun A matritsaning barcha xos sonlarining modullari
birdan kichik boiishi zarur va yetarli.

Bu yaginlashish belgisi amaliy masalalarda ancha noqulaylikka
ega, chunki A matritsaning barcha xos sonlari hagida ma’lumot talab
gilinadi. Shuning uchun amaliyotda qulayroq bo'lgan quyidagi yetarli
shartni keltiramiz.

2-lemma.

limAk=0

o‘rinli boiishi uchun A matritsaning kamida biror normasi birdan
kichik bo‘lishi yetarlidir,
Isboti. Yugorida ta’kidlangandek, lim A =0 o‘rinliboiishi uchun

k —>oc

biror normada lim |Ak- 0j= 0 bajarilishi yetarlidir.

k->oc
Ammo
IU*-0 ] ] =1U*IlsluU II*.

Demak, biror normada IUji<1bolsa, u holda IimOAk=0 boladi.

3-lemma. Matritsaning barcha xos sonlarining moduli uning
normasidan ortmaydi.

Isboti. Xos son tarifiga ko‘ra shunday xI=0 vektor mavjudki,
Ax = kx boladi.
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Blindan jAxil=M U . Lekin [JAX||<IUiMWI bolganligi uchun

Wo<IU I,

Yugqorida berilgan (6) matritsali geometrik progressiyaning yaqin-
lashishiga doir teoremalami keltiramiz.

Teorema 2. (6) gatoming yaginlashishi uchun

lim Ak =0
ning bajarilishi zarur va yetarli. Bu holda E —A matritsaning teskarisi
mavjud bo‘lib
E+A+A: +mm+ Ak+---=(E-AYX

tenglik o‘rinli bo ‘ladi.

Ishoti. lI(im Ak = 0 shartning zaruriyligi ayon, chunki sonli gatorlar

uchun shunga o‘xshash shart zarur bo‘lib, w-tartibli matritsaning

yaginlashishi matritsa elementlaridan mos ravishda tuzilgan rr ta
sonli gatorlaming yaqinlashishiga teng kuchlidir. Yetartligini

ko ‘rsatamiz va (6) ning yig‘indisi (E-A)~Iga tengligini topamiz.
Agar fIci_r>r!1DAK:O bo‘lsa, u holda 1-lerama ga asosan A matritsaning
barcha xos sonlari Xj lar modullari bo‘yicha birdan kichik. Demak,
E -A matritsaning xos sonlari 1-*-, (i=1,2,-- n) bo‘lib, ular noldan
fargli. Shuning uchun ham det(£-A)* 0. Bundan esa E-A
matritsaning maxsusmasligi va (E - A)~x ning mavjudligi kelib
chigadi.

Endi

(E+A+A:+mmt+AK)(E- A)=E -A 1

ayniyatm o‘ng tomondan (E- A)~]ga ko ‘paytirsak,
£ + A-t- A h——--—-hAk = (E - A)~l - Ak+(E - Ay1lbo‘ladi. Bu tenglikda
k ni cheksizga intiltirib, limitga o‘tamiz va ||<.iQDA(k>:O ni e’tiborga

olib
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E+A+Ai+--+Ak+--=(E-AyX

ga ega bo‘lamiz. Shu bilan isbot tugadi.

(6) gator yaqinlashishim yetarli sharti 2-lemmaga asosan
quyidagicha izohlanadi. Bu shart amaliyotda ancha qulaydir.

Teorema 3. (6) gator yaginlashishi uchrn A matritsaning biror
normasi birdan kichik bo'lishi yetariidir.

Quyidagi teorema (6) gatorning yaqinlashisfii tezligini aniglaydi.

Teorema 4. Agar |[*jj< 1bo‘lsa, uholda

[(E- Ay'- (E+A-mA, + mmt AK)\\ <

Isboti. Agar jAji<l bo‘lsa, (6) gator (E - A)~' ga yaginlashadi,
shuning uchun ham
(E—Ay:—£ +A+ Az —- EAK) - AkEX+ Ax+2 H—
va

I(E-Ayx~(E+ A+A: +—-—-+AKk)\ =

=1A*'+a‘“2+-|s n r +n r 2<--=Mtj-.

Teorema isbot bo“‘Ildi.
5.6-8. Oddiy iteratsiya metodi

Faraz gilaylik,
Ax=bh (1)
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi biror usul bilan
X =Bx+c 2)
ko‘rinishiga keltirilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy x(0 vektor olib uni
boshlang‘ich yaqginlashish deylik. Agar keyingi yaqginlashishlar
xik) = Bx(k)+c , k =0,\,~- 3)
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rekurrent formulalar yordamida aniglansa, bunday metod oddiy
iteratsiya metodi deyiladi. Agar (3) ketma-ketlikning limiti x mavjud
bo‘lsa, bu limit (2) sistemaning (shu bilan (1) sistemaning ham)
yechimi bo'ladi.

Hagigatan ham (3) da limitga o ‘tsak, x* =Bx + ¢ kelib chigadi.

Oddiy iteratsiya metodining yaqinlashishini quyidagi teorema
ko ‘rsatadi.

Teorema 5. (3) oddiy iteratsion jarayon ixtiyoriy boshlang‘ich
x g da yaqinlashuvchi bo'lishi uchun B matritsaning barcha xos
sonlarining modullari birdan kichik bo ‘lishi zarur va yetarh.

Isboti. Zarurligi. Faraz qilaylik, lim xiki =x* mavjud bo‘Isin. U

holda x*= Bx* +e c . Bundan (3)ni ayirsak, quyidagilarga ega bo ‘lamiz:
- X)) =B(x - x(kX)=B2(x - x{2) =- =Bk(x - xw)
Endi x*- xlnvektor k gabog‘lig bo‘Imaganligi uchun
X -x "N =Bk(/-x (0)
tenglikda k -» oo limitga o‘tsak,

fip 5 =0

kelib chigadi, bundan 1-lemmaga asosan B matritsaning barcha xos
sonlarining modullari birdan kichikligi kelib chigadi.
Yetarliligi. (3) orgali aniglangan barcha yaginlashishlami boshlan-
g ‘ich yaqginlashish xI0) va c vektorlar orgali ifodalaymiz:
x(k) =#c(@i_l)+c =B(Bx(k2 +c)+ c=
=B2x{k2) -+(E+ B)c = mm= Bkx(0) + (E + B+ B> + mmBk~X)c
Endi, faraz gilaylik B ning xos sonlarining moduli birdan kichik

bo‘lsin. U holda 1-lemmaga ko‘ra, lim Bk- 0, 2-teoremaga asosan

(-»co

I_i;n(E+B +B2-\— +Bk~])=(E-By: tengliklar o‘rinli boiadi.

Demak, xm ganday bo‘lishidan qat’iy nazar x<K yaqinlashuvchi
ketma-ketlik ekan.
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Bu teorema nazariy jihaidan fbydali, lekin amaliyot uchun
yaramaydi. Quyidagi teorema B matritsaning elementlari orqgali
iteratsion jarayon yaginlashishining yctarli shartini ko ‘rsatadi.

Teorema 6. (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo ‘lishligi uchun
B matritsaning biron normasi birdan lachik bo‘lishi yetarli.

Isboti. Agar jiSjj<l bo‘lsa, 3-lemmaga asosan B matritsaning

barcha xos sonlarining moduli birdan oshmaydi. Bundan 1l-teoremaga
ko ‘ra oddiy iteratsion jarayonning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.

Natija. (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun ti
matritsa elementlari quyidagi

V b, <1 (4)
Iﬁlaéyqal

e Ko< ®)

T ©
tengsizliklaming birortasini ganoatlantirishi yetarlidir.
9] tenglamalar sistemasini (2) k:o‘rinishga keltirish masalasiga
to xtalib o‘tamiz.
Agar au” 0 bo‘lib, quyidagi

n,
maxj\ii.ay <K | ®)
ji
ni o
maxX kl<|a,;| 8)
i =
i*i

tengsizliklaming birortasi bajarilsa, u holda (2) quyidagi ko‘rinishda
bo'ladi:
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0- x, — —X, X ..+
fn
-A-X,- O-x2- -
a2 a 2 «2
X = "exy M x
I &’nn
yam
0-— .
AL 0 —oB un
5= a22 - 2 a2
Ml «w2_"rz3
c=
all a22

ho‘lib, ixtiyoriy xf()|da (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo ‘ladi.

Agar (7), (8) tengsizliklaming hech qaysisi bajarilmasa, (1) teng-
lamalar sistemasi ustida sbunday chizigii almashtirishlar qgilish kerak-
ki, vugoridagi tengsizliklaming birortasi bajarilsin. Xususan, berilgan
tenglamalardan shundaylari ajratib olinadiki, bu tenglamalarda biror
noma’lum oldidagi koeffitsiyent moduli bo‘yicha shu tenglamaning
golgan barcha koeffitsiyentlari modullarining yig'indisidan Kkatta
bo‘lsin. Ajratilgan tenglamalar shunday joylashtiriladiki, ulaming
moduli bo‘yicha eng kattasi diagonal koeffitsiyentlari bo‘ladi. Qolgan
tenglamalardan va ajratilganlardan yuqoridagi prinsipni saglagan
holda o'zaro chiziqii erkli bo‘lgan chizigii kombinatsiyalar tuziladi va
bo‘sh satrlar to‘ldiriladi. Shu bilan birga boshlang‘ich sistemaning har
bir tenglamasi yangi sistema tenglamalarini tuzayotganda ishtirok
etishi shart.



5.7-8. Zeydel usuli

Faraz qgilaylik, bizga
X= Bx +c
ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi berilgan bo‘Isin, bu yerda \Bi<1.
Zeydel metodini oddiy iteratsiya metodinmg qandaydir modi-
fikatsiyasi deb garash mumkiri. Uning asosiy g‘oyasi quydagidan
iborat: x f+' noma’lumni topishda jc{i+1),XZ+1),---X;*¥1) lami ishlatish.

Uni quyidagicha yozish mumkin:

r :jizlr f o+

+ M)=bLxIM)+ £b2xy +c2,
j=2

X r)=1b X +¥)+ibix" +cj
j=1 j=i

enH) =1 bnk f+)+bnx f +c, (k=0,1,..)
j=i
Oddiy iteratsiya metodining yaqinlashuvchi bo‘lishiga doir teorema
Zeydel metodida ham o ‘rinliligini ta’kidlab o‘tamiz.
Iteratsion jarayon xatoligini baholash masalasini ko ‘raylik.
x =Bx-vc chizigli sistema uchun
X(kH) =Bxa>+c (t=0,1,---)
iteratsion jarayon bo‘lsin. Ikkita ketnia-ket yaqinlashishlar orasidagi
fargni ko‘raylik:
_xm=BxMm+£_"(,-1) +" =B m_¢-X)"=_ = _eo

Bvining normasi



bo‘ladi. Endi ixtiyoriy natural p >1 uchun x k+p) - xf& fargning

normasini hisoblaylik.

y kep) =k | <[joiH) —X<LSIHIUHD) - XD IHe-miUHD) - * (-l <
<ilsIf|x() - x@||(1+ w1+ HRN2+ ese+1 L s i r ) = NexIU(l)- *)l

Bu tengsizlikda p -> <x da limitga o ‘tsak

ga ega bo‘lamiz. Bu iteratsion jarayonning yaginlashish tezligini
ifodalaydi.

Chiziqli algebraik tenglamalami yechishda boshqga usullar hagidagi
ma’lumotlarni [2], [5], [7], [13] lardan topish mumkin.

Bobga tegishli tayanch so zlar: aniqg metodlar, iteratsion metodlar,
haydash usuli, vektor va matritsalar ketma-ketligi, oddiy iteratsiya,
iteratsion jarayon tezligi.

Savollar va topshiriqlar

1. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda aniq
metodlami izohlang.

2. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda iteratsion
metodlami izohlang.

3. Gauss metodi.

4. Gauss metodida to‘g‘ri yo‘lning barcha qadamlari bajarilmasa bu
nimani anglatadi?

5. Kvadrat ildizlar usuli.

6. Matritsasi uch diagonalli chizigli algebraik tenglamalar siste-
masini yechishda haydash usuli.

7. Qanday shartlar o'rinli boUganda haydash usulini go‘llash
mumkin?

8. Vektor normasinin " ta’rifi.
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9. V ektoming kubik, oktaedrik va sferik normalari.

10. M atritsa normasining ta’rifi.

11. Matritsaning kubik oktaedrik va sferik normalari.

12. JMatritsani vektoming berilgan normasi bilan moslashgan nor-
raasi.

13. IMatritsani vektoming berilgan normasiga bo ‘ysungan normasi.

14. Oddiy iteratsiya.

15. Oddiy iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishligining zamriy
va yetarli shartlari nimalardan iborat?

16. Oddiy iteratsion jarayon vyaqginlashuvchi bo‘lishining yetarli
sharti nimadan iborat?

17. Zeydel usuli.

Misol 1. Quyidagi chizigli tenglamalar sistemasini Gauss usuli
bilan yeching.
2x\- x2 + 4*3 + 3x4= 10,
jAxi+x. + 3x—6x4=0,
6xLt 2 X2+2 X3 4x4=6,
[10Xi+x2-5 x3t-x4=5

Yechish. Berilgan tenglamalar sistemasining kengaytirilgan mat-
ritsasini yozamiz va 2" l-tenglamalardan 1-tenglama (yetakchi) yor-
damida jg ni yo‘gotish natijasida hosil bo'ladigan kengaytirilgan
matritsani aniglaymiz. Yangi sistemada 2-tenglama (yetakchi) yor-
damida 3”4-tenglamalardan x2 yo‘qotish natijasida chigadigan ken-
gaytirilgan matritsani aniqlaymiz vanihoyat hosil bo‘lgan sistemaning
uchinchi (yetakchi) tenglamasi yordamida to‘rtinchidan x3 ni yo‘qo-
tamiz, natijada berilgan sistemaning matritsasi yuqori o‘ng uchbur-
chak matritsaga keladi. Undan ketma-ket x4, X3, x2, x\ laming
giymatini aniglaymiz. Buni gnydagi sxemadagi algoritmda
ko‘rsatamiz:
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f2 -1 4 3 10~/ (yetakchi) " 1 4 3 10N
4 1 3 60 Il +/x (-2)=>/] 0 -12 -20
6 -2 2 -46 H+I(=3)=>U1 0 1 -10 -13-24
5 15 . TF+/(-5)=>/F o 6 -25 -14

w
1
ol

1 4 3 1071

W +n(-\/3)AnT 3 -5 -12-20
25 52
IV -1l (=2)=>rV o - -9 -
-2) T 3
O -15 10 -5
"2 -1 4 3 10 >
0 3 -5 -12 -20
IV+I111(-9/8)=>7V"> 25 52
0 0 T 9 T
0 0 131 131
4 T >
1 1 2 1,5 10 >
2 X =1
0 1 5 -4 20 x2= -1,
0 0 1 27 52 *3—P
25 25 1%4 = le
, 0 0 0 1 1

4x, + 4x2- 2x3 =17,
Misol 2. 4x, + X2+ 6x3=8,
N2X[+ 6 x2+ 2xj=5
tenglamalar sisteniasini kvadrat ildizlar metodi bilan yeching.
Yechish. Tenglamalar sistemasining matritsasini
A—T'T
ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda T yuqori o‘ng uchburchak
matritsa, T esa uning transponirlangani bo‘lib, T ning elementlari

quyidagicha aniglangan:
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a\2_2’[ _((13 2

*V|~Ja\1—2, t 12 13 -

A22  n/*3 22 — 3]
# a23-ii2*i3 6 —2-(— 8
tha= 223! .5
| # V3
2 .2 8i
Endi
7 2 0 oV, > .
7>= 8 = 2 iy/ y, = 8
5, i
-1 [ys. *°
V t
tenglamalar sistemasini yechamiz:
2.Y,=7 = =3,5,
271 +r'n/3- j32=8 AD =
TT1
8r 167 67 gr ( ;1 x5
-JV Y +<~r¥3-5 =>J-A-y;=5+3,5+-j= '
nA r7s,
67
Y3~V u2 !
Bulardan foydalanib
' 2 3,5
Tx:y =>
0 0
Vv

tenglamalar sistemasidan
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i .18 1.
X3~2 " X2 7l 2 3 3 2 !

2X,1+ 2X2- X§|:3,,5 : >x1: 2_.(3,5 -2 +-2_jH

ekanligi kelib chigadi. x = (1,1,0,5)" berilgan sistemaning aniq yechimi.
Shuni ta’kidlash lozimki, A matritsa simmetrik va musbat

aniglangan bo'lsagina T m atritsa diagonal elementlari haqigiy va
musbat bo ‘ladi.

Misol 3. Quyidagi tenglamalar sistemasini haydash usuli bilan
yeching:
5x]-3x2=8,
3 x1+5x. +x3=0,
-4x3- 2x4=3,
[x3-3 x4=-2.

Yechish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozamiz:
5 3 0 0 8>

3 6 1 010
O 14 -23
© 0 1 -3 5

Diagonal elementlar salmogqliligi ko‘rinib turibdi. (6) formula
yordamida aniglanadigan hisoblash jarayoni (to‘g‘ri yo‘l) natijasi
quyidagidan iborat:

g L0
Pl= bv—4 ' P*= 1-a2p] = 6—2% =1’
42 c4 -0
P b3easp2 a_ 79 0T Beaups
21
Aar 6 5’
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_d2-a2ql_ 5__ 26

Ny ~aiP\ 21
5
= N3-«3?2_ A 3
b3-a3p2 _iL 7
21
_ dsa-aasqs _ -2- 79
?4 bi-aasps 3 427
VvV 79)
(4) yordamida aniqlanadigan hisoblash jarayoni (teskari yo‘l)

natijalari esa quydagieha:
y1 4> N
x4:q4:I,x3:q3—p3—xn:——|( >JI:I,

26 5 i 1 . . 8 3. ,
n2=92-pPp2-*3=/~-7;-1=13 *i =9i~ /V*2 =] _51=1-

Berilgan sistemaniiig aniq yechimi x = ( 1,1,1,1)"

Misol 4, Ax=b tenglamalar sistemasini iteratsiya metodini

go ‘Hash uchun kanonik ko‘rinishga keltiring:
"0 1 -3 -2 1,

f 6 n
1025 1 -5 -2 1
A= 2 1 -20 2 -3  p= -19
0 1 -1 10 -5 10

1 2 1 2 -20, K32 3

Yechish. Bu tenglamalar sistemasi matritsasining diagonal ele-

mentlari salmogqli bo'lgani uchun uning tenglamalarini mos ravishda
10, 25, -20,10,-20 sonlarigabo‘lib, uni quyidagi

Xx=Bx+c,



ko' rinishga keliiramiz, bu yerda

0 -0,2 0,3 0,2 -011 "0,6 "
0,04 0 -0,04 0,2 0,08 0,44
B= 01 0,05 0 01 -0,15 . ¢= 0,95
0 -0,1 0,1 0 0,5 1
0,05 01 0,05 01 0 1.6 .

Bu misol uchun 5.6-8 dagi (4) formula bilan aniglangan yig‘indilar
mos ravishda 0,8; 0,36; 0,4; 0,7; 0,3 bo‘lib, j|5|=0,8<I ekanligi

kelib chigadi. Demak, ixtiyoriy dastlabki yaginlashish x"'1 olib
XA+Hr=Sx"+c, (=0,1,..

jarayonni tuzib, sistemaning taqribiy yechimini berilgan aniqlikda
topish mumkin.

Miso! 5. Quyidagi sisteman! oddiy iteratsiya metodini go‘llash
uchun kanonik ko‘rinishga keltiring:
2X, —3X2+6x3+20x4=10, /
Xj +2 x2—15x3+3x4=17, |
-8Xj - Xx2"10x3+19x4=10, Il
I1x,-9x2-2x3-x 4=6, AV
Yechish. Bu sistemada quyidagi almashtirishni bajaramiz:
[-11]=> 10x,-2x2—4 x3+ x4=0,
IF —1 + 1= > Xj—7X2 2Xj—2x4—6,
I X1+ 2x2-15x3+3x4=7,
| 2X,-3%x2+6x3+20x4=17.

Bosil bo‘lgan sistema matritsasi salmoqli diagonal elementlarga
ega, shuning uchun bu sistema tenglamalarini mos ravishda
10,-7, -15, 20 sonlariga bo‘lib, bu sistemani x=Bx+c ko‘rinish-

ga fceltiramiz, bu yerda |j5ij =0,7<1 bo‘ladi.
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M isol 6.
5N —x2+ 2x3= 8§,
§ Xj+ 4x2- x3=-4,
Nx,+x2+ 4 x3=4
tenglamalar sistemasini iteratsiya metodi bilan 1(I'3 aniglikda ycchish
uclxunnechta iteratsiya o ‘tkazish kerakligini aniglang.
Yechish. Berilgan tenglamalar sistemasini quyidagi ko ‘rinishda
yozib olamiz:
X =0'Xj-+0,2-x2-0,4 x3+ 1,6,
Ax2=- 0,25- xx+0- x2+ 0,25-x3-1,

Ax3=-0,25-X[-0,25- X +0- x3+ 1. @
Quyidagi iteratsion jarayonni yozamiz:
f¥(i#) =0-x,W +0,2-x[K) - 0,4 xiK) + 1,6,
ji X[k+i)= - 0,25- X[i} + O- X « m0,25- x f}-1, @

Ax f+,)= - 0,25- Xji] - 0,25- 4 t} +0- xik)+ 1.

Agar boshlang‘ich yaginlashishni x10*=P (ozod hadlar ustuni)
desak, xatolik bahosi quyidagi
P e R
ko‘rinishda bo‘ladi. (1) sistemaning matritsasi
0 0,2 -04M
a = -0,25 0 0,25
0,25 -0,25 0
ko‘rinishga ega bo‘lib, uning normasi

a 1|l< max ¢3|an|:max[O 6;0,5;0,5]=0,6

<i<
I<i<s J

gateng. max|Bj= max§ 1,6; | I| | ;-16

I<i<3

120



Berilgan aniglikka erishish uchun o‘tkaziladigan iteratsiyalar sonini

esa
t L max|B,|<e=10-J

tengsizlikdan topiladi, uni

(k +Dlgllall <lg
max|Rzl
i<;<3°¢ 1
ko‘rinishda yozib olamiz. [|a||=0,6, max]B(|=1,6 ekanligini

I<i<n

e 'tiborga olsak,

> -3+1g0-25_ 15
1g0,6

bo‘ladi. Quyida ketma-ket iteratsiya natijalarini keltiramiz.
Boshlang‘ich yaginlashish - x~ = (1,6; -1,1),
1-iteratsiya —x ™ = (1;-1,5;0,85)";
2 -iteratsiya - x(@= (1,11;-1,0375; 1,0375)";
3-iteratsiya - x(3)= (0,9775;-0,9794;0,9794)".
4 -iteratsiya - x (4= (0,9925; -0,9995;0,9995)".

Misol 7. Oldingi 6-misolda x I°*=( 1,6; -1,1)' deb, Zeydel metodi
bo‘yicha sistemani yeching:

x[1)=0-jd°)+0,2x @)-0,4x@)+1,6=0,2(-1)-0,4-1+1,6=1,

XN=-0,25 «Xjl}+0-2x D)+ 0,25x”0)-1 =0,25ml+ 0,25-1-1= -1,

X@)}=-0,25 x+0,2-x )+ O-x @) +1=-0,25-1-0,25- (-1)+1=1.

AXIN,x 2\ jeM j =(1,—11) berilgan sistemaning aniq yechimi.

Zeydel metodi bir gadamda aniq yechim giymatini beradi.



M isollar.
Tenglamalar sistemasini oddiy iteratsiya usuli bilan 0,001 aniglikda
yeching.
X = 0,23x, - 0,04x2+ 0,2 1x3- 0,18x4 + 1,24;
x2= 0,45x, -0,23x2+0,06x3-0,88;
Nel. ¥
x3=10,26x, +0,34x2- 0,11x3+ 0, 62;

[x4= 0,05x,-0,26%x2+0,34x3-0,12x4-1,17.

X =0,21Ix, +0,12x2- 0,34x3- 0,16x4 - 0,64,
=0,34x, - 0,08x2+ 0,17x3- 0,18x4 +1,42

X, =0,16x, + 0,34x2+ 0,15x3- 0,3 Ixs - 0,42

[x4=0,12x, -0,26x2-0,08x3+ 0,25x4 + 0,83.

X =0,32x, - 0,18x2+ 0,02x3+ 0,2 Ix4 +1,83;
0,16x, +0,12x2- 0,14x3+ 0,27x4-0,65;

Neo 3.
x3=0,37xj +0,27x2- 0,02x3- 0,24x4+ 2,23;
AMA - 0,12xj +0,21x2-0,18x3+ 0,25x4-1,13.
X =0,42x, -0,32x2+0,03x3+ 0,44;
.= 0,1 1Ix,-0,26x2-0,36x3+1.42;
Ned. &

X, =0,1 2xj + 0,08x2- 0,14x3- 0,24x4-0,83;

X, =0,15%-0,35x2-0,18x3-1,42.

X =0,18x,-0,34x2-0,12x3+ 0.15x4-1,33;
X, =0,1 L, +0,23x2—0,15x3+ 0.32x4 + 0,84;
X, =0,05xj-0,12x2+ 0,14x3-0,18x4-1,16;

|X4: 0,12x, +0,08x2+ 0,06x3+ 0,57.

X,=0,13x, +0,23x2-0 ,44x3-0 ,05x4 + 2,13;
=0,24xj-0,31x3+ 0,15x4-0,18;
X, = 0O,006x, +0,15x2- 0,23x4 +1, 44;

[x4=0,72x, -0,08x2-0,05x3+2,42.
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No7.

Ne 9

r, = 0,17jex+ 0,3 1jc2-0,1 8x3+ 0,22x4— 1,71;
Xj=-—0,21jG+ 0,33x3+ 0,22x4+ 0,62;

<tx3: 0,32n:, - 0,18x2+ 0,05x3- 0,19x4- 0,89;
[x4= 0,12x, + 0,28x2-0,14x3+ 0,94.
r,=0/A43x,+0,27x2-0,22x3- 0,18x4+ 1,21;
x2=-0,21n:, —0,45x3+ 0,18x4—0,33;
x3=10,12x, +0,137-0,33*3 + 0,18x4-0,48;
[x4=0,33x, - 0,05x2+0,06x3- 0,28x4—0,17.

x,=0,19%, - 0,07x2+ 0,38x3-0,21x4 - 0,81;
iXx2=-0,22x, + 0,08x2+ 0,11x3+ 0,33x4- 0,64;

" 1x3= 0,51x, -0,07x2+ 0,09x3-0,11x4+ 1,71

Ne10.

Nell.

No12.

Ne 13.

[x4= 0,33x, - 0,41x2-1,21.

xx=0,22x2—0,11x3+ 0,31x4+ 2,7;
ix2=0,38x,-0,12x3+ 0,22x4-1,5;
lj3= 0,1 Ixt+ 0,23x2- 0,51x4 +1,2;
[jc4 = 0,17x, - 0,21x2+ 0,31x3- 0,17.

X, = 0,07xj - 0,08x2+ 0,11x3 — 0,184 - 0,51;
1x1= 0,18x, + 0,52x2+ 0,21x4 + 1,17;
"X, = 0O03X, +0,31x2- 0,21x4—1,02;

[x4=0,08x, —0,33x3+0,28x4- 0,28.

je = 0,05x, —0,06x2- 0,12x3+ 0,14x4 —2,17;
tX2=0,04X[ - 0,12x2+ 0,08x3+ 0,11x4 + 1,4;
1jf3= 0,34X[ + 0,08x2- 0,06x3+ 0,14x4 — 2,1;
[X4 = 0,11x, + 0,12x2—0,03x4 — 0,8.
j, = 0,08X] —0,03x2- 0,04x4—1,2;
j)(2= 0,31x2+ 0,27%x3- 0,08x4+ 0,81;
1x3: 0,33xj —0,07x3+ 0,21x4— 0,92;

= 0,11x, + 0,03x3+ 0,58%x4 + 0,17.
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X, =0,12r, -0,23x2+ 0,25x3-0,16x4+1,24;
x2 —0,14xj +0,34x2—0,18x3+0,24 x4 —0,89;

Nel4d. €

Nel5.

No16.
x3=0,16r, +0,24x2- 0,35x4+ 1,21;
1X4=10,23xj -0,08x2+ 0,05x3+ 0,25x4 + 0,65.
"X =0,24r, +0,21x2+ 0,06x3-0,34x4+1,42;
x2=0,05x, +0,32x3+0,12x4-0,57;
Nel7.
x3=0,35r, -0,27x2-0,05%x4+ 0,68;
|x4: 0,12r, -0,43x2+ 0,04x3-0,21x4-2,14.
X =0,17x, +0,27x2- 0,13x3- 0,11x4-1,42;
¢ =0,13C-0,12x2+ 0,09x3- 0,06x4+0,48;
Ne18. {
t3=10,11xj +0,05x2- 0,02xj + 0,12x4-2,34;
I A4=0,13r, +0,18x2+ 0,24x3+ 0,43x4+0,72.
r, =0,15x, +0,05;t2- 0,08x3+ 4x4- 0,48;
Ne19. ®#2=0,32r, - 0,13x2- 0,12x3+ 0,1 1x4 +1,24;
B3=0,17.x, +0,06x2- 0,08x3+ 0,12x4 +1,15;
|.%=10,21r, - 0,16x2+ 0,36x, —0,88.
ff=0,28r2- 0,17x3+ 0,06x4+ 0,21;
Ne20. -2 =0,52r, +0,12x3+ 0,17x4-1,17;

x3=0,33x, +0,03x2+ 0,16x3- 0,32x4+1,15;
x4 =0,12xr, -0,05x2+ 0,15x4-0,57.
IX, =0,23r, -0,14x2+ 0.06X3—0,12x4+1,21;
x2=0,12r, +0,32x3- 0,18x4- 0,72;

¥
x3=0,08x:, -0,12x2+ 0,23x3+0,32x4-0,58;

|x4: 0,25x, +0,22x2+ 0,14x3+ 1,56.
X =0,14r, +0,23x2+ 0,18X3+ 0,17x4—1,42;
x2=10,12¢c, -0,14x2+ 0,08x3+ °,09x4-0,83;

3=0,17r, - 0,18x2+ 0,21x3—0,81;
I_:4 =0,11xj +0,22x2+ 0,03x3+ 0,05x4+0,72.
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X, = 0,52x2+ 0,08n3-+0,13jc4-0,22;

X2 - 0,07n:;, -0,38n2—0,05x3+ 0,41x4+1,8;

Ne21. \
x3=0,04n, + 0,42n, -i- 0,1 2jc3- 0,07n4-1,3;
{n4 =0,17n:, + 0,18n12— 0,1 3x3+ 0,19n4 + 0,33.

Jj=0,01x, + 0,02x2— 0,62x3+ 0,08n4-1,3;
x2=10,03n, + 0,28n2+- 0,33x3-0,07x4+ 1,1;
Ne22. ¢
n3=0,09n, + 0,13x2+- 0,42n3+ 0,28x4-1,7;
ilnd=0,19n,-0,23x2+- 0,08x3+ 0,37x4+1,5.
r,=0,17x2-0,33n3%0,18x4—1,2;
x2 = 0,18x2+ 0,43x3- 0,08x4+0,33;
Ne23. <'
x3= 0,22X, + 0,1sx2+ 0,21x3+ 0,07x4+ 0,48;

lx4=0,08x, + 0,07x2+ 0,21x3+ 0,04x4-1,2.

X, = 0,03x, - 0,05x2+ 0,22x3- 0,33x4+0,43;
x2=0,22x, + 0,55x2— 0,08x3+ 0,07x4-1,8;
Ne24. {
x3=0,33x, + 0,13x2- 0,08x3-0,05x4-0,8;
{x4= 0,08x, + 0,17x2+ 0,29x3+ 0,33x4+1,7.
r,=0,13n, + 0,22x2- 0,33n3+0,07x4+ 0,11;
Ne 25, X2 = 0,45x2- 0,23n3+ 0,07x4- 0,33;
13=0,11x, - 0,08x3+0,18x4 + 0,85;
x =0,08n, +0,09n2+ C,33n3+0,21n4- 1,7.
1, =0,32x, - 0,16x2- 0,08x3+ 0,15x4+ 2,42;
NQZi.<i;X2 =0,16x, - 0,23x2+0,11x3- 0,21x4+1,43;
xb= 0,05%, - 0,08x2+0,34x4- 0,16;
P = 0,12x, + 0,14x2- 0,18x3+ 0,06x4+ 1,62.
n, =0,08x2- 0,23n3+ 0,32x4+ 1,34,
Ne 27 AX2=0,16x, - 0,23n2+ 0,18x3+ 0,16n4- 2,33;
x3=0,15n;, + 0,12n2+0,32x3- 0,18n4 + 0,34;
14=0,25x, + 0,21n2- 0,16n3+ 0,03n4+0,63.
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FII=OO6X] +0,18x2+0,33x3+0,16x4 +2,43;
=0, 32x +0,23x, - 0, 05xd—1 12;
Ne28. {
x3 0, 16x -0, 08x2 0, 12x4+043
[x4 = 0,09x! +0, 22x2-0,13x3+ 0,83.
X =0,34x, + 0,23x?- 0,06x4+1,42;
x2=0,11x, - 0,23x2- 0,18x3+0,36x4—0,66;
Ne29. 4
x3=0,23x, - 0,12jc2+ 0,16x3-0,35x4+ 1,08;
[x4=0,1>xy+ 0,12x2- 0,47x3+ 0,18x4+1,72.
Ne30.
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VIBOB. VIATRITSAJINING XOS SON VA XOS
VEKTORLARINI HISOBLASH

6.1-8. Umumiy mulohazalar

Nazariy va amaliy masalalami yechishda ko‘pincha matritsaning
xo0s sonlarini topish talab qilinadi. Masalan, chizigli algebraik teng-
lamalar sitemasini iteratsion metod bilan yechishda va bu metodning
yaginlashishi va yaqinlashish tezligi matritsaning moduli bo‘yicha eng
katta xos sonining miqdoriga bog°‘liq edi.

Agar biror x vektor uchun

Ax = XX
tenglik bajarilsa u holda A son A kvadrat matritsaning xos soni
deyiladi. Bu tenglikni ganoatlantiradigan noldan fargli x vektor
A matritsaning X soniga mos keladigan xos vektori deyiladi.

au A an «l«! °1»

D(X)=det(A- kEH= 2 F2 X =™ <mlIn
an anl amn-1 am-A.
tenglama A matritsaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
det(A- XE)=(—1)"(r - M "1- PX~2- M "~3---- Pn) (2)
A matritsaning xosyoKki xarakteristik ko'phadi deyiladi.

Matritsaning barcha xos sonlari va ularga mos xos vektorlami
topish masalasi xos qgiymatlarni to 1ig muammosi deyiladi. Xos son-
laming bittasi yoki ulaming bir gismini va mos ravishda xos vektorini
topish xos giymatlarning gismiy muammosi deyiladi.

Agar A matritsaning barcha xos sonlarini topish masalasi go‘yiigan
bo‘lsa, u holda lining xarakteristik tenglamasi D(h) =0 ni tuzish

kerak bo'ladi. Buning uchun (l)dagi detenninantni hisoblash lozim.
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Algebradan ma’lumki, (2) xarakteristik ko‘phadning koeffitsiyentlari
pi lar A matritsaning (-1)-1 ishora bilan olingan /-tartibli bosh

mmorlarining yig‘indisiga teng:

i aik aM aJk ali
P\:j:1 Pi:-}<'k::<; :Jkk»Pj:- £ o akk akl (3)
aij alk au
va hokazo. Demak
Pn = (“1)” 1det/4.
(4)

Bundan ko‘rinadiki, A matritsaning /-tartibli bosh minorlarining
soni C' ga teng. Matritsaning tartibi n bo‘lganligi uchun (2) ko‘p-
hadning koeffitsiyentlarini topishda tartiblari har xil bo‘lgan

+C[=2n-\

i=L
ta determenantlarni hisoblash kerak. Yetarli katta n uchun bu masala
katta hisoblashlami talab etadi.

Viet teoremasidan foydalanib, quyidagi

kKl+X2+ m+-kn=p{

..................................... (5)

w -~ =(-ir'p,
tengliklarni  hosil qilamiz. Buni (3)ning birinchisi va (4) bilan
taqqoslasak,

A+A2+—fXn=ax, +a2 H----vam= SpA,
A mX2e-A =detA

kelib chigadi.

Bundan, xususan, quyidagi kelib chigadi: matritsaning birorta xos
soni nolga teng bo'lishi uchun uning determiaanti nolga teng bo'lishi

zarur va yetarlidir.
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6.2-8. Krilov metodi

A matritsaning xarakteristik tenglamasini quyidagicha yozaylik:
X" - -pa2Vv~2- psr -3--—-- pn=0. (1)
M a’lumki (Gamilton-KeLi teoremasi), har ganday matritsa o ‘zining
xarakteristik tenglamasini ganoatlantiradi, ya’ni
A"-pA —pz AAnz -P 3A"-3--  pnE =0. 2)
Endi ixtiyoriy noldan  farqgli yW) vektor olamiz va
yar): Aky €°\ ¢ =0,1,...,« vektorlami hosil gilamiz. (2) ni o‘ngdan
y & ga ko‘paytirsak, quyidagi vektor tenglama hosil bo‘ladi:
pynl)+Piy(nz2)+ -+ P, /0)= /n)
Bu ifodani ochib yozaylik:

-2). 0
Py - O O e
Piy{~V) ivt* - (3)
3) tenglamalar sistemasining determinanti fagat

y 1),y n2), -0 vektorlar chizigli erkli bolgandagina noldan
fargli bo‘ladi, chunki uning ustunlari shu vektor kordinatalaridan

tuzilgan.
Agar (3)ni yechishda Gauss metodining to‘g‘ri yurishidagi barcha

n ta gadam bajarilgan bo‘lsa, (3) sistema quyidagi
P\ b\iPi + KPn ~
Pi +b23P3 + -—-+h:nPr. =d2 @)
Pn- dp
uchburchak shaklga kelgan bo‘ladi va (3) ning determinanti noldan
fargli bo‘ladi. Demak, (4) dan ketma-ket P,,,P,,*,---,P\ lar aniglanadi,
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ya’ni (1) tenglamaning koeffitsiyentlari topilgan bo‘ladi. Bu teng-
lamani yechib, XxX2,...,Xn lar, ya’ni A matxitsaning xos sonlari
topiladi.

Endi xos vektorlar Xj (i=1,2,...,n) lami topish masalasini
ko‘raraiz. Buning uchun y(K(k=0,1,...,«-1) lami x() vektorlar

orqgaii yoyib olamiz:

w =zciAkjtl>=+ctfx?\ k=0,I,...,n-\. 5

y £CIAK -3 ®)
Quyidagi ko ‘phadni tuzamiz:

g=i(X) = Xn 1+ quXx" 2+ qg2iX" 3+ gnx, i=12,...,n (6)

ym, (k=0,1,2,...«-1) vektorlami mos ravishda qnu, g, 2i,
...,qu,l larga ko‘paytirib chizigli kombinatsiyasini yozamiz va (5)-
(6)lami e’tiborga olsak quyidagiga
+ <iuy{n-2) + q2y {~~" + mm+Gn-uym = CG9 /(~1> 0) +
+C2(X2)x (2 + mm-c NI X I XN
ega to ‘lamiz.

- =N N = i = 110 ‘-
Agar 9;(X) K—Aj" 1,2,3,...,« iesak, qu(AJ) 0,i*] bol

ganLigi uchun (7) ifoda
yQrD)+ % y (m2) + <hi/n-3)-+mmm+ q,,-u)'@) = ci9iR<)x(0, I=1,2,...,n

ko‘rinishga keladi. Demak, A matritsaning x(@} xos vektori noldan

fargli ko‘paytuvchi migdorida aniglangan bo‘ldi. qgjj koeffitsiyentlar
esa xarakteristik ko‘phadning koeffitsiyentlari orgaii
=1
dji=  j-u+Pj,j =12,eeen- 1

rekurrent formula yordamida topiladi.
Agar (3) tenglamalar sistemasini yechishda Gauss metodining
to‘g‘ri yo‘lini fagat m ta (m<n) gadami bajarilsa, u holda
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>0, y ..,ymlf vektorlar chiziqii erklidir. Shuning uchun (3) teng-

lamalar o ‘miga quyidagi

"PAN-RA+Py\m2)+ -+ Pny?)=y\m

ip jr)+pzy€ )+ -+pm:)=y?)
tenglamalar sistemasidan m ta chiziqii erkli tenglamalami ajratib olib,

pmPm-i,---,P\ koeffitsiyentlami topamiz. So‘ng Xm+p f~ |+p » m2+
+/?23Am3H- +pm=0 tenglamadan At, A | a m i topamiz.
Xm+ p{kmx+P2*m2 + P-) ™" 4 APm ko‘phad A matritsaning
minimal ko phadi deyiladi.
Xos vektor esa quyidagicha topiladi:
*0)=P,i>0)+-+P,m/™"15i=h2,...,m,

bu yerda

P, =1

Piml =ki~Pl

Pim2 = K ~PI*i ~ Pj

An=XTl-piK~2---p mK

6.3-§. Danilevskiy metodi

Bu metodning asosiy g‘oyasi berilgan A matritsani o ‘xshash
almashtirishlar yordamida Frobenius

P\ Pi Pi e Pn\ Pn
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normal formasiga keltirishdan iboratdir. A va R o‘xshash bo‘lganligi
uchun, ya’xii P =S~ AS ular bir xil xarakteristik ko ‘phadga ega, ya’ni
det(<4 - Ll =det(P- LU).
R matritsaning xarakteristik ko ‘phadiiii osongina yozish mumkin.
Hagigatan ham

pPx-K pj Pr Pn-1 P,
1 -X 0 0 0
det(P -IE) = 0 1 -X 0 0
0 0 0 1 -X
ni birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib chigsak:
det(P -l ) =Ry- A I- Re(-X)" 2 ARs(XI"S (g pRn=
=(-1)"(F- R~ +1- Ral**-...-R 1)

bo‘ladi. Demak, R matritsaning birinchi satr elementlari Rt A2 Ri,
Rnlar mos ravishda uning xos ko‘phadinmg koeffitsiyentlaridan iborat
ekan.

A matritsani R matritsa ko ‘rinishiga keltirish uchun ketma-ket n -1
marta o ‘xsliash almashtirish yordamida A matritsaning satrlarini oxirgi
satridan boshlab mos ravishda R matritsa satrlariga o ‘tkaziladi.

Faraz qilaylik, A matritsaning ann xelementi noldan fargli bo‘Isin

va uni ajratilgan element deymiz. A matritsani o ‘ng tomondan

1 0 oee 0 0 0 ]

0 1 0 0 0
*C-i=

an.1 A2 an,n-z 1

i nn-4 ann- 1 ann-1 an,n-\

0 0 0 0 0 L

matritsaga ko'paytiramiz, natijada
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bn b2 b\n-\ bin
bn

b2l binl  b2n
brrii b2 % bAn
0 0 1 0

hosil boiadi. Matritsalami ko ‘paytirish qoidasiga ko‘ra, B matritsa-
ning elementlari

bg =aij-ain-\- j=l2,..,n;j*n-1I;

ann-1

tor ,

an,nn-1

formulalar yordamida aniglanadi.
Hosil bo‘lgan B matritsa A matritsaga o'xshash bo‘lishi uchun

chapdan M~\ matritsani® martitsaga ko'paytirish kerak:
MMAMD,=Mp\B .
Bevosita tekshirib ko‘rish bilan M~'_} quyidagi ko‘rinishda
bo‘lishligiga ishonch hosil gilinadi:
1 0 . 0 0
0 1 .. 0 0

an an2 w=* an,n-1 ann
0 0 . 0 1

C= MnB deb belgilaylik. M n\ B matritsaning oxirgi yo‘lini 0‘z-

gartirmasligi yaqqol ko ‘rinib turibdi. Demak, C matritsa

Cl “nr cl,-l
ca c22 C2n~] C2,
Cn-U °n-1,2 Cn-I,n-\ Cn-\jl
0 o} 1 0
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ko ‘rinishida bo‘ladi. Ko‘paytirish amali B matritsanmg fagat (n —1)
satrini o‘zgartirishini anglash ham giyin emas. Bu yerda

cij=biP i=l2,....,n-2, 7=1,2,..«

n
cr-\j = |'(|:—1a1J<bkj> 7=12,...,«

bosil bo‘lgan C matritsa A matritsaga o‘xshash va uning oxirgi satri
kerakli ko‘rinishga keltirilgan. Shu bilan metodning bitta gadami

bajarildi. Endi ajratilgan element 0 bo‘lsin deb, C mat-
ritsaning («-1) satrini Frobenius formasiga keltirish uchun birinchi
gadamdagi amallami C martitsaning (n-1) satri uchunbajarish kerak,
ya’ni

D=m;:1:2CM.»

amallami bajarish kerak. Bu yerda

1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
M,.2 = Ln-11 cn-1,K-3 1 CN-1x-1 c«l.
i—w— cn\n2  cn\n-2 cn\n-2  cnbn2
0 0 0 1 0
O 0 0 0 1 J
1 0 0 0 1
0 0 0 0
M-11 QHn2 cn-t,nar GH\n
0 0 1 0
0 0 0 1
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Shunday qilib, D matritsaning oxirgi ikkita satri Frobenius
formasiga keltirilgan bo‘ladi. Shu jarayon n -1 marta bajarilishi
mumkin boisa, A matritsa Frobenius normal formasiga keltirilgan
boiadi, ya’ni

W M-xLU \AMMN_,-M2Mx=P

Bundan foydalanib,

OA)=aci(A-XE) =detUP-XE)=T - g [ 1- p2Xn2- pull b---—---- pn
ni hosil gilamiz. Z>(A)=0 tenglamani yechib, XxX:,...,Xn lar anig-
lanadi.

Danilevskiy metodida ajratilgan element nolga teng bo‘lsa, bu hoi
noregulyar hoi deyiladi. Bu holda Danilevskiy metodi bilan almash-
tirish jarayonini davom ettirib boimaydi.

Faraz qilaylik, A matritsani Frobenius ko‘rinishiga keltirishda

(n -k ) gadam bajarilgan bo‘lib, quyidagi

dn d\2 . mgk = du
dZ d» .. 0 . 0 0

dkh dk: = dkk emdkn-1 dkn
o o . 1 . 0 0

o o . 0 . 0 0
o o . 0 . 1 0
0 0 0 0 0

matritsa’ho™'fl bo’lgan va 4k.k-\p$ boisin. Bu yerda ikki hol boiishi
. N P« » *
mumkin: Y
n

I-hol~A -i dan ghapdagi biror element-6"" 0, 1 <: < k-1I| boisa,
D matritsaning (k-1) ustunini /-usfigibjlan, shuningdekr (¢, 1).yoimi
/-yoi biln" almashtiramiz. Hosil boigan martitsa Q, matritsaga
o0 ‘xshash boiadi va Danilevskiy metodini davom ettirish mumkin.
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2-hol. dhrO, 1=1 ,2,..

du di2
dA di2
b . dk-iji dki2
0 0
0 0
0 0

ko‘rinishga ega boiadi.

k- 1boisin. U holdaD

NA | < .- 4 i din
dada ! dXk din- dh

i kA 1dkd ke \ didm\  da\n
0O  dt* dknl  dkn
0, 1 0 0
0O ! o 1 0

Demak, det(A-AE)=dct(£)-AE)dcl(D2 -AE).

D 2matritsa Frobenius normal formasiga ega. Danilevskiy metodini D]

matritsaga qoilab®d uni Frobenius normal formasiga keltiriladi.

Endi xos vektomi

topish masalasini ko‘raylik. Faraz qilaylik,

A matritsaning, ya’ni R matritsaning ham barcha xos sonlari topilgan

boisin. R matritsaning berilgan X xos soniga mos y=(yi, y2..-,,,)' X0s

vektorini topamiz. Py = Xy boiganligi uchun (P - XE)y = 0 yoki

| | —

Pr
1 -X
0 1
0 0

Buni ochib yozaylik:

Pr,-1 Pn 1 .,

0 0 Y2
0 0 Yo =0
1 X, Jn:

(Pi'bbi+ap, +.+P|'IYI'I:0,

yl-Xy2=0,
Ny2-Xy3=0, (1)
(n-i-by, =o.
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Bu sistemadan

jVi = Xyn,
yn- =Xy,,,
y\=X*lyn

ni topamiz. Xos vektor xossasiga ko‘ra y,,—1 deb olish mumkin, u

holda
yl= XH
/2,

JVi= 2)
T»=1
ga ega boiamiz. (2) ni (I)ning biiinchisiga qo‘ysak, u
D(@)=r -Plr~1I-p2V-2- = pn=0
ko‘rinishga ega boiadi, bu esa hisoblash jarayonini nazorat gilishga
xizmat qiladi.
p = n M ~\AMDN mem.m X,
M DOV meM\A M n xmeM My =
tenglikni chapdan M\ ga, so‘ng M: ga va h.k, oxirida MnA ga
ko ‘paytirsak,
X =Mn-iMn-...M \y
ekanligi hosil boiadi. Maiumki, My matritsa y vektoming birinchi
koordinatasini o‘zgartiradi, M. esa My vektoming ikkinchi koor-
dinatasini o°‘zgartiradi. Shu jarayonni n- 1 marta takrorlasak, x vek-
toming hamma koordinatalari hisoblangan boiadi. Bu yoi bilan nore-
gulyar holning ikkinchi variantida xos vektomi topib bo‘Imaydi.

Bunday holatda xos vektomi, misol uchun, Krilov metodi bilan topish
ma’quldir.
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6.4-8. Matritsaning moduli bo‘yicha eng katta xos son va unga
mos xos vektorini topish

Faraz gilaylik, A matritsaning barcha xos vektorlari chizigli erkli
boisin. Bu holda A matritsa oddiy striikturaga ega deyiladi.
1 hoi. A matritsaning xos gqiymatlari quyidagi tengsizlikni
ganoatlantirsin
0)
Biz Xining taqribiy giymatini topish usulini ko‘rsatamiz. Lxtiyoriy

bu yerda bj lar o‘zgarmas sonlar. vektor ustida Ak matritsa

yordamida almashtirish bajaramiz:

yik =Akyw =t bjAkxU)= £ bjXkxU).

(2

Endi n oichovli vektorlar fazosida /I5/2,.. .,/,, bazis olamiz. Bu

bazisda vektomi yoyib yozamiz:
®3)
Endi (2) dan (3) ga asosan
ni hosil gilamiz. Bunda yig‘ish tartibini o‘zgartirib,
)
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ga ega bo'lamiz. Ichki summa /, ning koeffitsiyenti, demak u y K
vektomiag z-koordinatasidir. Bundan quyidagini yoza olamiz:
n<*>=14/;r, (5)

j-i
Xuddi shuningdek,

*(M)=1>11*4 (6)

(6) ni (5) ga nisbatini olib,
oD DNAHDANN . Hordix
yi(K) h X\ -+ i 2 +--+hnXi, X
ga ega boiamiz.

)

Endi b\Xft™ 0 deylik, bunga erishish uchun y-:1 vektomi va
/j,/2, b azisni kerakli ravishda tanlash kerak.

(7) ni quyidagicha

Al
n b:
4] 39
# ) i A V.i
y T b kgt
Y2 Wy
yozamiz. Bu yerdan £ —» 0o da (1) ga ko‘ra
(t+)
lim— A,r=1.2,..17
n

kelib chigadi. Demak, yetarlicha katta /clar uchun

Yiooo r=1.2,..n (8)
1 yP
deb olishimiz mumkin.
Aniglangan ga mos xos vektor sifatida ufni olish mumkin.
Hagigatan, (2) ga ko‘ra
n* o
y(K)=bX 1:2[8) )
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boiadi. Yetarlicha katta k laruchun
y(k =bXxm
tagribiy tenglikka ega boiamiz. y() xos vektor xm dan sonli
ko‘paytuvchiga farq gilyapti, demak, y X, xos songa mos keladigan
xo0s vektordir. U A matritsaning X, xos soniga mos keluvchi x(1) xos
vektorining yo‘nalishiga yaqin boiadi. (8) ning o‘hg tomoni
i=1,2,....« lar uchunberilgan aniglikda bir xil bo*lishligi X, va x(I) ga
yaginlashganlik darajasini anglatadi.
2-hol. A matritsa xos sonining moduli bo‘yicha eng kattasi karrali
boisin, ya’ni X] = X2=X3=... = Xf. Quyidagi
9)
tengsizlik bajarilsin. Bu holda (7) tenglik
y*+) _ (bxa+b:xa +..+bsxis) } ++bsHXis k& -k-...+bnxinXk A
y\K) (hxn +Hexiz+..+bsx N + b sHxI® Kkt+...+b, xinXk
ko‘rinishga ega boiadi. Bunda bxn +b:xi. +...+bsxis* 0 deb faraz

gilamiz va (10) ni quyidagi koiinishda yozamiz:

1 n
YR A eiveoxion—iisks . \h j
SI X 1 «

B ;sj='s+i PiIXh\x

Bundan k —>00 da (9)ga ko‘ra
tD

R—% y)k’? =A,, (=1,2,..., «
kelib chigadi. Demak, yetarlicha katta k lar uchun
v+
/2
deb olishimiz mumkin. Bu esa (8) taqribiy tenglikning o‘zginasi, X, ga

*=1,2,...,«

mos vektor deb, I-holdagideky® ni olishimiz mumkin. Boshlangich

y <) vektorai boshqgacha olsak, boshqga xos vektomi topish mumkin.
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3-hol. A matritsaning xos sonlari quyidagi shartlami ganoatlan-
tirsin:
W ="N2="3= \ ~Ar+i = —Lri; = me= —Lr+P (11)
va
W=K,|>K, . ["-2K]. (12)

Bu holda yuqoridagi jarayondan foydalanilmaydi, chunki (5) quyi-
dagi ko'rinishga ega boiib,

J
birinchi va ikkinchi summada A, ning tartibi bir xil, lekin k ning o‘z-

yE)=zhjxjxk+ ¥i hxij{-1)***+ £ bfyX),
= j=r+1 —++HpH

garishi bilan ikkinchi summa oz ishorasini o ‘zgartiradi. Shuning uchun

yr>
yik
nisbat ; —00 da limitga ega boimaydi. Bu holda yj2k) va yj2+2)
yoki y\&k-\j va y 2*+) dan foydalanib, ni topish mumkin:

V(2*+2)
1= 1,2, ,Nn
yi
y(2*H)
yoki i=1,2,...».
yi

A matritsaning Xj va -X, xos sonlariga mos keladigan vektorlari
esa mos ravishda y ktX)+\y w va y(kh)- \y (K bo'ladi. Hagigatan
ham, misol uchun y*+)+ Ay <K vektomi (11) ni e’tiborga oigan holda

(2) gako‘ra quyidagicha yozamiz:

y *1)+x y kK)=xkHE bjxU)+(-D*Hiw1 z b /j)+ £ bjXkHxU)+
7= = j=rpH

+XIAE b XU) +(-DkFXk Z bjXu)+A £ biK» =
-1 T=r+ j—Fp+l

=2XkhEDjXU)+ £ bijfa +X jtyjt».

7=1 J=r+p+l
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Bundan esa, (12)ni nazarga olib

gaegaboiamiz. Demak, yetarlicha katta k uchun

boiadi. Xuddi shuningdek,

t  2bjXu)

=
ekanligi ko ‘rsatiladi.
Agar r va p yoki ulaming birortasi birdan katta boisa, dastlabki
vektoryQ@ni o‘zgartirib boshga xos vektorlami topish mumkin.
4-hol. A matritsaning moduli bo‘yicha eng katta sonlari kompleks
yoki modullari bilan o‘zaro yaqin boigan holni ko‘ramiz. Faraz

gilaylik, Aj va Xz xos sonlar qo‘shma kompleks sonlar boiib, quyidagi
shartlar o‘rinli boisin:
In=1*21>];9>"4>--->]7g.
Quyidagi tagribiy tengliklar
o =b X x (1) + b2 Xkx (2
{y i) = ¢, Afjt(D + b2 Xk x {2 (13)
ly * +2) = ¢ , Xf+2x (1) + b2Xk+x (2

mavjudligiga ishonch hosil gilish giyin emas. Bular orasida

y W +*2)y*+>+kIXeyw =0 (14)
chizigli  bog‘lanish  o‘rinlidir. ~ Agar  hisoblash jarayonida
y k), y( k& vy (k+2) vektorlar orasida

yW +pyWw +qy®=0 (15)

chizigli bogianish borligini ko‘rsak, u holda A, va A2 lar
u2+pu+qg=0 (16)
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kvadrat tenglamani ganoatlantiradi. (16) kvadrat tenglamaning

koeffitsiyentlari quyidagi determinantlardan aniglanadi:

Loy _ yfl
y r - N - ._
ye 0, i*j, i,j-\,2,...,n 17)

U2 2r3 yisd
Demak, (17) danp va g topiladi, (16)dan esa A, va A2 aniglanadi,

u

so‘ngra (13) dan foydalanib xos vektorlar quyidagicha topiladi:
yr-X N= b 2RKk{}.2-\) M
y W -\ 2y(V=b) k{f\-1liy 2
Eslatma. Birinchi va ikkinchi hollarda y() vektoming ite-

ratsiyalarini topish lozim edi. Shu jarayonni tezlashtirish uchun quyi-
dagicha yoi tutiladi:

a,a2a\ as... A2
matritsalar ketma-ketligini hosil gilamiz.

M aiumKki,

f tXi = SpA,

« -k rk
I * .2 =SpA2
H

Bundan foydalanib, misol uchun 1-holda

¢ Xi = SpA,
CI;:

JL,, =k K
=SpA2 .

lardan

SpA2
SpAl
ekanligi kelib chiqadi.
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Bobga tegishli tayanch so zlar: xos son, xos vektor, Xxos
giymatlaming toiig muammosi, xarakteristik ko‘phad, minimal
ko‘phad, Frobenius normal matritsasi.

Savollar va topshiriglar

1. Matritsaning xos soni va xos vektori tuskunchasi.

2. Matritsaning xarakteristik ko ‘phadi.

3. Xarakteristik ko‘phad koeffitsiyentlari bilan matritsa bosh
minorlari orasidagi bogianish.

4. Xos sonlarning barchasining yig‘indisi hamda ko‘paytmasi
nimaga teng?

5. Xos giymatlaming toiiq va gismiy muammolari.

6. Krilov usuli bilan xarakteristik ko‘phad koeffitsiyentlarini
topish.

7. Krilov usuli bilan xos vektorlami topish.

8. Matritsaning minimal ko‘phadining koeffitsiyentlarini topish
ganday bajariladi?

9. Danilevskiy metodining asosiy g ‘oyasi.

10. Danilevskiy metodida xos vektomi topish.

11. Noregulyar hollar.

12. Noregulyar holning gaysi variantida xos vektorlami Dani-
levskiy metodi bilan aniglab bo‘Imaydi?

13. Moduli bo‘yicha eng katta xos son yagona boiganda uni va
unga mos xos vektomi topish.

14. Moduli bo‘yicha eng katta xos son karrali boiganda

(A,,:x2:...:XS, I" 11> I j+i | *—> IA,, ] hoi) uni va unga mos xos

vektomi topish.
15. Xos sonlar uchun XI=X; =---=k z=—Xr+\=—X;+ > = mmm=-k r+p

shartlar o°‘rinli boiganda xos

son va xos vektomi topish.



16. A, va A2 qo‘shma kompleks sonlar bo‘lib

la 1=1A2H » 31—i™4 |- I Ishart O‘rinii boiganda xos son va

x0s vektomi topish.

Misol 1.

M2l
matritsaning xos giymatlari va xos vektorlarini Krilov usuli bilan
toping.
Yechish. Noldan fargli v<0)=( y[O ) vektor olib uning

iteratsivalari y » = Ay~k~", (k =1,2,3) ni aniglaymiz. v(n'=( 1,0,0)
boisin, u holda =Ayr=(\,2,4)", yro2r=Ayr-(2 112,12y,
yAN=AyM~"=(93,78,120y boiadi. Endi Ply™:*+p2y*+plyr=y"
vektor tenglamani tuzamiz:
r2l1 N 'T rl' ' 93"
12 p\+ 2 pi+ 0 p,. 78
2, ve 7120 j
yoki
21/7, +p 2+/>3=93 ,
j12/?,+2/>2=78,
112/7,+4/72 = 120.
Bundan /7,=3 ,p2=21, P3=9 ekanligini topamiz. Berilgan
matritsaning xarakteristik ko ‘phadi
D(X)=X3- 3A2—21A.-9

ko‘rinishda bo‘lar ekan. D (k)= 0 tenglamani yechamiz:
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A33A221A-9=0.
J1,=—3 tenglamaning bitta ildizi ekanligini ko‘rish giyin emas.
Qolgan ikkitasi A2-6A.-3=0 ning ildizlari. Shunday qilib, berilgan
matritsaning xos sonlari Al=-3 4 2=3-/T2, A3=3+/12 ekan.

Endi xos vektorlami topishga o ‘tamiz.

Ai uchun:

Z>(A)  X3-3X2-21X-9 2 ,
— qit— - 6A* 3 -

demak, gn=-6, g2l=-3 ko‘rinishda p”~A.)= X2-tqn X+qZ ekan.
Xos vektor
CWM\Bi)xW=y (@ +qgny(@ +qg2ly i)

kolrinishda topilgan edi.
"21 " rr

| 2 +21i7T()+22iJ@= 12 -6 2 -3- 0

n, Ve,
~21-6-3 " ' 12 N
12-12+0 = 0
N2—24+0, -12,

A2uchun:
H(k)y="rr= X2-y[1ZX-3(3+Jf)
A ~ , (22 3( 3+ yfl2).

J (@ + U12Y0) +<r22Y(0)

r2ln 12- 4/12 n
12 nne2- -3(3+/MT )y o 12- 2/12
V4 'y vOy 12- 4712



X3 uchun:
F3(X)="N"=X2+y[UX-3(3-Ju ),

913= / 12, q23=-3(3-Jn).
ym +9nym +<2234 ) =
T 12+ 4/12" "

"21N 'T
0 = 12+ 2/iy

12 +vizm2 -3(3—/12 )
v12; 4, ,O’ \2 +4Yf\2

"5 30 -48 A
Misol 2. 3 14 -24
\3 15 -25
matritsaning xos son va xos vektorlarini Krilov usuli bilan topilsin.
Yechish. y(0=(1,0,0)' boMsin, u holda ym =(5;3;3)',
y 2)=(-29;-15;-15)" , y0)= (125; 63; 63)' boiadi. Endi quyidagi
i'-29 P]+5p2+ps=125,
{ 15/7, +3p 2=63,
1—15/7, +3 p 2 =63.
sistemani tuzamiz. Ikkinchi va uchinchi tenglamalar bir xil, demak

>0)5 *@, y{2n J @ vektorlar chizigli bogiiq. Shuning uchun

yw .y <2) larga bogiiq
[ 5p x+p2= -29,
3p, ml5
£2=-4 boiadi. A2+5A,+4
Undan

Bundan /?,= -5,

sistemani tuzamiz.
minimal ko ‘phadidir.

ko‘phad A matritsaning
1 ni topamiz. X 3ni topish uchun, bizga ma’lum
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clig-b 2 MB—axj+ A2+ A3
munosabatdan foydalanib
5 +14—25=-4 -1 + A3, A3=-I
ekanligini aniglaymiz.
Xos vektorlar
xii}=vVnym +&bLym, *=1,2
ko‘rinishda izlanadi, bu/erda R ;i , B.2=1, I'=12

\
«(1) =Rliy®) +RLY I)=(XL n y°>+1.A LL-445) 0 + 3 =
3, .3,

frois] ion
x{2 =RBAY{0) + RRY{])=(~2-Pi)yi0>+ y{}H -1+5) 0 f 3 =3

,0, 3, .3y
X @ ni topish uchun > vektomi boshgacha tanlash kerak.

Xususan, y (0)=( 0; 1; 0)’ desak y m=(30,14,15)' bo‘ladi.

ron "30 4 ( 0> "30' "30 N
i
X@® =(X3-1Ji)- 1 +1- 14 =(-1+5) 1 + 14 = 18

, 0> 15, 15, |15,
X (3)=( 30; 18; 15)" bo'lar ekan.

Misol 3.
2 4"
A= 2 1 2
420,

matritsaning barcha xos sonlari va xos vektorlarini, ya’ni xos
giymatlaming to‘lig muammosini Danilevskiy metodi bilan aniglang.
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1 0 0 -1 0 0
- « « 1 1
Yechish. M2= < 1 #¥ -2
«32 «32 «31 2 2
o 0 3 0 1,

Endi A matritsa ustida M2 almashtirish bajarsak, matritsaning
oxirgi yo‘li normal Frobenius ko‘rinishiga keladi:

| 2,100 -5 1
AM2= 2 12-211 0%3
1

5 2 -2 2
- Kvo 0 13 ,O 0j

1 0 O™ f O O~
2= i f1m a3 4 o 1

,0 0 o, 0 g

Endi AM 2 matritsani chapdan M 2' ga ko‘paytirsak, hosil bo‘lgan

matritsa A ga o ‘xshash bo‘ladi:
(i Qo ™3 %3" -3
m?2-a-m2- 4 21 022* '12
Ow 0T, .o

Hosil boMgan C matritsa A ga o‘xshash bo‘ldi, uning ikkinchi
yo‘lini normal Frobenius ko‘rinishiga keltiramiz:

3 -
15 =C.

PO

c2 pA] f o1 1

C2\ ca c2t 12 2 4

M\— O 1 o = 0 1 0

, 0 0 1, ,0 0 p
1 i 5n (L 1 3
-3 1 3 i2 2 4 4 2 4
C-M, -12 6 15 0 1 0=1 0 O
0 1 0 0 0 K 1 0



151
M~I= o 1 0o = 0 oo
v?° 0 15 .o ° h
1 3N
n f
-12 06 15" 4, 4 12 9n
0 1 0 1 0 0o = 1 0 0 =p
, 0 0 K 10, 1 o,

Hosil bo‘lgan matritsa normal Frobenius ko‘rinishida, uning
xarakteristik  tenglamasi D (k)=X3- 3A2-21A-9 ko‘rinishda
boiadi. Krilov metodida ham u shu ko‘rinishda edi, ya’ni uning

nollari 3, X2=3-/12, A3=3+,/12 bo‘lishi ravshan. P mat-
ritsaning xos vektorlari y <j)=(a2,XiA)’, /=1,2,3 edi. A ning xos

vektorlari esa xb)=M2M, y {i), /=1,2,3 ko‘rinishda bo‘ladi:

fJL 1 5
2 2 4 -1
xP=Ma2MIly{x)=M2- 0 1
Vo o 14 11

f1 0
° " ln ofa
B

2
v 0 0 1yV1y vi Y

x ™= (-1; 0;1) vektor Krilov usulida topilgan xos vektordan
0‘zgarmas ko‘paytuvchi songa farq qilyapti. Xuddi shunday x (2] va

X(3" lami aniglashimiz mumkin.
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Misol 4.

'3 1 P
A= 1 2 0

102y

matritsaning moduli bo‘yicha eng katta xos sonini va unga mos Xos
vektorini verguldan keyin to‘rt xona aniglikda toping.

Yechish. Noldan fargli ixtiyoriy y (0.=(y "~ ,y¢], ) vektor olib
uning iteratsiyalari _yWir)=Ay & A=1,2,— lami hosil qilamiz.
j w=(l; 0;0/ bo‘lsin. U holda misol uchun ~(5)=(683;341;34l)

y 6=( 2731; 1365; 1365)' bo‘ladi va jarayonni shu yerda to‘xtatamiz.

(6 vie) m i V<)
ijS;A, edi, ~=47-723,9985, -~=~-*4,0029,
&1 yP 683 341
1366 $4.0029 .
yf> 341

Ko‘rinib turibdiki, bu nisbatlar to‘rt soni atrofida tebranyapti,
demak natijalami o‘rta arifmetigini A, deb olish mumkin.

Aj=j (3,9985+8,0058)=4,0014.
A, ga mos keluvchi xos vektor
y 6)=bABYC

tagribiy tenglikdan topilar edi, ya’ni y~5l vektor xos vektor x 11* dan
sonli ko‘paytuvchiga farg qilyapti, demak y 15* A, ga mos keladigan

xos vektordir.

(683; 341;341) - A, ga mos keluvchi xos vektor.
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M isoUar.

Vazifa 1. Krilov usuli bilan matntsanmg xos sonlari va Xos
vektorlari topilsin. Xos sonlar to‘rtta, xos vektorlar esa uchta ishonchli
ragamlar bilan topilsin.

f1 15 25 35"
15 1 2 16
25 2 1 17
35 16 17
f1 12 05"
12 1 04 12
2 04 2 15
05 12 15 |,
f1 12 2 23
12 1 05 i
2 05 2 15
05 1 15 05]j
f25 1 8
1 2 12 o
05 12 -1
.2 04 15 1
f2 1 14 05"
1 1 o5 1
14 05 2 12
05 1 12 0,5,
2 12 -1 1
12 05 2 -1
-1 2 15 02
1 -1 02

Nel. A=

No2. A-

Ne3. A=

Ned. A=
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Nell. A-

11

n2.4

Nel2. A= 05
y 1

~0,5

12

Nel13. A=

y 1

15 35 45

2 2 1,6

2 2 17
16 1,7 2
05 12 -1
2 -050
-05 -1 14
) 14 1
05 2 N

1 08 2

08 1 1

2 1 2y
12 1 09
2 05 12
05 1 1
12 1 22
1 14 1
1 05 2
05 2 12
2 12 05,
05 2 1
1 08 2
08 1 05
2 05 12
12 2 1
2 05 12
05 1 05
12 05 16
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18 16 17 18"
16 28 15 13

Ne 14. A -
1,7 15 38 14
18 13 14 48;
1 15 12 05
15 2 04 2
Nel5. A =

12 04 15 14
05 2 14 13.

Vazifa 2. Danilevskiy metodi bilan matritsaning xos sonlari va xos
vektorlari topilsin. Xos sonlar to‘rtta, xos vektorlar esa uchta ishonchli

ragamlar bilan topilsin.

"1,7 28 03" '1,7 04 28)
Nel. A= 28 12 06 Ne2. A= 04 32 12 .
03 06 15, , 28 12 0,5y
"23 14 06" 2,3 35 14"
Ne3. A= 14 17 05 Ne4. A= 35 04 06 .
,06 05 13;: 14 06 1.3,
'06 13 17¢ 37 03 12¢
Ne5. A= 13 25 08 Ne6. A - 03 24 08 .
17 08 1.4, 12 08 15,
32 05 12+ 41 04 13"
Ne7. A= 05 14 23 Ne8. A= 0,4 22 17 .
12 23 ° 13 1,7 0,5,
"23 07 06" 15 08 29"
Ne9. A= 0,7 34 12 Ne10. A= 08 34 22
06 12 | 2,9 22 04
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"18 24 05
SE =24 13 07
05 07 16,

(24 35 07"
Ne13. A= 35 12 04
1017 014 l))S,

"24 13 0,5N
Ne15. A= 13 08 24
05 24 3,3,

=07
Nel2. A= 0,7
3,2

"23
Neld. A= 17
,08

15
2,3
13

17
0,5
12

3.2
1,3
0,4,
og*
12
1,9,

Vazifa 3. Moduli bo‘yicha eng katta xos sonni to‘rtta ishonchli
ragarn bilan toping. Unga mos xos vektomi esa uchta ishonchli ragam

bilan aniglang.
21 i ir
- = 1 26 11
11 11 3.1,

"3 04 05
Ne3. A= 04 13 03
o5 03 13

22 1 12"
Ne5. A= 1 27 12
12 3,2,

“14 05 06"

Ne7. A= 05 14 03
,06 03 14

nN2.4
Ne2. A= 1
114

'16
Ned. A= 0,7
,08

II2,5
Ne6. A= 1
1,5

1,7
Ne8. A= 08
,0,9

1
2,9
14

0,7
16
0,3

1
3
15

08
0,7
0,3

14"
14
3.4,

08"
0,3
16,

15"
15
3,5,

0,9"
0,3

1,0



'2,3

1

1,3

Ne9. A= 1 28 13
13 33)

\ 13

"35

Nell. A= 1
2,5

"15

Ne13. /1= 0,6
ni

"14
Ne15. 1= 12
-1,3

4
2,5

0,6
15
0,3

1,2
0,9
0,4

2,5
2,5
4,5/

0,77
0,3
15

-1,3
0,4
0,8

Nel0. A =

Nel2. A=

Neld., A =

2,6
1
,16

"1,8
0,9

11

n2,7
1

n?

1
31
16
0,9
18
0,3

1
3,2
1,7

16
16
3,6,
17
03
18]
17"
17
3,7,



VIIBOB. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
UCHUN KOSHI MASALASINITAQRIBIY YECHISH

limiy va tadbigiy masalalarda ko‘pincha shunday oddiy differensial
tenglamalar uchraydiki, ulaming umumiy vyeckimini oshkor
ko‘rinishda ifodalash mumkin emas. Yechimi oshkor ko‘rinishda
topiladigan differensial tenglamalar sinfi ancha tor. Masalan,
ko‘rinishi soddagina bo‘lgan

y = x+x2+y2
diffeiensial tenglamaning umumiy yechimini elementar funksiyalar
orqali ifodalab bo‘Imaydi. Bu yechim ancha murakkab tarzda kasr
tartibli Bessel funksiyalari orqali ifodalanadi. Ko‘p hollarda yechim-
ning hatto shunaga ifodasini liam bilmaymiz. Shuning uchun ham
bunday tenglamalami u yoki bu. taqribiy metod bilan yechishga to‘g‘ri
keladi.

Taqgribiy yechim analitik ko‘rinishda yoki jadval shaklida
izlanishiga qarab tagribiy metodlar analitik va sonli metodlarga
bolimadi.

Oddiy differensial tenglama uchun Koshi masalasi va chegaraviy
masala qo‘yiladi. Koshi masalasini yechish chegaraviy masalani
yechishga nisbatan ancha yengildir. Shuning uchun ham ayrim
hollarda chegaraviy masala Koshi masalasiga keltirib yechiladi.
Analitik metodlarga ketma-ket yaginlashish (Pikar metodi), darajali
gatorga yoyish, Chapligin, Nyuton-Kantorovich, kichik parametrlar
metodlari kiradi. Aynigsa, keyingi paytlarda EHMIlaming rivojlanishi
bilan aniqlik tartibi yuqori bo‘lgan sonli metodlarga e’tibor kuchaydi.
Shu bilan bir qatorda analitik metodlar hozir ham o°‘z tatbigini
yo'qctgani yo‘g. Masalan, Koshi masalasini ko‘p gadamli ayirmali
metodlar bilan yechishda jadvalning boshidagi giymatlami, odatda,
analitik metodlar bilan topiladi.
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7.1-8. Ketma-ketyaqinlashish usuli

Faraz qilaylik, [x0, X j oraligda

y o=f(x.y), 0)
y(x0)=yO0 (2)
Koshi masalasi berilgan bo*Isin. Bu masala yechimini quyidagicha

@)

aniglangan ketma-ketlik ko‘mishda izlaymiz. (1) ning o‘ng tomoni
m a’lum shartlami ganoatlantirganda, (3) ketma-kethkning limiti (1)
(2) masalani ganoatlantirishi differensial tenglamalar kursida ko‘r-
satilgan, Bu metodning amaliy giymati yuqori emas. Uning kam-
chiligi, bar bir keyingi yaqginlashishni topishda integrallash amaliiii
bajarish kerak bo'ladi. Bundan tashqari, integrallashni aniq baja-
rilmaydigan hollar uchraganda uni tagribiy ravishda hisoblash kerak
bo'ladi, bu esa, 0‘z navbatida, ko‘p hisoblashlami talab etadi. Shuning
tichun ham ketma-ket yaginlashish metodi boshga metodlarni qo‘l-
layotganda yordamchi metod sifatida qo‘llaniladi. Ketma-ket yaqin-
lashish metodini hech qanday giyinchiliksiz differensial tenglamalar
sistemasiga qo‘yilgan Koslii masalasiga qo‘llash mumkin.

7.2-8. Darajali gator metodi

Bizga
Y =f(x.y), 1)
Y(x0)=yO0 )
FCoshi masalasi berilgan bo*Isin.
Faraz qgilaylik, f(x,y) iunksiya (x0, 0) nuqgtada analitik bo‘lsin,

y a 'ni u shu nuqtaning biror atrofida Teyior gatoriga yoyilsin:
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(3)

bu yerda ¥ ;)(0) larni murakkab funksiyani differensiallash qoi-
dasiga ko‘ra ketma-ket hisoblab topiladi va (1), (2) ning yechiraini
taqriban quyidagi

y(x)=yn(x)=zY - (x-x0y¥ (4)

p=o P-

ko‘rinishda olinadi. Agar [x-x0jkichik bo‘lImasa, umuman n —>co da
y.(x) ning limiti y(x) ga yaqginlashmasligi ham mumkin yoki
yaginlashish juda sust bo‘ladi. Bunday holda quyidagicha ish gilinadi.

Faraz qilaylik, tagribiy yechimning x0+/ nuqgtadagi giymatini
topish lozim bo'lsLn, bu yerda | > 0 va ancha katta [x0, x0+/] oraligni
xi, i=1,2,...,TV-1 nuqgtalar yordamida Nta bo'lakka bo‘lamiz, ya’ni

X0< X< x2< mmm< XN=x0+1.

(4) formuladan foydalanib, taqribiy yechimning xi nuqgtadagi
giymati ~(x,) ni hisoblaymiz. Endi (4) ni xt nuqta uchun yozib,
y(x2) ni hisoblaymiz. x2 nuqtani boshlang‘ich nuqgta deb, _y(x,) ni
hissoblaymiz, bu j arayonni xN = x0+1 nuqtaga yetguncha bajaramiz.

Agar maxIx, —x , | yetarlicha kichik bo‘lsa, (4) formulani yuqgorida
J<i<N 1

ko‘rsatilgan algoritm bo‘yicha go‘llash magsadga muvofiqdir. Bunday
algoritm juda ko‘p hisoblashni taqozo etadi. Shuning uchun darajali
gator metodini, odatda, x0 ga yaqin nuqtalarda taqgribiy yechimni
topish uchun qoilaniladi.

Shuni alohida ta ’kidlash lozimki, (4) ni shundayligicha qo‘llasak,
darajali gator metodi analitik tagribiy metoddir, (4) ni gadamma-
gadam x¢, i=1,2,...,/V -1 nuqtalardagi yechimi qgiymatini yuqorida
ko‘rsatilgan algoritm asosida qo‘llasak, unda u sonli metodlar gatoriga
o ‘tadi.
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Bu metodni yuqori tartibli differensiai tenglamaga hamda diffe-
rensial tenglamalar sistemasiga qo'yilgaii Koshi masalasini yechishga
go‘llash murnkin.

7.3-8. Ayirmali metodlar

Faraz gilaylik, bizga quyidagi Koshi masalasi berilgan bo*lsin
y =Kx.y), (1)
y(xQ=y0. (2)
Bu masalani [x0,X] oraligda yechish talab etilgan bo‘lsin.

Berilgan kesmani N ta teng bo‘lakka bo‘kmiz:
Xxj = xX0+ih, i= K = h>0.

(1), (2) Koshi masalasini yechish

Y(x)=Yo+)fO-yin) dt 3)
X0

integral tenglamani yechish bilan teng kuchlidir. Biroq (3)da integral
ostida noma’lum iunksiya gatnashishi masalani nvuralckabiashtiradi.
Ketma-ket Ddkita nuqtadagi yechimning orasida quyidagi munosabat
o ‘rinlidir:
y(x,,4) =y(xnm+ j y'(x)dx. 4)
xn
Y(xml) ni topish uchun y(xn)\a y'(x) =f(x,y(x)) ni [x,,,X,,+]
oraligda bilishkerak. y'(x) ning tagribiy giymatlari fagat x0,x,,...,Xxu
nuqtalardagina bizga ma'lum. Shuning uchun (4)dagi integralni tag-
ribiy hisoblashga to'g'ri keladi. Bu integrating qanday hisoblanishiga
garab berilgan Koshi masalasini yechadigan taqribiy u yoki bu metod
hosil bo‘ladi.
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7.3.1. Adams ekstrapolyatsion metodi

Faraz qilaylik, (1), (2) Koshi masalasining yechimi k+1 ta
[xn’xa#] oraligdan chapda yotgan xnk,xnM,....xn nuqtalarda
ma’lum bo'lsin. U holda y(x) ning ham bu nuqtalardagi giymatlari

ma’lum bo‘ladi.
(4) da x =xn+uh almashtirish bajarsak, u

) :/mhgy(xmm)m ©)

ko‘rinishda bo‘ladi. Y (XHU) fimksiyani uning K+1 ta qiy-
matlaridan foydalaxiib, Nyutonning ikkinchi interpolyatsion ko ‘phadi
bilan ekstrapolyatsiya o ‘tkazamiz, ya’ni

y\x, +uh) = /(*,) +Mv'(>, i)+ VCVI)+eeet
(6)
bu yerda
*nk< £> = ® )< 0<«<i.
(6) ni (5) ga qo‘yib integrallash amallarini bajarsak,
Y= jon) + A yY(xa)+raY(x,_D+1l a2y K- 2)+
()
+ | A3/ (*,-3)+eee+tCctA‘y (~-*)] + R k.
ga ega bo‘lamiz. Bunda
8)
0 M
A,=0K .(»)<*<= u
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Rk ning ifodasidagi integralda u(u+I)---(u+k) [0,1] da ishora
sagqlaydi, demak, o‘rta qgiymat hagidagi teoremaga asosan va
y ~ Ax) ni uzluksiz deb, qoldighadni

®
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Uni baholasak

(10)

ga ega bolamiz. Agar h> 0 yetarlicha idchik bo‘lib, Koshi masa-
lasining yechimi esa (k + 2)-tartibli uzluksiz hosilaga ega bo'lsa,
Rk =o(hk+zy Kkattalikni c'tiborga olmasak liam bo‘ladi. (7) da Rk ni

tashlab yuborsak, Adams ekstrapolyatsion metodi deb nomlanuvchi

(ID

formulaga ega bo‘lamiz.

(11) formulada yuqori tartibli chekli ayirma xn k nuqtada hisob-
langanligi uchun hisoblash jarayonini n =k dan boshlash mumkin,
ya’ni x0,x1,..., x k nugtalardagi yechimning qgiymatlari (jadvalning
boshlang‘ich gismi) topilgan bo‘lishini taqozo etadi.

(11) da k =0 desak, hisoblashning eng sodda, ya’ni jadvalning
boshlang‘id'i qismini qurish talab etilmaydigan

ynHi=yn+ hf(xn,y,) (12)
goida hosil bo‘ladi. Buni Eyler metodi deyiladi. Uning oddiy
geometrik m a’nosidan uni siniq chiziglar metodi deb ham ataladi. (12)
goidaning xatoligi h2 tartibga egaligi (10) dan ko'rinib turibdi va
uning aniqligi ancha past.

Eyler metodidan amgqligi yugori boigan va (11) ko‘rinishga ega
bo‘lgan boshqga formulalar jadvalning boshlang‘ich gismi yay,,...,yk

lami qurishni talab etadi. Adams ekstrapolyatsion metodining xatoligi
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bahosida noma’lum yechimning yuqori tartibli hosilasi modulining
maksimumi gatnashishi uni amaliyotda qoMlash imkonini kamaytiradi.
Amaliyotda k va h lami tanlashda quyidagiga amal qilinadi.

Hisoblashlarda gatnashuvchi eng so‘nggi chekli ayirma tanlangan
aniglik chegarasida o‘zgarmas bo‘lishiga erishish kerak. Buni quyi-
dagicha izohlash mumkin: (11) formulada birinchi tashlab yubori-
ladigan had berilgan aniqlikdagi hisoblash natijasiga ta’sir qilmasligi
kerak.

k ning o‘sishi bilan (11) formula hadlarining moduli bo‘yicha
kamayishi h< 1 bo‘lganda, asosan chekli ayirmalar modulining
kamayuvchanligi evaziga bo'ladi, ya’ni

Aky'n k =o0(hk).

Adams ekstrapolyatsion metodini birinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasini yechishga
giyinchiliksiz go'llash mumkin. Buni quyidagi masalada ko'rsatamiz:

Bitta tenglama holidagiga o‘xshash ko‘rinishda j-(x) va z(x)

funksiyalar uchun (7) formula tipidagi tenglikni yozish mumkin:

Rk, Rj lami e’tiborga olmasak, bulardan (11) ga o ‘xshash

hisoblash formulasiga ega bo‘lamiz.
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7.3.2. Adams interpolyatsion metodi

Bu metodda ham yechioming taqribiy giymatini yn gacha
aniglangan deb, yechimning taqgribiy giymati ynl= y(xmj) ni topish
masalasi garaladi. Yechimning xnH nuqtadagi giymatini aniqlash
uchun 7.3-8 dagi (4) formuladan foydalammiz, lekin y\x) ni
[xn,xn+l] oraligda interpolyatsiyalash uchun jadvaining boshlang‘ich
gismidagi uning giymatlari va x,,#1 nuqtadagi giymatini ham ishtirok
ettiramiz, ya’ni interpolyatsiyalash amali oz ma’nosini saglashini
ta’minlaymiz. Shu bilan Adams metodlarining farqgi izohlanadi.

Faraz qilaylik, (1), (2) Koshi masalasining yechimlari
X»-K+\ X n~k#2’ -- - x nH aniglangan  bo‘lsin. (4) formulada
x = xn+ + uh almashtirish o ‘tkazsak, u quyidagi

0
y(xm;>= y»+h_£y (*« + uh'du
ko‘rinishga keladi va y'{xn-'ruh’) ni Nyutonning ikkinchi inter-

polyatsion ko ‘phadiga almashtiramiz:

(13)
bu yerda
(M)
<E=$(«)< *nH5 - 1<W<0.
U holda
y(x,#) =y(xn)+h
(14)

1
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Bn yerda

= =2V (,+)...(~ (1) M
(*+!

(14) da goldig hadni tashlab yuborsak.

JWi=yn+h i~ oAy ~ 12 y ' =24 y"~2 720 y"-3~
3 5, 863 A6 r 215 r s'1\k t

18D yv-4 60480 y-5 24195 A6+ + * SVrH]

ko‘nnishga ega va Adams interpolyatsion metodi deb nomlanuvchi
algoritmga ega boMamiz. (1 5) formula bo‘yicha hisoblash jarayoni
to‘g ‘Tidan-to‘g ‘ri o‘tkazilmaydi, chunki u

y»*=9(y~i) (16)
ko'riiishdagi tenglamadir, bix yerda

«POWi)=h[\ +ZQ I/K Hy,+)+
) (/ ile ! Y»t)
+F(xn,xnv.. . xnk+,ynytlr ;y, k+H)
ko‘rinishga egaboMib, F(xn, xInJI3...xn_.M ty Hiym,...tym *) funksiya

argumentlariga nisbatan ma’liim funksiyadir. (16) tenglama iteratsiya
meto<li bilan yechiladi, chunki u iteratsiya metodini qo‘llashdagi

kanoriik ko‘rinishga ega. Agar * q yechimning ma’lum bir atro-
Yy

fida uzluksiz bo‘lsa, u holda boshlang‘ich yaqginlashish yaxshi tan-
langan bo‘lsa yetarlicha krichik h wuchun iteratsion jarayonning
yaginlashishini ta’minlash mumkin. Odatda, h shunday tanlanadiki,
berilgan aniglikka erishish uchun bitta yoki ikkita iteratsiya yetarli
bo‘lishi kerak. Shuni alohida ta’kidlaymizki, boshlang‘ich yaqin-
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lasliish deb, (7) formula bilan topilgan giymat maqgsadga muvofiqdir.
Amaliyotda Adamsning (7) va (15) formulalari hisoblash jarayonida
ketma-ket navbati bilan ishlatiladi. Shuning uchun (7), (15) formulalar
prediktor-korrektor deb ham ataladi.

Adams interpolyatsion metodini ham birinchi tartibli oddiy diffe-
rensial tenglamalar sistemasiga qo‘vilgan Koshi masalasini yechishda
hech ganday qiyinchiliksiz go‘llash mumkin.

Ko‘pincha hisoblash jarayonini osonlashtirish uchun (7) va (15)
formulalarda ishtirok etuvchi chekli ayirmalar funksiyaning giymatlari
orqgali ifodasiga almashtiriladi va k ning berilgan giymatlarida Adams
ekstrapolyatsion hamda interpolyatsion formulalari mos ravishda
quyidagi ko‘rinishda boiadi:

k=0 ynH=ynmhf (xny,)>
y,,+i=yn+ h f(x nmuy nl),

k=3 >W=y,+~[55fn-5 9 + 37f,_2- 9/, 3],

yml=y,+ “ [9/mH+19/,, - 5fny+/,,_2],

Yechimning xn+# nuqgtadagi giymatini topishda undan farqgli va

bittadan ko‘p bo‘lgan nuqtadagi yechimning qiymatlari ishtirokida
topiladigan metodlar kop gadamli metodlar deyiladi. Xususan,
Adams metodlari ko‘p gadamli metodlardir.



7.3.3. Eyler va Eyler-Koshi usullari

Yugoridagi (7) formulada k = 0 bo‘lgan holda hisoblash jarayoni
ymi =yn+hfn (16)
formula bilan tashkil etiladi. Buni Eyler taklif gilgan, shuning uchun
Sunday hisoblash jarayoni Eyler metodi deb yuritiladi.
Eyler usulining quyidagicha modifikatsiyasi mavjud.
Awal quyidagi yaginlashish
ymz =yn+f /. =y» +¢ f(xn>y,)
liisoblanadi, so‘ng
y»+H = yn+hfn+y2 (1?)
formula yordamida xnH nuqtadagi yechimning taqribiy giymati topil-

adi. Bu yerda

frd2=f(Xn+ yn+\)-

(17) ifoda Eyler usulining modifikatsiyasidir.

Eyler-Koshining modifikatsiyalangan metodi quyidagicha aniqg-
lanadi.

Awal ynf\=yn+ hfn
liisoblanadi, so‘ng xnt nuqtadagi yechimning taqribiy giymati

y A =y* e\ {f«+7,,1) (18)
formula bilan aniglanadi. Bu yerda
fn+1= 7 (*n19y,,H)-
Agar (1), (2) masalaning tagribiy yechimini ~ = yn+ hf(xn,yn)
deb, uni quyidagi
y?:? = f *=0.1.- (19)
iteratsion jarayon bilan berilgan aniglik miqdorida topilsa, (19) ifoda
Eyler-Koshining iteratsion metodi deyiladi.
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7.3.4. Rimge-Kutta metodi

(1), (2) masalani yechish uchun (5) ni qulaylik uchun indekssiz
guyidagicha
i
y(x+ h)y =y(x)+h \f (x+uh,y(x+uh))du (20)
0
ko‘rinishda yozib olamiz.
Bu yerdagi integralni kvadratur formulalar yordamida taqribiy
hisoblash mumkin emas, chunki integral ostida noma’lum funksiya
gatnashyapti. Uni quyidagiclia hisoblaymiz. Buning uchun uch

guruhdan iborat

a2k 3...,ar; (a)
R 21>

P31’ P32’ (R)
Bri’Pr2°*-"Rir-l

Pi’Pi» Pr (P)

hozircha noma’lum parametrlami kiritamiz va bular yordamida
(20) dagi integralni kvadratur summaga o‘xshash chekli summaga
almashtiramiz:

Y(x+h)~y(x) = Xp, (2)
prsil

bu yerda
Ki=hf(x,y),
K2=hf(x +a2h,y+R2LKt),

K3=hf(x +a3h,y-b RBIAKx+BRK?2),

Kr—hf(x +arh,y-\-Rrl Kj +Rr2K2+ - +R3m IKr_ J) .
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Agar (a) va (B) guruh parametrlar tanlangan bo‘lsa, KI,K2,...,Kr
miqgdorlar ketma-ket hisoblanadi.
(21) taqribiy tenglikning xatoligi

()= Ay-IPiK,
(=1
bo‘lsin. (1) ning o°‘ng tomoni yetarlicha silliq bo‘lsa, u holda g (h)

funksiya ham yetarlicha tartib gacha uzluksiz hosilalarga ega bo‘ladi.
Demak, quyidagi Makloren formulasini yoza olamiz:

®AA)=2 ~d ‘n(0) + 7% q > " D(O0A), o<0<I. (22)
j=0Jm (5+151

Agar (a), (B), (p) guruh parametrlariui tanlash evaziga
dy)(©0)=0, 7=0,1,—,s va ”s+1)(0) ® 0 bo‘lishini ta’minlasak, (21)
formulaning xatoligi

A
N (A)=¢ 4N +1)(6A)
Odatda, s ni Runge-Kutta metodining aniqlik darajasi deyiladi.
Noma’lum (a), (B), (p) guruh elementlarini quyidagi talablardaii
topamiz. (21) ning chap va o‘ng tomonini h ning darajalari bo‘yicha
yoyilmasida ixtiyoriy /(jt,v) va h uchun imkoni boricha h ning
yuqori darajasigacha hadlar bir xil bo‘lishini talab etamiz.
B oshgacha aytganda,

OAh)=y{x+- h)-y (x )-fjlpiK i(h)
=

funksiya
P, (0) = p?}(O)-mm«-= 9 (0) = 0, P<H)(O)* 0

xossalarga ega bo‘lib, (a), (B), ip) guruh elementlari shunday
tanlanishi kerakki, ixtiyoriy h va f(x,y) uchun s mumkin gadar katta
bo‘lsm.
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Umumiy holda (a), (B), (p) guruh parametrlami aniglaydigan
tenglamalar sistemasini yozish ancha murakkab bo‘lganligi uchun
Runge-Kutta metodi bilan bir gadamli qoidalaming r ning to‘rtta
giymatidagisini topish masalasini ko ‘ramiz.

r=1bo‘lsin, unda (21)

y(x+ h)-y(x)=Pthf(x,y)

ko ‘rinishdabo‘ladi. Bundan
@i(h)=y(x +h)-y(x)-plhf{x.y)
ekanligini ko ‘ramiz. Bundan hosilalar olamiz
P (A)=y'ix+h)-pxfix,y).
ONe =y'{x +h) .
¢¥’(0) = y'ix) miqdor p, parameirgabog‘lig emas va p, ni tanlash
hisobiga nolga aylanmaydi. <p' (0) = y\x)-p x4 x,y) =(1- P])f{x,y)
miqgdor ixtiyoriv f(x,y) uchun px=1bo‘lganda nolga teng bo ‘ladi.
Demak, (21) r =1 da px—1bo‘lsa
y(x+h)-y(x)= pihfix,y)

k o ‘rinishda bo‘lib, uning xatoligi esa (22) ga asosan

<Pi(A)=y<P;Ceh) = ¢ fix +Bh), 0<0<1
boladi. Birinchi tartibli Runge-Kutta metodi Eyler metodi bilan
ustma-ust tushar ekan.
Endi r =2 bo‘lsin. (21) formula
y(x+h)-yix)=plKI+p2K1l=hpXix,y)+hpZix+ aznhy-+p2Jix,y))
k o ‘rinishda bo ‘ladi.

Px,p2,a2,82) parametrlami aniglash uchun y(x—h)—y(x) va

p xKx+ p2K2 lami h ning darajalari bo‘yicha yoyilmasini topamiz:
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y(x+ h)-y{x)=jy (x) +~y{x) +-~yT{x) +o(Ird) =

2 3 (23)
=bf+ ~A(f, +f-f,)+ A (f* +2f-fv +fy(fx+f-Tfy))+o(hd)

P\Kx+ p2k 2 = hpif(x,y)+hp2f(x +a2h,y +R2Ihf(x,y)) =

=KP\+P2)+h2Pi(ar/1+Pa/e /,) + (24)

+y A (*2x,+20cR2/- fxy+R2/2./w)+0(A4).

(23) va (24) yoyilmalarda ixtiyoriy f(x,y) uchun hadlar /7 ning
iloji boricha yuqori darajalarigacha ustma-ust tushsin, deb talab
gilamiz. Bu ikki yoyilmani taqqoslasak, pi,p 2,a 2,82 lami topish
uchun quyidagiga ega b o ‘lamiz:

¥ o pl+p2=l,
mPia2=\>

*2/ - f, mAR2=]|.

Yuqoridagi (23), (24) yoyilmalaming ko‘rinishidan ma’lumki.
r=2 da kiritilgan p x, p2 a2 B2l parametrlami tanlash evaziga
ixtiyoriy f(x,y) uchun h3 li hadlarning bir xil bo‘Imasligini ko ‘rish
mumkin. Demak, yuqoridagi Pi,p2 a2 B2 larga bog‘hq uchta
tenglamadan p2”0 deb

Pl a2=R2 202

lami aniglaymiz. Odatda, p 2 ni shunday tanlanadiki, hosil boiadigan

formula hisoblashlarda qulaylikka ega bo‘lishi kerak.
Misol uchun p2 bo‘lsin, unda P\=1;, a2=P2=1 bo‘ladi va

quyidagi ikkinchi tartibli
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y(x+h)=y(x) +~{f(x,y~) +f{x +h, y+ K¢)
formula hosilbo‘ladi.

Agar p2=1 desak, unda Pj =0, az=R2L bo‘ladi va

y{x+h) =y(x) +hf{x+1,y+
ikkinchi tartibli hisoblash formulasiga ega bo’lamiz.
r =3 bo‘lganda kiritilgan a 2,a3,75p2,p 3, R2i3P31.P32 parametrlar
uchun bajarilishi kerak bo‘lgan shartlami keltirish bilan chega-
ralanamiz, chunki (23) va (24) tipidagi yoyilmalar r = 3 da bundan

ham kattako‘rinishda bo‘ladi. Ular quyidagicha
p +p2+p3=\,

1
p2a 2+ p3ct3=-,

P2@2+ P3a 3“

112a Ko~ g 2
P31+ P32 =tX3>
R2i = 02
ko‘rinishga ega. Bu tenglamalar sistemasini yechimlaridan biri

quyidagilar:

a2=7"~" a3=1>Prl1=2" P3l= P3r = 2,
1 2 1
A~6" Pl~3" P3~6"
Bu parametrlar bilan aniglangan uchinchi tartibli Runge-Kutta

metodi

y(x +h)=y(x) +£(KIl+ 4K2+ K3)
ko‘rinisbda bo‘lib, bu yerda
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Ky = hf{x, y), K2=hf[x +", y+"E jj,

K3=/r/’(x+ h, y —Kx+2K2Y

Bundan boshqga yarn bir formulani keltiramiz:

y(x -+h) =jv(jc)+ n:, + 3K3)

Kx=hf(x,y), K2=hfrx +*,y+~K1]J,

K3 =h/*"x+h,y +"K2).
Endi r =4 bo‘lganda eng ko‘p ishlatiladigan to‘rtinchi tartibli
metodni keltiramiz;

y(x+h)= y(x)+"-(KI+2K2+2K3+K4),
bu yerda
Kl=hf(x,y), K2=hf{x+j,y+ *"K*",

K, =hf[x+",y +"K*, K4=hf(x +h,y+K3).

Yuqorida chigarilgan birinchi, ikkinchi, uchirichi va to‘rtinchi
tartibli metodlarni birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasi
uchun Koshi masalasini taqribiy yechishda qo‘llash mumkin.
Masalan, quyidagi Koshi masalasi berilgan bo‘Isin:

y'i =fii.x,yvy2,...,yn),
Y*(*0)=Wo. i=1,2,...,n

r = 1 da hisoblash jarayoni quyidagicha amalga oshiriladi:

y~Ax+ h)=yj(x) + N/ x,yny2,...,yn), i=1,2,...,0.

r = 2 da esa formulai ar

yi(*+ A)= Y, (*)+ K il + K i2) »
fCn =hf(x,yl,y2,...,yn),
Ki2z=zhf(x+h,yl+ Ku,y2+ K2l,...,y,, + Knl), i=1,2,...«

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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Runge-Kutta metodi bilan qurilgan metodlarda yechimning bitta
nuqtadagi giymati ishtirok etishi bois ular bir gadamli metodlar

deyiladi.

7.3.5. Runge-Kutta metodi xatoligining bosh hadi va uni
baholasbda TRrnige qoidasi

Tartibi S ga teng Runge-Kutta metodi bilan Koshi masalasini
yechislxda har bir gadamdagi xatolik miqdori

ga teng bo‘lib, tartibi h 5tL edi. Agar differensial tenglamaning o‘ng
tomoni ancha murakkab boisa, bii xatolikni baholash amaliyotda
ancha giyinchiliklami tug‘diradi. Metodning jami xatoligi tartibi esa

h's gateng boiadi [8], ya’ni
y(xn)=y ,+P(xn)hs+o(hs+). (1)
Agar p(xn)~0 bo‘lsa, yetarlicha kichik h uchun p(xn)hs miqdor

metod xatoligiga ancha yaxshi yaginlashgan bo‘ladi. Bu miqdor,
odatda, xatolikning bosh hadi deb ataladi. Xatolikning bosh hadi
xatolikni toiiqg xarakterlamaydi, lekin lining migdori metod xatoligi
miqdorini yaxshi tasavvur etishga imkon beradi.

(1) formula yordamida xatolikning bosh hadini aposterior baholash
goidasi mavjud, uni Runge qoidasi deb ataladi.

Faraz gilaylik, [x0,X ] oraligning £ nuqtasida tartibi S ga teng
metod luian h=h] va h=h 2 gadamlarda yechimning yh va y~*
caqribiy giymatlari topilgan bo‘Isin.

Agar hj va h 2yetarlicha kichik bo‘lsa, unda (1) ga asosan

y{Q -yh\ M S)*?»

y{k)-y.2 =pfc)yns2
taqribiy tengliklaming xatoliklari ancha kichik bo‘lishligini kutish
mumKkin. Bundan
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2

ligini aniglaymiz. Demak, hisoblashlami h=hx, h=h 2 qgadambilan

nuqgtagacha bajarsak, xatolikning bosh hadining taqribiy giymatlarini
ikkala holda ham aniglagan bo‘lamiz:

Agar bu migdorlar berilgan aniqlik s dan katta bo‘lsa, quyidagi
taqgribiy tenglik

dan tegishli shartlami bajaradigan gadamni ko‘rsatish mumkin:

Agar hx=h, h2=2h bo‘lsa, (2) formula

ko‘rinishda bo'lib, metod xatoligi uchun
(3)

taqribiy ifodaga ega bo‘lamiz. Bu formula asimptotik xarakterga ega
bo‘lib, kafolatlangan bahoni bermaydi. Shunga qaramasdan, u amaliy
nuqtayi nazardan ko ‘pincha yaxshi natijalami beradi.

Shu narsani ta’kidlash lozimki, (3) formulada yaxlitlash xatoligi
inobatga olinmag;an. Shuning uchun, hisoblash jarayonida yaxlitlash
xatoligi salmoqli bo‘lsa, xatolikning bosh hadini baholashda (3) ni
go‘llab boimaydi.

Agar (3) ni quyidagicha

4)
yozsak, (4) ning o°‘ng tomoni yechimning anig giymatiy ga, y h va

y 2h dan ko‘ra ancha yaqinroq bo‘lishligiga umid gilish mumkin.
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Bobga tegishli tayanch so zlar. bir gadamli metod, ko‘p gadamii
metod, Runge qoidasi.

Savollar va topshiriglar
1. Koshi masalasini tagribiy yechishningusullari.
. Ketma-ket yaqginlashish usuli.
. Darajali gator metodi.
. Ayirmali usullardan Adams ekstrapolyitsion metodi.
. Adams interpolyatsion metodi.
6. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar sistemasi uchun
Adams metodLari.
7. Eyler va Eyler-Koshi usullari.
8. Eyler-Koshining metodi.
9. Runge -Kutta metodi.
10. r=1, r —2 bo‘lgandagi hisoblash fomaulalarini chigaring.

o B wN

11. r=3, r —4 bo‘lgandagi hisoblash formulalarini yozing.
12. Xatolikni baholashda Runge qoidasi.

Misol 1.
y’'=x+y, (1)
7(0)=1 )
Koshi masalasining [0;0,4] oraligda /2=0,1 qadam bilan Eyler usu-
lida yechimiai toping. Taqribiy yechim va anig yechim orasidagi
fargni hisoblang. Analitik yechim y(x)=2ec-x —1
Yechish. Differensial tenglamaning o ‘ngtomoni /( x,y)=x+y\
boshlang‘ichma’lumotlar: x 0=0, j 0=I;
yechim izlanyotgan \a,b\ oraliq. a=0, b=0,4;
oraligning t>o‘linish soni: n=4, /2=0,1.
Quyidagi
xm =%+ 0 ,Ayi=0,I(xj+y,); yM=yi+Ayi ({=0,1,2,3)

rekurrent formulalardan foydalanib ketma-ket quyidagilami topamiz:

176



1-gadamda (/ = 0): x,=0,l; y ,=1+0,I(0+1)=1,1,

2- gadamda ("=1): x2=0,2; j 2=1,1+0,I(0,I+1,)=1,22,

3- gadamda 0 =2): x3=0,3; y,=1,22+0,1(0,2+1,22)=1,362,

4 -qadamda 0 =3): x4=0,4; vy 4=1,362+0,1(0,3+1,362)=!,5282.
d t=\y{x j)—y ij deb belgilaymiz va hisoblashlarimiz natijalarini

jadval ko‘rinishida keltiramiz:

[ Xi y> y&d di

1 01« 11 1,110342  0,010342

2 0,2 1,22 1,242806 0,022806

3 0,3 1,362 1,399718 0,037718

4 0,4 1,5282 1,583649 0,055449

Misol 2.

y=x+y (1)
y(0)=1 (2)

Koshi masalasini [ 0;0,4] oraligda /i=0,1 gadam bilan Eyler-Koshi

usuli bilan yeching.
Yechish. x 0=0, y 0=1 deb, Eyler-Koshi metodini indeks i uchun

quyidagicha yozamiz:
xM=Xi+h, yil=yi+Ay, (/=0,1,2,3),
Ay i=\{K?)+K?)), K?=h-f{xt,yt), KA=h-f(xi+h,yi+K?").
Yechilyotgan masala uchun
¢=0; Xj=x0+/2=0+0,I; /Tq)=/?(x0+>"0)=0,1-(0+1)=0,1;
A )=/i(i 0+ %+j; 0+ AT',,)=0,1(0+0,1+1+0,1)=0,12;
Ado=i(/:")+"<2)=1(0,1+0,12)=0,lI;

J'i=J'o+AJo=1+(U ==UI.
Xuddi shunday hisoblashlarni qolgan gadamlar uchun bajaramiz,
xatolik dt=\y(x) ~ y va hisoblashlar natijasini quyidagi jadvalda

keltiramiz:
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X K % Ayi~i Yi yi*i) di

0,1 0,1 0,12 0,11 111 1,110342 0,000342
02 0,121 0,1431  0,13205 1,24205 1242805 0,000756
0,3 0,144205 0,168626 0,156415 1,398466 1,399718 0,001252
04 0,169847 0,196831 083339 1,581804 1,583649 0,001845

A W DN R

Topilgantaqribiyyechiraxatoligi jy4-_y(x4)|~ 0,002 danortmaydi.

Misol 3. Yuqoridagi misolni to‘rtinchi tartibli Runge-Kutta usuli

bilan yeching.
Yechish.
. ( h icr A
XM=Xi+h, Kf*hfArx~y)), K\2=hf x,+-,y,+-%-

\%

KA=b/[xA,y1+r -\ KA=k/{X*"U,y1+K"),
Vv

OY,. = i(K? +1K™ +2K A +K\A), ym =y, +Ay, (/=0,1,2,3).

xO QO y 0=1 deb Vj nitopamiz:
i=0; x,=xo0+1=0+0,1; ”i,)=A(X0+y 0)=0,I(0+1)=0,l;

K (2=h\x0+~h+~K~" J=0,1(0+0,05+1+0,05)=0, 11;
K’\:h’\x0+’\h+j0i A '4’j:o,|(0+ 0,05+ I+ 0,055) = 0,1105;
KA®)=h(x0+h, YO+ K™) =0,1(0+ 0,1+ 1+ 0,1105) = 0,12105;

A70= 6( N+ 28 T2+ M AL gon +2-0,11+2-0,1105+0,12105) =
=0,110342;

yi=y 0+ 4y 0~ 1+0,110342 = 1,110342.
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Shunday hisoblashlami Iceyingi gadamlar uchun ham bajarib
hisoblash natijalarini esa quyidagi jadvalda keltiramiz:

i * 9 A>\-i yi

101 0,100000 0,110000 0,110500 0,121050 0,110342 1,110342
2 0,2 0121034 0,132086 0,132638 0,144298 0,132468 1,242805
3 03 0,144281 0,156495 0,157105 0,169991 0,156912 1,399717
4 04 0,169972 0,183470 0,184145 0,198386 0,183931 1583648

Topilgan tagribiy yechim xatoligi 0,000001 dan ortmaydi.

Taqqgoslash uchun uchta metod bilan yechilgan bitta masalani
tugun nuqtalardagi yechimning tagribiy giymatlarini va aniq
yechimning giymatlarini quyidagi jadvalda keltiramiz.

i Usullar bo‘yicha topilgan yf qiymati Aniq yechimi

Eyler Eyler- Runge- y(Xi)=2ex-x -1
Koshi Kutta
1 0,1 1,1 1,11 1,110342 1,110342
2 0,2 1,22 1,24205 1,242805 1,242805
3 0,3 1,362 1,398466 1,399717 1,399718
4 0,4 1,5282 1,581804 1,583648 1,583649

Misollar. Koshi masalasini [0;1] oraligda h=0,1 gadam bilan
yechimini Eyler, Eyler-Koshi va Runge-Kutta usullarida toping.
Ne 1.y =x:+y2y(0)=0,5. Ne 2. ¥ = 2jc+ 0,1y 2, y(0) = 0,2.

Ne3.y'=2x+y2,y(0)=0,3. Ned. y' =x2+xy,y(0)=0,2.

Ne5. y=0,2x+y2y(0)=0,l. Ne 6. ¥ =X2+y, y(0)=0,4.
Ne 7. Y =x2 +2y, >>0)= 0,1 Ne 8. y=xy +y2y(0)=0,6.
Ne 9. Y =x2+/,>-(0) =0,7. Ne 10. y =x2+0,2y2y(0)=0,2.

Ne 11. y =0 ,3x+/,X0)=0,,4. Ne 12.y =0,Ix+0,2/,j(0) =0,3.
Ne 13. ¥ =jc+0,3y2, v(0)= 0,3 Ne 14. y' = 2x2+xy,y(0) =0,5.
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Ne 15. ¥ =0,1n2+2xy,”0) = 0,8. f5 16. ¥ =m2+0,2ay, y(0) =0,6.
Ne 17. y=3x2-fO,Ix>-MO)=0,2. »18. y =x2 +3xy, y(0) =0,3.

Ne 19. ¥ =p2-n 04Y,90) =0,7. ?20.y"' =2x2+3y2,y(0) =o0,2.
Ne21.¥ =0,2.x2+/ , 7(0)=0.8 Ne 22.y=0,3x2+0,iy,T(0)=0,3.
Ne23. ¥ =xy-hi},iyzy(ti) =0,5. Ne 24. ¥Y=0,2xy+Y ,~(0)=0,4.
Ne25. ¥=0,1xy+0,3/,490)=0,2 Ne26. ¥=03xy+¥Y ,>0)=0,6.
Ne27. ¥ =XVv-t-0,2/, y(0)=0,7. Ne 28. y =0,1x2+2yr,y(0)=0,2.
Ne29. ¥ =3x-50,1/,y(0)=0,4 Ne 30. Y=02+3/,j(0=02



VIII BOS. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
UCHUNCHEGARAVIY MASALALARNI TAQRI1BIY
YECHISH

8.1-§8. Masalaning qo‘yilishi

Faraz giLaylik, quyidagi «-tartibli oddiy differensial tenglama
/= A x o,y Ly @
berilgan bo‘lsin. Uning y = y(x) yechimini \a,b], oraligda topish talab
gilinsin. Bu oraligda k ta xt (i = 1,2,...,k) nuqgtalar olamiz:

a< xY< x2< x3< mm< xk<b.

Yechim  y(x) va uning («—l)-tartibgacha hosilalarini
xt (i =1,2,..,,k) nugtalardagi giymatlaridan gandaydir goidaga binoan

tuzilgan quyidagicha tenglamalar berilgan bo‘lsin:

Yi(y{x®,y ( x , y@N(xx),..., y(xK),y'{xKk),...,y (= xkj) = 0
i =1,2,...«,
va quyidagicha masalani qo'yamiz:

\a,b~\ oraligda (1) tenglamaning (2) shartlarni ganoatlantiradigan
yechimi topilsin.

Bu k nugtcili masala deyiladi. Agar k =1, jo = a bo‘lganda, Koshi
masalasi kelib chigadi. Agar k - 2, xy=a, x2=Db bo‘lsa, bunday
masala chegaraviy masala deyiladi. Va nihoyat garalyatgan k ta
nuqgtalardan m tasi (2 <m < k) turli bo‘lsa, u holda (1), (2) m nuqtali
(yoki ko p nuqgtali) masala deyiladi.

Chegaraviy yoki ko‘p nuqgtali (1), (2) masalaning yechimi
mavjudligi hamda yechimning yagonaligi isbotlangan, deb faraz
gilamiz.

Agar differensial tenglama va chegaraviy shartlar chizigli bo‘lsa,
(1), (2) masala chizigli chegaraviy (k = 2) yoki ko‘p nugtali chizigli
(k> 2) masala deyiladi.
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Differensial tenglama hamda chegaraviy shartlaming kamida
birtasi nochizigli bo‘lsa, (1), (2) masala nocliizigli chegaraviy (k = 2)
yoki ko‘pnuqtalinochizigli(k > 2) masala deyiladi.

Chizigli chegaraviy yoki ko‘p nugtali masalada differensial teng-
lama va chegaraviy shartlar birjinsli bo‘lsa, u holda (1), (2) birjinsli
chegaraviy yoki ko‘p nuqtali masala deyiladi. (1) yoki (2) ning
birontasi birjmsli bo'lImasa, (1), (2) masala birjinsli bo'Imagan masala
deyiladi.

Bir jinsli masaia trivial (y(x) = 0) yechimga ega. Lekin uning
trivial bo‘lmagan yechimlarini topish ham ko‘p hollarda katta aha-
miyatga ega. Boning uchun (l)ga yoki (2)ga biron parametr Kkiritib,
shu parametrga bog*‘lig bo‘lgan notrivial yecliim topiladi.

Parametrning bn giymatlari masalaning xos sonlaridir. Ularga mos
keladigan yechimlar masalaning xos funksiya.lari deyiladi.

8.2-8. Ikkinchi tartibli chizigli chegaraviy masalani Koshi
niasalasiga keltirish

Faraz gilaylik, [or,b\ oraiigda
1(*) +P(X)¥(x)+a(x)y(x)=f(x) 1)
differensial tenglama berilgan bo*‘hb, uning
aoy(a)+aly'(@)=A, [aQucir 0

BOy(b)+"y\b)=B, |f30+-|f3,|"0
chegaraviy shartlami ganoatlantiradigan yechimini topish masalasini
ko ‘ramiz.
Yechimni
y(x)=cu(x)+z(x) (3)
ko‘rinishda gidiramiz, bu yerda ¢ - konstanta, u(x) esa (1) ga mos
keluvchi
+p(x)u'(x)+q(x)u(jc)=0 (4)
birjinsli tenglamaning noldan farqli yechimi, z(x)
2" (»4- p(x)z'(x)+q{x)z{x) = f(x) (5)
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tenglamaning gandaydir  yechimi. (3) bilan aniglangan
y(x) = cu(x)-\-z(x) yechim ixtiyoriy ¢ da (1) ni ganoatlantirishiga
ishonch hosil gilish giyin emas. Ixtiyoriy ¢ uchun (2) ning birinchisi
o‘rinli bo'lishini talab etamiz, u holda
caOu(a) +a0z(a)+ca, u'(a) +a, z'(a)=A
bo‘lib, undan
c’'[a0OM(o) +a, w'(@)] +a0z(a) +a,z'(a')=A (6)
hosil bo‘ladi. Bu tenglik ixtiyoriy c¢ larda o‘rinli boiishi uchun
quyidagi tengliklar bajarilishi kerak:
aou(a)+alula) =0,
a0z(a) +alz'(a)=A
Agar ixtiyoriy ¢ i 0 uchun
u(a) =alc, u'(a)=—a0c (8)
deb olsak, unda (7) ning birinchisi o ‘rinli bo'ladi, uning ikkinchisining
o‘rinli bo‘lishligini ta’minlash uchun a 0~ 0 bo‘lganda

z(a) =_

. z'(a)=0 (9)
ao

vaa, * 0 bo‘lganda
z(a)=0, z'(a)=- (10)

deb olish mnm kin.

Shunday qilib, u(x) (4) biijinsli tenglamaning (8) shartlarni
ganoatlantiradigan Koshi masalasining yechimi boiib, z(x) esa (9)
yoki (10) sliartlami qanoatlantiradigan (5) tenglama uchun Koshi
masalasining yechimidir. Shu bilan birga y(x) =cu(x)+z(x) funksiya
(2) chegaraviy shartni ixtiyoriy c uchun x =a nuqtada ganoatlantiradi.
Ikkinchi chegaraviy shartni y(x) =c:u(x)+z(x) funksiya ganoat-
lantirsin desak, undan c ning giymati kelib chigadi, ya’ni

[(30u(b) +P, u\b)]c+ p0z(b) + p,z\b) =B
bundan
g-Poz(f.)-Pi/(A)
poM2) + plu'(b)
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hosil bo‘ladi. Bu yerda POw(é) + Pju'(b) =£0 shart bajariladi, deb faraz
gilinadi.

Shunday qilib (1), (2) chegaraviy masala (4), (8) va (5), (9) (yoki
(10)) Koshi masalasini yechishga keltirildi.

Shuni ta’kidlash lozimki, agar POi/(e)+p,u'(e)™ 0 bo‘lsa, (1), (2)
chegaraviy masala yagona yechimga ega bo‘la.di, aks holda bu masala
yo umuman yechimga ega emas, yoki cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘ladi.

8.3-§. Chekli-ayirmali metod bilan ikkmchi tartibli chegaraviy
masalani yechish

Faraz qilaylik, \ct,b\ daquyidagi

L(y) =y\x)+ p{x)y\x)+ gq(x)y(x)=/(x) 1)
aly{d)+a,y(a)—A,  jaOf+[a|* 0, @)
%y{b)+"y\b)=B, iPohIPj~O (3)

chegaraviy masala berilgan bo‘lib, u yagona yechimga ega bo‘lIsin,
[a,6] oraligni h ={b —a)jN qadam bilan teng N boiakka bo‘lib,

{xiL tor gilamiz:
a=X0<Xy< x2< mwe<xN=b. (4)
Endi (1) ni xI,x2,...,xN_I nuqtalarda, va’ni fx"i.NQ to‘ming ichki
nugtalarida, (2) va (3) ni mos ravishda x0, xjV nuqtalarda garaymiz.
(Ddax=x.. z=12,...,iV*- 1 desak,
yPxi)+ Pixdyixj+qgixjyixjrfixi), (5)
hosil bo‘ladi. Bu yerda y(xf), /(x,) lami v(x) funksiya giymatlari
orgah approksimatsiya gilamiz. Buning uchua x, nuqta atrofida y(x)
to‘rtinchi tartibli hosilaga ega, deb hisoblaymiz va quyidagi

yoyilmalami hosil gilamiz:

Axm)=Axi+h)=y(xi) + A (xi)+ 2§ (xi) + A F(x i)+ ~y ul)(xi+Qh), (6)
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MAD) =y(xI-h) =yxi)-~y (X,)+ M/ (x)-~yr{xi)+ A f'* \xi-9,h), "
o< 0< i, o<eli<i.

Bulardan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

-\C-"'ﬂ'% v )==y XD+o(h), (8)

y{X‘)~PZ1Y(X“ L =y\x.)+o(h), ©)

y{Xi+ﬂ-yh{Xi-1).:y‘(Xj)+o(h2). (10)
2

Bulaming chap tomoni mos ravishda o ng hosila, chap hosila va
markaziy hosila deb ataladi. Shunga o‘xshash /(m*,*) uchun

y(Xi+i)'2y (;(,-)+y(x(;_1) = /(XI)+O(h2) (11)
h
formulani hosil gilish mumkin.
Endi (5)dan (10), (11) larga asosan
y{xI+)-2y(xi*yix]_ D+p{x:) » H x h ) + qXj)y(xj) =f (Xi)+o(h2) (12)
h 2h
ni hosil gilamiz, bundan esa
I-2U ) [ji(™-1)-[2- heg{xi)\y{xi)+ I+ -M*,-ﬂjMX-H') (13)
= lj2l(Xj)+o(/;4), 2=1,2,...#—1
ko‘rinishga ega bo‘lgan (5) ning to‘ming ichki nuqtalaridagi
approksimatsiyasi hosil bo“ladi.

Shuningdek, (2), (3) chegaraviy shartlaming (8), (9) formulalami
ishlatib approksimatsiyasini topamiz:

(a0/2-a,)y (x0) +a, >(x)=hA +o{h"), (14)

-PiyOVi)- (Pi+"Po)y(x,,) =hB+0{h2). (15)

Endi (13), (14), (15) lardagi o(h4) va o(h2) lami tashlab yuborib
hamda quyidagi belgilashlami kiritib
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4=1~jP0,)> c, =2—-kq(Xj), B'=\+~p(Xi), y(xi)=yi,

o« -_™L _ - Bi - hB
a,-na0” ™ taO-<x’ B,+% Rj+AlRo
quyidagi tenglamalar sistemasini
30 =XiJ"j +P-1, 1
4yti-C"A+ B lym=«k2n i=1,2,...,N-11} (16)

~n

yN = Xi ¥YbI~\ +m2
hosil gilamiz.

Bu tenglamalar sistemasining matritsasi uch diagonalli. Bunday
sistemalami yechish uchun odatda haydash usuli gollanadi. (16) ning
yechimini quyidagi

yM =aMyj+bM, i=0,l,...,N-\ (17)
ko‘rinishda izlaymiz. bu yerda aM ,bM lar noma’lumlar. (17) dan
quyidagilarga ega bo‘lamiz:

yi = aiy.-l +b,,

Ym =amy, +K i =ajam Y -i+am bi+ v .
B u ifodalarni (16) ga qo‘ysak,
1-a,(C,-Aa,+tD)]X,, +~[b ., (BN -C,)+ -A2/]1=0

hosil bo 1adi. Agar

a = 'Ef'_'rfhﬁ_(:l_’ b.= Cr-A.a,.+ ° =rz Nt

bo‘lsa, yuqoridagi tenglik o ‘rinli bo‘ladi. % va Av larni esa (16) ning

oxirgi tenglamasidan va (17) da i = Ar- 1 bo‘lganda topamiz:

(16) ning birinchisi va (17)da i = 0 desak

_ XA+N
K«

hosil bo‘ladi.
Shunday qilib, (16) tenglamalar sistemasini haydash usuli bilan

yechish algoritmini hosil qildik:
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4 , _ BibM -h 2t

i—1,2,...,.N—j
aN ="} w bN = }2, f (18)
Vn=W * + >i=0,1.,JV-1
(mei +Xi«i) /
0 ! ( 1-Xi«i)
Bu algoritm bo‘yicha lar chegaraning chap nuqtasidan boshlab
ketma-ket topiladi, shuning uchun (18) formulalar chapdan haydash

formulalari deyiladi. Xuddi shuningdek, o‘ngdan haydash formu-
lalarini chigarish mumkin:

P - Bi n 1
q+ C-1J, * n'#aa Q-rlea
4i =5Ci> Tii=Up (19)
= NHT/H /=0,
yn J

Agar a, koeffitsiyentlar moduli bo‘yicha birdan kichik bo‘lsa, u
hokia (18) haydovchi formulalar turg un deyiladi,

Quyidagi teorema o ‘rinlidir.

Teorema. Agar

4 >0, Bt>0, C,>A, +Bn i=1.2,.,JV;
0™ X> %2<1

shartlar bajarilsa, u holda haydashni bajarish mumkin va u turg‘un bo‘ladi.

Isboti. Hagigatan ham, O <aN= X2< ' ekanligi teorema shartidan
kelib chiqadi. Faraz gilaylik, 0 < aM <1 bo‘lsin, u holda

A A,
O<a,=- . - . <1
® Cr BfiM  (C,-Br AiyA1+{\-aM)BI
bo‘ladi, chunki maxraj suratdan katta. Demak, i- 1,2,...,N- 1 uchun

0<a <1 Endi 0<ii <l shart O0<at<1 bilan birgalikda yo ni
aniglaydigan formulada max.raj noldan fargligini ta’minlaydi.
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8.4-8. Taqribiy analitik metodlar

Ba’zi bit tatbigiy masalalami yechishda to‘r usulini emas, balki
yechimni, tagribiy boisada, analitik ko‘rinishda topish talab etiladi.
Bunday hollarda yechimning aniqligi darajasi yuqgori bo‘lishligi talab
gilinmaydi, ammo aniq yechim o'miga shunday funksiyani qurish
talab etiladiki, u chegaraviy shartlarni ganoatlantirislii kerak hamda
differensial tenglamaga bogiiq boigan gandaydir munosabatlarning
bajarilishini talab etadi. Yuqoridagi talablarga javob beravchi funksiya
tagribiy ravishda differensial tenglamani ham qanoatlantiradi. Bu
munosabatlami hosil gilishda qc/yiladigan talablarga garab turli
metodlar hosil boiadi.

8.4.1. Kollokatsiya metodi

Faraz qilaylik, quyidagi

L(y) =f(x) +p(x)y"(x)+ q(x)y(x)="F(x) (1)
la(y) =aoy(a)ri~(.a)=A, |00+ (x]” 0, @)
Ib(y) = &Ne + hy(b)=B, [PO[+|P,|*0. A3)

chegaraviy masala berilgan bo'lsin. Bu masalaning tagribiy yechimini
n

yn(*)= 00 +t|:ick<;k(x) O]
ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda (p*(jt) (k=0,1,..,«) - ma’lum
funksiyalar bo Tib, ular hozircha

L(%)=A>4(90)=". /a(<p*)=4(g>*) = 0,7=i,2,,..,ii
shartlarni qganoatlantirishi talab qilinadi. U holda ixtiyoriy
ch( k=1,2,..,«) lar uchua yn(x) (2), (3) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiradi, ammo u differensial tenglamani ganoatlantirm&sligi
mumkin, ya’ni

¥,.(X) (Dning aniq yechimi y(x) bilan aynan bir xil boTgan hoi
bundan istisno. L(yn)=f(x) tenglikni [a,b] ga tegishli turli
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x1x2,...,xn nuqgtalarda bajarilishini talab qilsak, noma’lum
ck (E=12,...,«) parametrlami topish uchun
z Ictho k{xi)) = L(pAx,.)), i=1,2,.« (5)
i=
ko‘rinishga ega chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil
gilamiz. Bu tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo‘lishi
uchun <p*(x) (k = 12-..,«) lar quyidagi shartlarni ganoatlantirishi
kerak:

1) bu funksiyalar chizigli bog‘ligsiz bo‘lishi kerak;

2) p(x), q(x), f (x) funksiyalar \a,b\ da uzluksiz bo‘lsa,
gt (x)e Ca,¢] bo'lishi kerak;

3) (PtOO {k=12...,«) funksiyalar yordamida hosil gilingan
sistema  Z,(tpe(X)) (k= 1,2,...,«) ixtiyoriy va turli x, (/=1,2,...«)
nugtalar uchun Chebishev sistemasini tashkil gilishi kerak.

Ta’rif. Agar [a,¢] ga tegishli va turli x, (/=1,2,....«) nuqgtalar
uchun

<PiOi) oP2(N) e P»(*i)

% (x2) q2Xx2) .. tp,(x2)~

(PiGc,) q2(*n) e
bo‘lsa, 9t (x) (k=1,2,...,«) funksiyalar sistemasi [a,b\ da Chebishev

sistemasini tashkil etadi deyiladi.
Endi (5) ni yechife, noma’lum parametr ck (k- 1,2,...,.«) lami
topamiz va (I)-(3) ehegaraviy masala yechimini

Y (X) =(?0(X)+k£Ck(?k(X)
=1

ko‘rinishda topgan bo* lamiz.
Shuni eslatib o‘tamizki, bu metoddagi

L{yn(X))\D’@‘q: (',(<POW]j®( +o ¢ (PiIW) ,1=12,...,«
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shartlaming bajarilishi L (yn(x)) ning L(cp/;(x)) funksiyalar sistemasi
bo‘yicha xi (¢=1,2,...,n) nugtalarda jnterpolyatsiyalanishini angla-
tadi. Bunday interpolyatsiyalash mumkin va yagona bo‘lishligi uchun
\a,b\ da. L((ph(x)) funksiyalar sistemasi Chebishev sistemasidan

iborat b o ‘lishligi kerak.
8.4.2. Kichik kvadratlar metodi

Faraz gilaylik, H —haqiqiy Gilbert fazosi bo‘lsin. H da zieh D(A)
to‘plamda aniglangan, giymatlari H ga tegishli chizigli operatomi A
deb belgilaylik va

Ay =f (1)
tenglamani ko‘raylik. Bu yerda f & H va. yechim y g DiA). (1) teng-
lama yechimga ega bo'lsin deylik.

(1) te nglamaga quyidagi

J(y) =\\Ay-ft (2)
funksionalni mos qo‘yamiz va (1) ni yechish masalasini shu funk-
sionalni D(A) da minimumga erishtiravchi elemental aniqlash

masalasiga almashtiramiz, ya’ni

in.J =J(y*) - 0.
ygbl&)(y) (y*)

Bu tecnglamadan ayonki, y Ay = f tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Ay = f tenglamani yechish o‘miga (2) fimksionalning minimumini
topishga asoslanib, Ay =f tenglamani yechish metodi kichik

kvadratlar metodi deyiladi.
J(y) funksionalni quyidagicha minimumga erishtiramiz. D(A) ga

tegishli chiziqgli erkli {tyk(x)\ fimksiyakr sistemasini tanlaymiz va (1)

tenglamaning yechimiga n-yaqginlashishni
M
yn(*) = ®o(*) + 5, *) (3)

ko‘rinislida izlaymiz. Noma’lum ck (k=[,2,..., n) koeffitsiyentlar
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J(yn)=\Ayn- f f
funksional minimumga erishsin deb topiladi.
Biz quyidagi
L(y) =y"(x)+ p(x)y' (x)+ a(x)y(x)=/(x) 4)
ia(ly)=aoy(a)+aiy(a)=A" K I+ N *0’
400 - PoNe + Piy\b)= B, ip0|+|Pi|* 0
chizigli chegaraviy masalani kichik kvadratlar metodi bilan yechish
sxemasini keltiramiz.

Quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi cp”x) (k=1,2,...,n) funk-
siyalar sistemasini garaymiz:

1. <pA(x)e c2[a,b].

2- la(<p0) = A, Ih(y0) =B, /a((Pi)=/¢(91)=0,k =1,2,...,«.

3. Ixtiyoriy chekli « uc'nun { (x)}” funksiyalar sistemasi chizigli
erkli.

4. (p*(x) (k = 1,2,...,«) C2[a,e] dato‘ligbo-‘lsin.

(4), (5) chegaraviy masalaning taqribiy yechimini (3) ko‘rinishda
izlaymiz. (3) funksiya (5) chegaraviy shartlami ixtiyoriy « va
ct,c2,...,cn lar uchun ganoatlantiradi. cuc2,...,cn lami shunday
tanlaylikki,

J(yn) =\Ayn- ft
minimal giymatga ega bo‘Isin.
Ma’lumki,

\L{yn)~ =(L{y,)-f,.L(ym~f) =
b | .
=i M<pPo)+ E ckL {Pk(*))-7¢(*)l1i dx=j(cl,c2,...,cn).
Bundan c; (i = 1,2,...,«) lar bo‘yicha birinchi tartibli xususiy hosi-

lalar olib nolga tenglaymiz va hosil bo‘lgan chizigli algebraik teng-
lamalami hosil gilamiz:
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|y M POW)+ ¢ c*A(P*W )-/W [j-M *Pi(x))tfe = 0»

[=1,2,..,«.
Buni quyidagicha yozarniz:
X_._Akck:~si’ *=12,..,« (6)
bu yerda )
Ak =Aj =£Z((F’¢W)"(9EW )" 5= JIA@00))-/(x))- (W) 6
1i =12,.,«

(6) tenglamalar sistemasining matritsasi | Z-((pE(x))}/; , funksiyalar
sistemasi uchun tuzilgan Gram matritsasidir.

(6) tenglamalar sistemasining yechimga ega bo‘lishi fagat {(p¢ (jt)}
funksiyalar sistemasining xususiyatlariga bog‘liq bo‘lmay, qarala-
yotgan chegaraviy masalaga ham bog°‘liq bo‘ladi, xususan,

¢ty) =0, y[a)=0, 7(6)=0 ()
bir jinsli chegaraviy masala fagat trivial yechimga ega bo‘lishi kerak.

Quyidagi teorema o ‘rinli.

Teorema. Agar (7) chegaraviy masala fagat nol yechimga ega
boisa, u holda (6) chizigli algebraik tenglamalar sistemasining
matritsasi maxsusmas bo‘lib, (6) yagona yechimga ega.

8.4J). Galerkin metodi

Bu metodda ham kichik kvadratlar metodidagi (4), (5) chegaraviy
masalani yechishdagi { @Xjc)} funksiyalar sistemasiga bog‘liq shartlar
o‘rinH deb hisoblanadi. (3) ko‘rinishdagi taqribiy yechimning
cv c2,...,cn parametrlari bu metodda quyidagi shartlardan topiladi:

(LO ,,00)-/(m*) . ¥>-(*)=0, [=12,.. «.

Buni quyidagicha yozamiz:

£ cC*W*PtW) -(p,0))=(/w -¢( (% w ),9iw)> /=1,2,...,«
k=\
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Bu chizigli algebraik tengiamalar sistemasini yechib noma’lum
parametrlami aniglaymiz va (4), (5) chegaraviy masalaning tagribiy
yechimini

-
>>,()= £ c*¢*0)

ko‘rinishda aniglagan bo‘lamiz.

Bobga tegishli tayanch so zlar: k nuqtali masala, chegaraviy ma-
sala, ayirmali metod, haydash usuli, turg‘unlik, taqgribiy analitik
metodlar.

Savollar va topshiriglar

1. Chegaraviy masala tushunchasi va ulaming turlari.

2. Ikkinchi tartibli chizigli chegaraviy masalani Koshi masalasiga
keltirish.

3. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalami to‘r sohadagi approk-
simatsiyalari. Approksimatsiya tartibi.

4. Chekli - ayirmali metod bilan ikkinchi tartibli chegaraviy masa-
lani yechish.

5. Haydash usuli algoritmini hosil giling.

6. 0 ‘ng va chap haydash usullarini tushuntiring.

7. Haydash usulining turg‘unlik tushunchasi.

8. Kollokatsiya metodi.

9. Kichik kvadratlar metodi.

10. Galerkin metodi.

Misol 1.
y"' - 2xy —2y = -4 X ;

Aniqyechim: y(x) = x + ex .
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Yechish. h= 0,1 bo‘lsin. Bu yerda p(x)=-2x, q(x)=2,
/(x)=-4x,a0=1a,=—1,¢,=0,p,=0, 5 =1,7840.

Tenglamani  X; i=1,2,3,4 nuqgtalarda, ya’ni to‘ming ichki
nugtalarida, chegaraviy shartlarning esa chegaraviy nuqtalarda
approksimatsiyasini yozamiz va quyidagi

yu = x0T + Hi>
AV, - Ciyj+ByM =h2, i=1,2,3,4, 1)

sistemani hosil gilamiz, bu yerda
Ai=l- |~ D=I1-~(-2x¢)=1+0,Ix/,
B, =1+~p(Xi)=1+"-(-2x¢)=1- 0,Ix, (2)

Ci=2-h2q(xi)=2-0,0\(-2) = 2,02,

hA 20 _q
N axhaQ -1-0,1-1 11’ han-ax 1+l
y - Pl - ° -0 u - hB _ 0J1,7840
12 p,+fip0  0+h-I ’ lipBsid) 0+0,1-1
hox = 0,01(-4x¢) = -0,04x;, i=12734.

(Hni (2)ni e’tiborga olib, haydash usulini go‘llab yechamiz. Uning
yechimini  yM =aMyt+bM,i=0,1,2,3,4 ko‘rinishda izlaymiz.
Haydash koeffitsiyentlari esa

a,= ————, bj=BibM~h2fi i=12,3,4 3)

" Q-MH+H ' cj-M m
formulalar bilan aniglanadi. a5 va b5 lar esa J5= XZ74+fJ.i va
y5= a5y 4+ ¢5lardan topiladi. Ular a} =x2=0, £=p.2=1,7840.

Endi (3) formula yordamida ketma-ket aA bA, lami
hisoblaymiz:

i A dan™ 5 0p=0151485

44" Ca-Baas  2,02-(1:0,04)m0 2,02 !

a3= — N — = e 1'Q3-----—---= 103_ =0,67732,

7~ CoBoas 2,02- (| 3) 0, 51485 "1,82070
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A2 1+0,1-0,2 1,02
a, = - - =0,75147,
C2-B2az  2,02—1-0,1-0,2)- 0,67732  1,357223

4 140,1-01 10l _ 75964,
1 CxBxz 202—1-01-0,1)-0,75147 1,27904

_ BAbs-h¢fa _ (1-0,1- 0,4)-1,7840+0,01- 4- 0,4 _ Qg5576

4 C4-Baas 2,02
b _ Bsbs-hofz _ (1-0,1- 0,3)- 0,85576+0,01-4-0,2 _ Q55340
3~ C3-Bszas 1,52070
_ Bo-bl,-bw2 _ (1-0,1- 0,2)- 0,55369+0,01- 4- 0,2 _ Q
2~ C2-Boas ~ 1,35723
b _Bfa-tff _ (1-0,1- 0,1)- 0,40422+0,01 - 01 _ Q3]6QQ
1 C,-Bjaz 1,27904

(Dning birinehi ifodasidan va vy, = ajyo+bx dan y(= 1,10199
ekanligi kelib chigadi. Endi y,,y2,y3, y4lami va (1) ning oxirgisi
ifodasidan ys ni aniglaymiz. Ulami keltiramiz:
yx=1,18617; y2=1,27548; y3=1,33283; y4 =1,54196; =1,7840.

Misol 2.
y'(x) +2xy'(x) - 2y(x) =2,
1(0)=-2,
y(h+/(1)=0
chegaraviy masalani n = 2 da kollokatsiya metodi bilan yeching.
Yechish. ni opr)= b+ cx ko‘rinishda izlaymiz:

GIQ><)=0, go(0) = -2 =>c=-2
do(1)+p'0(1)=0=>b+c+c=0=>b=4,
Demalk, cth): 4-2>< . *(<) (k= 1,2,...,) fiinksiyalar

$™(0) =0 l
o*(1)+ oar(1) = 0J

shartlami ganoatlantirishi kerak.
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d4(x) = bk +xk" desak, bk koeffitsiyentni ikkinclii tenglamadan

topamiz:
\+bk+(k+1)=0=>bk=~(k +2), (Z(x)=xkH- (k+2).

Y echirnni y2(x)=4- 2x+q(x2-3)+c2(x3-4) ko‘rinishda izlaymiz.

LUdo(X)> -¢(h,(x)), ¢(cp2(x)) larni hisoblab, R(x,c,,c2) niiopamiz:

4>0(x) =4-2x, @¢'o(x)=—-2, Po(x)=0,

£(0(x)) = PO(x) + 2xp0(X) - 2¢p0(x) =-4x - 8+ 4x =- 8,

D, (x) =x2- 3, P'(x)=2x%x, ©"(x)=2,

Lon (X)) = db'(X) 1+2x'L(X) - 2a, (X) = 2+ 2X- 2Xx - 2(X2- 3) = 2x2+ 8,

h2(x) =x3- 4, h2(x) = 3x2, h2(x) = 6X,

LL(p2(x))= h2(x)+ 2xth2(X) - 2h2(X) = 6X + 2X*3X2- 2X3+ 8= 4x3+ 6X + 8,

R(x,cvc2) = ¢(0(x))-/(x) +cIX(th1(x)) + c21 (b 2(x)).

Kollokatsiya nugqtalarini xt= 1 X2 = 3 deb olaylik, u holda
qguyidagilar hosii bo‘ladi:

LUd0(*D) = ~8> Liho(*2) =- 8> f(x¥ = f{x2) = 2,

U ¢ 1(xD) = 2-|/6+8 = 8’(‘),

L(h1(x2)=2-A +8=91

L(m, (x))—4-—+6 -+8 =14—.

16
Natijada
65 153 .
—8 c h---j:6-02 |Ollil
73 227
FRCURT A M'J

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz, bundan ¢, =1,6510, c2=-0,3570
ekanligini amqglaymiz va taqribiy analitik yechim

»P(x)=4- 2x+ 1,6510(x2- 3)- 0,3570(x3- 4)
ko ‘rinishda topilgan bo ‘ladi.

196



Misol 3.
L(y) =y*(x) Faxy'{x) - 2y(x) =2,
lo(y) —yl0O) - ~2,
I(7)-j(i)+yO0) =0

chegaraviy masalani n = 2 da kichik kvadratlar usuli bilan yeching.

Yechish. Kollokatsiya metodi bilan bu masalani yechganimizda
(), (p,(X),(p2(x) lar aniglangan edi, shuningdek, Z(@0(x)), L((p,(X)).
L((.p2(x)) lar ham hisoblangandi.

Ulardan foydalanib, (6) sistemaning koefiitsiyentlarini hisoblaymiz:

1 i i
A, = jL2(p{x))dx = f(2x2+8)2dx = j(4x4+ 32x2+ 64)dx =
0 0 0
1132

15"

Ai2 = AZl= {(2x 2+ 8)(4x3+ 6x +8)dx

= J(Bx5+ 16x3 + 16x2+ 32x3+ 48x + 64)06C =
0

i 7
A22 = J(4x3+6 X + 8)<ic=|(16x6+ 36Xx2+ 64 + 48x4 + 64x3+ 96x)dx
0 0

B\ =\ (¢ ((pO(x)) - 2)L(cp, {x))dx = }(-8 - 2)(2x2+ 8)dx =
0 0

B2 = }(I(cpO(x»-2)Z,((p2(x))i/x= j(—20)(4x3+6X + 8)c/x
0 0
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Endi (6) tenglamalar sistemasini yozamiz:
1132 320 2601
G —
15 3 3b e, =0,7556, c, =0,2779
N oc 1+~ _c 2= 120l
31 3B 2 J
Berilgan chegaraviy masaianing tagnbiy maiitik echimi
y2(x)=4- 2x+ 0,7556(x2- 3)+0,2779(x3- 4)
Ko ‘rinishda bo ‘ladi.
Misol 4.
y'+7+X=0
70)=j(H =0

chegaraviy masalani n = 3 da Galerkin metoii bilan yeching.
Yechish. ¢p™(x) funksiyalar sifatida quyidagilami olamiz:

do(x) =0, L(x)=x(l-x), 92(x)=x2(1-i), ®,,(x) =xn(1-x).
Taqribiy yechimni n= 3 da

3 3

73(*) = 2 (*)=E cox G'-x)
k=1 b 1

ko‘rinishda izlaymiz. Nomalum ck (k = 1,2,3) larni quyidagi

£ c*(Ad4(x).d.(x) = (Ax).d.(x)), i=123

tenglamalar  sistemasidan aniglaymiz. Buning uchun awal
((MAX)), (£= 1,2,3) lami hisoblaymiz, so‘ng yuqoridagi tenglamalar
sistemasidagi skalyar ko ‘paytmalami hisoblaymiz:

®,(x) = x—jc2, §,'(x)=1- 2x, w”(x)=-2, (¢, (X)) =—=2+Xx- X2,

h2(x)=x2—X3, 2 (x)=2x—3x2, $2'(x)-2-6x, Ah2(x))=2-6x+x2—X3

®3(x) = x3—x4, P3(x) =3x2-4x3, ¢p3'(n)=6x-12x2,

L 3(x)) = 6x —12x2+ x3- X4,

(b(PL(X)), (X)) = I(-2 + x- x2)(x- x2)dx = -
0 n
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(L@RAX)). b, (x)) = 61(2- Bx + X2- n3)(x - X2 :

(L(p3()),(p](X))= J(6X - 12.1 + X3-A') (X -Xx 2)lh = -
0 2w
(L(cf, (x)),h2(x)) = I(-2 + X~ X2)(x2- X 3)dx =-"~,
20
1 13
(E(eP2X)).cp2X))= }(2-6X+X--X )(x -x )dx=- —
(X(ep3(x)).d 2(x)) = 8(6x—12x x ox ) -x)dx 8190’

(elep. (x)), (X)) = =2+ X - XD (x3- xh<&=- ",
(Lep2(x)),b3(x))= }H2- & +x2—x3)(x3~x 4)i& = —

(1(cp3(x)).03(x))= 5(6)('12)(2"')(3')( 4WX3_X4jdX 1120630

i
(/(), PI(x) =( x,x x2):(1;(x3—><2)dx:— i

1
Ne ),® r(*))=ir 2- *V X=
0

Ne )»th 3(x))= IJx(x =X )dx= 31Q.

Nomalumlami aniglaydigan tenglamalar sistemasini yozamiz:

3 3 19 1 )

— C,H---—-C- 4, = — ,

101 20 2 210 12

s c 13c H___?_?_ _1, i>~c¢, =0,1971, ¢2=0,1473, C3=0,0234.
2

19 79 103 1
----- S el o' P

210 1 840 2 1260 30
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Taqribiy analitik yechim
73(x) =0,197 jc(1- x)+0,1473x2(1- x) +0,0234n3(x-1) =
=x(x- 1X0,1971 + 0,1473n + 0,0234n2)
ko‘rinishga ega boMamiz.

Eslatma. Differensial tenglamadagi />(n). q(x), f(x) funksiyalar
murakkab bo‘lganda Galyorkin yoki kichik kvadratiar usulidan ko‘ra
kollokatsiya yoki haydash metodini qo‘llab, chegaraviy masalani
yechish magsadga muvofigroq bo‘ladi. Agar p(x), g{x), f (x) lar
jadval ko'rinishida berilsa, haydash usulini go‘llagan ma’qul bo‘ladi.

Misollar,
Vazifa 1. Chekli ayirmalar usuli bilan chegaraviy masala

h= 0,1 dayechilsin. Hisoblash 10“3 aniglikda olib borilsin.

y7+—+2y =X VT 427 =+ 1.
£7(0,7)=0,5, 1 N92.|’Z(o,9)-o,57-(0,9)=21>
127(1) +3¥ (1) =1,2.J 17(1,2) =1. ]
Yy Xy +y =x+1. y 2§ -~ =3,
£7(0,5)+27'(05) =1,j Ned- 17(02)=2

[Y(0,8) =12. J 0.57(05).7(0.5) = 1
y7+2y -xy =x2. 7" - 7'+— =n+0.4.
[740,6)=0,7, > Ne6- §7(1,)—0,5Y(11) =21

17(0,9) - 0,57'(0,9) = 1.J .

I_ 3y +Z=i. Y +3y — =+l
T G7(0,4) =2, 1 Ne8- Iy (1,2) =1, 1
[7(0,7)+2/(0,7)=0,7,1 [27(1,5)-Y(1,5)=0,5]



y_Z_+37 =2x2. Y +1,5¥~xy = 0,5.

Ne 9-b ()+2/(1)=0,61 Ne 10. [Zj(]ié)' Y (©3)=11
u(,3) =I. i [y(£9=3. J
y +2xy'—y =0,4. Y-0,50Y +7=2.

Ne ].1.1(27(03)+ Y (0,3) = 1] Nel2. I7(0,4)=1,2,
[Y (0,6) =2 i \7(0,7)+ 2Y(0,7) = 1,4.
y'+/n -3y =2 YU+ 2x2y + 7 = X

Ne BI_)/(O,S):l,S, | Neld. [27(0,5)-¥(0,5)= 1,1

|291,1)+ Y(1,1) = 3.J [7(08: 3. J

Y-Oxy+27 =15. y"+30/-2y206

Ne15. 1.y(0,7) = 1,3, I Nel6. f,y(3= 1
>0,57(1)+Y (1) = 2. 10,47(2,3) -¥ (2,3) = 1
y +-- Q4v—2x y'2+x 0,8y =x.
Nel7® [7(06 OEV(OG 06] Ne18* 170,7)+1,27'(1,7) = 2]
[Y(0,9)=1,7. i 17°(2) = L. J
y ~ N +xy=2. 7*+ 087'—Xy: 1,4.
Ne 19. 17(0.8) = 16, Ne20. i7(18: 0,5, )
[37(11) 05(11 l] 127(2,1) + ¥(2,1) = 1,7.]
» Y 2y X
A X 2
Ne 2L = 0,57(0,9) + ¥ (0,9) = 1] Ne22. £1,5t(1,3)-¥(1,9= 0,6,

17(1,2) = 08 J [27(16: 0,3.
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Ne 23.

Ne25.

Ne27.

Ne29.

y"—0,5/ + 0,5xy = 2x.
i/ @®=0,5, 1
{27(1,3) -¥ (1,3) = 2.]

y'"+ 2xy'—1,56= X
[1,4X1,D+ 0,5¥(L,D) = 2,]
[>(@,4) = 2,5. ]

Y 06y -27 = 1.
r7(1,5) = 0,6, I
\27(1,8 - 0,8Y(1,8) = 3.j

y"-0,5x%y + 2y =x2.
r7(,6)+ 0,77°(1,6) = 2,
[7(1.9) = 08

Ne24*

No 26'

Ne30.

y' + 27" - 1,5X7 = —o
[ (0.8) = 1, j
[r@Q.1)+ 2y@0)= 1|
/-7 +0,57=2x

[0,4X0,2)-Y (0,2) = 15
[Y(0,5)=0,4. j

|0,5X0,9)- 1,2/ (0,9)=1]

7" —xy' + 277 =0,8.
r7(12- 05?/(1,3: 1,1

[7(1,5)= 2. J

Vazifa 2. l-vazifadagi chegaraviy masalani h = 0,05 da haydash
usuli bilan yeching.

Vazifa 3. 1-vazifadagi chegaraviy masalani n =2 da kollokatsiya,
Galerkin va kichik kvadratlar usuliarining birortasi bilan yeching.



IXBOB. XUSUSIY HOSILALIDIFFERENSIAL
TEINGLAMALARNITAQRIBIY YECHISH

9.1-§. Umumiy tushunchalar

Xususiy hosilali differensial tenglamalar matematik fizika, gidro-
dinamika, akustika, texnikaning turli sohalarida keng tatbigga ega.

Tabiaida sodir bo‘ladigan turli hodisalar, odatda, xususiy hosilali
differensial tenglamalar orqali ifodalanadi. Xususiy hosilali
differensial tenglamalami integrallash masalasi oddiy differensial
tenglamalami integrallashga qgaraganda ancha murakkabdir. Bunga
sabab, birinchidan, xususiy hosilali differensial tenglamalar oddiy
differensial tenglamalarga nisbatan har xil va murakkabroq jara-
yonlaming ifodalanishi bo‘lsa, ikkinchidan, boshlang‘ich va chega-
raviy shartlaming turlicha go‘yilishi hamda masalaning o ‘lchovidir.
Xususiy hosilali differensial tenglamalaming yechimini kamdan-kam
hollarda oshkor ko‘rinishda chekli formula shaklida topish mumkin
bo‘ladi.  Shuning uchun ham xususiy hosilali differensial
tenglamalami taqribiy yechish metodlari muhim ahamiyatga egadir.

Bayon tushunarli, hisoblash sxemasi va algoritmi soddaroqg bo‘lishi
uchun biz ikki o°‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamalarga e’tiborimizni garatamiz. Tenglamaning tipi
va chegaraviy shartlaming xarakteriga garab har xil masalalar
go‘yiladi. Shu munosabat bilan ikkinchi tartibli chiziqgli differensial

tenglamalar klassifikatsiyasiga to‘xtalamiz.



tenglama D sohada berilgan bo‘lsin. Bu yerda a(x,y), b(x,y),...,
g{x,y) - koeffitsiyentlar va f(x,y) - ozod had. Bu funksiyalar yopiq
D =D<JT sohada aniglangan. G —D sohaning chegarasi. Agar D
sohada b(x,y) =b2(x,y)-a(x,y)c(x,y)<0 bo‘lsa, L(u)="f(x,y)
tenglama elliptik tipga, S(x,>-) >0 bo‘lsa giperbolik tipga, S(x,y)=0
bo‘lsa parabolik tipga ega deyiladi. Tenglamaning tipiga garab har xil
chegaraviv masala qo‘yiladi. Masalan, tenglama elliptik tipga oid
bo‘lsa, chegaraviy shartlar quyidagi ko ‘rinishda bo‘ladi.

Birinchi tur chegaraviy shart:
u(.x,Y)\r =<v{M). 2)

(1) ning (2) shartni ganoatlantiradigan yechimini topish Dirixle
masalasi deyiladi. Bu yerda M - G dagi nugta.
Ikkinchi tur chegaraviy shart quyidagicha

~ o =9(M) @)

cYl p
bo“lib, ar—]———-normal bo‘yicha hosila. (1) ning (3) shartni ganoatlan-

tiradigan yechimini topish Neyman masalasi deyiladi.
Uchinchi tur chegaraviy shart esa

a(x,7) ™ +PxjhHil] =g>(M) (4)

ko‘rinishida bo‘lib, a(x,y), f)(x,y) - ma’lum funksiyalar, ular
la 1(x,y) +fi2(x,y)~] >0 shartni bajaradi. L(u) =/ tenglamaning (4)

ni ganoatlantiradigan yechimini topish masalasi uchinchi chegaraviy
masala deyiladi.

Biz quyida xususiy hosilali defferensial tenglamaiami taqribiy
yechish usullaridan biri —to‘r metodi bayonida asosiy boshlang‘ich

ma’lumotlarai keltirish bilan chegaralanamiz.



9.2-8. EUiptik tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy

inasalalarni to‘r metodi hilan yechish

Bizga (1) ko‘rinishidagi tenglama berilgan bo‘lsin. Bu tenglamani
yugorida ko‘rsatilgan uch turdagi chegaraviy sharilaming birini
go‘shib garaymiz. Chegaraviy masalaning D sohadagi yechimini
topish ko‘pincha juda murakkab boiadi yoki yechimni chekli formula
ko‘rinishida ifodalab bo‘lmaydi. Shuning uchun ham hisoblash
amaliyotida yechimni D sohaning barcha nuqtalarida emas, balki D
sohaga tegishli ma’lum nuqgtalar to‘plamida yechimning tagribiy
giymatini topish masalasiga almashtiriladi. Shunday nugtalar to‘plami
to'r deb nomlanadi. Bunday nugqtalar chekli bo‘lib, D sohani tagriban
almashtirishi kerak. Dh deb to‘r nugtalarining to‘plamini belgilaymiz.
(xj,yi) Db ga tegishli nugta boisin, u(xj,yj) esa u(x,y) tunk-
siyaning shu nugtadagi giymati. Bunday giymatlar soni chekli. Ularai
topish umuman mumkin va ular differensial tenglama, chegaraviy
shart, D soha va uning chegarasi G orqgali ifodalanadi. Shu ma’lu-
motlar asosida differensial tenglamaning chegaraviy shartning xossa-

larini akslantiradigan va u(xj,yi) giymatni taqgriban hisoblash

imkonini beradigan munosabatlarini qurish to‘r metodining g ‘oyasidir.

Chegarasi G bo‘lgan D soha berilgan boisin. Oxy tekisligida
x.=xQin, yj=yorin, ¢i=Qela )

parallel to'g'ri chiziglar oilasini o ‘tkazamiz. Bunda h, 1 mos ravishda
abssissa va ordinaia y o halishlaridagi qadamlar deyiladi. Bu to‘g‘ri
chiziglaming kesishgan nugtalari tugunlar deyiladi. Tugunlar to‘plami
esa to‘mi tashkil etadi.

Agar ikkita tugun Ox o‘qgi yoki Oy o‘gi bo‘ylab. shu yo‘nalishda
bir-biridan bir gadam uzoglikda joylashgan boisa, ular qo'shni
tugunlar deyiladi.
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Fagat D sohada yotgan tugunlar to‘plamini garaymiz. Agar biror
tugunning to'rttala qo‘shni tugunlari to'plamda yotsa, u holda bu
tugun ichki tugun nuqgta deb ataladi. Ichki tugunlar to'piami to V soha
deyiladi va Dh orqali belgilanadi. Agar tugunning hech boimaganda
bitta qo‘shnisi Dh da yotmasa, u holda bu tugun chegaraviy tugun,
ularning to‘plami esa to'r sohaning chegarasi deyiladi va 1h orgali
belgilanadi. Agar Dh va f h to‘plamlar birgalikda garalsa, u holda u
yopiqg to rsoha deyiladi va Dh=Dhvj T h orgali belgilanadi.

Dh to‘r ustida aniglangan w(x,y) funksiya uchun uy=u”xi,yj
belgilash kiritamiz va har bir (i,j) =(xi,yJ) tugun uchun (1) da

gatnashadigan hosilalami bo‘lingan ayirmalar orqali ifodalaymiz. Ular

quyidagilar:
"(w jH 'fe.j +0(/ih
(wj X iy )+ 0( ®
" (6)
Ujx"yjyujx.nyj) h2
»h | @]
u{xi,yj+lyu (xi,yj) 1|
(8)
9)
du _u(xi,yjHly-u(xi,yH ) 1 2 (10)
Yi-2u(x, L, yj)+u(x,yj) +
(11)
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5 | M LY+ -2u(xi,yj) +u(xi,yH )
& L j): 2
cu N

A3xayy 4r/

toy)
Endi (1) tenglamani (xj,y]) nuqgtada to‘r tenglamaga o ‘tkazamiz.

Quyidagi

a(*/>n) =av, b(xi,yi)= by,.., f(x,y,) =ft{

belgilashlami Kkiritamiz, (7), (10)—«13) formulalarni qo‘llab, quyi-
dagiga

[LWD\NK™A A ~uix ™ +0ih2+12) =1y (14)
ega boiamiz, bu yerda
a a(u(xi»¥j)y) = Aiju(xi,yj) +Bju(xi,yj)+ DgU{Xj,yj) + Eyu(x, yj) +

+Fuu(xlyj)+ Gy{u(xt,yj)- n(xm,yi+)- u(xM,yM) + u(x”,¥] 1)
boiib,

A - — +dJ B.- al- dj ¢ D —g+¢fe
Nl S T SR
E.=-IL-TIL-  F_--~"--Afa+G m G_- by

b 2 I ij h2 12 iJ *~2hI

u(xi,yi) va hokazolar w(x,y) funksiyaning (x,,yi) nuqgtadagi
aniq giymati. Agar (1) ning yechimi D sohada uzluksiz to‘rtinchi
tartibgacha hosilaga ega bo‘lsa, u holda yetarlicha kichik h va / da
(14) dagi 0(h2+12) ni e’tiborga olmasak ham boiadi. Linda to‘r

tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

n*(«,)=n (15)
bu yerda ur deb, m(x,j) funksiyaning (x,,yl) nuqtadagi tagribiy

giymati belgilangan.
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Tashlab yuborilgan 0(h2+/2) had xatolikni bildiradi, ya’ni to‘r
sohaning ichki nuqtasida L(u) differensial operatomi to‘rda anig-
langan K(Ujj) operator o {h2+12) aniglikda approksimatsiya etadi.

Approksimatsiya etishga jalb etilgan nuqtalar sxemasi quyidagicha:

[+1)+ 1
H

i~hJ i+1J

----------- ey H
ij-1 i+1j-1

Agar (1) da b(x,y) =0 boisa, undato‘r tenglama
LM j) =fij (,6>
ko‘rinishida boiadi, bu yerda
Lh(uij) =Ajumj + BjU”j + D7uij+j+ Ejuij \ + FyUy
va differensial operatomi to‘rda aniglangan operatorga almashtirishda

jalb gilinadigan nuqtalar sxemasi esa quyidagi ko ‘rinishda boiadi:

U+1

i1 ij i+1j



9.3-8. Chegaraviy shartlarni approksim atsiya qilish

Faraz qilaylik, Dirixle masalasini yechayotgan boiaylik va

chegaraviy shart u\ =g>(M) bo'lsin. Qulaylik uchun tomonlari h dan

iborat bo‘lgan kvadrat to‘mi garaylik:

Bu chizmada M e I, Be Tk, Ae Dhboiib, M(x,y), B(x+b,y),
A{x+vy,y), MB =5<h, y=8+h.

Agar 5« h bo‘lsa, cp() = d(A/) deb olinadi va bu usul chega-
raviy shartni to'ming eng yaqin tuguniga ko‘chirish deyiladi. Bunda
go‘yiladigan xatolikni ko‘ravlik. Buning uchun u(B) ni Teylor
gatoriga yoyamiz:

u{B) =u(M) +*n'x,y) = ®(M) + ,
bu yerda x<t,<x+5. Endi 5<h ni e’tiborga olsak, oddiy
ko‘chirishdagi xatolik o(h) bo‘ladi, ya’ni ¢(5)=¢p(M) dega-
nimizdagi xatolik o(h) bo‘lar ekan.

Agar approksimatsiyaga Ae Dh ni ham gatnashtirsak, tabiiyki,
u(B) ni hisoblashdagi xatolik kamayadi. Buning uchun quyida-

gilardan foydalanamiz:

u(B) =p(M)+"rux(M) + +...
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u(A) =cp(M) + It/x(M) +2u"xx(M ) +..V*
Bulardan ux(M) niyo ‘gotsak, quyidagiga

+o¢(h,
h+5
ega boiamiz. Agar h yetarlicha kichik boisa, o(h2) hadni e’tiborga
olmasa ham boiadi. Unda

™  hq(M)+bu{A)
K}~ h+5

deyish mumkin. Bu formula ko'pincha Koliasformulasi deyiladi.

9.4-§. To‘r tenglamalar sistemasi yechimining mavjudligi

Faraz qilaylik, bizga chegarasi r boigan Q sohadagi Dirixle
masalasini

L(u)=a(x ,y§“+b(x,y)~ +e(x,y)r+d(xy)~ +g(x,y)u=f(xy) (1)
r dy ax ay
ko‘rinishga ega tenglama va

Hr=#) 2)
chegaraviy shart uchun vyechish kerak boisin. Q=fiUT da
a{x,y)> 0, b(x,y)> 0 shart bajarilsin, demak, (1) elliptik tipga ega,
shuningdek, Q da g(x,y) <0 boisin deymiz. To‘g‘ri burchakli
to‘rtburchak to‘r olamiz. h va I, mos ravishda, to‘ming gadamlari.
Tenglamani to‘r sochaning ichki (x”y,) tugunidagi approksimatsiyasi
uchun besh nuqtali sxemani (9.2-8 ga qgarang) ishlatamiz. Chegaraviy
shartning approksimatsiyasi uchun to‘ming eng yaqin tuguniga
ko“‘chirish (9.3-8 ga garang) usulini qoilaymiz:

Ln(«/,) = AjUM j + BijUi-\j + CgUij+l + Duuv-1- EijUij = fij (3)
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(4)
bu yerda M*e F bo‘lib, M* chegaraviy nuqtaga eng yaqin nuqtani
bildiradi. (3) tenglama Q ( to‘plamning har bir nuqtasi uchun o ‘rinli
boiganligi uchun bunday tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng
boiadi.

(3), (4) formulalar bilan aniqlanadigan chizigli algebraik teng-
lamalar sistemasini yechish mumkiniigini ko‘rsatamiz. Shu bois unga
mos quyidagi

()
bir jinsli tenglamalar sistemasi faqgat trivial yechimga egaligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun h va |l yetarilicha kichik boiganda Ay, B:j,
C'j, D;j, Ef lami musbat deb hisoblaymiz.

Teorema 1 (maksimum prinsipi). Faraz qgilaylik, lar Clh da
berilgan gandaydir migdorlar ((Oy ~ const) va Lh(co 0 shart o‘rinli
bo‘lsin. U holda to+~ lar Qh da musbat maksimumga ega boia
olmaydi. Agar Lh((Oy) < 0 shart Qh da o‘rinli boisa, unda coj lar

da manfiy minimumga ega bo‘la olmaydi.

Isbot. Teoremaning birinchi ta’kidining isbotini keltiramiz.
jla(cof)> 0 shart Q.h da o‘rinli bo‘lsin, ya’ni a*y lar Q.h to‘plamda
musbat maksimumga erishmasligini ko ‘rsatish kerak. Teskarisini faraz
gilamiz, ya’ni (xk,yk)e uchun (akk= M >0 boisin. Bu nuqta
shundayki, to‘rtta qo‘shni nuqtalarining kamida birortasida co(x,y)

funksiyaning giymati Mdan gat’iyan kichik. Unda
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Lhn ki)  ~kf~k+xj + BKNek \i+ CKa k#1+ DKau ~ EKmK <
<tAk —Bti #4€ki #Bu - Eu)M =SkiM - O
boiadi, chunki Akl, Bkl, Ckl, Du, EK musbat va gk < 0 edi. Bu zidlik

teoremani isbotlaydi. Teoremaning ikkinchi ta’kidi shu kabi isbot-
lanadi.

Isbotlangan teoremaga ko‘ra, to‘rda aniglangan aj funksiya o‘zi-
ning musbat maksimumiga va manfiy minimumiga fagatgina Yh da
erishishi mumkin.

Teorema 2. Agar g(x,y) Q da musbat boimasa, Akj, Btj, Ckj,
Dti, Ek lar musbat boisa, u holda (3), (4) tenglamalar sistemasi
yechimga ega va yechim yagonadir.

Isbot. (5) tenglamalar sistemasi trivial yechimga egaligini
ko ‘rsatish kifoyadir, ya’ni barcha vtj=0. Ln(Vy)=0 boiganligi
uchun 1-teoremaning ikkala sharti Lh(cojy)>0 yoki Lh(<Oy)< 0
bajarilgan deyishimiz mumkin. Birinchi ta’kidga ko ‘ra, vtJlar 0‘zining
musbat maksimumiga da erishadi, lekin uj|r*=0 boiganligi
uchun Vy lar ichida musbati yo‘g. Ikkinchi ta’kidga ko‘ra, Vy lar
ichida manfiy yo‘q, degan xulosaga kelamiz. Shuning uchun uj=0
ayniyatga kelamiz. Demak (5) tenglamalar sistemasi trivial yechimga
ega. Bundan (3), (4) tenglamalar sistemasi yechimga ega va uning
yagonaligi kelib chigadi. (3), (4) tenglamalar sistemasini oddiy
iteratsiya yoki Zeydel usuli bilan yechish mumkin [7]. Masalan, oddiy
iteratsiya usulida (3) ni

) Ai _ o Q ) Ai . fii
vii ~ Ey Nﬁj—'ljI+ Ey Vi i Ey U * Ey Uik - Ey (6)

ko‘rinishda yozib olish kerak. To‘ming gadamlarini shunday olish
lozimki, Ati, Bkl, Ckl, Dkj, Ek lar musbat boisin. (6) ning har bir
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tenglamasining o‘ng tomonidagi koeffitsiyentlaming barchasi musbai
bo‘lib, ulaming yig‘indisi birdan gat’iy kichik, chunki
A-+Bm-C +D —s- —E
ya’'ni
Aj+B. +Cy +Dy < Ey.

Bu esa, oddiy iteratsiya usulining yaqinlashuvchi boiisnligining
yetarli shartidir [7].

Shuni ta’kidlash lozimki, murakkabrog to‘r tenglamalar sistema-
sining yechimga egaligini ko‘rsatish ancha qiyin va uni hal qilish
uchun ancha nozik matematik bilimlami jalb etish kerak boiadi.

9.5-§. Xatolikni baholashda Runge qoidasi

u(x,y) deb 9.4-8dagi (1)—2) chegaraviy masalaning aniq yechi-
mini, uk(x,y) deb esa shu masalaning gadamlari h va | boigan to‘r

metodi bilan tagribiy yechimini belgilaymiz. To‘r metodida ko‘pincha

Zh(xg) =u(x’y) - uh(x>)
xatolikning h ga nisbatan tartibi maium bo‘ladi, ya’ni

eh(x,y) =K(x,y)hp 1)
ko‘rinishda boiib, bu yerda K(x,y) - O da musbat chegaralangan
gandaydir funksiya, p esa musbat son. Qadam 2h boiganda

e2h(x,y) =K (x,y)(2hr=2pK(x,y)hp =2psh(x,y) 2
ga ega boiamiz. Aniqg yechim uchun
u(x,y) =uh(x,y) + zh(x,y),
u(x,y) =uh(x,y)+2ph(x,7)

formulalarga ega bo‘lamiz. Bundan
2p-\
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ko‘rinishida boigan xatolikni ifodalaydigan formulaga ega boiamiz.
(1) va (2) umuman olganda tagribiy xarakterga ega, shuning uchun (3)
ham taqribiydir. (3) ning qulayligi shundaki, uni har doim hisoblash

mumkin va

giymat uh(x,y) dan aniqrog bo‘lishini kutish mumkin. Amaliyotda
guyidagicha ish tutiladi: tagribiy yechimni beriigan tugunlarda h va 2h
gadamlar bilan hisoblab, uh{x,y) va u2h(x,y) giymatlar tagqoslanadi.
Agar ular beriigan aniglikda ustma-ust tushsa, u holda tagribiy yechim
uh(x’y) deb olinadi. Aks holda h gadamni ikkiga boiib,

uh(x,y) giymat hisoblanadi, so‘ngra aniqglikning yetarhligini bilish
2

uchun yuqoridagidek ish tutiladi.

Agar chegaraviy shart Kolias formulasi bo'yicha approksimatsiya
gilingan bo‘lsa, 9.4-8dagi (1)—2) chegaraviy masalani yechishdagi
xatolikning tartibi h ga nisbatan p =2 boiadi. Bu holda

boiadi.

9.6-8. Parabolik tipdagi differensial tenglamalarni to‘r usuli

bilan yechish
Faraz gilaylik, F = {0< je< 1,0 <1< 7} sohada ushbu

—dE: -8-)ZT+ f(X,t) (1)

parabolik tenglamaning (issiqlik o ‘tkazuvchanlik tenglamasining)
w(x,0) = (p(x) (2)

boshlang‘ich shart va
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w(0,0=v|/0(0 «0.0=Vi(0 (3)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan yechimini topish talab
gilinsin. Bu yerda ¢(x), ®0(/), v|/,(/) - berilgan funksiyalar. (1)—3)
masalaning yechimi mavjud, yagona yechim u(x,t) esa kerakli
tartibgacha hosilalarga ega deb hisoblaymiz.

Ayirmali sxema qurish uchun ' sohani x va / koordinatalar

. . 1 T . .
bo‘yicha mos ravishda h =—, T=" gadamli to‘g‘ri to‘rtburchak to‘r
bilan almashtiramiz. (xj,tj), i=0,\,..,N, j =0,l,...,K nuqgtalar to‘p-

lamini to Vsohaning tugunlari deymiz.

Quyidagi
(x ,i=0 , N, (x0,tj) va (xN,tj), j =0,1,—AT

tugunlari to‘r sohaning chegaraviy tugunlari, qolganlari esa to‘r
sohaning ichki tugunlari deyiladi.

Endi (1) ni (xi,tﬁ) nugtada approksimatsiya gilish uchun -ét va
N4 hosilalami
0X

(4)

UH+r luij+ui-\j

(®)

tagribiy formulalar bilan almashtiramiz. (4) va (5) ni (1) ga go'yamiz,
hamda (2) va (3) ning approksimatsiyasini yozamiz, natijada quyidagi
ayirmali masalani hosil gilamiz:
uijtl uij _ uitl 2ujj+ui
wo=®, i=0,1,.,N (7

M) =40/>UN ~WIj’ J= le-mK~1- (8)
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(6), (7), (8) chizigli algebraik tenglamalar sistemasi boiib. teng-
lamalar soni nomaium lar soniga tengdir. Agar /-gqatiamdagi yechim-

ning giymatlari maium boisa, (3 +1)-qatiamdagi yechimning giymati
uutl= ua+ ~2ua+ui-ij) +xXip 1=12,...,iv-1 (9
formula bilan aniglanadi. uo H va uNjH lar mos ravishda M0+l va

\(/j 4 ga teng. Shuning uchun (6), (7), (8) sxema oshkor deyiladi.
Quyida ayirmali sxemaning turg‘unligi va yaqinlashishi uchun
zaruruiy shartni chigaramiz. Xususan, (6), (7), (8) sxemani r<0,5h:
shart o‘rinli boisagina qoilash mumkinligini ko ‘rsatamiz. Buning
uchun (6) ga mos

WKj+I-Ug WK+ j~2 WKHK-1j

t h2
birjinsli tenglamani ko ‘ramiz. (10) ning xususiy yechimini
w(j) = qjeme (n)

ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda i —mavhum bir, @ —ixtiyoriy haqiqgiy
son va q - aniglanishi lozim boigan noma’lum son. (11) ni (10) ga
go'yib va eiiV ga qisqartirib

g-1_ ¢ t-i+e*>*

t h.
ni hosil gilamiz, bundan

qH:1—4a sin2— | a=s (12)

2
ekanligini topamiz. (11) ko‘rinishdagi yechim uchun mos
wio (cp) = e'Kif boshlang‘ich shartlar chegaralangan. Agar ¢ ning
gandaydir gqiymatida (11) dagi g moduli bo‘yicha birdan katta bo‘Isa,
u holda j — oo da (11) cheksiz o‘suvchi boiadi. Bunday holda (10)
ayirmali  tenglama noturg‘un  deyiladi, chunki yechimning

boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog‘ligligi buziladi. Agar \q <1
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boisa, (11) ko‘rinishdagi yechimlar j nirig ixtiyoriy giymatida
chegaralangan boiganligi uchun (10) ayirmali tenglama turg‘un
deyiladi. (10) tenglama uchun |f/j*l shart ixtiyoriy ¢ uchun fagat
a <0,5 boigandagina bajariladi. Demak, (6), (7), (8) ayirmali
sxemani i<0,5h2 shart bajarilgandagina qoilash mumkin. Bunday
ayirmali sxema shartli turg‘un deyiladi.

Endi oshkormas sxemani ko‘ramiz. Buning uchun (xj,tj),

D, (*-i»Vi) nucltlarm (!) ni approksimatsiya qilish
uchun jalb etamiz va natijada

Vo or G = uM+\-2uiN\uW i= =
T h

mo=®, i=0,l,..,N, (13)
uoj+\ ~ H'oy+i. UNj+i = 4'i7+i» | =
ko‘rinishidagi oshkormas sxemaga ega boiamiz. Bu sxema x bo ‘yicha
birinchi, h bo‘yicha ikkinchi tartibli approksimatsiyaga ega. (13) ni
quyidagicha yozamiz:
auMIH - (1+2a)uii+auMH +utj=1f j+,
i=1,2,...,N-1, j =0,l,—K -1 (14)
Wj+H = voy+i=UNH =viy+n j — —

(14) chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasi, uning matritsasi uch
diagonalli, uni haydash usuli bilan yechish mumkin, chunki diagonal
elementlari salmoqli.

(14) ayirmali sxema turg‘unligining zaruriy shartini chigaramiz.
Buning uchun

uijH\~uij _ ui+HjH\~ uijHui-lj+i
1 h.
bir jinsli tenglamaning xususiy yechimini (11) ko ‘rinishda izlaymiz va

natijada
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— 1+ 4a-sin2—
9= 2

ga ega boiamiz. Demak, ixtiyoriy cp t, h larda <1, ya'ni (13)
ayirmali sxema absolut turg‘un. Absolut turg‘un sxemaning afzalligi
shundaki, to‘r qadamlariga hech ganaqga shartning yo‘qligidir. Bu, 0'z
navbatida, hisoblashdagi talab gilingan aniglikm ta’min gilish uchun h

vat larni tanlash imkonim beradi.

9.7-8. Giperbolik tipdagi tenglamalarni to‘r metodi
bilan yechish

Bizga

ko'rinishidagi tenglama berilgan boisin, bu yerda a, b, ¢, d, g, f -
maium biror G sohada ikki marta uzluksiz differensiailanuvchi

funksiyalar, u[x,y) esa topilishi lozim funksiya. G sohada
a(x,y) b[x,y) >0 shari o‘nnli deymiz, ya’ni (1) giperbolik tipga ega.
Bundan tashqari, aniqlik uchun a(x,y), b{x,y) G da musbhat bo‘lsin

deb hisoblaymiz.
Quyidagi masalalami ko ‘ramiz.

Koshi masalasi: G ={y>0, -o0o< x<co} sohada ikki marta uzluk-
siz differensiailanuvchi shunday u(x,y) funksiya iopilsinki, G sohada

(1) tenglamani ganoatlantirib, y = 0 to‘g ‘ri chizigda
(2)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantirsin, bu yerda 'fW, V(*)

berilgan ma’lum funksiyalar.
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Aralash chegaraviy masala: G=|0<y< y,a<x<P} sohada ikki

turdagi chegaraviy shartlami birortasini ganoatlantirsin:

A) birinchi tur chegaraviy shartlar:
ULa =°a (7), «LP= 00"
B) ikkinchi tur chegaraviy shartlar:
ou
dx v a(y), %x*:p_YPOO’
D) uchinchi tur chegaraviy shartlar:

.du
a0o0 0™ +<*i00«]j =ra()

ooo~00~r="~00,
J

bu yerda O, 'F.T berilgan funksiyalarva a0, a,, t0, Tj lar

[S0O)| + |5i(7)|>0 va [t000]|+ |£,00(|>0

shartlami ganoatlantiradi.

1. Koshi masalasini yechish.

marta uzluksiz difierensiallanuvchi shunday w(x,y) funksiyani topil-
sinki, u G da (1) tenglamani ganoatlantirib, y =0 to‘g‘ri chizigda (2)

boshlang‘ich shartni va x=a , x=p to‘g‘ri chizigda quyidagi uch

(3>

(1), (2) Koshi masalasini to‘r metodi bilan yechish masalasini

ko‘ramiz. Qadamlari h va I boigan to‘g‘ri to‘rtburchak to‘r olamiz:

Ghi ={x, =ih, i= 0,+1,#2,..., h>0, yj =jl, j - 0,1,2,..., />0}

etish uchun (x,,yy), (xizLyy), (x,,y 7£) nuqtalami jalb gilamiz.

Natijada quyidagi

va (1) tenglamani to‘r sohaning ichki (x,.,j ¢) tugunida approksimatsiya

(6)



ko‘rinishidagi to‘r tenglamalar sistemasiga ega boiam iz, bu yerda

a - s Gig B, gl
\Y 2 217N Il 217 « h2z :2h
2;,

=-0---V- :-Zl
D =-0---V- F hiz+/+sy

J h2 2h" ~

Agar (l)ning yechimi garalayotgan sohada x vay o‘zgaruvchilar

bo‘yicha to‘rtinchi tartibgacha hosilalari uzluksiz va chegaralangan
boisa, u holda (I)ni (6)ga o‘tkazishdagi xatolik Rt{u) = o(h2 +/2)
ko‘rinishida boiadi.
(1) boshlang‘ich shartlarni
uio = «xvV— Qi =3 @

ko‘rinishidagi to‘r fimksiyalar bilan approksimatsiya gilamiz. Ikkinchi
boshlang‘ich shart approksimatsiyasining xatoligi ri(u) =o(l) bo‘-
iishligi ayondir. Shunday qilib, (1), (2) differensial masaia (6), (1) to‘r
masalaga o ‘tkazildi.

(7) formula iij to‘r funksiyaning j =0 (nolinchi gatlamjdava j =1
(birinchi gatlam)da qiymatlarini topish imkonini beradi. j >1
boigandagi ujj ning giymatlarini esa (6) formula bilan aniglanadi.

Bunda | shunday boiishi kerakki Au <0 ligiga erishish zarur.
Endi » = ganday boiishligini aniglaymiz. Bu savolga to‘lig

javob olish magsadida quyidagi Koshi masalasini ko ‘ramiz:

d2u d2u
ok cy W
W =(pKx), — BV (x). 9
=0 (p(x) 5 %60 (x) 9)

Buyerda G=jy >0,-00<X<gqo}.



Bu holda (6) to‘r tenglama

L"guv):_ﬁu <l*‘1_j>uu»|'+72ru1-n+~u 1-j1+(j2 h ) =0 (10)
ko‘rinishida boiadi, (7) esa o0°‘zgarishsiz qoladi. Koordinatalari
(x,,yt) boigan S nugtada (8), (9) masala yechimining giymatini

hisoblash talab gilingan boisin.

A C D B X

Maiumki, (8) tenglaraaning S nuqgtadagi yechimining qiymati

(x,, v. j nugtadan o ‘tuvchi
y-yi - x—xt, y-yj=-x+xi

xarakteristikalar y =o to‘g‘ri chizigda ajratadigan kesmadagi shartlar
bilan, ya’ni AB kesmadagi boshlang‘ich shartlar bilan bir giymatli
aniglanadi. (8) tenglamaning xarakteristikalari o°‘zaro perpendikular
boiib, Ox o°‘qi bilan 45° va 135° burchaklami tashkil etadi. ASB
uchburchak (8) differensial tenglamaning aniglanganlik uchburchagi
deyiladi. Agar to‘r funksiyaning S nuqtadagi yechimi ut; ni (10)
formula yordamida hisoblasak, u boshlang‘ich shartni CD kesmadagi
giymatlari orqali ifodalanadi. Bu kesma S nugtadan o‘tuvchi va Ox
o‘gi bilan ZSCD --arctga va ZSDB = arctg(-a) tashkil etuvchi

to‘g‘ri chiziglar hosil gilgan uchburchak CSD ning asosidir. Bu
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uchburchak (10) ayirmali tenglamaning aniqlanganlik uchburchagi

deyiladi. Yugoridagi chizmada ZSAD <ZSCD, tgZSCD =a :h—>l

boigan hoi keltirilgan. Bunday hoi, ya’ni a = > 1 quyidagi sababga

ko‘ra yaroqgsizdir. Agar boshlang‘ich shartlami AC va DB kesmalarda
o‘zgartirsak, (8), (9) differensial masalaning yechimi G sohada,
jumladan, S nuqtada o°‘zgarishi kerak. Ammo (10), (7) ayirmali
masalaning yechimi esa o‘zgarmay qoladi. Demak, a> | boiganida
(10), (7) ayirmali masalaning yechimi h->0, x-»0da (8), (9) Koshi
masalasi yechimiga yaginlashmaydi. Shuning uchun to‘r sohaning
gadamlari nisbati shunday boiishi kerakki, a <1boisin, ya’ni AASB
ACSD ning ichida boiishi kerak. Shuni eslatamizki, umumiy holda
differensial tenglamaning aniqlangan uchburchagi egri chizigli
uchburchakdan iborat boiadi, ammo bu uchburchak ayirmali
tenglamaning aniglanganlik uchburchagi ichida votishi lozim.

Endi chegaraviy masalani to‘r usuli bilan yechish masalasini
garaymiz. Faraz gilaylik, (1) tenglamaning (2) boshlangich shartlami
va (5) chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi yechimini topish

masalasi berilgan boisin. Berilgan G=|0<y <7,a <x< i3} sohani

gadamlari h va I boigan to‘r bilan qoplaymiz. To‘rning ichki tugun-
larida tenglamaning approksimatsiyasini, chegaraviy tugunlarida esa

(2) va (5) shartlaming approksimatsiyasini gilamiz. Tenglama
o(h2 +12) xatolik bilan (2) boshlangich shart o(h) chegaraviy shart-
lar o(l) xatolik bilan approksimatsiya gilingan boiadi. (1) ning
approksimatsiyasi uchun (xItLjj, ( , jvz)) tugunlarjalb etil-
gan. Natijada quyidagi ayirmali tenglamalar sistemasi hosil boiadi:

LnK )sV im + Buuu-scuuM j+ DIUV +Euuu =fij. (11)
/=012,..,N, j=0,,...M (M =Y)



MO=d> «il =bvt+ Un, i=0,1,...,N (12)

. > (13)
Ng—UN-\j
T, h
Bu (11), (12), (13) to‘r masala (1), (2), (5) chegaraviy masalani
tenglama bo‘yicha o(l-+h2) boshlang‘ich shartlami o{h), chegaraviy
shartlami esa o(l) xatolik bilan approksimatsiya giladi. To‘r masalani
gatlamlar bo‘yicha yechish mumkin. Hagigatan ham, j =0 va j= 1

boiganda (12) bilan uio,un i=Q,l,...,N lar topiladi. So‘ng, / ni

tanlash hisobiga + 0 bo‘lishligini ta'minlab, (11) for-

muladan foydalanib ul2, u2>, u n~_i2 larning giymatini aniglaymiz,
(13) dan esa u02, un2 aniqlanadi. Shunday qilib, j =2 da, ya’ni ikkin-
chi gatlamda utj larning giymatlari barcha tugunlarda aniglanadi.
Keyingi gatlamlardagi tugunlarda ham uif ning giymatlari shu kabi

aniglanadi.

Bobga tegishli tayanch so'zlar: to‘r soha, ichki nuqgta, chegaraviy
nuqgta, to‘r funksiya, approksimatsiya xatoligi, oshkor sxema,
oshkormas sxema, turg‘unlik, ayirmali tenglamaning aniqglanganlik

uchburchagi.

Savollar va topshiriglar

1. 1kki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalar klassifikatsiyasi.

2. Elliptik tipdagi tenglamaga qo‘yiladigan chegaraviy shartlar turlari.
3. To‘r sohani qurish.
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. Qo‘shni tugunlar tushunchasi.

4
5. To‘r sohaning ichki tugunlari.
6. To‘r sohaning chegaraviy tugunlari.

7. Yopiqto‘r soha,

8. Birinchi tartibli hosilalarni boiingan ayirmalar orqali ifoda-
laydigan formulalami chigaring va gadamga nisbatan xatolik tartibini
ko ‘rsating.

9. Ikkinchi tartibli hosilalarni bo'lingan ayirmalar orqgali ifoda-
laydigan formulalami chigaring va gadamga nisbatan xatolik tar-
tiblarini ko ‘rsating.

10. Ah{utl) = to‘r tenglamani hosil gilishda gatnashadigan tu-

gunlar sxemasini ko ‘rsating.
11. Lh(uf)=f. to‘r tenglamani hosil qilishda ishtirok etuvchi

tugunlar sxemasini ko ‘rsating.

12. Chegaraviy shartlami approksimatsiya etish wusullarini chi-
garing, gadamga nisbatan xatolik tartibini ko ‘rsating.

13. Maksimumprinsipi.

14. To'r tenglamalar sistemasining yechimi mavjudligi.

15. Xatolikni baholashda Runge qoidasi.

16. Parabolik tipdagi tenglama uchun qo‘yilgan chegaraviy masa-
lani yozing.

17. Ayirmali masalani chigaring.

18. Qanday sxema oshkor deyiladi?

19. Oshkormas sxemani chiqaring.

20. Oshkor sxemaning turg'unligining zaruriy shartini chiqaring.

21. Oshkormas sxemada hosil boigan tenglamalar sistemasini
yechish ganday bajariladi?

22. Qanday sxemalar shartli turg‘un, absolut turg‘un deb

nomlanadi?
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23. Oshkormas sxema turg‘unligining zaruriy shartini chigaring.
24. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi masalasi.
25. Chegaraviy raasalalar turlari.

26. Koshi masalasini to‘r usuli bilan yechish.
27. Qadamlar nisbati h—: a ganday boiishining tahlili.

28. Chegaraviy masalani to‘r usuli bilan yechish.

Misol 1. G={0<x <1 0</<0,025} sohada

du _ d2u
ﬁ?—de ’ v A
u(x,Q) =sinTTx, 2)
w(0,0=«(U)=0 3)

differensial masalani to‘r metodi bilan h=0,1, a =0,5 boiganda
oshkor sxemadan foydalanib yeching.
Yechish. a =0,5 boiganligi uchun x=0,005 bo‘ladi. Berilgan

masalani avirmali masalaga o ‘tkazamiz, u quyidagicha:

uiJH=uw ™ w , i=1,2,..9, j =0,1,2,3,4, ()
ui0 = sinTLC, = sinit-0,1/, i=1,2,...,10, 2"
«0,=«ioy = y=0,1,...,5. 39

Jadvalga boshlang‘ich va chegaraviy gqiymatlami yozamiz.
Ulaming simmetriyasidan foydalanib jadvalni fagat x=0; 0,1;0,2;
0,3;0,4; 0,5 lar uchun to‘ldiramiz. Yechimni birinchi gatlamdagi

giymatlarini (1') da j - 0 desak,

. «-1,0+«+1,0
M.l — 5

formula bilan hisoblaymiz. Bu giymatlami jadvalning ikkinchi yo‘hga

joylashtiramiz.
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Endi (I') da j = 2 deb,

“,,, ¥ Wzg

formula bilan yechimning ikkinchi gatlamdagi giymatlarini topamiz
va jadvalning uchinchi yo‘liga yozib go‘yamiz. Shu tariga t ning
0,005; 0,010; 0,015; 0,020; 0,025 giymatlaii uchun yechimning qiy-

matlarini aniglaymiz.

j ¢ % 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0 0 0,3090 0,5878 0,8090 0,9511 1,0000
1 0,005 0 0,2939 0,5590 0,7699 0,9045 0,9511
2 0,010 0 0,2795 0,5316 0,7318 0,8602 0,9045
3 0,015 0 0,2658 0,5056 0,6959 0,8182 0,8602
4 0,020 0 0,2528 0,4808 0,6619 0,7780 0,8182
5 0,025 0 0,2404 0,4574 0,6294 0,7400 0,7780

Misol 2. Quyidagi

du s
ot pax:} 1)
u(x,0)=4x(I-x)» n2)
u,t)=u{U)=o" 3)
chegaraviy masalani haydash usuli bilan h=0,1, | - 0,01 deb

yeching.
Yechish. h =0,1, /=0,01 bo‘lganligi uchun a =-~-= 1bo‘ladi.
Berilgan chegaraviy masalani ayirmali masalaga o ‘tkazamiz:

Misljel - BVGHL* Whij+i +«y = 0,i=12,.,10; 720,1,2,..., (I)
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Uio =4 xi (1~ */)> 2
Wj =ug — 0’ (3)
Haydash usuliga ko‘ra (13 ni
Vi = flyH (V i +M-+iJ+i) (4)
ko‘rinishiga keltiriladi, bu yerda aj+1, bij] miqgdorlar quyidagicha
ketma-ket aniqlanadi:

1
A\ H ’
U~ 2+a 3ot W )

T 3aidy+] L (6)
NHL = a»-U+A-lLy+l + “yy

Keyin (39 dan uiOJH =0 ligi ma’lum boiganligi uchun (4) dan
ujH lami /=9, 8,..., 1 deb topiladi.

Shunday qilib, u(x,t) ni t- dagi giymatlari ma’lum boisa,
t= /4 dagi giymatlarini haydash usuli bilan topish mumkin. Hisob-
lash natijalarini jadvaida akslantiramiz. Jadvalning birinchi yoiida
h;0(/' = 01,...,10) lami yozamiz, (5) formula boucha
an=0,3333, bll = m0=4jc,(1-x1) = 0,36.

Endi (6) daj =0 deb

az2i = 3 = 3 =0,3750 ; b2l =anbn +u20=0,12+0,64=0,760
a3l = —i— = 0,3810; ¢3, =fl2l¢21+M30=0,3810-0,7600+ 0,84 = 1,1250
33—
va hokazo.

(1 va 6, lami jadvalga yozamiz. Bu hisoblashlar haydash usu-
lining to‘g‘ri yoii deyiladi. Haydash usulining teskari usuli quyi-
dagicha:
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chegaraviy shartdan
Wioi= 0«
un(i= 9,8,...,1) larni (4) formula yordamida hisoblaymiz:

ud = o9(e9+um )=0,3818-0,8120 - 0,3100,

Ww8j = <Wl(*b, + n9M) = 0,3818-(1,1860 + 0,3100) = 0,5712,

un =ail(bu + ¥21) = 0,3333-(0,36 + 0,5712) = 0,3100.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,3600 0,6400 0,8400 0,9600 1,0000 0,9600 0,8400 0,6400 0,3600

0
Uio 0 0
- 0 03333 0,3750 03810 03818 0,3818 0,3818 0,3818 0,3818 0,3812 0
bn O 03600 0,7600 1,1250 1,3890 1,5300 1,5440 15440 1,1860 0,8120 O
un 0 03100 05715 0,7640 0,8820 0,9210 0,8820 0,8820 0,5715 CB 10D 0O

Shunday qilib, birinchi gatlamda joylashgan tugunlarda yechim-
ning taqribiy qiymatlari topildi. Keyingi qgatlamlardagi tugunlarda
yechimni aynan shu amallami bajarib topiladi.

Misol 3. Quyidagi

ox oy — O
U(x,0)=o,2 -x-(\-x)-sia(nx), ’(‘);\y =0, (2)
n(0,x) =0, wl, v)=0. 3)
Chegaraviy masalani to‘r metodi bilan h=1- 0,1 deb yeching.

Yechish. Differensial masalani ayirmali masalaga o ‘tkazamiz.

jH =um j +ui-\j- -1 (19
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Mo= 0,2x,*(1- x,)msiniTLx,), - 27 1=0, (2)
ugj=0" “ioy=0 - (X
Ayirmali tenglama (1) ni j - 0 da yozamiz:

Un=UM fi+ Ui-Ifi-Ui,-I>

Bundan va (2") ning ikkinchisidan uL_} ni yo“‘qotsak,

Uj\1= I\/H,O;M—I,O
hosil boiadi. Natijada quyidagi
ui,j+i =um j + Ui-uj “uij-1>3=12,...,4 1
MO0=0,2-*,-(l-xi)-sin(jcxl), = A 402%1-10, /=1,2,.9> (4)
uy = °. Moy=°> y=0,.5 J

ayirmali tenglamalar sistemasiga ega boiamiz. Hisoblash natijalarini
jadvalga joylashtiramiz. Jadvalning birinchi yoiiga u<d laming
giymatlarini yozamiz, ikkinchi yoiiga esa birinchi yoidagi giymat-
lardan foydalanib, M laming gqiymatlarini joylashtiramiz. Keyingi
gatlamdagilami (1') dan foydalanib aniglaymiz. Masalaning simmet-
riyasini e’tiborga olib, natijani fagat 0<x<0,5 oraliq uchun

keltiramiz.

yi\xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0 0,0056 0,0188 0,0340 0,0457 0,0500
0 0,0094 0,0198 0,0323 0,0420 0,0457

21 0 0,0142 0,0229 0,0278 0,0323 0,0340

3/ 0 0,0135 0,0222 0,0229 0,0198 0,0189

41 0 0,0080 0,0135 0,0142 0,0095 0,0056
0

51 0 0 0,0001 0 0,0001
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Misol 4. Quyidagi

8 a] d2u L 14
W “s? +x+y’ ()]
it(x,0) = (1,5- x2+1,2)sin(njc), 5?"5*0: 0,1*. (2)
m(0,7) = m(1,7)=0 3)

differensial masalani to‘r usuli bilan h =/ = 0,1 bo‘lganda yeching.

Yechish. Bu masalani ayirmali masalaga o ‘tkazamiz:

Uij+l= «Mj +ui-ij - uij-\,+0,01(x +vyj), (19
/[=1,2,...,9,7=1,2,3,4;
uio = (1,5-X2 +1,2)sin(7TmwX.), un=uw+ 0,1- 0,1- x,, 2"
/= 1,2, ..,10;
ug=uigj=0"J=0,1,2,3,4,5. (3)

Natijalami jadval ko‘rinishida keltiramiz. Jadvalning 1-ustunida
chegaraviy shartlarni yozamiz, birinchi yoida (2') ning birinchisidan
uio lami aniglab yozamiz, ikkinchi yoiga esa (29 ning ikkinchisidan
topilgan un ning giymatlarini yozamiz. So‘ng (I') da/ = 1deb uchin-

chi yo‘lni toidiramiz. 7 = 2, 3, 4 dagi giymatlar (I') dan shunday

aniglanadi.
YilX 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0 0 0,3754  0,7406 1,0800 1,3696 1,5750
/ 0 0,3764  0,7426 1,0830 1,3736 1,5800
21 0 03702  0,7228 1,0412 1,2994 1,1792
3/ 0 03514  0,6738 0,9452  0,8538 1,0268
M 0 0,308  0,5798 0,4934  0,6816 0,5374
51 0 02344  0,1352  0,3242  0,1860 0,3464
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Misollar.
Vazifa 1. G = {0< x< 0,6, 0< t< 0,01} sohada

N
cu_0u

ax1'
bl (x,0)=/(x), n(0,)=d (0, n(0,6, /) =v|/(0-
differensial masalani to‘r metodi bilan /j=0,1, a = 1/6 boiganda

oshkor sxemadan foydalanib yeching.

Ne 1. w(x,0) =cos2x, «(0,/)=1-6/, w(0,6,/)=0,3624.

Ne 2. w(x,0) =x(x +1), m(,/) =0, u(o,s,t)=2/+0,96.

Ne 3. w(x,0)=1,2 +Ig(x +0,4), u(0,/)=0,8+/, w(0,6,/)=1,2.

Ne 4. w(x,0)=sin2x, bI(0,t) =2/, u(0,6,/)=0,932.

Ne 5. u(x,0)=3x(2-x), w(0,/) =0, u(0,6, t)=t+2,52.

Ne 6. w(x,0)=1—g(x +0,4), u(0, /) =1,4, ?:(06, /)=/+1.

Ne 7. u(x,0) =sin(0,55x + 0,03), u(0, t) =/ + 0,03, ii(0,6,0=0,354.
Ne 8. w(x,0)=2x(l-x)+ 0,2, u(0,/) =0,2, u{0,6,/) =/+0,68.

Ne 9. w(x,0) =sinx+ 0,08, m(0, /) =0,08 + 2/, w(0,6,/) =0,6446.
Ne 10. w(x,0) =cos(2x +0,19), w(0, t) =0,932, w(0,6, /) =0,1798.
Ne 11. m(x,0) =2x(x +0,2)+0,4, w(0,/) =2/+0,4, w(0,6,/)=1,36.
Ne 12. M (x,0)=Ilg(x + 0,26) + 1, m(0,/) =0,415+/, u(0,6,/) =0,9345.
Ne 13. u(x,0) =sin (x + 0,45), u(0, /) =0,435-2/, m(0,6,/) =0,8674.
Ne 14. w(x,0) =0,3 + x(x +0,4), m(0, /) =0,3, m(0,6, /) =6/+0,9.
Ne 15. m(x,0) =(x-0,2)(x +1)+ 0,2, m(0,/) =6/, m(0,6,/) =0,84.

Ne 16. w(x,0) = x(0,3 + 2x), w(0, /) =0, Mm(0,6, 0=6/+0,9.
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Ne 17. u(x,0) =sin(x+0,48), n(0, /) =0,4618, «(0,6,/)=3/+0,882.
Ne 18. n(x,0) =sin(x+0,02), «(0,/) =3/+ 0,02, «(0,6,/)=0,581.
Ne 19. u(x,0) =cos(x + 0,48), «(0,/)=6/+0,887, n(0,6,0=0,4713.
No 20. 0)=1g(2,63—jc), «(0,0=3(0,14-/), «(0,6,0 =0,3075.
Ne 21. m(x,0) =1,5-x(1- x), u(0,/) =3(0,5- /), «(0,6, /) =1,26.
Ne22. n(x,0) =cos(x+ 0,845), u(0, /)=6(/+0,11), «(0,6,0=0,1205.
Ne23. m(x,0) =1g(2,42 + x), «(0,0=0,3838, «(0,6,0=6(0,08-0-
Ne24. m(x,0)=0,6 +x(0,8-x), «(0,/)=0,6, «(0,6,0=3(0,24+/)-
Ne 25. w(x,0)=cos(x + 0,66), u(0, 0 =3/+0,79, «(0,6,0=0,3058.
Ne26. n(x,0) = 1g(1,43+ 2x), «(0,0=0,1553, «(0,6, /)=3(/+0,14).
Ne27. «(x,0)=0,9+2x(1-x), «(0,0 =3(0,3-20, «(0,6,0=1,38.
Ne28. n(x,0)=1g(1,95+x), «(0,0=0,29-6/, «(0,6,/)=0,4065.
Ne29. m(x,0) =2cos(x+ 0,55), «(0,/) =1,705, «(0,6,0=0,817+3/.

Ne 30. n(x,0) =x(1-x) +0,2, «(0,0=0,2, «(0,6,/)=2(/+0,22).

Vazifa 2. G= {0< x< 1, 0</< 0,5} sofiada
AN _ oM

«(x,0)=/(x), 8U 0=0(x),
«(0,0 =b(/), «(1,0=vj/(0~

differensial masalani to‘r usuli bilan h = /= 0,1 boiganda yeching.

Ne I./(x) = x(x+1), ®(x)=cosX, <p(0=0,\|/(0 =2(/+1).
2. /(x) = xcos7tx, ®(x) = x(2- x), (p(t) = 21, vj/(/) = -1.

=
ic

e 3. /(x)= cos™-, =*2, () =1+ 2/, V|/(0= 0.

=
S
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Ne 4. /(x) = (x+ 0,5)(x-1), D(x) = sin (x+0,2), h(/)= /- 0,5, \}(/) = 3/.
Ne 5. f(x) = 2x(x+1) +0,3, d(x) = 2sinx, d(/) = 0,3, \|/(/) = 4,3 + /.
Ne 6. F{x) = (x+ 0,2)siny , ®(x) = 1+x2,d(/) = 0, y(/) = 1,2(/ +1).
Ne 7. f (x) = Xsinmx, ®(x) = (x + 1)2, (0 = 21, yit) = 0.

Ne 8. fix) = 3x(I- x), ®(x) = cos (x+0,5), d(/) = 2/, \y(/) = 0.

Ne 9. fix) =x(2x-0,5), ®(x) = cos2x, d(/) = /2,y (/) = 1,5.

Ne 10. /(x) = (x+ I)sinnx, ®(x) = x2+ x, d(/) = 0, v|/(i) = 0,52.

Ne 11. /(x)= (I-X)cos—, d(x) = 2x+ L (0 = 2/ +1, (/) = .
Ne 12. /(x) = 0,5x(x+1), ®(x) = xco3x, 0(/) = 2/2,i(/(/) = 1.

Ne 13. /(x) = 0,5(x2+ 1), ® (x)= xsin2x, (/) = 0,5 + 3/, W){t) = 1.
Ne 14. /(x) = (x+1)sin”, ®(x) =1-x 2, ¢(/) = 0,5/, \ji(/) = 2.

Ne 15. /(x) = x2cosTtx, ® (x) = x2(x + 1), d(/) = 0,5/, Wi{t) = t - 1.
Ne 16. f{x) = (I-x 2)cos7tx, ®(x) = 2x + 0,6, (/) = 1+ 0,4/, (/) = 0.
Ne 17. fix) = (x+0,5)2 ®(x) = (x+ I)sinx, d(/) = 0,5(0,5-+), \[/(/) = 2.25.
No 18. /(x) = 1,2X-x2, ®(x) = (x+0,6)5Tx, $(?) = 0, u/(/) = 0,2+0,5/.
Ne 19. /(x)=(x+0,5Xx+1),® (x)=co8(x+0,3),0(/) = 0,5,y (/) = 3-2/.
Ne 20. /(x)=0,5(x+1)2,® (x) = (x+0,5)co6ax,d(/)=0,5,0(/) = 2-3/.
Ne 21. fix) = (x+ 0,4)sinnx, ®(x) = (x+1)2,d(/) = 0,5/, d (/) = 0.
Ne 22. fix) = (2—x)sinrar, ®(x) = (x+ 0.6)2, (/)= 0,5/, y (/) = 0.

Ne23. /(x) =xco3y,®d (x)=2x2, ¢(/)=0,0(/)=/2.
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Ne 24.

No 25.

Ne 26.

Ne 27.

No 28.

Noe 29.

Ne 30.

f (x) = (x+0,4)cosy ,®(x)=0,3(x2+1), (/) =0,4, vi/(r)= 1,2/.

[(x) =(-x2)+x, ®(x)=2sin(x+0,4), v(/) =1 i|/(/) = (/ +1)2.
/(x)=0,4(x+0,5)2, ®(x)=xsir)(x+0,6), 0 (/)=0,1+0,5(,\i/(¢)=0,9.

/(x) = (x+0,5)2costo;, P(x) = (x+0,7)2, (0 =0,5, h(r) =2/-1,5.
/(x) = (x+ 2)(0,5x + 1), d(x) = 2cos

®(0=2,4(0=4,5-3/.

/(x) = (x2+ D)L~ x), P(x) = 1- sinx, d(/) = 1, v}/()) = 0,5/.

/(x) = (x+0,2)sin™ , d(x) =1+ x2, (/) = 0,6/, h(/) = 1,2.
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