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Устозим Саъди Хасанович 
Сирожиддиноенинг ёрцин хоти• 
расига багишлайман.

СУЗ БОШ И

Олий юртлари талабаларининг касб эгаллашида урга- 
иадитан дастлабки фанлардан бири олий математикадир.

Олий математиканинг вазифаси талабаларни математика- 
дан маълумотлар мажмуаси билан таннштиришгина эмас, 
балки талабаларни мантилий фикрлаш, математик усулларни 
амалий масалаларни ечишга куллаш, шунингдек, ицтисодий 
масалаларнинг математик моделларини цуришга ургатишдан 
иборатдир.

Давр талабига асосан цишлок. х^жалиги олий у^ув юртлари 
талабаларини и^тисодий масалаларни ечишда зарур буладиган 
математик аппарат асослари билан чуцурроц таништириш, халк 
хужалнги масалаларннинг математик моделларини цуришнинг 
самарадор йулларини курсатиш, муаллифнинг (Ш . Солодов 
билан ^амкорликда) «Уцитувчи» нашриёти томонидан 1981 йил- 
да чоп этилган «Олий математика ^ис^а курси» китобига ян- 
гича нуцтаи назардан царашга ва бу эса уз навбатида ушбу 
цулланманинг ёзилишига олиб келди.

Дарслик цишло^ хужалиги олий уцув юртларининг олий 
математикадан дастури асосида ёзилган б$глиб, унда текислик- 
да ва фазода аналитик геометрия, математик анализ, диффе
ренциал тенгламалар, векторлар ва чизодли алгебра элемент- 

' лари, э^тимоллар назарияси ва математик статистика элемент- 
л̂ари баён этилган.

Шуни таъкидлаш лозимки, китобдаги материалларни иложи 
борича, ^ишлон хужалигига оид масалалар билан боглаб содда, 
цисцача баён цилишга ^аракат цилинди.

Мазкур ц^лланмани ёзишда олий математикадан ёзилган 
китоблардан, жумладан Т. Азларов ва X. Мансуровнинг «Мате- 
матик анализ» китобидан, Тошкент давлат аграр уииеерситетида 
куп йиллар давомида Уциган маърузаларимдан фойдалан- 
дим.

Ушбу дарслик гарчанд цишло^ хужалиги олий у^ув юртла- 
рн талабаларига м^лжалланган б^лса-да, ундан шунингдек, 
техника ва ицтисодиёт олий уцув юртлари талабалари ^ам 
фойдаланишлари мумкин.

Китоб цулёзмаси билан танишиб, $з муло^азаларини бил- 
дирган ва масла^атлар берган ^амкасбларимга, хусусан Тош-



кент автомобиль йуллари институтининг олий математика ка- 
федраси мудири, профессор М. У. Гофуров, Самарканд цишлсм̂  
хужалиги институти Олин математика кафедраси мудири, до
цент Ж . Г. К,улматов хамда Тошкент давлат аграр университе- 
тининг Олий математика кафедраси аъзоларига уз миннатдор- 
чилигимни из^ор этаман. Шуиингдек, фойдали масла^атлари 
билан китобни яхшилашга катта ёрдам берган Тошкент давлат 
университети доценти, физика-математика фанлари номзоди 
X. Мансуровга чуцур миннатдорчилик билдираман.

Мазкур дарслик айрим камчиликлардан .\оли булмаслиги 
мумкин. Бу камчиликларни курсатиб, уз фойдали фикрларини 
билдирадиган уртоцларга муаллиф олдиндан у"з ташаккурини 
билдиради.

Муаллиф



I Б О Б. ТЕКИСЛИКДА АНАЛИТИК ГЕО М ЕТРИ ЯН И Н Г 
ДАСТЛАБКИ ТУШУНЧАЛАРИ

Аналитик геометрия олий математиканинг булимларидан 
бири. У геометрик шаклларнинг (турри чизиц, айлана, текислик 
ва к.) хусускятларини алгебра усули (яъни тенгламалар ёр- 
дамида) билан урганади.

Хар цандан геометрик шакл ну^талар туплами билан ани^- 
ланади. Бинобарин, геометрик шаклларни уфганиш учуй уни 
ташкил этган нуцталарнииг текисликдаги ^олатини топиш ло- 
зим булади. Текисликда нуцтанинг .̂ олатини аницлайдиган 
усул маълум булса, текисликда координаталар снстемасн берил- 
ган дейилади. Биз КУЙИД3 содда, айни пайтда кенг ^лланади- 
ган Декарт коордннаталари системасини келтирамиз.

Текисликда иккита узаро перпендикуляр турри чизи^ни олай- 
лик. Бу т^рри чизи^ларнинг бири горизоитал, иккинчиси эса вер
тикал жойлашсин. Турри чизи^ларнинг кесишган нуцтасини О 
^арфи билан белгилаб, уни координата боши деб атаймиз. Го- 
ризонтал турри чизиц Ох уци ёки абсцисса рци дейилади. Вер
тикал турри чизиц эса Оу уци ёки ордината уци деб аталади. 
Ох ва Оу уцларни координата щлари дейилади (1- чизма).* 

Координата боши Ох ва Оу уцлариинг хар бирини икки 
цисмга — икки ярим ;уэда ажратади. Ярим уцлардан бирини 
мусбат, нккинчисинн эса манфий деб ^исоблаймиз. Мусбат ярим 
;уклар 1 -чизмада стрелкалар билан курсатилган.

Координата у̂ Дари текисликни 4 та цисмга (чоракка) ажратади 
Улар 2-чизмада курсатилганидек номерлаиади.

Айтайлик, А1 —'.текисликдаги бирор нуцта булсин. Бу ну^тадан. 
Ох ва Оу уцларга *пермендикулярлар тушириб, уларнинг Ох ва Оу 
у^лар билан кесишпрп иуцталарини Мх ва Му лар билан белгилай- 
миз (3-чизма).

Т-§. Тугри бурчакли Декарт координаталар 
системаси

Ушбу

* Чизмалар китоб <кирнда илова тарзида бсрилган.



кесмаларнинг узунликлари М  ну^танинг координаталари деб ата- 
лади. Бунда М к ну^та О нуцтадан 'унгда жойлашса, ОМ кесма 
узунлиги мусбат ишора билаи, чапда булса, ОМх манфий ишора би- 
лан олинади.

Худди шунга ухшаш, Му нуцта О ну т̂адан юкорида жойлашса, 
ОМу мусбат, пастда жойлашса, манфий ишора билан олинади. х сои 
М  нуцтанинг биринчи коордннатаси ёки абсциссаси, у сон эса .И 
нуцтанинг иккинчи коордннатаси ёки ординатаси деб аталади. М 
ну^та координаталари ёрдамида цуйидагича ёзилади: М  (х; у).

Юкорида айтилганлардан куринадики, текислнкдаги .\,ар бир нуь;- 
та (х; у) жуфтликни аник;лайдн.

Энди, аксинча иккита х ва у сонлардан иборат (х\ у) жуфтлик 
берилган б^лсин. Ох у к;да х сонга мос келадиган Ах ну^тани (агар 
х мусбат сон булса, бу нук;та О нуцтадан унгда, л: манфий сон бул« 
са, О ну^тадан чапда жойлашган булади) топамиз. Худди шунга 
^хшаш, Оу у^да у сонга мос келадиган Ау нуцтани (агар у мусбат 
сон булса, ну^та’ О нуцтадан юкорида, у манфий сон булса, О ну̂ * 
тадан пастда жойлашган булади) топамиз. Сунг Ах ну^тадан Ох у̂ ~ 
ца перпендикуляр, Ау ну^тадан Оу уда перпендикуляр чи^арамиз. 
Натижада бу перпеиднкулярларнинг кесишиш нуктасига эга була* 
миз. Худди шу ну^танннг координаталари х ва у лар булади. Шун- 
дай цилиб, (х; у) жуфтлик текисликда битта куцтани ифодалар экан.

Демак, ну^тани геометрик объект сифатида ^арайдиган булсак» 
унинг аналитик нфодасн иккита сондан иборат жуфтлик булади.

Маълумки, координата у^лари бутун текисликпи 4 та чоракка 
булади. Бу чораклардаги ну^талар координаталаринииг ишоралари 
^уйидаги жадвалда курсатилган.

Чораклар
(л; у) нуцта координаталари ишораси

х (абсцисса) у (ордината)

I х > 0 у >  0

II х <  0 у > 0

III х <  0 у С  0

IV X >  0 у <  0

Масалан, ушбу Л (2; 3), В (— 1; 2), С (— 3; -*2) D (3; — 1) ну̂ - 
таларнинг геометрнк тасвирлари 4- чизмада ифодклаяган.

Э с л а т м а .  Ох у^даги ну^таларнинг ордината tapnJ 0 га тенг, Оу уцдаги 
нуцталарнинс абсцисеалари 0 га тенг. Координата бшижлнг координаталари (0; 0) 
булади. I



Хулоса цилиб шунн айтиш мумкинки, аналитик геометрияда 
М  (х; у) нуцта берилган деганда унинг координаталари х ва у сон- 
лардан тузилган (х; у) жуфтликнинг берилганлигини тушунамиз.

^2^) Икки ну^та орасидаги масофа
Текисликда иккита Ах ва А2 нуцталар берилган булиб, уларнинг 

координаталари мос равишда (л:,; ух) ва (х2; уг) булсин: Л, (х,; ух), 
Л2(х2: у о) (5-чизма). Бу нуцталар орасидаги масофа! 1 и топнш талаб 
этилсин.

А\(хх,у х), А2(х2; у2) нуцталар орасидаги масофани й билан бел- 
гилайлик: \АХА2\ = (1.

Ах нуцтадан Ох уцца, Аг нуцтадан Оу уд а параллел тугри чи- 
зицлар утказайлик. Бу тугри чизицларнинг кесишган нуцтасини В  
билан белгилайлик. Натижада А ХА2В  тугри бурчакли учбурчак о̂- 
снл булади. Равшамки, бу а А хА2В  нинг А}В  ва Л2В  томонларининг 
узунликлари

\Л1В\= х 2 — хи \АлВ\=‘ у2 — у1 •. 
булади. Пифагор теоремасидан фойдаланиб топамиз:

|.4Л12 = М .В1! + М гВ|3-
Демак,

а2 = (х2 — х1)2 + (у2— ухУг.
Бу тенгликдан э с а ______ ______________

= ~У{хг — X,)2 + {у, — ухУ |  ( 1 .1)
булиши келиб чикади. Демак, берилган Ах (х^ ух), Аг (х2; у2) нуц- 
талар орасидаги масофа бу нуцталарнинг бир хил нсмли координа
талари айирмалари квадратларининг йигиндисидан олннган квадрат 
илдизнинг арифметик цийматига тенг.

Хусусан, координата боши О (0; 0) дан А (х; у) нуцтагача бул- 
ган масофа

| о А I = й = У (х - 0 У  + (У - 0 Г  = К ? + 7 2
булади.

Мисол. Ушбу А (1; 2) ва В  (4; 6) нуцталар орасидагй масофа 
топилсин.

Ечиш . Равшанки, А нуцтанинг координаталари хх — 1, ул =  2, 
В  нуцтанинг координаталари эса х2 = 4, уг = 6 булади. (1.1) фор- 
муладан фойдаланиб топамиз:

Л = У<х7-хх)* + (у2- ух)* = К ( 4 - 1 )3 +  (6 - 2?  =
= К < Г П б  = V  25 = 5.

3-§. Кесмани берилган нисбатда булиш

Текисликда А (х,; ра В  (х2; у2) ну^талар берилган булиб, 
уларни туташтириш натижасида АВ  кесма >̂ осил цилинган. АВ кес-



(1.2)

мада шундай С ну^та топиш керакки, АС кесманинг СВ кесмага 
нисбати берилган л сонга тенг булсин:

ВС
Изланаётган С ну^танинг координаталарнни х ва у дейлкк: С (х; у) 

(6- чизма).
А, В, С нуцталардан Ох ва Оу координата уцларига параллел 

турри чизицлар утказамнз. Бу турри чизик; ларнинг Ох ва Оу уклари 
билан кесишган ну т̂аларни мос равишда Alt B it CY ва Аг, В.,, Сй 
дейлик. Равшанки,

DA, = Xj, OCt = х, ОВх = хг>
ОА.г = уи ОС2 = у, ОВа = у2

булиб,
4[Cj = х — Xj, CjSj = л-о ~  х,
АуС% = у Ух, С2В2 ~  Уг У

булади.
a ACD хамда а СВЕ лар ухшаш учбурчаклар булади. Демак,

AD _ С £  ^ А С  
С Е  B E  СВ '

Агар
AD = А1С1 = х ~ х и CD = Л,С2 = у  — ylt 
С Е = СХВХ = х2 — х, BE  — СгВл = у2 — у 

булишини хамда

СВ
эканини эътиборга олсак, у ^олда ( 1 .2) тенгликлардан:

IZ L fi = я, (LZM1 = X
X i  —  X  У г — У

булиши келиб чицади. Энди
х — хх _   ̂ у — У! _  ^
*а“  х ’ уг— у 

тенгламаларнинг а̂р бирини ало̂ ида-ало.̂ ида ечамиз:

Х~ Х1 — х ^ х  — = Я(х2 — х)=> х — хг — Хх.} — Xx=s-x + кх —
Ха — X

у* I
— Хх -Ь Я-л:2 (1 +  Я) = хг + lx2=* х =

= i =>y — yi = l ( y 2 —  (/)=># — Ух = by2— by=>y + =
У я  —  У

— Ух + ^Уг^ i/(l + M = i/l + hy-i^y = У\ ^  •



Демак, А В  кесмани берилган Я нисбатда булувчи С нуцтанинг 
ва у координаталари

ЬЯтг1- с-3*
формулалар била к топнлади.

Хусусан, С (х\ у) нукта АВ  кесмани тенг нккига булувчи нукта
булса (А В  = СВ), у холда

С В
булиб, С нуцтанинг координаталари (1.3) формулага кура

__ *1 хъ _  у1 -¡- уг I
*  —  2  *  и  —

булади.
М и с о л. А (— 2; 2) ва В ( 6; 4) нуцталарни туташтнрувчн АВ 

кесмани X = 0,2 нисбатда буладиган С (лг; у) нукта топнлсин.
Ечиш. С (х; у) ну^танинг координаталарини (1.3) 11юрмуладан 

фойдаланиб топамиз:
— ** *** — —2 °»2 • 6 _  — 2 -г 1.2 _  —0,8 _ _  2_
~  И-А. ~  1 -(-0,2 1,2 _  1,2 з ’

п = Хуг =  2 0,2-4 = 2+ ° ’8 _  ^8 _
1 -¡- X ~  1 + 0,2 _  1,2 ~  1,2 3 

Шундай ^илиб, АВ кесмани Я = 0,2 нисбатда булувчи нукта
2 7 I **“ з- у ]  булади.

Учбурчак юзн
Маълумки, урта мактаб математика курсида баъзи бир текис 

(ясси) шакллар — учбурчак, трапеция, дойра ва к. иинг юзга эга 
булиши ва уларшшг юзлариии топиш билан шуруллаиилган эдн.

Энди учбурчакларнинг юзинн коордииаталар усули билан топа
миз.

Фара:? цилайлик, текисликда аА ВС  берилган булснн. Бу учбур
чак учлари — А, В, С ну^таларшшг координаталари мос равищда 
(XV Уг), (х,) у.г), (х.,\ у3) булсин: А{хх\ ух), В(х2\ у.г), С(х:3, у3).

Масала учбурчак юзн 5ДЛДС ни топишдан нборат (7- чизма).
А, В, С нукталардан Ох у^ига перпендикуляр турри чизицлар 

туширамиз. Бу перпендикуляриинг Ох уци билан кесишгаи нуцта- 
ларини Ах, В,, С1 лар ор^али белгилаймиз.

Изланаётган д АВС нинг юзн иккита д А ВЭ  >̂ амда д йВС 
ларнииг юзлари йигинднсига тенг булади:

З ьавс = $ьав1>~̂  $ь0В€- (1-4)
Равшанки, АХАВВХ, В {ВССХ ва АХАССХ шакллар трапециялардир.
А1АВВ1 трапецияда: АА1 ва В В 1 — асослар, АХВ 1 эса баландлик. 

Шуиинг учу» бу трапецнянннг юзи

/



булади.
Агар АА1= у 1, ВВх= у2, АхВ х*=хг— хх эканини эътиборга 

олсак, унда

* 4 ^  ('.-•»*) о-б)
булишини топамиз.

В ХВССХ трапецияда: В ХВ  ва СхС — асослар, В ХСХ эса баландлик. 
Шунинг учун бу трапециянинг юзи

с  б ,В  +- С\С п ^
° В , В С С ,  ■”  2  1 1

булади.
Агар В хВ = у 2, СХС = у3, В 1С1 = д:3 — х2 эканлигини эътиборга 

олсак, унда

5 » .« :, = * * £ * (* .- * >  ( 1 .6)
булишини топамиз.

Ю^оридагига ^хшаш, АХАССХ трапениянииг юзи

^ ,.4с с = ^  <*>-*,) 0-7)
булишини топиш цнйин эмас. Равшанкн,

^ьлво *+" о вс = ^в.есс, ^л.дсс,
булади. (1.5), (1.6), (1.7) муносабатлардан фойдаланиб топамиз:

$ллю  +  5ЛОЙ£г = (** -  хг) (*з “  **) —

— ~ ^ “  (*в — *1) = ^  ̂  + &*> (х* — х1) + {уя + у3) (х3 — х2) +

+  {Ух +  У э )(хь ~  *»)]■
Юцоридаги (1.4) муносабатни эътиборга олсак, унда берилган 

а А В С  н и н г юзи учун ________________ _____ ____

^*&АВС~  1(^1 У%) {%2 -^г) "г (У2 Т ' Уз) (*» ’̂2)

+ (Уг ”Ь Уз) (Хз хд) ] I (1.8)
булииш келиб чи а̂ди. '■* ~ ~  ‘

М исол. Учлари А (1; 1), В  (2; 4), С (3; 3) нуцталарда булган 
учбурчак юзи топилсин.

Ёчи ш . Равшанки, бу ^олда



булади. ( 1 .8) формуладан фойдаланиб, учбурчакнинг юзини топамиз: 

t ( l+ 4 ) ( 2 - l )  +  (4 + 3 ) (3 - 2 )  + (3 + 0 (1 - 3 ) !  =

= ~ (5 -f- 7 — 8) — ~  -4 = 2 кв. бирлик.

5-§. Аналитик геометриянинг асосин масалалари

Фараз цилайлик, текисликда ^аралаётган нук,та узгарувчан цука
та булсин. Яъни, ну^танинг координаталари х ва у лар узгарувчи 
булиб, уларнинг .\ар бири турли цийматларни ^абул (\илсин.

Куп ^олларда узгарувчи ну^танинг координаталари бирор

f{x , у) = 0
тенгламани каноатлантирадиган булади. Бундай тенгламалар эса 
текисликда умуман чизикни ифодалайди. Масалан, текислнкда бе- 
рилган 5 (х0, у0) иу^тадан бир хил масофада турадиган нуцгалар 
тупламини карайлик. Узгарувчи нуцтани М (х; у) билан белгилай- 
лик.

(!.!) формулага мувофи  ̂ В {х 0\ у0) а̂мда М (х; у) ну^талар 
орасидаги масофа

d = V (x  -~ x0f  +  {у  — Уо?
булади. Кейинги тенгликдан эса

(х — *0)а +  (у — yQf  = d2 (1.9)
булиши келиб чицади. Демак, В  (дг„; у0) ну^гадан баравар узо^лик- 
да турадиган нуцталар тупламинннг >̂ар бир ну^тасининг коорди
наталари х ва у лар (1.9) тенгламани ^аноатлантиради. By (1.9) 
тенглама маркази В  (дг0; у0) иуцтада, радиуси d га тенг булган ай- 
ланани (8-чизма) ифодалайди (каралсин, IV  боб, 1- §).

Аналитик геометриянинг асосий масалаеи геометрик объектлар, 
хусусан чизикларни, юкорида айтилганидек, тенгламалар билан ифо- 
далаб, сунг бу тенгламаларни текширнш билан унга мос чнзиклар- 
нинг хусуснятини урганишдаи иборат.

I I  Б О Б  ТУРРИ ЧИЗИК ВА УНИНГ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Турри чизи  ̂ тушунчаси аналитик геометриянинг содда, айни 
пайтда мухим тушунчаларкдан бири.

Текисликда икки нукта бернлган булсин. Бу иу^талардан бир 
хил масофада турган нукталар туплами (нуь т̂аларнинг геометрик 
урни) тугри чизиь; деб царалади.

К̂ уйида тугри чизи^нинг аналитик ифодаларини (тенгламаларини) 
топамиз ва улар ердамнда тугри чизицнинг текисликдаги вазнятла- 
рини урганамиз.



1-§j TyFpM чизикнинг умумий тенгламаси

Биз юцорида текисликдаги тугри чнзи  ̂ берилган иккн В х (х^ ух) 
^амда В 2 (x¿, у2) нуцталардан баравар узоклнкда турувчи нукталар 
тупламидан иборат деб царадик. Тугри чизи^да ихтиёрий М (х; у) 
нуцтани (узгарувчи нуцтаии) оламиз. Равшанки, М (х; у) нуцтанинг 
координаталари х ва у лар турли цийматларни ^абул килганда, TÿF- 
ри чизикнинг ну т̂алари ^оснл булади. Бу М {х; у) нуцта билан бе
рилган В х (xi; У\) хамда В 2 (х2; у2) нуцталар орасидаги масофани (1.1) 
формуладан фойдаланиб топамиз (9-чиама).

В ХМ = V  (х — хх)> 4- (у — ухУ\ В2М -  У  (X — х2)2 + (у — y2f .

булишини топамиз. Бу тенгликда грамма хадларнни чап томонга 
утказиб, сулг киска купайтириш формуласпдан фондалансак, цуйи* 
даги

X2 — 2хх, 4- х\ 4 у- — 2УУ\ 4- у\ — {* ’ — 2хх2 + х\ + у2 —
— 2уу.2 4- í/o) = О 

тенглама ^осил булади. Ундан
— 2ххх -f jrf — 2уух -+- у\ 4- 2хх2 — х\ 4- 2уу2 — у\ = О,

2 (х2 — X,) X 4- 2 (у2 — у{) у 4- (*? -f У\ — х\ — y¡) = О 
булиши келиб чшоди. Агар

А =  2(х2 — Xj), В  = 2(у2 — í/t), С = х\ + у\ — х\ — у1 
деб белгиласак, куйида™

тенгламага келамиз. Бу х ва у га нисбатан биринчи даражали тенг* 
ламадир.

Демак, тугри чизи^даги ихтиёрий М (х; у) нуцтаиинг х ва у 
координаталари (2.1) тенглама билан богланган булар экан. Ушбу 
Ах 4- By  4- С = 0 тенглама тугри чизикнинг умумий тенгламаси 
деб аталади.

Тугри чизикнинг умумий тенгламаси Л, В , С сонларга (коэф- 
фициентларга) боглиц. Бу сонлар турли кийматларга эга булганда 
турли турри чизицлар хосил булади. Бинобарин, тугри чизикнинг 
текисликдаги вазияти ^ам шу коэффициентларга боглицдир.

Юкорида айтилган шартга кура
В ХМ  = В2М

булади. Бундан эса
У  (X  — хху  4- {у — УХУ = У (х  — х2)2 4- (у — у*)2 

тенглик келиб чи а̂ди. Кейинги тенгликдан
(х — Xj)2 4- (У — y j 1 = (х — X,)2 + (у — у.2)2

яъии

(2.1)



21-эслатма.  Координаталари (2.1) теигламанн цаноатлантирувчи нуцта- 
лар тугтламн тутри чизик булади.

Мисол. 2х -т- Зу + 1=0 тенглама тугри чизи^нинг умумин тенг- 
ламасп булнб, унинг текисликдаги вазияти 10-чизмада тасвирланган. 

Энди
Ах +  В у + С =  0 (2.1)

тугри чизп^нинг текнслнкда тутгаи вазиятиии урганамиз.
1°. (2.1) тугри чизик, тенгламасида С == 0 булсин. Бу холда (2.1) 

тенглама ушбу
А х + В у  =  0 (2 .2)

курипишга келади. Бу тугри чизик координата бошидан (яъни,
О (0; 0) нуцтадаи) утади. Чунки О (0, 0) нуцтанинг координаталари
(2 .2) тенгламани каноатлаптиради: Л-0 - й '0 е 0 ( 1 1 -чизма).

2\ (2.1) тугри чизик тенгламасида А = 0 булсин. Бу ^олда (2.1) 
тенглама ушбу

Ву  +  С = 0 (2.3)
куринишга келади. (2.3) тенгламадан топамиз:

Демак, тугри чизикдаги узгарувчи нуктанинг ординатаси а̂р £
доим у —----га тенг. Бу тдолда (2.3) тугри чизик; Ох уцига (абс-в
цисса у^ига) параллел булади ( 12-чизма).

3°. (2.1) тугри чизик тенгламасида В  = 0 булсин. Бу (2.1) тенг
лама ушбу

Ах -г С =  0 (2.4)
курипишга келади. (2.4) тенгламадан топамиз:

* =  - 7 - И^=о)

Демак, тугри чизикдаги узгарувчи нуктанинг абсциссаси ^ар доим £
х------га тенг. Бу ^олда (2.4) тугри чизик ®У У^ига (ордината

А
укнга) параллел булади (13-чизма).

4°. (2.1) тугри чизик тенгламасида Л = О, С = 0, В ф  0 булсин. 
Бу .̂ олда (2.1) тенглама

Ву = О
куринишга келади. Ундан эса у = 0 булиши келиб чнцади. Бу Ох 
уцининг тенгламасидир.

5°. (2.1) тугри чизик тенгламасида В  = О, С =  0, А ф  0 булсин. 
Бу хрлда (2.1) тенглама

Ах = 0
куринишга келади. Унда эса



х = 0
булиши келиб чи^ади. Бу Оу $^ининг тенгламасидир.

2,2-эслатма.  Агар тугри чизи^нинг умумий тенгламаси
Ах 4- Ву  -Ь С ~  О

да барча коэффициентлар нолдан фарцли булса (А ф  0, В ф  0, С ф  0), у о̂лда 
бу турри чизиц координата бошидан а̂м утмайди, координата уцларнга параллел 
^ам булмайди.

Турри чизицнинг текисликдаги вазиятини урганишда унинг бош- 
ца куринишдаги тенгламаларидан фойдаланиш кулай булади. Шуни 
эътиборга олиб, ^уйида турри чизицнинг турли куринишдаги тенг- 
ламаларини келтирамиз.

Текисликда Декарт координаталар системасига иисбатан бирор 
тугри чизи^ берилган булсин. Бу турри чизи  ̂ Оу у^ининг В (0; Ь) 
нуктаси орцали 'утиб, Ох укининг мусбат йуналиши билан а бурчак 
ташкил этсин (14-чизма).

Бу турри чизикда ихтиёрий М  (х; у) нуцтани оламиз. М  (х; у) 
ну^тадан Ох уеда перпендикуляр туширамиз. Перпенднкулярнинг 
асосини М х билан белгилаймиз. У  о̂лда

В  нуцтадан Ох уцига параллел булган турри чизиц утказамиз. 
Унинг М М 1 перпендикуляр билан кесшиган нуцтасини Р  дейлик. 
Натижада ВМ Р  учбурчак ^оснл булади. д ВМ Р  — тугри бурчакли 
учбурчакдир. Бу учбурчакда

= ВР = ОМ1 ^ х , М Р ^ М М .- Р М ^ у - Ь

булади. Кейинги тенгликдан эса
у — Ь = \£ а-х, яъни у = tg а ’Х + Ь

булиши келиб чицади. Одатда, турри чизи^нинг Ох :уци билан таш
кил этган бурчагининг тангенси турри чизи^нинг бурчак коэффи
циенты, деб аталади, уни к билан белгиланади:

куринишда ёзиш мумкин.
Турри чизицнинг (2.5) куринишдаги тенгламаси т$гри чизщнинг 

бурчак коэффициентли тенгламаси деб аталади.

Турри чизикнинг бурчак коэффицие^щш- тенгламаси

ОМх — х, ММЛ = у
булади.

булиб,
МР  __ у — Ь

х

Шуни эътиборга олиб, кейинги тенгликни ушбу
у =  к 'Х  -\- Ь (2.5)



Бу о̂лда тугри чизицнинг текнсликдаги вазияти к .̂ амда Ь лар- 
нинг цийматлари билан тулиц аницланади.

Мисол. Ушбу у = 2х + 1 тенглама турри чизи^нинг бурчак 
коэффициентли тенгламаси.

Бунда £ = 2, 6= 1 булиб, у 15-чизмада тасвнрлангаи.
,3-эслатма. Турри чизнцнинг умумий тенгламаси Ах -4- Ву-\-С—0 (ВфО) 

и а̂р доим унняг бурчак ко^фнииентлн тенгллмаснга келтириш мумкин ва ак- 
синча.

Дарэаднкат, тугри чнзицнинг умумий тенгламаси
Ах +  Ву  + С = О (В ф  0) (2. [)

га эга булайлик. Бу тенгламани у га нисбатан ечамиз:

Лх -Ь %  -Ь С = 0 =* Ву = — Ах — С => у =  — — х— — .
В в

Демак, (2.1) тенглама ушбу

У = ~ ~ х  — -- - ¿ х  + 6 (£ = — Ь = ~ ~ ,  Вф О )

куринишга келади.
Тугри чизи^шшг бурчак коэффициентли тенгламаси

у = !гх -\-Ь
га эга булайлик. Бу тенгламани ушбу

кх — у + Ь = 0
куринишда ёзиш мумкин. Бу эса турри чизи^нинг умумий тенглама- 
сидир (А = к, В = — 1, С — Ь).

Турри чизикнинг кесмалар буйича тенгламаси
Текисликла бирор тугри чизиц Ох ва Оу у^лари билан мос ра- 

вишда А ва В  ну т̂аларда кесишсин. Тугри чизикнинг координата 
у^ларидан ажратгаи кесмалари

ОА = а, ОВ = Ь
га тенг булсин (16-чизма).

Бу а ва Ь кесмалар ёрдамида тугри чизикнинг текнсликдаги ва- 
зиятини тули  ̂ аницлаш мумкин. Шуни курсатамиз.

Турри чизшда ихтиёрий М  {х\ у) ну^тани олайлик. М  (лг; у) ну̂ - 
тадан Ох укига туширилган перпендикулярнинг асосини М 1 дейлик. 
Ун да

ОМ, = дг, ММ, = у (2.6)
булади. д ОЛБ ва д М,АМ  лар ухшаш учбурчаклар. Шу сабабли

мм1 = М±А 
ОВ ОА К ' }

булади. Агар
МХА = 0А — ОМу = а — х (2.8)



ни ва ю^оридаги (2.6), (2.8) муносабатларни эътиборга олсак, (2.7) 
тенгликдан

куринишда ёзамиз. Бу турри чизи  ̂ тенгламасидир. Одатда, турри чи- 
зи^нинг (2.9) куринишдаги тенгламасинк унинг кес.малар буйича 
тенгламаси деб аталади.

ча тенгламаси. Бунда а = 3, Ь = 4 булиб, унинг текисликдаги ва- 
зияти 17-чнзмада тасвирланган.

2.4-эслатма. Т^рри чизицнинг умумий тенгламаси Ах-\-Ву + 
4- С = 0  (А -/= О, В Ф О , С ф  0) ни а̂р доим унинг кесмалар буйи
ча тенгламасига келтириш мумкин ва аксинча. ^аци^атан ^ам,

> , — + — — 1 =>■ Ьх + ау = аЬ =ф- Ъх + ау — аЬ - - 0 =*-
V  а ь

=> Ах - Ву + С = 0 (А = Ь, В  = а, С = — аЬ),

4-§. Турри чизикнинг нормал тенгламаси

Текисликда бирор тутри чизи  ̂ берилган булсин. Координата бо- 
шидан турри чизида туширилган перпеидикулярнинг узунлиги р 
^амда шу перпеидикулярнинг Ох уцининг мусбат йуналиши билан 
ташкил этган а  бурчак маълум булсин (18-чизма).

Берилган бу р ва а лар ёрдамида турри чизикнинг текисликдаги 
вазияти тулин; аии^ланиши мумкин. Турри чизикда ихтиёрий М  (х; у) 
нуцтани оламиз. Бу нуцтадан Ох уцига перпендикуляр туширамиз. 
Перпеидикулярнинг асосини билан белгилаймиз. Равшанки,

Координата боши билан М нуцтани туташтирамиз. Натижада ОММх 
турри бурчакли учбурчак ^осил булади. Агар А. МОМг — ф десак, 
унда

у_ _  °  — *
Ь а

булиши келиб чи^ади. Бу теигликни

яъни

(2.9)

М исол. = 1 тенглама турри чизикнинг кесмалар буйи-

Ах + Ву +  С = 0=> —  х + —  у~\ = 0=> -  + ^-=1=ф- 
1 1 - С  — С *  С С

А В

ОМ1 = х, М М х — у.



X  — 0М Х = ОМ cos (р, у = Л^А/j — ОМ sin ф (2.10)
бÿлaди.

Энди тугри бурчакли учбурчак ОСМ ни карайлик. Бу учбурчак- 
да /-СОМ — а — ф булади.

Равшанки, —  = —  = cos (а — ср).
ОМ ом у

Демак,
p = OAf*cos(a — 9 ). (2 . 1 1 )

Маълумки,
cos (a — ф) = cos a cos ф H-sin a  sin ф. (2 .12 )

(2 .10), (2 .1 1 ) ва (2 .12 ) муносабатлардан топамиз:
р = ОМ (cos a cos ф -г sin a  sin ф) =
= OM cos ф cos a -г OM sin ф sin a =

= X cos a + y sin a.
Бу тенгликдан . ______ „__________ _____ —

(x cos a  + и -SÍIL-CC TTT D — 0 (2.13)
га эга буламиз. (2.13) mÿFpu чизщнинг нормал тенгламаси дейи- 
лади,

Энди тугри чизицнинг умумий тенгламаси нормал куринишдаги 
тенгламага келтирилишини курсатамиз.

Бирор тугри чизиц берилган булиб,
Ах-\-Ву + С =  0 (2.1)

унинг умумий тенгламаси,
X  ■ cos a -j- у sin a — p = 0 (2.13)

эса шу тугри чизицнинг нормал тенгламаси бÿлcин. Бу (2.1) ва
(2.13) тенгламалар битта тугри чизицни аницлаганлиги сабабли, улар- 
нинг коэффициентлари пропорционал булади. Демак, (2.1) тенгла- 
мани бирор |,1 сонга купайтиришдан цосил булган

f 1хАх + \хВх ; цС =
тенглама (2.13) тенглама билан бир хил булади:

\\,Ах + рВу + цС = X  cos a +  у sin a  — p. C^ 4
Бундан эса ^уйидаги

[лЛ — cos a, \xB = sin a, fxC = — p
тенгликларга эга б^амиз. Бу тенгликлардан \х ни топамиз. Бунинг 
учун \хА = cos a, \í B  = sin a тенгликларнинг ^ар икки томонини 
квадратга кутариб, сунг уларни ^адлаб ^ушамиз:

цМа = cos2 a, (i2ß 2 = sin2 a,
\i-A2 H- у?Вг = cos2 a  +  sin2 a  — 1.

Демак,
^ C 4 2 + ß 2) = l .

r i  .  i  )  i  S- i  1 1  »

5улган

(\
Т Я Л И -

6 J .
k u í ;:bxonasi



Кейинги тенгликдан

±|'Л*4-Й*
булиши келиб чи^ади.

Шундай ь̂ илиб, турри чизи^нинг умумнй тенгламасини

± \гА*-т&
1 £7 (2.14)

га купайтириш натижасида тенглама нормал куринишдаги тенглама- 
га келар экан. Одатда ¡д. нормалловчи купайтувчи деб аталади. 
Нормалловчи купайтувчннинг ишораеи тенгламадаги С озод .̂ аднинг 
ишорасига тескари ^илиб олинади.

Мисол. Ьх — \2у — 26 = 0 TÿFpH чизикнинг умумий тенглама- 
си нормал тенгламага келтирилсин.

Ечиш. Ю^оридаги (2.14) мупосабатдан фойдаланнб, нормаллов- 
чи купайтувчини топамиз:

Натижада берилган турри чизицнииг умумий тенгламаси 5* -J- 12у—
— 26 = 0 ушбу

нормал куринишга келади.

I I I  Б О Б .  Т$ТРИ ЧИЗИККА ОИД АСОСИЙ МАСАЛАЛАР

Мазкур бобда турри чизиеда онд асосий масалаларии келтириб, 
уларга дойр мисоллар ечамиз.

' Берилган ну^тадан (берилган йуналиш буйича) утувчи турри
чизик, тенгламаси

Текисликда М(хх\ y¡) ну^тадан угадиган ^амда Ох уцининг мус* 
бат йуналиши билан а  бурчак ташкил этадиган турри чизикнинг 
тенгламасини топиш талаб этилсин.

Топилиши лозим булган турри чизиьу тенгламасини y = kx-\-b
(2.5) (2-боб, 2-§, (2.5)) куринишда излаймиз. Модомики, турри чи- 
зи  ̂ М(хл\ y¡) ну^тадан утар экан, унда бу ну^танинг ва yt 
координаталари у = kx 4- b тенгламани цаноатланти ради:

Y  А*-\-В? >^54-12* ^25+144 М 6 9  13 

Берилган тенгламани ¡д •--= — га купайтирамиз:

^ (5 x + 1 2 ÿ-2 6 ) = 0.

Ух = kxL +  b. (3.1)



Ю^оридаги (2.5) тенгламадан (3.1) тенгламани хадлаб айириб 
у — ух = kx~\-h — (kxx +  b)

у̂йидаги
l~yz- y l = k(x — х $  (3.2)

тенгламага келамиз. Бу берилган M(x¡\ yt) нуктадан Утувчи тугри 
чизик; тенгламасидир.

Мисол. М(3; 2) нуктадан утувчи тугри чизи^ тенгламаси то- 
пилсин.

Ечиш . Юцоридаги (3.2) формулага кура М  (3; 2) нуктадан 
утувчи тугри чизи  ̂ тенгламаси ушбу

у — 2 = k (х — 3)
куринишида булади. Уни цуйидагича

у = Н х - 3) + 2
а̂м ёзиш мумкин. Бу îÿppu чизи  ̂ k нинг кийматларига богли .̂ k 

нинг турли цийматларнда М (3; 2) нуктадан утуЕчи турли тугри чи- 
зиугар ^осил булади (19-чизма).

\ \ \  ^ККИ нУ^тадан УТУВЧИ ТУГРИ чизик тенгламаси
чекисликда иккита M (x¿ ул) а̂мда N(x¿ уг) нуцталар берилган. 

Бу нуцталардан утувчи турри чизи  ̂ тенгламасини толиш талаб 
этилсин.

Биз юцорида берилган битта М(хх\ ул) нуктадан утувчи тугри 
чизщнинг тенгламаси

У — У1 = Ь{х — Хх) (3.2)
булишини курдик. Бу турри чизиц N(x¿ г/«) нуктадан ,%ач утсин. 
Унда N(x¿ yz) нуцтанинг координаталари ва у2 лар (3.2) тенг
ламани цаноатлантиради;

У% Ух ~  Нх2 ~  Xi).
Бу муносабатдан

k =  1/2 ~  Уг 
X i- X i

булиши келиб чнцади. k нинг топилган цийматини f(3.2) тенглама- 
даги k нинг урнига цуйсак, унда

У — Ух=Мщ М±(х - .х1)
X «  —

булади. Бундан эса

\ У — Ух _  •* — *i
иг-zJh. Xj—Xi (3.3)

булиши келиб чи^ади. Бу тенглама берилган икки М(х^ уг) хрмда 
Ñ{x¿, у2) ну^талардан утувчи турри чизик; тенгламаси булади.



Мисол. Куйидаги М(2; I) ^амда N(1: 2) нукталардан утувчи 
турри чизи  ̂ тенгламаси топилсин.

Ечиш . Икки ну т̂адан утувчи турри чизи  ̂ тс-нгламаси (3.3) да- 
ги хи уу хамда х2, у* лар урнига М  (2; I) ва N(1; 2) ну^таларнинг 
коордннаталарини ^уйиб топамиз:

х — 2 __ у — 1 
1 — 2 ‘ 2 — 1*

Уни
-— ~ ёки х + у — 3 = О

курннишда ёзиш мумкин. Бу изланаётган турри чизик; тенгламаси- 
дир (20-чизма).

3-§. Икки тугри чизик̂  орасидаги бурчак
Текисликда иккита турри чизи  ̂ берилган булсин. Бу турри чи- 

зи^лар орасидаги бурчакни топиш талаб этилсин.
Фараз ^илайлик, турри чизи^лардан бирининг тенгламаси

у^кхХ  +  Ь  ̂
иккинчисининг тенгламаси эса’

у = +  Ь3
булсин (2 1-чизма).

Маълумки, 6 , = — биринчи турри чизи^нинг бурчак коэф- 
фицненти, ¿2 =  ^ а 2— иккинчи тукри чизи^нинг бурчак коэффи
циента. Икки турри чизи  ̂орасидаги бурчакни ф билан белгилайлик.

21-чизмадан куринадики, а ^ с ^  +  Ф булади. Бундан эса 
Ф = а ,— а2 эканлиги келиб чикади. Равшанки,

^ф  = — а г). (3.4)
Энди

а 2
ва {цах = к1. ^ я 2=к.2 булишини эътиборга олиб, (3.4) тенгликдан

(3.5)

булишини топамиз. Бу икки турри чизик; орасидаги бурчакнинг тан- 
генсини ифодаловчи формуладир. (3.5) формула ёрдамида икки тур
ри чизи  ̂ орасидаги ф бурчак топилади.

Мисол. 2х — у — 5 = 0, х — 3#-+-12 = 0 турри чизнклар ора- 
сидаги бурчак топилсин.

Ечиш . Аввало берилган турри чизи^ларнинг бурчак коэффи- 
циентларини топамиз. Бунинг учун тенгламаларни у га нисбатан 
ечамиз:

2х — у — 5 = 0 =>у = 2х]— 5, 

х — 3 у'-\- 12 = 0 =>- Зу =  лЗ+ 12 =>у = -^-х4-4.
О



Демак,

(3.5) формулага кура
2 ___ 1_ _5_

к,—к2 3 3 , 
г г г т  =  Г = Т  = I

3 3
булади, Демак,

(р = 45°
(22- чизма.)
4-§.)Икки тугри чизикнинг параллеллик ва перпендикулярлик

шартлари

Текисликла иккита турри чизиь; берилган булиб, бирииинг тенг- 
ламаси у = кхх-г-Ьи иккинчиспнинг тенгламаси эса у = кйх + Ь 2 
булсин.

Биз юцорида бу турри чизи^лар орасидаги бурчак (бурчакнинг2 
тангенси)

--
¿1 — к.г
1 -}- к ^ 2

формула билан аницланишини курдик.
Айтайлик, икни турри чизи  ̂ орасидаги бурчак нолга тенг 

булсин: ф = 0°. Равшанки, бу холда берилган тугри чизи^лар уза- 
ро параллел булади:

= 0 ^  ф = (ст ос = 0 =ф- ф= кх ~~ к* = 0=ф-

=> = 0 =*-#! = кг.
Демак, ,

к\ — ку
тенглик и к к и турри  чизикнинг  п ар ал л е л л и к  шартидир.

2°. Айтайлик, икки тугри чизи  ̂ орасидаги бурчак 90° га тенг 
булсин: <р = 90е. Равшанки, бу ^олда берилган тугри чизнцлар уза- 
ро перпендикуляр булади.

Ф = 90° ф = 90° — оо => ф = —— - 2 = оо =>■
1+ М *

Демак,



тенглик икки  турри чизи^нинг п ерпен д икулярли к  
шартидир.

Мисоллар. 1. у = 5л* + 7 ва у = Ъх— 11 турри чизи^лар па- 
раллелдир, чунки = 5, к2 — 5 ва, демак, ^

2. у — Зх 4- 7 ва у — ---- х 4- 1 турри чизи^лар узаро пер-
3

пендикулярдир, чунки ^  = 3, Аа = ---— булиб, А1 й2=: —
3

3. 1-эслатма. Турри чизи^ларнинг тенгламалари умумий ку- 
ринишда, яъни ^уйидагича

Агх +  В ху 4- С, — 0, Агх -г В гу г  С2 = 0
булсин. Бу турри чизицларнинг паралл ел ва перпендикуляр булиши 
шартларини топиш учун уларни у га нисбатан ечамиз:

д
Ахх + В ху 4 -^  = 0=*- В ху = — Ахх — С\=> у — --- - х —

В1
( В , Ф 0).

°1

Агх 4- В2у + с 2 =  0 => В 2у ^ —Агх— С, х — В2 Ф  0).
В,

Демак,
Ь = __к —

1 * 2 в 2
Унда .4,* -г В уу + С, = 0 ва А*х 4- В 2у +  С2 = 0 т>три чизнцлар- 
нинг параллеллик шарти

^ 1 ___

В ,~  в2 ’
перпендикулярлик шарти

АХА2 4- В гВг = О
будзди.

; ̂  5-§уБерилган ну^тадан берилган турри чизиц^ача булган масофа
Текисликда М(хх; ух) ну^та ва бирор турри чизи  ̂ берилган бул

син. Турри чизикнинг тенгламаси
Ах Ву -|- С = О

курииишда булсин. Берилган М (х у х) ну^тадан шу турри чизиь̂ кз- 
ча булган масофани топиш талаб этилсин. Одатда М ну т̂адан тур
ри чизик^а туширилган перпендикулярнинг узунлиги нуктадан 
турри чизищача булган масофа деб аталади (23- чизма).

Бу М М 1 перпендикулярнинг узунлигини с1 билан белгилайлик. 
М{х{, ух) нуцтадан берилган Ах + Ву + С ~  0 турри чизи^а парал- 
лел турри чизиь* утказамиз. Сунг кейинги турри чизи^а перпенди
куляр туширамиз. Бу перпендикулярнинг тугри чизи^лар билан 
кесишган ну^таларини В  ва В , билан белгилаймиз.



Равшанки, изланаётган масофн
d ^ M M i = O B ~ O B ï (3.6)

булади.
Бернлган тугрл чизик тенгламаси Ах -г By  -г С = 0 ни нормал 

куринишга келтирамиз. Бунинг учун уни нормалловчи к^тайтувчи
1ц = ---- -

f ±1  А*-V Б г

га купайтнрамиз:
А в  , С -------  X И-------- -------- • У H--------- 1— " : — 0.

±  Ÿ  А * - Г  в 3 ± ,  / 12  +  £ г у  ± |  Л 2 I- ß 2

Бу тенгламани
X cos а + у sin а — OÆj — 0

билан солиштириб,
А В  . С г.п--- - .^ = = co sa , ---=---- = sin g, -------= .  = — ОВл

±  1 А г I- ßä ±1 А- Г В* ± v  -42 j ß2 1

булишини топамиз. Демак,

O B ,  = --------------------  ( 3  7>

Берилган тугри чизиэда параллел тугри чизи^нииг нормал тенгла
маси куйндагича

X eos а + у sin а  — OB — 0
булади. Бу тугри чизик берилган М(хх\ ух) нуцтадан утгаии учун 
Щх{, у i) нуцтанинг координаталари шу тугри чизи  ̂ тенгламасини 
цаноатлантиради:

X! eos а  + í/j sin et — OB = 0.
Бундан

OB — xt cosa + í/j sin a (3.8)
булишн келиб чицади.

Юкоридаги (3.6), (3.7) ва (3.8) муносабатлардан
¿  r= OB — ОВ1 = хх cos a + í/x sin a — OBx =

А В  С
± 1  А ±| А*-г- Bi ±\А*±В*

-  ^ i+  ДУ1 + с  
±, Л*-f ßa

улишини топамиз. Демак, ____________ .

------------------------« • >
Мисол. Берилган :VÍ(3;—4) ну^тадан 6х — 8г/ + 31==0 тугри 

чизик^ача булган масофа топнлеин.



6.3 — 8-( — 4 ) + 3 1 _  18Н- 32-t- 31
10

6-.*§. Икки турри чизи^нинг кесишиш нуцтаси

Текисликда иккита турри чизи  ̂ берилган булиб, уларнинг тенг- 
ламалари мос равишда

булсин. Бу турри чизикларнинг кесишиш ну^таснни топиш талаб 
этилсин.

1\аралаётган тугри чизикларнинг кесишиш ну т̂асини М(х\ у) 
билан белгилайлик (24-чизма).

Модомики, изланаётган нуцта бир ва т̂да .\ам (3.10) турри чизи̂ - 
да, а̂м (3.11) турри чизи^да ётар экан, унинг координаталари х ва 
у лар (3.10) ва (3.11) тенгламаларни каноатланткради. Бннобарин, 
бу л: ва у лар ушбу

/ ( Лгх 4- В гу + Сг = оГ7 j9 у  , л,- 
I  { Л2х 4~ ВЦу 4~ С» = 0 J

тенгламалар системасининг ечими булади.
Демак, икки т̂ рри чизи^нинг кесишиш иу^тасинй топиш учун 

уларнинг тенгламаларини система ^илиб ечиш керак. Система ечими- 
даги х нинг циймати кесишиш ну^тасининг абсциссаси» у нииг и̂й- 
мати ордииатаси булади.

Мне о л. За: — 2у — 4 = 0, х -f Зу— 5 = 0 турри чизицларнинг 
кесишиш нуцтаси топилсин.

Ечиш. Бу тугри чизикларнинг кесишиш нуцтасининг координа- 
таларини топиш учун уларнинг тенгламаларнни система ^илиб ечамиз:

Демак, турри чизикларнинг кесишиш ну^таси М  (2; 1) булади.
Ушбу бобнинг охирида турри чизи^ларга оид бир нечта мисол- 

ларни келтириб, уларнинг ечилишларини курсатамиз.
Мисоллар. 1. Берилган М(0; 5) нуцтадаи утувчи >̂ амда Зх —

— 2у — 6 = 0 турри чизиэда перпендикуляр булган турри чизиц 
тенгламаси топилсин.

Ечиш. Берилган М  (0; 5) ну^тадан утувчи турри чизи  ̂ тенг
ламаси (3.2) формулага кура

Л,х 4- В\У -г Cj = 0,
Л2х +  Вгу + С2 — 0

(3.10)
(3.11)

За: — 2у — 4 = 0 , . /  За: — 2// — 4 = 0, . 
х 4- Зу — 5 = 0, 1—Зх — 9г/4-15— 0

Í За: = 2у 4- 4, . Г Зх = 2у 4- 4, 
^  ( — \\у 4- 11 = 0 * 1  У=  1

у —  5 = k(x — Q),



у = кх + 5 (3.12)
булади. Энди берилган турри чизиц тенгламаси За: — 2у — 6 = 0 ни 
у га нисбатан ечиб топамиз:

Зх — 2у — 6=0=*-2^ = 3х — ~ Т Х ~  3' (3.13)

Сунг (3.12) ва (3.13) тугри чизи^лар узаро перпендикуляр булиши 
шартидан

“ т  — 1
2булиши келиб чнкади. Демак, к -----—. Топилган к нинг бу ^ий-О

матини (3.12) тенглаиадаги /г нинг урнига куйсак, унда
2 , си — ---- х 4- 5у 3

га эга буламиз. Бу берилган ну^тадан утувчи >;амда берилган тур- 
ри чизи^к3 перпендикуляр булган турри чизи^нинг тенгламасидир.

2. Берилган М ( — 1; 3) ну^тадан утувчи ва \у — Зя 4  8 =  0 
тугри чизицка параллел булган тугри чизи^нинг тенгламаси топил- 
син.

Ечиш. Берилган М( — 1; 3) ну^тадан утувчи тугри чизи^нинг 
тенгламаси (3.2) формулага кура

у — 3 = £(*-— ( — 1)),
яъни

у = к(хг4  1 ) 4  3 (3.14)
булади.

Берилган тугри чизиь̂  тенгламаси 4у — Зл: 4  8 = О ни У га нис
батан ечамиз:

4у — Зх 4  8 = 0=*- Ау = За' — 8 =>■ у=  — х—2. (3.15)
4

(3.14) ва (3.15) тугри чизи^ларнинг узаро параллел булиши шар- 
тидан

4

булиши келиб чицади. Топилган к нинг бу ^ийматини (3.14) тенг- 
ламэдаги к нинг урнига ^уйсак, унда

3 , 15у =  х +
4 4

га эга буламиз. Бу берилган нуктадан утувчи х,амда берилган ту^ри 
чизиеда параллел булган турри чизш\н»нг тенгламасидир.



IV  Б О Б .  ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЭГРИ ЧИЗИЦЛАР

Маълумки, текисликда тугри чизик х ва у узгарувчиларга нис- 
батан биринчи даражали

Ах -+- By + С = 0 (2.1)
тенглама билан аналитик ифодаланади. Улар 2 ва 3-бобларда батаф- 
сил урганилди.

Энди текисликда иккинчи тартибли эгри чизи^ларни (маълум 
куринишдаги эгри чизикларни) аналитик ифодаларини топиб, уларни 
урганамиз.

Иккинчи тартибли эгри чизи^лар х ва у узгарувчиларга нисба- 
тан иккинчи даражали тенгламалар билан ифодаланади. Иккинчи 
даражали тенгламанинг у.мумий куриниши куйидагича булади:

Ах3 -h Вху + Су2 + Dx г Еу  + F  = 0. (4.1)
Одатда (4.1) тенгламани иккинчи тартибли эгри чизицнинг у мумий 
тенгламаси деб аталади.

Ушбу бобда содда куринишдаги иккинчи тартибли эгри чизи̂ - 
лардап айлана, эллипс, гипербола хамда параболаларни а̂раймиз. 
Бу эгри чизи^ларнинг тенгламаларини топиб, улар ёрдамида геомет
рик хоссаларини урганамиз.

!-§. Айлана ва унинг тенгламаси

Текисликда бирор А (о; Ь) нуцта берилган булсин. А(а\ Ь) ну̂ - 
тадан баравар узо^ликда турган нукталар туплами (нукталарнииг 
геометрик урни) айлана деб аталади (25- чизма).

Айланада ихтиёрий нукта олиб, уни В(х; у) билан белгилайлик. 
Энди айлана тенгламасини топамиз. Айлана таърифига кура АВ 

масофа узгармас. Уни R  билан белгилайлик:
AB = R.

Икки ну^та орасидаги масофани ани^ловчн (1.1) формулага кура 
А В = V (х — а)2 4- (у — Ь)2

булади. Демак,
У (х  — a f  -t-(у  — bf

Бу тенгликнинг хар икки томонини квадратга кутариб, у̂йндаги
{x - a ?  +  iy - V f  = i ?  (4.2)

тенгламага келамиз. Демак, айлападаги узгарувчи В{х\ у) ну^танинг 
координаталари (4.2) тенгламани а̂ноатлантиради. Ю^орпдаги (4.2) 
тенглама айлана тенгламасини ифодалайди. А (а; Ь) ну^та айлана мар- 
кази, R  эса айлана радиуси дейилади.

Масалан, маркази А (1; 2) нуцтада, радиуси R — 3 га тенг бул- 
ган айлананинг тенгламаси цуйидагича булади:

(х— I)2-¡-(//— 2)2 = З2, яъни (х — I)2 + (у — 2)2 ~  9.



Агар (4.2) айлана марказининг координаталаридан бири ёки ик- 
каласи нолга тенг булса, айлана маркази координата уцларида ёки 
координата бошида жойлашган булади:

Г . Айлананинг маркази А(а; 0) нуцтада булсин. Бу .̂ олда айла
на тенгламаси цуйидаги куринишда булади (26-чизма):

(х - а )г -\-у*- = К>. (4.3)
2°. Айлана маркази А (0; Ь) нуцтада булсин. Бу холда айлана

нинг тенгламаси ^уйидаги куринишда булади (27- чизма):
х24-(у — 6)2 = ^2. (4.4)

3°. Айлана маркази 0(0; 0) нуцтада булсин; Бу .\олда айлана 
тенгламаси ^уйидаги куринишда булади (28-чизма):

ж2 + /  = Я2. (4.5)
Айтайлик, маркази А (а; Ь) нуцтада, радиуси Я  га тенг булган

(х — а)2 + (у — Ь)2 — Я 2 (4.2)
айлана тенгламасига эга булайлик. Бу тенгламанннг чап томонига 
к;иск;а купайтириш формуласини цуллаб топамиз:

х~—2ах 4  а2 + у2 — 2Ьу -\-№ = Я2.
Уни ^уйидагича ёзиш мумкин:

х2 — 2ах + у- — 2 Ьу 4  а2 4  Ь2 — Я2 — о.
Агар

— 2а = О, — 2Ь = Е, а2 -4- Ь2—К~ = f  
деб олинса, у и да юкоридаги тенглама ушбу

х2 + у2 4  Ох 4- Еу  +  Т7 = О
т;*нгламага келади. Бу эса А — 1, В  = 0, С = 1 булган ^олдаги 
иккинчи тартибли эгри чизи  ̂ тенгламаси экаиини билдиради. Демак, 
айлана иккинчи тартибли эгри чизицдан иборат.

Аксинча, иккинчи тартибли эгри чизи^ тенгламаси (4.1) да л:2 ва 
у2 лар олдидаги коэффицнентлар бир-бирига тенг булиб, х у  нинг 
олдидаги коэффициент эса нолга тенг булса, у холда бундай иккин
чи тартибли эгри чизш\ айлана булади. Шуни курсатамиз.

Иккинчи тартибли эгри чизи  ̂ тенгламаси
Ах- -+- Вху 4- Су2 1 - Ох 4- Еу  -г Т7 = О

да А = С, В  = 0 булсин. Бу ^олда тенглама цуйидагн куринишга 
келади:

Ах2 +  Ох + Ау2 + Еу  +  Е  =  0. (4.6)
Агар

Ах2 4  Ох = А (х* 4  —  Л  = А (х2 4- 2 ■ ~  х 4  - -- - — ̂  -
А } \ 2 А 4.4а 4 А*)

= Л 1х + Л ]> - а * = А ( х + » - ? - ^
2 А 4Л2 I 2 А 4 А

ва худди шунга ухшаш



булишини эътиборга олсак, унда (4.6) тенглама ушбу куринишнн 
олади:

Л / х 4  —  ’)* — —  4  Л (у 4  — f  — ~  + F  = 0.
\ 2 А ! 4 А \ 2Л ,/ 4/4

Энди кейинги тенгликнинг хар икни томонини Л га булиб то- 
памиз:

, D ,2 £)2 , / . £ ,2 £2 , £ л 
^  2А )  4Аг V  2А ) 4Л=~1~ А ~  '

Бу тенглйкдан эса

‘ 2Л J Г  2А J 4А2 4А2 А 
булиши келиб чи^ади.

1̂ уйидаги
__ _£  _

2Л ’ 2/4

4Л2 ‘ 4/4* .4
белгилашларпи ^илайлик. Унда (4.7) тенгламанинг куринцши

(х — а)2 4  (ÿ — b)2 = R2
булади. Бу эса айлана тенгламасидир.

Мисол. Иккинчи тартибли эгрн чизик ушбу
X2 4  у2 4  2х — 4í/ — 20 — 0 (4.8)

тенглама бнлан берилган. Унинг айлана тенгламаси эканини курса- 
тиб, айлананинг маркази ва радиуси тапилсин.

Ечиш. Берилган тенгламада х1 ва у1 ларнинг олдидаги коэф- 
фициентлар бир-бирига тенг .\амда ху нинг олдидаги коэффициент 
naira тенг булганлиги сабабли ю о̂рида айтилганига кура у айлана
нинг тенгламаси булади.

(4.8) тенгламани куйидагича ёзиб оламиз:
х2 +  2x4- У1 — 4у — 20 = 0 .

Равшанкн,
х2 4  2х = X2 + 2X i- ] — 1 = (х 4  I)3 — 1 ,

У2 — 4у =  у2 — 2 - 2г/ 4  4 — 4 = (í/ — 2)2 — 4.
Унда

X2 4  2х 4  уг — 4у — 20 = (х4  I)2— 1 4 ( ÿ  — 2)2— 4 —
— 20 =  (х 4  l)2 4 ( t/- 2)2 — 25 =0 

бÿлиб, берилган тенглама ушбу
(х 4  I)2 4  (у — 2)2 = 25



куринишнн олади. Демак, айлаианинг маркази А (— I; 2) нуцтада 
булиб, радиуси /? = 5 га тенг булади.

Айлана билан умумий битта М  (х0; у0) ну^тага эга булган тугри 
чизии; айланага утказилган уринма деб аталади. х2 + у2 = Я 2 айла- 
нанинг М  (л'0; у0) ну т̂асидан утувчи уринма тенгламаси ^уйидагкча бу
лади:

х0х + УоУ — Я2 = 0. (4.9)
Мисол. х2 4-У2 — 8 айлаианинг М  (2; — 2) ну т̂асидан утувчи 

уринмаси топилсин.
Ечи ш . Бу уринманинг тенгламаси ю^оридаги (4.9) формулага 

кура 2х + (— 2) у — 8 = 0, яъни х — у — 4 = 0 булади.

2-§. Эллипс ва унинг тенгламаси

Текисликда иккита нуцта берилган булсин. Текисликда шундай 
ну^талар тупламини царайликки, бу тупламнинг а̂р бир ну^тасидан 
берилган икки ну^тагача булган масофалар йириндиси а̂р доим бир 
хил узгармас сонга тенг булсин. Одатда бундай ну^талар тугтлами 
(ну^таларшшг геометрик урни) эллипс деб аталади.

Берилган икки ну^тани мое равшида Т7, ва Р2 орь̂ али белгилай- 
миз. Эллипснинг тенгламасини тузиш учун текисликда коорднната- 
лар системасини у̂йидагича оламиз: берилган ва нуцталардан 
утувчи тугри чизицни абсцисса уки, Т7, кесманинг уртасидан утув
чи а̂мда абсцисса уцига перпендикуляр булган турри чизи^ни ор
дината уки деб оламиз (29-чизма). Агар 0^ 2 = с (с >  0) дейилса, 
унда юцорнда айтилганига кура (— с; 0), Г2 — ^2 0) бу
лади.

Эллипсда ихтиёрий нуь̂ та олиб, уни М  (х; У) билан белгилай- 
миз.

Энди эллипс тенгламасини топамиз. Эллипс таърифига кура Р ХМ 
ва Р2М масофалар йириндиси узгармас булади. Уни 2а {а > 0) билан 
белгилайлнк:

Р хМ +  Р2М  = 2а. (4.10)
Берилган икки нуь̂ та орасидаги масофани ифодаловчи формуладан 
фойдаланиб топамиз:

= 1  (х— (— с))2 +  (У — 0)' =  ̂ (х + с)2 4- [Г ,
Р 2М -  у'(х-с)2 + (У...0У=  I \ x - c f~ ry 2.

Унда (4.10) тенглик ушбу
г (х— с)2 -Ь1/г 4 -/ (*4 - с)1 + у2 =2а 

куринишга келади. Кейинги тенгликни ^уйидагича 
V  (х 4- с)2 4-у2 = 2а  — > (х — с)2 4- у2 

ёзиб, сунг унинг а̂р икки томонини квадратга кутарамиз:
(х 4- с)2 4- у2 = 4й2 — 4а / (х  — с)2 4- у2 4- (х — с)2 4- у2.



Бундаи эса
X 2 4  2сх  4  с 2 +  у2 — 4а2 — х2 4  2сх — с 2 —  у 2 =

=  — 4а у (х — с)2 4  у2 ,
яъни

4 сх — 4аг = — 4а у (х — c f 4  у2 
эканлиги келиб чи^ади. Кейинги тепгликдан

а2 — сх = а V (х — c f  4  у- (4.11)
га эга бÿлaмиз. (4.11) тенгликнинг а̂р икки томоннни квадратга ку* 
тариб топамиз:

(а2 — cxf = {а у (х — c f уг f  =î-
=>as~  2crcx 4  c2xz ~  a¿ [(х — cf 4  У2] =>- а4 — 2а2 сх 4

4  с2х2 = а2 (х2 — 2сх 4  с2 4  У2) — 2а2сх 4  с2хй = а2х2 —
— 2а2сх 4  а 2с2 4  а 2у 2 =4- а2х2 — с2х2 4  а V  — а4 — й2с2 =>

=з-х2 (а2 — с2) -+- а1 у "  = а2 (а2 — с2).
Равшанки, FXM  4  F2M  >  FXF 2. Демак, 2а >  2с, яъни а >с. Бундан 
эса а2 — с2 >  0 булиши келиб чицади. Шуни эътиборга олиб, кейинги 
тенгликнинг jçap икки томоиини àz (а2 — с2) га буламиз:

Xг (q2 — С2) й2у2 _  02 (08 — с8)
а2 (ß2 — сг) ' а2 (а2 — с3) а2 (а2 — с*)

Натижада ушбу тенгликка келамиз:

аг аг—С*
Агар

де(5 белгиласак, унда
а2 — с2 = Ь2 (4.12)

4  —  = 1 (4.13)<j2 ¿>2 '
булади.

Шундай цилиб, эллипсдаги узгарувчи М  (х; у) ну^танинг коор- 
динаталари (4.13) тенглама билан борланган экан. Бу (4.13) тенглама 
эллипснинг тенгламасини ифодалайди. Fx ва Fü нуцталар эллипснинг 
фокуслари дейилади. Равшанки, фокуслар орасидаги масофа 2 с га 
тенг.

Энди ушбу



тенгламалар системасини ечиб, эллипснинг Оу здтдд Ох координата 
у^ларн билан кесишиш нукталарини топамиз:

(Л1  + £ . = 1 0 . р  . ^  ,= \ ^ у -  = Ь- ^ у  = ± Ь.
I х=0

Демак, эллипс Оу Гу̂ ч11 билан Ау (0; Ь) ва Л2 (0; — Ь) ну^таларда 
кесишади (29- чнзма).

Шунингдек,
( х* . г/2 _ ! к* , 0 , х*Ь2 =>--- 1---= \=> —  = \ => х2 = а2 х =  ± аа« Ьъ а21 У=о 

булади.
Демак, эллипс Ох уки билан В, (— а; 0) ва Д, (а\ 0) ну^таларда 

кесишади (29-чизма). Одатда а эллипснинг катта  ярим у^и, Ь эса 
кичик ярим уци деб аталади.

Эллипс фокуслари орасидаги масофа 2 с нинг унинг катта у^и 
узунлнги 2 а га нисбати эллипснинг эксцентриситети дейилади ва 
е а̂рфи билан белгиланади:

е = |^ - = - . (4.14)
2а а

(4.12) тенгликдан
с* = о* — Ь*

б л̂ншини эътиборга олиб, эллипснинг эксцентриситети

е = 1 _± _ ь 1

га тенг булишини топамиз.
Эллипснинг эксцентриситети унинг шаклини характерлайциган 

ми̂ дордир.
Равшанки, с <  а булганлиги сабабли е .\ар доим 1 дан кичик 

булади: е < 1 .
Агар Ь орта борса, унда е кичиклашиб боради ва эллипс шакли 

айлана шаклига ухшай боради. Агар а = Ь булса, унда е = 0 булкб, 
эллипс айланадан иборат булиб о̂лади.

Мнсоллар. 1. Катта у^и 10 га, эксцентриситети е — 0,8 га 
тенг булган эллипснинг тенгламаси топилсин.

Нчиш. Масаланинг шартига кура 2а =  10. Демак, а = 5. (4.14) 
формуладан фойдаланиб,

0,8 = — =4- с = 5-0,8 = 45
булншини топамиз. (4.12) формуладан эса

Ь2 = а2 _ с2 = 52__42 = 25 — 16 = 9 , 6 = 3
булиши келиб чицади.

Демак, (4.13) формулага асосан эллипснинг тенгламаси



куринишда булади.
2. Берилган 4х~ +  9у2 = 16 эллипснинг катта ва кичик ярим у̂ - 

лари, фокуслари хамда эксцентриситет» топилсин.
Ечиш. Берилган 4х2 4- 9у'2 = 16 тенгламанинг а̂р инки томонини 

16 га буламиз. Натижада

—  -|- = 1 —  Н— = 1
4 16 4 _16

4
тенгламага келамиз. Бу эллипс тенгламасини (4.13) билан солишти- 
риб,

а2 = 4 =ф-а = 2,
1 .9 16 г 4Ь2 = —  =>Ь= —

9 3
булишини топамз. (4.12) формулага асосан

Ьг — а2— с2=ф- с2 = а2 — Ь2=> с2 = 4— —
9

, 20 /2 0  2 / Г=^с2 — —  =>с = —--- = —-—
9 3 3

булади.
(4.14) формуладан фойдаланиб, эллипснинг эксцентриситета е ни 

топамиз: *
с _  с 2 / 5  / Г

а 3 3

Шундай цилиб:

а = 2, о ), л ( ^ 0 |,

/ 5 “ е а  -—
.£

булади. в-.

3-§. Гипербола ва унинг тенгламаси

Текисликда иккита ну^та берилган булсин. Текисликда шундай; 
нуь̂ талар тупламини царайликки, бу тупламнинг а̂р бир нуцтасидан 
берилган икки ну^тагача булган масофалар айирмаси а̂р доим бир 
хил узгармас сонга тенг булсин. Одатда бундай нуцталар туплами 
(ну^таларнинг геометрик урни) гипербола деб аталади.

Берилган икки ну^тани мос равишда F 1 ва Fa орцали белгилай- 
лик. Гиперболанинг тенгламасини тузиш учун текисликда координа-



талар системасини ^уйидагича оламиз. Берилган /'1 ва Р 2 ну^таяар- 
дан $тувчи турри чизицни абсцисса уци, /'1/72 кесманинг уртасидан 
^тувчи ^амда абсцисса уцига перпендикуляр булган турри чизи^ни 
ордината уци деб оламиз (30-чизма). Агар ОР2 = с (с >  0) дейилса, 
унда ю^орида айтилганига кура (— с; 0), Р9 = Р г (с; 0)
б^лади.

Гиперболада ихтиёрий нукта олиб, уни М  (х; у) билан белги- 
лаймиз.

Энди гиперболанннг тенгламасини топамиз. Гипербола таърифига 
кура РХМ  ва РйМ  масофалар айирмаси узгармас булади. Уни 2а би
лан белгилайлик:

Р гМ -  Р2М = ± 2а (а >  0). (4.15)
Икки нуцта орасндаги масофани ифодаловчи [(1,1) формуладан фой- 
даланиб топамиз:

Р,М  =  / ( х - ( - с ) ) 3 4(У-~  О)2 = / й Т ^ Т 7 ~ ,
^2М => (х—с)’2 4- (//—О)2 = / (х  — с)2 4  У2 .

д̂а (4.15) тенглик ушбу
4 / ( х +  с)2 4  Уг ~  V (х — с)% 4- у* *=± 2а

,/рипишга келади. Кейннги тенгликии (РгМ  >  Р2М  деб) цуйидагича
У  (х — с)2 4  у“ = /(х-Ь  с)2 4-У2, — 2а 

зиб, сунг унинг х.ар икки томонини квадратга кутарамиз:
(х — с)2 4  У2 = (х 4 )̂2 4“ у2 — 4а V (х4с)3 4  у3 4  4а2.

Бундан эса
х2 —  2сх 4 ^ 4 '/ 2 = г  4- 2сх 4- £2 4 у2 4  4а2 —

— 4а у (х 4  с)2 4- у2, 
ъни

— 4а2 — 4сх = — 4а V (х 4- с)2 4  У2 
нлиги келиб чицади. Кейинги тенгликдан 
\  а2 4 сх  — а V(х  4  с)2 4* У2 (4.16)

буламиз.
| .16) тенгликнинг а̂р икки томонини квадратга кутарамиз:

4  сх)г =  (а / ( х 4  с)2 -Ь^2)2г>й44  2а2сх 4  с2х2 =  а2 (х2 4- 
\сх 4  с2 4  У2) =*• а4 4  2а2сх 4  с2х2 = а 3у2 4  2а2сх 4  а2сг 4  а2#3 =* 

=»(21 4 с ¥  =  <1!хМ-о2с Ч й У ^ ( а 2- с г) х24  
£  +  в*#2 = а2 (а2 —  с2).
;.вшапки, РгМ  — Демак, 2а< 2с, яъни а2 < с2. Буи-
|!знэсад2—с8 <  0 бу'лиши келиб чицади. Шуни эътиборга олиб, юцо- 
/чдаги тенгликнинг х;ар икки томонини сг {а2 — с2) га буламиз:



(й* — с*) *3 а*у* __
(а2_ С2) а* а* (а* — с3) ~

Натижада ушбу
*2

тенгликка келамиз. 
Агар

деб белгиласак, унда

+  - Х - = 1о2 а* — с*

а*— с » « — ** (4.17)

£ — £ - 1  (4.18)а* 6*
булади.

Шуидай к;илиб, гиперболадаги узгарувчи М  (х; #) нуцтанинг ко- 
ординаталари (4.18) тенглама билан богланган экак. Бу (4.18) тенг- 
лама гиперболанинг тенгламасини ифодалайди.

Fx na Fi ну^талар гиперболанинг фокус лари дейилади, Равшакки, 
фокуслар орасидаги масофа 2 с га тенг.

Энди ушбу
х2 у* _  , j'je*____üL _  i
аг ¿a ~  ’ . . .  — i

[х = 0;
а* №

U  =  o

тенгламалар системасини ечиб, гиперболанинг Оу ва Ох координата 
у ̂  лари билан кесишицг ну т̂аларини топамиз. Ушбу

* =  i
Q2 6s

l х = 0

система ечимга эга эмас (чунки к = 0 да — —  = I б^либ, манфий coi
I га тенг буладиган маъносиз муносабат хосил булади).

Демак, гипербола Оу уци билан кесишмайди. Энди
J L  =  i
а° b2 

¿/ = 0 

системани ечамиз:
=  i

а* ¿2 — J L *  1=>— = = ±а
Ф  6» а®

Í/ ~  0
Демак, гипербола Ох у^и билан Вх (— а\ 0) ва Вг (а; 0) нукталар, 
кесишади (30- чизма).



(}х уци гиперболанинг %&щий Оу эса мав.\ум укы деб ата- 
лади.

Юцорида келтирилган гиперболанинг тенгламасини у га нисбатан 
ечиб топамиз:

х2 __у^_  ̂ ___ у^___ | — ___ ]_ ^
а* ¿2 Ь2 а2 Ь8 а2

«2 — а2
а

Кейинги тенгликдан куринадики, гипербола абсцисса гуцнга нис- 
батан симметрии жойлашган булар экан.

Ю^оридаги (4.19) тенгликни цуйидагича ёзамиз;

1- | )  =>у =

=  ±± х ! / , _ £ !  .  

а  У  х 2

Бу тенгликдан куринадики, х етарли даражада катта булганда —  

нисбат 0 га я^ин булиб, I — —  эса 1 га я^ин булади:

Унда
, Ь 1  [ \  с& . ьу — ± ~ х  I/ 1----да± — х

а ? д* а
булади.

Демак, х етарли даражада катта булганда гипербола ну^талари* 
нинг ординаталари

ьу  =  ±  — х а
тугри чизицлар нунталарининг ординаталарига етарлича я^ин бу'лар- 
ди. Бу

У =  ± — X
а

турри чизицлар гиперболанинг асимптоталари деб аталади (30- чиз- 
мага царанг.)

Гипербола фокуслари орасидаги масофа 2 с нинг 2 а га нисбати

гиперболанинг эксцентриситеты деб аталади ва е а̂рфи билан бел- 
гиланади:



(4.17) тенгликдан
сг ^ а Ч  Ь2

булишини эътиборга олиб, гиперболанинг эксцентриситета

е — +  Ь1 
а

га тенг булишини топамиз.
Равшанки, с >  а булганлиги сабабли е х;ар доим I дан катта

булади: е > 1 . __
Мисоллар: 1. Фокуслари орасидаги масофа 2 V П булиб, узн 

М  (9; — 4) ну^тадан утадиган гиперболанинг тенгламаси топилсин.
Е  чи ш. Масаланинг шартига биноан 2с ~ -2 \ I I  булади. Демак, 

с — у ' I I . (4.17) формулага кура
а2 +  62 =  П

булади.
Гипербола М  (9; — 4) нуцтадан утади. Бннобарин, бу ну^танинг 

координаталари гипербола тенгламаси
__ у^=  |

а2 6*
ни ^аноатлантарадн:

9* (-4)2 =  1 
ог ь*

Кейинги тенгликдан топамиз:

=  1 ^  =  1 ^  
а2 ¿2 а3 ¿2

=¿-81 Ъг— \6а2 = агЬ\
Натижада а ва Ь ларни топиш учун ушбу 

[а2 4- Ь2 = 11,
I 816й — 16а2 = а263 

системага эга буламиз. Энди бу системани ечамиз:
<а2 + Ь2 = И , | а2 = И — Ь2,
1 81Ь2 — 16а2 =  а2Ь2 ^ \  8162 — 16 (11 — Ь2) =  (П  —  Ьг) Ьг=> 

И —  Ь\
^ '{8 \ Ь 2~~ 176+ 16** — т 2 4-м = о ^

[ а3 = И — 6% [ а2 — 1 1  — Ь2,
^ ( б 4 — 8662— 176=0 = — 43±/1849 +  176^

[ а3 =  11 — 62, \а\ =  11— 2 = 9,
=  ^  =  -83=^1 4  = 2 .



Демак, а2 = 9, Ь2 = 2. Изланаётган гилерболанинг тенгламаси

9 2
I булади.

2. )6Лс® 25у2 = 400 гиперболанинг фокуслари, эксцентрпситети 
топилиб, асимптотасининг тенгламаси тузилсин.

Ечиш . Берилган гипербола тенгламасининг хар икки томонини 
400 га буламиз:

16** 25у* __ }
400 400

Натижада гипербола тенгламаси — — =  1 куринишга келади. 
Демак,

^=»25, Ь2«  16,
с = + № = /25 4  16 = >'4Г,

Ёл ( -  V 4Г; 0), {у '4Г ; 0) ,е  = - * ^ ;
а 5

гипербола асимптотасининг тенгламаси ^уйидагича булади:

4-§. Парабола ва унинг тенгламаси
Текисликда тугри чизиц ва бу тугри чизи^да ётмагаи бирор ну^та 

берилган булсин. Туяри чизицдан ва берилган ну т̂адан баравар узоц- 
ликда турган ну^талар туплами (нуцталариинг геометрик урни) пара
бола деб аталади.

Берилган тугри чизицни АВ, берилган нуктани эса Т7 билан бел- 
гилаймиз.

Параболанинг тенгламасини тузиш учун текисликда координата- 
лар системасиии ^уйидагича оламиз. Берилган ну^тадан утувчи ^ам- 
да берилган АВ тугри чизикда перпендикуляр булган тугри чизицни 
абсцисса у^и деб оламиз. АВ тугри чизи^ ва берилган Р  ну^та ора- 
сидаги масофани ифодаловчи кесма уртасидан утувчи а̂мда Ох у^ига 
перпендикуляр булган тугри чизи^ни Оу уци деб оламиз (31-чнзма).

Параболада ихтиёркй ну^та олиб, унн М  (х; у) билан белгилай- 
миз.

Берилган АВ тугри чизи̂ дан берилган /•" ну^тагача булган масо
фани р билан {р >  0) белгилайлик. Унда ну^танинг координата-
лари 0̂  булади: /• о|. 31-чизмадан:

ОМ, = *, ОМг = ЛШ , = у . с ( -  о ), N (^ ; у) 

булишини топамиз. Равшанки,

м м  = х + (4.21)



Энди параболанинг тенгламасини топамиз. Парабола таърнфига 
кура МЫ  ва М Р  масофалар бир-бирига тенг булади:

М Ы ^ М Р  (4.22)
Икки ну^та орасидаги масофани ифодалончи ( 1 .1 ) формуладан фой* 
даланиб,

-  УЫ)М Р ~  Л/ [х — +уг (4.23)

ни ^осил киламиз.
(4.21), (4.22) ва (4.23) муносабатлардаи ушбу

теягликка келамиз. Бу ^тенгликнинг хар икки томонннк квадратга 
кутариб тогтамиз:

* + 7 = /(*- I )’ +у** {х + И = ( *  - 1) +у2) **- 
=*-*4 +  2 - | х +  -£- = (х - ± у  + у**-х*+ рх + -£- =

— хг — 2 -£ х-Ь — -{-у-=*х3 + рх +  = х* — рх + ~- 
2 4 4 4

=> у2 = 2рх.
Натижада ^уйндаги теиглама ^осил булади:

у2 =* 2рх. ' (4.24)
Шундай цилиб, параболадаги узгарувчи .М (х; */) нуцтанинг коор- 

дкнаталари (4.24) тенглама билан бэгланган экан. Бу (4.24) тенглама 
параболанинг тенгламасини нфодалайди.

^ ну^та параболанинг фокуса, Л5 турри чизиц параболанинг ды- 
ректрисаси дейилади.

Демак, парабола директрисасинииг тенгламаси х = — парабо

ла фокуси Р  нинг коордчнаталари Р  о| булади.
Парабола тенгламаси (4.24) да у узгарувчи жуфт даражада кат- 

нашади. Демак, парабола Ох у^ига нисбатан симметрик жойлашган 
булади. (4.24) тенгламадан топамиз:

у2 = 2рх=Ф’ у = 4- /2рх, у = — / 2рх,
Демак, параболанинг юкори ярим текисликдаги тенгламаси

*/=4-/2/;х, (4.25)
^уйи ярим текисликдаги тенгламаси эса у = — V 2 о̂х булади.

Параболанинг ю^ори ярим текксликдаги ^исмини царайлик. (Р̂ уйи 
ярим текисликдаги кнсмн худди шунга ухшаш булади.)
38



(4.25) х нннг манфий кийматларда у нинг !\ийматлари ^а^и^ий 
булмайди. Бунда» Оу укининг чап томонида параболанинг битта >̂ам 
нуцтаси булмаслиги келиб чи а̂ди.

х = 0 булганда у — 0 булади. Демак, парабола координата бо- 
шидан утади.

х (х >  0) нинг цийматлари орта борса, (4.25) тенгламадан кури- 
надики, мос у нинг цийматлари ^ам орта боради. Демак, парабола- 
даги узгарувчи М  (х; у) нукта парабола буйлаб хам унгга, хам юцо- 
рига караб Ох увидан а̂м, Оу увидан хам узоклаша борар экан. 
Бу .%олни 31- чкзмадаги парабола тасвирида хам куриш мумкин.

Ушбу у2 — — 2рх курииишдаги тенглама хам параболами ифода- 
лайди. Унинг тасвири 32-чизмада курсатилган.

тенгламалар ^ам параболаларни ифодалайдн. Бу параболалар Оу уци- 
га нисбатан симметрик булади. (4.26) параболанинг тасвири 33-чиз- 
мада, (4.27) параболанинг тасвири эса 34-чизмада курсатилган.

Мисоллар. 1. Параболанинг фокуси (5; 0) нуцта булса, шу па
раболанинг тенгламаси топилсин.

Е ч и ш. Масалашшг шартига кура Р  (5; 0). Демак, — =  5. Бун-
дан эса р =  10 булиши келиб чи^ади. Юцоридагн (4.24) дан фойда- 
ланнб, изланаётган параболанинг тенгламаси

булишини топамиз.
2. Агар параболанинг (3; 5) иуцтадан утиши маълум булса, унинг 

тенгламаси топилсин.
Е  ч и ш. Шартга кура изланаётган парабола (3; 5) нуцтадаи т̂а- 

ди. Бинобарин, бу ну^танинг координаталари парабола тенгламасини
25каноатлантиради: 52 =2р-3. Бу тенгликдан р=  — булишини топа-

Фазодаги аналитик геометрияда текисликдаги аналитик геометрия- 
даги сингари фазошш шаклларнинг (геометрик объектларнинг) хосса- 
лари алгебра усули ёрдамида (яъни тенгламалар ёрдамида) урганилади.

Ушбу
х3 = 2 ру, 

я2 = — 2 ру

(4.26)

(4.27)

у-1 = 2 - Юл: — 20х

миз.
Демак, параболанинг тенгламаси

булади.

V Б О Б. ФАЗОДАГИ АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ



1-§. Фазода турри бурчакли Декарт коорди наталар 
системаси

Фазода узаро бир-бири билан перпендикуляр булган учта турри 
чизш\ни олайлик. Бу турри чизицларнинг кесишган нуцтасини О а̂р~ 
фн билан белгилаб, уни координата боши деб атаймиз. 35- чизмада 
к^рсатилганидек, турри чизицларнинг бирини Ох уци ёки абсцисса 
$ци, иккинчисини Оу у^и ёки ордината у$и, учиичисини эса Ог ук*и 
ёки аппликата щи деб аталади.

Координата боши Ох, Оу ва Ог уцларининг >̂ар бирини иккн 
цисмга — икки ярим уеда ажратади. Ярим у^лардан бирини мусбат, 
иккинчисини манфий деб 1\араймнз. Мусбат ярим у^лар 35- чизмада 
сгрелкалар билан курсатилган.

Ох, Оу ва Ог у^лар ор^али утган текисликлар (улар координата 
текисликлари деб аталади) фазони 8 ^исмга ажратади. Одатда бу 
цисмлар октантлар деб аталади. Улар 36-чизмада курсатилганидек 
номерланади.

Айтайлик, М — фазодаги бирор ну т̂а булсин. М  ну^тадак уОг, 
хОг, хОу координат текисликларига параллея текисликлар утказнб, 
уларнинг мос ук;лар билан кесишган ну^таларнни М х, М у ва М г лар 
билан белгилаймиз. Бу М х, М у ва М г ну^таларни ани^лашшшг 
йул-йур|цлари 37-расмда курсатилган.

Ушбу
ОМ х =  х, ОМ у =  I/, ОМ г =  г

кесмаларнинг узунлиги М  нуцтаиинг координаталари деб аталади. 
х сон М  нуцтанинг биринчи координатаси ёки абсциссаси, у сон М 
ну^танинг иккинчи координатаси ёки ординатаси, г сон эса М нуц- 
танинг учинчи координатаси ёки аппликатаси деб аталади. М  ну^та 
координаталари ёрдамида ^уйидагича ёзилади: М  (х; у, г).

Октантлар
(х; у: г) ну̂ га коордннатзларн ишораси

х (абсцисса) у (ордината) г (аппликата)

I х > 0 у > 0 2 > 0

I I х с  о у >  0 г > 0

I I I х с  0 У<  0 г > 0

IV х >  0 У< 0 г >  0

V х > 0 у > о г <  0

V I х <  0 у >  0 г < 0

V II х <  0 У< 0 2<0

V II I х >  0 у< 0 г < 0



Юцорида айтилганлардаи куринадикн, фазодаги .\ар бир нуцта 
(л:; у, г) учликни ани̂ лайди.

Аксинча, учта х\ у ъа z сонлардан иборат (х; у\ г) учлик берил* 
ган булса, фазода унга мос битта нуцта тспилади.

Координата текисликлари бутун фазони 8 та октантга були- 
шини айтиб утган эдик. Бу октантлардаги нуь̂ талар координаталари- 
нинг ишоралари 40-бетдаги жадвалда курсатилган.

Масалан, М (— 3; 5; I) нуцтанинг фазодаги геометрик тасвири 
38- чизмада ифодаланган.

^ 2-§. Фазодаги нкки ну^та орасидаги масофа

¿Фазода икки А ва В  ну^та берилган булиб, уларнинг координа
талари мос равишда (хх; ух\ zx) ва (х2; í/2; z¿  булсин: А{х{, yL\ гх), 
B (x ¿ у 2,).

Бу нуцталар орасидаги масофани топиш талаб этилсии. 39- чизма
да берилган А{ху уу, z,) ва В(х2; у2\ z8) нуцталарнинг координатала- 
рини эътиборга олиб цуйидагиларни аниклаймиз:

0С± = x¡, ODl = y 1, AAt = z¡,
ОС о = хг, 0D.¿ = уг, B B l = z2.

AA¡ ва В В 1 узаро параллел. Улар бир текисликда ётади. Ах ва 
B v ну т̂аларни туташтирамиз. А нуцтада ЛХА1 га параллел А Е  кес- 
мани утказамиз. Натижада A BE  турри бурчакли учбурчак досил бу- 
лади. Пифагор теоремасидан фойдаланиб топамиз:

АБ% — Д£а -\-[ВЕ2. (5.1)

Ау ну^тадан Оу уэда паралл«.-л АхЕг турри чизи^ни утказиб, 
учбурчакни хосил циламиз. Бу учбурчак ?сам турри бурчакли 

учбурчак булади. Яна Пифагор теоремасига асосаи
А $  =-Л, E ¡  ± В ХЕ\

га эга буламиз.
Энди АЕ  = i4lB l эканини эътиборга олиб, кейинга тенгликни 

^уйидагича ёзиб оламиз:

(5.1) ва (5.2) тенгликлардаи
АВ2= А ХЕ ] 4- В { Е\ 4- В Е 2 

булиши келиб чицадц. Равшаики,
AXE L = DxDt = OD., OD1 ~  y2 yíf 
B ^ i — QC, = OC3 — ÓCX = x3 — xlt 

B E  — B B X — E B l =  B B X — AAX = z2— zx.

(5.2)

(5.3)



Демак,
^ Е 1= уг~ у и = х2 — Ху, ВЕ  = г„ — г1. 

Буларни (5.3) тенгликка куйиб топамиз:
АВ2 = (уй — уу)г + (а'2 — х,)а 4- (г* — г,)2.

Демак,
А В = \  (х2 — Ху)1 4- {Уг~Ух)' + (5.4)

Бу А{х{, у{, г,) ва В  (х2; у2; г2) нуцталар орасидаги масофани ифо- 
даловчи формуладир.

М исол . А (2; 5; 0), В(5; 1; 12) вдталар орасидаги масофа то
пи лсин.

Ечиш . Бу иуцталар орасидаги масофани (5.4) формуладан фой- 
даланиб топамиз:

АВ = У (Ь  — 2)2 4- (1 — 5)2 4- (12- О )2 ~  V За + ( — 4)2 + 122 =
= V 9 + 16 4- 144 -  /Тб9 = 1 3 ^

3-§. Кесмани берилган нисбатда булиш

Фазода А (х{, у̂ , г,) ва В (х2; //2; г2) нукталар берилган булиб» 
уларни туташтириш натижасида АВ  кесма хоснл килннган. АВ  ксс* 
мада шундай С нуцтанн гопиш керакки, АС кесманинг СВ кесмага 
ннсбати берилган X сонга тенг булсин:

СВ
Изланаетган С нуктанинг координаталарипи х, у ва г дейлик: 
С(х; у, г).

Бу масаланипг ечилиши мазкур курснинг 1-боб, 3-§ ида кел- 
тирилган (текисликдаги кесмани берилган нисбатда булиш) масала- 
нинг ечилиши кабидир. Шунн эътиборга олиб, биз цуйида масала- 
нинг очимини келтириш билан кифояланамиз.

АСА В  кесмани берилган X =  —  нисбатда булувчи нуктанинг коор-св
динаталари цуйидаги

Х = Т ~ Г '  у  = мт ^ Г ’ г= £т ^ г  <5-5>
формулалар билан топилади.

Хусусан, С(х\ у; г) нуцта АВ  кесмани тенг иккига булса (ЛС = 
= СВ ), у ^олда

4 £ . « я -  ]св
булиб, иэланаётган С нуктанинг х, у, г координаталари

2 2 2
булади.



Мисол. Л(3; 7; 4) ва В (8; 2; 3) нукталарни туташтиришдан

Ечиш . Излаиаётган С ну^танинг координаталарини юцорида 
келтирилган (5.5) формулалардан фойдаланиб топамиз:

Фазода икки ну^га берилган булсин. Бу ну т̂алардан бир хил 
масофада турган нуцталар туплами (ну^таларнинг геометрик урни) 
текислик деб каралади.

К,уйида текисликнинг аналитик ифодаларини (тенгламаларнни) то
памиз ва улар ёрдамкда текисликнинг хусусиятларини урганамиз.

Виз юцорида, текисликни берилган икки (х̂ , у,; г,) ^амда) 
Въ(хъ\ у3\ г2) ну т̂алардаи баравар узоцликда турувчи нуцталар туп- 
ламндан иборат д*Ч> карадик. Эндн текисликда ихтиёрий М(х; у ; г 
нук;тани (узгарувчк ну т̂ани) олайлик. Равшанки, М{х; у; г) иуцта- 
нинг координаталари а*, у  ва г  лар турли ^ийматларни ^абул ^ил- 
ганда, текисликнинг нуцталари хосил булади. Бу М (х; у\ г) нуцта 
билан берилган В^(х{\ г,) ва б 2(хг; г/2; г2) нуцталар орасидаги 
масофани (5.1) формуладан фойдаланиб топамиз (40- чизма):

2
^осил булган А В  кесмани I  = —  нисбатда булувчи С нуцта то-

3
пилсин.

У\. -I-

ДГ1 ~т~
Ы -А

Демак, С ( 5; 5; —
' 5

IV  Б О Б .  ТЕКИСЛИК ВА УНИНГ ТЕНГЛАМАЛАРИ

!-§, Текисликнинг умумий тенгламаси

В*м  ^  + (У ~  У\У Н- (г — 2,)-, 
В 2М = У (х  — хг)- 4- (У — Уг)г 4- (г —

Шартга кура
В ХМ  =  В гМ

булишидан
4'Л



\\х  — -у,)2 4- (У — */,)* -Г (г — zQ* =
= У  (л — x2f  4~ (i/—i/2)- + (г — г2)2

тенглик келиб чккади. Кейинги тенгликдан эса
(х — х,)а 4-(У — í/i)2-r (г — г,)2 -=(х— ха)2 ~Mÿ — ''2)г 4- (г — л,)2 .

булишини топамиз. Бу тенгликда хамма х̂ дларини чап томонга ут* 
казиб, сунг киска купаитириш формуласидан фойдалансак цуйидаги 
Tt-нглама хосил булади:

а3 — 2х,х + xf 4- у2 ~  2 уху 4- Й 4-23 - 2z,z 4- z\ —  (х3 — 2х2х 4-
4- х* 4- i f  — 2у2у 4- 4" г- — 2z2z 4- z¡) = 0.

Ундан
— 2xtx 4- х? — 2ÿjÿ 4- й? — 2г12 -г 4  + 2xrv — x¿ — 2¿/2// —

— í/¿ 4- 2z2z— zr’ = 0,
яънн

2(x2 — xj)x 4- 2(y2 — y¡i y 4- 2(z2 — z,)z (*5 -r y]-t-
4-г^— x2— ^  — z-) = 0

булиши келиб чицади. Агар
А = 2(х2 — Xi), В  = 2(у2 — ÿj), С = 2(z2 — Zj),

d - * ï  + i/î  + 2 1 - 4 “ й “ г5
деб белгиласак, унда

Ах +  ВуА-Сг- rD ^ O  (6.1)

тенгламага келамиз. Бу х, у ва z га нисбатан биринчи даражали 
т̂ нгламадир.

Демак, текисликдаги ихтиёрий М (х; у, г) ну^танинг х, у ва 2 
координаталари (6 .1 ) тенглама билан богланган булар экан. (6 .1) 
тьнглача те к и с л и к н и н г  у м у м и й  тен гл а м а си  деб аталади.

Текисликнинг умумий тенгламаси А, В, С, D соиларга (коэф- 
фициентларга) б о ?л н к . Бу сонлар турли цийматларга тенг булганда 
турли текисликлар ^осил булади. Бинобарин, текисликнинг фазода- 
ги вазияти хам шу коэффииж-нтларга боглицдир.

Мисол. х4- У 4-z — 1=0  тенглама текисликнинг умумий 
тенгламаси булиб, уиинг фазодаги вазияти 4!-чизмада тасвирланган. 

Текисликнинг умумий тенгламаси
Лх 4- By 4- Cz 4- Û = 0 (6.2)

берилган булсин. Бу текисликнинг фазодаги вазиятини урганамиз. 
Юк;орида айтиб утганимиздек, текисликнинг вазияти .4, В, С, D 
коэффициеитларга борлиц булади.

!°. (6.1) текислик тенгламаси да D = 0 булсин. Бу ^олда (6.1) 
тенглама ушбу

Ax-{-By-\-Cz = 0 (6.2)



курииишга келади. Бу т^кнслик координата бошидан (яъни 0(0; 0; 0) 
нук,тадак) утади. Чунки 0(0; 0,0) нуктанинг координаталари (6.2) 
тенгламани каноатлантиради:

Д - 0 4 В 0  +  С 0  = 0.
2°. (6.1) текислик теигламасида С*=0 булсин. Бу >̂ олда (6 .]) 

тенглама ушбу
А х + Ву +  0  =  0 (6.3)

курииишга келади. (6.3) тенглама Ог укига параллел текисликни 
ифодалайди (42- чизма).

3°. (6.1) текислик тенгламасида 8  = 0 булсин. Бу ^олда (6.1) 
тенглама ушбу

Ах-уСг +  й  =  0 (6.4)
курииишга келади. (6.4) тенглама Оу у*\ига параллел текисликни 
ифодалайди (43* чизма).

4°. (6.1) текислик теигламасида Л = 0 булсин. Бу холда (6.1) 
тенглама ушбу

Ву + Сг +  й  = 0 (6.5)

куринишга келадн. (6.5) тенглама Ох уцига параллел булган текис- 
ликни ифодалайди (44- чизма).

5°. (6.1) текислик теигламасида С = 0  = 0 булсин. Бу ^олда
(6 . 1) тенглама ушбу

Ах -г Ву =  0 (6 .6)
куринишга келади. (6 .6) тенглама Ог укидан утувчи текисликни 
ифодалайди.

6°. (6.1) текислик теигламасида В  = О  = 0 булсин. Бу з̂ олда (6.1) 
тенглама ушбу

Ах-\-Сг = 0 (6.71
куринишга келади. (6.7) тенглама Оу увидан утувчи текисликни 
ифодалайди.

7°. (6.1) текислик теигламасида Л = Л  = 0 булсин. Бу >;олда
(6.1 ) тенглама ушбу

Ву +  Сг = 0 (6 .8 )
куринишга келади. (6 .8) тенглама Ох увидан ^тувчи текисликни 
ифодалайди.

8°. (6.1) текислик теигламасида Л =* В  = 0 булсин. Бу ^олда
(6 .1) тенглама ушбу

С г+ П  =  0 (6.9)

куринишга келади. (6.9) тенгламадан топамиз:

* = - - £ -  ( С ф 0).



Демак, (6.9) текисликнинг барча нуцталари хОу координата тскисли- 
гидан баравар узоцликда булади. (6.9) тенглама хОг текисликка па- 
раллел булган текисликни ифодалайди (45- чизма).

9°. (6.1) текислик тенгламасида В = С = 0 булсин. Бу о̂лда
(6 . 1) тенглам ушбу

Ах-г 0  = 0 (6.10)
куринишга келади. (6 .10) тенгламадан топамиз:

х = —  Ц- (Д ф  0).

Демак, (6.10) текисликнинг барча ну т̂алари уОг координата текис- 
лигидан баравар узо^ликда булади. (6.10) тенглама уОг текисликка 
параллел булган текисликни ифодалайди (46- чизма).

10°. (6.1) текислик тенгламасида А = С  = 0 булсин. Бу ^олда
(6 . 1) тенглама ушбу

Ву ~ В  = 0 (6.11)
куринишга келади. (6 . I I )  тенгламадан топамиз:

!/ = - “  ( В Ф 0 )

Демак, (6.11) текисликнинг барча ну т̂алари хОг координата текис- 
лигидан баравар узокликда булади.

(6.11) тенглама хОг текисликка параллел булган текисликни 
ифодалайди (47-чизма).

1 1 °. (6 .1) текислик тенгламаси:
а) В  = С = £> = 0 булганда Ах = 0, яъни х = 0,
б) С = О = А =* 0 булганда Ву = 0, яъни у = 0,
в) И  = А = В  =  0 булганда Сг =*= 0, яъни г *= 0 булиб, (6.1) 

тенглама мос равишда уОг, хОг ва хОу координата текисликларини 
ифодалайди.

2-§. Текисликнинг кесмалар буйича тенгламаси

Фазода бирор текислик берилган булиб, у координата у^лари 
Ох, Оу ва Ог лар билан мос равишда М2, М 3 ну т̂аларда кеси- 
шиб, улардан ажратган кесмалари

ОМ1 =  а, ОМ2 — Ь, ОМ3 — с
га тенг булсин (48-чизма).

Бу берилган а, Ь ва с сонлар (кесмалар узунликлари) ердамида 
текисликнинг фазодаги вазиятини тулщ аницлаш мумкин.

Айтайлик, каралаётган текисликнинг тенгламаси
Ах +  Ву-\- Сг +  Г> = 0 (6.1)

булсин. Модомики, бу текислик М1 (п; 0; 0), М 2 (0; Ь; 0) ва М3 (0; 
0; с) ну^талардан утар экан, демак, бу нуцталарнинг координата- 
лари (6 .1) тенгламани ^аноатлантиради:



A -а -т В О "4' С О 4  D — О,
А-0 + B b  + C Q  +  D = 0,
Л-0-ЬВ-0 + С-с-Ь£> = 0 .

Демак,
Аа 4  D = о, ВЬ 4  £> = 0, Сс 4  D = 0.

Бу тенгликлардан

Л = - — . В  = — — , С = - ~
а b с

булиши келиб чи а̂ди. Бу топилган А, В, С ларнинг цийматларинн
(6.1) тенгламадаги А, В, С ларнииг урнига цуямиз:

Ах 4  By 4- Cz 4  D = ---—х ---—у ---—г 4  D — 0 =>
о Ь с

^ - D / J L  + X  + J . - A  = o=i-—  + — + -¡- = 1 .
\ а Ь с }  а b с

Натижада

f  + f + f = l  (6 .12 ) 

тенгламага келамиз. Бу текисликнинг кесмалар буйича тенгламасндир.

3-§. Текисликнинг нормал тенгламаси

Фазода текисликнинг вазиятини бошцача х,ам аншуиш мумкин. 
Фазода Декарт координаталар системасига нисбатан бирор текис- 

ликни карайлик. Бу текислик 49-чизмада тасвирлангандек булсин.
Координата бошидан текисликка туширилган перпендикулярнинг 

узунлиги р ва шу перпендикулярнинг Ох, Оу ва Oz уцларнинг мус- 
бат й^налишлари билак ташкил этгак бурчаклари мос равишда 
а, р ва у булсин.

Берилган р ва а, р, у лар ёрдамида текисликнинг фазодаги ва- 
зияти тули^ аникланади. Текисликнинг тенгламаси эса

X cos <х у cos Р 4  z cos у — р = I (6.13)
булиб, бунда

cos2 а  4- cos2 Р 4- cos2 7 = 0
буладк (текисликнинг бу тенгламасини келтириб чи а̂риш турри чи- 
зикнинг нормал тенгламасини келтириб чицариш кабидир). Одатда,
(6.13) тенглама текисликнинг нормал тенгламаси деб аталади.

Энди текисликнинг умумий тенгламасини нормал куринишдаги 
тенгламага келткрилишини курсатамиз.

Фазода бирор текислик берилган булиб,

Ах 4" By 4  Cz 4  D  — 0 (6.1)
унинг умумий тенгламаси,



X cos a  -+- у cos ß -f z cos у — p — 0ß (6.13)
эса шу текисликнинг нормал тенгламаси булсин. Бу Стенгламалар 
битта текисликни аницлаганлиги сабабли, уларнинг коэффициентлари 
пропорционал булади. Демак,

тенглама (6.13) тенглама билан бир хил булади:
цЛл: + +  [яСг -f- = xcosa + i/coSß +  ¿cosy — p. 

Бундан эса
цАх=*со$а,у p B  — cosß, иС ~  cosy, = — р 

тенгликларга эга буламиз. Натижада
f1гА- 4  fi2Л2 4- ft2 С2 = cos2 а 4  cosaß 4  cos2 у — 1 

булади. Демак,

га купайтириш натижасида бу тенглама нормал куринишдаги тенгла- 
мага келар экан.

¡а нсрмалловчи к у п а й т у в ч и  дейилиб, унинг ишораси (6 .1 ) тенг* 
ламадаги D нинг ишорасига тескари ^илиб олинади.

Мне о л. Текисликнинг умумий тенгламаси 4x4 3 у  — 7z 4  15 — 
= 0 ни нормал куринишдаги тенгламага келтирилсин.

Е ч и ш. Аввало нормалловчи кулайтувчини топамиз:

fi Ах 4  ц By  4  цСг 4  М D = О

± У A* -f в* 4 С3

булиши келиб чн̂ ади.
Шундай ь̂ илиб, текисликнинг умумий тенгламаси

Ах 4  Ву  4  Cz 4  0  = 0 (6. 1)
ни

± VA2':- я*4-с*

± V 4*4 в 2 4-С2 — /4*4- 3*4 (—72)

— У 16 4  9+49 /74 

Бернлган тенгламанинг ^ар икки томонини |х = — га купайтириб,



тенгламага келамиз. Бу текисликнинг нормал тенгламасидир. Бу ерда
4 D 3 7 15

C O S  C Í  — ------------- ,  C O S  Р  — ---------- — ,  C O S  Y  я * — — ,  Р  —  — ~

» 74 / 7 4  / 7 4  / 7 4

булади.

4-§. Берилган нуктадан утувчи текислик 
тенгламаси

Фазода бирор М (хх\ ух; г,) ну^та берилган булсин. Ш у нуцта- 
дан утувчи текислик тенгламасини топиш талаб этилсин.

Текислик тенгламасини ушбу
Ах 4  By  -f- Cz H- D = 0 (6.1)

к$ринишда излаймиз. Модомики, бу текислик берилган М  (хг; ух\ z j 
нуктадан утар экаи/унда шу нуцтанинг хи ух ва zx координаталари
(6 .1) тенгламани цаноатлантиради:

Ахх 4  Вух + Сг, -f D = 0. (6.14)
Юкоридагн (6.1) тенгламадан (6.14) тенгламани хадлаб айириб»

Лх Бу "4* Cz +  D  — {Ахх -f- Вух -f- Czx 4  D) = 0
куйндаги

А (х— хх) + В  ( у ~ у л) +  С (z ~ г,) = 0 (6.15)
тенгламага келамиз. Бу берилган М  (хх; ух; г,) нуктадан утувчи 
текислик тенгламасидир.

Ми с о л. М  (2; 4; 6) нуктадан утувчи текислик тенгламаси то- 
пилсин.

Ечиш . Ю^оридаги (6.15) формулага кура М  (2; 4; 6) нуцтадан 
утувчи текислик тенгламаси ушбу

А [х~ 2 ) -f В  (У —  4) 4  С (2 — 6) = 0
куринишда булади. Бу тенглама А, В  ва С ларнинг к̂ ийматларига 
бог лиц. У ларнинг турли цийматларида М (2; 4; 6) нуцтадан ÿTyequ 
тур ли текисликлар з̂ осил булади.

5-§. Икки текислик орасидаги бурчак

Фазода икки текислик берилган 6ÿjictiH. Бу текисликлардан .\осил 
булган нхтиёрий икки rçÿimm икки ё^ли бурчак берилган текислик- 
лар орасидаги бурчак деб аталадн (50-чизма).

Фараз ^илайлик, айтилган текисликлардан бирининг тенгламаси
Ахх -f- В ху 4- Cxz -f- Dt = 0, 

иккинчисининг тенгламаси эса
A¡x В%у С$ -f- ~  0 

булсин. Бу текисликлар орасидаги бурчак ф ушбу
4 - 2 6 7 8  49



Y a] -ь b \и- с] ■ > r A¡~-B¡-{-c¡
•формула билан топилади.

(6.16) формуладан фойдаланиб икки текисликнинг параллел хамда 
перпендикуляр булнши шартларинн топиш мумкин. Масалан, иккн 
текислик орасидаги бурчак (р — 90° булеин. Бу холда текисликлар 
^заро перпендикуляр булади.

Равшанки, ф = 90эда
cos ф = ----- áA ^ :b .Bz±  ^

V a\+ é \+ c í- V 4 - % + cí
=> cos 90° -------A1A:,±_BlB ,^ C lCo----- ^

Y a U -  В\ + C l- Y A ^ tf- rC j 
A ^  B l B 2 - r  C i C i  n  _= u =>■

V a\ - b \± c~ ■ V 4 ~ 4 - c i  
=>-AxA2 -J- B XB2 4- СХСЪ — 0.

Демак,
ALAt 4- B XB.¿ 4- CXC2 = 0 (6.17)

тенглик икки текисликнинг перпендикулярлнк шартндир.
Шунингдек, курсатиш мумкинки,

A  = A = £ í. (6.18)
л2 в2 с3 }

тенгликлар икки текисликнинг параллеллик шарпши ифодалайди.
М ис о л л а p. 1. 2х— Зу 4- 5г -г 7 = 0, 6.v — 9у 4- 15г 4- 21 = 0 

текисликлар узаро параллелдир, чунки улар учун (6.18) шарт бажа- 
риладн:

1  _  zz l — JL
6 — 9 15 *

2. 2х 4- У — 5г 4- 4 = 0, Зх 4- 4у 4- 2г — 1 = 0 текисликлар узаро 
перпендикуляр булади, чунки улар учун (6.17) шарт бажарилади:

2 3 -  1 -4 4- (— 5) *2 = 0.
3. 2х 4- у 4- 4г -г 2 = 0, х 4- 2у — z т  1 = 0  икки текислик opa* 

сидагл бурчак топилсин.
Ю^орида келтирилган формулага кура изланаётган ср бурчакнинг 

косинуси



6-§. Берилган нуктадан берилган текисликкача 
булган масофа

Фазода М г/,; г,) ну^та ва бирор текислик берилган булсин. 
Каралаётган текисликнинг нормал куринишидаги тенгламаси

хсоэа -4- г/соэр 4  г сов у — р = 0 (6.13)
га эга булайлик.

Агар берилган нуктадан шу текисликкача булган масофани й де- 
сак, у у̂йидаги

с1 = х1 соэа — 1/1 р 4  ?! сову — Р (6.19)
тенгликдан топилади.

Агар текислик умумий тенглама
Ах Н- Ву  + Сг 4  О = 0 (6.1)

билан берилган булса, аввало бу тенгламани нормал куринишидаги 
тенгламага келтирилади. Бунинг учун нормалловчи купайтувчи

1
М “ --- — ---

± У А *4  В2*!' С2

ни топнб олнниб, берилган тенгламани ¡нормал [куринишга келтири
лади:

^ (Ах 4- Ву  4  Сг 4- О) = 0 =5- 
Ах + Ву -г Сг — Р _^
± у'А*~-г"В* 4  С2

Сунг х, у ва г лар урнига М  (х4; у{, г̂ ) нуцтанинг координаталарини 
цуямиз. Натижада

й = ± Ах1-Ву1^ -Сг1+ °  (6 .20) 
у'А*+ & +  (У

булади.
Мисол. Берилган М (3; 0; 1) нуцтадаи ушбу х — 2у 4- 2 — 1=0 

текисликкача булган масофа топилсин.
Е  ч и ш. Равшанки, бу ^олда >1 = 1, В  =  — 2, С = 1, В  — — 1, 

*1 = 3, у1 = 0, г1 = 1 булади. Ю^оридаги (6.20) формулага кура
(¡=  1-34- {— 2) ■ о - 1 • 1 — ] _  =  /б~

у  1 - г  4 -Ь 1 У 6 *  2

булади.
V I I  БОБ .  ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР

Маълумки, фазода текислик х, у ва г узгарувчиларга нисбатан 
биринчи даражали

Ах 4- Ву  4  Сг 4- О = 0 
тенглама билан аналитик ифодаланади.



Энди фазода иккинчи тартибли сиртларнинг (маълум к^ринишдаги 
сиртларнинг) аналитик ифодаларинн кетгирамнз.

Иккинчи тартибли сиртлар х, у ва г узгарувчиларга ннсбатан ик
кинчи даражали тенгламалар билан ифодаланади. Иккинчи даражали 
тенгламанинг умумий куришшш ^уйидагича булади:

Ах2 4- Вф  -г Сг2 +  Оху 4  Ехг + Руг
-\-Сх +  Ну +  Кг + Т =  0. (7.1)

Одатда (7.1) тенглама иккинчи тартибли сиртнинг у мумий пгенг- 
ламаси деб аталади.

Ушбу бобда содда куринишдаги иккинчи тартибля сиртлардан 
сфера, эллипсоид, гиперболоид ^амца параболоидлар ,\а̂ ида цис- 
^ача маълумотларии келтирамиз.

1-§. Сфера ва унинг тенгламаси

Фазода бирор А (а; Ь; с) ну^та берилган булсин. А (а; Ь\ с) нуц- 
тадан баравар узоцликда турган нуцталар туплаш (нуцта тарнинг ге
ометрик урни) сфера деб аталади (51-чизма). Сферада икткёрий нуц- 
та олайлик. Уни В  (х; у\ г) билан белгилайлик.

Энди сферанинг тенгламасиии топамиз. Сфэра таърчфнга кура 
АВ масофа узгармас. Уни Я  билан бэлгилайлик: АВ = Икки ну̂ - 
та орасидаги масофани топиш формуласи (5.1) га кура

АВ = У ( х - °Г  +  (у — Ь? + (г-су-
булади. Демак,

\ '{х ~ аУ  + (у — Ь)1 +  (2 -  с)2- = Я.
Бу тенгликнинг а̂р икки томонини квадратга кутарнб, цуйндаги

(х -- а)* И- (у -  ЬУ +  (г ~  су = Я2 (7.2)
тенгламага келамиз. Бу сферанинг тенгламаси булади.

А (а; Ь; с) ну^та сфера маркази, э:а сфера радичси дейялади. 
Хусусан, сфера маркази координата бошч 0 (0; 0; 0) нуь;тада 

булса, унинг тенгламаси ушбу

х2 -4-у2 +  г2 =  (7.3)

куринишда булади.
Сфера билан текислик (агар улар кесишса) айлана буйича кеси- 

шади. Бу айлана тенгламаси сфера билан текислик тенгламаларини 
биргаликда ечишда ^огил булади.

Мисол. Марказч Л (1; 2; 3) ну^тада, радиуси булган
сфера тенгламаси топилсин.

Ечиш . Ю^орида келтирилган (7.2) формуладан фойдаланиб из- 
ланаётган сферанинг тенгламасини топамиз;

(х -  I )2 + (у -  2)3 +  (г -  З)2 -  2*.



2-§. Эллипсоид

ЭллипСоиднинг тенгламаси ушбу
-И + »1 +  £  = 1 (7.4)
а* 6» а

куркнишда булиб, унинг геометрик тасвири 52-чизмада келтирилган. 
а, Ь, с лар эллипсоиднинг ярим уцлари дейилади.

(7.4) эллипсоид билан \Оу текисликнинг кесишишидан хоснл 
булган чизикни топиш учун эллипсоид тенгламаси

—  +  +  — -  1 
а2 ь* а

билан хОу; текислик тенгламаси
г — О

ларни биргалнкда караймиз:

—  Ч- —  +  —  =  1 -о2 с2

Натижада
2 =  0 .

. + 7 Г = |  <7'5>я2 62
тенгламага келамиз. Бу эса ярим уклари о ва 6 булган эллипсни 
ифодалайди.

Шундай цилиб, хОу текислик эллипсоидни (7.5) эллипс буйича 
кесар экан.

Худди шунга $гхшаш курсатиш мумкинки, хОг текислик эллип- 
соидпи ушбу

Л  + Л  = 1
а* ¿г

эллипс буйича, уОг текислик эса эллипсоидни ^уйидаги 

эллипс буйича кесади.
3-§. Гиперболоидлар

Гиперболоидлар икки хил булади. Ушбу
Л + * 1 _ Л = 1 (7.6)
а2 Ь* с2

курииишдаги тенглама бир паллали гиперболсиднинг тенгламаси 
булади. Бу гиперболоид 53-чизмада тасвирланган.

Куйидаги
х* . и2 г*

£ -  +  Л  =  1
62 с2



куринишдаги тенглама икки паллали гиперболоидыинг гпвнгламаси 
булади. Бу гиперболоид 54-чизмада тасвирланган.

Бир паллали гиперболоид координата текисликларига а̂мда коор
дината бошига нисбатан симметрик жойлашган булади (53' чизма).

Икки паллали гиперболоид хам координата текисликларига хамда 
координата бошига нисбатан симметрик жойлашган булади (54-чиз
ма).

куринишдаги тенглама эллшипик параболоиднинг тенгламаси булади. 
Бу эллиптик параболоид 55- чизмада тасвирланган.

К̂ уйидаги

куринишдаги тенглама гипербо.гик парабо.юиднинг тенгламаси була
ди. Бу гиперболик параболой 56-чизмада тасвирланган.

Юкорида келтирилган параболоидлар хОг .̂ амда уОг текисликла
рига нисбатан симметрик жойлашган булади.

\'Ш  Б О Б .  ЧИЗИЦЛИ ВА ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИНИНГ 
БОШЛАНРИЧ ТУШУНЧАЛАРИ

1 - §, Чизикли алгебранинг асосий тушунчаларм

Олий математиканинг купгина масалалари чизикли тенгламалар 
системаси ва уларни ечиш б клан боглангандир. Икки тугри чизик;нинг 
кесишиш ну^тасини топиш чизикли тенгламалар системасини ечишга 
келганлири бунга далилдир.

Биз куйида содда чизикли тенгламалар системаси ва уларни ечиш 
билан шурулланамиз. Бундай системани ечишда детерминантлар ту- 
шунчаси му.\им роль уйнайди. Шу сабаблц аввало детерминант ту- 
шунчаси билан танишамиз.

1. И к к и н ч и  ва учинчи  тартибли детерминантлар  
ва уларнинг хоссалари. Фараз ^илайлик, а{1, а12, а2I* Щ» х.а* 
ци̂ ий сонлар берилган булсин. Бу сонлар ёрдамида ушбу ап а2.2— 
— а1гагк мидарни тузамиз. Бу сон иккинчи тартибли детерми
нант деб аталади ва ^уйидагича белгиланади:

4-§. Параболоидлар
Ушбу

г = (7.8)

а* Ь*

ап Д12 

аг% •
Демак.

(8 . 1)



au, aJ2, a81, an  сонлар детерминантнинг элементлари дейилади. 
atu о1г—детерминантнинг биринчи сатри. а21, ап—иккинчи сотри* 
an , ú2j—детерминантнинг биринчи уступи, а12, а22—иккинчи уступи 
дейилади.

аИ, о22 (6.1) детерминантнинг бот диагонали дейилади, а12, а21 эса 
иккинчи диагонали дейилади.

1.

2 .

3.

4.

2 3 
6 8 
— 1 4 

2 — 8
2 — 7
1 3
2 2
3 4

М и с о л л а р

= 2-8 — 6-3 = 16 — 18 = 2.

~ ( — !)■(— 8) — 2-4 = 8 — 8 = 0. 

= 2-3 — (— 7)-1 = 6  +  7 =  13.

= 2-4 — 2-3 = 8 — 6 = 2.

Энди куйидаги сонлар бернлган булсин: aiU а12, aVi, я21, д22, а23> 
« з а .  я.™- У и \ б у

*п
Й22 а 23 а г  i а 23

+  а 13
«21

—  &12
й 32 а зз а з \ я зз а 31 Д 32

ифода учинчи таргпибли детерминант деб аталади ва цуйидагича 
ёзилади:

« и Й12 <?ia

Й2( Я 22 Д з

°3 1 Я32 fl33

Бу детерминантнинг сатрлари, устунлари ва диагоналлари юцоридаги- 
дек аницланади. Иккинчи тартибли детерминантнинг кийматларидан 
фойдаланиб, учинчи тартибли детерминант учун ушбу формулани 
^осил ^иламиз:

йп a i2 1̂3 ÜJ2 Й23
°21 ü22 — ап ЙЭ2 й33 — 012
fl3l й32 °33

а П  ° 2 3  

3̂1 3̂3 i <13
Ú21 0*2 

a3i

~  flj 1 (%2**33 г̂З̂ Зг) «12^21  ̂ 33 ^гЗ^З  ̂ 1̂3 (̂ 21̂ 32 ^22^3l)~ 
=  Q j j  tf82 ÍÍ33 +  0 1 2 ^ 2 3  fl31 " Ь  а 2 1 а 3 2 а 13 Я31 й 2 г 0 П  a 2 1 f lJ 2 fl33

—  Дз8 Я j]..

Демак, учинчи тартибли детерминант 6 та а̂ддан иборат булиб, 
уларнинг 3 таен «+» ишора билан; учтаси эса «—» ишора билан 
олинади. ^адларнинг кандай ишора билан олиниш схемаси 56 а, б- 
чизмада курсатилган.



== 4-2-7 4- 3 ( — 5)-1 - И - З М - 1 )- 6 -

Демак, мусбат ишора билан бош диагонал ва уни кесиб утувчи уч- 
бурчакларнинг учларидаги элементлар купайтмасининг йигикдиси оли- 
нади:

з “Ь î2a23a3i 4"
Манфий ишора билан иккинчи диагонал ва уни кесиб утувчи учбур- 
чакларнииг учларидаги элементлари купайтмаси олинади:

a3i(322̂ i3
Мисол. Ушбу учинчи тартибли детерминант ^исоблансин:

4 3 6

- 3  2 — 5 
, 1 - 1  7

Юцорида келтирилган цолдага кура детерминантнинг цийматини 
топамиз:

4 3 6 

—3 2 — 5 
1 — 1 7

— 6-2-1— 4 *(— 5)-(— 1) — (— 3)-3-7 = 56 — 15Ц-18 — 12 —
— 20 4  63 = 90.

Эслатма.  Биз ю^орида иккинчи вп учничи тартибли детермннпитлар ту- 
шукчаси билан танжидик. Худш гиунго ухшаш. п- тартибли (п >  2) детерминант* 
лар тушунчасиии кирнтиш мумкнн.

2. Д етерминантнинг хоссалари
Детерминант цатор хоссаларга эга. 1̂ уйида уларни санаб утамиз.
1°. Детерминантнинг сатрларини мос устунлари билан ал- 

мсишпириш натижасида детерминантнинг к^иймати узгармайди.
2Э. Детерминантнинг бирор сатри (ёки уступи) даги барча 

элементлар нолга тенг б1)лса, детерминант нолга тенг булади.
3°. Детерминантнинг икки сатрини (ёки икки уступили) узаро 

алмаштириш натижасида унинг абсолют киймати узгармайди, 
ишораси эса тескарисига узгаради.

4Э. Детерминантнинг икки сатри ёки икки уступи бир хил 
булса ёки пропорционал б$лса, детерминантнинг циймати нолга 
тенг булади.

5Э. Детерминантнинг бирор сатридаги (ёки бирор устунидаги) 
барча элементлари бирор узгармас сонга купайтирилса, детерми
нантнинг циймати шу сонга купаяди.

Бу хоссалардан детерминантларни ^исоблашда фоадалаииладк.
Мисоллар. ^уйидаги детерминантлар хисоблансин:
I )  ( *

'= 3  Ц-4-143-6-24
1 3 5 1 3 5 1 3 5
9 12 18 = 3-3 4-3 6-3 == 3 3 4 6
2 0 1 2 0 1 2 0 1

5 — 5-4-2 — 6 - 0 1 — 3-3- I *  3 (4 4  36
= 3 (— 9) = — 27. 
56



2) 2  6  8 2 1  3-2 2 - 4 1 3 4
1 3 4 г= 1 3 4 — 2 1 3 4
0  2  1 0  2 1 0  2  1

3. Ч и з и ц л и  т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и .  Ушбу

+  =  &1» • .

а2,х +  апу =  Ь2
система икки номаълум иккита чизи^ли тенглама системаси деб 
аталади, бунда аи , д12, оп , а22 сонлар тенгламалар системасининг 
коэффициентлари Ь1% Ь2 сонлар эса озод %адлар дейилади.

(8 .2) тенгламалар системасининг коэффициентларидан ушбу

(8.2)

д =:
а< I а и

(8 .3)

детерминантни тузамиз. Сунг (8.3) детерминантнинг биринчи устуки- 
даги элементларни (8 .2 ) системанинг озод .\адлари билан алмаштн- 
риб, ^уйидаги

Ьу а,2
А . “ Ь„ ап

(8 .4)

детерминантни, нккинчи устунидаги элементларни озод ^адлар билан 
алмаштириб куйидаги

ап Ь1
(8 .5)

детерминантни ^осил циламиз.
8 . 1 - т е о р е м а .  1) Агар & Ф 0  б$лса, у %олда (8.2) тенглама* 

лар системаси ягона ечимга эга булиб, бу ечимлар
Д,-_д О у

Х =  Т ’
булади;

2) Агар Д =  0 булиб, Аг ф 0, Д„ Ф 0  булса, (8.2) системанингX у
ечими мавжуд булмайди;

3) Агар Д =  О булиб, Л , =  0, Ду — 0 б$лса, у %олда (8.2) сис
тема чеке из куп ечимга эга булади.

М и с о л .  Ушбу система ечилсин:
Зх —  Ъу =  1,

4х +  3 у =  11 .

Бу система учун ю^оридаги (8.3), (8.4) ва (8.5) детерминантларни 
тузамиз:

3 —5
Д =  . л =  3 • 3 — (—  5) • 4 =  9 +  20 =  29;



8 . 1-теоремадан фойдаланиб, берилган системанинг ечимини топа-
миз:

Ушбу
«п* ~  апу +  а13г =  Ьх |
а21х 4 - а22у +  ймг =  Ь2\ (8 .6 )

4 *  Я.ззУ 4 "  г =  Ъ$ ]

система ун номаълумли учта чизицли тенглама системаси деб ата- 
лади, бунда о п , а 12, а 13, о21, с22, а23, й3], а.л2, аяз сонлар тенглама- 
лар системасининг коэффициентлари аи  62, Ь2 сонлар эса озсд %ад~ 
лари деб аталади.

Бу тенгламалар системаси хам юцоридагидек ечилади. Аввало 
цуйидаги учиичи тартибли детерминаитлар тузилади:

« и « 1 3 й 13
д - а21 а 22 °2 3 (8.7)

йд о

Ь1 « 1 2 «13

ь 2 «23 (8.8)
^3 «и з « з :1

Д а «13

« 21 Ь 2 «23 (8.9)
Й31 Ь 3 « з з

« 11 Йц ¿1

« 2 1 Й22 ^2 ( 8 . 1 0 )

«31 «.12 ^3

1) Агар А Ф 0  булса, (8 .6 ) тенгламалар системаси ягона ечимга 
зга ва бу ечим

вклады. 2) Агар Д =  О булиб, Дх ФО, Ф 0, Д2 Ф 0 булса, (8 .6 ) 
системанинг ечими мавжуд бдлмайди. Агар Л =  0 булиб, &х =  0, 
Д^ =  О, Д2 =  0  булса, у .\ол<За (8 .6 ) система чексиз куп ечимга эга 
булади.



А =

М и с ол. Ушбу система ечилсин:

2х — Зу +  г =  —  5, 
я +  2 у —  4г =  —  9,

5 х —  4 (/ +  6 г — 5.
Бу система учун ю^оридагк (8 .7 )— (8.10) детерминант ларни ту- 

замиз:
2  —3 1

1 2  —4 
5 — 4 6 

- 5  - 3  1 
- 9  2 — 4

5 - 4  6

2 —5 1
1 —9 — 4 
5 5 6

2  — 3 — 5 
1 2  — 9 
5 — 4 5 .

Берклган тенгламалар системасининг ечими куйидагнча булади:
^  Адг ^  -56  ^ 1

х д 56

У Д 56

=  24 — 4 4- 60 — 10 —  32 +  I 8  =  56;

= —6 0 4 -3 6 + 6 0 — 10— 1 6 2 + 8 0 =  116— 172= —56; 

=  — 108 +  100 + 5 + 4 5 + 3 0 + 4 0 = 2 2 0 — 1 0 8 =  112; 

=  20 +  2 0 +  135 +  5 0 4 -1 5 —72 = 2 4 0 —72 =  168.

— — _1б8_
56

3.

2- § .  Векторлар алгебрасининг асосий тушунчалари

Олий математикада, умумаи, фан ва техниканинг ^ар хил со^а- 
ларида турли катталиклар учрайди, Уларнипг баъзиларк фа^аггина 
сон цийматлари билан харакгерланадн (масалан, узунлик, юза, ^ажм, 
масса ва :\.к.), баъзилари эса сон цийматлари билан бирга йуналиши 
билингандагина т^ла маълум хисобланади (масалан, тезлик, те зла- 
ниш, куч ва > .̂к.).

Айтайлик, жисмникг бирор нуцтасига таъснр ^илаётган куч ми^- 
дори 10 кг булсин. Бу кучнинг йуналиши турлнча булиши мумкин. 
Бинобаркн, унинг таъсирида жисмнинг вазияти турлича булади. Д е 
мак, кучнинг тула ани^ланиши учун унинг сои цийматини билишдан 
ташЕ а̂ри, таъсир этиш йуналишини хам билиш керак булади. Сон 
циймати ва йуналиши билан аницланувчи катталик вектор катталик 
ёки вектор деб аталади.



Вектор катталик кичик .харф устига стрелка куйиш билан ёкк
цуюц ^арф билан белгиланади: а ёки а.

Фараз ^илайлик, а вектор берилган булсин. Бу вектор катталик- 
ка маълум масштаб да олинган кесмани царайлик. Сунг бу кесмага 
вектор й^налишини берайлик. Натижада йуналган кесма х;осил булади. 
У векторнинг геометрик тасвири булади. Масалан, жисмга таъсир
этувчи Т7 кучни 57- чизмада ¡асвирлангандек, А ну^та билан В нуц- 
тасини туташтирувчи ва А нуцтадан В нуцтага караб йуналган кесма
деб караш мумкин: Р  = Л б .

А нуцта векториинг боши, В ну^та эса векторнинг охири дейи- 
лади. Векторнинг сон ^иймати улинг узунлиги ёки модули деб ата-
лади ъ&\АВ\ каби белгиланади.

Агар векторнинг узунлиги ноль булса, уни ноль вектор дейи-
лади. Икни а ва 6 вектор берилган булсин. Агар бу векторларнинг 
узунликлари, бир хил булиб, улар узаро параллел ва бир томонга
йуналган булса, у холда а ва Ь узаро тенг векторлар дейилади
ва а =  Ь каби ёзилади.

58-чнзмада узаро тенг икки а ва Ь вектор тасвирлангаи.
Бундам векторни бир нуцтадан иккинчи ну^тага уз- узига парал

лел рзвишда кучириш мумкинлиги келиб чи^ади.
Икки1 а ва Ь векторнинг йуналишлари бир хил, узунликлари эса

хар хил булсин. Масалан, а векториинг узунлиги Ь векторнинг узун- 
лигидан к марта куп булсин. Демак,

[а !  =  /г|й(.
Шундай цилиб, берилган векторни к скаляр сонга купайтириш- 

дан янги векторга келамиз. Бу векторнинг узунлиги берилган век
торнинг узунлигини к сонга купайтиришдан ^осил булади. к >  О
булганда а ва Ь векторлар йуналиши бир хил, & <  О булганда эса 
йуналиши ^арама- карши булади. Узунлиги бирга тенг, йуналиши
эса берилган а векторнинг йуналиши каби булган а 0 вектор бир лик 
вектор деб аталади.

Равшанки а векторни бирлик вектор орцали ^уйидагнча езиш 
мумкин:

а =  |а[-а0.

1. В е к т о р л а р н и  ^ ш и ш .  Икки а ва Ь вектор берилган бул- 
син (59- чизма).

Бу векторларнинг бошлари Л ва В  ни бир ну^тага келтириб,
тсмонлари |я | =  | АВ | ва | Ь\ =  | СО\ булган параллелограмм ясай- 
миз (6 0 -чизма).



А нуктадан Е  ну^тага йуналган, узунлиги эса АЕ диагоналнинг
узунлчгига тенг булган АЕ ~  с вектор берилгаа а ва Ь векторлар 
йириндиси деб аталади ва

каби ёзилади. Демак,

Равшанки, а л- Ь =  Ь 4- а. 
Ушбу

а 4  Ь 

с  =  а 4  Ь.

( ~ 6)

вектор а вектордан Ь векторнинг айирмаси деб аталади ва а —  Ь 
каби белгиланади:

а — Ь — а -г  ( —  6 ).

а ва Ь векторлар 61-чизмада тасвкрланган векторлар булсин.
Ву векторларнинг учларини бир нуктага келтирамиз (6 2 -чизма).

Сунг Ь векторга кура — Ь векторни ясаймиз.
Ю^орида яйтилганлардан фойдаланиб а 4  ( — Ь) векторни топа-

миз. Бу 0А Х вектордан иборат булади (6 3 -чизма).
Агар ОА1 =  ВА эканини эътиборга олсак, иккк а са Ь векторга

курилган параллелограмм диагокалларкдан бирн а ез Ь векторлар
йириндиснни, иккинчиси эса шу векторлар айирмаси а — Ь ни ифо- 
далашини топамиз:

И +  'ь ^ О А  ОВ =  ОС,

7 — Ь =  ОА —  ОВ =  АВ.

Икки а ва Ъ вектор узаро параллел булса ёки параллел турри
чизи^ларда ётса» а ва & коллинеар векторлар деб аталади.

Учта а, Ь ва с вектор битта текисликда ётса ёкк бир текис-
ликка параллел булса, а, Ь ва с компланар вект<^>лар деб атала* 
ди.

Равшанки, а ва Ь векторлар йигиндиси с ( с =  а-\~Ь) .\амда
айирмаси 4  — а —  Ь битта текисликда ётади, яъни а, Ь> с  ва (I 
лар компланар векторлар булади.

Одатда, маълум йуналишга эга булган тугри чизи  ̂ деб ата
лади. Бирор I уц берилган булсин. Бу у^нинг йуналишинн аник*

ловчи бирлик векторни /0 дейлик. а векторни ^арайлик. Бу вектор* 
нинг боши А нуктадан ва охирк В  нуктадан / ук^а перпендикуляр



туширайлик. Перпендикулярнинг уц билан кесишган ну^таларини 
мос равишда Л1, В 1 билан белгилайлик (64* чизма). А ну^тадан I 

параллел турри чизи^ утказамиз. Унинг ВВХ билан кесишган
нуцтаси С  булсин. Маълумки, АхВг — АС, АХВХ векторнинг йунали- 
ши ^уйидагича ани^ланади. А дан В га царатилган йуналиш у^

й\тналиши билан бир хил булса, векторнинг йуналиши плюс 
ишора билан, тескари булса минус шпора билан олннади. век

торнинг узунлиги | АХВХ { берилган а =  А В векторнинг I у^ йуна- 
лишига проекцияси дейилади бэ

ПР/ а
каби белгилаиади. Демак,

| .41^,1  =  пр, а.
В е к т о р н и н г  к о о р д и н а т а л а р и .  Фазода Охуг Декарт ко- 

ординаталар системасини оламиз. Координата укларииинг ^ар бири 
учун бирлик вектор (орт.) лар киритамиз. Ох, Оу ва Ог у^ларидаги
бирлик векторларни мос равишда I, /, к лар билан белгилаймиз.
а  векторнинг Ох, Оу, Ог координата укларидаги проекциялари ах,

ау> аг шу векторнинг координаталари дейилади ва а (ад; ау\ аг }

куринишда ёзилади. а вектор уз координаталари ва асосий ортлар 
ёрдамида цуйидагича ёзилади:

а =  ах » +  ау } +  о, (8 . 11)

Бундаги ах (, ау у ва аг М векторлар а векторнинг координата 
укларидаги компонентлари дейилади, улар тегишли координата 
ларига коллинеар векторлардир —  диагонали вектордан иборат бул- 
ган параллелепипеднинг цирралари б^либ хизмат цилади (65- чизма).
(Чизмада М1А — ах1, МХВ — ау \ъ& М]С =*аг 1{ дир). Вектор 
координаталари билан тула аницланади.

Бошлангач нуцтаси координаталар бошида ва охирги нуцтаси 
1' ■>

М  (х, у , г) да булган г =  ОМ вектор М нуцтанинг радиус- еекто- 
ри  дейилади (66 - чизма). Бу з^олда (8.11) формула

г =  х1 +  у ¡ +  гк  
курииишга келади. Радиус-векторнинг узунлиги

IТ| “ V * * +  » *+ **  (8 .12)
булади.

Бошлангич ну^таси Мг (хц у{, ва охирги ну^таси М 3 (лу, гг)
булган а =  МгМ2 =  г2 —  г± векторнинг (65- чизма) координатала
ри цуйидагича ани^ланади:



а {х г — * i ;  у2 — уг; г2 — 2г}. (8.13).
Бундан равшанки,

a  =  {xt —  хг) I 4  (ys — й )7  4* (г8 — гд) Г  (8.14)
булади.

Икки вектор йиринди:и, айирмаси Ra векторнинг сонга купайг* 
масн учун куйидагилар уринлидир:

(а  ±  Ъ  {ах ±  Ьх, ау ±  а2 ±  Ьг).

Ха{Хах, Ъау> Хаг } (бу ерда Я — скаляр микдор) а {а х, ау, а г ) век* 
торнинг узунлиги

+  +  (8 .15)

формула билан ани^ланади.
векторнинг узунлиги ёкн А?! (л ;̂ 2Х) ва М 2 (хг; #2; г2) 

нуцталар орасидаги масофа

МгМ2 =  | | =  l ' ( x a —  х ^ Ч - (у 2~— у^ " 4  (¿2 — 2i)* (8.16)
формула б^йича хисобланади.

Ми с о л. Бошлангич ну^таси Мх ( ¡ ;  2; 3) ва охирги ну^тасн
М , (4 ; 2 ; —  1) булгак МгМ2 векторнинг ортлари буйича ёйилмасини 
ёзинг ва узунлигини ^исобланг.

(8.13) формулага кура M tM 2 векторнинг координаталарини топа* 
миз:

М^М2 {х2~ х й  Уг —  Уг г2 ~  } =  MtM2 {3; 0; —  4 } .

(8.14) формулага кура М 1УИ2 векторнинг ортлари буйича ёйилма-

сн МгМ2 =  3« — 4k булади.
Энди (8.16) ёки (8.17) формулага кура МХМ2 векторнинг узун

лигини хисоблаймиз:

М1М2 =| МгМ\2 =  V  З2 4 4 “ =  ] ,г25 =  5.

В е к т о р н и н г  й)/на л т и р у в ч и  к о с и н у с л а р и .  Бирор 
a  {a x\ ay\ аг ) вектор берилган булсин. Бу вектор билан t, /, к 
ортлар орасидаги бурчакларни мос равишда a , {S ва у билан белги-

*—►
лайлик (67 -чизма). cos a , cos (3, cos у лар а векторнинг йЦналти- 
рувни косинуслари дейилади.

Векторнинг йуналтирунчи косинуслари орасида

cos2 а  4  cos3 р 4  cos2 у =  1 (8.17)

богланиш мавжуд.



Бсшлаирич ну^таси А (хг; уг\ г}) ва охирги ну^таси В (хг; у2; гг) 
булган АВ векторнинг координата укларидаги лроекииялари

nV0x AB =  x2 ~ x „  ъ$0уАВ =  у2 — i/j, пр02 AB =  z2 — г, 
булиб, унинг йуналтирувчи косинуслари эса

C O S 6  —  —  = _  т Уа ---------  /Й ]ОЧ

?2 "w— ?i
cos y =  ■

V { x 2 — X l)2 +  (i/3 -  i/l)2 '-  U i  — 2i)* 
булади.

ОМ =  г радиус- векторнинг йуналтирувчи косинуслари эса цуйи- 
дагича ^исобланади:

X Xcos а
i7 j У > + 0* + *» ’

7 |  К * а + « / 2 + г 2 ’

cos 7  =  - ¿ г  =  7 7 =.г . _ .  (8.19)
и

М и с о л .  а вектор О* уц билан а  =  60°, 0// билан 0 =  45°
бурчак досил цилади. Агар |а| =  3 булса, унинг координаталарини 
аницланг.

а векторнинг Ог уц билан ^осил цилган бурчагини толиш учун 
(8.17) формула дан фойдаланамиз:

(ij2+(^)4coŝ =1-
Демак,

cos V =  у » У — 60° 

а векторнинг координаталарини аниклаш учун
у  ш ^

ах *= [a I cos a , =  | а | cos р, аг =* 1 а [ cos у

формуладац фойдаланамиз:
3  3  3

а* “ 7 ; Яг 2 '
Демак,

з -г  , 3 f  .. г 3. 3 .  31
+  е к и а ( ? '  F T '  a tА Т ^ -  —

2 ' У '2



И к к и  в е к т о р н и н г  с к а л я р  к у п а й т м а с и .  Икки а, Ъ век- 
торлар берилган булсин. Бу векторлар узунликлари билан улар ора-

сидаги бурчак косинусининг купайтмаси а ва b векторларнинг ска
ляр купайтмаси дейилади ва а ■ Ь ёки (а • Ь) каби ёзилади.

Демак,

а • b =  ( а ■ Ь) =  1 а | ■ | Ъ 1 cos ( а, Ь). (8 .2 0 )

Векторларнинг скаляр купайтмасини куйидагича .\ам ёзиш мум- 
кин:

а - Ь =  (а ■ Ь) — |й[ npa b =  | b\ npb а. (8 .21)

Икки векторнинг скаляр купайтмаси куйидаги хоссаларга эга:

1°. а ■ b =  b • а.

2°. (а  4- Ь) ■ с — а • с 4  Ъ - с.

3°. (Яо) -~Ь =  К{а - ~Ь).
4°. а ва b векторлар узаро перпендикуляр булганда уларнинг

скаляр купайтмаси нолга тенг, яъни а • 6 =  0  • i, /, k ортларнинг 
скаляр купайтмалари:

i ■ j =  j ■ i — 0 i • i =  1 

i • k =  k ■ i ~  0  / • j =  1 

j . k =  k ■ j =  0  k ■ k ~  \

булади.
Агар a {ax\ ay; аг ). b { ig  by; bz } булса,

a ■ b =  ax bx 4  ay by 4  az bv  (8 .22)

cos ф =  cos Й  7 )
М 1Я у  a l + a l + a \ y  bl+ b\+ t?e

булади.
И к к и  в е к т о р н и н г  в е к т о р  к у п а й т м а с и .  а векторнинг

b вектор билан вектор купайтмаси деб аХ Ь  ёки [а , Ь] шаклда
белгиланадиган шундай с векторга айтиладики, бу векторнинг узун- 
лиги ва йуналиши куйидаги шартларни ^аноатлантиради:

1) с  векторнинг узунлиги а ва b векторларга ясалган паралле- 
лограммнинг юзига тенг, яъни



2) с вектор шу параллелограмм текислигига перпендикулярдир, 
яъни у ^ам а векторга, ^ам Ь векторга перпендикулярдир:

а • с =  0  ва Ь ■ с =  0 .
3) с вектор шундай томонга йуналганки, унинг учидан Кара

ганда с  вектор атрофида а вектордан Ь векторга эга кичик бур- 
чак билан айланиш соат стрелкаси айланишига царама- царшидир 
(6 8 - чизма).

Вектор купайтманинг асосий хоссалари:
Г .  [а • Ь] =  —  [ 6  ■ а].

2°. [(а +  ~Ь) - 7 ]  =  [а  • с\ 4  {Ь ■ с\.

3°. [(Я л) - 7 ]  =  Я [ 7 - 7 ] .
4°. Агар а ва Ь векторлар коллинеар булса, 1а -¿>] =  0 , хусу-

сий’ ^олда [а  ■ а ]  = 0  булади. Ортларнинг вектор купайтмалари 
^уйидагича булади:

[ Т - 7 ] =  — М • И  ■ * ; I »• * 1 =  0 ;
[ 7 - 7 ]  =  — [й ■ Л  =  [/ ■ /] = 0 ;

[ Т - ? 1  =  —  [ Т - 1 ]  =  Т\ [ 7 - 7 1 = 0 .

Агар а {а хУ ау, аг), 7 {Ьх, Ьу, Ьг } булса, уларнинг вектор ку- 
пайтмаси:

[ 7  ь'\ =  [ауЬг — аг Ьу ] 1 ~ ( а х Ьг — агЬх ) I +  (ах Ьу —

- а у Ьх)к

булиб, унинг модули

а у а г
К  Ь, к

\[а . ь  ]| =  Уг{ауЬг ~ а г Ьу]£ +  {ах Ьг — аг ЬхТ ^ { а х Ьу — ауЬх)1

формула билан ^исобланади.
Учлари А (х15 уъ  г^, В {х2, у2, г2), С (х3, г3) нуцталарда 

булган учбурчакнинг юзи

$ ь л в с = \ \ ш - т \

формула билан ^исобланади.
М и с о л .  а ва Ь векторлар орасидаги бурчак ф =  —■ га тенг ва

\а | =  ]/ 2 , /¿>( =  3 эканлиги маълум. с  =  2  а 4- 3 Ь векторнинг 
узуилигини топинг.



с векторнинг узунлигини топиш учун векторларнинг скаляр Kÿ-—>• — —»- —+■ 
пайтмаларидан фойдаланамиз. а • а =  а2 деб белгилаб ва аг=  \а\г ни 
эътиборга олиб, берилган векторнинг ^ар икки томонини квадратга 
кутарамиз:

с2 =  (2а’-f з £ )3 =  4 а *  +  12 7  ~Ь +  9 Ь 2.

Берилганларга асосан:

а* =  | а |2 =  2; ? 3 = | Ь >  =  9.

Демак,

с2 =  4 *2  +  12-3 +  9 - 9  =  125, бундан 

Щ  =  У Ш  =  5 У Е .



И. К И С М .  МАТЕМАТИК АНАЛИЗ

I X  Б О Б .  ФУНКЦИЯ ТУШУНЧАСИ

1-§. Дастлабки тущунчалар

Туплам тушунчаси математиканинг бошланрич ва айни пайтда 
му^им тушунчаларидан бири. Тупламни мисоллар ёрдамида тушун- 
тирамиз. Масалан, шкафдаги китоблар туплами, натурал сонлар туп
лами, бирор хужаликдаги цишло^ хужалик машиналари туплами, 
бир нуцтадан утувчи турри чизи^лар туплами.

Тупламни ташкил этган нарсалар унинг элеменшлари дейилади. 
Математикада тупламларни бош .̂ арфлар билан (масалаи, А, В, . . . ) ,  
унинг элементларини эса кичик ^арфлар билан (масалан, а, 6 , . . . )  
белгиланади.

Агар А тупламнинг злементи а булса, уни а £ А  каби ёзилади 
ва а элемент А тупламга тегишли деб у^илади. Агар а элемент 
А тупламнинг элементи булмаса, а £ А  каби ёзилади.

Чекли сондаги элементлардан ташкил топган туплам чекли туп
лам деб аталади. Масалан, бирор хужаликдаги ^ишло^ хужалик 
машиналаридан ташкил топган туплам чекли туплам булади. Чекли 
булмаган туплам чексиз туплам дейилади. Масалан, натурал сон
лар туплами чексиз туплам булади. Одагда бу тупламни N  харфн 
билан белгиланади: N  =  (1, 2, 3, }.

Элементлари ^аки^ий сонлардан* иборат булган туплам сонли 
туплам дейилади.

Барча ^аци^ий сонлар туплами Н ^арфи билан белгиланади (/? =
( —  о о ; +  о о )).

Иккита а ва Ь (а <  Ь) ^аки^ий сонлар берилган булсин. Ушбу

а ^ х < Ь
тенгсизликларни ^аноатлантирувчи ^аци^ий сонлардан иборат туплам 
сегмент (ёпиц оралщ) деб аталади ва [а; Ь] каби белгиланади.

Демак, [а; Ь] =  {х  С £ -а <  х <  Ь}.
Ушбу

а < х < Ь

*Урта мактаб математика куренда натурал сонлар, бутун сонлар, рационал 
сонлар ва з^ациций сонлар урганилган. Маълумки, рационал ва  ирриционал сон
лар ^а^иций сонлар дейилади. Х,аР бир ^ацик,ий сонга тугри чизикда (сонлар у^и- 
да) битта нуцта м ос келади ва аксинча. Шу сабабли ^ациций сонни нуцта деб 
^ам ^аралади (69- чизма).



тенгсизликларни каноатлаптирувчи .^а^иций сонлардан иборат туп* 
лам интервал (очиц оралщ) деб аталади ва (а\ Ь) каби белгиланади. 
Демак,

(а; 6)—{х £ R :a <  х <  Ь}.
Ушбу

а ^ х <  Ь, а <  х< *Ь
тенгсизликларни каноатлантирувчи хаци^ий сонлардан иборат туп- 
ламлар ярим интервал деб аталади ва улар мое равишда [а, 6) 
ва (я; Ь] каби белгиланади. Демак,

[а; Ь) — {х  €  R '■ а х <  Ь], (а; b] =  {х  £  R : а <  х  <  Ь).
Бу тупламлар тугри чизинда кесмаларни ифодалайди (70-чизма). 
([а; Ь] сегмент булган холда кесманинг четки ну^талари а ва b лар 
шу кесмага тегишли б^лади, (а; Ь) интервал булган ^олда кесманинг 
четки нуцталари а ва Ъ лар кесмага тегишли булмайди, [а; Ь) ва 
(а; b] ярим интерваллар булган ^олда эса кесманинг четки ну^тала- 
ридан бири шу кесмага тегишли булиб, иккинчиси эса тегишли бул
майди).

2 -§ . Соннинг абсолют циймати

9 . 1 - т а ъ р и ф.  Мусбат соннинг абсолют циймати деб уша сон
нинг узига айтилади. Манфий соннинг абсолют циймати деб шу 
сонга царама- карши сонга айтилади. Ноль сонининг абсолют ций
мати деб ноль сонининг узи олинади.

Одатда х соннинг абсолют циймати \х\ каби белгиланади. Д е
мак,

г , агар х >  0  булса,
1 х  | =  — х, агар .V <  0  булса,

0 , агар х — 0  булса.
М и с о л .  | 1 7 1 =  17, К — 17)1 =  - ( — 17) =  17.
Соннинг абсолют киймати таърифидан бевосита ушбу

]х|>0, |я| =  ] — х\, х^\х\,  — х<|х| (*)
муносабатлар келиб чикади.

Абсолют циймат цуйидаги хоссаларга эга:
1°. Ушбу | х | < а  ва — а <  л: <  я (а >  0) тенгсизликлар узаро 

эквивалентдир.
2°. Икки х ва у сонлар йигиндисининг абсолют циймати бу 

сонлар абсолют цийматлари йигиндисидан катта эмас:
\х +  У\<\х\+ \у\.

3°. Икки х ва у сонлар айирмаси учун 
\х— г/|>и| — Ы  

тенгсизлик уринли булади.



4®. Икки х ва у сонлар крпайтмаси ва булинмаси учун

\х-у\ =  и  ■ \у\, -  = ^ !  (УФЩ 
У \у\

тенгликлар рринли б$лади.
Бу хоссаларнинг исботи цийин эмас. Уларнинг бирини, масалан, 

2°-хоссанинг исботини келтирамиз.
2 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  Икки ^олни царайлик:
а) *  +  * / > 0  булсин. У  ^олда таърифга кура

\х +  у\ = х  +  у
булади. Агар (*) муносабатга кура лг<|дг|, у<\у\  эканини эъти- 
борга олсак, унда

\х-\-у\=*х +  у<£\х\ +  \у\
булишини топамиз.

б) х +  У <  0 булсин. У  ^олда
1 л: +  у | =  — [х +  у) =  (— х) +  (— у).

Яна (*) муносабатдан фойдаланиб, (— я) +  (— у) <  |х| -\-\y\ ва де
мак, |лс +  ^ | < | х | -Н | у ] булишини топамиз. Демак, ^ар доим

\ х + у \ < \ х \ + \ у \
булар экан.

М и с о л .  \2х— 3 1 <  1 тенгсизликни цаноатлантирувчи х  нинг 
цнйматлари туплами топилсин.

Е ч и ш .  Ю^орида келтирилган 1°-хоссага кура берилган тенгсиз- 
лик — I <  2х —  3 <  1 тенгсизликларга тенг кучли. Бу тенгсизлик- 
лардан зса

2 <  2х <  4, яъни 1 <  х <  2 
б^лиши келиб чи^ади.

3 - § .  Узгарувчи ва узгармас мицдорлар

Табиатда турли цийматларни цабул циладиган ми^дорларга дуч 
келамиз. Масалан, у^увчиларга туртбурчак чизишни айтилса, улар
нинг турли хил туртбурчакларни (квадрат, ромб, параллелограмм, 
т^рри туртбурчак ва к.) чизишини курамиз. Равшанки, бу турт- 
бурчакларнинг периметрлари (томонлар узунликларининг йириндиси) 
^ар хил булади. Демак, туртбурчак периметри турли ^ийматларни 
цабул цила оладиган миедор экан. Одатда бундай ми^дорни узга- 
рувчи мщдор деб аталади.

Энди ^ар хил радиусли айланаларни царайлик. Бу айланалаи 
узунликларини мос диаметрларига нисбапши хар доим битта сонга — <1 
сонига тенг булишини аницлаймиз. Демак, ^ар ^андай айлана узун- 
лигини уиинг диаметрига нисбатини ифодаловчи ми^дор битта ^ий- 
матга — я сонига тенг булади. Бундай ми^дор §згармас ми^дор деб 
аталади.



Купинча узгарувчи ми^дорлар х, у, г, . . . ^арфлари билан бел* 
гиланади. Агар узгарувчи ми^дорнинг ^абул ^ила оладиган ^иймат- 
ларидаи ташкил топган туплам маълум булса, у .^олда узгарувчи 
микдор берилган дейилади.

Математик анализда элементлари .\а^и^ий сонлардан иборат бул- 
ган тупламлар царалади. Биз бундан кейин X  туплам деганда ё сег
мент, ёки интервални, ёки ярим интервални —  ораликни тушупамиз.

Математикада айрим суз ёки иборалар тез-тез такрорланиб тура- 
ди. Одатда, ёзувни цис^артириш мацсадида бу суз ёки ибсралар 
урнига математик белгилар (мантилий символлар) ишлатилади. Ма- 
салан, «ихтиёрий, барчаси учун сузлари урнига « V »  белги, . . .  бул
са, . .  . булади» ёки «келиб чицади» ибораси урнига ушбу => белги 
ишлатилади. Иккита факт эквивалент булса, улар <» белгиси ор^али 
ёзилади.

4- §. Функция тушунчаси

Иккита X  ва У  ^ацш^й сонлар туплами берилган булсин. х 
узгарувчи X  туп лам да, у узгарувчи У тупламда узгарсин.

9. 2 - т а ъ р и ф .  Агар X тупламдаги .\ар бир х  сонга бирор цоида 
ёки конунга кура У  тупламдан битта у сон мос цуйилган булса, X  
тупламда функция берилган (аницланган) деб аталади ва у

У =  !{х)
каби белгиланади.

Бу ерда X туплам функциянинг анщланиш сохаси, У  эса функ- 
циянинг узгариш сохаси дейилади.

х эркли узгарувчи ёки функция аргументи, у эса эрксиз узга- 
рувчи ёки х узгарувчининг функцияси деб аталади.

Демак, функция берилган булиши учун:
1) X  туплам берилиши керак (куп ^олларда уни л: билан у уз- 

гарувчиларнинг бсгланишига кура топилади).
2) х узгарувчининг X  тупламдан олинган ^ар бир цийматига 

унга мос куйиладиган у  уни ани^лаб берадиган цоида ёки ^онун 
берилиши керак (таърифда уни / з̂ арфи билан белгиланган).

М и с о л л а р .  1. / X  =  (—  оо; 4 - оо) тупламга тегишли булган 
>*ар бир х  сонга унинг квадратини мос цуювчи цоида булсин. Бу 
з^олда у =  ¡(х) =  хг функция з о̂сил булади. Бу функция (— оо; -|-оо) 
да аницланган.

2 . I з̂ ар бир л:  ̂ [0 ; +  оо) сонга шу сондан олинган квад
рат илдиз х ни мос цуйсин. Бу з^олда з̂ ам функцияга эга була- 
миз: у = У х .  Унинг аницланиш сохаси X  =  [0; 4- оо) булади.

у =  Цх) функция X  тупламда аницланган булсин. X  тупламдан 
бирор х0 нуцтани олиб, шу нуцтага мос келувчи у узгарувчининг 
кийматини топамиз. Уни у0 билан белгилаймиз. Бу у0 сон у =  / [х) 
функциянинг х =  х0 ну^тадаги хусусий киймати деб аталади ва уни 
/ (*о) ~  Уо кабн ёзилади. Масалан, у — / (х) =  Зх2 +  2х — 1 функция
нинг х = \  нуцтадаги хусусий киймати / (1) =  3 - 12 +  2* 1 — 1 = 4  
булади. Демак, / (1) =  4.



М и с о л .  К^уйидаги функциянинг ани^ланиш со^аси топилсин:

Е ч и ш .  Бу мисолда х  аргументнкнг ^ар бир ^ийматига мос ке- 
ладиган у нинг киймати з^аадий булиши учун

Г х — I > 0 ,
[ 2  —  х > 0

булиши керак. Бу тенгсизликлар системасини ечиб,
1 < д : < 2

булишини топамиз. Демак, берилган функциянинг аницланиш со^аси 
х  — [\; 2) ярим интервалдан иборат булади.

5 -§ . Функциянинг берилиш усуллари
Функция таърифида келтирилгаи х узгарувчининг ^ар бир ций- 

матига мос ^уйиладиган у ни аницлаб берувчи цоида ёки цонун 
турлича булади. Бинобарин, функциянинг берилиши ^ам турличадир. 
Куйида функциянинг аналитик, жадвал ва график усулларда берили- 
шини ^исцача баён этамиз.

1. Ф у н к ц и я н и н г  а н а л и т и к  у с у л д а  б е р и л и ш и .  л; уз
гарувчининг ^ар бир цийматига кура унга мос келадиган у нинг 
циймати х устида аналитик амалларнинг бажарилиши натижасида, 
яъни формулалар ёрдамида берилиши мумкин. Масалан,

У =  А'~ 1, у =  ~ ^ ~ ,  =  10^2 (X Ч- 1)-
*»-г 1

Функциянинг бундай берилиши функциянинг аналитик усулда 
берилиши дейилади.

2. Ф у н к ц и я н и н г  ж а д в а л  у с у л и д а  б е р и л и ш и .  Баъзан 
х ва у узгарувчилар орасидаги боиланиш, яъни х узгарувчининг 
^ийматига мос келадиган у узгарувчининг цийматини курсатиш (то- 
пиш) жадвал шаклида берилиши мумкин. Масалан, кузатиш иатижа- 
сида, сувни (ёгш^ идишда) циздирилганда Р1 босим остида унинг 
^айнаш харорати р2 босим остида унинг цайнаш ^арорати /г ва 
^.к. булишини топайлик. Натижада цуйидаги жадвалга келамиз:

Босим, р Р\ р2 Рп

^арорат, í к h . .  . tn

Равшанки, бу ^олда р босим бнлан t .^арорат орасида борланиш 
булиб, р аргумент, t функция буладк. Одатда функциянинг бундай 
берилишифу н к ц и я н и  ж а д в а л  у с у л и д а б е р и л и ш и  дейилади.

3. Ф у н к ц и я н и н г  график у с у л и д а  б е р и л и ш и .  Баъзан х  
ва у узгарувчилар орасидаги борланиш текисликдаги чизиц (эгри 
чизик) ёрдамида амалга оиыши мумкин. Айтайлик, хОу текисликда



<5ирор I чизи^ берилган булсин (7 1 -чизма). Ох уцида шундай х  нуц- 
таларни царайликки, бу нуцталардан Оу уцига параллел турри чи- 
зи^лар утказилганда улар I чизи^ни битта ну^тада кессин. Ох уци- 
даги бундай ну^талар туплаъаши X  орцали белгилаймиз. Энди бу 
X  тупламдан бирор х  ну^тани олиб, бу нуцтадан Ох уцига перпен
дикуляр чи^арамиз. Перпендикулярна I чизик билан кесишган А 
ну^танинг ордииатасини у билан белгилаб, олинган х га шу у ни 
люс цуямиз. Равшанки, бундай мослик I чизик; орцали бажарилади. 
Натижада X  тупламдан олинган ^ар бир х  га курсатилган цоидага 
кура у мос ^уйилиб, функция ^осил булади. Функциянинг бундай 
берилишн функциянинг график усулида берилиши дейилади.

6 -§ . Функциянинг графнги
Функциянинг хусусиягларини тули^рок тасаввур этишда унинг 

трафигини билиш а^амиятлидир. Айтайлик, у — f{x) функция бирор 
X  орали^да берилган булиб хп£ Х  булсин. Бу функциянинг 
х0 ну^тадаги кийматини топамиз: /(х0) =  у0. Натижада (х0; у0) жуфт- 
лик ^осил булади. Текисликда Декарт координата системасини олай- 
лик. Юцоридаги (л:0; у0) жуфтлик текисликда бирор А нуцтани тас- 
вирлайди (7 2 -чизма).

Функция аргумента л: нинг X  орали^дан олинган >̂ ар бир ^ий- 
матига функциянинг мос ^иймати f(x) =  у  булсин. Улар ёрдамида 
(х\ у) (у =  f{x)) жуфтликлар [хосил булади. Бу жуфтликларни те
кисликда ну^талар сифатида тасвирлаймиз. Ушбу

{ (х\ У): х £ Х ,  у =  f(x)}
нукталар туплами берилган у =  f(x) функциянинг графиги деб ата- 
лади.

y =  f(x) функция X  ораликда берилган булсин. Бу функциянинг 
графиги ^уйидагича ясалади:

1) функциянинг аникланиш со.^асидан бир нечта хг, х2, . . . , 
хп кийматлар олинади;

2 ) аргументнинг шу ^ийматларига мос функциянинг ^ийматлари 
топилади:

f ( X i )^ y v f(x2) = y 2, . . ■ , f(xn) = y t;,
3) ушбу жадвални тузиб олинади:

X Xl х 2 х 3 J • ♦ Хп

У =  fix) Уг У2 * 3 Уп

4) текисликда Ах =  А}(х{, */,), А2 =  А2(х2, у2), . . . , Ап= А п{хп; 
2 П) нуцталар ясалади.

Бу Av А2, . . . , Ап нукталарни узаро туташтирсак, ^осил бул- 
ган чизи  ̂ г/ =  /  (а*) функциянинг графигини (та^рибан) тасвирлайди.



М и с о л л а р .  1 . у =  Цх) =  2 х +  1 функциянинг графиги чизил- 
син.

Е ч и ш .  Равшанки, бу функция ( — со ; +  оо) да аницланган, 
х  узгарувчининг — 3, — 2 , — 1, 0 , 1, 2 , 3 цийматларини олиб, 
функциянинг уларга мос ^ийматларини топамиз: / (—  3) =  — 5 , 
/( — 2) =  — 3, / (— 1) -------1, / (0)=], / 0 ) =  3, /(2) — 5, /(3) =  7 .

Натижада цуйидаги жадвални ^осил ^иламиз:

X — 3 — 2 — 1 0 2 3

</ =  /(*) — 5 — 3 — 1 1 3 5 7

Сунг ( - 3 ; - 5 ) ,  ( - 2 ;  — 3), ( — 1; — 1), (0; 1), (I; 3), (2; 5 ), 
(3; 7) ну^таларни текнслнкда белгилаб ва уларня узаро туташтириб, 
берилгаи функциянинг графигини ясаймиз (73- чизма).

2 . у =  ¡(х) =  х2 функциянинг графиги чизилсин.
Бу функция ( — « ;  +  оо ) оралшущ берилган. Функция аргу

мента х нинг бир нечта ^ийматларини олиб, уларга мос функция 
^ийматларшш топамиз ва ж адвал тузам из. Сунг функция графигини 
чизамиз (7 4 -чизма).

3. у =  \х\ функциянинг графиги чизилсин.
Абсолют циймат таърифига к^ра

_  | 1 _ /  х > агаР х > 0  булса, у — \х\ |— Х' агар х < 0  булса,

Бу функциянинг графиги 75-чизмада курсатилган.
4. ( 1, агар * >  0 булса,

У = | 0, агар х  — 0 булса,
I — I, агар х<С0  булса

функциянинг графиги 76-чизмада тасвирланган.

7 -§ . Функциянинг чегараланганлиги

у =  ¡(х) функция X  оралицда берилган булсин.
Агар шундай узгармас М ( М >  0) сони топилсаки, у *  ЬХ УЧУ»

\[(х\<М
тенгсизлик бажарилса, у  >^олда у =  ¡{х) функция X  оралицда нега- 
раланган деб аталади.

Масалан, у — Ц х ) = х 2 функция X =  (0, 1) оралицда чегаралан- 
ган булади, чунки УЧУН

[/ М 1 < 1  (М =  1)
булади.

Ушбу у =  ~  функция (0,1) орали!уи берилган, аммо бу функ-
X

ция шу оралицда чегараланган эмас.



8 -§ . Жуфт ва то^ функциялар

y =  f(x)  функция X  оралицда аницланган булиб, *rf-x£X учун
—  х £ Х  булсин. (Масалан, ( — 1; 1), [ —  3; 3] оралицлар айтилган 
хусусиятга эга булади.)

9 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар у - х £ Х  учу»

f (  — x ) = f ( x )
тенглик бажарилса, у ^олда f{x) жуфт функция деб аталади.

Масалан, í/ =  x2, i/ =  |x|, y =  cosx  функциялар жуфт функ
циялар булади, чунки ( — х) 2 =  х2, | — х \ =  \ х 1, cos ( — х) — cos х.

Жуфт функциянинг графиги ордината у^ига нисбатан симметрии 
жойлашган булади (77- чизма).

9 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар * ¿ x £ X  учун

— =

тенглик бажарилса, у ^олда /(х) то^ функция деб аталади.
Масалан, у — х3, у =  ъ\пх функциялар ток функциялар булади, 

чунки ( — х) 3 = — х3, sin ( —  х) =  —  s in * .
Tobj функциянинг графиги коодината бошига нисбатан симмет- 

рик жойлашган булади (78- чизма).
9 . 2 - э с л а т м а .  Функция ^ар доим жуфт ёки то^ булавермайди. М асалан, 

ушбу у =■ хг —  х, у  — sin  х — cos х  функциялар жуфт >;ам, тоц ^ам эмас.

9 -§ . Монотон функциялар

у — f(x) функция X  орали^да берилган булсин.
9 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар аргумент х  нинг X  ораликдан олинган их- 

тиёрий хх ва х8 кийматлари учун хх <  х2 булишидан / (Xj) <  / (х2) 
тенгсизлик келиб чи^са, ¡(х) функция X  оралицда усувчи деб ата
лади.

Масалан, / (х) =  2х +  1 функция X  =  ( — » ;  +  оо ) оралицда 
усувчи булади. ^а^и^атан ^ам, \fxv х2 £ Х  олинганда ^ам, хх < х 2 
булганда,

f  Ы  =  2хх +  1 , f  (х2) >  2 х2 -Ь 1

булиб,

f ( x ¿ — Я*1) =  (2*2 -Ь 1) —■ (2лга +  1) =  2 (х2 — х,) >  О
булади. Демак,

9 . 6 - т а ъ р и ф .  Агар аргумент х  нинг X  орали^дан олинган их- 
тиёрий Xj ва х2 ^ийматлари учун хх< х 2 булишидан f(x¡) > / ( х 2) 
тенгсизлик келиб чи^са, }(х) функция X  орали^да камаювчи деб 
аталади.

Масалан, f{x)  = — Зх +  1 функция X  =  ( — оо; -f- ) Да ка
маювчи булади. ^а^и^атан хам, V *i»  х2 £ Х  олинганда хам, х у <  х2 
булганда



булиб /(*i) =  —  3xt - f  1, /(*s) =  —  3x2 - f  1

/ (x^ — / (jc i) =  —  3*2 +  1 — ( — 3 * ! +  1) =  —  3(*a —  * i ) < 0
булади. Демак, хг <  x2= > f { x ]) >  Дх2)-

9 . 7 - т а ъ р и ф,  Усувчи ва камаювчи функциялар монотон функ- 
циялар деб аталади.

М и с о л .  /(х) =  х3 функция моногонликка текширилсин.
Е  ч и ш. Бу функции X  =  ( —  оо; -т -<») ораликда ашцланган. 

Б у  оралицдан ихтиёрий x lf х2 ну^таларни оламиз. Улар учун х1< д :2 
булсин. Сунг f(x2) —  f ( x L) айирмани ^араймиз:

/ (x2)—f  (JCj) =  х\ —  х* =  (х2 — х )  (x¡ +  х , ^  +  х§ =

=  {х2 Xi) 2 * —  х2х х -г х\-\- ~  х\ j =

=  (Jtj —  JCi) ( jef +  2  -дгя • Y + ( y )2 +  T * ‘ ) =

> 0 .

Демак, /(x2) — f 0 á ) >  О, яъни f(* i)  < / ( x 2). Шундай килиб 
x 1 <C.x2 булганда ¡(x^  <  f ( x2) б улар экан. Бу эса берилган функ- 
циянинг ( — оо; 4 - 00) да усувчи эканини билдиради.

1 0 -§ . Даврий функция

f(x)  функция X  да ашцланган булсин.
9 . 8 - т а ъ р и ф.  Агар шундай узгармас Т ( Т Ф  0) сон топилсаки, 

ихтиёрий х £ Х  да х —  Т £ Х >  х-\ -Т £ Х  булиб,

П х - Т ) - № )  =  П * + Т )  
булса, у ^олда f(x) даврий функция, Т  сони функциянинг даври 
дейилади.

Масалан, y =  s\nxt y — tgx  даврий функциялар булиб, у =  
=  sin л: функциянинг даври 2 тс га, y — íg x  функциянинг даври эса 
п  га тенг. Агар /(*) даврий функция булиб, Т ( Т Ф 0 )  сони унинг 
даври булса, у ^олда п Т  (п =  ±  1, ± 2 ,  . . .  ) лар ^ам шу функ
циянинг даври булади.

I I - §.  Мураккаб функция

у =  f(x) функция X  ораликда ани^лангаи булсин. Аргумент х  
нинг X  ораликдан олинган >*ар бир кийматида функциянинг мос 
цийматини топиб, бу функциянинг ^ийматларидап Y  тупламни ту- 
замиз.

Энди шу Y  тупламда уз навбатида u = F  (у) функция аникланган 
булсин. Натижада X  тупламдан олинган эед> бир х  сонга Y  туплам
да битта у сони (¿/=*/(*)) ва Y  тупламдан олинган бундай у сонга 
битта и сони [и =  F(y)) мос куйилади.



Демак, X  тупламдан олинган \ар бир х  сонга бнтта и сони мос 
цуйилади. Бу эса и ни х  узгарувчининг функцияси булишини билди- 
ради ва бундай белгиланади:

u =  F(y) =  F{f(x)).
Одатда бундай функция мураккаб функция деб аталади.

Масалан, ушбу 1) и =  У х г — 1; 2) и =  sin 2*; 3) tf =  cos2x 
функциялар мураккаб функциялар булади.

1) и — У х 2 — 1 функция и =  \/Гу, у =  у? — 1 функциялар ёрда- 
мида ^осил булган. у =  д:2 — 1 функция ( — оо ; А- 00 ) оралицда 
аншутанган: и = У у  эса [0; +  <») оралицда аницланган. Демак, 
и =  У х г —  1 функция х2 —  1 > 0  да, яъни х2 >  1 булган циймат- 
ларда аницланган булади.

2) и =  s in 2x функция и =  sin у, у — 2х функциялар ёрдамида 
з о̂сил булган. Бу функция ( —  оо; -Ь оо) да ани^ланган.

3) и =  cos2*  функция и — у~, у  =  cosx функциялар ёрдамида ^о- 
сил булган. Бу функция (— оо; -fo o ) да агоцланган.

12-§. Тескари функция
у = 7  (*) функция X  оралицда аницланган булиб, Y  эса шу функ- 

ция цийматларидан иборат туплам булсин: Y  =  { f(x) : х £ Х  |. У ту’п* 
ламдан бирор у0 сонни олайлик. Унда X  тупламда шундай лг0(^0€-^) 
сони топиладики, f{xQ) =  yQ булади. уп сонга х0 сонни мос цуямиз. 
Натижада Y  тупламдан олинган з̂ ар бир у га юцорида курсатилган- 
дек битта х  сон (x£ X ) мос цуйилиб, функция ^осил булади. Одат
да бундай функция, берилган y =  f(x) функцияга нисбатан тескари 
функция деб аталади ва х =  f~ 1 (у) каби белгиланади.

М и с о л .  y =  f(x)*= 2х +  1 функцияни X =  [0 ; 1] оралицда j â- 
райлик. Равшанки, бу функция ^ийматларидан иборат туплам У =
=  [ 1; 3] булади. К = [ 1 ; 3 ]  оралиада берилган х =  — 1) функ

ция царалаётган функцияга нисбатан тескари функция булади: х =

=  Г ‘ (</) =  I - ( í / - l ) .

9 . 3 - э с л а т м а .  Биз юцорида у =  f(x) функцияга нисбатан тес
кари булган х =  f~ l{y) функция тушунчаси билан танишдик. Бу 
тескари функциянинг аргумент« у булиб, х эса унииг функцияси- 
дир. Демак, тескари функциянинг графигини ясашда абсцисса уци 
сифатида Оу уцни, ордината у^и сифатида Ох уцни олиш керак бу
лади. Бу хол маълум ноцулайликлар турдиради. Шунинг учун тес
кари функцияни, масалан

у =  (f{x)
каби белгилащ ма^садга мувофицдир.

Юцоридаги мисолда у =  f(x) =  2х +  I функцияга тескари функ
ция у =  ф (л:) =  — {х —  I) булади. Бу функцияларнинг графиклари 

79- чизмада тасвирланган.



Берилган у — /(х) функциянинг графигига кура бу функцияга 
нисбатан тескари у =  <р(х) функциянинг графигини аницлаш цийин 
эмас. у =  Дх) функция графигини биринчи ва учинчи координата 
бурчаклари биссектрисасига нисбатан симметрик кучириш натижасида 
-хосил булган чизиц тескари функциянинг графиги булади (80-чизма).

13- §. Содда (элементар) функциялар

Математик анализда асосан аналитик усулда берилган функ
циялар билан шурулланилади. К,уйида содда функциялар деб ата- 
лувчи функцияларни келтирамиз. Бундай функциялар у^увчига урта 
мактаб математика курсидан маълумдир.

1. Ч и з и ^ л и  в а  к в а д р а т и к  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу

у =  ах Ь, у =  ах2 +  Ьх +  с

куринишдаги функциялар мос равишда чизщли ва квадратик функ
циялар деб аталади, бунда а, Ь с —  узгармас ^аци^ий сонлар.

у =  ахЛ-Ь  чизицли функция ( — оо; +  » )  да аницланган. Бу 
функция а >  0  да усувчи, а <  0  булганда камаювчи функция була
ди. Унинг графиги текисликда турри чизи^ни тасвирлайди. Шунинг 
учуй 5̂ ам у =  ах +  Ь функцияни чизщли функция деб аталади.

Масалан, у =  З х +  1, У =  2 — Зх функциялар чизи^ли функция- 
лардир. Уларнинг графиклари 8 1 - а чизмада тасвирланган.

у =  ах2 +  Ьх +  с  квадратик функция ( — <»; 4* «>) да ани^лан-
ган, Бу функция х > ----- — {а ф  0) тенгсизликни ^аноатлантирувчи

2а
ну^талар тупламида усувчи, х <  —  ~-{а ф  0) тенгсизликни ^аноат-

лантирувчи ну^талар тупламида камаювчи булади. Квадратик функ- 
циянииг (квадратик уч^аднинг) графиги текисликда параболани ифо- 
далайди. Параболанинг холати а коэффициентнинг ^амда дискрими
нант <2 =  —  4ас нинг ишораларига борлиц булади (81-6 чизма).

2. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

у = х “ ( х >  0)

куринишдаги функция даражали функция деб аталади.
Даражали функциянинг аницланиш со^аси а  сонга богли^ бу

лади. Даражали функциянинг графиги а > 0  булганда текисликнинг 
(0 ; 0  ) ва ( 1; 1) ну^таларидан утади. 82-чизмада у =  хл функция
нинг графиги тасвирланган.

3. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я .  Ушбу

у =  а ( а > 0 , а ф  1)

куринишдаги функция курсаткичли функция деб аталади.
Курсаткичли функция (— » ;  -Ь оо) оралицда ани^ланган. Бу 

функция 0  <  а <  1 булганда камаювчи, а >  1 булганда эса усувчи



функция булади. Курсаткичли функциянинг графиги текисликнинг 
Ох увидан ю^ори томонида жойлашган.

У\— 2*. У — ( " y )  функцияларнинг графиклари 83-чизмада тас-
вирланган.

4. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .  Ушбу

у =  logax  ( а > 0 , а ф \ )

куринишдаги функция логарифмик функция деб аталади. Логариф
мик функция (Ó; +  с») оралиеда ани^ланган. Бу функция О < а <  1 
булганда камаювчи, а >  I булганда эса усувчи булади. Логарифмик 
функциянинг графиги текисликда Оу уцининг унг томонида жойлаш
ган. у =  Iog2x ва у =  Iogi х  функцияларнинг графиклари 84-чизмада

2
тасвирланган.

5. Т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу

у =  sinх, у =  co sдг, у =  tgx, у =  ctgjc

функциялар тригонометрик функциялар деб аталади.
¿/ =  sinx, у =  cos х функциялар ( — <»; +  оо) орали^да ани^лан- 

ган. y =  smx то^ функция. Демак, унинг графиги координата бо- 
шига нисбатан симметрии булади (85-чизма). у =  c o s *  жуфт функ
ция. Унинг графиги Оу у^ига нисбатан симметрии булади (86 -чизма).
у  =  tgx  функция (— оо, +  оо) НИНГ х ф  ~ { 2 k  +  1) (k =  О, ± ! ,

/é
=F 2, . . . )  булган нуцталар тупламида ани^ланган. Бу функция 
учун t g ( — х) =  — tgx  булади. Демак, у — tgx  то^ функция. 
Унинг графиги 87-чизмада тасвирланган.

У =  C tg X ф уН К Ц И Я (— оо; 4 - оо) нинг х # £ я ( 6  =  0 , ± 1 ,  ± 2 ,
. . .) булган ну^талар тупламида ани^ланган. Равшанки, бу функция 
учун ctg ( —х) =  — ctg л: булади. Демак, у =  ctg л: функция то^ 
функция. Унинг графиги 8 8 - чизмада тасвирланган.

6 . Т е с н а р и  т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу
у ~  arc sin х, у =  arc cos х , у  = arc  tg лг, у  =  arc ctg х

функциялар тескари тригонометрик функциялар деб аталади.
у =  arc sin л; фуниция у =  s\nx функцияга нисбатан тескари функ

ция булиб, Х ~ [  — 1; 1] сегментда аишутангап. у =  arc sin л: функ
циянинг ^ийматларидан иборат туплам Y  =  J - ~ j  булади. Бу

функциянинг графиги 89-чизмада тасвирланган.
у =  arc cos л: функция y =  cosx функцияга нисбатан тескари 

функция булиб, Х =  [ —  1; 1] сегментда ани^ланган. у =  arc cos л: 
функциянинг цийматларидан иборат туплам Y  =  [0; я ] бу'лади. Бу 
функциянинг графиги 9 0 -чизмада келтирилган.

у =  arc tg x  функция у =  tg x  функцияга нисбатан тескари функ
ция булиб, Х = ( —  оо; + о о )  оралицда аншуганган. i/5= a r c t g x



функдиянинг ^ийматларидан иборат туп лам У — ^ б у л а -

ди. Бу функдиянинг графиги 91-чизмада берилган.
у =  агс х  функция у =  сХ%х функдияга нисбатан тескари 

функция б^либ, X =  ( — о с ; -¡- оо ) ораликда анщланган. у—агс с^лг 
функдиянинг цийматларидан иборат туплам У =  (0; л) булади. Бу 
функдиянинг графиги 92-чизмада тасвирланган.

X  Б О Б . НАТУРАЛ АРГУМ ЕНТЛИ ФУНКЦИЯ

1-§ . Сонлар кетма-кетлиги тушунчаси
Бия юкорида функция тушунчаси билан танишдик. Энди, хусу- 

сий ^олни, яъни ани^ланиш сохаси натурал сонлар туплами N бул- 
гин функнияларни караймиз.

Айтайлик, /' {х) функция X =  N  тупламда берилган булсин. Мо- 
домики, бу функциянинг аргумента натурал сон экан, унда / (х) 
дейиш урнига / (п) деб оламиз.

Бу функциянинг п =  1, 2, 3 , .  . . даги кийматларини
/ ( 1) =  х 1т / (2) =  * *  / (3) =  х3, ¡ (п )  =  хп, . . .

деб белгилайлик. Натижада / (п) функция цийматларидан ташкил топ
тан ушбу

Хц х2у х3, . . ., хп, . - .  (*)

туплам ^осил булади. Бу туплам сонлар кетма- кетлиги дебета л а ди. 
(*) сонлар кетма-кетлигини ташкил этган хи хг> х3, . . хП1 . . .  
сонлар (*) кетма- кетликнинг %адлари дейилади хп эса (*) кетма- кет
ликнинг П'^ади ёки умумий %ади дейилади. (*) сонлар кетма-кет
лигини {хп}  каби белгиланади.

Сонлар кетма-кетликларига мисоллар келгирамиз.

1) хп =  — булсин. Бу сонлар кетма-кетлиги

, 1 1  11, _ > о ’ ’ • » • • •2 3  п

буладн.
2) хп — пг булсин. Бу сонлар кетма-кетлигининг куршшши цуйи- 

дагича булади:
1, 4, 9, 16, . . п2, . . .

3) хп =  (—  1)л булсин. Бу сонлар кетма-кетлиги .\адлари орцали 
ушбу куринишда ёзилади:

- 1, 1, - I ,  ( - 1)“, . . .

Бирор {хп}: хи х2> х3, . . хп> . . .  кетма-кетлик берилган бул
син.

1 0 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай дзгармас М сон мавжуд бдлсаки, 
{ * „ }  кетма- кетликнинг %ар бир %ади шу сондан катта бдлмаса,



яъни хп < м  булса, бу кетма- кетлик юг\оридан чегараланган деб 
аталади.

Масалан, ушбу
О, — 1, — 2 , — 3, . . — л, . . .

кетма- кетлик ю^оридан чегараланган, чунки кетма- кетликнинг а̂р 
бир ^ади 0  дан катта эмас.

10 . 2- таъриф.  Агар шундай узгармас т сон мавжуд булсаки, 
{хп} кетма-кетликнинг щ р бир %ади игу сондан кичик булмасаУ 
яъни хп ^ т  б$лса, бу кетма-кетлик цуйидан чегараланган деб 
аталади.

Масалан, ушбу
,  ___

’ 2 ’ 4 *  8 *  ’ ’ *

кетма- кетлик ^уйидан чегараланган, чунки кетма- кетликнинг хар бир 
^ади О дан кичик эмас.

10.3-т а ъ р и ф.  Агар {хп} кетма-кетлик хам цуйидан, хам що- 
ридан чегараланган булса, у чегараланган деб аталади.

Масалан,

кетма-кетлик чегараланган кетма-кетликдир.

2 -§ . Сонлар кетма- кетликлари устида 
амаллар

Иккита кетма-кетлик берилган булсин:

* 1. *2 .............Хп, . . .  \ Уи у* . . . ,  уп, . .  .
Ушбу

*1 + У и  *2 +Í/2, * 3 + 0 3 »  ■ ■ ■ . +  Уп* 
кетма-кетлик {лг„} ва {//п} кетма-кетликлар йигиндиси деб аталади 
Ба {хп +  уп\ каби белгиланади.

Ушбу

* i — й» х2 — у2, xz — yz, . . . , хп — упУ . . .

кетма-кетлик {*„} ва \уп) кетма-'кетликлар айирмаси деб аталади 
ва {хп —  уп} каби белгиланади.

Ушбу

Xi-Ун х2-у2, х3-у3, . . . .  хп-уп, . . .

кетма-кетлик {*„} ва \у  ̂ кетма-кетликлар купайтмаси деб аталади 
ва \хп'Уп) каби белгиланади.



А ^ ........ . . .  (у„ФО, к = 1 , 2 , . . . )
У1  Уг Уз Уп

кетма-кетлик {хп} ва Щ  кетма-кетликлар булинмаси деб аталади

ва { —  1 каби белгиланади.
\Уп)

3 -§ . Сонлар кетма- кетлигининг лимити

Аввало ну^танинг атрофи тушунчаси билан танишамиз. Бирор а 
нуцта ( а —  ^аци^ий сон) >.амда мусбат е сони берилган булсин.

10 . 4 - т а ъ риф.  Берилган а нуцтани $з ичига олгая
(а —  е, а  +  е) =  { л : : а — е < л г < а  +  е}

интервал а ну^танинг атрофи (а нуцтаниннг е атрофи) деб аталади.
Ну^танинг атрофи сонлар уцида кесмани и{юдалайди, кесманинг 

четки ну^талари эса шу кесмага тегишли булмайди. Бу з^олни 93- 
чизмада четки ну^таларига стрелкалар ь̂ уйиш билан изо^ланган.

М и с о л л а р .  1. а =  0  нуцтанинг в =  атрофи цуйидаги интер

вал булади (9 4 -чизма):

2 . а =  1 ну^танинг е =  0,1 атрофи ушбу интервалдан иборатдир 
(95- чизма):

(О, 9, 1, 1) =  { х : 0 , 9 О < 1 , 1 } .
Шуни гало^ида таъкидлаймизки, битта а нуктанинг 'жуда куп 

атрофлари булади. Масалан, ушбу

( в - 1 ,  а + 1 ) ,  [ а - 1  в +  1 ) , ( а - } ,  а +  | ) ,  . . .

I---------■ 1 а -------, а  Н—
п п

интервалларнинг Од) бири а ну^ганинг атрофи булади (96- чизма).

3. Ушбу [х ] =
п

п +  1.
\_ 2_ 3̂ 
2 ’ 3 *  4

кетма-кетликни ^арайлик. а =  1 нуктанинг ^1 —  —, =

атрофи олинса, унда берилган кетма-кетликнинг 4 -в д и -

дан бошлаб кейинги барча ^адлари шу атрофга тегишли булади (97- 
чизма).

4. К^уйидаги



1, 2 , 3, . . . , п,

кетма- кетликни царайлик. а =  5  нуцтанинг (5 —  2, 5  +  2) =  (3, 7) 
атрофи (е =  2) олинса, унда кетма-кетликнинг 3  та дади ( 4 , 5 , 6 -  
дадлари) шу атрофга тегишли булади (98 -чизма).

5 . Ушбу

—j атрофига оерилган кетма-кетликнинг оаъзи дадлари (жуфт но-

мерли уринда турган дадлари) тегишли, баъзи дадлари (тоц номерли 
урин да турган дадлэри) тегишли булмайди (99- чизма).

сонлар кетма- кет лиги дамда а ну^та (а — да^иций сон) берилган 
булсин. Бу а ну^танинг (а —  е, а +  е) атрофини (е >  0) олайлик.

Io. {хп) кетма-кетликнинг бирор дадидан бошлаб кейинги барча 
хадлари (хусусан, кетма-кетликнинг барча хадлари) (а — е, а + е )  
атрофга тегишли булиши мумкин. Бундай дол цуйидагича дам айти- 
лади: шундай N натурал сон топиладики, п >  УУ булган барча нату- 
рал п сонлар учун хп£ ( а  —  е, а  +  е) бÿлaди.

2°. {хл} кетма-кетликнинг бирор хадидан бошлаб кейинги дад- 
ларининг баъзилари (а— е, а  +  е) атрофга тегишли, баъзилари эса 
тегишли булмаслиги мумкин.

3°. {*„} кетма-кетликнинг чекли сондаги дадларигина (а—е, а + е )  
атрофга тегишли булиши ёки кетма* кетликнинг бирорта дади шу 
атрофга тегишли булмаслиги мумкин.

10.5-таъриф.  Агар

кетма-кетликнинг бирор %адидан бошлаб кейинги барча \адлари а 
нуцтанинг ихтиёрий (а —  е, а Ч е) атрофига тегишли булса, унда 
а сон {jcJ кетма-кетликнинг лимиты деб аталади ва Нтхп =  а,

ёки l i m x n  =  a ,  ёки хп-+ а  каби белгиланади.
Бу холда {*„} кетма- кетлик а га интилади деб хам юритилади.
Айтайлик, бирор {лгп} кетма- кетлик берилган бÿлиб, унинг лимита 

а булсин: limxn ~ a .  Юцоридаги таърифга кура, берилган кетма- 
кетликнинг бирор дадидан бошлаб кейинги барча дадлари а нуцта- 
нинг ихтиёрий (а — е, а +  е) ( е > 0 )  атрофига тегишли булади. Бош- 
^ача айтганда, шундай натурал п0 сон топиладики, п >  п0 булган 
барча п натурал сонлар учун

Бирор {*„):



х„€(а — е, а +  е)
булади. Демак,

а — е < х я < а  +  е ( д > я в).

Кейинги тенгсизликдан эса
—  е < х п — я < е  ( 10 .1)

булиши келиб чи^ади. Бу (10.1) тенгсизлик эса ушбу
|*я - а | < в  ( 10 .2)

тенгсизликка эквивалент булади (ь^аралсин: IX боб, 2 -§ .).
Бу ^ол кетма-кетлик лимитами ^уйидагича таърифлаш имконини 

беради.
1 0 . 6 - т а ъ р и ф.  Агар ихтиёрий мусбат е > 0  сон олинганда%ам 

шундай п0 нашу рал сон топилсаки, л > л 0 булган барна п нашу- 
рал сонлар учун

\хп — а\<'Ъ

тенгсизлик бажарилса, а сон {хп}  кетма- кетликнинг лимита деб 
аталади ва юцоридагидек

П т хп =  а
П-* со

каби белгиланади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

, Н  1I, , . . . , . . .

кетма- кетликнинг лимита 0 га тенг булади. Шуни исботлаймиз. Их
тиёрий мусбат е сонни олиб, унга кура —| ни топамиз ва бундай

белгилаймиз: п0 =  +  1, у ^олда я > / г 0 буттган барча натурал п

сонлар учун

\х_ —  а I =

булади. Лимит таърифига кура

П т  — =  0
л -»и  й

булади.

*  [¿¿] белгилаш й сонининг ундан катта б^лмаган бутун цисмини ифода- 
лайди. М асалан, [ 3 , 5 1  =  3 . Равшанки, [й] < й .



2. Ушбу
1, - 1, 1, - 1, . .  .

кетма-кетлик лимитга эга эмас.
Бирор {<%„}: оь1? а 2> а3, . .  . ,  ап, . . .  сонлар кетма- кетлиги бе- 

рилган булсин.
10 . 7 - таъриф.  [ Агар { а п}  кетма-кетликнинг лимита нолга 

тенг, яъни
lim а„ =  О

Л'*»®
булса, у хрлда {а п}  чексиз кичик микдор деб отсиюди. Масалан,

х  =  — чексиз кичик микдор булади. 
п

Бирор {хп} кетма-кетлик берилган булсин.
10 . 1- т е о р е м а .  {хп} кетма-кетликнинг а лимитга эга булиши 

учун ап =  хп —  а чексиз кичик мщдср булиши зарур ва етарли.
Бу теореманинг исСоти юцорида келтирилган кетма* кетлик лимита 

^амда чексиз кичик микдор таърифларидан келиб чицади.
Демак, {ха} кетма-кетликнинг лимити а булса, унинг умумий 

хади хп ни хп =  а +  ап куринишда ёзиш мумкин, бунда а п чексиз 
кичик микдор. Аксинча, {*„ } кетма- кетликнинг умумий хади хп уз- 
гармас а сони билан чексиз кичик мшуюрнинг йириндисидан иборат, 
яъни

=  а - f  а яп 1 л
булса, у э^олда а сон { jc J  кетма-кетликнинг лимти булади.

. . , , - 1 2 3  п
М и с о л .  Ушбу . . ., — . . . кетма-кетликни цараи-

2 3 4 п~ 1
лик. Унинг умумий ^ади хп ==—~  ни куйидагича ёзиш мумкин:

_  п _  п - г  1 — 1 _  1 1 
” n-f- 1 Л-Г 1 n~t 1

Равшанки, ап =  —j—- чексиз кичик микдор. Демак, берилган кетма-

кетликнинг лимити 1 га тенг:

lim ——  =  1.
Л—»а Л “р 1

4 -§ . Чексиз кичик ^амда чексиз катта микдорлар 
орасидаги богланиш

Аввало чексиз кичик ми^дорлар хакида иккита лемма келтира- 
миз.

10 . 1- л е м м а .  Икки чексиз кичик мщдор йигиндиси яна чексиз 
кичик мицдор булади.



И с б о т .  {a rt}  ва {ßn}  чексиз кичик микдорлар булсин: Iim an= 0 ,  
l imßrt =  0. Таърифига кура, V « > 0  олинганда дам е/2 га кура 
шунда"' п0 натурал сон топиладики, п >  булган барча натурал 
п лар учун

l“J < f
булади. Шунингдек,

1Р.1<7
булади. Натижада ушбу тенгсизликка эга бу’ламиз:

K  + ß„l«K i + lß„l< 7  + f  = <*•
Бу эса

lim K - f  ßrt} =  0

булишини билдиради. Демак. {a„ +  ßn} — чексиз кичик миедор. Лем
ма исбот булди.

Ушбу лемма дам худди шунга ухшаш исботланади.
10 . 2 - л е мма .  Чегараланган кетма-кетлик билан чексиз кичик 

мщдор купайтмаси чексиз кичик ми*фэр булади.
Бирор {*„}:

хи хг, * 3, . . хп, . . .

кетма-кетлик берилган булсин.
1 0 . 8 - т а ъ р и ф.  Агар \ар цандай мусбат М соя олинганда %ам 

шундай натурал п0 сони топилсаки, бдлган. барча нату
рам п лар учун

I хп \ > М

тенгсизлик уринли булса, {*„} чексиз катта мщдор деб аталади. 

Масалан, {хл} =  {«}:

1, 2 , 3 , . . . , п, . . .
кетма- кетлик чексиз катта мицдор булади.

Чексиз катта мицдорнинг лимити чексиз деб олинади ва цуйида- 
гича белгиланади: l i m =  о о .

Энди чексиз кичик дамда чексиз катта микдорлар орасидаги бог- 
ланишни келтирамиз.

Агар {*:„} (хп Ф 0, п =  1 , 2 , . . . )  чексиз кичик мщдор бдлса,

|— j  чексиз катта мщдор булади.

Агар {*„} чексиз катта мщдор булса, |— J  чексиз кичик м щ 

дор булади.



5 -§ . Якинлашувчи кетма* кетликларнинг 
хоссалари

Бирор {хп} кетма- кетлик берилган булсин.
1 0 . 9* т аъриф.  Агар {хп}  кетма-кетлик чекли лимитга эга бул

са, у хрлда {*„} якинлашувчи кетма-кетлик деб аталади. Агар 
кетма-кетликнинг лимити чекли б§лмаса ёки кетма-кетлик ли- 
митга эга бдлмаса, уни узоцлашувчи кетма-кетлик. деб аталади. 

Масалан,
_1_ _2 _3 п
2 ’ 3 *  4 ’ ' ' я -{- 1* ’ ' ’ 

кетма- кетлик яцинлашувчи кетма- кетлик булади,

I, - I ,  I, - I ,  ■ •

1, 2 , 3 , .
кетма-кетликлар эса узоклашувчи кетма-кетликлар булади.

Энди якинлашувчи кетма-кетликларнинг цатор хоссаларини келти- 
рамиз. Бундай хоссаларнинг исботи кетма-кетликнинг лимити таъри- 
фига хамда ю^орида келтирилган леммалар ва теоремага (даралсин:
4, 5- § лар) асосланади. Шуни эътиборга олиб, бу хоссаларнинг баъзи- 
ларини исботлаймиз.

1°. Агар {хп) кетма-кетлик яцинлашувчи бума, у чегараланган 
бради.

2°. Агар {хп}  кетма-кетлик якинлашувчи булса, унинг лимити 
ягона булади.

Айтайлик, иккита {хп} ва {уп}  кетма- кетликлар берилган булсин. 
3°. Агар {*„} ва {г/л}  кетма-кетликларнинг %ар бири якинла- 

шувчи бС/либ,

хп ~  Уп (п== 2 . 3, . . .)

булса, у %олда
Птпхп = П т у п

бдлади.
4°. Агар {хп} ва {уп} кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, 

х п < У п  ( "  =  * -  2 * 3 ,  . . . )

б£/лса, у %олда
lim х„ <  lim ип J п

булади.
5°. Агар {*„} ва {t/n} кетма-кетликлар якинлашувчи бдлса> 

у хрлда {хп +  уп} кетма-кетлик %ам якинлашувчи булиб,

lim (xn +  y j  = l i m x n +  lim уп

булади.



5 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  {яя}  ва \уп}  кетма-кетликлар яцин- 
лашувчи булиб,

lim хп — а, lim Уп =  Ь

булсин. У  хрлда ЮЛ-теоремага кура

*» =  '> +  “ ». Уп =  ь +  $п 
булиб, <хп ва ß„ чексиз кичик ми^дорлар булади. Бу тенгликлардан 
топамиз:

х п +  Уп =  а +  ап +  Ь +  $п = ( а  +  Ь) +  ( ап +  ßn).

Чексиз кичик ми^дорлар ^а^идаги 10.1-леммага асосан а л +  Рл 
хам чексиз кичик мицдор булади. У  ни vrt ор^али белгилайлик:

Y„ =  “ „ +  ß„.
Натижада

*„ +  !/„ =  ( а +  b ) + Y „  

булади. Яна 10.1-теоремадан фойдаланиб, \хп +  уп\ кетма-кетлик 
лимитга эга булиши ва у а +  b га тенг булишини топамиз: 

lim  {хп +  i/J =  а +  b =  lim хп - f  lim уп.

5°-хосса исбот булди.
6 Э. Агар {xrt} ва {i/n} кетма-кетликлар ящхнлстувчи булса, 

у хрлда {хп —■ уп} кетма- кетлик %ам ящнлашувчи б$либ,

lim (*л —  y,) =  \imxn — limyn

булади.
7°. Агар {хп} ва {уп} кетма- кетликлар яцинлашувчи булса, у хрл- 

да {хп у ^  кетма-кетлик %ам яцинлашувчи булиб,

üm (хп Уп) =  Птхя-Птуп

бфлади.
8°. Агар {хп} ва {г/„} кетма-кетликлар яцинлашувчи ва\\тупФ

Ф 0  булса, у %олда 1— 1 (уп Ф 0 , п  =  1, 2, . . . )  кетма-кетлик %ам 
I  Уп)

якинлсииувчи булиб,
х„ _  П т  х п

Уп

М и с о л л  ар.

lim ü i  = -IHIis (Пгпг/Я ф  0)

2- * + ±  2  +  ±  

1 )  ц т  = И т  _ , =  l i m

Л-»» 3n2 - j-n -“ 1 П-».«, Зп2 п 1 л-»и„ , 1 | 1'Р “Г — О “р *1“ ”
п* и* п* п п*



П т  ( 2 + — ]  Н т 2 + Н т  —
П-»оо \ Я / Л-»» Я—»» Л

П т  ( з + ~  + 4 " )  П т З + Н т  — + Н т  -  3
Я -* ®  \  Я  Я  /  Я—» а  Я —»оо Л  п - 4  09 Л®

2) П т ^ ± ±  =  Пт У *  +  1)_ = П т  - + -  =  0 ;
«-*09 л —  1 « “►* ( | / л  —  | ) ( > / л + 1 )  П-*ео у П — 1

У п  ь У п*
1У п +  ‘

о) 11Ш .—  =  п т  “  =  оо.
Я -»09  1 + К ^ + 1 / я 3 л -» о о  J ___  ~К я

/ л *  У п 5

6 -§ . Л1онотон кетма- кетлик лимитининг мавжудлиги 
даднда теоремалар

Кетма-кетлик лимитининг мазжудлиги хадидаги масала мудим 
масалалардан бири. Бу масалани дал дилиб берувчи теоремалар мав- 
жуд. Бирок; улар математик анализникг нозик факгларига асосланиб 
исботланади.

Биз дуйида лимигнинг мавжудлиги дадидаги теоремаларни исбот- 
сиз келтириш билан кифояланамиз.

1 0 . 2 - т е о р е м а .  Агар {хп} кетма-кетлик дсувчи бдлиб, щори- 
дан чегараланган булса, кетма-кетлик чекли лимитга эга (яъни 
щинлашувчи) бдлади.

10 . 3 - т е оре ма .  Агар {*„ } кетма-кетлик камаювчи булиб, цуйи- 
дан чегараланган б$лса, кетма-кетлик чекли лимитга эга (яъни 
яцинлатувчи) бдлади.

Одатда юдорида келтирилгаи теоремаларни монотон кетма- кет- 
ликнинг лимити %а%идаги теоремалар деб юритилади. Бу теорема- 
лардан фойдаланиб, баъзи бир кетма-кетликларнинг лимитга эга бу- 
лишини курсатамиз.

7 -§ . е сони 

Ушбу кетма-кетликни дарайлик:

(1+1)Ч1+1)Ч1+1)3....
Унинг умумий хади

булади. Мадсад шу {хп}  кетма- кетликнинг чекли лимитга эга були- 
шини курсатишдан иборат. Бу кетма-кетлик билан бирга дуйидаги 
кетма-кетликни дам дараймиз:]



>+î Г- ММ'НУ....(1+Г ’-
Унинг умумий >̂ ади

И 1+Т ‘
булади. Бу кетма-кетликнинг уп, уп+1 ^адларини цуйидагича ёзиб 
оламиз:

_ л  , _ | _ \ п + 2 _______  ( п +  U " + a ______________

I л ) *л +  1 I л j  л -i- l ’
» _ / î _ L  1 \"+2_ / л +  14- 1\П+2 /п +  2 \П+2  

У*+1 I  Ян- I/ i  л + l  j  U - i - l j  ‘
/Л +  l \n + 2  П  f  Л +  1 \  r t + 2

У  у ц д а  -Ü&- =  L - ? J . > + ■■!_ =  1 ^ - 1
^n+i /л +  2yH-2 I Л + 2 I л -f- 1

I n -М/ \ n + l  /

=  /(« +  1 )  (n-!- 1) V»+g Л _  f  ( B +  l)g \ n + 2  В  ^
\ л (л -f 2) / л + I  ( л  (л +  2) / л -t-l

- ( ■

л (л  +  2 ) + ( * + 1)2 — п (п-Ь2) у » + 2  п

л (л +  2) / л +  1
_/ j , ла +  2л -h 1 — л2 — 2л\п+ 2 л __ i j , 1 \п-Ь2 п

\ п (л +  2) / л + 1  1 л (л -h 2) j  л + 1

булади. Демак,

=  ( l  + ----- i------\n+2. _ 2_ .
У«+1 \ п{п +  2)1 п +  1

Бернулли тенгсизлигидан* фойдаланиб топамиз:

( 1 + - ^ — Г 2 > ' + ( "  +  2) -V п (л +  2) I ^  ’ п
' = 1 + 1 .

(л +  2) л
Натижада

ж  =  (i +  _ _ ! — у+2._ г _  > / '!+  I V —i -  =  а ± 1 _ ! _  =  1
Ул4-1 V л (л +  2 ) ]  л + 1  V л / л + 1  л л + 1  

булади. Бу тенгсизликдан эса

Уп> Уп ± i ír t==1* 2 > •••> 

булиши келиб чи^ади. Демак, уп — 1̂ +  —J *+1 кетма-кетлик кама- 

ювчи кетма-кетлик экан.

* (I + a ) n >  1 л*сс тенгсизлик Бернулли тснгеизлиги деб аталади.



Равшанки, барча п лар (п =  1, 2, . .  . )  учун

«,„ =  ( i +  i )  > о .

Бу эса {уп} кетма-кетликнинг цуйидан чегараланганлигини билди- 

ради- п+1
Шундай цилиб, {уп} =  +  “ )  ]  кетма-кетлик камаювчи ва 

цуйидан чегараланган. Юцоридаги 10.3-теоремага кура бу кетма- 

кетлик чекли лимитга эга. У ^олда {хп} =   ̂1 -Ь —j j кетма- кет

лик \т  чекли лимитга эга булади. ^ аадатан  ^ам,

булиб, ундан эса

Хп ~  Уп' п +  1

булиши келиб чицади. Кейинги тенгликдан топамиз:

lim хп =  lim (*/„• ^ - J  =  Iim уп- lim =

=  lim уп -\ =  lim уп.

Модомики, {i/rt} кетма-кетлик чекли лимитга эга экан, унда {.*:„} 
кетма-кетлик ^ам чекли лимитга эга булади.

10 .10- т а ъ р и ф .  Ушбу

w-{(-+r
кетма-кетликнинг лимиты е сони деб аталади.

Демак,
lim (1  -Ь —)П =  е.
П-+СО \ Я /

е сони иррационал сон. Унииг циймати тацрибан 2,71 га тенг 
( е л ; 2,718281 . . . )  Асоси е булган логарифм натурал логарифм 
деб аталади.

X I  Б О Б . ФУНКЦИЯ ЛИМИТИ

1-§.  Функция лимити тушунчаси

Аввало ^авдий сонлар туплами X  нинг (орали^нинг) лимит 
ну^таси тушунчаси билан таиишамиз.

Бирор X  ^аци^ий сонлар туплами (орали^) ^амда а нуцта (а — 
ха^иций сон) берилган булсин.

11. 1 - т а ъ р и ф.  Агар а нуцтанинг ихтыёрий (а — е; а + е )  
(е >  0) атрофыда X тупламнынг чексиз куп нуцталары булса, а



нщта X  тупламнинг лимит нуктаси (ъуюцланиш, нуцтаси) деб 
аталади.

М и с о л л а р .  1 . X  =  (0 ; 1] тупламнинг з̂ ар бир нуктаси шу 
тупламнинг лимит нуктаси булади.

2 . X  =  (0 ; 1) тупламнинг хар бир нуктаси шу тупламнинг ли
мит нуктаси булади ва яна х =  0 , х — 1 нуцталар з̂ ам X  — (0 ; 1) 
тупламнинг лимит ну^талари булади.

3. X  =  { 1, 2 , 3, . . . }  туплам лимит ну^тага эга эмас.
X  бирор сонлар туплами булиб, а эса шу тупламнинг лимит 

нуцтаси булсин. У  з^олда X  туплам нуцталаридан а га ингилувчи 
{хл} кетма-кетлик з^осил цилиш мумкин. Бундай кетма-кетликлар 
жуда куп булади.

Масалан, X  =  [0; 1] булсин, Равшанки, а — 0 нуцта шу туплам
нинг лимит нуктасидир. X  =  [0 ; 1] туплам ну^таларидан ташкил 
топган цуйидаги кетма- кетликларнинг з̂ ар бирининг лимита а =  0  
булади:

 ̂ _  1 . 1 1 1 1 . г  1 лх . 1, , , . . . , , . . . , П т — 0 ,
fi 2  3 '  П п
1 i l l  I 1. 1

У" п«• ’ 4 ’ 9 ’ ■ "  ’ „»  Л1 ’
Z — 1 1 —  —  —  Г 1 _  А

’ У п '  ’ у Г  у Т  ’ Уп* “  * ’ 101 Уп ~  ’
1 1 1 1  1 . Т 1 л

п п + 2 '  3 ’ 4 ’ 5  ’ ’ f i - r  2* ’ 1 Ш л + 2

Айтайлик шу X  тупламда f(x) функция аникланган булсин. а 
нукта X  тупламнинг лимит нуктаси булганлиги учун X  туплам 
ну^таларида ташкил топган шундай

W

{уп)
x lt х2, . . . , хп, . . . (хп €  X , п =  1, 2 , . . . )  

У\> У2> ■ - • . Уп • ■ ■ (yn £ X t п =  1, 2, . . .)  
zlf г3> . . . , г„, . . . ( г „ £ Х ,  n =  1, 2 , . . . )

кетма-кетликлар борки, уларнинг з̂ ар бирининг лимита худди шу 
а га тенг булади:

iim хп — а, lim уп =  а, lim zn =  a, . .

/ (х) функциянинг х =  х =  уп, х =  2Л, . . .

(л — 1, 2 , 3, . . . )  нукталардаги ^ийматлари ушбу кетма-кетликлар- 
ни зсосил цилади:

{/(*„)}: ! (х{1  f ( x 2), . . .  , f (xn), . . .

i f{yn)Y /(¿/i). f{y2)> • • ■ . / W. ■ • ■
{/(*„)}: /(2 ,), /(22), . . . .  f{zn), . . .



Одатда { f {xn)} кетма-кетлик {*„} кетма-кетликка мос функция 
^ийматларидан иборат кетма-кетлик деб аталади.

Масалан, X =  (0; 1] тупламда y = f ( x )  =  х2+ \  функцияни царай- 
лик. ö =  0 иуцта шу X  тупламиинг лимит нуцтаси. Ю^оридаги а =  
=  0  га иитилувчи

кетма-кетликларга мос f ( x ) = x 2 +  1 функция ^ийматларидан таш- 
кил топган кетма-кетликлар цуйидагича булади:

(/ W >  =  { l + > } : H - i ,  i  +  i .  l  +  i .............. l + i , . . .

W - S  +  1 } - -  1 +  1 '  i  +  1 ’ i  +  l .........................¿  +

< д а = { 1 + ! } : i +  i . i  +  i . i + i ............. 1 + 1. . . .

(тЬ?+,' ^  + 1.....•••
11.2-т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг ну^таларидан тузилган, 

а га интилувчи %ар цандай {*„} кетма- кетлик олинганда %ам мос 
{ f {xn)} кетма-кетлик %ар доим ягона b га интилса, шу Ь сон 
f{x) функциянинг а нуцтадаги (ёки х-*-а  даги) лимити деб ата
лади еа уни

lim f(x) =  b
х~*а

каби белгиланади.

М и с о л л а р .  1. /(х) =  С — const функция ^ар доим лимитга 
эга булиб,

lim f(x) =  lim С =  С
х-*а  х -*а

булади. Бу функция лимити таърифидан бевосита келиб чицади.
2 . f(x) =  х2 +  х +  1 функцияни X  — [—  1: I] оралицда царайлик. 

Бу функциянинг 0 даги лимитини топамиз.
X  =  [— 1; 1J туплам нуцталаридан 0  га интилувчи ихтиёрий {х п}  

кеша- кетлик олайлик: хд-* -0 . Берилгаи функциянинг х =  хп даги 
цийматларидан иборат кетма-кетлик

{/(*„)> =  « +  * „ + ! > •  
булади. хп-+ 0  да f (xn) нинг лимитини топамиз:

lim f(xn) =  lim (.хI + x  +  1) =  lim xl +  lim  x  - f  lim 1 =  1.
x „  -»0 xn -*0  xn - » 0  xn -+0 xn -»О

Демак,
lim  f(x) =  lim(jc2 - f - x - f  1) =  1.
x-»0 x-»0



3. f(x) = (хФ  1) функция х - И  да лимитга эгами?
U — 1 1

Бу функцияии х-+- 1 да лимитга эгами ёки йуцлигини аницлаш 
учун 1 га интиладиган ушбу иккита кетма- кетликни оламиз:

Бунда

lim хп =  lim 1 + -  - 1,
л

1lim уп =  lim { 1 ------ j =  1.
П—»да \ П}

Берилган функциянинг цийматларидан иборат кетма-кетликлар 
^уйидагича

{/(*„)} =
1+ - U

п

1 1+  — — 1 1 
п

=  { ! } .

{ / а д }  =

булиб, бунда

1 - 1 - 1
п

1

л

I 1 - - - 1 I
п

1

п

=  { - 1}

lim /(*„) =  lim 1 = 1,
lim /(i/n) =  lim (— 1) =  — I.

Шундай ^илиб, 1 га интиладиган иккита {хл} ва {у^  кет.ма- 
кетлик олинганда берилган функциянинг цийматларидан иборат кет- 
ма-кетликлар битта сонга интилмайди (уларнинг лимитлари мос ра-
вишда 1 ва —  1 га тенг). Демак /(%) = дг—I функция 1 да

1* - 1 | 
лимитга эга эмас.

Функция лимигини цуйидагича хам таърифлаш мумкин.
11 . 3 - таъриф.  Агар %ар цандай мусбат в сон олинганда х,ам 

шундай 6 > 0  с о н  топилсаки, х узгарувчининг |х — а | < 6  тенг- 
сизликни цаноатлантируечи барча цийматларида

\f{x) — Ы < е
тенгсизлик бажарилса, b сон f{x) функциянинг а нущадаги (х->а 
даги) лимити деб аталади ва юцоридагидек,

lim f(x)  =  b
х-*а

каби белгиланадц.
х-+оо д а  ф у н к ц и я  л и ми т и .  f(x) функция (— » ;  +  оо) да 

ани^ланган булсин.



11. 4 - таъриф.  Агар V e > 0  сон олинганда %ам шундай 6 >• О 
сон топилсаки, [jc| >  6 тенгсизликни каноатлантирувчи барча х  
ларда

! / ( * )  —  Ь \ < е

тенгсизлик бажарилса, г/ хрлда b сон f(x)  функциянинг х  —>• со 
даги лимиты дейилади ва

lim f(x) =  b
х-**3

каби ёзилади.
Бир т о м о н л и  л и м и т л а р .  /(*) функция (о; с) да аницлан* 

ган булсин.
11 . 5-таъриф.  Агар V e > 0  олинганда %ам шундай 6 > 0  сон 

топилсаки, х нинг а <  х <  а +  6 тенгсизликни каноатлантирувчи 
барча цийматларида

\ f ( x ) - b \ < B
булса, у хрлда Ь сон f  (х) функциянинг х  =  а даги унг лимити 
дейилади ва

lim f(x) =  b ёки l im f (x) =  b
д:-*а+0 x-*a

x > a

каби белгиланади.
1 1 . 6 - т аъ риф.  Агар V e > 0  сон олинганда %ам шундай б > 0  

сон топилсаки, х нинг с — 6  <  х <  с тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи барча цийматларида

\f(x) — b \ < z
булса, у цолда b сон f(x) функциянинг х  — с даги чап лимити 
дейилади ва

\imf(x) =  b ёки lim / (*) =  &
х-*с—0 х-»е

х < с

каби белгиланади.
Функциянинг унг ва чап лимитларига унинг бир томонли ли- 

митлари дейилади.

2- §. Лимитга эга булган функцияларнинг хоссалари

Биз ю^орида функция лимитини сонлар кетма-кетлигинииг лими
ти ор^али таърифладик. Лимитга эга булган кетма-кетликлар (я^ин- 
лашувчи кетма-кетликлар) маълум хоссаларга эга эди (царалсин, 
X боб, 6 -§). Шунга ухшаш хоссалар лимитга эга булган функция- 
лар учун ^ам уринли булади. Уларни келтириш билан кифоялана- 
миз.

Бирор X  туплам берилган булиб, а ну^та шу тупламнинг лимит 
ну^таси булсин. Бу ту'пламда f{x)  функция ани^ланган булсин.

1°. Агар х-*-а  да f(x) функция чекли лимитга эга булса:
iim f{x) ~  b,
х-*а



у холда .V узгарувчининг а ну^танинг етарли кичик атрофида 
f  (х) функция чегараланган булади.

2°. Агар х~*~а да /(х) функция чекли лимитга эга булса, у яго- 
на булади.

X  тупламда f(x)  функция билан бирга g(x)  функция хам ани^- 
ланган булсии.

3°. Агар х~+ а да /(х) ва g(x) функциялар чекли лимитга эга 
б^лса, у холда / (х) ±  g  (х) функция ^ам чекли лимитга эга ва

lim [f (х) ± g (х)] =  Jim f{x) ±  lim g(x)
х~*а х -*а  х -*а

булади.
4°. Агар х~+ а  да f(x)  ва g(x)  функциялар чекли лимитга эга 

булса, у холда /(х) • g(x)  функция ^ам чекли лимитга эга булиб,
lim [/(х) ■ g (х)] =  lim f(x) - lim g(x)
х -*а  х -*а  х -ю

булади.
5°. Агар х —>■ а да /(х) ва g(x) функциялар чекли лимитга эга

булса, у ^олда (g (х) Ф  0) функция ^ам чекли лимитга эга бу- 
£  (х)

либ,
t(r\  [ i m f M

lim ~  -  (üm £ (x ) Ф  0)
x--*a g ( x )  lim g (x )  x->a 

x-*a

булади.
Юцоридаги 4°-хоссадан ^уйидаги натижа келиб чикади.
1 1 . 1 - н а т и ж а .  Агар х ^ - а  да f(x) функция чекли лимитга эга 

б£/лса, у хрлда k • / (х) функция (k — const) %ам лимитга эга бу
либ,

lim [k -/(x)I =  k- lim f{x)
x~*a x--*a

булади.

М и с о л л а р .  1 . lim —3x*~hx =  lim x(2x*~~3't;h  ]) =
x-*o  I x  x - * 0  I x

=  lim ~  (2x2 —  3x +  1) =  — (lim 2x3 —  lim 3x +  lim 1) — 
x-»0  7 7 x-*Q k-^0 x--»Q

=  — (2 lim Xa — 3 lim x +  1) =  - ( 2 0  —  3- 0  +  1) =  t -  
7 x-»o x~*o 7 7

2. Jim t T + i - l  =  „ms ä =
x-*o x  x-+o x ( } /  1 +  x +  1)

=  Um i / i + l - l l  =  lim =  lim >
x-*o x ( y  1 -f- x  -f- I)  x_»o x ( Y  1 -f- x -f- 1) x~*o > 1 +  x - f-  1 

lim  1
x~*Q_____________  1 _  _1_

lim  ( >/~ 1-f- дс- j - 1) 1 + 1  2  '
*-»o



1 . Ушбу

lim Ü £ i =  i 
Х-,0 X

муносабат уринлидир. Шуни исботлаймиз.

Аввало х  узгарувчининг 0 < х <  ~  тенгсизликларни цаноатлан- 

тирувчи цийматларида

sin x < x < t g  х ( П . 1)
тенгсизликларнинг бажарилишини курсатамиз.

Бунинг учун текисликда маркази (0; 0) нуцтада, радиуси R  га 
тенг булган доирани оламиз (^аралсин: 100-чизма). Бу чизмадан ку-
ринадики, д  ЛОВ нинг юзи =  ~  R2 sin х, АОВ секторнинг юзи

S2 =  — R2x, А АОС нинг юзи 5 3 =  R2 tg х  булади. Равшанки,
2 2

5 x< 5 2< 5 3.
Демак,

— R2 sin х < -^ - R2x <  — R2 tg х.
2 2 2

Бу тенгсизликларнинг ^амма томонларини R2 га булиб топа- 

миз:

sin x < x < t g  х.

х узгарувчининг 0 < я < — булишини эътиборга олиб, ( 11 . 1)
2

тенгсизликларнинг -чамма томонини sin х  га буламиз. Натижада

к  —  < -—
Sin X COS X

булади. Уни, аввало
. .  sin  X ^
! > ------ >  cos х

X

куринишда, сунг
л .  . sin д: ,
0 <  1 ---------- <  I — cos х

X

куринишда ёзиб оламиз. Агар

1 —  cos х =  2 sin2 — < 2  sin — <  2  • — = х
2 2 2

муносабатни эътиборга олсак, унда



„ -  , sin X -
0 <  1 --------- < xX

тенгсизликларга келамиз. Равшанки, бу тенгсизликдан
I sin  х  i [ i ,

----------1 < м
I х  I

б^лиши келиб чицади.
V  е >  0 сонни олиб, унга кура 6 >  0 сонни (уни олинган е ва

у  сонлардан кичик ^илиб) олинса, у холда \х — 0 | =  )%| <  6  бул- 

ганда
s in  х

булади. Бу эса

—  I < k i < eх

|. sin X , lim —  =  I
х-*0  X

булишини билднради.
2. Биз 10-боб, 7 -§  да натурал аргументли ушбу f(n) =  ^l -b^y*

функция п-+  оо да лимитга эга эканини курсатдик ва бу лимитни 
е деб атадик:

lim f(n ) =  lim í 1 +  —Y* =  e.
n_»oe \ nf

í l \*Курсатиш мумкинки, ихтиёрий аргументли ушбу f(x) — 1 Н—
V * /

функция %ам х -*■ оо да (л: -»-0  да) лимитга эга булади ва'бу лимит 
^ам худди е га тенг булади:

lim [\ +  —У  =  е, ( lim (1 4 - х)х =  еУ
Х->х> \ X }  \х-*0 }

sin ax sin ахах
\< _  « i-- . Sin ах .. ах а ахМ и с о л л а р .  1. h m ------ — h m --------------== h m — — —

х - > 0  sin  Ъх *.-»о sin bx x->Q b sin bx
bxbx bx

sin ax
lim -------

_ a »o ax __a 1 __ a_ l
b sin bx b I b y

lim  ---------
*-*.o bx

2. lim _ н ш  +  — l)* =  lim (l +  í±i=*±]\* =
\X— 1/ * —<» \ X— i )  V x — I /

=  lim ( 1  4— - - Y *  =  lim
X— I J  X->»



2 2 
л-1  х -1

=  \ i m í l 4— Ц )  * lim f  1 Ч— Ц ')  * lim { Н — —  ) =  е -е  =  еа.
ДЧ+оо \ X —  I / Х- K »  \ X —  1/ Х-»оэ V Л ----  1/

2 2 '

4-§. Чексиз кичик ва чексиз катта функциялар. 
Функцияларни солиштириш

Бирор ^а^и^ий сонлар туплами X  берилган булиб, а ну^та X  
тупламнинг лимит нуцтаси булсин. Бу тупламда а  (л:) ва ß(x) функ
циялар аницланган булсин.

П. 7 - т а ъ р и ф.  Агар х-*-а да а (х ) функциянинг лимити нолга 
тенг булса:

lim а  (х) =  О,
х~*а

у %олда а {х) функция х - > а  да чексиз кичик функция деб аталади.
Масалан, а(х) =  sin х, а(х) — х2 функцияларнинг ^ар бири х->0 

да чексиз кичик функциялар булади.
11 . 8 - таъриф.  Агар х -> -а  да ß(x) функциянинг лимити чек- 

сиз булса:
lim  ß (х) =  оо
х—*а

у %олда ß(x) функция х~>а да чексиз катта функция деб ama* 
лади.

Масалан, ß(x) =  — функция х - + 0  да чексиз катта функция бу

лади.
Чексиз кичик ва чексиз катта функциялар орасида борланиш 

бор.
Г .  Агар а(х) (а (х) ф  0) функция чексиз кичик булса, чек

сиз катта функция булади.
2°. Агар ß(x) функция чексиз катта б^лса, 4 —  чексиз кичик

Р (*)
функция булади.

¡(х) ва g(x)  фуькциялар X  тупламда берилган булиб, а нуцта 
X  тупламнинг лимит иуцтаси булсин.

11 . 9 - таъриф.  Агар f(x) ва g(x) функциялар учун шундай 
$згармас С ( С >  0) сон топилсаки, а нуцтанинг атрофидаги барча 
х лар учун

\f(x)\<C-\g(x)\



тенгсизлик бажарилса, у хрлда х-*-а да Дх) функция g(x) функ- 
цияга нисбатан чегараланган деб аталади ва

/(х) =  0 (g(x))
каби белгиланади.

Масалан, х -> -0  да xz =  0(x)  булади.
11.10-т а ъ р и ф .  Агар f(x) ва g (x) чексиз кичик функциялар

учун
f(x) =  a{x)-g(x)

булиб, бунда lim а  (х) =  0  бдлса, у %олда х-*-а да f{x) функция
х -*а

g(x) функцияга нисбатан юкрри тартибли чексиз кичик функция 
деб аталади ва

f{x) =  o{g{x))
каби белгиланади.

Масалан, х-*~ 0  да 1 — cos х  — о(х) булади.

X I I  Б О Б .  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г у з л у к с и з л и г и

1 -§ . Функция узлуксизлиги таърифлари
Функциянинг узлуксизлиги тушунчаси функция лимити тушун* 

часи орцали киритилади.
/(х) функция бирор X  тупламда бсрилган булиб, х0 (х0 £  X ) ну^- 

та шу т^пламнинг лимит ну^таси булсин.
12. 1 - т а ъ р и ф .  Агар х -» -х 0 да f (х) функция чекли лимитга 

эга бдлиб,
lim f ( x ) = f { x 0) ( 12 .1)

x-*xa\
бдлса, f ( x )  функция х0 нуцтада узлуксиз дейилади.

М и с о л л а р .  1. f(x) =  х2 +  5 х  +  6  функцияни царайлик. Рав- 
шанки, бу функция (— *», + о о )  да аницланган. Бу функция ихти- 
ёрий х0 (х0 £ (— оо, + » ) )  нуцтада узлуксиз булади. Да^и^атан ^ам,

I im f  (х) =  lim (х2 +  5 х  +  6) =  х\ +  5 х0 +  6
Х~*хл Х~*хл

булади ва агар х$ +  5 х 0 +  6  =  / (х0) булишини эътиборга олсак, 
у з^олда берилган функция учун

lim f(x)  =  /(х0)
Х-*Ха

эканлигини топамиз. Демак, f(x) — xs +  5 х  * f  б функция х0 ну^та- 
да (х0€ ( — оо, + о о )) узлуксиз.

Ю^оридаги (12.1) лимит муносабатни цуйидагича .хам ёзиш мум- 
кин:

lim [/(х)—-¡{х0)] — 0. ( 12 .2)
*~х0-»о

Айтайлик, царалаётган г/ =  / (х) функциянинг графиги 101-чизма- 
да тасвирланган эгри чизщ булсин.



х — Xq н и  Дл; билан белгилайлик: х  —  лг0 =  Ал:. У  .^олда х  =  х0 +  
+  Ах  булади. Одатда Ах аргумент х  нинг х0 ну^тадаги орттир- 
маси деб аталади. л: л0 да Дл: нолга интилади: Д л:-»-0. Равшанки

/ (*)— /(Ч) -  / (*о +  Д х) -  f (х0) ( 1 2.3)
булади. Ушбу

f(x0 +  Д x) — f( x0)

айирма y =  f(x)  функциянинг х0 ну^тадаги орттирмаси деб аталади 
ва А у ёки Д / (х0) каби белгиланади:

Д у =  &¡(x0) =  f ( x0 - f  Ах) — f(xQ). (12.4)
Натижада (12.2), (12.3) ва (12.4) муносабатлардан фойдаланиб,

lim f{x) =  f { xQ)

тенгликни цуйидагича ^ам ёзиш мумкинлигини ани^лаймиз: 

lim Ау =  lim Af(x)  — 0.
Д*-»0 Д*-*0

Бу эса y =  f(x) функциянш1г узлуксизлигига ^уйидагича хам таъ- 
риф бериш мумкинлигини курсатади.

12 . 2 - таъриф.  Агар аргумент орттирмаси А х нолга интил* 
ганда функция орттирмаси А у %ам нолга интилса, яъни

lim Д у =  0
Дх-»0

булса, у уолда f  (х) функция х0 нуцтада узлуксиз дейилади. 
М и с о л  л а р
1. f(x) =  C (С — узгармас сон) функцияни ^арайлик. Бу функция 

(— оо; - f 00) да ани^ланган. Аргумент л: га Дл: орттирма бериб, 
функциянинг мос орттирмасини топамиз:

Д / =  / ( * +  Дл:) —  1(х) =  с — с =  0 -
Унда

lim Д/ =  0
Ддг-*0

булади. Демак, f(x) =  C функция ¿ 6  (— +  °°) ну^тада узлуксиз 
булади.

2. /(x) =  sinA: функцияни царайлик. Бу функция (— оо; -¡-оо) да 
ани^ланган. Аргумент х га А х  орттирма бериб, функциянинг орт
тирмасини топамиз:

A f  — f( x  +  Ax) — / (лг) =  sin [х - f  Д л:) — sin х.
Маълумки,

• о n *  а — ß a + ßs in « — smß =  2 sm ------—c o s — —  .
2 2



Ах
2

булади. Бу тенгликда А д ;-» -0 да лимитга утамиз:

булади. Бу эса / (х) =  sin х  функциянинг я £ ( — оо, +  оо) ну^тада 
узлуксиз эканини билдиради.

12 . 3-таъриф.  Агар f (x) функция X т§пламнинг %ар бир нуц- 
тасида узлуксиз булса, у %олда /(*) функция X  тупламда узлук- 
сиз деб аталади.

Биз юцорида f(x) — х2 +  5 х +  6 , f { x ) = C ,  f  (х) =  sin х функция- 
ларнинг ихтиерий х ( х £ ( — оо, + «> )) нуцтада узлуксиз булишини 
к^рсатган эдик.

Бу функциялар (— оо, - fe o )  да узлуксиз булади.
Пировардида функция узлуксизлигининг яна битта таърифини 

келтирамиз.
12. 4 - т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  соя учун шундай 6 > 0  сон то- 

пилсаки, функция аргументи х нинг \х — х0\ <  6  тенгсизликни 
каношплантирувчи барча цийматларида

тенгсизлик бажарилса, f  (х) функция х0 нуцтада узлуксиз деб 
аталади.

муносабат бажарилмаса, у %олда f(x ) функция х0 нуцтада узи- 
лишга зга (узилади) деб аталади.

Энди (12.5) муносабатнинг бажарилмайдиган ^олларини аницлаш- 
тирамиз.

1) х - + х 0 да f(x)  функция чекли лимитга (уни Ь дейлик) эга 
булиб, бу лимит f (x„) га тенг эмас:

| /(*) — /(*„)( < е

2 -§ . Функциянинг узилиши

1 2 . 5 - т аъ риф.  Агар
l im f(x) =  f(x0) (12.5)

lim f  (х) =* b Ф f (х„).



Равшанкн, бу холда (12.5) муносабат бажарилмайди. Демак, f(x) 
функция х0 нуцтада узилади.

М и с о л .  Ушбу

t /х\ _  ix3, агар х Ф  0  булса,
' [ ] ,  агар л: =  0  булса

функциями царайлик. х-+  0  да функциянинг лимити 0  булади:
l im/(x)  =  0. Бирок, /(*) функциянинг лг =  0 ну^тадаги киймати 
*-*0
/(0) =  \ булганлигидан

lim ¡(х) =  0 ф ? ( 0 )
х-»0

булади. Кдалаётган /(*) функция х =  0  ну^тада узилади ( 102-чиз- 
ма).

2) Х-~*"Х0 да' f{x) функция лимити мавжуд эмас ёки у чексиз. 
Бу холда хам (12.5) муносабат бажарилмайди. Демак, f(x)  функция 
х0 нуцтада узилади.

М и с о л .  Ушбу

=  |т= гг» агар х ф  1 бУлса*
|0 , агар х =  1 булса

функциянн царайлнк. Бу функция х - +  1 да лимитга эга эмас. Бу 
Холда хам (12.5) муносабат бажарилмайди. Демак, f(x)  функция 
х0 =  ] нуцтада узилади (103-чизма).

3-§. Узлуксиз функциялар устида арифметик амаллар

fix) ва g(x)  функциялар X  тупламда берилган б^лсин.
1°. Агар f ( x )  ва g ( x )  функциялар х0 (х0^ Х )  нуцтада узлук

сиз булса, у %олда f  (х) ± g  (х) функция %ам шу хс нуцтада уз
луксиз булади.

2°. Агар f ( x )  ва g  (х) функциялар х0 (х0 £ Х )  нуцтада уз.гуксиз 
булса, у %олда f (х) • g  (х) функция $ам шу х0 нуцтада узлуксиз 
булади.

3°. Агар f ( x )  ва g ( x )  функциялар х0 (х0 £ Х )  нуцтада узлуксиз 
бдлса, у холда функция %ам шу ха нуцтада уз

луксиз булади.
Бу хоссалар содда исботланади. Биз улардан бирини, масалан, 

2 °- хоссанинг исботини келтирамиз.
2° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  Шартга кура f(x)  ва g(x) функция

лар нуцтада узлуксиз. Унда узлуксизлик таърифига асосан
lim Af(x0) =  lim [/ (х0 +  Д x) —  / (*0)] =  0,
Д*-»0 A*-»0

lim Д g (x 0) =  lim lg(;c0 -}-A x) —  g (x 0)] = 0  ( 12 .6 )
Дх-»0 Дх-»0

булади. Энди fix)-g(x)  функциянинг x0 ну^тадаги орттнрмаси



Д if (х0) ■ g  (*o)] =  U(xo +  A x) ■ g  (x0 -Ь Д x)} —  [f (xQ) ■ g  {x)\ 
ни олиб, уни цуйидагича ёзиб оламиз:

A [f (*о) • g  Ы  1 =  U fa  +  Д х) — f  (х0) ] g  (х0 +  Д х) +
+  [g (х0 Д х) —  g  (x0)J / (х0) =  Д / (х0) • g  (х0 +  Д х) +

+  A g ( x 0)-Í(x0). (*)

lim Д [/(х0) ■ g (х0)] =  lim l g (х0 -+ Д к) • Д f(xQ) +  f(x0)-Ag(x0)î ~
Д * -» 0  Д *-» 0

=  lim [g  (х0 +  Д х) • Д f  (*о)1 - f  Hm [f (х0) ■ Д g  (*0)1
Д * - * 0  & х-»0

булади. Юцоридаги (12.6) муносабатларни эътиборга олиб,
lim à [f {x a)-g{x0)] =  0

А х-» О

булишини топамиз. Бу эса f(x)-g(x)  функциянинг х0 ну^тада узлук- 
сиз булишини билдиради.

М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .  у =  у(х)  
функция X  тупламда берилган булиб, и — f  (у) функция эса Y  туп
ламда (К =  { ф ( * ) :х € Х } )  берилган булсин. Улар ёрдамида

и =  /(ф(*))
мураккаб функция ^осил ^илинган б^лсин.

Агар у — у  (х ) функция х0 нщтада узлуксиз, u =  f ( y )  функ
ция эса мос у0 (у0 — ф (х0)) нуцтада узлуксиз бдлса, у \олда и =
— f{ ф(*)) мураккаб функция х0 нуцтада узлуксиз бдлади.

Келтирилган хоссалар ёрдамида кулгина функцияларнинг узлук
сизлиги топилади. Масалан, f(x) =  х, g(x)  =  sin jc функцияларнинг 
(— оо, + о о ) орали^да узлуксиз булиши курсатилган эди. Юцорнда- 
ги I o— 3°-хоссаларга асосан у =  х  4- sinх, у — х — sin лг, y ^ x s i n x  
функциялар з̂ ам (— оо, +  оо) ораликда узлуксиз.

4 -§ . Элементар функцияларнинг узлуксизлиги

Мазкур курснинг 9 - боб, 13-§ ида элементар функцияларни rçapaô 
ÿTran эдик. Барча элементар функциялар ÿ3 ани^ланиш со^асида уз
луксиз булади.

Ушбу бобнинг 1-§  ида у =  sin лг функциянинг узлуксизлиги 
курсатилди. Энди у =  ах {аф[\  а > 0 )  функциянинг (— «>, - f  о о )  

ораликда узлуксиз булишини курсатамиз.
Маълумки, y^=f(x)==aK {аФ  1, а >  0 ) функция (— оо, - f  оо) 

ораликда ани^ланган. Шу орали^дан ихтиёрий х0(х0£ ( — » ,  -f-oo)) 
нуцтани олиб, унга Д х  орттирма берамиз. Натижада берилган функ
ция хам орттирма олади:

А / Ы  =  f(x0 +  Ax) - f  (х0) =  ах-+лх -  а’-.
Уни цуйидагича ёзиб оламиз:

Д / (д:0) =  aXa+ÁX — ах‘ =  ах° а4* — аХа =  ах* (aÄ* — 1).



Энди Д х —*■ 0  да бу орттирманинг лимитини ^исоблаймиз:

lim Д f (х0) =  lima** ( а х ~  1) =  ах* ■ l i m(,а х —  1) =  а*0*0 =  0 .
Дх->0 Д х -*0  Ддг-»0

Демак,
lim Д f(v 0) =  0.
Д * -* 0

Функция узлуксизлиги таърифига биноан, берилган у =  а* функция 
х0 нуцтада узлуксиз булади. К^рэлаётган Xq ну^та (— со, + о о )  ора- 
лиг^нинг ихтиёрий нуцтаси булганлигидан у =  ах функииянинг (— <», 
+  оо) да узлуксиз булишн келиб чицадк.

Боинга элементар функцияларнинг уз ани^ланиш сохасида у злу к* 
сиз булиши худди шу каби курсатилади.

5-§. Функция узлуксизлигидан фойдаланиб му^им лимитларни
^исоблаш

Айтайлик, y =  f(x) функция X  орали^да аки^ланган ва шу ора- 
лиеда узлуксиз булсин. Ихтиёрий хь £ Х  нуцтани олайлик. Узлук- 
сизлик таърифига асосан

lim  f { x ) ^ f ( x 0) 

булади. Равшанки, lim х =  х0. Демак,
х-*хв

lim f(x)  =  /(limx).  (12.7)
I - * X e x - * x ,

Бу муносабатдан функция лимитларини топишда фойдаланилади.
.  loSa 0  +  *) ,  ,  ,

М и с о л л а р .  I.  h m ----------------  (аФ 1, а > 0 ) лимит хисоблан-
х-*0 X

син.
Логарифмик функциянинг ани^лаш сохасида узлуксизлигидан ва 

(12.7) муносабатни эътиборга олиб топамиз:

, .  l°ga (1-  х) i -  1
hm ---------------- =* hm — Io g .(l - f * )  =  hm
*-► 0 X  X~>0 X  “  *-»Q

loga ( l  + x ) x j  = 
i i

=  log.f l i m(1 - f  x ) x ]  =  log_ e (Чунки lim (1 +  x) x =  e). 
L *~»o J  x*o

Демак,

T. io g ö (1 x)
l i m --------------------- log e.
x - Q  X a

Хусусан,
, .  1 n ( l - j-  x) , ,hm v -  ' = l n e =  l,
* - » 0  x



2 . l im — — -  (аф  1, а >  0) лимит хисоблансин.
*-*0 X

Бу лимитни ^исоблаш учун а* —  I =  t деб белгилаймиз. Равшан- 
ки, х-*- 0  да t-+  0  ва

ах —  \ =:t=> ах =  I +  loga (х =  loga {1 +  ¿) =>■

= ^ *lo g üa =  log0 (l +  0 = * *  =  logß(l +  0 -

Натижада ушбу тенгликка эга буламиз:

lim ** = lim ---- -------- lim
х-*о х  t~»о log-(1 -f- о /_*о log-0 + 0

Агар
t

1 1 1 .
J 1111 « у * I === ■ —  —■ in  CI
t->о 1°8а (1 +  0  ]jm ioga(1-i" ^  logfl e

t <-»o t
булишини ^исобга олсак, у ^олда

пх —  1
lim --------------  In а (а ф \ ,  а >  0)
Х~*0 х

эканлигини топамиз.
П 1 _ 1

3 . Ушбу lim -------- лимит топилсин.
х~+о х

Юцоридагига ухшаш муло^аза билан бу лимитни а  га тенг були
шини курсатиш мумкин:

(1 + * ) “ — ! 
lim ------------------ а.
x-fQ X

Одатда бу
logfl (1 +  х) (  1 п ( 1 + х )  Л  

lim — ----------- - -  \ogne lim —  —  — 1 •
X-*Q x  a x~*0 x  J

lim —— -  =  ln a  ( й ф [ ,  a > 0 ),
X-t0 X

(1 + x )a - 1
lim - —— ---------  =  а
X-+0 x

лимитлар ажойиб лимитлар дейилади.

6-§. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари
Узлуксиз функциялар 1\атор хоссаларга эга. К,уйида узлуксиз 

функцияларнинг хоссасини ифодаловчи иккита теоремани исбогсиз 
келтирамиз.

12. 1 - т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о - К о ш и  т е о р е м а с и ) .  Агар f{x)  
функция [а, Ь\ ёпщ  оралицда (сегментда) аницланган ва узлуксиз



булиб, сегментнинг четки нуцталарида турли ишорали циймат- 
ларга sea булса, у %олда шундай с (а <  с <  Ь) нщта топиладики, 
у нуцтада функция нолга айланади: f ( c )  =  0 .

Бу теорема содда геометрик маънога эга булиб, у узлуксиз функ
ция (узлуксиз эгри чизи )̂ Ох уцининг бир томонидан иккинчи то- 
монига у'тишда, уни албатта кесиб утишини ифодалайди (1 0 4 -чизма).

12. 2 - т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f ( x )  
функция [а, Ь] сегментда анщланган ва узлуксиз булса, у игу сег
ментда чегараланган булади.

7- §. Функциянинг текис узлуксизлиги

f(x) функция X  тупламда ани^ланган ва узлуксиз булснн.
12. 6 - т а ъ р н ф .  Агар у е > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон то- 

пилсаки, X  тупламнинг ¡лг,— <  6  тенгсизликни щноатланти- 
рувчи ихтиёрий jq ва л'а нуцталарида

\f{xd —  / W < 6
тенгсизлик бажарилса, f(x) функция X тупламда текис узлуксиз 
дейилади.

Бу таърифдан курииадики, агар f(x)  функция X  да текис узлук
сиз булса, у шу X да узлуксиз ^ам булади.

М и с о л л а р .  \. f(x)  =  Y x  фуикцияни х =  [\, 2 ] сегментда 
карайлик. Равшанки, бу функция х £ {\ ,  2) да узлуксиз, V e > 0  
сон учун 6 =  е деб олинса, \хх—  х2\ <  б тенгсизликни ^аноатлан- 
тирувчи ихтиёрий хи  ха€ П,  2 ] учун

( V  х г —  / *  2) {A i  +  y f x l )
I/ (Xi) —  /(х*)|

х1 ~ х г

V xí —  V x 2 —

^  1*1 — Х«|
<  “ = ------ —  <  \хх —  хг\ <  б =  е

V Х1 Г Т  * 2  у  * Х -Ь  V * 2  

булади. Демак, y * i .  x2 ÉIl ,  2] учун

к  — х2\ <  6 => | /(*,) —  /(*»)[ <  е.

Бу эса f(x) =  Y x  функциянинг [1, 2] да текис узлуксиз эка- 
нини билдиради.

2 . /(х) =  ~  функция X  =  (0 , I) интервалда узлуксиз, биро^ бу

функция шу (0 , 1) да текис узлуксиз эмас.
К у̂йида функциянинг текис узлуксизлигини таъминлайдиган тео- 

ремани исботсиз келтирамиз.
12. 3 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f{x) функция 

{а, Ь] сегментда анщланган ва узлуксиз булса, у шу сегментда 
текис узлуксиз булади.



X I I I  Б О Б .  ФУНКЦИЯНИНГ \ОСИЛАСИ ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

Функциянинг ^осиласи тушунчаси математик анализнинг асосий 
тушунчаларидан бири. Бу тушунча билан батафсил танишишдан аввал 
унга олпб келадиган битта масалани цараймиз.

1-§. Тезлик эодидаги масала
Моддий нуцта тугри чпзщ  буйлаб Я — / (¿) ^онун буйича хара- 

кат цилсин.
Масала моддий ну^танинг 10 пайтдаги тезлигини (оний тезлигини) 

топишдан иборат.
Моддий нуцтанинг /0 жкр давомида босиб утган йули /(¿0), 

+  А* (А / >  0) ва^т давомида босиб утган йули эса / (/0 +  А /) га 
тенг булади. Натижада ва^тнинг /0 пайтдан /0 А £ пайтга утишида 
моддий ну^та А 5  йулни босиб утади (105-чизма). Бу масофа

A S  =  f(t0 +  A t ) - f ( t 0)
га тенг. Демак, моддий ну^та АI  ва^г ичида А 5  йулни босиб ута
ди. Унда

А 5  _  /(¿р +  А О - т )

М  М

нисбат рртача тезликни ифодалайди. Уртача тезлик А/ га богли^ 
бу’либ, у цанчалик кичик булса,

Д З

М
уртача тезлик моддий ну^танинг ¿0 пайтдаги тезлигига шунчалик 
я^ин келади. Бошцача айтганда, А (  нолга интила борган сари

Д *

ми^дор биз излаётгаи моддий нуцтанинг t0 пайтдаги тезлигини тобо- 
ра аншфо^ ифодалай боради.

Табиийки, ушбу
Нп, * £  =  Нп,

д<-»о А * д/-»о Д I

лимит моддий нуцтанинг /0 пайтдаги тезлиги булади.
Шундай ^илиб, изланаётган оний тезликни топши 5 = /  (/) функ

ция орттирмаси АЭ ни аргумент орттирмаси А t га бдлган нис- 
батининг аргумент орттирмаси нолга интилгандаги лимитини 
%исоблашга келар экан. Умуман, жуда куп масалаларнинг ечими 
юцоридагига ухшаш нисбатнинг лимитини топиш билан ^ал ^илина- 
ди. Бундам нисбатнинг лимити косила тушунчасига олиб келади.

2-§. Функция ^осиласининг таърифи
у =  ¡(х) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, х0 £ (а, Ь) бул- 

син. Бу Ха нуцтага шундай А х  орттирма берайликки, х0 -т Ах£{а,  Ь) 
б^лсин ( А х ^ О ) .  У  ^олда ушбу



Д у =  Д/(х0) =  f(xQ +  Д х) —  /(х0)
орттирмага эга буламиз.

13. 1 - т а ъ р и ф.  Агар Д х - » - 0  да
¿ У  _  А /(*0) _  f  (х0 +  А * )  —  / ( * 0)
Д х  Д х  Д х

нисбатнинг лимити мавжуд ва чекли б$лса, бу лимит f(x) функ- 
циянинг х0 нуцтадаги %осиласи деб аталади. ва /' (х0), ёки у'х=Ха>

ёки ~  каби белгиланади: 
dx

Г  w  =  Hm ± т  =  lim U z d d L *± ^ I i xA. .
Дд;~>0 д  X Дх-+0 Д X

1-§ да келтирилган масалада S f(t) цонун буйича >;аракатлана- 
ётган моддий ну^танинг t9 пайтдаги оний тезлиги f(t) функциянинг 
t0 ну^тадаги ^осиласидан иборат б^лар экан.

13. 1 - э с л а т м а .  Агар Д х - > 0  да
_  Д f  (*о) _  / (х0 +  Д х) —  f  (х 0)

А х  А х  Д х

нинг лимити мавжуд б^либ, у +  оо (ёки — оо) булса, унн э̂ ам f(x)  
функциянинг х0 нуцтадаги ^осиласи деб аталади. Бундай ^осила чек- 
сиз ^осила дейилади.

М и с о л л а р .  1. y ^ f ( x )  =  C (С =  const) функциянинг хосиласи 
топилсин.

Аргумент х  га Д х  орттирма бериб, функциянинг орттирмасини 
топамиз:

Д * / = Д Д х )  =  Д х - Ь Д х ) - Д х )  =  С - С  =  0.
Сунг бу орттирмани аргумент орттирмаси Д х  га буламиз. Натижада

Д^ =  А 1 =  ü _  =  o
А х А х А х

булиб, ундан

lim —  == lim =  О 
Д х д*-+о Д х

булиши келиб чи^ади. Демак, у' =  О 
Шундай килиб,

у  =  С булса, у' =  0 булади.
2 . y =  f ( x ) — x  функциянинг ^осиласи топилсин.
Аргумент х  га Д х  орттирма бериб, функция орттирмасини топа

миз:
Ai/ =  A/ =  /(x +  A x )— / (х) =  (х +  Д х) —  х  =  Д х.

Сунг бу орттирмани аргумент орттирмаси Д х  га буламиз. Натижада 
А у я  Ь]  ̂ _  Ах _  J
Д х  Д х  Д х

булиб, ундан



lim —  =  1
Ах-* О А X

булиши келиб чицади. Демак, у' ~  1. Шундай ^илиб, 
у =  х  булса, у' =  1 булади.

3 , у =  —  (х ф  0) функциянинг ^осиласи топилсин.

Аргумент х га А х  орттирма бериб, функция орттирмасини топа* 
миз:

д _______ 1__________ 1 _  *  —  (х  +  А х ) — А л:

^  А х  х í ( í  +  A x )  х  (х  А х)

Бу А у  ни А х  га буламиз. Натижада 
—  А х

Д у __ лг(х +  Д х ) __________ А х  1 __ 1

А х  А х  х ( х - ) - Д х )  А х  х ( х - | -Д х )

Энди А х -»-0 да нисбатнинг лимитини топамиз: 
д х

lim =  lim (— -------Í------ ) =  —  - L  (х ф О ).
д*-»о А х  д*-»о  \ х ( х  +  Д х)!  х*

Демак,

Шундай ^илиб, у =  ~  б^лса, у' = ------^  булади.

4. í/ — sin л: функциянинг хосиласи топилсин.
Бу функция учун

А у а= sin {х -Н А х) — sin х

булади. Маълумки,
• о г, • а — & а +  Рsin а  —  sin В =* 2 s in -------  • cos —!— .

1 2 2

Бу формуладан фойдалансак, унда А у учун
а • / , а \ • п • л +  Дх — х х +  А х 4 -хAy =  sm(x +  Ах)  —  s in х ** 2 sin — -- ---------cos —1— 1—Á &

л • А х i , Ах— 2  sin —  • cos x 4--------
2 \ 2

булишини топамиз. У  з^олда

Ах [ Ах\ Ах
2 sin —— • cos х -Ь — sin —

A y  2  \ ' 2  2  л / . A x—z. =  •---------------------  — -  =  — г------- • cos x H--------
Ax Ax A i .  I 2



Бундан

Ay,
Д*-+0 А X Дх-*0

sin

А х
2

А х
cos (л:

.  Л хsin л 
= lim 2

Д*-+0 —  ■ lim cos (х  +
X Ах-*о V 2 У

6>'лиши келиб чицади. Агар 
А х, sinlim 2 . / .. sina .

дх_»о— :------ =  J чунки lim ----------  1А х  \ а-»о а

lim cos (х +  
д*-»о V

А х
2

cos А х
lim \x-\- 
д*-»о V 2

cosx

бу’лишини эътиборга олсак, у  ^олда

lim =  1 -cosx 
&х->0 А х

тенгликка эга буламиз. Демак, y ' — cosx. Шундай ^илиб, у  =  sinx  
булса, у’ =  cos х булади.

13. 3-э с л а т м а .  }^ар цандай узлуксиз функция ^ам ^осилага эга 
бу'лавермайди. Масалан, ушбу y =  f(x) =  \x\ функция х  =  0 ну^тада 
хосилага эга булмайди.

^а^ицатан хам, х  =  0 нуцтага А я оргтирма бериб, функциянинг 
орттирмасини топамиз:

А */ =  А / (0) =  / (О -Ь А х) —  / (0) =  [0 +  А х| —  |0| =  |А х|.
Ун да

Ал =  А f <Q> = lAi!
Ах Ах Ах

булади. Биро^ А х -»-0 да бу нисбатнинг лимити мавжуд эмас. Демак, 
y =  f{x) =  \x\ функция х =  0  ну^тада ^осилага эга эмас.

3- §. ^осиланинг геометрик маъноси

Айтайлик, f(x) функция (а, Ь) интервалда берилган ва узлуксиз 
булсин. Бу функциянинг графиги 106-чизмада курсатилган АВ эгри 
чизи^ни тасвирласин.

АВ чизиеда M0 (xQ, f { х0)) нуцта билан бирга ушбу
М ( * 0 +  А х, f(x0 4* Ах))



нуцтани олиб, улар орцалк М0М кесувчини утказамиз. Бу кесувчи- 
нинг Ох у^ининг мусбат йуналиши билан ташкил этган бурчакни <р 
билан белгилаймиз.

13. 2 - т а ъ р и ф .  М0М кесувчининг М нуцта ЛВ $гри чиэщ
буйлаб М0 га интилгандаги лимит уплати ЛВ эгри чизщца М0 
нуцтада утказилган уринма деб аталади.

Уринманинг Ох уцининг мусбат йуналиши билан ташкил этган 
бурчакни а  дейлик.

106-чизма ва таърифдан Д х -»-0  да М ну^та М0 га интилишини 
курамиз. Демак, А х - ^ 0  да булади.

Каралаетган /(х) функция х0 ну^тада f  (х0) ^осилага эга булсин. 
Таърифга кура

f  Ы  =  u m  =  l i m  А »  .
йх-*0 А х  АХ- * 0  А х

Д  M M qP  дан: 

tgcp =  t 

булади. Бу тенгликдан эса

tg ф =  tg Ф (д X) =  f -  =  +  =  1 ! * ± м = 1 ! г *
М0Р А х  А х

Ф  =  arctg П*.  +  Ь х ) - 1 М  
А х

булиши келиб чи^ади. Энди А х - > 0  да лимитга утиб топамиз: 

lim <р =  Um arctg J J i i + ± JÜ~J L 4  =
Ал:—»0 Д *-» 0  А X

— arctg fl im f(xo +  ^ x) ~ f ( xo) | _  arc ĝ у  
[дх-»о Ax  J

Демак, a  =  lim <p =  arctg / '(x0). Бундан эса
Дх-+0

f  Ы  =  t g c i
булиши келиб чицади.

Демак, f(x)  функциянинг х0 нуцтадаги /' (.v0) досиласи шу функ
ция графигига М 0 ну^тада Утказилган уринманинг бурчак коэффи- 
циентвдан ибораг экан.

У р и н м а  в а  н о р м а л н и н г  т е н г л а м а с и .  y*=f(x)  функция
нинг х0 ну^тадаги ^осиласи /'(-%) уринманинг бурчак коэффициента 
булади. Унда f(x) функция графигига М 0(*„, /(*о)) ну^тадан ^тка- 
зилган уринманинг тенгламаси

У =  Ы  +  Г № - ( х  — хи)
булади.

Куп лолларда эгри чизи^а M0(xt> /(*„)) ну^тасида утказилган 
нормалнинг тенгламасини ^ам билиш керак булади. Маълумки, эгри 
чизиеда М 0 (л:0, / (л:0)) ну^тада утказилган нормал шу ну^тадаги 
уринмага перпендикуляр булар эди. Демак, нормалнинг тенгламаси 
ушбу куринишда булади:

У =  Ы  — гг—-  ( х — дг0) (F М Ф  0).
I (*о)



4 - § .  Функциянннг узлуксиз булиши билан унинг ^осилага э г а  б у - 
лиши орасидаги богланиш

Айтайлик, у =  f(x) функция (а, Ь) да берилган булиб, * 0(;с0£ (а , Ь)) 
ну^тада f'(x0) чекли ^осилага эга булснн. Унда ^осила таърифига 
биноан

f ( x 0) =  lim булиб, lim  $2—  f  (х0)
дх-»оДх д*-+о Д*

=  О

булади. Ушбу —  f ( x Q) =  а  (А х) белгилаш ^иламиз. Бунда, рав- 

шанки, Д х ->  О да а (Д х ) -» -0  булиб,

А  ̂=  /'-( р̂)*АдгЧ- а(Д*)-Дл: (13.1)
булади.
Одатда, (13 .1) формула функция орттирмасининг формуласи дейи- 
лади. Бу формуладан \\т&у =  О булиши келиб чицади. Бу эса f(x)

Ддг-.0
функциянинг хп ну^тада узлуксиз булишини билдиради.

Шундай ^илиб, }(х) функция х0 нуцтада чекли /'(дг0) хосилага 
эга булса, функция шу нуцтада узлуксиз булади.

13. 4 - э с л а т м а .  Узлуксиз функциялар ^ам доим ^осилага эга булаве рмай- 
ди. Масалаи» f  (х) =  j x j  функция х =  0  нуцтада узлуксиз, бироц бу функция 
шу ну^тада ^осилага эга эмас.

5 - § .  Тескари функциянинг ^оснласи

у =  f(x) функция {а, Ь) да берилган булиб, унга тескари х  =  
=  ф (у) функция мавжуд булсин.

Агар у =  f  [х) функция х0(х0 £  (а, 6»  нуцтада /'(*п) %осилага 
эга булиб f'(x0) Ф  0 булса, у холда бу функцияга тескари бдлгая 
х  =  ф(у) функция Уа =  / (х0) нуцтада цосилага эга булади ва

Ф ( 1 3 .2 )

тенглик Уринли булади.
у0 нуцтага Ду орттирма берайлик. Унда х  =  ф (#) функция ^ам 

Ах орттирмага эга булади. Энди

—  {Ау фО=^ АхфО)
Д у Ду_

Ах

тенгликда Ду-+  0 да лимитга утиб (Ду 0 да Дх ^ам нолга инти- 
лади) топамиз;

Д х т. 1 1
l im  —  =  Jim
д ^ о  Ду д*-»о Ду_ ljrn ^L  

Ах Ах-*оДх

g — 2 6 7 8  И З



Агар

lim  -~ -=  ф 'Ы ,  lim ~~ =  f' Ы
Ау-*0 А у  Ак~*0 Д х

эканини эътиборга олсак, у  ^олда юцоридаги тенгликдан
1

ф '(*/о)

булиши келиб чи^ади. Шуни исботлаш керак эди.
М и с о л .  ^ — ^ r o s in *  ( — 1 < х < 1) функциянинг ^осиласи то- 

пилсин.
Равшанки, у =  агс sin х  функция х  =  sin у  функцияга нисбатан

тескари функциядир. (13 .2 ) формулага кура Ух =  ^ г  брлади:
ху

1 / 1  , 1  ,УХ= ~ Г = > У  ------------ = ^ '  = -------=></' =
Ху ( s in  у) co s  у

I , 1
О  У

У ' I — s in 2 у  У 1 — * 3

Демак, у =  arcsin х  булса, у'  =  ■ 1 булади.
У  I —  х»

6 -§ . М ураккаб функциянинг ^осиласи

у — ф(лг) функция X  туп лам да, u =  f{y) функция эса Y  (Y =я 
=  j у ( х ) : х £ Х  }) тупламда берилган булиб,

ы =  /( ф(*))

мураккаб функцияга эга булайлик.
Агар у =  ф(х) функция х0 нуцтада ср' (х0) цосилага эга бдлса, 

и =  f  (у) функция у0 ( У ( ,  =  ф ( х 0) )  нуцтада / '  (у0) цосилага эга булса, 
у  %олда и =  f{q> (л:)) мураккаб функция %ам х0 нуцтада уосилага 
эга б$лади ва ушбу

U (Ф ( * ) ) С * „  =  Г Ш  -ф'(*0) =  /'(ф ЗД*ф'Оо)

формула уринли булади.
х  га Ах орттирма берамиз. Унда у — ф (х) функция Аф орттир- 

мага, и =  f  (у) функция эса у з навбатида А и орттирмага эга булади. 
Функция орттирмаси формулзси (13.1) га кура

Д и  =  /' (i/o)' АФ +  « -  Д ф

булади. Бу  тенгликнинг ^ар икки томонини Ал: га буламиз:

^ = г ы . ^ . + а . ^ .
Д х  '  0/ Д х  Д х

Б у  тенгликда Ал: - >  0 да лимитга утиб топамиз:

Пш “  =  f(i/ )*lim  lim  а -  ^  =  Г Ы ‘ф'(*о)- 
Д.с-»0 Дх  Ддг̂ -0 Д х  Дх -+0 Д х



Шундай ^илиб,

I/ (ф Ш 'х=х =  Ш * о ) )  ■ Ф* W *

М и с о л .  и =  sin8x  функциянинг ^осиласи топилсин.
Агар и =  у3, у =  sin х  дейилса, унда (13 .2) формулага кура

ц' =  (í/3) '.( s in x ) ' =  3y2-cosx =s 3 - s i n 2x -c o s x .

7 - § .  Х,осила ^исоблашдаги содда цоидалар

f(x) ва g(x) функциялар (а, Ь) срали^да берилган булсин.

Io. Агар f(x) ва g{x) функциялар /' (х) ва g ' (х) хрсмаларга 
зга бдлса, у холда f ( x ) ± g { x )  функция ц ш  %осилага эга бдлибу

If [x )±g(x )} '=  f ' { x )± g '  (х)
булади.

2°. Агар f(x) ва g(x)  функциялар f*(x) ва g'(x) урсалаларга эга 
бдлса, у %олда f(x)-g{x) функция \ам хосилага эга бдлиб,

I/ (х) ■ g  (х)] ' =  / '(*)*  g  (х) +  / (х) • g ' (х)
бдлади.

3°. Агар /(х) ва g{x) №(х)Ф 0) функциялар /'(х) ва g ’(x) %оси-
fíx'íлаларга эга бдлса, у холда функция хам хосилага эга бдлиб,
£(•*)

Г В Д ] '  =  TO-g(*)-/(*)-£'(*)
L J en*)

бдлади.
Бу тасдицларни исботлаш ^ийин эмас. Улардан бирини, масалан, 

2°-тасди^нинг исботини келтирамиз.
2 ° - т а с д  и ц и и н г  и с б о т и .  х  аргументга Ах орттирма берамиз. 

Унда f(x), g (x ) ва / (x )-g (x ) функциялар ,\ам ушбу

Д /(х) =  /(х +  Д х) — /(х), Д ^ (х )  =  g ( x  +  Д х) —  g(x)t
Д [ / (х) ■ g  (х) ] =  / (х +  Д х) • g  (х +  Д х) —  / (х) g  (х)

орттирмаларга эга булади. /(х) ва g{x) функциялар f(x),  g'  (х) хоси- 
лаларга эга. Демак,

П * )  =  Н т ^ ,  g ' W  =  l i m ^ .
Дх-»0 Ах Ах~*0 Ах

12-бобнинг 3 -§  ида келтирилган (*) муносабат каби

A [ f ( x ) g ( x ) ] = A f ( x ) - g (x + A x ) - \ ~ A g ( x ) - f ( x )
булади. Бу тенгликнинг ^ар иккала томонини [Дх га булиб, сунгра 
Д х -» -0  да лимитга утамиз:

A [K *)g (*)l _  A/ (*)• # (*-*- Д * ) -Ь  A s(x)-f(x ) _



I i m  w > £ w i  _  . i m  \ m . g b + + f ( x ) .  * £ » i  =

Дл-»0 Ax Д*-»-0 L Ax Ax \

— g( x  +  A x )-f-  Iim /(x)-lim  M il*  =
Дх~*0 Ax Дх-» 0  Дх-* 0  Длгт*0 Ax

=  f'(x)-g(x)  + / (* )• £ '(* )■
Агар

lim  * M ! = f f ( l ) . j W ] '
д ? -» 0  Ax

эканини эътиборга олсак, унда ю^оридаги тенгликдан

if (x)-g(x)] , = f , {x)-g{x) +  f (x)-g , (x)
булиши келиб чи^ади.

Хусусан, g ( x ) = C —  const б^лса, у  ^олда

[С •/(*)!' =  П х )  ■ С +  f(x)-(CY =  / '(х) С +  f{x)-0 =  C - f  (х)
булади. Демак,

[С - [ ( х ) Г = С - Г ( х ) .

8 - § .  Элементар функцияларнинг ^осилалари

^уйида элементар функцияларнинг ^осилаларини >^соблаймиз.
1. Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я н и н  г  ^ о с и л а с и .  у =  х* ( х > 0 )  

функциянинг ^осиласини топиш учун х  аргументга Дх орттирма 
бериб, функция орттирмасини ^исоблаймиз:

д у = (х +  д  x f  -  /  ^  hy  =  г  ■ ^
х *

» w / х Ах \и ц и Г ! ,  , Ах \1* , 1

Энди бу Ду ни Дх га булиб, Дх‘-» -0  да лимитга утамиз:

д У * » [ ( '  +  т ) Ч  О +  т Г - 1
=  х р х-х-

Ах Ах Ах

=  — d ----------
Ах
х

( i +  —  ) u -  п
М- l  \ X }

Ах
X

Iim  — =  lim 
Дх-»о Ах

Дх->0



(чунки, lim ------ L  — n J. Демак, у' =  1 . Шундай ^илиб,
a -* 0  a  l .

у =  x* б$лса, у %олда у' =  ц-х булади.
2. К у р с а т к и ч  л  и ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с  и. у =  а ( а >  

> 0, а ф \ )  курсаткичли функциянинг ^осиласини топиш учун х  
а р г у м е н т  Ах орттирма бериб, функция орттирмасини ^исоблаймиз:

Д х + Д х  х  х Ах х  х / Ах 1чу — а ^  — а =  а -а — а =  а (а — 1).

Энди уни Ах га булиб, А х-» -0  да лимит га утамиз:

Ау _  ах (сЛ *—  i)
Ах Ах

lim ^  =  lim  а* Нш a^ ~ -- =  а-\па
Ах-»о Ах Ах-*о Ах д ^ о  Ах

(чунки Üm ------- — — I n a  V
\ a -»0 a  /

Демак, у = a x-\na. Шундай цилиб, у =  ах бдлса, у  =  дх - 1пд  
булади.

3.  Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .  у =  \о%ах{сО> 
>  0,  а ф 1 ,  х > 0 )  логарифмик функция аргументи х  га Ах орттир
ма бериб, функция орттирмасини топамиз:

ДУ =  lQge (х +  А х) —  loga х.
Бу орттирмани ^уйидагича ёзиш мумкин:

А у =  loga *  +  Ах =  loga (1 +  —
X \ X

Функция орттирмаси А у ни аргумент орттирмаси Ах га булиб, сунг- 
ра Ах->- 0 да лимитга утиб топамиз:

/ А х '

log- l 1 + T j  _ j _ . ,  r ^ ] =  ^ . j . . l o g /1 + ^ ) =
Ах Ах Лх  \ х  )  х  Ах

х

^ ( |+т ) 1 - Х 1 + т Г
X J

Ах

l i m  ^ - = П т  Г— J c g e ( J  +  — ) " * ]  = —  ü m  1 ^ ( 1  +
Дх- » 0  Ах Дх- * 0  I  X \ X 1 J  X Дх-»0

\_
Ах Ах

х+  ^ - ) х =  — log„ Г lim f l  4- — I * !  = —  log„e
X J  X |_Дх-+0

(чунки l i m( l  + a ) a =  e, каралсин, X  боб, 8- §).
a-»0



Демак, у' * *  - L  Io g .e . Шундай килиб,
*

У = 1  ogax  булса, у '=  y - lo g ee булади.

Хусусан,

у  =  In х булса, у' =  —— log. е =  —  булади.
X X

4. Т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р н и н г  з ^ о с и л а л а р и .  
Биз 2- § да у =  sin х  функциянинг ^осиласини топган эдик: у — sin х 
булса, у’ =  c o s x  булади. Худди уша йул билан у — соъх функция
нинг ^осиласи топилади: бу ^осила у' ~  (cosx)' = —  sin л: га тенг 
булади. Д емак,

у  =  cos х булса, у' =  —  sin х булади.
Энди у =  tg x  функциянинг ^осиласини ^исоблаймиз. Маълумки,

Демак,

, sin X
tg x  = — . 

cos х

, ,, ч/ / s in *У = ( t g x )  =  ------
\ cosx

Икки функция булинмасининг ^осиласи ^а^идаги ^оидадан фойда- 
ланамиз:

/sin  хУ  _  (s in x ) ' cos х — sin jc (c o s  x)’ _
\cos x j  eos2 *

eos x c o s  x  —  sin x-( — sin * )  cos2 x 4 -  sin2 x  1

eos2 x  eos2 x  eos4 *

Демак,

y =  tg x  булса, y' =  (tg x )' =  - i -  бдлади.
COS X

Худди шунга ухшаш,

У =  ctg х булса, у' — (ctg х )' = ------- — бйлиши к^рсатилади.
sin2*

9 -§ .  Тескари тригонометрии функцияларнинг ^осилалари

Биз 5 -§  да у  =  arc sin а: функциянинг ^осиласини топган эдик. 
Унда курдикки,

у =  arc sin х бйлса, у'  =  {arc sin xY — , *
У 1 —х3

булади.
Энди у — arc cos у =  arc tg х> у — arc ctg х  функцияларнинг 

^осилаларици ^исоблаймиз.



Равшанки, у =  arc cos х функция x  =  cos у функцияга нисбатан 

тескари функциядир. (13.2) формулага кура у'х — — •
хи

У  холда
1 fl 1 1у' — (a rc c o s x ) '=

(cos у)' — sin у  s in  у V  1 —  COS2 у
I

V 1 — X» ‘

Демак,

у =  arc cosx булса, у'  =  (arc cos х) ' =  —  - 1 —  бдлади.
У 1- ^ а

Энди у =  arc tg х  функцияни царайлик. Бу у =  arc tg  х  функция 
x — tgy  функцияга нисбатан тескари функция булади. (13 .2) форму
лага кура

/ / . 1 1 о cos* уу =  (a rc tg х) - — - - j - . c o >-» =  ¡ ^ 4  =

COSty
_  i _ _ L _

l +  tg ^  1- г * 3'
Демак,

у =  arc tg x  булса, у* =  (arc tg  x)' =  — -—  бдлади.1 ”

Худди шунга ухшаш,

У ~  arc ctg х б^лса, xf =  (arc ctg x)' =  —

булиши кдрсатилади.

10- § .  ^осилалар жадвали

Юцорида келтирилган элементар функцияларнинг хосилаларини 
жамлаб, дуйидаги ^осилалар жадвалини тузамиз:

1 ° у — С =  const булса, у ' =  (С)' =  0  булади.

2°. у =  х“(х >  0), у' =  (Xй)' =  их““ 1.
3°. у =  ах {а >  0, а ф  1), у'  =  (ах)' — ах In а

4°. у =  logüx (a > 0 ,  а ф  1), у1 =  (loga x)' «= —  loga e.

5°. г/ =  l n x ( x > 0 ) ,  =  (lnx)* =  — .
X

6°. у =  sin x , y f =  (sinx)' =  co sx .
7 ° . i/ =  cosx, i/' =  (cosx)' = — si nx.

8° . y  =  tg x , </ =  ( tg * ) ' =  ^  +  f a ) .



9 o. y =  c tg x , ¿/, =  (c tg x )11 = -------( х ф Ы ) .
sin2*

10° .  y e  are sin x, y ' =  (a r c s in x ) '=  .  1 ... ( —■ 1 < x <  1).
У l - x 1

11°. í/ =  arccosx, = (arccosx)' = —  ^  ^  (— 1 < x < 1 ).

12°. y =  a r c t g x ,  y' =  (arctg x)' =  — 1 .1 д:3
13°. y  =  are c tg x , */' =  (a rc c tg x ) ' =  — — Ц .1 -f-x4

1 1 - § .  Функциянинг дифференциалланувчилиги туш унчаси

У =  !(х) функция (а, Ь) интервалда аницланган булиб, х0^(а,Ь) 
булсин.

Бу функциянинг х0 ну^тадаги орттирмаси

A iг -= А/(х0) =  / {х0 -Ь А х) —  / (х0)

А х га богли^ булади. Масалан, у =  f(x) =  х3 +  х  +  1 функциянинг 
х0 =  1 нуцтадаги орттирмаси:

Aí/ =  А/(1) =  Д1 + Д х ) - Д \ )  =  1(1 + А х ) 3 +  (1 + А х ) +  1 ] -
— (13 +  1 +  1) =  1 +  З А х  +  ЗД х2 + Д х э + A x -f  2 — 3 =

— А х3 -{- ЗАх2 +  4Дх.

Умуман, функция орттирмаси А у билан аргумент орттирмаси Ах 
орасидаги борланиш етарли даражада мураккаб булиши мумкин.

1 3 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар y =  f(x) функциянинг х0 нуцтадаги орт• 
тирмаси Ау ни ушбу

Ау =  А ■ Ах +• аД х (13.3)

куринишда ифодалаш мумкин булса, у %олда y =  f(x ) функция х0 
нуцтада дифференциалланувчи деб аталади. Бунда А Ах га боглщ 
бдлмаган дзгармас, а эса Ах га боглиц ва у нолга интилади.

1 3 . 1 - т е о р е м а .  Агар г/ =  / (х) функция х0 нщтада чекли ['(х0) 
%осилага эга булса, у %олда бу функция х0 нуцтада дифферен- 
циаяланувчи булади.

И с б о т .  f(x) функция х0 ну^тада чекли / '(х0) ^осилага эга бул
син. косила таърифига биноаи

f'(xu) =  Н т — ■
Ах-fOAx

булади. Бундан

&У =  /' (х0)-А  х -Ь  а - А х

тенглик келиб чицади.
у =  /(х) функциянинг х0 нуцтадаги орттирмаси (13.3) куринишда 

ифодаланди. Демак, y =  f{x)  функция х0 ну^тада дифференциал
ланувчи.



13. 2 - т е  о р е м а .  Агар у =  f(x) функция х0 нуцтада дифферен- 
циалланувчи 6i]Acat у %олда бу функция х0 нуцтада чекли f  (х0) 
хосилага эга булади.

И с б о т .  /(х) функция х0 ну^тада дифференциалланувчи булсин. 
У  ^олда таърифга кура /(х) функциянинг х0 ну^тадаги Ау =  Д/(х0) 
орттирмасн учун

Ау =  А/(х0) =  А • Ах +  а  • Дх 

булади. Бу тенгликдан эса
Ду_=  А-Дх +  ct А * =  д  

Д* д*

булиши келиб чи^ади. Кейинги тенгликда Д х - * - 0  д а  лимитга утсак,
унда

lim —  =  Н т ( Д  +  а )  =  Пт  А 4* l i m a  =  А +  0  =  О
Дх-»0 Дх Ддг—►О Д х-*0 Д х-»0

булишини толамиз. Демак,

У' =  Г Ы  =  А-
Бу эса /(х) функциянинг х0 ну^тада чекли f'(x0) хосилага эга були
шини билдиради. Теорема исбот булди.

Шундай ^илиб, y =  f(x) функциянинг х0 ну femada дифферен
циалланувчи булиши учун унинг шу нуцтада чекли f  (х0) хосилага 
эга булиши зарур ва етарли экан.

Шунинг учун ^ам функциянинг ^осиласини топишни уни диф- 
ференциаллаш деб юритилади.

Юцоридаги теоремадан куринадики, агар y = f ( x )  функция х0 нук,- 
тада дифференциалланувчи бС/лса, унинг таърифидаги А узгармас 
f  (х0) га тенг булади:

Л =  /'(*„>■

12- §. Функциянинг дифференциали таърифи

y =  f(x) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, х0 нуцтада 
(х0 £  (а, 3)) дифференциалланувчи булсин. Унда функциянинг х0 ну^* 
тадаги орттирмасн

Д у  =  A f (х0) =  /' (х0) • Д х  +  а  • Д х  (13.4)

булади. Бунда Д х-^ -0 да / '(х0) -Д х  ва a -Дх ларнинг >*ар бири нол- 
га интилса-да, a -Дх ^ад /'(х0)-Д х  га Караганда тезро^ нолга инти- 
лади.

13. 4 - т а ъ р и ф .  Юцоридаги (13.4) тенгликдаги f  (х0)-Д х  %ад f  (x) 
функциянинг х0 нуцтадаги дифференциали дейилади ва dy ёки 
df(x^ каби белгиланади:

dy =  d[(xQ) =  f'(x0)'Ax =  y'-Ax.  (13.5)

Агар у — х  булганда dy =  х - А х  =  Ах, яъни dx =  Дх бу
лишини эътиборга олсак, унда функциянинг дифференциалини



йу =  у'йх ёки й{(х9) =  У(х0)-йх (13 .6)

деб ола оламиз.
у =  ! ( х )  функциянинг графиги 107-чизмада тасвирланган эгри 

чизи^ни ифодаласин.
3- § да функция хосиласининг геометрик маъноси АВ эгри чизи^- 

ца М0 ну^тада утказилган уринманинг бурчак коэффициентидан ибо- 
рат эканини курган эДик. Демак, /' (х0) = ^ а .  А МсСО дан топа- 
миз:

Агар М<р =  А х  эканини эътиборга олсак, унда ю^оридаги тенглик- 
дан

С й =  М $ Л £ а  =  * £ а - Д  х
булиши келиб чи^ади. Демак,

CZ) =  tg c t• A x := / ' (х)-Ах =  йу.
Бундан функция дифференииалининг ушбу геометрик маъноси келиб 
чи^ади: у =  / {х) функциянинг х0 нуцтадаги бу дифференциали функ
ция графигига ну^тада утказилган уринма орттирмасидан иборат 
б^лади.

М и с о л л а р .  Ушбуфункцияларнингдифференциаллари топилсин:
1) у =  х2 4 - 2х  +  1; 2) у =  ё* +  5ш2х.
Функциянинг дифференциали функция хосиласининг аргумент диф

ференциали га купайтмасидан иборат эканидан фойдаланиб, берилган 
функцияларнинг дифференциалларини топамиз.

О ¿У — У'йх =  (х2 +  2х  +  1) ' йх =  2 (х +  1) йх.
2) йу =  у'йх  =  (ех +  5т 2х)' =  (ех 4-  2 соз2х) йх.

1 3 -§ . Дифференциаллар жадвали

Энди 10- § да келтирилган хосилалар жадвалидан фойдаланиб, 
элементар функцияларнинг дифференциаллари жадвалини келтирамиз: 

1 ° .  у  =  С  —  с о п б { ,  йу —  0.

2°. у =  х 1*, £̂ / =  ц х 11-1 йх ( х > 0).

3°. у =  а , йу — а* 1п айх (а >  0 , а ф 1).

4°. у =  1оё0х, йу =  — 1оёаейх ( а >  0 , а Ф 1, х  >  0).
X

5°. у == 1пх, йу =  — йх (х >  0).
X

6°. у  =  Б Ш Х , йу =  соьхйх.
Т . у =  соэх, йу =  —  ь'тхйх.

8°. у =  йу =  — Х—~ йх (х Ф ■— +  6 л ).
соб2*  \ 2 /



9 е. у  =  ctgx, dy — ------dx {хфЬ, л).
sinax

10э. у ~  arcsinx, dy — —  1 dx (—  1 <  х <  1).
Y  i — х*

I I o. у =  arccosx, dy = ---------- -------dx(  —  l < x < l ) .
Y ¡  — x*

12°. y =  arctgx, =  — -—  dx.

13°. y  arcctgx, dy — -------- -—  dx.
i -f- x2

1 4 -§ . Функция дифференциалининг содда 
^оидалари

Энди дифференциаллашнинг содда цоидаларини келтирамиз. 
Айтайлик, f  (х) ва g  (х) функциялар (а, Ь) да берилган булиб, 

х  ( х £ ( а , 6)) нукргада дифференциаллаиувчи булсин. У  ^олда / (x ) ± g  (х),
/ (х)f  (*)• & (*) ^амда (я(х)=т^0) функциялар ^ам дифференциалла-
8 (х)

нувчи булиб,
а) d [/ (х) ±  g  (х)] =  df (х) ±  dg  (х);
б) d (f {x)'g  (х)] =  df (х) g  (х) 4 - f  (х) dg (х);

= f lM4 6 H - / . W j < W  ( g ( x ) # 0)
I f f W l  8 2 ( x ) *  ’

булади. Буларнинг бирортасини, масалан, а) ^олни исботлаймиз.
а) х о л н и н г  и с б о г и .  Ю^оридаги (13.6) формуладан фойдала- 

ниб топам из:

d I/ (х) ±  g  (х)] =  (/ (х) ±  g  (х)У dx •= [ f  (х) ±  g ‘ (х)] dx =

=  f  (х) dx ±  g '  (х) dx =  df (х) ±  dg  (х).

Демак,

d [f (х) ±  g  (х)] =  df (х) ±d g (х),
у =  <р (х), u =  f (у) булиб, улар ёрдамида и =  / (<р (х)) мураккаб 

функция тузилган булсин. Мураккаб функциянинг ^осиласини ^исоб- 
лаш ^оидасидан фойдаланиб топамиз:

du =  d [f (q> (х))1 =  [f  (ф (х))]' dx =

=  /' (ф ( * ) ) V  (х) dx =  /' (у)-y'dx =  f' (у) dy.
Д ем ак ,

d If (ф (x))J =  f  (ф (x)) ¿ф  =  /' (y) dy. (13.7)

(13 .6), (13.7) формулаларни солиштириб, к;уйидаги хулосага келамиз: 
Функция мураккаб булган ,%олда хам функция дифреренциали 

функция хосиласи f  (у) билан аргумент у — ф (х) нинг дифферен
циала dy купайтмасига тенг булар экан (бу ^олда dy эркли орт-



тирма булмасдан, балки у  х  узгарувчининг функцияси булади). 
( !3 .6 ) ,  (13 .7 ) формулаларнинг куриниши бир хил. Одатда буни диф
ференциал к$ринишининг инвариантлиги дейилади.

15- §. Ю^ори тартибли косила ва дифференциаллар

Биз ^осила тушунчаси билан танишганда ва элементар функ- 
цияларнинг ^осилаларини ^исоблаганда курдикки, функция хосила- 
сининг узи яна х  узгарувчининг функцияси булиши мумкин зкан. 
Д ем ак, функция ^осиласининг ^осиласн тушунчасини к;араш мум- 
кин. у — / (х) функция (а, Ь) да берилган булсин.

1 3 . 5 - т а ъ р и ф .  Функция хрсиласининг \осиласи шу функция- 
нинг иккинчи тартибли %осиласи деб аталади ва у" ёки /" (х) каби 
белгиланади:

у" =  (у'У, Г ( х )  =  (Г(х)У.
М асалан, у  =  э т х  функциянинг иккинчи тартибли ^осиласи 

у' =  (эт х )' =  ссйл:, у " =  (у'У =  (собх)' =  —  в т х .

( з т х ) "  =  — э т х

булади.
Функциянинг учинчи, туртинчи ва к. тартибдаги ^осилалари 

ю^оридагидек таърифланади:

=  (</")'. ■■■
Умуман, функциянинг п- тартибли ^осиласи (п — 1) - тартибли ^оси- 
ласининг ^осиласидир:

ут - («/‘"-‘У.
М н е  о л  л ар . Ушбу функцияларнинг иккинчи тартибли хосилалари 

топилсин: а) у ах2 4  Ьх 4 -  с; б) у =  25тх', в) у =  агс(§дг.

а) (/' =  (ах2 4  Ьх 4  с)’ =  2 ах 4  Ь,
У,/== (у'У — (2ая 4 ЬУ =  2а.

б) * '  =  (2*1̂ ' - 2, ‘п* - 1п2 -со8* ?

у" =  (у’у =  (1п2-28|“ -со5*У =  1п2-(25|гиг-со5л-)' =

=  1п2 1(25’ш:) ' -со&х 4  З5*11* -  (сое*)'] =  1п2 12*1пх-1 п 2 с 0 5 *-с 0 5 л ;4  

4- 251пх (—  ыпх)] =  1п2 -2*ш  (соьЬ-Ш — ьтх).

в) у’ =  (агс^х)' =

( 1 ) 4 1  4 * 2) —  1-(1 - Ь * 2) '

(1 +  х*)> 

р . ( 1  ц . хй ) _ 2 х  2х

( 1 4 * 2)а ~~ (1-4-**)* *



1 3 . 6 - т а ъ р и ф .  y =  f(x) функция дифференциалы dy нинг диф• 
ференциали берилган функциянинг иккинчи тартибли дифференциа
лы деб аталади ва d2y ёки d~f (х) каби белгыланады :

d2y ~  d ((dy) ёки d2f (х) =  d (df (х)).

Худди шунга ухшаш, функциянинг учинчи, туртиичи ва к. 
тартибли дифференциаллари таърифланади.

Умуман, функциянинг п- тартибли дифференциали унинг (п — 1)* 
тартибли дифференциалининг дифференциалидан иборатдир:

dny =  d (dn~'y), dn f ( x )  =  d (d"-1 f  (*)).

Маълумки, функциянинг дифференциали унинг >;осиласи орцали 
ушбу d y ^ y ' - d x  формула билан ифодаланар эди. Бунда dx аргумент 
х  нинг дифференциали булиб, у  А х  га тенг. Шу тенгликдан фойда- 
ланиб TonaN из:

dry =  d (dy) =  d (y'dx) =  dx-d (y1) =  dx-(y’)’ -dx =  t/'dx2.
Демак, функцыянинг иккинчи тартыблы дифференциали функ

циянинг иккинчи тартибли \осиласининг аргумент дифференциали 
квадратига купайтмасыга тенг.

М и с о л .  у =  s in 2х функциянинг иккинчи тартибли дифференциа
ли ^уйидагича булади:

dy =  y*dx =  2 cos 2xdx; d2y =  d (dy)=  — 4 s i n 2 xd x 2.

16- §. Дифференциал ^исобнинг асосий 
теоремалари

Дифференциал ^исобнинг асосий теоремаларини келтиришдан ав- 
вал баъзи бир тушунча ва тасди^ни эслатиб утамиз.

y — f ( x )  функция X  орали да берилган булсин. Агар X  оралицда 
шундай х0 нуцта (ички ну^та) топилсаки,

V  х  Ç X  (х Ф х0) учун / (х) <  f (х0) (/ (х) >  / (х0))

булса, у  ^олда / (х) функция X  орали^никг ички ну^таси х0 да узи- 
нинг энг катта (энг кичик) цийматига эришади деб аталади.

Агар f  (х) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булса, у  \олда 
функция шу сегмснтда дзининг энг катта (энг кичик)  цийматига 
эришади, яъни шундай cQ ну^та (с  ̂ нуцта) (а <  с0 <  b, а <  Cj. <  b) 
топиладыки,

V x Ç X  учун f ( x ) < f ( c , о) (/ (х) >  / (с,))

булади (бу узлуксиз функциянинг хоссасини ифодаловчи Вейерштрасс 
теоремасидир).

1 3 . 3 - т е о р е м а  (Ферма теоремаси). Агар f (х) функция X  
ораликнинг ички нущаси х0 да ÿзининг энг катта (энг кичик) 
цыйматыга эрышса %амда шу х0 нуцтада чеклы хрсылага эга булса, 
у холда функция %осила сининг х0 нуцтадагы цыймати нолга тенг 
бgлады:

Г  W - 0.



И с б о т .  / (*) функция х0 ну^тада узининг энг катта цийматига 
эришсин ва шу ну^тада чекли /' (х0) ^осилага эга булсин. Демак,

V x £ X  { х ф х 0) учун / ( х ) < / ( х 0).

х0 ну^тага шундай А х  орттирма берамизки, л:0 +  Д л : ^ Х  булсин. 
Юцоридаги айтилганга кура, хар доим

/ (*0 +  Д * ) < / ( * „ ) ,

бинобарин,

Ay — A f  (х0) = /  (x0 +  Ax) — f  ( *0) < О 
булади. У  холда:

а) А х  >  0 булганда

—  <  0 в а  lim  ^  <  О,
А х  д *_»о А х

б) А х  <  0 булганда

—  >  0  в а  l im  ^  >  О 
А х  д *-»о А х

булишини ани^лаш кийин эмас. Агар

эканлигини эътиборга олсак, /' (л:0) <  0, /' (лг0) >  0 булиб, ундан

Г  (Хо) =  0
булиши келиб чицади,

Худди шунга ухшаш, х0 нуцтада функция энг кичик цийматга 
эга  булганда хам /' (х0) — 0  булиши исботланади. Бу эса теоремани 
исботлайди.

Теорема содда геометрик маънога эга: у — / (х) функция графи- 
гига М0 (х0; }  (дг0)) нуцтада утказилган уринма Ох у^ига параллел 
булади (108-чизма).

1 3 . 4 - т е о р е м а  ( Р о л л ь  т е о р е м а с и ) .  */ =  / (л:) функция [а, Ь) 
сегментда берилган булсин. Агар

1) / (х) функция [а, Ь] да узлуксиз;
2) $ {х) ¡функция %еч б$лмаганда (а, Ь) интервалда чекли /' (х) 

уосилага эга;
3) [а, Ь] сегментнинг четки а ва Ь нуцтаяарида [  (а) =  / (6) 

бдлса, у хрлда а еа Ь нукталар орасида шундай с {а <  с <  Ь) ну$- 
та топиладики,

Г ( с )  =  О
булади.

И с б о т .  Шартга кура / (л:) функция \а, Ь] сегментда узлуксиз. 
У н да, юцорида айтилганига асосан функция [а, Ь] сегментда узининг 
эн г катта ва энг кичик ^ийматига эришади. Айтайлик, функциянинг 
энг катта циймати М, энг кичик к,иймати эса т булсин.

Агар т =  М  булса, у холда / (х) функция [а, Ь] сегментда уз-



гармас булади: f  (х) — const. Шунинг учун ихтиёрий х  ну^тада 
}' (х) =  0 булади.

Энди т Ф М, яъни т < М  булган холни царайлик.
Бу холда / (а) =  f  (<Ь) булганлиги сабабли функция узининг энг 

катта ва энг кичик ь^ийматларининг хеч б^лмаганда бирини а ва b 
ну^талар орасидаги бирор с ( а <  Ь) нуцтада цабул ^илади. Ш у 
нуцтада Ферма теоремасига кура

Г ( с )  =  О

булади. Теорема исбот б^лди.
1 3 . 5 - т е о р е м а  ( Л а г р а н ж  т е о р е м а с и ) .  y =  f { x ) функция 

[а, Ь] сегментда берилган булсин. Агар
1) f (х) функция [а, b] да узлуксиз,
2) f  (х) функция %еч булмаганда (а, Ь) интервалда чекли /' (я) 

уосилага эга б$лса, у цолда а ва b нуцталар орасида шундай 
с (а <  с <  Ь) нуцта топиладики,

J .VL r W  =  г  (с)
Ь — а

булади.
И с б о т .  Теоремани исботлаш ма^садида ушбу

F  ( x ) = f { x ) — f  ( a ) - f lbl ~ i{a) (1 3 .8 )
о  —  а

ёрдамчи функциями киритамиз. Бу  ёрдамчи функция:
1) [а, Ь] сегментда аницланган ва узлуксиз. Чунки (13.8) тенг- 

ликнинг унг томонидаги з̂ ар бир ^ад \а, Ь] сегментда узлуксиз, F  (х) 
эса бундай узлуксиз функциялар йириндисидан (айирмасидан) иборат- 
дир;

2) F ' (х) ^осилага эга ва у

F  (х) =  /' (х)------H b ) ~ f  {а)- (1 3 .9 )
Ь —  а

га тенг;

3) F ( a ) = f { a ) - f  ( а ) - ! (-ь)~ Па) ( а - а ) = 0,
b ■“  а

F  (b) =  f  (b ) - f  (а) (6 —  а) =  / (6) —  / (а) -
Ь — а

- [ f { b ) - f  (а)] « О

ва, демак,

F (a )  =  F(b) .
Демак, F  (х) функция [а, Ь] да Ролль теоремасининг барча ш артла- 
рини цаноатлантирар экан. Унда Ролль теоремасига к^ра а ва b ора
сида шундай с (а <  с <  Ь) ну^та топиладики,

F  (с) =  О

булади. Юцоридаги (13.9) тенгликни эътиборга олиб,



Г  (с) =  /' ( с ) - Ш л 1 Ж  =  о 
Ь — а

булишини топамиз. Кейинги тенгликдан эса

.Ш - И г *  =  г  (с)
Ь — а

булиши келиб чицади. Теорема исбот булди.
Бу теорема содда геометрик маънога эга. У =  ? (х) функциянинг 

графиги 109-чизмада тасвирланган эгри чизи^ни ифодаласин. АВ эгри 
чизикда шундай М  нуцта (унинг координаталари (с, / (с)) булади) 
мавжудки, бу нуктадаги уринманинг бурчак коэффициента /' (с) га,

АВ  кесувчининг бурчак коэффициента ^  га тенг, яъни6 — а
уринма билан кесувчи параллел булади.

X I V  Б О Б .  ДИФФЕРЕНЦИАЛ *ИСОБНИНГ ТАТБИКЛАРИ

Ушбу бобда функциянинг хосилаларидаи фойдаланиб унинг узга- 
риш характерини баён этамиз.

1 -§ . Функциянинг усувчи ва камаювчи 
булиши

1 4 . 1 - т е о р е м а .  Агар / (х) функция (а, Ь) да анщланган ва чек- 
ли /' (х) %осилага эга бдлиб, У х £ ( я ,  Ь) учун.

Г ( х ) >  О
б$лса, у %олда / (х) функция (а\ Ь) да усувчи булади.

14. 2-т е о р е м а .  Агар / (х) функция (а, Ь) да аницланган вачек- 
ли /' (х) уосилага эга булиб, V  х £  {а, Ь) учун

Г  { х ) < 0
б£/лса, у %олда / (х) функция (а; Ь) да камаювчи булади.

Бу келтирилган теоремалар бир хил муло^аза юритилиши билан 
исботланади. Шунинг учун уларнинг бирини исботлаш билан чегара- 
ланамиз.

1 4 . 1 - т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  Шартга кура / (х) функция 
(а, Ь) да чекли /' (х) ^осилага эга ва /' (х) > 0. (а, Ь) орали^да их- 
тиёрий х1 ва х2 (х1 <  х2) нуцталарни олайлик. Унда [хх, х2] с :  (а, Ь) 
булиб, [хц х2] да / (х) функция Лагранж теоремасининг барча шарт- 
ларини цаноатлантиради. Лагранж теоремасига мувофик;, х1 ва ха 
нуцталар орасида шундай с (х1 <  с <  х2) ну^та топиладики,

/ (*в) ! (*1) _  ^ ^
Хг Х1

яъни

/ (**) —  / (хд =  /' (с) ■ (х2 —  хг)



булади. Агар хг <  х2 ва /' (с) >  0  булишини эътиборга олсак, унда 
кейинги тенгликдан

/(**) — о
булишини топамиз. Демак, / (* i)  <  [  (x¿). Шундай цилиб

xx< x ^ f  { X i X f  (Xj)

булади. Бу  эса f  (х) функиияиинг {а, Ь) да $’сувчи эканини билди- 
ради. Теорема исбот булди.

1 4 . 1 - н а т и ж а .  / (л) функция (а , Ь) да чекли /' (х) х1остага эга 
булсин. У  %олда

/' (х) >  0 ва f  (х)'<  О

тенгсизликларни ечиб, берилган функциянинг усувчи %амда кама- 
ювчи бдладиган оралицлари топилади.

2Х
Масалан, у ш б у / (х ) =  --------  функцияни царайлнк. Бу функция-1 -f*

иинг ^осиласи

2 ( 1 4 -  * 8) —  2х-2х 2 (1 —  х*)'■«-(НУ- (1+д* ) *  <!+*■)•

1 * >0  тенге*

2 < ! - * * )

булади. Энди — — —  > 0  тенгсизликни ечамиз: 
J  <1+ * 2Р

<1 +  * 2)а
0= ^ ] —  х2 > 0 ^ ( 1  —  х) (1 +  х ) > 0=

1—  х > 0, í l — х < 0, ( х < 1, [ х > 1,

11 +JC 
х <  1,

I + x > 0  83 l l + x < 0 e M * > —  1 М | х < — 1

К * < 1.

Демак, берилган / (х) функция I—  1, +  1 ] оралицда 5'сувчи булади. 
Равшанки,

2 { l ~ x2) <  0=> 1 —  .г2 <  0= *  “  ~  **(1 -Í- дг*)» U x <  +  co.

Демак, берилган f  (х) функция (— — I]  ва [1 ; +  оо) оралиц- 
ларда камаювчи булади.

2 - § . Функциянинг экстремумлари

Айтайлик, / (х) функция (а, Ь) да берилган булиб, х0 € (а , Ь) бул
син.

1 4 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар х0 нуцтанинг шундай (х0— 6, х0 +  6) с :  
с : ( а ,  ¿» )(й >  0) атрсфи топилсаки> V  *€(*<>— 6, хс +  6) учун

f  (*) <  / W

тенгсизлик $ринли булса, у %олда / (х) функция х0 нуцтада макси
мумы еришади дейилади. Бунда х0 н у щ а  функцияга максимум



циймат берадиган ну^та, f  (лг0) эса функциянинг максимум кий- 
мати дейилади. . .

Функциянинг максимум циймати ^уйидагича белгиланади:

f { x Q) =  шах {/ (* )} .
X

1 4 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар х0 нущанинг шундай (х0 —  б, x0 - f  6) с г  
с  (а, b) (6 >  0) атрофи топилссиси> v  х  £  (х0 —  б, х0 4-  6) учун

/(*)>/(*о)
тенгсизлик дринли бдлса, у хрлда f(x) функция х0 ну^тада мини- 
мумга эришади дейилади. Бунда х0 фупкцияга минимум г\иймат 
берадиган нукта, f ( x 0) эса функциянинг минимум циймати дейи- 
лада.

Функциянинг минимум киймати ^уйидагича белгиланади: 

f(x o) =  m in {f(x)\.
X

Функциянинг максимум ва минимум цинматлари умумий ном би* 
лан унинг экстремум цийматлари деб аталади.

Юкорида келтирилган таърифлардан куринадики, функциянинг 
максимум ва минимум ^ийматлари, унинг (х0 —  6, х04- 6) даги энг 
катта ва энг кичик ^ийматлари булади.

М н с о л .  / (х) =  х- функцияни ^арайлик. Бу функция х  =  0  нуц- 
тада минимумга эришади. Ха^и^атан хам, х  =  0 ну^танинг (0 —  б,
О -f- 6) =  (— б, б) (б >  0) атрофидаги барча х  нукталар учун

f  (х) ;>  / (0), яъни х2 > 0  
булади: Y x £ ( ~ b ,  6) ^  f  (х) > /  (0)

3 -§ .  Функция экстремумининг зарурий шарти

/ (х) функция (а; Ь) да берилган булсин. Бу функция: 1) х0 (х0 £ 
€ (а ;  Ь)) нуцтада максимумга (минимумга) эришсин; 2) х9 нуьцпада 
чекли f' (х0) хосилага эга булсин. У  %олда

Г  (*о) =  0
булади.

Шуни исботлаймиз. Биринчидаи, f  (х) функция х0 ну^тада мак- 
симумга (минимумга) эришганлиги сабаблн шу х0 нуцтанинг (х0 — б, 
Xq 4- б) агрофидаги барча х  ну^таляр учун

/ (x ) < , f  (х0) (f (х) >  / (х0))

булади. Демак, / (х) функция (х0 —  б, х0 -f- 6) да узининг энг катта 
(энг кичик) циймати f  (х0) га эришади.

Иккинчи томондан, f  (х) функция х0 нуцтада чекли /' (х0) ^оси- 
лага эга. Унда Ферма теоремасига кура /' (х0) =  0  булади.

Бироьу функциянинг ^осиласи нолга тенг булган ну^тада берил- 
гап функция хар доим ^ам экстремумга эришдвермайди. Масалан, 
f  (х) =  х3 функциянинг ^осиласи /' (х) =  Зх2 б^либ, у х  =  0 ну^тада 
нолга тенг: /' (0) =  3 - 0  =  0 . Лекин бу функция х  =  0  нуцтада экс
тремумга эришмайди (чунки /' (х) =  Зх2 ¿ 0  булиб, у  усувчидир).



Шундай ^илиб, функция даиласининг нолга айланиши функция 
экстремумга эришишининг зарурий шарти экан.

Одатда функция ^осиласини нолга айлантнрадиган ну^та функ- 
циянинг' стационар нущаси  дейилади.

1 4 .2 - э с  л  я т м а . Функцня ^осилага эгл булмаган ну^тада >;ам экстремумга 
эта булишИ мумхин. Масалан, / (х) =  |х| функция . < = 0  ну^тада ^осилага эга 
эмас. Бирок;, бу функцня х  =  0  нуцтада минимумга эришади.

/ (х) функция (а, Ъ) да берилган б^либ, у  шу оралицда /' (дг) :\о- 
силага эга булсин ва х0£(а, Ь) нуцтада экстремумга эришсин. Функ- 
циянинг графигига (лг0, / (х0)) да утказилган уринма Ох у^ига па- 
раллел булади ( 110- чизма).

4 - § .  Функция экстремумининг етарли шартлари

/ (х) функция (а; Ь) да берилган ва узлукснз булсин. Бу  функция 
шу оралицда /' (л:) хосилага эга б$'либ, х0 (х0 £ (й, Ь)) нуцтада нолга 
айлаисин: /' (х0) =  0.

Масала / (х) функция х0 нуцтада экстремумга эришадими ёки 
йукми> агар экстремумга эришса, у дг0 нуцтада максимумга эриша
дими ёки минимумга эришадими, шуни аницлашдан иборат. Б у  маса- 
лани ^ал цилиш учун аввало х0 нуцтанинг (х0— 6, хь +  6) атрофини 
олайлик, ((д:0 —  б, х0 +  6) с ( д ,  Ь)).

1) у * £ ( * о  —  б, х0) учун /' (х) >  0  булсин. Бу %олда 14.2* тео- 
ремага кура берилган функция (х0— 6, х0) да усувчи булади:

/ ( х ) < / ( х 0) ( V х £ { х 0 — Ъ, х0)). (14.1)

2) V *€(*<>• Ч  +  б) учун У ( х ) < 0  булсин. Бу %олда Н.З-теоре- 
мага кура берилган функция (х0, х0 +  &) да камаювчи булади:

И * о ) > М * )  6 (^о. х0 -тЬ)). (14 .2)
(14.1) ва (14:2)  муносабатлардан у х £ ( х 0—- 6, дг0 -Ь 6) учун

/ ( * ) < / (*о)
булишини топамиз. Демак, / (а:) функция х  =  х0 ну^тада максимумга 
эришади ( 111- чизма).

Энди 1) У * € ( * о —  б, дг,,) учун /' ( х ) < 0  булсин. Бу %олда 14.3- 
теоремага кура берилган функция (х0 —  6, х0) да камаювчи булади:

/ (х) > /  (х0) ( У * 6 (х0 — 6, х $ .  (1 4 .3 )

2) У х £ ( х 0, х0 -Ь 6) учун /' (х) >  0  булсин. Бу уолда 1 4 . 2 -т ео  
ремага кура берилган функция (х0, х0 4- 6) да усувчи булади:

! ( х 0Х ? ( х )  ( У х £ ( х 0, х0 +  6)). (14.4)

(14.3) ва ( !4 .4 )  муносабатлардан У х £ ( х 0 —  6, х04 - 6 )  учун
/ (х) >  / (х0)

булишини топамиз. Демак, / (х) функция х =  х0 ну^тада минимумга 
эришади ( 112- чизма).

Шундай цилиб, функция экстремумини аниклаш учун ^уйидаги 
цоидага (биринчи цоидага) келамиз:



1) берилган (х) функциянинг хосиласи У (х) ни топиб,

У (х) =  О
тенгламани ечамиз. Айтайлик, бу тенгламанинг ечимларидан бири х0 
булсин;

2) бу х0 ну^танинг (л'0 —  6, х0 4  б) (б >  0) атрофини оламиз;
3) агар

У * е ( х 0 — 6. хо) УЧУН /' ( * ) > 0 ;
У  X е  (х0, х0 4  6) учун у {х) <  0

булса, яъни у  (х) хосила х0 ну^тани утишда уз ишорасини «4 # дан 
* — » га узгартирса, у ^олда / (х) функция х0 нуцтада максимумга 
эришади. Функциянинг максимум ^иймати / (х0) булади;

4) агар
У * € (х 0 — 6, х0) учун у  (х) < О,
V *  € (х0, х0 4  6) учун у  (х) >  О

булса, яъни (х) ^осила х0 нуцтани утишда уз ишорасини «— » дан 
« 4 » га узгартирса, у  ^олда / (х) функция х0 ну^тада минимумга 
эришади. Функциянинг минимум циймати / (х0) булади;

5) агар
Ъ х £ ( х 0 —  6, х0) учун у  (х)> 0,

V  ■*£(*(,. *о +  б) учун У  (х) > 0  (14.5)
ёки

¥  X е  (х0 — 6, х0) учун У (х) <  О,

У  х £  (А-в, Хв 4  б) учун у  (х) <  0  (14.6)

булса, яъни У (х) хосила х0 нуцтани утишда у з ишорасини ^згартир- 
маса, унда / (х) функция х0 нуцтада экстремумга эришмайди.

М и с о л .  !  {х) =  2х®—  9х2 4  12х — 2 функциянинг экстремумлари 
топилсин.

Аввало берилган функциянинг досиласини хисоблаймиз:

У (х) =  {2 х* —  9 х 24 1 2  х  —  2) ' =  6х2 — 18x 412=6  (х2 —  3 x 4 2 ) .  

Сунгра

У (х) =  0, яъни 6 (ха •— 3 х  4  2) =  О

тенгламани ечамиз:

6 (х3 —  3 x 4 2 )  — 0 = э -х 2 —  3 x 4 2  =  0 = *-х1=  I ,  х̂  =  2.
Д ем ак, х х=  1, х  =  2 нуцталар берилган функциянинг стационар ну^- 
талари булади.

Энди функция хосиласини цуйидагича ёзиб оламиз:

У (х) =  6 х2 —  18 х  +  12 =  6 (х —  1) (х — 2).

х — 1, х  =  2 стационар ну^таларнинг атрофларини олиб, унда функ
ция ^осиласи у  (х) нинг ишорасини текширамиз.

х =  1 ну^танинг (1 —  б, 1 4  б) |о< б <  атрофини олайлик.



Унда V * U — 1) учун f'(x) =  6 ( x — \)(x—  2 ) > 0 б у л а д и ,  чунки 
бундай x  нуцталар учун х —  1< 0, х  —  2 < 0  булади.

У л : £ ( 1,1 + 6) учун ¡'(х) =  6  ( х — 1)(х  —  2 )<0  булади, чунки 
бундай х  ну^талар учун х —  1 > 0, х  —  2 < 0  булади.

Шундай цилнб, /' [х) ^осила хг =  1 ну^тани утишда уз шпора- 
снни « + »  дан «— » га узгартиради. Демак, берилган функция х  =  1 
ну^тада максимумга эришади ва функциянинг максимум киймати

шах {/ (*)}  =  / ( ! ) =  2 - 13 —  9 - 12 1 2 - 1 — 2  =  3. 

х =  2 нуктанинг (2 —  6, 2 +  6) 0̂ <  6 < “ j  атрофини олайлик. 
у нда

У х  £ (2 —  б, 2) учун /' (х) =  6 (х —  1) (х —  2) <  О

булади, чунки бундай х  ну^талар учун х  —  1> 0, х  —  2 < 0  була
ди.

V * € ( 2, 2 +  6) учун / '(* )  =  6 ( х —  \)(х —  2 )> 0
булади, чунки бундай х  ну^талар учун х —  1> 0, х  —  2 > 0  була
ди.

Шундай цилиб, /' (х) косила х2 =  2 ну^тани утишда у з ишораси- 
ни «— » дан «с- f»  га узгартиради. Демак, берилган функция х2 =  2  
ну^тада минимумга эришади ва функциянинг минимум ^ийматн:

m in{/ (x)} =  /(2) =  2 - 2 ®—  9 - 2 2 +  12*2 —  2 =  2 . t

Функция иккинчи тартибли хосилага эга булса, унда берилган 
функциянинг экстремумини топиш бирмунча осон булади.

/ (*) функция (а, Ь) да f ' (х) ^осилага эга булиб, ¿t0(x0€ ( a ,  fy) 
нуь^тада нолга айлансин:

Г Ы  =  0.
Агар f (х) функциянинг х0 нуцтада иккинчи тартибли уосила- 

си мавжуд бС/либ,

Г М  < 0
булса, у %олда f(x)  функция *0 нуктада максимумга эришади. 

Агар f (x )  функция учун
=  0 ,  Г ( * о ) > 0

булса, у хрлда f ( x )  функция х  =  х„ нуцтада минимумга эриша
ди,

Шундай цилиб, функция экстремумини аниклаш учун куйидаги 
цоидага (иккинчи цоидага) келамиз:

1) Берилган f(x) функциянинг хосиласи / '(* )  ни топиб,

/ ' ( * ) «  0
тенгламани ечамиз. Айтайлик, бу тенгламанинг ечимларидан бири х0
б$'ЛСИН.

2) /(*) функциянинг иккинчи тартибли ^осиласи f"{x)  ни топиб, 
унинг х„ иуи,тадаги кийматини ^исоблаймиз. Агар:



а) f"(xо)<СО булса, у холда Д х) функция х — х0 нуцтада мак
си м у м а ;

б) Г ( х 0) > ’0 булса, у  холда f(x) функция х ~ х 0 ну^тада мини- 
мумга эришади.

М и с  о л. f  (х) =  а*5 —  5 х* - г  5 л? - f - 1 функциянинг экстремумлари 
топилсин.

А ввало берилган функциянинг хосиласини хисоблаймкз:

f  (х) =  (х? —  5  х* - f  5 х3 ~i- i ) '  =  5х*  —  20х3 - f  I 5 x 2 =
=  5 a:2 (a'2 —  4 x ' + 3 ) .

С^нгра

/'(jc) =  0 , яъни 5 x 2(x2— 4 x  4 -  3 j =  0 
тенгламани ечамиз. Бу тенгламанинг ечимлари хх =  0, х2 =  I , х3 =  3 
булади. Де.мак, хх ^  б, ха =  1, х3 3  ну^талар берилган функция
нинг стационар ну^таларидир.

Энди функциянинг иккинчи тартибли ^осилаларини топамиз:

Г  (*) =  (/' (л-)) ' =  (ох* — 20 х3 +  15 хаУ =  20 60 x2 - f  30 х  =
=  10x ( 2*2 —  Ь х-г  3).

*¿  =  0 нуцтада / "(0) — 10-0 (2-0 —  6-0 - г  3) =  0,

л'3 =  1 ну^тада / " (1) =  Ю -1 (2-13 —  6-1 +  3) =  —  10 <  0,

д.з =  3 нуктада /"(3) =  Ю - 3 ( 2 - 32 —  6 - 3  - f  3) =  90  > 0

булади. Д емак, берилган функция х2 =  1 нуктада максимумга, х3 =  3 
нуктада минимумга эришади ва m ax(Д х)} =  Д 1) =  2 ,' rn in {/ (*)} =  
=  f  (2) =  —  2 6  булади. . .

5 - § .  Функциянинг энг катта  ва энг кичик кийматлари

f(x)  функция [а, Ь] сегментда ани^ланган ва узлуксиз булсин. 
У  ^олда 12.2-теоремага кура функция шу сегментда узииинг энг 
катта ва энг кичик цийматларига ^ам эришади. Унц. ^уйидагича 
топилади:

1) функциянинг (а, b) даги барча максимум ва минимум циймат- 
лари топилади;

2) функциянинг [а, Ь] сегментнинг четки а ва 6 ну^таларидаги 
цийматлари Д а) ва f(b) топилади.

Сунгра функциянинг барча максимум ва минимум кийматлари 
билан Д а ) ва [(b) кийматлар биргаликда царалади в а  таццосланади. 
Б у  кийматлар орасида энг каттаси f(x) функциянинг [а , Ь\ сегмент- 
даги энг катта циймати, энг кичигн эса f(x) функциянинг [а, Ь] 
сегментдаги энг кичик циймати булади.
& М и с о л .  Периметри 2р  (/ > > 0 ) булган тугри туртбурчаклар 
орасида энг катта юзга эга булган тугри туртбурчак топилсин.

Айтайлик, бундай тугри т^ртбурчакнинг асоси х  булсин. Унда 
тугри туртбурчакнинг баландлиги /? — х  га, юзи эса



Э =  Б (х) =  х-(р  —  л') (0 <  х <  р) 
га тенг булади. Бу функциянинг ^осиласини топамиз:

5 '  (х) =  (х-(р— х ))' — { х р ~ х 2)' =  р ~  2 х ,

5 '  (х) =  р —  2 х  =  0=>-х =  - — .

Демак, х ^ = ~  берилган 5  (х) функциянинг стационар нуцтаси.

5 "  (х) =  (р -  2  х)’ =  -  2, 5 "  (' -|-) =  -  2 <  0.

Демак, 5  (х) функция х =  -7-  нуктада максимумга эришади ва функ- 

цияиииг максимум циймати

булади.
Демак, энг катта юзга эга булган турри туртбурчак томони 

у - га тенг булган квадратдан нборат экан.

, 6- § .  Эгри чизи^нинг ^аварицлиги ва ботиклиги

Букилиш (эгилиш) нуктаси

/(х) функция (а, Ъ) интервалда берилган булиб, у  шу интервал- 
да / '(х) ^осилага эга булсин. Унда бу функция графигини ифода- 
ловчи эгри чизикнинг ^ар бир нуктасида уринма м авж уд булади. 

/(х) функция графиги булган эгри чизицни (функция графигини)

АВ билан белгилайлик.
1 4 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар (а,  Ь) интереалнинг барча ну^таларида

Ч/ 'в/
АВ эгри чизщ %ар доим уринмадан пастда булса, у %олда АВ 
эгри чизщ (а, Ь) да цаварщ деб аталади ( 113- чизма).

1 4 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар (а, Ь) интереалнинг барча нуцталарида
АВ ?гри чизщ %ар доим уринмадан юцорида булса,, у холда АВ 
эгри чизщ (а, Ь) да ботщ деб аталади ( 114- чизма).

1 4 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар х0 нуцтанинг (х0 —  б, х0 4 -  б) ( (х0 —  б, 
х0 п-Ь) а  (а, Ь), б > 0)  атрофи олинганда (х0 —  б, х0)  да эгри 
чизщ цаварик, (х0, х0 +  6) да эгри чизщ ботщ ёки (х 0 —  б, х0) да 
эгри чизщ  ботик, (х0, х„-Ь  б) да эгри чизиц цаварик булса, у  .%олда 
эгри чизиц х0 нуцтада букилади (эгилади) деб аталади. Эгри чизиь;- 
нинг (х0, / (х0)) нуктаси эса унинг букилиш (эгилиш) нуктаси дейи- 
лади (1 1 5 -чизма).

Функция ^осилалари ёрдамида унинг графигининг кавариклнгини, 
ботицлигини .^амда эгилиш нуцталарини аншулаш мумкин.

1 4 . 4 - т е о р е м а ,  у — ¡ ( х )  функция (а; Ь) да анщланган бул-



син. Агар функция (а; Ь) да иккинчи тартибли f" (х) хрсилага 
эга бдлиб, Y  х £ ( а ;  Ь) учун

f  ( * ) <  О
булса, у %олда эгри чизиц (функция графиги) (а; Ь) да цаварик 
6$лади.

И с б о т .  y =  f(x) функция (а; Ь) да иккинчи тартибли f' (x)  хо- 
силага эга булиб, /"(х) < 0  булсин. (а; Ь) дан х9 ну^та олиб, f(x) 
функция графигига (х0; f(x0)) нуцтада уриима утказамиз (116-  чизма). 
Бу уринманинг тенгламаси

Y — f{Xo) =  f' (х0)-(х — х0),
яъни

Y  =  f(x0) +  f  (хо)-[х— х0)
булади.

Эгри чизиь; ну^таларининг ординаталарк у {у =  /(*)) билан урин- 
ма ну^таларининг ординаталарн Y  (У =* / (х0) +  /' (х0) (л: —  х0)) ораси- 
даги айирма y — Y m  ^араймиз.

y - Y  =  f ( x ) - [ f ( x 0) + r  W  (*  - х0) ] =
=  f(x) — /(х0) —  f  (*о) {х — Х„). (14.8)

Энди [.V, х0] сегментни олайлик. Равшанкн, [.v; х0] <= [а, Ь). Бу [х, 
Xq\ сегментда f{x)  функция учун Лагранж теорлмаеининг барча 
шарглари бажарнлади. Унда Лагранж теоремасига кура

= Г ( С ) '
х — х 0

яъни

/ (* )— / (x0) =  F  (с) ( х — х0) (с е  (х; х0)).

Ю^оридаги (14.8) айирма ^уйидаги куринншга келади:

H — Y = f ' { c ) { x — х0) —  Г  {ха) (х —  х0) =  [/' {c)— f  (х9) 1 (г  —  х0). 
Яна Лагранж теорзмасидан фойдчланнб топамиз:

f , ( c ) - r { x 0) =  r ( c l) ( c - x Q).
Натижада

у —  Y  =  /" (Cl) ■ ( х — ха) (с —  х0) . (14.9)

(а; Ь) интервалнинг х0 ва х  нуцталарига нисбатан икки ^ол бу- 
лиши мумкин:

а) ,г <  х0 булсин. Бунда х  <  с <  ct <  х0 булиб,

X — х0< 0 ,  с — х0< 0
булади.

Агар {а, Ь) да Г ( * ) < 0  булишини эътнборга олсак, унда (14.9) 
муносабатдан

У — У <  0  (14.10)

булишини топамиз.



б) х0 < х  булсин. Бунда x0< c i < c < *  булиб, 

х  —  х „ > 0, с —  хо> 0  
булади. Унда (14.9)  дан

У ~ ~ У <  0  (14.11)
булиши келиб чицади.

(14.10) ва (14.11) муносабатлардан барча х  лар (х £ (а ;  b)) учун

у — К <  0 , яъни Y  >  у
булишини топамнз. Бу эса эгри чизи^ уринмадан хар доим пастда 
булишини билдиради. Демак, эгри чизик каварик; булади.

Теорема нсбот булди.
1 4 . 5 - т е о р е м а .  f(x) функция (а; Ь) да ани^ланган булсин.
Агар функция (а; Ь) да иккинчи тартибли f" (х) уосилага эга 

бдлиб, ух£(а\ b) учун

/ " ( * ) >  О
булса, у %олда эгри чизик (функция графиги) (а; Ь) да ботик 6i}~ 
лади.

Бу теорема ю^орида кслтирилган теорема каби исботланади. 
Фараз килайлик, y =  f{x)  функция (а; Ь) оралицда берилган 

булиб, у шу оралнкда иккинчи тартибли f' (x) .\оснлага эга булсин. 
х0 ну^танинг (х0£(а;  Ь)) атрофи (х0 —  б, х„ 4  6) ((х0 —  б, х04 б)<= 
с :  (а, Ь)) ни караймиз.

Айтайлик,

V * e ( . v e —  б, ха) учун Г  их О,

V  * € ( * . .  х 0 4  б) учун Г ( х ) >  О
ёки

у х £ { х 0 —  6, х0) учун / " ( х ) > 0,

V  х  £  (х„ х0 4 - 6) учун f" (х) <  О

булсин, яъни f '(x)  иккинчи тартибли хоснла хв иу^тани утищда уз 
ишорасинк ^згартирсин. Унда, ю^оридаги теоремаларга кура f(x) 
функция графиги (х„ —  б, х0) да каварик (ботик), (х0, х0 4  б) да бо
тик (цаварик) булади.

Демак, х0 ну^тада функция графиги эгилади.
1 4 . 3 - н а т и ж а .  Эгри чизикнинг эгилши ну^тасини функция ик

кинчи тартибли f"(x) ^осилани нолга айлантирадиган нуцталар 
орасида топилади.

М н е  о л. f  (х) =  х4 —  6х2 4  5 функцияни цаварикликка ва боти^- 
ликка текширилиб, эгилнш ну^таси топилсин.

Аввало берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли ^о- 
силаларини хисоблаймиз:

/' (х) =  (х4 —  6 х2 4  5 ) ' =* 4 Xs —  12 х ,

Г{х )  =  ( 4х*  —  12х)' =  \2\г — 1 2 =  12(х2 —  1).



Mo домики, берилган функция барча нукталарда бирннчи тартибли 
з^осилага эга экан, унда функция графигининг .^ар бир нуцтасида 
уринма мавжуд.

Энди функциянииг иккинчи тартибли ^осиласини иол га тенглаб, 
топамиз:

f { x )  =  12 0с2 —  1) =  12(х —  1) (х  +  1) =  0,
Xj =  —  1, х2 =  1.

хх =  -г- 1 ва х2 =  1 нукталарнииг атрофларини олиб, унда функ
ция иккинчи тартибли хосиласи f"{x) нииг ишорасини текширамиз.

Xl=  —  1 ну^танинг (— 1 — 6, — 1 +  Ö) атрофшш |0 < 6< ~ j  

олайлик. Унда
Y  х  £  (—  1 —  6, —  1) учун /" (х) =  12 (х — 1) (х +  1) >  0 булади, 

чунки бундай х  лар учун х —  1 < 0, х +  1 < 0  булади.
V x £ ( —  1, —  1 - г  б) учун / " ( * ) =  12( х —  1) (х  +  1)<0  булади, 

чунки бундай х  лар учун х —  1 <  0, х  +  1 >  0 булади.

х2 =  1 нуктанинг ( 1— 6, I -}- 6) (0 <  6 <  — ) атрофшш олайлик.

у  нда
V x £ ( I — 6, 1) учун /"(*) =  12( х - 1) ( х - г  1)<0  булади, чун

ки бундай х  лар учун х —  1 < 0, х  +  1 > 0  булади.

V * € ( U  - г 6) учун /"(*) — 12( x - l ) ( x - i -  1)>0  булади, чунки 
бундай х  лар учун х —  I > 0, *  +  1>0  булади.

Шундай килиб, берилган функциянииг графиги (— оо, — 1) ора- 
ли^да ботик;, (— 1, 1) оралшда кавари^, ( 1, - j - оо) оралш да ботиц 
булади. х  =  —  1 ва х — 1 ну^талар эгилиш ну^таларн булади..

7 -§ .  Эгри чизи^нинг асимптоталари

y = f ( x )  функцияни каранлик. Унинг графиги бнрор эгри чизиц- 
нн тасвирласин. Баъзи холларда функция графиги — эгри чизи^ шун
дай буладики, х  узгарувчн -г  оо (ёки — » )  га интила борганда, 
у бирор турри чизиэда тобора яцинлаша боради. Одатда бундай 
туяри чизиц ^аралаётган эгри чизикнинг асимптотаси дейилади.

1 4 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар
lim [/(х) —  (kx 4- b)\ =  0

X -*±tc
бдлса, у цолда y =  kx +  b тугри чизиц / (х) функция графигининг 
асимптотаси (огма асимптотаси) дейилади ( 117- чизма).

14.6‘ Т а ъ р и ф .  Агар

l im [Д х) —  Ь] =  0,
x-tz. ж

булса, у щ гда  у =  Ь тугри чизщ f(x) функция графигининг гори- 
зонтал асимптотаси деб аталади ( 118- чизма).



l i m f  (х) =  ос
х~*а± 0

булса, у хрлда х — а турри чизи% f  (х) функция графигининг вер
тикал асимптотаси деб аталади (119- чизма)

К,уйидаги теоремани исботсиз келтирамиз.
1 4 . 6 - т е о р е м а .  f{x) функция графиги y - ^ k x  +  b орма асимп- 

тотага эга булиши учун

l im =  k, l im [f(x) —  kx\ — b

димитларнинг уринли булиши зарур ва етарли.
М и с о  л л ар . 1. /(х) =  - — функция графиги вертикал асимпто

тага эга булади. Бу асимптота х — 0  турри чизицдан (Оу увидан) 
ибсратдир, чунки ( 120- чизма)

lim  /(л-)— lim  —  = 0.
Х ~ * ± о о  X

2. /(x) =  arctgA: функциянинг графьти горизонтал асимптоталар-

га эга булади. Бу асимптоталар у — , у — — ~  тутри чиэиц- 

лардан иборатдир, чунки

lim /(дг) =  lim arctg x  =  — , lim / (*)= * Um a r c t g x * * — —
x — foo  ' 2  * _ * _ 3 o  x - * — »  2

( 121-чизма).
3 . f(x) =  2 V x 2 -1- 4 функция графигининг асимптотаси топил- 

син.
Маълумки, функция графигининг асимптотаси у  =  kx 4- b турри 

чизи^дан иборат булиб,

k =  lim 1 ^ - ,  6 =  lim f/(x) —  kx\
X - * x ,  X

булар эдн. Шу формулалардан фойдаланиб, топамиз:

/г =  Н т  = i i m J j l i l ± ± _  =  21im l / "  1 + —  =  2„
Х'+'у; % Х-* эз X  X—* да у А’®

b =  lim 1/(а-) —  kx1 =  lim [ 2 у .v2" +  4 —  2 х] =
Х -*Х >  Х ~ *(ю

=  2 lim ( г " ^ - Ж г т а + « )  =  2 Н т  =  ■
| А’3 — 4  -{- X Х-Че У X2 +  4 -j- X

=  2 lim  — 4— —  =  0.
Т хг +  4 *

Шундан к^илиб, бернлган функция графиги асимптотага (орма 
асимптотага) эга ва бу асимптота у =  2 х  турри чизп^дан иборат.



8 -§ *  Функциями текширишнинг умумий схемаси

Функция .\а^ида урганилган маълу.мотлар берилган у ёки бу 
функцияни тулшфо^ тасаввур этишга имкон беради. Уни ^уйида 
келтириладиган схема буйича текширишни тавсия этамиз:

1) Функциянинг ани^ланиш со.^асини топиш;
2) Функцияни узлуксизликка текшириш ва узилнш ну^таларини 

топиш;
3) Функциянинг жуфт, тг'ь̂  ва даврийлигшш ашцлаш;
4) Функцияни монотонликка текшириш;
5) Функцияни экстр^мумга текшириш;
6) Функция графигинипг ^аварик хамда ботиклнгини ани^лаш, 

эгилиш ну^таларини топиш;
7) Функция графигининг асимптоталарини топиш;
8) Функциянинг ^акиций илдизларини —  координата у^ларини 

кесиб утиш ну^тасини топиш (агар улар мавжуд булса).
М и с о л ,  f(x) =  e~x функция тулиц т^кширилсин.
Берилган функция (— о©; оо) интервалда ани^ланган ва узлуксиз.
Бу 1(х) =  е~х3 функция учун

/(—  х) =  е~(~х)% =  е~х* =  f(x)
булади. Д ем ак, f(x)  жуфт функция. Унинг графиги Оу уцига нис- 
батан симметрии булади.

Функциянинг бнринчи ва иккинчи тартибли хосилаларини топа- 
миз:

Г  (х) ~  ( ё - * у  =  ■ ( ~ 2х) =  -  2*Г*\
/" (Х) =  ( - 2 хе~х'у =  -  2 [е~хг +  л » "** ( - 2х)] =

=  — 2е~х1(\ — 2х2) =  2 (2х2 —  \)е~х\

Биринчи тартибли ^осилани нолга тенглаб функциянинг стационар 
нуцтасини топамиз:

У (х) -  —  2 хё~*' =  0 =*■ х =  0.

Демак, х  =  0  функциянинг стационар ну^таси.
Агар

Г  {0) =  2(2-0  —  1)г?-0 — — 2 <  О

булишини эътнборга олсак, унда берилган функцияни х =  0 ну^та- 
да максимумга эга булишини ани^лаймиз. Демак,

max {/ (х)} =  m ax {e~x*} =  е~° =  I .

Равшанки,

V  х  <  0  учун /' (х) =  —  2 xe~*‘ >  О,

V  х > 0  учун Г  (х) =  - 2 х е ~ х* < 0



булади. Демак, (—  <»; 0) да функция усувчи, (0 ; -Ь ° ° )  да камаюв- 
чи.

Функциянииг иккинчи тартибли ^осиласини нолга тенглаб топа* 
миз:

/"(х) =  2 (2 х2 —  \)е~х* =  0=^ 2х2 —  1 =  0 =^ х =  +  - U ,
V 2

V  х  6 оо, -------7=  j  учун f" (х) =  2 (2 х 2 —  1) ё~х% >  О,

¥ * € ( - - ! = = ,  - V )  УЧУН Г ( х ) = 2 ( 2 х 2 - \ ) е - х' < 0 ,
\ у 2 \ 1 !

у л '^ | Ц = ,  + ° ° )  учун /"(*) =  2(2х2— 1) е - * ' > 0.

! 1 / 1
Демак, берилган функциянииг графиги ^— о о , ------- T==j ва *

Н- o o j  орали^ларда боти^, |------ —i = )  ораливда ^авари^ бу

лади. х  = ------- ~= ва х = —~  ну^талар функция графигининг эги-
у 2 у 2.

лиш ну^талари. Сунгра

lim  f{x)  == lim ё~х% — 0 .
Х -*± х  х -» ± со

Демак, у =  0 турри чизи^ (Ох у^и) берилган функция графигининг 
горизонтал асимптотаси булади. f  (х) =  е~х функция графиги 122- 
чизмада тасвирланган.

9 - § .  Ани^масликларни очиш. Л оп и таль коидалари

/(х) ва g(x)  функциялар [а, Ь) да берилган булсин.
Агар

Hm f(x) =  О,
х-*а

iim  £ (х ) =  О
х-*а

булса, у .холда х - + а  да у — ■ нисбат 1-^-J куринишдаги анщмас-

лик деб аталади.
Агар

lim  f  (x) =  °о, l i m g ( x ) = o o
х-*а х-ю

булса, у >рлда х - + а  да нисбат /— ) кйринишдаги апикмас-
g (х) V 0 0  /

лик деб аталади.



Агар

lim  f(x) =  0, lim  g(x)  =  оо
x-*a x~*a

булса, у холда x-*-a  да /(.r) g(x)  кулайтма (0 -оо) куринишдаги 
аницмаслик деб аталади.

Агар

lim  /(*) — ±  oo lim g (x ) =  +  о о  
х-*а х->а

б^лса, у ^олда х - + а  да f ( x ) Jr g ( x )  й и р и н д и  (оо — оо) крриншида- 
ги аницмаслик деб аталади.

1 4 . 3 - э с л а т м а .  (0 -оо) ва (оо —  оо) куринишдаги аннцмасликлар

ёки (— ) куринишдаги аникмасликларга келади. Масалан,

f (x)-g(x) =  ~ ^ -  ёки f ( x ) g ( x ) = = - ^ ~

T w  T w

деб олиниши билан (0. оо) куринишдаги аницмаслик - j  ёки

куринишдаги аникмасликка келади.
Берилган функциялар лосилаларга эга булса, улардан фойдала- 

ниб, аницмасликларни очиш мумкин. Бу йул билан аникмасликларни 
очиш Лопиталь цоидалари дейилади.

14.7* т е  о р е м  a. f{x) ва g(x) функциялар (а, Ь) да апицланган 
в а узлуксиз бдлиб, улар ^уйидаги шаршарни цаноатлантирсин:

1) l im f(x)  =  0, l im g(x)  =  0;
х-*а х-*а

2) (а, Ь) да чекли f  (х) ва g r (х) %осилаларга эга ва g ’ (х) Ф  0;
/' íjrt3) l im =  k (k некли ёки чексиэ).

*-»о g' (х)
У  хрлда

П т ш  = Л {т т . _ =к
x-+a g{х) х~*а g (х)

бдлади.
М и с о л .  l im *g х ~ *-  лимит хисоблансин.

х_»о х  —  sin д:
Юцоридаги теоремадан фойдаланиб топамиз:

I

Пт JÉJLU L  =  lim  „  lim *
X—*0 x — sin X Л-+0 (x — sin*)' *-*-0 1 — cosx 

=  l in ,  ------L r c ° s" x  . .  =  ] im  ( l - c o s ^ l + c o s x )  =  l im  I + c o s x  =  2
X_*Q C O s 2 x ( l  — c o s a ;)  x->0 COS»JC(l —  c o s x )  Л-+0 COS2 X

Баъзи холларда Лопиталь цоидасини цуллаш натижасида х - *  а
Да

Г (х )

g'(x)



нисбатнинг узи хам куринишдаги аншучаслик булиб ^оладн.

Агар ?  (х) ва g' (х) юкоридаги теореманинг шартларини цаноатлан- 
тирса, унда

iim H f U i i m  Ш
х-*а g  (х) х-ла g"  (х)

булади.

М и с о л .  l im - — лимит хисоблансин. Лопнталь коидасннн
Х -+ 0  А'2

икки марта кетма-кет ь$ллаб топгшиз:
х  —  s i n x  . .  ( х —  s in  дг)' ,1 — COS Xlim ------------ =  lim  ----------- :— — =  lim

x-*o *3 x-*o (jc8)' x-»o 2x
, .  (1 — cos ж)' ,. sin X -  

=  lim  ------------ =  h m ------- — 0.
x_»0 (2  x) x-»o 2

X V  Б О Б .  АНИКМАС И Н ТЕГРА Л

Маълумки, харакат конунпга кура харакатдаги жисмнинг тезл и - 
гини топиш масаласи косила тушунчасига олиб келди.

^аракатдаги жисмнинг тезлигпга кура харакат ^оиуиининг узини 
топиш масаласи эса ю^орида айтилган масалага нисбатан тескари 
масала булиб, у а н и ц м а е  и н т е г р а л  тушунчасига олиб келади.

1 - § .  Бошланрич функция ва аникмас интеграл

f(x)  функция (а; Ь) да берилган булиб, F (x )  эса шу ораливда 
дифференциалланувчи функция булсин.

15. 1 - т а ъ р и ф .  Агар F(x) функциянинг хрсиласи F'(x) берил
ган f(x) фунщияга тенг булса,

F'(x) =  f(x)
ёки

dF (х) =  f  (х) dx
булса, у холда F  (х) функция f (х) функциянинг бошланрич функ-  
цияси деб аталади.

М и с о л л а р .  1. /(х) =  х2 булсин. Б у  функциянинг бошланрич

функцияси F(x) =  —  х3 булади, чунки 
3

F ’ М  =  ( у  .V3) ' =  - J  ■ 3  х” =  л:2 =  f  (х)

2 . f(x ) =  co sx  булсин. Бу функциянинг^ бошланрич функцияси 
F  (х) =  s i nx булади, чунки

F'  ( х ) « (s in x )' =  c o sх  =  f(x).
Агар f (х) функция (а; Ь) да узлуксиз бдлса, у %олда бу функ

ция шу оралшфа бошланрич функцияга эга бдлади.



f(x) функция (a\ b) да берилган булиб, у шу оралш\да иккита 
F(x)  ва Ф (х) бошлангич функцняларга эга булсин. Таърифга биноан,

F'{x) =  f{x), Ф '(х ) =  /(х)
булади. Демак,

Г ( х )  =  Ф'(х).
У  ^олда юцорида келтирилган натижага кура F  (х) ва Ф( х )  функ- 
циялар бир- биридан узгармас сонга фар^ килади:

ф  (х) =  F  (х) +  С {С —  const).

Демак, берилган /(х) функциянинг бошлангич функциялари чексиз 
куп булиб, улар бир-биридан узгармас сонга фарц цилади. Агар F ix )  
функция f(x) функциянинг бошлангич функцияси булса, унда /(х) 
нинг исталган бошлангич функцияси

F  (х) +  С (С —  const)

куринишда булади.
1 5 . 2 - т а ъ р и ф .  Ушбу ифода

F  (х) +  С (С —  const)

шу / (х) функциянинг анщмас интеграли деб аталади ва |/ (х) dx 
каби белгиланади:

J f(x)dx =  F ( x ) - h C ,

бунда f интеграл белгиси, f(x) интеграл остидаги*функция, f{x)dx  
интеграл остидаги ифода дейилади. Демак, берилган f(x) функция
нинг аницмас интегралнни топиш учун унинг бошлангич функция- 
ларидан бири F(x)  ни топиб, F  (х) С ни ани^лаш етарли экан.

М и с о л л а р .  1. f  x2dx ани^мас интеграл топилсин. Равшанки,

F (x )  ^  — я8 функция учун 
3

г м  =  ( т х1) ’ = Т ' 3 ; ‘ ,  =  1 ! '
Демак,

Г x2dx =  F  (х) +  С =  —  х3 -Ь С.
J 3

2. J c o sxdx интеграл топилсин.
^осиласн cos х  га тенг булган функция sin х  эканини эътибор- 

г а  олиб, F(x) — s in х  булишини ани^лаймиз. Демак,

J  cos xdx =  sin x  +  С.

2 - § .  Ани^мас интегралнинг хоссалари

Куйида аницмас интегралнинг хоссаларини келтирамиз.
1°. f(x)  функция аницмас интеграли j  f (x)dx  нинг дифферен-

циали f(x)dx  га тенг булади:



d[  j f  (x) dx] =  f  (x) dx.
2°. Функция дифференциалинннг ани^мас интеграли шу функ 

ция билан узгармас сон йигиндисига тенг:

Бу хоссаларнинг исботи бевосита ани^мас интеграл таърифидан 
келиб чицади. Биз улардан бирини, масалан, 2°-хоссанинг исботини 
келтирамиз.

2° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  F(x)  функция f(x)  функциянинг би- 
рор бошлангич функцияси булсин. Таърифга к ура

1. С о д д а  ф у н к ц и я л а р н и н г  а н и ^ м а с  и н т е г р а л л а р и .  
Аввало содда функцияларнинг аницмас интегралларини топамиз. Бун
да бошлангич функция таърифидан хамда ^осилалар жадвалидан 
фойдаланамиз.

П f(x) =  xa булсин ( х >  О, а  —  ^ациций сон, а ф  —  1).

f d F(x )  =  F { x ) + C .
3°. Ушбу формула уринли:

J  kf (х )dx =  k J  / (x)dx (k —  const, k=£0). 
4°. Ушбу формула уринли:

J if (*) ±  g  (■*)) dx =  j  / (x) dx ±  f g  (x) dx.

<***)

(** )

(*)

3 - § .  Асосий интеграллар ж ад вал и

Ун да

f f  (х) dx =  J x *  dx =  — ------- J- С
<x-f- 1

булади, чунки

Г )  /(х) =  — булсин (хф  0), унда

10 -2 6 7 8



булади.
2) f(x) =  ax булсин { а ф \ у a >  0). У  ^олда

í / (x) dx =  I a* dx =  ------- h С
In a

булади, чунки

[—------|-с) =  —  ах In а =  а* .
\ In а  )  In а

Хусусан, Д х) =  е* булса,

\ f  (х) dx — \ е* dx =  ех +  С,
3) /(х) =  sin X  булсин. Ун да

j  f  (х) dx — \ sin X dx =  —  cos x  +  С
булади, чунки

(—  cos x  - г  С)' =  —  (—  sin x) =  sin x.

4) /(x) =  cos x  булсин. У  холда

J  f  (x) dx =  } cos x  dx =  sin x  +  С

булади, чунки

(sin x  + C ) '  =  cos X .

5) fix) =  — —  булсин. Унда
cosa x

J  / (x) dx  =  J  dx =  tg x  - f  С

булади, чунки

(tg x +  с у  =  - L - .
COS2 X

6) fix) =  — —  булсин. У  холда
sin 2 X

Г / (x) dx — Г — —  dx =  —  ctg  x  +  С 
J  sin2 X

булади, чунки

(— ctg  х-\- С)' =  — ( ------- -— ) — — — .
v s  \ sin2 X J  Sin* X

7) f(x) =  булсин. У  долда

J  f  (x) dx  =  j  dx =  arctg X +  C

булади, чунки 
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(arctg x +  C)' = —J— .
1 - j-  хг

8) / (x) =  - ~ — тт- булсин. Ун да

j / (х) dx =  J  1 2 dx =  arc sin х +  С 

булади, чунки

(arc sin х  +  С )' =  —  1
> 1 —  Xй

2. И н т е г р а л л а р  ж а д в а л и .  Ю^орида келтирилган формула- 
ларни жамлаб ушбу интеграллар жадвалиии ^осил циламнз: 

а+1
I o. \xa dx= - — +  С ( а ф  — \).

а+1
2°.  J  — dx =  In I х I +  С (хф  0).

3 o. Í V d x = ' — +  С ( а > 0 ,  а # 1 ) ,
In а

I 6х dx =  е* +  С.
4 °. j  sin xdx =  —  cos х  +  С.

5°.  J cos xdx =  sin x + C .

6°. Г —-—  dx =  — ctg x + C .
J  sin* x

r .  f  —!—  dx =  tg x +  C.
J  COS2 X

8°.  Г 1 dx =  arc sin x  +  C.
J  / i - * a

9°.  Г ——  dx =  arc tg x +  C.
J l+*a

М и с о л л а р .  1. \ x Y x  dx интеграл ^исоблансин.
Аввало интеграл остидаги функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

1 А
-.г— 2 2х у X  = х  х —х .

Жадвалдаги ]°-формуладан фойдаланиб топамиз:

_з у  +1 s_

J x V x d x =  í x2 dx =  - ------+  С =  ^ х 2 +  С.

!+■
Демак, ,f x V xdx  =  -1  x2 +  С.

2°. j  (x* +  Yf dx интеграл ^исоблансин.



Равшанки,

Унда

J (х2 +  I)3 dx =  J (а 4 4  2л:2 +  \)dx =  \ х 4 dx +  2 j  x2dx 4  

булади. Д емак,

+  J \dx =  x- ^ + ~ x 3 +  x  +  C
5  о

J  (а2 +  1)- ¿A =  ~  A-5 -h ~  X* +  X 4 - С.
о j

3 . J tg2 xdx интеграл хисоблансин.

' tg2 xdx — Г s-^ - í  dx — Г -— Ŝ L-X dx =  Г [—--------l]  dx —
J  eos2 x J  eos* x J  [eos8 x  J

=  1 — —  dx —  1 dx =  tg x  — x  4  C.
J  e o s2 X

Демак,

J tg2 xdx =  tg  x — x -j-C.

4 . J  -------- dx интеграл ^исоблансин.

Í  (“7 ------г )  =  ■ x̂~4 —  x~ 5) d-K =  J  x~4 dx —  i a-™5 dx =

T ~ x ~ 1 1  I I
x *  4 - С =  — 4  д:” 3-г  -  a " 4 4 -C  =  - --------- -- +  C.

—  4 4 1  —  5 4 1  3  4 Ах* Заз

5 . J   ̂ eos x —  2e* 4- T “ ~ )  dx  интеграл ^исобланснн.

И cos x  —  2e* 4— — ) dx — [ cos xdx —  2 f e* dx -{- 3 f  -
sin2 x ! * J  sisin 2 X

=  sin x  —  2ex — 3 ctg a  4  C.

4- § . И нтеграллаш  усуллари

Io. Узгарувчиларни алмаш тириб интеграллаш усули 
Ушбу \ f(x)dx  интегрални ^исоблаш талаб этилсин. Баъзан х  узга- 

рувчини бошца узгарувчига алмаштириш натижасида берилган интег
рал соддароц, ^исоблаш учун цулайро^ интегралга келади. 

Айтайлик,

\ f{x)dx =  F(x) +  C (15.1)

б^лсии. Б у  интегралда а  =  ф (t) алмаштири ш бажарайлик. (/(а), ф (0  
ва ф' (t) лар узлуксиз функциялар).
Унда

U(<P(t))<t'(‘)d‘ =  F(<t(‘)) +  C (15.2)



булади. Хацицатан ^ам, F ' (*)  =  /(*) булишини эътнборга олган 
з^олда

[F  (Ф (0) +  С]' =  (F (ф (i)))' =  F' (Ф (0) • ф' (0 =  f  (Ф (0) ■ <Р' И) 
булишини топамиз. Бу эса (1 5 .2 ) муносабатнинг туррилигини билди- 
ради.

(15.1) ,  (15.2) тенгликлардан топамиз:

I  / (х) dx =  \ / (ф (*)) ф' (0 di {х =  ф (¿)).

М и с о л л а р .  1. \ (2 4* З*)5 dx интеграл хисоблансин.
Бу интегралда 2 4- Зх =  t алмаштиришни бажарамиз. Унда

2 +  Зле =  t х =  t— ~  , dx =  dt.
О О

Натижада берилган интеграл ушбу интегралга келади:

dt =  l  j  /5 dt

Б у  интеграл эса тез хисобланади:

J  (2 +  Зх)‘  d x=  |  f  M t =  - i  f  +  C =  ~  (2 +  3 x )e - f  C.
3 J  18 18

2. J eos2 x  sin x dx интеграл хисоблансин.
Бу интегралда eos x =  t деб алмаштиришни бажарамиз.

Унда

eos2 х  sin х dx=> eos2 л'(— d (eos *))=*■—  f2 dt
булиб,

f eos2 x  sin x dx =  —  j  i1 dt =  — ;— +  С =  =  005 *  +  С
3 «i

булади.
3 . \ e°x dx интеграл хисоблансин.
Бу интегралда ax =  t деб оламиз. Унда

еах dx ё  d j  =>■ - -  é  dt

булиб,

f e * d x = -  \ é  d t =  ~ e s 4- С = -  í "  +  C 
a J  a a

булади.

4 . í ■*■—  интеграл хисоблансин.
,) sin 2 ДГ4

Бу интегралда х4 =  / деймиз. Унда

x5dx dx4 di------- =ф----------- ■=&■-----------
sin2 х 4 4 sin 2 ж4 4  sin2 /

m

f (2 4- 3x f dx =  j > - I



f  ~X~ ~ ¿  =  7  i* —  =  ”  ( -  ctg О +  С -  -  i -  ctg  *  +  СJ  sin8 *4 4 J  sin* t 4 ö '  4

булади.
5 . ¡ x V T = l  dx интеграл ^исоблансин.
Бу интегралда Y х  —  5 =  t деймиз. Унда

xY~x~—bdx=> (f- 4 - 5) td (t2 - f  5) =► (¿2 -f- 5) t ■ 2tdt =>
= K 2 /4 4~ 10fa)d/

булиб,

Г x V x —5dx=\ (2/4 - г  10¿2) dt =  2 — — 10 — 4 - С  =
5 3

=  +  j  ( / ~ 5 f  +  C.

2°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  u =  u(x), v =  u(x) 
функциялар узлуксиз и' (х) ва v' (х) хосилаларга эга булсин. Маъ- 
лумки,

d(u-v)  =  udv 4- oda.
Б у  тенгликни интеграллаб топамиз:

I d{uv) =  J udv -h J vdu.

Равшанки, j  d{uv) — u v. Унда

и-и — \ udv 4- J vdu 
булади. Натижада ушбу формулага келамиз:

\udv — u-v —  j vdu. (15.3)

Одатда бу формула булаклаб интеграллши формуласи дейилади.
(15 .3) формула J udv ни ^исоблашни \ vdu ни .хисоблашга келти- 

ради.
М и с о л л а р .  ! .  I хе* dx ^исоблансин. Интеграл о:гидагн xe*dx  

ифодани udv куриниишда ёзиб олишимаз керак. Агар и = х ,  du = е х dx  
дейилса, унда xex dx =  udv булади. (15.3) формуладан фойдаланиш 
учун du ва v ларни топишимиз керак булади:

и =  x=$’ du =  dx, 

dv =  6х dx=> \ d v =  \ е* dx=> v =  ex 
булади. (15 .3) формуладан фойдаланиб топамиз:

J хе* dx =  хе* —  I е* dx =  хе? —  ех 4- С =  ех (я— 1) 4-  С.  

1 5 . 1 - э с л а т м а .  Агар j x é°  d x  интегрални (1 5 .3 ) формуладан фойдаланиб >̂ и-

соблаш да, и =  6х , xdx =  dv дейнлганда, унда du — сх dx, ti —■ б\лнб,¿t

J  х е *  d x  =  ^  с *  —  J  Х—  е *  dx



6y.ri?.p эди. Натижала берилган интегрллни хисоблаш ундан мураккаброц интег- 
рални хисоблашга одиб келадн. Шунинг учун интеграл остидаги ифодани и ва dv 
ларнинг купайтмаси сифатида ёзиб олинишига алохида а^амият бериш керак.

2. \ In xdx, х > 0  интеграл хисоблансин.

Бу интегралда и =  In х, dv =  dx деб оламиз. Унда du =  — dx> 

v — x  булади. Демак, (15.3) формулага кура
' J *
j  In xdx =  х  In x —  I x  • — dx =  x  In x  —  J d x =

=  x  Jn x  —  .V - f  С =  x  (Jn x  —  1) +  C.

3 . f e* sin xdx интеграл хисоблансин. Бу интегралда u =  ex t 
d v =  sin xdx деб оламиз. Унда du =  ex dx, и = — cos х  булиб,
(15 .3) формулага кура берилган интеграл куйидагича булади:

\ е* sin xdx =  —  ех cos х  - г  j  ех cos xdx.

Бу тенгликнинг унг томоиидаги интеграл \ ех cos xdx га яна бут 
лаклаб интеграллаш формуласини цуллаймиз: и =  ех , dv =  co s xdx 
деб оламиз. Унда du =  ех dx, v =  sin х  булиб,

I ех cos xdx =  ех sin х  —  J e *  sin xdx 

булади. Натижада, ушбу тенгликка келамиз:

J ех sin xdx =  - -  ех cos x - f e *  sin x — \ ex sin xdx.
Б у  тенгликдан эса

- • 2 J  e* sin xdx =  —  eK cos x +  e* sin x,

яъни

I ix sin xdx— ~  (e* sin x — c* cos x) +  C =

gX
=  — (sin X  —  cos x) +  С

булиши келиб чи^ади.
1 5 . 3 - э с л а т м а .  Ушбу куринишдаги интеграллар булаклаб ин

теграллаш усу ли ёрдамида ^исобланади:

I o. \ хт sin xdx, j хт cos xdx, I xm ex dx.
Бу ннтегралларда

и =  xm , dv =  sin xdx, 
dv — cos xdx, 
dv — e? dx

д еб  олиш цулаиднр.
2°. J xfn In xdx, \ xm arc sin xdx, j  x71 arc cos xdx,  бу интег- 

ралларда



и — In х, dv =  xT1 dx,
и =  arc sin  x, dv =  xT1 dx,
и =  arc cos x, dv — xm dx

деб олип цулайдир.
3 ° . J (P* sin  bx dx,  ]' eos bx dx.

Б у  интегралларда

и =  е°х, dv =  sin bx dx, 
dv =  eos bx dx

деб олиш цулайдир.

М и с о л :  In =  i -■ dx a n (n = l , 2, 3 , ; a —  const) интег- 

рал хисоблансин. Бу  интегралда

и--=*--------— dv= dx(а;24- с8)П
деб оламиз. Унда

du =  ( ------— dx =  ((х2 -h  ctr)~~n ) ' dx =  — п (х2 4  аг)~п~{ 2xdx='.длсв+а«)1* )
2пх .

-- ----------------- Trrdx,
(х*+а2)я+1

dv dx ■=> v =  х
булади. Булаклаб интеграллаш формуласи (15.3) га кура топамиз:

dx 1 i f  2 пх• __ i' dx________1__________________ l i  2nx \ j  _

J  (*2+ a T  _ X  { x z + a * f  ~  )  X' \

= ------+  2n f --------------- —̂ -гг г  dx. (15.4)
(Хг+а*)п J  U! r  а2}л+|

Б у  тенгликиинг унг томонидаги

j  ( ^ - a2)nZr dx 
интегрални куйидагнча^ёзиб оламиз:

Í  — * 4 *  <«* =  í  dx =J  (x *4 a a)e+l J  (x* +  a2/*+‘ J

—  a~ Í*------- -— 7^rdK =  ?n — d2 *J  ( * » 4 ваДИ n n+I 

У вда бернлган (15.4) интеграл ушбу

/ = ------ í —— +  2/г ■ / —  2nd2 ¡ n ,,
n  ( x a _ ^ a 2 ) r t  n

кУринишга келади. Кейииги тенгликдан эса ¡n+l ни топамиз:

2паЧп. . =  — í —  +  2п 1 и —  / =  — 4  (2п — 1) Г ,  
и-г! (х*+а*)п п п ( х ^ а 1) «



Л -u ------------ i -------- n~ +  1 L-  ( 15-5 >n+l 2 na*(x*+a*)n 2na* "
Бу  рекуррент формуладан фойдаланиб, I Y ни билган ^олда бирин- 
кетин /2, /3, . . .  ларни топиш мумкин. Равшанки, п =  1 булганда

d\ —
.  С dx  I f  \ а  )  I . х , п  / _  -------- — _  — i— '— «  — arc tg — НС

J * 4 - a *  a J  i + ^ £ j 2 а û

булади. Масалан, (15 .5) формуладан фойдаланиб,

/ = Г -**- 
2 J ( * 3+ û 2)8

интеграл цуйидагича ^исобланади:

/ = -------f -------- +  J _  / = ------- * ----------- г  _ L  arc tg -  +  С .
*  2 в * ( х * + а * )  2  в* 2 û 2 (x 3 -| -û 2 ) 2 а 3 а

5 -§ .  Содда каср ва уларни ^исоблаш

Ушбу
А А В х +  С В х -г  С (т > 1 )

х  — а  (х ~ а )т ' х * -\ -р х + я '  {xZ + px+ q)m

куринишдаги касрлар содда касрлар 'д еб  аталади. Бунда А, В , С 
а, р, q —  узгармас ^ациций сонлар, т. —  натурал сон, хг ■+• Рх  +  
+  q —  квадрат уч^ад (^ациций илдизларга эга эмас).

V . ——  содда касрнинг анн^мас ннтегралини ^исоблаймиз: 
х —  а

Г- * - & . =  Л f - ü ï -  =  А Г = ; А  Ш \х — а| +  С.
J x — a J x — a J  х — а

2°. — - —  ( т > 1) содда касрнинг аникмас ннтегралини ^исоб-
(х—а)т

лаймиз:

f  — ■ dx =  А Г — - —— =  А Г (д.* — а)~т d (х — а) —
J  ( х - а ) т } { х - а ) т У  '

= л (^ -о Г ^ _ + с  = --------А —  +  с.
—  171+ I ‘ (1 —  т ) ( х  —  а )т “ 1

3°. -------- :--------  содда касрнинг аникмас ннтегралини з^исоблаш
** +  рх+ q

учун аввало бу касрнинг махражида турган х2 H- px-\-q квадрат 
уч^адни узгартириб ёзиб оламиз:



Г  _ В х ± С _ _  й х =  Г- _ _ В * + С -------  й х

J  Х»-г р х +  Ц V  / . Р'\2 .* + - |  "г аг

булади. Кейинги интегралда узгарувчини цуйидагича алмаштирамиз: 

Равшанки,

х +  -  =  *.

Н атажада Г —Вх С й х =  (  Вх С—  йх =  Г 61 =
V» х ^ + р х — д  J /  р \г J  / * ~ я *

*4-у1 

, £ / +  С — ~  В
‘ * ' л а=  ^ ^  I1 +  |С _  Р_в \ Г

J  /г-г с* ,] /2-г а2 V 2 /  ̂ /*44- л3

=  А  С 4- (С — —  | • -   ̂ — 1* ^  =  £  1п [ ^ 4 - ^ 1  +
2 3 /*4-а* I 2 ;  в  ̂ ‘ “ ( - ) 3 2

4- ( с - ¥ ) ±  агс ^ - 4 - С  =  -- 1п (г* 4-/>* +  <?) +
\ 2 ) а а 2

_Р

4 - ( с — — ) 1 агс — — ?—  4 - С .
\ 2 ) Г  р* ь - . /  <?*

V 9~7 . г ?- т
П I £

4°. — ------ (т '>  1) содда касрнннг интегралини .хисоблашда
<х*4р*4?)т  г г

х 2 4 - Р *  4- Й квадрат учхадни 3°- ^олдагидек ёзиб, сунг х-\- £
алмаштиришни бажарамиз.

в  (/ — — Н̂-С
г  Я Г  +  с  ■ Г  ------------------Д а ’ 4 -  С  м  ^ - * 1 -  *  =

J  Г/ , р  \- . Р1 Г  Л( * 2 + р * + 9 ) ,п  J г/ , /м- , р2 г J р+а*)"1
х ' 7  ^ ' 7

«  в  Г ^  4-/(7__£р\ Г =  Г ¿(¿2+ а 2) , (с
^ о8)™ ^  \ 2 ,1 ь] (*» 4 - ^ Г  2 }  (1* + а*)« I

_ В р \  Г ^  _  б _____________ 1 ■ /с  Др\ Г

2 .0  (/*+0*)'" 2 (1 —  ю)(/2+а2/"“ 1 \ 2^3(1-
М _______

+  аЬт'



Бу тенгликдаги J  интеграл 4- § да келтирилган рекур-

рент формула ёрдамида хисоблаиади.

6-§ .  Рационал функцияларни интеграллаш

Ушбу

Рп (х) =  а0 а{х  - f  а2хг 4 -  . . - 4 -  апхп 

бутун рационал функциянинг интеграл» осон цисобланади: 

j* Рп (я) dx =  J  [а9 4* ахх +  a2xz 4 - . . .  4 -  апх? ] dx =
vî уЗ гЛ+1

=  а^с 4- ах — 4- а2 — 4 - . . .  4 -  ап 4 - С.z J  *
Каср рационал функция

Paix) a04aiA r-rû a 2̂ '!- • • • -г
Qm (*) ЬуХ̂ г M 24- . . .  — ьтх™

ни интеграллаш бирмунча мураккаб булади.
Р (х)Агар L  нотугри каср (п >  т) булса, унинг бутун цисми а ж - 
Qm(x)

ратилиб бутун рационал функция ва турри каср й и р и н д и с и  к^рини- 
шида ёзилади:

^ ^ = Р п(х) 4 -  ?п (Х) .
Q mW  QmKx )

У  зрдда
Г р п(*) . , Г W

Q*<*>
d x = ^ p j x ) d x + j ^ dx

P- W  . Pnix)
булади. Демак, юкоридаги п .—г ни интеграллаш т>три каср г

VmW Чт\х/
ни интеграллашга келади. Турри касрни интеграллаш учун, аввал о  
бу касрларни содда касрлар й и р и н д и с и  сифатида ёзиб олинади, cÿ n r 
уларнинг интеграллари толилади.

1 - м и с о л .  К^уйидаги интеграл ^исоблансин:

f  Х(*х 
J  (дг—1)(JC—2)«’

Бу интегрални топиш учун интеграл остидаги турри касрни содда 
касрларнинг й и р и н д и с и  шаклида ёзиб оламиз:

х  А  ' в  _ [-  с  1 D

(ж—1) (х—2)* х — 1 х — 2 (х— 2)2 (х—2)̂

Бу тенгликни цаноатлантнрувчи коэффициентларни топиш учун тенг- 
ликнинг икки томонини (х— 1 )• (л: —  2)3 га купайтарамиз:

А (к— 2)3 +  В ( х - \ ) ( х - 2 ) 2 ^ С ( х — 1)(х —  2) 4 - D ( x —, 1) -  лг.

Ундан



А (х3 -  6л;2 —  12х —  8) +  В (х3 -  5х2 +  8х —  4) +  С (х2 -  Зх +  2) +
4- 0 ( х —  1) =  х

тенгламага эга буламиз. Энди х нииг бир хил даражалари олдидаги 
коэффициентларини тенглаштириб, цуйидаги тенгламалар системасига 
эга  буламиз:

А +  В =  О,
С — 6А —  5В  =  О,

12Л  +  8 5  —  ЗС 4 - 0 = 1 ,
2С —  О  —  8Л — 4В =  0.

Бу системани ечиб, А =  —  1, 5 = 1 ,  С — —  1 ва О =  2 ларни 
топамиз. Демак,

х___________—1_  J ________ !____ 2
(л— 1)(х—2)3 —  1 х  —  2 (х—  2)2 (л—2)3 

Натижа Г ------=  -  (' ------Г +

+  2 {  - =  —  1п | х  —  1 | -(- 1п | х  — 21 Н------ ------------- —  + С  =
J  (дс-2)» ’ 1 х -2  ( х - 2)«

=  Ш —  +  — ------------ !---------\-С
х  — 1 х — 2 (х — 2)2

булади.
2 - м и с о л .  К,уйидаги интеграл топилсни:

Г -------**— .
J  <**-ИХ**-Н4>

Интеграл остидаги рацнонал каср содда касрга куйидагича ёйи- 
лади:

1_________ Ах - г  В , Рх-т  Е
(х2Т-1Хх2-|-4) Д2 1 'г  *2 +  4 *

Бундан

(Ах 4 -  В) (х2 4 - 4 ) 4 -  (Ох +  £ )  (х2 +  1) =  1.

Демак,
{А +  О)х5 +  (В +  Е)х2 +  (4А +  О)х +  (4В +  Е ) = \ .

Б у  тенгликдаги х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициент
ларини тенглаштириб

А +  0  =  0,
4А 4- й  =  0,

В + Е  =  0,
4В +  Е =  1

системага эга буламиз. Бу  системадан эса А =  0 , 0  =  0, В =  —  *
3

Е  — — — келиб чиь^ади. Шундай цилиб,



dx _1_ j* d x ____ ]_ C dx
2  , X* 4 -  1 3  JJ  ( * 2 + i ) ( * 2 +  4 ) 2  J  x* +  l 3  J  x* +  4

=  —  arctg x ---------a rc tg  —  - f  C.
2 s 6 5 2

7 -§ . Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш

Ушбу

\R{x, ха , хр, . . . ) dx

куринишдаги интегралларни ^араймиз. Бунда R(x , a*p, . . .  ) 
функция х , яа , .Д  . . .  ларнинг рационал функцияси. Бу ерда а  —

=  ß =  . . . рационал сонлар бйлиб, k уларнинг умумий м ах- 
nt п2

ражи булса, у ^олда x —tk алмаштириш ёрдамида ю^оридаги ин
теграл рационал функцияни интеграллашга келади.

Ушбу \ R(x, (ах 4-  Ь)а, (ах +  Ь)р, . . . ) dx,

интеграллар эса
, , ,k ах-\~Ь .ках — о =  г ,  ------------- f*

сх -г d
алмаштиришлар ёрдамида рационал функцияни интеграллашга к е 
лади.

1- м и с о л .  1̂ уйидаги интеграллар гогтилсин:

1) f ------- ; 2} f-L.l/iEldx;
J  ( 1  +  t ^ ) V x  )  X  V  X

3) Г dx . 4) f — H— i / - —
J  ^ 2 x - 3 + l  J  (2 — x)« К  2 +  x

5) f ^ ä = .
'  J  K x« +  2

1) x =  t6 алмаштириш бажарамиз. Б у  з^олда d x ~ 6 i bdt булади. 
Демак,

г — г — 6
J ( l + ^ x ) - / x  J  <1 +■/«)*» J  1+ * *  J

=6Я1-нЬ)^=61М7т<;=6(/- агс‘г0+с=
~  x —■ arctg v ^ x ) +  C.

x _2 2
2) t- = -------  алмаштиришни бажарамиз. Бу  холда х  = --------ва

х 1—Я
dx — 4f dt-  булади. Демак,



3) f  =  2 x —  3 алмаштиришни бажарамиз. У  ?;олда х  =  ~ ( ^ + 3 )
з

ва dx =  —  t2dt булади. Демак,

~ t * d t
Г - у — - f i ----= A f J ^  = A ( Y , _ 1 + ^ W  =

J  ^ 2* - з +1 J  /+1 2 J  / 4* i 2 j \  t +  ij

=  4 p d ¿ - y j d /  +  j ’ 7f T  =  f ¿ 2 - - | ¿  +  i n l ¿ + i | + c  =

=  4 - ( 2*  —  3)3 —  4 - ( 2 x - 3 )  +  ]n | y ^ 2 * = 3 + l|  +  C.

 ̂f  2 — x
4) Интеграл остидагн ифода x  ва у  га нисбатан рацио-

i функш 

Бундан

2 ___ х

нал функциядир. Шунинг учун f3 =  — — алмаштиришни бажарамиз.

2  —  2/8 п 4/8 , — 12/гх  — ---------; 2 — *  -----------  dx — ------------- dt
l +  í* 1+/» ( l+ / 8)a

булади. Демак,
С 2  1 / Т = Г х  . Г 2 (1 + / » )  М 2 /i _

J  ( 2 - х ) * У  2 4 - *  J  Í6 -/4T + /»)»  ш

_  - i-  f  _  3 • Г  -  3 ! 3/| 2 + * \ 2 , г2 J  i r ~ 4 Í 2 - r C  =  — y  [ ~ х ) + С *

5) t2 =  х2 +  2 алмаштиришни бажарамиз. У  ^олда х2 =  í2 —  2 
в а  xdx =  tdt булади. Д ем ак,

^ p íZ- -̂  = $ ( P - 2 ) d t  =  \t4.t — 2 jd i  =

=  - i -  *s __ 2¿ +  с  =  ± V W T ^ ?  -  2  V ^ T 2  +  С.
О  о

8- § .  Тригонометрик функцияларни интеграллаш

I . J / ? ( s in * ,  e o s х )dx  куринишдаги интегрални карайлик, б у 'ер д а 
# ( s i n x ,  co sx ) ифода s i n *  ва  e o s *  ларнинг рационал функцияси 

ц  агар cosx  нинг иш ораси узгариши билан R (sin  a:, co sx ) нинг 
ишораси узгареа, унда / =  s i n *  алмаштириш ёрдамида R($\nx, co sx ) 
функция í нинг рационал функциясига келади.



2) агар s i n *  нинг ншораси узгариши билан # ( s i n x ,  eosx) функ- 
циянинг ишораси узгарса, унда t =  e o s *  алмаштириш орцали 
# (s in x , eosx) функция t нинг рационал функциясига келади.

3) агар s i nх,  co sx  ларнинг ншоралари бир вацтда узгарганда 
R(sin>:, c o s a *) функциянинг ишораси узгармаеа, / =  tg x  алмаштириш 
ёрдамида /?(sinx, cosx) функция t нинг рационал функциясига ке
лади.

4) t =  tg —  алмаштириш ёрдамида R(s i nx ,  cosx) функция/ 

нинг рационал функциясига келади.

II . Js in ^ jtt íx , fe o s2nxdx, f sin2flx-cos2nxdx 
куринишдаги иитегралларни топишда

eos2 х — ” ”̂(1 +  co s2x), sin2x = -^-"(1— co s2x),

s i n x c o s x =  —  s in 2x
2

формулалар ёрдамида интеграл остидаги функциянинг даражаси па- 
сайтириб борилади ва охири sinkx ва eo skx функцияларнинг тоц 
даражасига келтирилади.

III .  f  tg " xdx, j c t g ”xdx куринишдаги ннтеграллар í =  \ g x s a
t =  ctg x  алмаштиришлар ёрдамида топилади.

IV . (‘ s in ax co só x d x , f s i nax s i n&xdx ,  \cosaxcosbxdx куриниш
даги интеграллар

sin ax eos bx =  (sin (a +  b)x +  sin [a —- b) x ],

sinax-sinfcx =  [eos (a —  b)x —  cos(a +  b)xJ,

cosaxcosftx  = —  [eos (a  +  b)x  +  eos (a —  b)x]
2

формулалар ёрдамида топилади.
V . У  a2 ~¡~x2 ифодалар цатнашган интегрални топишда м о с ра* 

вишда х =  atgt,  х —а sin/ каби белгилашдан фойдаланиш цулайдир.
1- м к с о л .  1̂ уйидаги интегралларни топинг.

1) | sin6 xdx\ 5) f sin8 x  eos3 xdx;
2) |'sin4xcosx¿x ; 6) J s i n 3 x s i n  4.vdx;

4
3) j" eos4 x d x ; 7) J1 eos—  л: • eos 3 xdx;

4) J t g 2xdx; 8) \ y \  — ^ fdx.

I) j” sin6 xdx интеграл I турдаги интегралнинг иккинчи хили 
булгани учун аввал берилган интегрални

J  sin6xdx =  j  sin4 х  sin x d x =  j' (1 —  eos2 x)2 sin xdx



куринишда ёзиб олиб, кейин i =  cos, х деб белгиласак, берилган ин
теграл

J  sin* jcrfx =  —  f ( l  —  t2fdt  =  —  J (1  —  21%

курннишга келади. Д ем ак,

fs in6xíü: =  —  \dt +  2 jt*dt — j  t4di =  - / - { -  — —
3

]  ̂ J-------- tb +  С  =  —  cos x  -f- — eos3* ---------- eos8 x  +  С
S 3  s

булар экан.

2) f sin4*  eos xdx иитегрални топиш учун / =  s i n x  алмаштиришни 
бажарамиз. Бу холда dt =  cos xdx б^лгапи учун

[ sin4 х  cos х dx — Г /4 di — i* +  С =  —  sin6 х  +  С
5 5

булади.
3) J cos4 xdx иитегрални топиш учун II цоидаии 1$лланиб, цуйи- 

дагига эга буламнз:

J  cos* xdx =  f (cos2x)*dx — -j- J ( 1  -f cos 2x)2dx =

=  [ f dx H- J  cos 2xd (2*) +  f cos22xdx].

Б у  иитеграллардаи бириичи иккитаси жадвалдаги иитеграллардир, 
учинчиси эса яна II цоидадан фойдаланиб топилади:

§cos22xdx — ~  I* (1 +  c o s4x)dx  =  - j -  j * í í x + - y  ^cos4xd(4x)=

=  — +  — s i n4 . í - b C .
2 8

Б у  ифодани ю^оридаги тенгликка 1$йиб, цуйидагига эга буламиз: 

j*  cos4 xdx —  ̂(х -Ь  sin 2х +  у -  +  ~  sin 4л:j  -+■ С —

=  —  х  +  —  sin 2х  -Ь sin 4х -Ь С .
8  4 32

4) jtg 2xdx иитегрални топиш учун III  цоидани цуллаиамиз. У  

^олда i — igx, х =  arc ctg  t ва dx =  булади. Демак,

=  / —  arctg  t +  C — igx — x С
булар экан.

5) J sin3*  cos3 dx =  j[s in 8;tco s2x c o sx d x  =  J sin3 jc(1 — sin2* )  cos xdx 

Энди ¿ =  s i nx  алмаштиришни бажариб топамиз:



j*sin3jccos3jt:íi  ̂=  J/ ^ l — iz)d t =s IPdt — \tbdt =

=  — i1------—f*4 -  C ~ —  sin4*  —  —  sin8*  +  C.
4  6 4 6

6) J sin3A:sin4A:<¿A: интегрални IV  цоида ёрдамида топилади: 

J  sin Зх sin 4х dx =  ~  J*  (cos (3 —  4)х —  cos (3 +  4) * ]  dx —

cos xdx ------— f  cos 7x d x  =  —  s i n * ------ - s i n  Ix  4 -  C.
2  J  2  14-if

7) J  cos —  x cos 3xdx  интеграл ^ам IV  цоида ёрдамида топилади:

Jcos —  jccos3x<íx=  —  
3 2 c o s ( - j -  +  3 j *  4-cos ------ 3 ) * dx  =

“ - И

13 . 5 
cos —  X 4- c o s —  x

3  3

. 1 3  . 13ах — ----- —  sin —  x  +
2 13 3

1 3 . 5  , ^  3 . 1 3  . 3 . 5  . «  
—  —  sin —  x  4- С  =  —  sin —  хЛ------ sin —  x  4 - C.
2 5  3  2 6  3 10 3

8) \ V 4 —  x-dx интегрални топиш учун x =  2 sin2/ алмаштириш- 

ни бажарамиз. У  ^олда — 4sin/cos/cf/ ва t =  arcsin  j / ”~  була* 

ди. Демак,

J  V  4 — x2dx =  ^ У  4 —  4 sin2 /-4 sin/ cos tdt —

— 8 J  y \ — sin2x- s i n/eos  tdt =  8 J  cos2/sin tdt =

= —8 f  гЧг =  — —23 -Ь  С = ----- ^ COs3x +  С =
J  3  3

_  _  ±  cos* (arcsin Y 1 - )  +  C — f  +  C .

X V I Б О Б .  АНИК ИНТЕГРАЛ

Аниц интеграл математикаиинг му.\им тушунчаларидан бири. Бу 
тушунчани баён этишдан аввал, унга олиб келадиган масалалардан 
бирини келтирамиз.

! - § .  Утилган йул цацидаги м асал а

Моддий нуцта т^ри чизиц буйлаб v =  v(t) тезлик билан цара- 
кат цилсин. Унинг /0 моментдан Т  момеитгача кетган вацтда босиб 
утган йулинп топиш талаб этилсин.

Маълумки, тезлик v узгармас булганда, утилган йул
s =  v{T /0)

булади. Тезлик узгарувчи булганда, яъни у вацтнинг функцияси 
булганда (v =  v{t)) бу формула билан моддий нуцтанинг [/0; Т\ вак т  
оралирида босиб утган йулини аниц ^исоблаб булмайди. Утилган 
йулни аншфок ^иеоблаш максадида [/0; Г ]  вацт оралигини



<0. ¡V < < „  =  Л

нукталар ёрдамида я  та булакка буламиз. Натижада [/0; Т ] сегмент 
ушбу

Ч .  Pi*. У ...............V»-v Л
булакларга ажратилади. ^ар бир fft+1] (fe =  0, 1, 2, . . .  , n — 1) 
булакда %k нуцта олиб, сунг ш у [¿*; /А+1] да ну^танииг тезлиги уз- 
гармас булсин деб утилган йулни у (У (^ + 1 “ У  =  и(5*)-Д^ 
булишини топамиз. Бу албатта, [tk\ вацт оралигида утилган 
йулни тацрибан ифодалайди. У нда [/0, Т ] ва^т оралигида утилган 
йул s а ;  ь>(Ё0) At0 +  t)(a,) . . . +v{£k)Atk+  . , . + и (|п_ 1)

п—1
— "V  v (lk)Atk булади. Бунда 2  й и р и н д и  (сумма) белгиси. Энди 

к- 0
[ife; tk+l] (fe =  0, 1, 2, . . .  , п —  I) сегментлар узунликлари Дtk =  
=  tk+i— *k нинг энг каттасини А, (Я =* max { Д/0, Д^, . . .  , A / ^ j})  
дейлик. Унда к нолга интилганда (яъни [/0; Т] сегментнинг булаклар-

п—1
га булиниши сони п чексизга интилганда) V  v(tk) Atk й и р и н д и  мод-

о
дий ну^танинг [/0; Т] ва^т оралирида босиб утган йулияи ифодалай-

п— 1
ди. Д емак, утилган s йул Я —»-0 да V  v(£k)Atk Йигиндининг лимитн

ой
дан иборат булар экан. Умуман, куп масалаларнинг ечими ю^ори- 
даги йигиндиларнинг лимитини топиш билан ^ал цилинади. Бу аник 
интеграл тушунчасига олиб келади.

2 -§ .  Интеграл йигинди

f(x)  функция [а\ Ь] сегментда берилган булсин. Бу {а; Ь] сег- 
ментнн

х0, xv х2.............. {а =  х0 <  х 1 <  х2 <  . . .  < х п =  Ь)

нукталар ёрдамида п га булакка буламиз:

[ %  ^ l]’ [ XV Х2 ] ’ * - • > [^n—1’
>^ар бир **+1] (k =  0 , 1, 2, . . . , п —  1) булакчада ихтиёрий 
£ * ( ! & € [ # * ;  нУ^таИИ оламиз. Сунг функциянинг шу иу^тада-

ги ^иймати f { l k) ни Axk — xk + l— xk га купайтириб, цуйидаги йотин- 
дини тузамиз:

2 / ( У ч = л у ч + л у д * ,  +  • • + /  ( у ч  +

+  . . .  +  f ( i „ _ j) Axn_ v



Б у  й и р и н д и  /(х) нинг [ а ;  Ь] сегмент буйича интеграл йигиндиси 
дейилади ва а орцали белгиланади:

Масалан, ¡(х) =  х2 функциянинг [а; Ь] сегментдаги интеграл йнрии- 
диси (юцоридаги булинишга нисбатан)

а  =  2  ■̂ =  2*=0 *=0
б^лади.

3 -§ . Аниц интеграл таърифи

/(х) функция [а; Ь] сегментда аницланган ва узлуксиз булсии. 
Бу функциянинг интеграл йигиндиси

а =  2  
*=0

ни тузамиз. Масала Л->-0 да шу й и р и н д и н и н г  лимитини топишдан 
иборат.

/(х) функция [а; Ь] сегментда Вейерштрасс теоремасига асосан 
чегараланган булади, яъни •

т < / ( х ) < М  ( У х € [ а ,  Ъ]).

[а; Ь] сегментни х0, х р . . . , х„ (а =  х0 <  х 1 <  . . .  <  хп =  Ь) 
нуцталар ёрдамида п та буланка буламиз. Унда /(х) функция ^ар 
бир [хк, хк+1] сегментда (Л =  0, 1, 2, . . . , я  —  1) ^ам чегаралан
ган булади. Демак,

тк =  Ы  { / ( * ) }  х£[хк; хА+1],

^ А = 5ир{ /( х) ) *  х£[х к; хк+1] 

мавжуд булади. Равшанки,

тк<*Мк (А — 0, 1 , 2 ,  . . .  , п —  1).

Бу тк ва Мк {к =  0, 1, 2, . . .  , п —  1) ёрдамида цуйидаги й и р и н -  

диларни тузамиз:

Л  =  тоА хо +  тА х 1 +  ■ • • +  ткАхк +  . . .  +  тп̂ А хп̂  =
гг— 1

= 2 т *д * * ’¿=0

*  $ир {/ (*)} —  {/ {* )}  туп лам юцори чегараларининг энг кичиги.
¡п  Г {/ ( х ) } —  {/ (* )}  т^плам Эд'йи чегарасининг энг каттаси.



s n =  MoAxo +  м 1д 1̂ +  • - • +  м А ч  +  • • • + ^ n - A xn-i =

«= V ^ .  
k=0

Равшанки, _
s_ <  S„.wrt П

£ [*fe a:ä+1] учун mft<  / ( У  <  Aife булади. Бу тенгсизликларни Axk 
га купайтириб, ^осил булган тенгсизликларни k нинг барча циймат- 
лари (k =  0, 1, 2, . . . , п —  1) буйича ёзиб, сунг уларни цадлаб 
цушиб топамиз:

V  ткАхк <  2  f(lb)Д хл <  2  MtAxt.
k=Q k=0 k=Q

Демак,

Курсатиш мумкинки,

m-(b —  а) <  sn <cS n <: M-(b — a) 

ва _  _  _
*** *^Л+1 ^n+2 >  ■ ■ • ^  *n-i-2 ^

булади. Д ем ак, Sn кетма-кеглик чегараланган ва камаювчи, sn кет- 
ма-кетлик эса чегараланган ва усувчи булади. Монотон кетма-кет- 
ликнинг лимита мавжудлиги ^ацидаги теоремага мувофиц S n ва 
sn кетма-кетликлар чекли лимитга эга булади. Биз уларни мос ра-

вишда 7 ва / орцали белгилайлик:

lim 5 = 7 ,  lims„ =  /. 
п ~п —

Энди бу 7 ва / сонларнинг тенглигини курсатамиз. Шу мацсад- 
да Т— / айирмани цараймиз. У  ни цуйидагича ёзиш мумкин:

п—1
7 —  / =  lim S„ —  lim s„ =  lim ^  MbAxh —

— ?,-»o "
n—l n—l

Демак,
_ n—l

k~0
f(x) функция [a, b] сегментда узлуксиз. Кантор теоремасига кура, 

у шу сегментда текис узлуксиз булади. Унда у е > 0  сон олинганда



^ам шундай б >  О топиладики, Я <  6  булган [а, Ь\ оралицнинг ^ар 
бир (xfe; .v*+1] булагида Mk —  mft< e  булишини топамиз. У н да

2  {Mk — mk)Axk <  V  кАхк =  г y ¡ Axk =  e(b — а) 
k—0 f t= 0  fe=0

булиб,
л— 1

И т У (М к ~ тк)Ахк =  0 (1 6 .2 )
А *=0

булади. (1 6 .1 ) в а  16 .2) муносабатлардан

7 = 1

булиши келиб чицади. Уларни / билан белгилайлик: 1 =  1 = 1 .  
Ш ундай цилиб,

l i m S ,  =  l im s„ =  /.
X-,0 л x -o  - я

J^ap доим

s„ <  а  <_ n  гг

булгани учун интеграл йигинди с  хам  Я -» -0  да ш у / сон га инти- 
ладн:

l i m a  =  /. 
х-*о

Д ем ак, f(x) функция [а, Ь] сегментда ани^ланган ва узлукси з 
булса, у  холд а бу функциянинг интеграл йигиндиси

<т =  V / ( у  Д *,
*=0

X - * 0  да чекли I сонга интилар экан:

l im а  =  I .
А .-.0

1 6 . 1 - т а ъ р и ф .  Я -» -0  да /(х) функция интеграл üufuhöucu о 
нинг чекли лимити шу f(x) функциянинг аниц интеграли дейилади ва

| / (x)dx “  (1 6 .3 )
а

каби белгиланади. Леяак%
Ь п— 1

(* f(x)dx =  lim  cr = ¡ l im  V  f(lk)Axk.
a K~*° *=o

Бу %олда f(x) функция [a, b] да интегралланувчи дейилади. а — инте
грал нинг цуйи чегараси, Ь—интегралнинг юцори чегараси, f(x) инте
грал остидаги функция, f(x)dx  интеграл остидаги ифода дейилади.



М и с о л .  / = |  хЛх интеграл топилсин. 
о

Бу интеграл остидэги ¡(х) — х  функция [0; I] сегментда узлук- 

сиз. Демак, функциянинг интеграли \хйх мавжуд. Таърифга кура
о

1 п - 1

(‘ хйх =  П т  V  /(£*) ¿ахк (Дх) =  х) 
.) 1_>.0

булади. Ю^оридаги интеграл йигиндини цуйидагича тузамиз:
1) [0; 1) сегментни

ну^талар ёрдамида п та  тенг булакка буламиз;

[* Я  1М].... [**-?]..... т]-
р  д кл- 1 к 1
Б у  холда Ахк =  —------------- — —  булади.

п п п

2) 5(ар бир Г— ; ( *  =  0, 1, 2, . . .  , п — 1) булакда Ък
п п ]

ну^та сифатида к ни оламиз. Берилг311 / (•*) =  *

функциянинг бу ну^тадаги циймати

(А — 0, 1 , 2 ............/ г - 1 )

б$?лади.
¡ { х ) = х  функциянинг [0; 1] даги интеграл йигиндиси цуйндагича 

булишини топамиз:

*=0 /2=0 6=0
=  -!_(1 + 2  +  3 +  . . . + „ )  =  - 1 .  =  1 ( 1  + 4 ) .

Д ем ак,

[т (1+т )] = т
О (п-* °о  )

Ш ундай цилиб,



1 6 . 1 - э с л а т м а .  f  (х) функция [а\ Ь] сегментда аницланган булиб, 
у шу сегментда интегралланувчи булсин. Унда

Ь а  а

J  / (jc) dx =  — | f(x) dx, j* / (x) dx =  0 ( 1 6 . 4 )
a b a

деб цараймиз.
1 6 . 2 - э с л а т м а .  Агар f  (а;) функция [а\ b] сегментнинг чекли сон- 

даги нуцталарида узилишга (сакрашга) эга булиб, долган барча нуц- 
таларида узлуксиз булса, функция [а\ Ь\ сегментда интегралланувчи 
булади.

4 - § .  Аниц интегралнинг хоссалари

/ (х) функция [а; 61 сегментда аницланган ва узлуксиз булсин. 
ь

Унинг аниц интеграли j* / (х) dx ^ар доим мавжуд. Ушбу
а

Ъ Ь

1° .  | с/ (х) dx =  c j  / (х) dx (с =  const) формула уринли.

И с б о т .  Таърифга кура
л —I

\ f ( x ) d x  =  lim  V / ( y  Axk.
«• )l-»0
a  k = 0

c-j (x) функциянинг интеграл йнгиндиси

2  cf Ах*
fc= О

буллди. Равшанки,

2  «/(У А*‘-к= о fe=0
Бу тенглнкда Я -» -0  да лимитга утиб, 

г> ft
 ̂ с/ (х) dx — c j ' / (х) dx

a a
булишини топамиз.

2°. Агар / (x) билан бирга g  (х) функция цам [a; b] сегментда 
узлуксиз булса, у  ^олда

ь ь ь
j  [/ (х)±  g  M l dx =  j* / (х) d x ±  j  g  (x) dx
a  a  a

булади.
И с б о т .  Таърифга кура

f  / (х) dx =  lim V  / ( у  Д *
j  X->0



f g  (x) dx =  Iim У  g  (Щ Axk
l  *->°J *3 ,

булади. / (x) ±  g  (x) функциянинг [a; b] сегментдаги интеграл йирин* 
дней

2  if (У±г(У1 л** 
k=0

булади. Равшанки,

2  и <w ± в (У ] д ** ■- 2  f (Уд ■**± 2  * W А **•
fe=0 k—O fc=0

Б у  тенгликда Я -> -0 да лимитга утиб топамиз: 
ь ь ь
J I/ (*) =*= g  (*)I dx = J f  (*) dx ± J 8  (*) dx-
a a  a

Аниц интегралнинг кейинги бир нечта хоссасини исботсиз келти- 
рамиз.
hs’ 3°. Агар [а; Ь] сегмент иккита [с; с] ва [с; ¿>] ( a < c < f r )  сег- 
ментлардан иборат булса, у  х;олда

Ь с  Ь

j  / (х) dx =  f / (х) dx +  j  / (х) dx
a а с

булади.
4°. Агар f  (х) функция учун у х £ [ а ;  6] да / ( х ) > 0  булса, 

у  холда
ь
J  / (х) dx >  О
а

булади.
5°. Агар f  (х) ва g  (х) функциялар учун V  * £  [а; b] да / [x)<,g (х) 

булса, у  ^олда

ь ь
f  / (х) dx <  J  g  (х) dx (16.5)

а  а

булади.
6°. У р т а  ^ и й м а т  х а ^ и д а г и  т е о р е м а .  Агар f  (х) функция 

[а\ Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у %олда а ва b ора- 
сида шундай £ (а  <  £ <  Ь) нуцта топиладики,

j  f  (х) dx =  f  (I) (b ~ a )  (16.6)
a

бдлади.



И с б о т .  Теореманинг шартидан [ (л-) функциянинг [а\ Ь] сегментда 
чегараланганлиги келиб чицади:

т  < / ( * ) < /И Ь]).

Аник интегралнинг кжорида келтирилган хоссаларидан фойдаланиб 
топами з:

ь ь ь ь
т (х) ¿С  ̂ тЛх <  |  [ (х) Же <  М йх=>т   ̂ й х  <

а а а а
Ь Ь Ь

<  £ /  (х) йх  <  М  |  йх= ^т  (Ь — а) <   ̂ /  (х) й х ^ М  (6 —  а)
а а а

Ь п—I « — 1 ч

чунки, Г (1х= ]{т  У  1- Д л : ь = П т  "V А х к= \\т {Ь —а)=(Ь—а) ).
•) х-*-о Х-*-0 “  >.-*о /а к—О *=0 /

Демак,
ь

т  (Ь — а) <  /  (х) йх  <  М  (Ь — а).
а

Б у тенгсизликларни Ь— а га булеак, унда ушбу
ь

{ /  (х) (1х
т < а-----------  <  м

Ь — а
тенгсизлнк ^осил булади. Яна /  (х) функциянинг [а; Ь] сегментда 
узлуксиз булганлигидан, а ва Ь орасида шундай I  топи-
ладики,

ь
I  /  (х) ¿X

¿ - г —  -  /  (Е)о — а
булади. Бу тенгликдан эса

| / ( х )  <& =  / ©  ( Ь - а )

булиши келиб чи^ади.
7°. /  (х) функция [а; Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булсин. 

Равшанки, бу функция [а, х] ( а < х < 6) да ^ам узлуксиз булади. Д ем ак ,

I  / «  ш
а

х
мавжуд. Агар [а\ Ь] сегментдан олинган хар бир х  га £  /  (¿) й1 ни

а
мое ^уйсак:



F : x - + f  f  (0 dt
a

унда функция ^осил булади. Уни F  (х) орцали белгилайлик:

F (х) =  |  /  (0 dt. (16.7)
а

Б у F (х) функциянинг з^осиласи берилган f  (х) га тенг булади: F' (х )=  
=  f  (х). Шуни курсатамиз. Аргумент х  га А х орттирма бериб, F (х) 
функциянинг мос орттирмасини топамиз:

* + Д  х  х
F (x +  A x )  —  F (х) =  j  f{ t )  dt —  j  f ( t )  dt.

a  a

Аниц интегралнинг 3°- хоссасига кура
* + A x  x  х + Д х

j  t ( t ) d t  =  \ f ( t ) d t ±  j  f ( t ) d t  
a a  x

булади. Унда
*  X + A X  X

F (x +  A x ) - F ( x )  =  j  f ( i ) d t +  j  f ( t ) d t - $ f ( l ) d i =
a  x  a

x + \ x  

=  j  
X

булади. Демак,
х+Д x

F (x  - f  A x) — F (x) =  j  /  (/) dt.
X

* + Д  x

Бу тенгликнинг унг томонидаги j  f  (t) d t интегралга урта ций-
х

мат ^ацидаги теоремани цулласак,
х + Д  х

j  f ( t ) d t  =  f ® ( x  +  A x - x )  =  f ( t ) A x
X

(£б(х ,  х  -j- Д х)) булади ва натижада F (х) функция орттирмаси учу н 
ушбу

F ( х - Ь Дх )  —  F  (х) =*/ (?)  (Ш х ,  х  +  Ах)) 
тенгликка келамиз. Бу тенгликдан эса

F  ( х + А  х)  — F (х)

А х
б^лиши келиб чицади. Маълумки, А х - > 0  да

F  (X +  А х)  — F (х) 

А х

=  / (  I) (16.8)



нксбатнинг лимити F' (а:) булади (^осила таърифини эсланг): 

l i m f  (» +  M - f W = f , w
д х-*о А х

А х -*■ 0 да £€(х,  л: -f~ А л:) булганлиги сабабли |-» -х . Берилишига 
кура f  (х) функция узлуксиз. Демак, t - * x  да

/ ( S W W .
Ю^оридаги (16.8) тенгликда Д х - » - 0  да лимитга угиб,

И т  Р (х +  А х)- Г М = и т
Д Х^О  Д  X Д  Х-*0

ушбу
F' (x) =  f ( x )

тенгликка келамиз. Демак,

F (х) =  \  f  {t) dt
а

функциянинг ^осиласи интеграл остидаги функциянинг х  ну^тадаги 
циймати f  (х) га тенг булар экан:

f , W = ( |  f  М < u j= f{ x ) .

Бу узлуксиз функциялар учун хар доим бошлангич функция мавжуд 
булишини билдиради.

5 -§ . Ани^ интегралларни ^исоблаш

Г . А н и ц  и н т е г р а л н и  т а ъ р и ф г а  к у р а  ^ и с о б л а ш .  
Маълумки,

Г f  (х) d x =  lim  V  f  ( у  A x k.
а * -°  kto

Демак, Х-»-0 (Я. =  шах {Ах*}) да 
к

< * = 2  ^ ( У  &Хк 
k=0

йигиндининг лимитини топиш билан берилган f  (х) функциянинг ани^ 
ь

интеграл« j  f  (х) dx  ни ^исоблаш мумкнк.
а

Ь

М и с о л .  j  sirudx интеграл ^исоблансин. Бу интеграл учун ин-
а

теграл йиринди о ни тузамиз. [а; b] сегментни ушбу



. Ь — а Ь —  а  . , Ь — а
а, а Л---------- , а +  2 --------, . .  а  +  £

п п п
I Ь — а ,а ~ \ - п ----------- о

п
ну^талар ёрдамида п  та тенг булакка булиб, хар бир

Га + к — -, а +  (к +  1) -^ 2 -1  (к =  О, 1, 2 .......... п -  1)
I п п J

булакда нуцтани

1к =  а +  (к +  1) - ^ -  (х =  0, 1, 2, л - 1) 
п

деб оламиз. Берилган функциянинг интеграл йигиндисини тузамиз:

=  2  /  (У =
й=0

я—I

=  V  з т  [а  +  (к +  1 ) ^ - “1 а =  ^ - а V  5т  Га +  (4 +  1 )
п } п п 1. п

к=0 
Маълумки,

2 51П а  бш р =  соэ (а — р) — соэ (а  +  0).

Б у  формуладан фойдаланиб топамиз: $ т  [а +  (6 +  1) - — —
I п

\ п  . Ъ — а  .
2 з т --------в т

Ь — а 2 п
2 з т -------

2 п

" Т- \ -а {С03 [“ ■+ (‘ + т) Чг] - [“ + (* +!) V]}’2 ЭШ
2п

У  ^олда

о=6т ? 2 1 8;п [а+<*+1) 4 _а] ==
к=О

-  соз [а  +  [к  + 1 )  ^ - а]} =  ^  [соз (а  + 1  * = ! ! ) -
л
2п

_ с05 (в + | . * _ ? ) + с м  ( а +  +

+  . . .  +  С05 (а  +  ( п - ± )  ~ ) - с о з  (а +  (п  +  ± )  ^ ]  =



булади. Бу тенгликда Я =  —— — 0 да лимигга утиб топамиз:
п

Ь —  а

Пшсг= Ь 'ш ----- —------  Гсоэ (а  4 - — — соз (ь  +  Ъ ~~ д- ) |  =
*_»о х-*о . Ь —  а  1 \  2 л /  \  2  п  ) \

=  с об а  —  со¡Ь

^бунда Л т  - 5 ^  =  1 ва у  соэх функцияиинг узлуксизлигидан фой*

даландик). Демак,
ъ
|  з 1т ;  йх  =  соэа — соБб.
а

2°. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  f  (х) функция [а, Ь\ 
сегментда берилган ва узлуксиз б^лсин. Бундай /  (х) функция ушбу 
бошлангич

р  (X) =  |  /  (0 <и
а

функиияга эга. Маълумки, /  (х) функциянинг ихтиёрий бошланрич 
Ф  (х) функцияси берилган бошланрич Р  (х) функциядан узгармас 
цушилувчига фарц цилар эди (царалсин, 15- боб, 1-§)

ф  (х) =  Р (х) +  С  (С — узгармас сон).
Демак,

ф  (*) =  |  /  (0 л  +  с .
а

Бу тенгликда, х  =  а да

Ф(а )  =  | / ( < ) Л  +  С =  С, (16.9)
а

х =  6 да
ь

Ф (Ь)=  Ц /  (¿) сИ +  С  (16.10)
а

булишини топамиз. Натижада (16.9) ва (16.10) тенгликлардан 
ь
I  И х) <1х =  Ф  (6) - Ф  (а) (16.11)
а

булиши келиб чицади. Бу Ньютон— Лейбниц формуласи дейилади.



ь
(1 6 . И )  тенгликнинг унг томонидан Ф (6) — Ф (а) айирмани Ф (х)1

каби ёзилади. Демак, 
ь
( /  (х) йх  =  Ф  (Ь) — Ф (а) =  Ф (х) I
Л 1д .

Нью тон — Лейбниц формуласи ёрдамида |  /  (х) йх  ани^ интеграллар
а

цуйидагича ^исобланади:
Аввало !  (х) функциянинг ани^мас интеграли

I  /  (*) йх

топилади. Айтайлик, бу интеграл топилиб, Ф (х) га тенг булсин:
] 7 ( х )  <*Х =  Ф (Х ) .

Сунг бу функциянинг а ва Ь ну^талардаги ^ийматлари ^исобланиб,
Ф  (Ь) — Ф (а) гйирма топилади. Бу циймат Ньютон — Лейбниц фор- 

ь
муласига кура |  /  (х) йх  интегралнинг ^иймати б^лади.

а
я/2

М и с о л л а р .  1. |  созхйх  интеграл з^исоблансин.

>х функциянинг ани^

|  со ъ хй х  =  эшх +  С.

Аввало бу /  (х )«  сое х функциянинг ани^мас интеграл ини ^исоб- 
лаймиз:

Демак,
ф  ( х)  —  б/пх. 

Ньютон — Лейбниц формуласига кура

Я /2

I
Я/2

СОЗХЙХ=5Ш X ( =  БЩ — ЭШ 0 — 1.
2

О

Л=  в т  •
ои

6
2 . ^  ’ интеграл ^исоблансин.

йх

у$т ~х
1

Б у / ( х ) = — - —  функциянинг ани^мас интеграли 
/ 3  +  х

______ !_  ~ Т + 1

йх Г /п , .л 2 л/о I <3 + *)_______  + С  =Г ■— — Г (3 +  Х) 2 й (3  +  х) =  
¿ У з + х  J 1



=  (3 + *) 4 -С  =  2 У З  +  х  +  С

1
булади. Ньютон— Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:

а Уз

=  2 (К З  +  б - У 3 4 - 1 )  =

=  2 (3 — 2) =  2 .

3. J  а dx—  интеграл г^исоблансин.
а

Равшанки,

:э
Унда
а УЗ

= — arctg— + С .

J ^  = 7 arc,s 7  ! ^  = 7 (arclg ^  “ arctg 7 )= 

= 7 (arctg -  arc,g') “  7  ( f  “ f )  “  IS
булади.^

4. j* xe~x*dx интеграл >;исоблансин, 
о

Бу интеграл ^уйидагича ^исобланади- 

j* хе~*‘ dx =  J  е~*' ■(— j )  d ( — x2) =  — - j j  e” * d  (— x2) =

- i  i ( i - i  ) =  { ( i - | ) .

о 0

= - i  1'

6-§. Аник, интегрални ^исоблаш усуллари

1°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  Айтайлик, и = * и (х )  
ва v =  v  (х) функциялар [а; Ь] сегментда аницланган, узлуксиз и' (х) 
ва v1 (х) ^осилаларга эга булсин. Равшанки,

[и (х) v (х)]' =  и ' (х) v  (х) +  и (х) v ' (х).

Демак, и (х) v  (х) функция и' (х) v  (х) +  и (х) v ' (х) функциянинг 
бошланрич функцияси. Нью тон— Лейбниц формуласига биноан



^ [(и' (х) V (х) +  и (.X) V' (х)] йх  =  (и (х) V (х))*
а

булади. Агар
ь ь ь
С [и ' (х) V (х )+ и  (х) V' (X)] йх =  |  и (л) и (х) йх  +  | и (а) V' (х) йх =

а  а  а
* Ь

=  ^ о (х) йи (х) -Ь ^  и (х) йь (х)
а а

булишини эътиборга олсак, у ^олда 
ь ь
I* V (х) йи (х) +  [ и (х) дю (х) =  [и (х) V (х)]*

а  а

булиб, бундан эса
ь ь
|  и (х) ¿и (х) =  [и (х) V (х)]£ — | V (х) йи (х) (16.12)
а  а

булиши келиб чицади. Бу тенглик а н щ  ишпегрални булаклаб ин• 
теграллсии формуласи  дейилади.

М и с о л .  Ушбу £ х 1пхйх  интеграл ,\исоблансин.

Бу интегрални ^исоблашда (16.12) формуладан фойдаланамиз. 
= 1пх, йи =  ха 

формулага кура

и =  1пх, йи =  хйх  деб топамиз: йи =  ~  йх, V =  Унда (16.12)
х 2

Г х1п хйх =  —  1пх I — Г — • — йх — —  1п X I — -  С хйх  “
.) 2 \е )  2 X 2 |# 2 J
е е  е

=  1  \ е* \пе2 — еа 1пе — — Г ] =  -  [2е4 - е 2 — -  +  — 1 =
2 [ 2 \е } 2 [ 2 2 ]

=  1  (Зе^ — 1) ^
4

булади. Демак,
е*

£  х1пхйх — (Зе2 — 1) е2.
е

2°. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и .  /  (х) функция 
[а; Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булсин. Ушбу

£ /  (х) йх
а



интегрални ^исоблаш талаб этилсин. Бу интегралда х  =  ф (/) деймиз. 
Ф (0 функция ^уйидаги шартларни цаноатлантиреин:

О Ф (0 функция [а; р] сегментда аницланган ва узлуксиз;
2) Ф (а) =  а, Ф (Р) =  Ь\
3) ф (0 функция [а; |5] сегментда узлуксиз ф' (О ^осилага эга бул- 

син. У холда
ь э
j  /  (х) dx =  Г f  (ф (/)) Ф' [О dt
а а

б^лади.
М и с о л .  Ушбу интеграл ^исоблансин:

я/3
COSX ,dx.

У  s in 3 * 
л/2

Бу интегралда sin л: =   ̂ деб оламиз. Натижада cos x d x  =  dt ни ва
__ я/з

t узгарувчи Г —, - — 1 да йзгаришини топамиз. Демак, ( dx =
J L 2 2 J J  sin3*

я/2

=  p 2 i t _  f ,2n  _  r W  f 3/2= ____L |V'3>=
I  i ,  - 3 + 1  '«* 2 ( 2  Iw

=  =  — L . = » = ± .
2  \  3 J 2  3 3

7- §. Аник, интегралларни такрибий ^исоблаш

f  (х) функция мураккаб булса (табиийки, унинг бошланрич функ- 
циясини топиш цийин булади), унда берилган функциянинг интег- 
ралини тацрибий ^исоблашгп тугри келади.

1°. Т у р р и т у р т б у р ч а к л а р  ф о р м у л  а с  и. f( x )  функция [а; Ь] 
сегментда берилган ва узлуксиз булсии. Бу функциянинг ани^ интег- 
рали

ъ
j  /  (х) dx
а

ни тагфибий ифодаловчи формулани келтирамиз.
[а; b] сегментни

.v0 =  а <  х, <  х2 <  . . .  <  хп_ х < х п ^ Ь  

ну^талар ёрдамида п та тенг булакка буламиз. Равшанки, бу ^олда

A x k = x k+l —  xk =  ^ ^ ~ ,  x k -=a +  k  (¿ =  0 , 1, 2 , . . п)

булади. Берилган f  (х) функциянинг хк иуцтадаги циймати f  (xk) ни 
^исоблаб, f (х) нинг [xfe; xA_LI] сегмент буйича аниц интегралиии ^уйи- 
дагича



*fe-H
j f  { x ) d x & f  (xk) A x k =  f  (xk) b- ^

‘*k

та^рибий ифодалаймиз. Бундай тагфибий формулани ^ap бир [xx; xfe+I]

(ft =  О, 1, 2 , . . n  — 1) сегментга нисбатан ёзиб, сунг уларни з^ад- 
лаб цушиб топамиз:

j* f  (х) dx  «  / (х0) —
а

J  / (х) dxttf (хх)

j 1 f  (х) d x t t f  (Xt) b~ t 
x t

b
J  f  (x) dx ъ  f  (xn_!) b- ^ ,

*n-1

f /  (x) dx +  f f  (x) dx  +  f  /  (x) dx  +  . . . +  f f  (x) dx «
a Xi x , xn_ i

&  i /  (X0) +  /  (Xj) +  /  (xs) +  . .  . +  f  (*„_,)].n
Демак,
b
( f  (x) d x  =  b- ^  [f (x0) +  f  (Xi) +  /  (x2) +  . . . +  f  {xn — 1)] =

J  n
a

n—\

=  ^ r ] £ / w -  (i6 .i3 )
fe=0

Бу (16.13) формула тдрри тдртбурчаклар формуласи дейилади.
2°. Т р а п е д и я л а р  ф о р м у л а с и .  [а; Ь] сегментни юцоридаги- 

дек п  та тенг булакка булиб, f  (х) функциянинг [xfe; xft+l] сегмент 
буйича олинган ани^ интегралини цуйидагича

f M  +  f (*к+\) , „ /  (*л) +  f (Jf*+i) ь — а— Д Xu — ^ '
2 2 n

Xk
j  f  (x) dx



тацрибий ифодалаймиз. Бундай такрибий формулани ^ар бир [хк; хк+[1 
(£ =  0 , 1, 2 , . .  п — 1) сегментга нисбатан ёзиб, сунг уларни хад- 
лаб цушиб топамиз:

|  /  (х) йх +   ̂ /  (х) +  j ‘ /  (я) йх +  . . .  Н- j  /  (х) йх «

«  —  ш  ( ч ) + ( ( * ! » + ( /  ы + 1 ы ) + а  ы  +  /  м )  +п

+  • • • + ( /  (* _ !) +  /  « ) )  =  [/ (*о) + 2 /  ( ^ )  +  2/  с д +

+  . . .  +  2/ ( * „ _ , ) +  /(*„)!■
Демак,

ь
|  /  (х) (¿х *  [ /  (х0) +  2/  (х.) +  2/  (х,) +
а

+  . . .  +  2 / (*„_,) + / <*„) ] .  (16.14)

Бу (16.14) формула трапециялар формуласи деб аталади.
3°. П а р а б о л а л а р  ( С и м п с о н )  ф о р м у л а с и .  / ( я )  функция 

[а; Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булсин. [а\ Ь] сегментни
*0 =  а < х 1< х 2< .  . . < х 2п_2 < х 2п_ х < х 2п =  Ь

нуцталар ёрдамида 2п  та тенг булакка буламиз. /  (лг) функциянинг 
[х2к, х2к+2] сегмент буйича аниц интегралини цуйидагича

х2к+2
j  /  (х) йх »  ~  и  (хи ) +  4/ (хк+1) +  !  (хм+2)1 

* 2 к
такрибий ифодалаймиз. Бундай тацрибий формулаларни ^ар бир 
\х2& % + 1] (¿= * 0, 1, 2 , . . . ,  п — 1) сегментга нисбатан ёзиб, сунг 
уларни ^адлаб цушиб топамиз:

*« ** * 2  п
|  /  (х) йх +  |  /  (х) йх +  |  ¡ ( х ) й х  +  . . . + §  /  (Х) йх &
хс х ,  х 2ц_2

« К/ (х0) +  4 /  (х,) +  !  (х,)) +  (/ (х.) +  4 / (X,) +  /  (х4)) +
6Л

+  (/ (̂ 4) +  (я6) +  / (*в)) +  • • •  +  (/ (*2,1-2) +  4/ (*2/1-1) +
+  /  Ц„))1 =  ~  Ш (X.) +  /  (Х2Я)) +  4 (/ (X!) +  ;  (х3) +  { (х5) +

+  * •• +  /  (л2я - 1)) +  2 (/ (х2) +  ? (х4) +  /  (хв) +

+  - . - + / ( х 2п_2))1.



г

Демак,
ъ

|  /  (х) й х  ъ  Ь-= ^  [(/ (*„) +  /  (.г2п)) +  4 (/ Ы  +  1 (Хз) +  . . . +  

+  / ( х2„ - 1)) +  2 ( / М  +  / М  +  . . .  +  М ^ „ _ 2))1. (16.16)
Бу (16.15) формула параболалар (Симпсон) формуласи дейилади.

М и с о л .  | е~х* ¿х  ани^ интеграл тагфибий ^исоблансин.
6

[0; 1] сегментни ушбу х0= 0 ,  х1= 0 ,2 > яа =  0,4, я3 =  0,6, х4= 0 ,8 , 
х5=  1,0 ну^талар ёрдамида 5 та тенг булакка буламиз. Сунг 
/  (х) =  ё~х функциянинг шу нуцталардаги ^ийматларини ^исоблаймиз: 

/<*о) =  / ( 0) =  е ° =  1,00000,
/ ( х , )  =  /  (0,2) » 0 ,9 6 0 7 9 ,

!  (-‘'¡'г) =  !  (0,4) «  0,85214,
/ ( * 3) = / (0,6) да 0,69768,
/  (х4) =  /=(0,8) да 0,52729,
/  (х6) =  /  (1) « 0 ,3 6 7 8 8 .

Берилган | ё~х* с1х интегрални тугри туртбурчаклар, трапеция 
о

хамда Симпсон формулалари буйича та^рибий ^исоблаймиз.
а) турри туртбурчаклар формуласи буйича 
1
^ е"*’ й х  «  ^  [/ (0) +  /  (0,2) +  /  (0,4) + /  (0,6) +  /  (0,8)1 =  

о
=  4  (1,00000 +  0,96079 +  0,85214 +  0,69768 +  0,52729) =

5

=  -  (4,03790) =  0,80758 
5

булади. Демак,

Г е- *’ йх да 0,80758;
о

б) трапециялар формуласи буйича

|  в"** й х =  ~  Я (0) +  2 / (0,2) +  2 / (0,4) +  2 / (0,6) +
О

+  2 / (0,8) +  /  (*)1 ~  [1.00000 +  2-0,96079 +  2 0,85214 +

+  2 • 0,69768 +  0,52729] =  0,74805 
1

булади. Д емак,  ̂ е ~х* йх =  0,74805; 
б



в) Симпсон формуласи буйича 
1

j  г - *  dx  »  0,74682
о

булади.

X V II Б О Б .  АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ ТАТБИЦЛАРИ

1-§ . Текис шаклнинг юзи ва унинг аниц интеграл 
оркали ифодаланиши

Текисликда бирор ёпиц чизиц билан чегараланган (D) ш акл бе- 
рилган булсин (123* чизма). Бундай шаклнинг юзи тушунчаси билан 
танишамиз. Бу тушунча урта мактаб математика курсидан маълум 
булган фактлар — купбурчакларнинг юзга эга булиши ва уларнинг 
юзининг ^исобланлшига асосланган. Берилган (D) шаклнинг ичига 
(Л) купбурчак чизамиз. Бу купбурчакнипг юзи А  булсин. Бундай 
купбурчаклар юзларидан иборат туплам {А} булсин.

Худди шуига ухшаш, (D) шаклни уз ичига олган (В) купбурчак- 
ни (таш^и чизилган купбурчакни) чизамиз. Унинг юзи В  булсин. 
Бундай купбурчак юзларидаи иборат туплам {В} булсин.

Натижада {А} ва {В} —  мусбат сонлар тупламлари ^осил булади. 
{Л} туплам ю^оридан, {В} туплам эса цуйидан чегараланган була
ди. Унда {Л} тупламнинг аниц юцори чегараси sup {Л}, {В} Tj/n- 
ламнинг аниц ^уйи чегараси inf {В} мавжуд.

1 7 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар

sup {Л} =  inf {В} 
булса, у  %олда (D) шакл юзга эга деб аталади ва 

D =  sup {Л J =  inf {В}

мщдор (D) шаклнинг юзи дейилади.
y  =  f ( x )  функция [а\ Ь] сегментда аницланган [ва узлуксиз бу- 

либ, Ь] да /  (х) >  0 булсин.
(D) шакл юцорндан /  (х) функция графиги, ён томонлардан х = а ,  

х  =  b тугри чизицлар, пастдан Ох уки билан чегараланган ш акл — 
АВСЕ  эгри чизикли трапециядан иборат булсин (124-чизма).

Шу АВС Е  эгри чизикли трапеция юзга эга. [а; b] сегментии х0,
X i ,  Х2 , . . . ,  Х^, X ^ j ,  . . . ,  Х п . { й  =  Х0 Х* <С Х2 • • • <С Xfc ^  ^

<  . . .  <  хп =  Ь) нуцталар билан п  та булакка буламиз. Берилган 
f  (х) функциянинг [xfe; х*+1] даги энг катта циймати M k, энг кичик 
циймати эса mk булсин. Равшанки. £к € [хк, х к̂ }  учун

( lk) < M k (17.1)

булади.
х0, x lt х2, . . ., хк, xk+[t . . ., хп ну^талардан Оу у^ига параллел 

чизи^лар утказиб, уларни /  (х) функция графиги билан кесишгунча



давом эттирамиз. Натижада ABCD  эгри чизицли трапеция эгри чи- 
знцли трапецияларга ажралади (124-чизмага царанг).

^ ар  бир булакчада асоси [хк; хл+1], баландликлари эса тк ва М к 
булган турри туртбурчаклар ясаймиз.

Баландликлари тк булган турри туртбурчаклар (D ) шакл— АВСЕ  
эгри чизицли трапеция ичига чизилган купбурчак б^либ, унинг юзи

л—1
s =  2  ЛХ* ( А =  **+1 -  **> 07 .2)

булади. Баландликлари М к булган барча турри туртбурчаклар АВСЕ  
эгри чизицли трапецияни уз ичига олган купбурчак булади. Унинг 
юзи эса

п— 1

S  =  У  M k A x k (17.3)
*=о

га тенг. Юцоридаги (17.1), (17.2) ва (17.3) муносабатлардан

булиши келиб чицади.
Агар [с; 6] сегментнинг турли усуллар билаи п та булакка бу- 

линишлари олинса, унда ю^оридагидек мос s ва 5  йигиндиларни 
тузиш мумкин ва улардан {s} ва {5} тупламларни ^осил цилиш 
мумкин. Бу тупламлар учуй

sup {s}, inf {5}
мавжуд булади.

Курсатиш мумкинки,
inf {S} = s u p  {s}

булиб,
b

( f ( x )d x  =  inf {5} — sup {s}
a

булади.
Д емак, (D) шакл — АВСЕ  эгри чизи^лк трапециянинг юзи

D =  f  f(x )  dx  (17.4)
а

булади.
М и с о л .  Ю^оридан у  =  х2 парабола, ён томонлардан х  =  1, х = 3  

вертикал турри чизи^лар ва пастдак Ох у щ  билан чегараланган 
шаклнинг юзи топилсин (125-чизма).

Ю^орида келтирилган (17.4) формуладан фойдалаииб топамиз:



Текисликдаги (О) шакл — ю^оридан ¡2{х) функция графиги, ён 
томоилардан х  — а, х  — Ь турри чизицлар билан, пастдан ¡Х(х) функ
ция графиги билан чегараланган шакл булсин. Бунда Д(х) ва / 2 (х) 
функциялар [а; Ь) сегмеитда узлуксиз ва V  х  £ [а; Ь] учун /, (х) > 0, 
/ 2( х ) > 0 ,  / , (х) <  ¡2 (*) (126-чизма). Бундай шаклнинг юзи уш бу 
формула билан топилади:

о  =  |7 г  (х) ¿X — £ Д (х) йх =  |  [/2 (х) — Д (х)] йх. (17 .5)
а а а

¿Мисол.  Пастдан ¡1 (х) =  х 3 функция графиги, ён томонлардан 
х  =  — 1, х  =  1 вертикал ту^ри чизи^лар, ю^оридан /2 М  =  я2 функ
ция графиги билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин (127-чиз
ма).

Бу шаклнинг юзи (17.5) формулага кура

1
й*=  | ( х 2 — X3) йх  

—1

булади. Интегрални ^исоблаймиз:

I 1 1,
х ^ х  =  :

3
D =  j  (х2 — х 3) dx =  J  x2dx  — f x?dx — ~ I _ x * _  

- I  4

1

-1

= i — ( - i ) - ( - T - i ) = i  кв- биРлик-

2-§. Ей узунлиги ва унннг аниц интеграл ор^али ифодаланиши

Бирор * /= /(х )  функция \а\ Ь\ сегментда берилган ва узлуксиз
булсин. Бу функция графиги 128- чизма да тасвирланган А В  эгри чи- 
зиц — ёйни ифодаласин. Эгри чизик; узунлиги тушунчаси бизга маъ- 
лум б^лган ф актлар— сини^ чизицнинг узунликка (периметрга) эга 
булиши .^амда уни хисоблай олинишига асосланади.

[а; Ь] сегментии х0, х2, . . . t х п (а — xQ <  х, <  х2 <  . . . <  
<^хп =  Ь) ну^талар билан п  та буланка буламиз. Бу нуцталардан

Оу уцига параллел чизи^лар утказиб, уларни А В  эгри чизири билан 
кесишгунча давом эттирамиз. Кесишиш ну^талари Ak (6 = 0 , 1 , 2 ,  , 
п — 1, п; А ; = А ,  Ап =  В) булсин. Равшанки, бу нуцталарнинг коор-

динаталари (xk , f ( x k)) булади: A k (xk, f ( x k)). АВ  ёйидаги бу ну^та- 
ларни бир-бири билан турри чизи^ кесмалари ёрдамида бирлашти-
рамиз. Натижада АВ  ёйига чизилган синик; чизиц ^осил булади. 
Мазкур курснинг 1- боб, 2-§ ида келтирилган икки ну^та орасида- 
ги масофани топиш формуласидан фойдаланиб сини^ чизи^ перч- 
метрини хисоблаймиз:



L = V ( 4 - * „ ) a +  (f (*i) -  f  W )2 +  У (х г - *i)2 +  (f  (*,) -  f  f e ))2 +

+  • • • +  V(4 +i- ^ ) 2 +  ( / ( W - / W  +  ■ • • +
+  V(xn — xnJ *  +  (/ (xn) -  (x„_,))2 =

=  2
____ ft=0

Демак, AB  ёйига чизилган синиц чизиц периметри
л—I

L =  y y  (**+1 — xk f  +  ( /  ( ^ +t) -  /  м 2 (х0 =  а, х„ =  й)
А=0

булади. Аввалдагидек Л =  шах {ДхЛ} деймиз.
k

17 . 2 - т аъриф.  А В  ёйга чизилган синщ  чизиц периметри

1  =  ^  V (*ft+1 — x kf  - f  (f(xk+l) — /(х*))2
<¡=0

0 да чекли лимитга эга булса, АВ ей узунликка вга дейилади 
еа бу лимит

л—1

l im L =  l im У  У Ы , - x kf  - f  (f (xkJ_,) -  f  ( x j?  =  I (17.7) 
Я.-0 x-o

Л 5  ёйнинг узунлиги дейилади.
Юцоридэ айтилган /(х )  функция [а; Ь] сегментда узлуксиз / '(х )  

^осилага эга булсиц. Унда хар бир [xk, xk+i] сегментда /(х) функ
ция Лагранж теоремасининг шартлариии цаноатлантиради.

Лагранж теоремасига кура

i ( x i+l) ~ l  W  =  F  (%) (-4+1 -  h )  (** <  Л <  *k+\)

булади.
Натижада АВ  ёйга чизилган симц чизик; периметри цуйидаги 

куринишга келади:
л—1

\2  _ _
l  =  2 v  <**+> - x f + v  - / а д !

ft-0

=  2  ^  (x*+i — f ' 2 w  (**+i -  * 7 =  
fc--0

= 5  +/'2(V1 = ̂  V i  +Г(л*) (̂ fc+i — x*) =
*=o fe=0n—I



Кдалаётган f(x )  функция [а\ b\ сегмент да узлуксиз f ’ (x) ^осилага 
эга булганлиги сабабли ушбу

У Т Т Т Ч х Г
функция jqaM узлуксиз булади. Шунинг учун У 1 +  / ' 2 (%) функция- 
нинг интеграл йириндиси

г»—I

Аг=0

$ V l + f ' 4 * ) d x
а

га интилади:

lim У  У \ + П { \ )  И  =  f K l  +  P W  dx. (17.9)
f l  i  

Натижада (17.7), (17.8) ва (17.9) муносабатлардан

I =  j K l  +  Р М  dx
а

булиши келиб читали. Демак, AB  ёйнинг узунлиги аниц интеграл 
ёрдамида цуиидаги формула билан топилади:

ъ
1 =  ^ Y \  + Р М  dx. (17.10)

а

М и с о л .  f(x )  =  e* (0 <  х <  1) функция графиги тасвирланган ей 
узунлиги топилсин.

Юцоридаги (17.10) формулага кура изланаётган ей узунлиги
1

I =  Je*  dx  
о

булади. Бу интегрални ^исоблаб топамиз:
I j

/ =  j" ех dx  =  е* |0 =  ß — I- 
о

X V III Б О Б . ХОСМАС И Н ТЕГРА Л Л А Р

1-§. Чегаралари чексиз хосмас интеграллар

f(x)  функция [а; +  °°) орали^дз берилган ва узлуксиз булсин. 
Бу функциянинг [а; +  «*>) орали^нинг исталган чекли [а\ у \ (а <
<  у К . +  00) КисмиДаги



j  / (л) dx
a

интеграл у  га 6of.ho{ булади:

F (y) =  j  ' f (x)dx.
a

Шундай ^илиб, берилган f (x)  функция ёрдамида F(y)  функция 
^осил булади.

18 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар у ^*-~f  «> да F(y)  ф ункциянинг лимиты 
мавжуд булса, бу  лимит  f (x)  функциянинг [а; +  °°) оралицдаги 
хосмас интеграли деб аталади ва

j* f ( x ) d x
а

каби белгиланади:
4“оо у

f f{x )d x = *  lim F ( i / ) = I i m  i ‘ f (x)dx.
J  Ц—»-J-* J
a a

"t00
Бундай Г f (x)  dx  интеграл чегараси чексиз хосмас интеграл деб

а
з^ам айтилади.

у
Агар у  +  оо да F  (у) =  j' /  (х) dx функциянинг лимити мавжуд

а
+ 00

ва чекли булса, у  %олда j* /  (х) dx хосмас интеграл яцинлсииувчи дейи-
а

лади.
Агар у~+ +  оо да F  (х) функциянинг лимити чексиз булса, у  

+00
%олда |  /  (х) dx хосмас интеграл узо^лсииувчи деб аталади.

а
Айтайлик, f (x)  функция (— оо; а] ёки (— оо; 4- оо) оралицда 

берилган ва узлуксиз булсин. Бу функциянинг (— оо; а] ва (— оо; 
4 - оо) орали^лар буйича хосмас интеграллари хам юцоридаги каби 
таърифланади:

Г f {x)  dx  =  lim  С f (х) dx (— °° <  у <  а);
J  и—*—я  •}

—со у

+ ео t
f f (x)  dx  =  lim Г f (x)  dx  (— оо <  у  <  t <  +  oo).

- -  Z  у

+ 00

М и с о л л а р .  1. j  e~2x dx  хосмас интеграл ^исоблансин.



Чегараси чексиз хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб топа- 
миз:

+  е» V , У
f е~2х dx =  lim f e - 2* ü x  =  lim  — [ er2* d ( — 2x) =J X ü—>4-»  2 •<о *' т  о u т  о

= — -  l im e -2* |tf= — -  lim (e-2i/ — e°) =  — - (0 — 1) =
2  y -» + to  |0 2  y-*.-!-«1 2  2

Демак, берилган хосмас интеграл я^инлашувчи ва
+СО ]

f  e - x2dx =  - ,
Q

+«о 
О dx2 . /  =  \ —  ( а > 0, а > 0) интеграл ^исоблансин.

а
+  » ^ у

Агар а >  1 булса, у ^олда Г ~ ~  =  lim i x -* d x  =
J  * со J
0 o

( — e + I  \У  I  i

--------) =  lim --------(í/l - e — a 1_a) = --------a [~a
— a + l / f l  a  1—a

-r» p ííx
буладн. Бу эса | —  хосмас интегралнинг я^инлашувчилигиня бил-

a
диради.

Агар a  <  1 булса, у ^олда
+ » V
( — • =  lim ГX- ® dx =  lim  (i/l—“ —a1-®) — — — -Ь °°
J  х  J  у-^+оо 1—a
a a

буладн. Хосмас интеграл узо^лашузчи. Агар a  — 1 булса, у  холда

Г —  =  lim \ —  — lim (In у  — ln a) =  +  °°
J  X у - * + » ,)  X

булади. Бу интеграл узо^лашувчи.
+ 0 0

J
dx—- (a  >  0, а >  0) хосмас интеграл

а
a >  1 булганда я^инлашувчи, a <  1 булганда узо^лашувчи булади .

2- §. Яцинлашувчи хосмас интефалнинг хоссалари

Хосмас интеграллар ^ам аниц интегралларга ухшаш хоссаларга 
эга. Биз уларни исботсиз келтирамиз.



1°. Агар f(x) ф ункциянинг f f ( x ) d x  хссмас интеграла яцин-
а

+  09

лашувчи бдлса, бу ф ункциянинг j  f  (х) dx (а <  b <  +  оо) хосмас
ь

интегралы уам якинлаш увчи бдлади ва аксинча. Бунда

j  f { x ) d x =  j" f { x ) d x +  j  f ( x ) d x  
a  a  b

бдлади.
+»

2°. Агар j  f ( x ) d x  якинлашувчи ва k дзгармас сон бдлса, унда
а

j" kf (x)  dx %ам якинлашувчи булади ва
+

f k f  (х) d x  =  k  j’ f  (x) dx.
a  a

Зр. Агар  I f ( x ) d x  ea f  g  (x) dx интеграллар якинлашувчи бул-
a  a

+  a>
ca, у  }{олда Г [/ (х) ±  g  (х)] d x  интеграл %ам якинлашувчи булади ва

а

j  i/(x) ±  g ( x ) ] d x  =  j  f { x ) d x ±  f g{x)dx.

+o

V4°. Агар V f ( x ) d x  якинлаш увчи бдлиб, V  х  £ [а, -Ь оо) учун
а

f ( x ) >  0 бдлса, у  %олда
• + >с »

J f  (х) dx  ^  О
а

булади.

5°. Агар  V  х  £ [а; +  оо) учун f ( x ) ^ g ( x )  бдлиб, f  f { x ) d x  ва
а

+  оо
V g(x) dx интеграллар якинлашувчи бдлса, у  %олда

а

J  f { x ) d x <  j* g{x)dx
а  а



/(х) ва g  (x) функциялзр [a\ - f  «з) орали^да берилган ва узлук
сиз булиб, Y  £ [а; +  оо) учун f ( x )  >  О, g(x) >  0 ва /(х ) <  g(x )

+СО
булсин. У холда j  g(x )dx  интегралнинг я^инлашувчи булишидан

а
+»

f f(x) dx  интегралнинг я^инлашувчи булиши келиб чи^ади.
а + Оэ

М и со  л. J е~х'  dx  хосмас интеграл яцинлашувчиликка текши- 
о

рилсин.
Ихтиёрий х >  1 булганда

булади. Равшанки,

Г _£*£J *2 
1

интеграл яцинлашувчи. Унда юцорида айтилгаиига кура
+  05

f е~х> dx

хосмас интеграл ,\ам яцинлашувчи булади.
Маълумки,

|  е~х' dx 
о

интеграл мавжуд. Унда интегралнинг 1°-хоссасидан фойдаланиб,
+  00 1 +00 

f е~х* dx =  f е~х* dx  +   ̂ е~*г dx
о о 1

цуйидаги

/  =  ~j° е-** dx
о

хосмас интегралнинг яциилашувчи булишини топамиз.

3-§. Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари

/(х) функция [а\ Ь) ярим интервалда берилган ва узлуксиз булиб, 
{t\ b) да (a<it<b) чегараланмаган булсин. Бу функциянинг [а; Ь) нинг

исталган [a; t\ ^исмидаги (а <  t  <  b) j  f  (х) dx  интеграли t га богли^
а



ф (0 =  f f{x) dx. 
а

1 8 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар t - + b  — 0 да Ф(/) функциянинг лимита 
мавж уд бдлса, бу лим ит  чегараланмаган f(x)  ф ункциянинг (д; 6) 
оралшфаги хосмас интеграли деб аталади ва

§ f ( x )  dx 
а

каби белгиланади:

ь t
Г f ( x ) dx  =  lim  Ф { /)=  lim f f (x)  dx.
J  /-*¿>-0 t-*b- о J
а а

t

А гар t -+ b  — 0 да Ф (/) =  j  /  (x) dx нинг лимита мавжуд ea чекли
а

b

бдлса, у  .\олда j* f (x)  dx  хосмас интеграл якинлашувчи дейилади.
а

Агар t-* -b  —  0 да Ф(*) функциянинг лимита чексиз бдлса, у  
ь

урлда  j* /  (х) dx хосмас интеграл узоцлашувчи дейилади.
а

Чегараланмаган f (x)  функциянинг (а; Ь) (ёки (а; b)) оралиц буйи- 
ча хосмас интеграли ^ам юцоридагидек таърифланади:

ь ь.
f / ( x ) d x — lim \ f ( x ) d x  ( я < / < & ) ;
J J
a t

b у

( j7 (x) dx  =  l im^ f f{x) dxj (a <  / <  у  <  b). 
a ytZa+0 *

1
М и с о л л а р .  1. Уш бу ____ интеграл яцинлашувчиликка

J  У l~~X 
0

текширилсин. *<*4
х =  1 ну^та атрофида / (х) =  .. функция чегараланмаган.

У 1 X
Д емак, берилган интеграл чегараланмаган функциянинг хосмас ин
теграли. Таърифга к^/ра

С d x  . .  С d x  —=  =  hm 
J  v  1 —  х  f-* i-o  J  у  1 —

булади. Агар 
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------ 2[(1 — i)2 — ( 1 — О)2 ] = 2 - 2 / 1 — t
булишини эътиборга олсак, унда 

t
lim f - ^ =  =  lim (2 — 2 у Н Г ^ 7 ) =  2

< -» !-0  J  у '  \ —  X t-> l- 0
0

булиб,

{ - ¥ = , = 2  
J  V I — X0

эканлигини топамиз. Демак, берилган хосмас интеграл я^инлашувчи
ва у  2 га тенг.

3 1
п С2 . —  интеграл ни цараилик.

о
х =  0 нуцта /(х ) =  — функциянинг махсус ну^таси. Хосмас ин

теграл таърифига кура
1 1
Г —  =  lim f  — dx  =  lim [ln 1 — ln t] *= +  oo

J  X  <-*+0 J  X /-»+00 t
булади. Демак, берилган хосмас интеграл узо^лашувчи.

3. Ушбу

А =  Г dx а , В  =  Г йх -  (а  >  0)
J  ( х - a f  J ( b - x f  V ^
а а

интеграллар яцинлашувчиликка текширилсин.
Бу чегараланмаган функцияларнинг хосмас интегралларидир.
а) а ф  1 булсин. Бу зрлда

ь ь ь
Г dx - =  lim f  ■ dx „ =  lim f  ( * - 0) - « ф - а )  =
J  (X —  d f  t-*a—0 J  (x  —  в) й а + О  J
a t t

-( х - а р Ч - 1 1ь =  И т  _ L _  [(& — a ) i - « - ( i _ a ) ' - « l
— a + 1  J, <-»a+o 1—a

булиб, бу лимит a <  1 булганда чекли, a >  1 булганда эса чексиз 
булади.

=  lim
¿•-»a+0



ь о

б) а  =  1 б^лсин. Бу ^олда Г =  lim Г “ — —
J  х  — а /-»а+о J  х — а
а t

=  lim f  — =  lim Г In (t —  a) 1 = 0 0
t-*a+Qj x — a f->a-fO L U

булади. Демак,

л = / т ^ (а>0)а
интеграл а  <  1 булганда яцинлашувчи, а  >  1 булганда эса узо^ла- 
шувчи булади.

Худди шунга ухшаш,
ъ

В =  Г dx а  (а  >  0)
J  (Ь - х ) а К ^
а

хосмас интеграл а  <  1 булганда я^инлашувчи, а  >  1 булганда эса 
узо^лашувчи булиши курсатилади.

Чегараланмаган функция хосмас интеграллари ^ам ушбу бобнинг
1, 2-§  да баён этилган чегаралари чексиз хосмас интегралларнинг 
хоссалари каби хоссаларга эга булади.

XIX Б О Б .  ИККИ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАР

1-§. Икки аргументли функция тушунчаси

Мазкур курснинг 9 — 19-бобларида г/=  /(.*) функция, унинг 
дифференциал ва интеграл ^исоби урганилди. Бу функция битта х  
аргументгагина боили^ эди. Одатда бундай функциялар бир аргу
ментли функциялар дейилади.

Табиатда, фан тармо^ларида учрайдиган купчилик функциялар 
битта аргументга боглиц булмай, балки куп аргументларга богли^ 
булади. Мисол карайлик.

М и с о л .  Томонлари я  ва у  (х >  0, у  >  0) га тенг булган тугри 
туртбурчакнинг юзи

S  =  x - y  (19.1)
булади. Равшанки, 5  юз х  ва у  узгарувчиларга богли^. Бу х  ва у  
нинг турли цийматларига кура (19.1) формула ёрдамида уларга мос
5  нинг ^ийматлари топилади.

Шунга ухшаш мисолларни куплаб келтириш мумкин. Икки аргу
ментли функцияларни урганишни R - тугтлам ва унинг баъзи бир 
кием тупламлари тушунчаларини келтиришдан бошлаймиз.

Барча ^а^иций сонлар туплами R  ни олайлик. Бу тупламдан 
ихтиёрий икки х  ва у  сонларни олиб, улар ёрдамида (я, у) жуфт- 
ликни тузамиз. Барча шундай жуфтликлар тупламини, яъни



тупламни Я 2 оркали белгилаймиз: # 3 =  {(.х; г/): л; 6 #» У 6 #}•
# 2 тупламнинг элементи (жуфтликии) шу тупламнинг нщ таси  

деб аталади.
Айтайлик, (Лх; 6 Я2. (*2; ¿/г) € # 2 булсин. Агар х г =  х8, у 1 =  у 9 

булса, у ^олда Я2 тупламнинг (хх\ у г) ва (х2; #2) нуцталари бир*би- 
рига тенг деб аталади: (хх; */1) =  (лг2; */2).

Текисликда тугри бурчакли Оху Декарт координаталар система- 
сини олиб, Ох 5'ци буйича л: узгарувчининг ^ийматларини (х £ # ), 
Оу уци буйича у  узгарувчининг цийматларини {у 6 # )  жойлаштира- 
миз. Унда (х; у) ((.к; у) 6 Я2) жуфтлик текисликда битта М  =  М  (г, у) 
нуктани аницлайди (129-чизма). Бунда х — М  нуцтанинг биринчи 
координатаси (абсциссаси), у — М  нуктанинг иккинчи координата- 
си (ординатаси) булади.

Юцорида айтилганларни хамда ушбу курснинг «Аналитик гео
метрия» деб номланган булимидаги маълумотларни эътиборга олиб, 
/?2 туплам геометрик нуктаи назардан текисликни ифодалашини пай- 
каймиз.

/?2 тупламнинг ихтиёрий икки (X]; ух) ва (х2; у 2) нуцталарини 
олайлик. Маълумки, ушбу

У( Хй  —  х1У +  {уг —  уЦ2

мицдор (хх; у ^  ва (х2; у2) нуцталар орасидаги масофа дейилар эди. 
Уни й  ((хг; //]), (.х2:; у2)) каби белгилаймиз.

& ((*1*. ¿/1). (а'2; У2)) =  V { х 2— хх)2 4- (//2 —  у х)2 
(каранг, 1-боб, 2-§). Масофа учун цуйидаги хоссалар уринлидир.

1°. й {(хх; у х), х2; у 2)) >  О ва
А ((^ ; ух\  (х2; у 2)) =  0 о  (хх; уг) =  (х2; у 2),

2Э. ¿ ( (х^  г/х), (х2; у 2) ) = й ( ( х 2, у2), (хх; у,)),
3°. с1 ((х4; ух\  (х3; у3)) <  а ((хх\ у г), (хг; г/2)) +  й ((х2; у2), (х3; г/3)) 

((** Уз) 6 Я2)-
Энди Кг  тупламнинг баъзи бир кием тупламларига мисоллар келти- 
рамиз.

Текисликнииг, яъни Я" тупламнинг (а, Ь) нуктасини з^амда г > 0  
сонни олайлик.

1. Текисликнииг шундай (а*; у)  нуцталари тупламини цараймизки, 
уларнинг х  ва у  координаталари

( х - а )2 + ( < / - &) * <  г2
тенгсизликни цаноатлантирсин. Бундай нуцталар туплами ё п щ  дойра 
деб аталади ва

{(х, У ) € Я 2- (х — а)2 -\-(у  — Ь)2 <  г2} (19.2)

каби белгиланади (130-чизма). Бунда (а; Ь) нуцта дойра маркази, 
г  эса радиус деб аталади.



2. Текисликнинг шундай (х\ у) вдталари тупламини царайлик- 
ки, уларнинг х  ва у  координаталари

(х ~ а У  +  ( у — Ь ) - < г %
тенгсизликни ^аноатлантирсин. Бундай нуцталар тупламп очщ  дойра 
деб аталади ва

{(*, У) 6 Я3 : (х — а)* +  ( у - Ь Г  <  /*} (19.3)
каби белгиланади.

3. Ушбу
{(*; У )£ К 2'А х - а У '  +  ( у - Ь У  =  г}

тугтлам маркази (а; Ь) ну^гада, радиуси г га тенг булган айлана 
деб аталади (^аранг, 4-боб, 1-§). Бу айлана (19.2) ва (19.3) доира- 
ларнинг чегараси булади.

4. Текисликнинг шундай (х ; у) ну^талари тупламини царайликки, 
уларнинг х  ва у  координаталари

а < х < Ь ,  (а, Ь, с, с1 — эодиций сонлар), тенгсизлик-
ларни ^аноатлантирсин. Бундай ну^талар тупламп гпик т$гри гт]рт- 
бурчак  деб аталади ва

{(х; у) 6 Я2 : а <  х  ^  Ь, с < у < й }
кабн белгиланади (131-чизма).

5. Текисликнинг шундай (х; у)  ну^талари тупламини ^арайликки, 
уларнинг х  ва у  координаталари

а < х < Ь , с < у < й
тенгсизликларни ^аноатлангирсин. Бундай нуцталар тупламп очщ  
турри туртбурчак деб аталади ва

{(х; у) 6 Я2 : а <  х  <  Ъ, с < у <  с1}
каби белгиланади.

2 -§ . Текислик нук^таларидан иборат кетма-кетлик 
ва унинг лимити

^ ар  бир натурал п сонга гекислнкда битта (л'п; уп) ну^таки мос 
цуювчи ^оидага эга булайлик. Ш у цоидага биноан:

(Хц ¿/[), (х2. у 2), (х3, у3), . . . .  (хп, (/д), . . .

ту'пламга келамиз. Бу туплам текислик нуцталаридан иборат кет
м а-кет лик  деб аталади ва {(хп; у п)} каби белгиланади. З^ар бир 
(хя; уп) {п =  1, 2 , 3, . . .  ) нуцта кетма- кетликнинг е д и  деб ата
лади.

М и с о л л а р .  1. ( 1; 1), -1 ), ( | ,  ¿ ) ............(1 ;

2 . ( 1; 1), (1; 2), ( 1; 3)............ (I ,  я), . . .
3.  ( 1; 1), ( - 1; - 1), , ( 1; 1), . .  .



Текислик нуктглгридЕн сборат бирор {(хп, у п)}: (х,; г/,), (x¿
(*з; %)• • • ■ - f c  íO* • • • кетма-кетлик хамда бирор (а; Ь) ну^та 
берилган булсин.

1 9 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар V е > 0  сон олинганда хам шундай вату* 
рал п0 сони то т е с а к и , барча л > л в учун

d ((xn' У„)> t e  ¿ Ж 8 (19.4)
тенгсизлнк бажарилса, (о; Ь) ну^та {(хл; y j )  кетма-кетликнииг ли
миты деб аталади ва

lim (хя; уп) =  (а; Ь)
Л—» ̂

каби ёзилади.
Бу таърифдагн (19.4) тенге изликни цуйидагича

У  к  —  о)2 +  {у„ —  ь у  <  е
хам езиш мумкин. 

М исол.  Ушбу 1(1; 1 ) } :  (I; 1), ( 1 ;  1 ) .  ( 1 ;  1 ) , . . . ,

; — j ,  . . . кетма-кетликнииг лимита (0; 0) булади. ^ а а д а т а н  

^ам Y  е >  0 сонга кура п„ =  ^  J - f  1 дейилса, унда V  я  >  п0

учун

<»<(V </„), fe  b)) =  d ( ^ n , 1 ) , (о ; о ) ) -

, ^ 1 _ 0)- +  (Л - „ / - ^ 1 Г Т - гг < £ £ -

____ V

№
<  S

булади, Бу х а  берилган кетма-кетликнииг лимита (0, 0) эканини 
билдиради: lim (—; -М =  (0 , 0).

л-»00 \ п  п /
Айтайлик, {(хл; í/J} : (je,; (х2; у 2), (х3; #3), . . . .  (хл; #л), . .  . 

кетма-кетликнииг лимита (а; Ь) булсин:
П т  (хл; #„) =  (а; ft).
Л—*00

Кетма-кетлик лимита таърифига кура V  е > 0  сон олинганда хам 
шундай натурал п0 сони топиладики, барча л > л 0 учун

à  ((хл; уп), (а, Ь)) <  е, яъни 1 /(хл — а)2 4- (í/„ — ¿>)'2 <  е

булади. Равшанки, бу тенгсизликдан цуйидаги
|х„ — а \ < г ,  \ уп 6 1 <  е



тенгсизликлар келиб чицади. Бу эса 10-боб, 3-§ да келтирилган 
сонлар кетма-кетлигининг лимити таърифига биноан

lim =  a, lim уп =  b
П-* » n-*&

булишини билдиради.
Шундай цилиб, текислик ну^таларидан иборат {(хп; уп)} кетма- 

кетликнинг лимити (а, Ь) булса, у холда бу кетма-кетликнииг ко- 
ординаталаридан иборат {хп} ва {уп} сонлар кетма-кеТлиги ^ам ли- 
митга эга булади. Уларникг лимити (а; Ь) ну^танинг мое коорди- 
наталарига тенг булади:

lim х п =  а,
lim  (хп, Уп)= (а \  Ь)=> f t *  у  = Ь (19.5)

Л—»Oe v  fl тл-*»
Эндн текислик ну^таларидан иборат {(*„; уп)} кетма- кетлик берил- 
ган булиб, унинг координаталаридан тузилган {хп} ад {уп} сонлар 
кетма-кегликлари мос равишда а  ва b лнмитларга эга булсин; 

lim a'„ — a, lim уп =  b.
ft—* о» л-**

Сонлар кетма-кетлиги лимити таърифига кура Y  в >  0 сон олинган- 
да хам шундай натурал па сон тогтиладики, я > л 0 учун | хп —

<  -4 =  булади.
У 2 '

Шунингдек, Y  е > 0  сон олинганда ^ам шундаи натурал п0 сон

тогтиладики, п > п 0 учун \ уп —  Ь\ < 4 -= - булади. Агар л 0 ва п'0 на-
1' 2

турал сонларнинг каттасннн n*Q дейилса, унда барча /г >■ л* учун 
бир йула

U „ — а | < Д = . ,  I у„ — b | < ~  
п у  2 п , 2

тенгсизликлар бажарилади. Бу тенгсизликлардаи фойдаланиб топа- 
миз:

V K - a r  +  { y „ - b y  <  У Щ Т Щ  =  У Щ  =  '■

Демак,

d ((xn* Уп)* (а > ft) ) ”  V i x n —  a f  +  (yn — b)- <  е.
Бундан, лимит таърифига биноан lim (*„; í/rt) =  (а, fe) булиши ке*

п-*да
либ чицади.

Шундай цилиб, текислик ну^таларидан нбораг {(*„; у п)} кетма- 
кетликнинг координаталаридан тузилган {хп} ва {уп} сонлар кетма- 
кетликларининг лимити (а; Ь) ну^танинг мос координаталарига теиг 
б ^ с а ,  у ^олда {(xn; */„)} кетма-кетликнинг лимити (а, Ь) булади:



1 9 . 1 - н а т и ж а .  Юкоридаги (19.5) ва (19.6) муносабатлардан
lim хп =  а,

l™  (х„; I/„) = ( а ;  у  = Ьп->» _ »Яfl—.«о
булиши келиб чикади.

Бу ^олат текислик нукталаридан тузилган {(хя; уп)} кетма-кет- 
лик л и м и т и н и  урганишии унинг координата лари дан иборат {хп} ва 
{уп} сонлар кетма-кетликларшшнг лимитини урганишга келишиии 
курсатади. Биз сонлар кетма-кетликларининг лимитини 10*боб, 3-§  
да батафсил урганган эдик.

3-§. Икки аргументли функция ва унинг лимити
Текисликда бирор М  туплам берилган булсин (132-чизма).
1 9 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар М  тупламдан олинган >̂ ар бир (х; у) нуц- 

тага бирор ^оида ёки ^онунга кура битта эадикий г сони мос куйил- 
ган булса, у ^олда М  тупламда икни аргумент ли функция берил
ган деб аталади. Уни

z =  /(x; У)
каби ёзилади. Одатда М  туплам функииянинг ани^ланиш со\аси 
деб аталади. х ва у  (эркли узгарувчилар) ф ункция аргументлари, 
г эса х  ва у  нинг функцияси  дейилади.

М и с о л л а р .  1. Текисликдаги хар бир (х; у) нуцтага шу нуцта 
координаталари х  ва у  нинг купайтмасини мос куядиган к он да бе
рилган булсин.

Натлжада
2 =  /(х , у) =  х - у

функцияга эга буламиз.
2 . К,уйидаги функциялар икки аргументли функшшларга мисол- 

дир:

г - х 2 -т у2, z =  / 1  — у* , 2 =  — ^ = = г -
V 1 - * а — У%

Текисликдаги М  тупламда бирор г — f ( x ,  у) функция берилган 
булсин. М  тупламдан (х0; у 0) нуцтани оламиз. Функция шу (х0; //0) 
нуцтага битта г0 соннн мос цуяди. Бу z0 сон г =  /(х , у) функция* 
нинг (х0; г/0) нуктадаги циймати деб аталади ва г0 =  /(х 0, у0) каби 
ёзилади.

Координаталари х0, у0, z0 булган (х0; у 0; г0) нукта фазодаги пуц- 
тани ифодалайдн (царанг 5 -боб, 1-§).

Барча (х, у , z) нуцталардан (бунда (х; у ) £ М ,  г =  /(х , у)) ибо
рат туплам 2 =  /(х , у)  функииянинг графиги деб аталади.



М н с о  л л  ар.  z =  х2 -г  у- функция R 1 тупламда ашцланган 
булиб, унинг графиги 133-чнзмада тасвирланган.

2. z ^ y í  1 — х - — у* функцияни царайлик. Бу функциянннг 
аюцланиш со^асини топам из:

1 — х2 — у% +  ¿rs <  I =>- х2 +  у2 <  I2.
Демак, бэрилган функция маркази (0, 0) ну^тада, радиуси 1 га тенг 
ёпнь; доирада ани^ланган. Унинг графиги 134-чизмада тасвирланган.

* =  f (x,  у) функция М  тупламда берилган булиб, х  ва у  узга- 
рувчиларнинг .^ар бири (а, ß) инт^рвялда берилган функциялар бул- 
син:

х  =  ф (0 .
y  =  $(t)  (/€ (« , ß)).

Бунда t узгарувчи (а , ß) о р ал вд а  узгарганда мос х  вя у  лардан 
тузил га н (*; у) жуфгликлар М  тупламга тегишли булсин. Натижа- 
да ушбу

* =  f{x,  У) =  Н {Р(0 . Ч>(*))
функцияга эга буламиз. Бу холда z узгарувчи t узгарувчининг му-  
раккаб ф унщ ияси  деб аталади.

1 9 . 3 - т а ъ р и ф .  Маркази (х0; «/„) ну^тада, радиуси е ( у е >  0) га 
тенг булган очиц дойра (*0; у 0) иуцтанинг атрофи (доиравий ampo- 
фи) деб аталади ва ¿/£({х0; у 0)) каби белгиланади:

U £( f e  Уи)) =  {(х, y ) € R 2: { x — х0У - f  (у — t/0)г <  е2}.

Агар (х0\ у 0) ну^танинг ^ар бир атрофида AÍ тупламнинг (х0; у 0) 
нуктадан фар^ли камида битта ну^таси булса, у  холда (лг0; у0) нуь^- 
та М  тупламнинг лимит  ну упаси  деб аталади.

М и с о л л а р .  1. М  — {(х, y ) £ R 1-x i - i-у 2 ^  1} тупламнинг Ĵ ap 
бир ну^гаси шу тупламнинг лимит ну^таси булади.

2. Р  =  {(х; y ) é R z :x2 - \ - у - <  1} тупламни царайлик. Бу туплам
нинг барча нуцталари хамда {(х; г/)€Я2 'х 2 4- У1 =  1} тупламнинг 
^ам барча ну^талари берилган Р  тупламнинг лимит нуцталари була- 
Д и.

Агар (х0; у0) ну^та М  тупламнинг лимит ну^таси булса, у хол-
да

1) f e  Уо) нуцтанинг хар бир атрофида М  тупламнинг чексиз 
куп ну^талари булади,

2) .И тупламнинг ну^таларидан (х0, ¿/0) нуцтага ннтилувчи {(х ; 
У,)} (fe¡ кетма-кетликлар и  — 1, 2 , 3, . . .) ажратнш мум- 
кин:

lim (хл; уп) = ( х 0] у0).
X—* ое

Текисликда бирор .VÍ туплам берилган булиб, (*0; у0) нуи;та М  
тупламнинг лимит нуцтаси булснн. Шу тупламда z — f(x,  у) функ
ция аннцланган.



1 9 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар М  тупламнинг нуцталаридзн тузилган (х0; 
Уа) та ллтилувчи ^ар ^андай \(хп; у п)} кетма-кетлик оллнганда ^ам 
мос { /(xn; y j )  кетма-кетлик .\ар доим битта А  сонга интилса, бу А 
сон /(х , у) функциянинг (х0; у0) нуцтадаги лимити деб аталади ва

lim  f {x,  у) =  А  (19-7)
X—*Xf
У-*Ув

каби ёзилади.
Функция лимитини цуйидагнча таърифласа хам булади.
1 9 . 5 - т а ър и ф.  Агар с01* олингалда хам шундай 6 > 0  

сон топилсаки, d((x; у),  (х0; i/0) ) < 6  тенгсизликни цаноатлаитирув- 
чи барча (х, у)  6 М  нукталар учун

I/(х, í/) — Л| <  е

булса, у холда А  сон f(x,  у) функциянинг (х0; í/0) нуцтадаги м ш и - 
ти  деб аталади ва ю^оридаги (19.7) каби белгиланади.

М н с о л .  ¡{х, у) — х2 -\- i f  функциянинг (0; 0) нуцтадаги лимити 
топилсин.

(0; 0) нуцтага интилувчи {(хп; у ^ }  кетма-кетликни оламиз: 
lim (x¿ y¿) — (0; 0). Юцорида айтилганига кура, бу холда
я<-»ае

lim хп =  0 , lim  у п -= 0
^-»80 П—»20

булади.
Берилган функциянинг (хп; уп) даги цийматларидан тузилган кет

ма-кетлик

булиб, хл -*-0, у п-+  0 да f ( xn, у п) =  х \  4 - у 2п- * 0  булади. Демак, 

lim  f{x,  у) =  lim (я2 - f  у 2) =  0 .
х-»0 л-*0
у-ь-0 у -*  О

Лимитга эга булган функциялар катор хоссаларга эга.
Io. Агар  lim  / ( х, у) лимит мавжуд ва чекли б$лса, у  хслда

х-* хл
У—»i/o

f  (х, у ) функция (х0; у0)  нуцтанинг етарлича кичик атрофида нега- 
раланган булади.

Т .  Агар lim  /(х , у) =  А , lim g(x ,  у)  =  В лимитлар мавж уд
х~*хв х->х,

V-* Vo
булса, у  урлда f  (х , у ) ±  g (х, у) ф ункциянинг %ам лимити мавж уд  
ва

lim  [/(*, y ) ± g { x ,  у ) ] = А ± В
x-*xt
У~*Уо



3°. Агар l i m /(at, y ) = A ,  lim g{x, y) =  B лимитлар мавжуд
x-* x9 x-*xt
y —*ya У~*Уа

бдлса, у  .\олда f  {х, у) ■ g  [х, у) функциянинг %ам лимити мавжуо 
ва

lim  I¡ ( x ^ - g i x ,  у)] — A B
x-* x t
У-У*

булади.
4°. Агар lim  f{x,  у)  =  A,  lim g{x,  y ) = B  лимитлар мавжуд

x~*xt  х-*хщ

булиб , lim g(x,  у ) Ф  0  бдлса, у  .\олда —*’ у ■ ф ункция %ам ли • 
*-*•*■» 8 Iх* у)
у-+у» f  (х ti) А

митга эга ва lim у =  — бдлади.
g{x, у) В

у-*у„

4 -§ . Икки аргументли функциянинг узлуксизлиги

г — f  (х, у) функция М  тугтламда берилган булиб, (х0, уй) ((дг0, 
у 0) £ М )  нукта шу М  тупламнинг лимит иуцтаси булсин.

19.6-т а ъ р и ф .  Агар
l im f {x,  у) = f ( x u, у0) (19.8)

Х-+Х ,
У-*У»

булса, у холд! /(* , у) ф ункция  (*0; «/,,) н/% тада узлуксиз деб ата- 
лади.

Функция лимити таърифшч эътиборга олиб, функциянинг (лг0; у0) 
ну^тадаги узлуксизлигння ^уйидагича таърифлаш мумкии.

1 9 .7 -таъ р и ф . Агар V  е > 0  сон олккгандэ хам шуЕ1дай 6 > 0  
сон топилсаки, d{(x\ у), (г,; у„)) <  б тенгсизликни цаноатлантирув- 
чи барча (х , г/)£М  ну^галар учуй

If ( x ,  у ) — f{xо, i/0)J <  е
булса, у ^олда f ( x ,  у ) функция (.vu; у0) ну^тада узлукси з  деб ата- 
лади.

Функция узлуксизлиги унянг оргмрш с* ёрдамида ^ам таъриф- 
ланиши мумкин.

М тупламда (х'0; у0) ну^та бллак 6:ipra (*0 +  А л:; у 0 +  Д у) нуц- 
тани ((х0 -Н А х; у0 +  А у) £ М) олиб, бу цу^талард аги функциянинг 
^иймаглари /(х 0, у0), /(аг0 Н- Д лг, у0 +  А у )  ни топамиз. Ущбу

Д /  (*о. i/o) =  f  (*о +  Л *, Уо 4- Д у) —  f  (xQ, у0) 
айирма f (x,  у) функциянинг (дг0; у0) ну^тадаги т ]ли$ орттирмаси 
деб аталади.

19. 8*таъриф.  Агар аргумм г o?rr.ip.\inap:i \ х  в а Д ^ / н о л г а  
интилганда функцияншг тули:^ оргг.ф\п:ч A/(vrJt у }) хам иолга 
интилса, яъни lim (Д f ( x 0t y Q) =  О

Дх-»0 
Ду-*0



булса, у ^олда f{x,  у) функция (х0; */„) нуктада узлуксиз  деб  ата- 
лади.

Агар f (x ,  у) функция VÍ тупламнинг хар бир нуцтасида узлуксиз 
булса, у .%олда функция шу М  тупламда узлуксиз деб аталади.

М н е о л. /(х , y ) ~ x ~ - { - y 2 функциями царайлик.
Ихтиёрий (х0, í/0) 6 R-  нуктани хамда (х0 4 - Ах; у0 4- А у) ни олиб, 

фуикциянинг тулик орттирмасини хисобланмиз:

A/(jc0, y0) =  f{x0 +  A x t i/o -h A y) — f(x0, у 0) =  (х0 -h A x)2 4- (y0 +

+  Ai/)2 — (x* + i / o )  =  xJ +  2 x 0A x +  A x H î / o  4 - 2  î/0 A / / +  A У2 —

~ ~ x l  —  y \  =  (2x0 4- A x) A x  4- (2 y„ +  A y) A y.
Бунда h  эса

iim A f x ( x 0, y0) =  lim [(2x0 4- A x) A x 4- (2y0 4* A u) A y] =  0 
д«-»о д*_и
& y-. О Ду.^0

булишини топамиз. Демак, /(х , г/) =  х2 4-«/2 функция R 2 тупламда 
узлуксиз.

19 .1 -э с  л  а т м а. Агар юкоридаги (19 .8) муносабат бажари/тмаса, у  *олда 
/  (лг. у) функция (хп; //„) нуцтада узилишга эга деб аталади. М тупламда б е р и л - 
ган / ( x, у) функция тупламнинг бирор ну^тасида ёки тупламдаги бирор чизи^да 
узилншга эга булиши .мумкин.

М и с ОЛ.

f i x  и) =  ÍA'2 +  У2' агаР (*» (° ’ 0) булса,
I I , агар (х, у) =  (0 , 0) булса

функция (0 , 0) нуктада узилишга эга булади. ^а^и^атан хам
lim /(x, у)  =  lim (х2 4- у 2) — О
ДГ-.0 *—»0
у-*0 у - ,0

булиб, бу лимит берилган функциянинг (0 ; 0) ну^тадаги ^иймати 
f  (0 , 0) =  1 га тенг эмас:

lim f (x ,  у ) ф Ц 0 , 0).
х-*а 
у -»О

Энди икки аргументли узлуксиз функцияларнинг баъзя бир хос- 
саларини келтирамиз.

f (x,  у) ва g(x , у) функциялар М  тупламда берилган булиб, 
(х0; у0) £ М  булсин.

Io. Агар f (x ,  у) ва g (х, у) ф ункцияларнинг %ар бири  (х0; y tí) 
нуктада узлуксиз булса, у  уолда [(x,  y ) ± g ( x ,  у) ф ункция %ам 
шу  (х0; í/0) нуктада узлуксиз булади.

2°. Агар } (х , у) ва g{x, у) ф ункцияларнинг х1ар бири  (х0; у0) 
нуцтада узлуксиз булса, у  %олда / (x ,  y) -g(x,  у) функция ха м  ш у  
(х0, í/0) нуктада узлуксиз булади.

3°. Агар f (x ,  у) ва g{x, у) ф ункцияларнинг %ар бири  (х0, у 0)
нуцтада узлуксиз булиб, g (x Q, у 0) Ф  0 бйлса, у  холда ^ х' ^  ф унк - 

у v ‘ ё(х . у )
ция (g(x), у ф  0) хам шу (х0; у0) нуцтада узлуксиз бдлади.



4°. А га р  f(x,  у) ф ункция чсгараланган ёп щ  М  тупламда уз- 
л ук си з  булса, у %олда ф ункция ш у тупламда чегараланган була
ди.

z  — f  (х, у) функция М  тупламда берилгаи булсин.
1 9 . 9 - т а ъ р и ф .  Агар Y e > 0  сон олинганда хам шундай 0 > 0  

сон топилсаки, М  тупламнинг
d{{x'; у' ),  {х"; i / ) ) <  Ь

тенгсизликни цаноатлантирувчи ихтиёрий ( х ,  у ') Ra (х", у") ну^та- 
лари учун

!/(* ', ÿ ) - f { x ", 1 / ) \< г
булса, ¡{х, у) функция М  тупламда текис узлуксиз функция деб 
аталади.

Равшанки, ¡(х,  у) функция М  тупламда текис узлуксиз булса, 
у  шу тупламда узлуксиз булади.

19.1 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f (x ,  у) функ
ц и я  чегараланган ёпик М  тупламда берилган ва узлуксиз 6ijAcat 
у  хрлда функция ш у тупламда текис узлуксиз булади.

5-§. Икки аргументли функцнянинг хосиласи ва 
дифферен циаллари

1. Функцнянинг хусусий ^осилалари
z  =  f ( x ,  у) функция М  (М с / ? 2) тупламда берилган булсин. Бу 

М  тупламда (х„; у 0) нуцта билан бирга {х„ -г Л х\ у0) нуцтани олиб 
бу  нуцталарда функцнянинг цийматларшш хисоблаймиз. Сунг ушбу

f ( x 0 +  A x ,  Уо) — [(х0, У0)
айирмани цараймиз. Одатда бу айирма ¡(х, у) функцнянинг (х0; у0) 
нуцтадаги х  узгарувчи (аргумент) бС/йича хусусий орттирмаси дейи- 
лади ва A , f {x0, у0) каби белгиланади:

yo)*=f{x0 +  &x, y0) — f ( x0> г/о)-

Худди шунга ухшаш,

Ayf(x0. ^ü) =  /  (^0» i/o +  \ у ) ~  f ( x0, уа)
айирма f (x ,  у) функцнянинг (х0; у0) нщтадаги у  аргумент буйича 
хусусий орттирмаси дейилади.

М и с о л л а р .  1. f (x,  у )*= ху  функцнянинг х  ва у  аргументлари 
буйича хусусий орттнрмалари Дл / (х, у), &y f (x,  у)  ни топилсин. 

Таърифга кура
\ f { x >  у) =  f  ( х / Ь  х, y) — f{x,  y) t 

\ f ( x ,  y) =  f ( x t y  +  à y )  —  f (x,  y) 

булади. Бу муносабатлардан фойдаланиб топамиз:

Ад/ (* .  y) =  f ( x  +  A x t у) — f(x,  у ) = ( х  +  Ь х ) у  —



— ху  =  ху  +  у  А х  — ху — у  А х,
\ f ( x ,  y) =  f (x,  У ^ А у ) — Цх,  у) =  х ( у  +  Ь у ) — ху =

=  ху  +  х А у  —  ху  =  х А у .
Демак,

A J(-V* У) =  У&х,
\ f ( x ,  у) =  х А у .

2. f (x ,  у) «  х2 4- ¿/2 функциянинг Ax f , A y f  хусусий орттирмалари

A J  =  (x +  A x f  - f  у-  — (jc2 +  t f )  =  2 х А х  4- Д * 3,

\  f = X* + (у -г д i/)2 — (X* + у г) =  2 у  Д у -+ Д у2
булади

z  — f (x ,  у) функция М  т>гпламда берилган булсин. М  тупламда 
(Xq\ ¿/о) нукта билан бирга (дг0 +  Д х; î/0) ва (*0; у 0 +  Д у) ну^талар- 
ни ^ам царайлик. Сунг берилган функциянинг (х0; у0) ну^тадаги ху
сусий орттирмаларини топамнз:

Д* /  (х0, Уо) =  [ {Xq А х, Уо) [ (a'u, у  о),

V ( * « ' Уо) =  ?(хо* Уо +  А у ) — П х ^  i/o)
19 . 10-таъриф.  Агар Д х - ^ О  да

4* !{хо, у0) 
д х

нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит f (x,  у)  функциянинг 
(х0, у0) нуцтадаги х аргумента буйича хусусий уосиласи деб ата*
лади ва ^  ̂ х°' ёки /1 (дг0, у 9) (кискача —  ёки / ')  каби белгила-

Ох дх
нади:

? Ü ^ Jà  = п Х"  у  ) =  Ит Ъ Н * .  у.) =
дх  д*-»о Д х

— ¡im  f  (x° +  & x , y Q) ~ f  (х0, у а)
Длг^О Д X

Худди шунга ухшаш агар A î/ —► 0 да
ь у  /  (Xq, Уа)

д“
нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит f ( x , у) ф ункция- 
нинг (х0; у0) нуктадаги у аргумента буйича хусусий уосиласи деб
аталади ва д^ х<" У») ёки / '  (.v0, уь) (^искача —  ёки / ')  каби белги

ла нади:
ду  -  . ду 

=  / ; (  j _ l i m  =  

ду в ду-»о Д у

=  lim ÿo +  Aÿ) — / U q. ÿo)
ду-^о Д у



Келгирилган таърифдан куринадики, z =  /(x , у) функциянинг х  
аргументи буйича хусусий .\осиласини ^нсоблашда бу функциянинг 
у  аргументини узгармас, у  аргументи буйича хусусий хосиласини ^и- 
соблашда эса х  аргументни ÿ3nipMac деб караш керак экан. Демак, 
г  =  f  (х, у) функциянинг хусусий ^осилаларини ^исоблашда мазкур 
курснинг 13-боб, 7 — 10-§ даги функция хосиласи жадвали хамда 
хосила хисоблашдаги мазкур ^оидалардан фойдаланиш мумкин.

М и с о л л а р .  1. f ( x , у) =  х2 4 - у 2 функциянинг хусусий з,осила- 
лари ^уйидагича булади:

!'х (х, у)= *(х2 +  у%  =  2х, 

fg{x> У) =  (х* +  У% =  2у.

2- f ( x ,  у) =  х? ( х >  0) функциянинг хусусий ^осилалари

R = y x y - \  J L  =  х у in х
д х  ду

булади.
3. z =  a rc t£  —- функциянинг хусусий ^осилалари

У
дг _  1 1 _  у* 1 у
дх j /_ж j* ÿ х* +  У2 У х * + у 2

\ у 1
д г ______ 1 I __ х \ ________ х _  __ х
ду fx_Y [ у2} х*-\-у* а л2 4  у2

“ U /  И‘ У
булади.

6-§ . Функциянинг тулиц орттирмаси формуласи

2 — /(х,  у) функция М  тупламда берилган булсин. .И тупламда- 
ги (х0; (/«) ну^танннг бирор атрофида ва у -  хусусий ^осилалар

м авж уд булиб, улар (х0; у„) ну^тада узлуксиз булсин. Берилган 
г = / ( х ,  У) функциянинг (х0; у 0) нуцтадаги орттирмаси Д / ( х 0, у0) ни 
куйидагича ёзиб оламиз:

A f ( x n, y0) =  i f{x0 +  A x ,  Уо +  ^ У) — / ( хо* ¿/о-г Ai/)] 4-
4- [f{x0t Уо 4- Л у) — /'(*„, £/0JJ. (19.9)

Лагранж теоремасидан.фойдаланиб топамиз:
/  (х0 4- А х, у0 -\- Ai/) — f ( xQ, y 0+Ay)=*f ' x (xQ +  QAx,  у0 - \ - А у ) А х ,  

f ( x 0, y 0 ~ - A y ) — ï ( x 0, y 0) = f y { x 0t î / o ^ Oi Aî / ) Aî /

( O < 0 ,  0X<  1). Натижада (19.9) тенглик ушбу куринишга келади: 
А/ ( х 0, Уо) = [ х (х0 -г  0Ах,  у0 — А у ) А х ~

+  fy(x  о, i/o И- 01А у)  А у.  (19.10)



Шартгя кура функциянинг fx ва fy хусуснй .^осилалари (аг0; у0) н у ^  
тада узлуксиз. Демак,

lim / ;  (*0 - f 6 Ä i/0 -г  Д у) =  tx (-vo- ¿/о).
Дх-*0
Дг/-*0

lim / '( х 0, i/o +  0i А У) =  £о>-Длг—О * У
Ду-»0

Шундай цнлиб,
/х(*0 +  ОДх,  y Q +  Ay)  =  f'x {x0, &> ) + « .

fy (хо> Уо -г  °1 л  0) fy (А'о- i/o) 4- ß (19.11)
деб ёзиш мумкин. Бунда ос ва ß лар А х ва А у  га богли^ ^амда 
А х-*-0 , А у~*-0  да а - * 0 ,  ß-»-0. (19.10) ва (19.11) муносабатлар- 
дан

А/(л'0. y0) =  lf'x (xo< */о) +  а ] Д х  +  [£(*о» yQ) +  ß] А у  =

=  £ (*о .  ¿/о)Ах +  ^ ( х 0, £i0) A t f  +  а Д х  +  ß A i /

булиши келиб чи^ади. Демак,
A/(*o. y 0) =  fx {xо, i/0) A x  +  /y(x0( i/0)Ai /  +  aAA: +  ßAi / .  (19.12)

Бу функция орттирмасининг формуласи деб аталади.
1 9 . 2 - н а т и ж а .  Агар /(.v, г/) функция (*0; у 0) ну^тада узлуксиз 

fx, f  хусусий хосилаларга эга булса, у  ^олда функция шу (лг0, у0) 
ну^тада узлуксиз булади. ^а^ицатан >̂ ам (19.12) формуладан фон
да ланиб,

lim Д /(х 0, i/0) =  lim  \fx {x0, у0) А х  +  П х 0, у0) А у  +
Дх-*0 Дх-»0 у
ду_»0 &у~*0

+  «  А х  -Ь (5 А ¿/] — 0
булишини топамиз. Бу эса f ( x ,  у)  функциянинг (х0; у 0) иу^тада уз
луксиз экапини билдиради.

7-§. Икки аргументли функциянинг дифференциали
z =  f ( x t у) функция М  тупламда берилган булсин. Бу М  туп- 

ламда (д;0; у0) ва (х0 +  Д х; у0 +  Ау)  ну^таларни олиб, функция орт- 
тирмасини топамиз:

А /(х 0, У0) =  / (а'о +  А х, у0 -\- А у )  — /  (х0, у0).
19 . 11-таъриф.  Агар f ( x ,  у)  функциянинг (л*0; у0) ну^тадаги 

орттирмаси ушбу
А f ( xо, Уъ)-  А А х - \ - В А у - \ - а . А х  +  § А у

к^ринишда ифодаланса, у ^олда функция (дс0; у0) ну^тада диф- 
ференци&ианувчи деб аталади, бунда А, В  — узгармас, а  ва ß эса 
А х  ва А у  га борли^ ^амда /А х-> 0, А у - + 0  да а  ва ß лар з$ам 
нолга интилади.



М и с о л .  /(х , у) ~ х у  функциями карайлик. Бу функциянинг (х0; 
г/0) нуктадаги орттирмаси

A  f  (х0, i/o) =  (*о +  А  х) (i/o 4 -  А х) —  x 0i/ 0

булади. Уни ^уйидагича ёзнш мумкин:
A / Í V  й )  =  К  4 - А л) (í/0 4 - А //) — =  х0(/0 4-

4- í / 0 A x 4 - x 0A í / 4 - Д х Д у  —  х0Уо =  У0А х - \ - х 0А у  +
- \ - A x A y  =  A A x Jr B A y Jr<xAx- { ' f >Ayt

бу ерда
А =  у0, В =  х0, а  =  А у,  ß =  0.

Демак, берилган функция (х0, г/0) нуцтада дифференциалланувчи 
/(х , //) функция (х0; //0) ну^тада дифференциалланувчи булсин.— 

Таърифга кура
Д / (х0, i/o) == Л A x 4 - ß  ДУ 4 - а Д х  4 - ß Ду  (19.13)

б)тлади. Бу тенгликда А х Ф  О, А // =  О деб толамиз:
AXf (x0, у0) =  Л Д х 4 - а - Д х .

Кейинги тенгликнинг >*ар икки томонини Дх га булиб,
A j /(* о . Уь) =  4  _}. а  

А X

тенгликка келамиз. Бундан эса

lim  А* {{х°’ Уо) =  lim (Л 4- се) =  А
áx~*0 Л  X  Дл->0

булиши келнб чицади. Демак,

ГЛхо> Уо) =  Л.

Худди шуига ухшаш, (19.13) тенгликда Д х =  0 , А у Ф О  деб 
A ’y f{x0t уд) = В А у  +  $ А у ,

Ау /  (*о. Уо) __ ß  i «

b y
тенгликларни, cÿHrpa

lim * » Пх°- Уд) =  lim (В +  ß) = В ,
ày-,0  Д у  Ду—О

Г у ( х о . i / o ) = ß

б^чишини топамиз.
Шундаи цилиб, цуйидаги хулосага келамиз. Агар /(х , #) функ

ция (х0; у 0) ну^тада дифференциалланувчи булса, у  ^олда функция 
шу ну^тада fx ва / '  хусусий ^осилаларга эга булади. Функция орт
тирмаси эса ушбу куринишга эга булади:

à f ( x о, Уо)=Гх (х0, Уо)A x  +  f'yix^ у ь) А у  +  <х,Ах +  $ А у .



Агар /(х , у) функиия (х0; у0) ну^танинг атрофнда f'x (х, у),  
f y (х, у) хусусий ^осилаларга эга булиб, бу хусусий ^осилалар 
(х0, у0) ну^тада узлуксиз булса, у >^олда f ( x , у) функция (х0, у 0) 
ну^тада дифференциалланувчи булади. Ха^ицатан ^ам юцоридагн 
шартларда Дх, у) функциянннг тулиц орттирмаси учун (19.13) фор
мула уринли булади. Ундан эса функциянннг дифференциалланувчи 
булиши келиб чицадм.

Фараз килайлик, z =  f (x,  у) функция (х0; у 0) нуцтада дифферен
циалланувчи булсин. У ^олда

Д /(*о. У о ) = г ! - Ь х +  dJ  Д у  +  а  Д х  +  р Д у
дх ду

булади. Бу ифодадаги

дх 1 ду

йигинди /(х , у) функциянннг (х0; у0) ну^тадаги дифференциали деб 
аталади ва у df{x0, у0) ёкн dz каби белгиланади:

df(x„,  у .) ^  dz =  ШИ*-**! А х  +  ^  ■ ■,/") А у.
дх ду

Демак, функция дифференциали функция орттирмасииинг Д х ва Д у  
га нисбатан чизицли бош цисми. Агар Д x  =  dx,  A y — dy  булишини 
эътиборга олсак, у ^олда функция дифференциали ушбу куринишни
олади: dz =  df  — ^ - d x - \ - ~  dy.

дх ду
М и с о л :  z =  ху  функциянннг дифференциали 

dz — — d x-\- —  dy =  y d x - \ - x d y
д х  ду

булади.
Д х, у) ва g(x ,  у) функциялар М  тупламда берилган булиб, 

(х0; у0) нуктада дифференциалланувчи булсин. У  ^олда
f ( x ,  y ) ± g ( x ,  у), 
f ( x ,  y) -g(x,  у ),

( 8 ( х , у ) Ф 0 )
ё(х, у)

функциялар ^ам шу (х0; у0) нуктада дифференциалланувчи ва ушбу 
формулалар уринли булади:

d[f{x,  y ) ± g { x ,  y)] =  df(x,  y ) ± d g ( x ,  у),  
d[f(x,  y ) \ - g ( x , y ) ] = f { x t y ) - d g ( x ,  y ) - h g ( x ,  y ) d f (x, y),  

d  f (x ’ ^  1 =  g  (x, У) d f  (x. y) —  f  (x, y) d g  (x, y)
\& (x, y ) \  g*(x , y)

Шунингдек:
d[cf (x ,  y)\ = c d f { x ,  y) (c — const)



8-§ . Икки аргументли функциянинг юкори тартибли 
хусусий ^осилалари ва дифференциаллари

г =  ¡(х,  у) функция М  тупламда берилган ва у ( д у)  ну^- 
тада дифференциалланувчи булсин. Равшанки, берилган функция 
(х ; у)  ну^тада [Х(х, у ), ¡у (х, у) хусусий ^осилаларга эга булади. 
Бу хусусий хосилалар уз навбатида х па у  узгарувчиларнинг функ- 
цияси булиши мумкин. Масалан, /  (х, у) =  х2у 2 функциянинг хусу- 
снй ^осилалари

Гх (*» У) =  2 х у 3, / '  (х, у) =  2 х2у
булиб, улар х  па у  узгарувчиларнинг функциясидир.

1 9 . 1 2 - т а ъ р и ф .  г =  }{х, у)  функция хусусий ^осилалари Гх (х, у) 
ъ а ^у (х, -^-нинг хусусий хрсилалари берилган функциянинг иккинчи 
тартибли хусусий %осилалари дейиладн ва

г  Г Г ёки ^  ' *1-
Гх"  '*«’ дх* ' д х д у '  ду»

каби белгиланади. Демак,

у)У>= Т » Ш ’

д2/ а*/
! 9 . 2 - э с л а т м а .  Одатда ва хусусий ^осилалар аралаш косила-

лар деб аталади. Б у  аралаш хосилалар (л:; у) нуцтада узлуксиз булса, бир-бирига 
тенг булади.

Худди юцоридагидек, г — { ( х ,  у)  функциянинг учинчи, туртннчи 
ва хоказо тартибли хусусий ^осилалари таърифланади.

М и с о л .  /  (х, у) =  х2 +  г/2 +  х2у 2 функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий ^осилалари топилсин.

Аввало берилган функциянинг хусусий ^осилаларини топамиз:

=  Т х  (* 2 +  У'  +  * У )  +  2 х  +  2ху2’

У -  =  (х2 +  уг +  X V )  =  2у  +  2х2у. ду ду
Функциянинг иккинчи тартибли хусусий ^осилалари ^уйидагича бу
лади:

Ъ --  Ь  О  :=  Тх (2Х ■+ 2ед2) =  2 +  =  2 (1 +  Л  
=  +  ^  =  2 +  2^  =  2 (1 + ^ > ,



Фараз цилайлик, г (х, у) функция М  тупламда берилган бу- 
либ, (х; у) 6 М  нуцтада дифференциалланувчи булсин. АЬълумки, 
функциянинг дифференциал«

<*/ (х, у) =  ^  с1х+ ^  е1у (19.14)
дх ду

булади.
19 . 13 - т аъриф.  г  = / (х, у) функциянинг (х\ у) нуцтадаги диф- 

ференциали с// (х, у )  нинг дпфференциали берилган функциянинг ик- 
кинчи тартиб.ги дифференциали деб аталади ва сР /  (х, у) каби 
белгилаиади.

Демак,
¿ 7  (х. У) =  <1 №  {х, у)).

Энди /  (х, у) функция дифференпиалининг (19.14) -ифодасидан 
фойдаланиб, /  (л:, у) функциянинг иккинчи тартиблп дифференциал» 
ифодасини топамиз:

¿ 7  (х, у) =  А (¿/ (х, у)) == с1 ах  +  У -  ¿у^ =

Агар

О  ̂  * (£•)ф=11 * ■+ й йу-
ва

д у ____д*1
дхду дудх 

булишшш эътиборга олсак, у  .\,олда

&  / ( * . * )  =  ( — </* +  —  ¿у) ¿х +  ( ¿х  +  —  й у \ й у  =
1 к ' дхду * }  \  дудх ду2 * )  '}

=  ■—  ¿х2 +  (1х<1у +  ¿хйу  -Ь йу2 =  
дх2 дхду дудх ду2

=  <* .
дх

¿х2 +  2 <1хйу 4- ¿ Г
дх* дхду ду*

булади. Демак,

¿ 7  (х, у) =  ^  ¿х- +  2 ¿¿хЖ/ +
дх* дхду ду4

Худди юцоридагидек, 2 =  /  (х, у) функциянинг учинчи, туртинчи ва 
хоказо тартибли дифференциаллари таърифланади ва уларнинг ифо- 
далари топилади.



Икки аргументли функция учун хам Тейлор формуласини ёзиш 
мумкин. К,уйида бундай формулани келгирищ билангина кифоялана- 
миз.

z — f  (х, у) функция {х0; у 0). нуктанинг
((*0. Уо)) =  {{х, y ) ^ - . d  ((.X, у), (.х0, г/о)) <  0}

атрофида берилган булиб, унда функция биринчи, иккинчк ва ^ока- 
зо (n +  1 )-тартибли узлуксиз хусусий .\оеилаларга эга булсин. У
^олда /  (х, у) =  /  </„) +  ( х ~ х 0) +  ( у - у 0) +

дх ду

+ 1  +  2 (Х_ Хо) {у _ , о) +

+  M J ^ L  й , _ ^  +  . . .  +  ±  [ * L £ * L  ( х _ , о)» +

+  4  Ы - V J  +  • ■ • +  ^  & -» .)■ ]+

■ 1 |д в + 1 f  (*o  +  Qi ( * ~  * 0). t/o +  е ,  ( у  —  Уд)) / х уИ-1 , 

(я -И Л  [  дхп+ 1 0
4 .  f  (*>> +  9 i  ~  *о>’ Уо бз (ÿ — j/o» _ _  у  y t-f l '

дуп+1 °
(0 < f i lt 0. <  1)

булади. Бу формула икки аргументли ф ункциянинг Тейлор форму- 
ласи деб агалади.

9-§. Икки аргументли функциянинг экстремум 
цийматлари

z — f  (х, у) функция М  тупламда берилган булиб, (х0; у0) £ М  
булсин.

19 . 14-таъриф.  Агар (х0; у0) нуктанинг М  тупламга тегишли 
шундай

((*о* i/o)) =  {х, У)€К2- à ((х, у),  (х0, (/„)) <  6} 

атрофи топилсаки, Y  (*, У) € (К * Уо)) учун

f  (х, у) <  /  (х0, у0)
тенгсизлик уринли булса, у  з^олда /  (х, у) функция (х0; у0) ну^тада 
максимум цийматга эришади дейилади. (х0; у0) нуцта функцияга 
максимум циймат берадиган нукта, f  (х0, у0) эса функциянинг мак
симум киймати дейилади. Ун и

шах {f {x, у)} ({x, y ) ÇU6 ({х0, i/0)))

каби белгиланади.
Демак,

f  (Jî0. Уо) =  т а х  {[ (x, у)}.



19.15-т а ъ р и ф .  Агар (х0: у<) ну^танинг A4 тупламга тегишли 
булган шундай

V b ((** i/o)) =  {(*> У) € Я2 : à  ((.V, у ), (х0, г/0)) <  6} 

атрофи топилсаки, Y  (х, y) £ U b ((х0, у 0)) учун

/  (*. у) >  f  (х0, ÿ0)
тенгсизлик уринли булса, у холда f  (х, у) ф ункция  (х0, г/0) нуцт а- 
да минимум цийматга эришади деб аталадн. (х0\ у 0) нуцпш ф унк- 
цияга минимум циймат берадиган нуцт а, /  (х0, //0) эса ф ункция- 
нинг минимум циймати дейилади. Уни

m in {/ (х, у)} ((х, у) £ Uü ((Хр, у0))) 

каби белгиланади. Демак,

/  (*о> У о) =  min {/ (х, у)}.
Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан унинг эк
стрему ми дейилади.

10» §. Функция экстремумининг зарурий 
шарти

z — f  (х, у) функция М тупламда берилган булиб, (х0; у 0) ну^- 
тада экстремумга, айтайлик максимумга эришсин. Унда (х0; у 0) Hyrç- 
танинг U6 ((х0, у0)) атрофидагн ихтиёрий (х; у) нуцталар учун f  (х, i /)<  
< /  (х0, i/o) булади. Жумладан, (х; у0)^ * ( (* о . Уо)) УЧУН ^ам 
f  (х, у0) ^  /  (х0, Уо) булади. Бу крл бир аргументли /  (х, у0) функ
циянинг (бунда х аргумент) х0 нуцтада узининг энг катта цийматига 
эришишини билдиради. Агар f  (х, у) функция (х0; у0) ну^тада х  ар
гумента буйича fx  хусусий ^осилага эга булса, у ^олда Ферма тео- 
ремасига кура /х (х0, у 0) — 0 булади.

Юцоридагидек, (х0; у9) нуцтанинг U6 ((х0, у 0)) атрофидагн ихтиё
рий нуцтада, жумладан, (х0, y ) $ U ü ((х0, у 0)) учун

/  (х0, У Х !  (х0. у 0) 
булади. Бу эса бир аргументли f  (х0, у) функцияни (бунда у  аргу
мент) у0 нуцтада узининг энг катта кийматнга эришишини билди- 
ради. Агар /  (х, у) функция (х0; у0) нуцтада у  аргумент буйича / '  
хусусий ^осилага эга 6ÿ;ica, у ^олда яна Ферма теоремасига Kÿpa 
Г¥ (х0. У о) ■= 0 булади.

2 — /  (х, у) функция (х0; у0) нуцтада минимумга эришганда ^ам  
худди шу ^ол юз беради.

19.3-эс л а т м а .  /  (х, у) =  ху  функцияни ^арайлик. Бу функция 
fx (х * У) ”  У* Гу ('v’ У) Ä  х  хусусий ^осилаларга эга ва бу хусусий 
хосилалар (0; 0) нуцтада нолга тенг:

К  (0, 0) =  0 , Гу (0 , 0) =  0 .



Биро^, бу /  (л, у) =  ху  функция (0; 0) нуцтада экстремумга эриш- 
майдн.

Шундай килиб, z  =  /  (х, у) функция (х0; //0) £ М  ну^тада экстре* 
мумга эришса ва т у  ну^тада функция fx, f  хусусий ^осилаларга 
эга булса, у ^олда

f'x (X, у ) =  0 , / '  (х, у) -  0

бÿлaди. Бу ф ункциянинг экстремумга эрш ш т ининг зарурий шар- 
типи, ифодалайди.

Функция хусусий хосилаларининг нолга айлантирадиган ну^та* 
лар унинг стационар (туррун) н ущ а ла р и  дейилади.

11- §. Функция экстремумининг етарлилик 
шарти

Энди z — f  (х, у) функциянинг стационар ну^тада экстремумга 
эришишини таъмичлайдиган шартларни топиш билан шугулланамиз.

z =  /  (х, у) функция М  тупламда берилган бупсин. (х0; î/0)£  М  
ну^танинг U6 ((х0, у 0)) атрофи шу М  тупламга тегишли булсин. 

Агар (х; у) Ç U6 ((х0; у 0)) нуцтада хар доим

f  (х. У)— !  (х0, i / o ) > 0  
булса, унда f  (х, у) функция (х„; у 0) пуцтада минимумга эришади. 

Агар' (х; у) £ 0 6 ((х0; у0)) нуцтада ^ар доим

f ( x ,  y ) — f ( f ( x о, i/o) <  0 
булса, унда f  (х, у) функция (х0; у 0) ну^тада максимумга эришади. 
Демак, биз (х0; у0) нукгянинг U 6 ((х0, у 0)) атрофидаги (х; у) нуцта- 
ларда

/  ( j e , y ) — f ( x Q, y 0) (19.15)
айирманинг ^ар доим мусбат ёки манфпн булишини аницлашимиз 
керак экан. Бу мзсалани ^ал ^илишда f  (х, у) функцияга маълум 
шартлар ^уйилади. z  — f  (х, у) функция:

1) (*nî Уо) нукганинг Ub ((х0; у0)) атрофида х ва у  аргументларн 
буйича биринчи [х ва fy ^амда иккинчи тартнбли f ’xl , f"xy, f t хусу
сий ^осилаларга эга булиб, улар узлукснз бÿлcин;

2) (х0; у0) ну^та } (х, у) функциянинг стационар нуцтаси бул
син: / ;  (х0, î/0) «  0 , f y (х0, уо) =- 0 .

Тейлор формуласидан фойдаланиб топамиз:

/  (*, y ) = f  (*„. У о ) +  d , { x * yS> (x - 4 )+ J U a u A . ( ÿ _«,„)  +
дх ду

+  Т7 \ ~ ~  (* — х0)2 +  2 - ^ -  ( х - х 0) {у —  i/o) "Ь (У —  i/o)2].2 ! дх2 дхду дуг

бунда иккннчи тартибли хусусий ^осилалар (х0+ 0Х (х — х0), уп 4 - 
+  02 ( у — у0)) ну^тада ^исобланган ( O < 0lt 02 <  1).

Агар (х0; у0) нинг стационар ну^та эканнни эътиборга олсак, унда



/  (х, У) =  /  (*о. i/o) н- J  (* — *o)2 +

+  2 ~  ( x - * 0) ÿ  —  y  ) +  H?L (y i/o)2] 
сшл/ dy2 J

булиши келиб чк^адн.
Энди /  (х, у) функциянинг иккинчн тартибли хусусий хосилала- 

рининг (х0; í/0) нук,тадаги ^нйматларини куйидагича белгилайлик:.

f  и  и ) _  J & J tp 'JÁ . ^  а г  (х и ) =  аа / <*■>' Уо))- ^
>*' Уо> дх2 а “ ’ >*у у "} дхду

_  52 / (дг0, Уо)
— з  -,  MI2»дудх

Шартга nÿpa бернлган иккинчн тартибли хусусий ^осилалар (х0; i/0) 
ну^тада узлуксиз. Шунн эътиборга олиб топамиз:

(* 0  +  « 1  ( х  —  Х 0) ,  í /0 4  %  (у ~  i /o ) )  =  Гх г (х0, i / o )  +  « 11  =  a U + C C l l r  

f"xy (*о +  01 ( * — %), i/o -f 02 (г/ — i/o)) =  /;ÿ (*„, i/o) +  «J2 =  Ûj2+ a 12,
(*o +  ° i  (*  —  -vo), i/o H" 0 2 {y —  i/o )) =  /* ,  (Jt0. i/o) +  «22 =  a 22+ c c 2 ï .

Бунда x — x0->- 0, y  — г/0-*  0 да a u , a 12, cc22 нинг ?̂ ap бири нолга 
интилади.

Натижада (19.15) айнрма ушбу

/  (х, У) — !  {х0, Уо) =  j  [ва  (х  —  х0у- 4- 2а1В (х —  х0) (у —  у 0) +

+  я 22 (У —  i/o)2! т- у  («и (* — -v0)2 2 a «  (* — *п) (у — i/o) 4- 

+  а 22 (у — (/0)2]
куринишга келади. Демак,

f (■*■» У) /  ('̂ о > Уо) 
айирманинг ишорасн цуйидаги

ÛU (.Y — Х0)3 +  2û12 (X — А'о) (у —  i/o) +  п22 (у —  £/0)2
квадратик форманинг ншорасига боглик булади.

1*. Агар an -a.¿2— >  0 ва а п > 0  булса, у ^олда

/  (*, / / )— /  (л*о» Уо)>  О 
булнб, /  (х, у) функция (х0; у0) нуь^тада мннимумга эришади.

2°. Агар ап  а22 — а-|2> 0  ва ап  <  0 булса, у ^олда /  (х, у)  —
— /  (хо> y ¿ < 0  булиб, f  (х, у) функция (х„; у0) нуктада максимумга 
эришади.

3°. Агар ап й22 — û]2<  0 б^'лса, у  холда 

f {x ,  У) /  (-^о > i/o)



айирма ишора сакламайди. Бу ^олда f  {х, у) функция (х0; у0) nyrç- 
тада экстремумга эришмайди.

4°. Агар üu a22— ûj2 — О булса, у холда

айирма мусбат хам, манфий хам булиши мумкин, яъни бу .^олда 
Î  (*. у) функция (х0; i/0) нуктада минимумга ёки максимумга эриши- 
ши- мумкин. Уни цушимча текшириш ёрдамида аницланади.

Шундай цилиб, икки аргументли /  (х, у) фуикциянинг экстре- 
муми цуйидаги коидага кура топилади:

О f  (v. У) фуикциянинг хусусий ^осилалари f'x (х, у), f  (х, у) 
топилади;

2) Бу хусусий .%осилаларни нолга тенглаб, ушбу система ^осил 
цилинади:

3) (19.16) системани ечиб, берилган фуикциянинг стационар ну^- 
талари топилади. Айтайлнк, /  (х, у) фуикциянинг стационар нуь;та- 
ларидан бири (х0; у 0) булсин (}'х (х„, у0) =  0 , fy (х0, у0) ^  0);

4) f  {х} у) фуикциянинг пккиичн тартнбли (х, у), f  (х, у), 
Гу» (*. у) хусусий хоснлалари топилади;

5) f". (х, у ), fxy (х, у), (х, у) НИНГ стационар нуцтадаги ций- 
матлари а „  = / ' ,  (х0, у0), а 12 =  f"xy {хи, //„), а22 =--■ fyI (х0, у0) ^исобла- 
нади;

6 ) au ctn —  a\2 =  fxt (х0, у0)-Гу* {х0, У»)— {Гху (*0, i/o»3 ифоданинг 
киймати топилади;

7) Натижада:
а) а и йм — а\2 >  0 ва я 1г> 0  булганда f  (х, у) функция (х0, у0) 

нуктада минимумга эришишини;
б) а , гс,2 — а^ > 0  ва а п < 0  булганда, f  (х, у) функция (х0, уп) 

нуктада максимумга эришишини;
в) йи й2г — °?2 < 0  булса, /  (х, у) функция (х0, у0) нуктада экс

тремумга эришмаслигини топилади.
М и с о л. z  =  х- — 2х у  4- 2у-  — 4х — бу -г  10 функиияиинг экстре- 

муми топилсин.
Берилган фуикциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

f  (х, У) — f  (*0. Уо)

(19.16)

дх ду
Б у  хусусий .укилаларни нолга тенглаб, ушбу

—  =  2х —  2у  — 4, —  =  — 2х 4  4î/ 4  6 .

системани ечамнз. 
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j 2x — 2y —  4 =  0, ( x — y  —  2 =  0, \y +  1 =  0 i/ =  — 1 *.
1 — 2x +  4y •+• 6 =  0 ^  1— x  - j - 2 i / - f 3  — O ^ i x  — 1 ^  x =  1.
Демак, (1, — 1) nyi\Ta берилган функниянинг стационар ну^таси.

Функцнянинг иккинчи тгртибли хусуеий -^осилаларнни толиб> 
уларнинг стационар ( 1, — 1) нуктадаги ^ийматларнни хисоблаймиз:

* L = J L  (2х —  2у — 4) =  2, 
дхs дх

~  =  —  (— 2х +  4# -г  6 ) =  4,
diß ду

—  =^—  (2х — 2у — 4) =  — 2. 
дхду ду

Демак, ап  — 2, а 12 =  — 2, о22 — 4.
Энди дп а22 — a j, ни хисоблаймиз:

— а ]2 =  2-4 — (— 2)2 — 8 — 4 =  4.

Демак, Оц-ваз“ а5г “  4 > 0  ва а „  =  2 > 0 .  Юкорида айтилганига 
кура берилган функция (1, — 1) нуцтада минимумга эришади. Функ- 
цияиинг минимум ^иймати эса

m im  — min (x- — 2 x y - r 2 y 2—  4х -г 6y - t-  ]0) =  5
га тенг.

XX Б О Б .  ИККИ АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦНЯНИНГ 
ИНТЕГРАЛИ

Ушбу бобда икки аргумептли функция интеграли тушунчасини 
урганамиз.

Икки аргументли функцнянинг интеграли ани^ интегралга ухшаш 
булади. Шуни эътиборга олиб, куйида икки аргументли функция 
интеграллари тушунчасини киритиб, улар ^акидаги асосий фактларни 
исботсиз келтириш билан кифояланамиз.

!•§ . Икки каррали интеграл

1. Икки каррали интеграл таърифи ва уиинг мавжудлиги. Те-
кнсликда бирор чегараланган ёпик (S) соха берилган булиб, унинг 
юзп 5  га теп г булсин (135-чизма).

Бу (5) со^ада z ~  /  (х, у) функция аншучанган булсин. (5) со-
ханн чнзи^лар ёрдамида п та (52).......... {Sn) сохаларга ажра-
тамиз. Уларнинг юзлари мое равишда *S,, S*, . . ., S n булсин. (Sk) 
(& =  1, 2, . . ., ri) сохада ихтиёрий M k (xft, y k) нуцта олиб, бу нуц. 
тада берилган функциянинг кийматини хисоблаймиз: f ( x k, yk). Сунг 
уни (Sfe) со^анинг юзи S k га купайтириб, цуйидаги

°  =  V /  (х„, y k) S t  (20.1)
ft—О



йириндини тузамиз. Бу (20.1) йдаинди f  (х, у) функциянинг (5) буйи- 
ча интеграл йигиндиси деб аталади.

Одатдагидек, (5 fe) (k =  I, я) сохалар диаметрларининг энг катта- 
сини X деб оламиз.

2 0 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар А,-*-О да (20.1) интеграл йигинди чекли 
лимитга эга булса, у холда /  (х, у) функция (5) со$а буйича интег- 
ралланувчи дейилиб, бу лимит эса /  (х, у) ф ункциянинг (5) сощ  
буйича икки каррали интеграли деб аталади. Уни

\ $ f { x t y ) d S  (20.2)
(S ')

каби белгиланади.
Демак,

f f /  (*. У) ^5 =  lim V  /  (Xkt y k) s k .
\S) fc=i

Агар z =* f  (x, у) функция чегараланган ёпи^ (5) со^ада берил- 
ган узлуксиз булса, у холда \ \ f  (х , у) d S  интеграл мавжуд

'(■S)
булади.

2. Икки каррали интегралнинг хоссалари. г =  /  (х, у) функция 
(S) сохада берилган ва узлуксиз булсин.

Г . Агар (S) — (Sj) U (S2) булса, у холда
f f /  (х, у) d S  =  f [ /  (х, у) d S  - f  J  f /  (х, у) dS
(S) (S, )  (Si)

булади.
2°. 1\уйидаги тенглик уринли булади:

j J k f  (х, у) d S  =  k  f J  /  (x, у) d S  (k  =  const).
(S) (S)

3°. /  (x, у) функция билан бирга g  (x, у) функцкя ^ам (5) да уз
луксиз булсин. У ^олда

i J 1/ (х, y ) ± g  (х, у)] dS  =  \ f /  (х, у) d S  ±  \ j  g  {х, у) dS.
\S)  (Sj (S)

4°. Агар (5) да f  (х, у ) > 0  булса, у ^олда 
J j 7 ( x ,  у) d S >  0
(S)

булади.
5°. Агар /  (х, y X g  (х, у) булса, у холда

J j ' f { x , y )  d S < \  | g { x ,  у) dS
(SJ (S)

булади.
6 '*- I /  (*• У)\ функция хам (5) да ннтегралланувчи булиб,

i f f /  (х, у) d S ! <  I j 1 /  (х, у) 1 dS
(S) (5)



7°. (S) сохада шундай ( |,  т|) ну^та топиладики,
ff f ( x ,  у) d s  =  f { t  л) *5.
IS)

(S  — (S) нинг юзи) булади.
3. Икки каррали интегралларни хисоблаш. Текисликдаги (S) cojqa 

ушбу
(S) — {(х, у) =  R 2: а <  х  <  b, t d }

тутри туртбурчак сохадан иборат булсин (136-чизма). г =  f  (л:, у) 
функция my (S) сохада берилган ва узлуксиз булсин. У  ^олда 
фуикциянинг (S) соха буйича икки каррали интеграли

f f f  (х, у) d S  =  j  f j  /  (x, у ) dx) dy,
\S )  с  a

b d
Я  f  (*. У) d S  =  j  [ j  f  (x, y) dy] dx  (20.3)
(S) a e

булади.
Демак, икки аргументли f  (х, у) фуикциянинг курсатилган (5) 

со^а буйича икки каррали интеграли, аввал бир аргументи буйи- 
ча, сунг иккинчи аргументи буйича олинган интегралларни ^исоблаш 
билан хисобланар экан.

М и со  л. j* ^ — dS  интеграл хисоблансин, бунда
(S) У

(S) =  {(x, \ < у < 2 ]
турри туртбурчак.

(20.3) формуладан фойдаланамиз:
2 5

dx}dy■(S)  1 3
5
Г XАввал j  — dx  интегрални хисоблаймиз. Унда у  уни узгармас деб

з у 
цараймиз:

Г i -  d S  =  -  Г xdx =  -  — 5  =  - L  ( 5 2  _  3 2 ) =  JL 
J У У J  У 2 з 2У У
3 3

Натижада

Я тds - J [f f *]dy=i f dy=8 I f =8 |п* £-
(S) 1 3  1 1

=  8 (In2 — Ini)  ==8in2



я-5)
Энди (5) со^а юцоридан у  =  <р2 (х) функция графиги, пастдан у  =  
=  ф, (л) функция графиги, ён томонларидан х =  а, х  — Ь вертикал 
чизиклар билан чегараланган со^а булсин (137-чизма).

г  — /  (х, у) функция шу (5) со^ада берилган ва узлуксиз булиб, 
Ф3 (л) ва ф2 (х) функциялар [а; Ь} да узлуксиз булсин. У холда 
г  =  I (х, у) функциянинг (5) соха буГжча икки каррали интеграли 
мавжуд булиб,

ь Ф, (*)
Л  /  (*» У) \  []* /  (*. У) ¿ у \  (20.4)
(¿) ; а  Ф, (х)

буладн.
М и с о л .  (х 4 - у) ¿ 5  интеграл ^исоблансин, бунда

(5) =  {(х, у) £ Я2 : 0 <  х  <  1, х г/ <  2 — х3}.
Берилган, интегрални хисоблаш учун аввало (5) со^ани аниклаб 

оламиз. Бу (5) со^а юкоридан у ~  2 — х'2 парабола, пастдан у  =  х  
тугри чизиц, ён томонларидан эса х --  0, х =  1 вертикал чизицлар 
билан чегараланган со^ани ифодалайди (138-чизма).

Юкоридаги (20.4) формула га кура

С [  (х  4- У) ¿ 5  =* С [ (* (х +  у) й у  | йх
<5) 0 х

буладн. Равшанки,
2—х * 2—х г 2 - х г 2—Хг 2—х г

 ̂ (х 4- у )  ¿у  =  \  хйу  4- (" уйу = ^ х - й у  4- [ уАу =

>2—**
ху =-■ х  (2 - х 2 -  х) -  ~  [(2 — х2)2 — х2] =

=  2х — х3 — х2 4- 2 — 2х2 4- — х4 — -  х2 =
2 2

=  4  х* ~~ *3 — V  х2 +  2х  4  2 .

У  ^олда

(1х - -

1 .* ! 
2 ’ 5

_7 х3 
2 3~

1 *2 1 
„ +  2 Т



Икки каррали интегралнииг татбиц доираси кенгдир. Улар ёр- 
дамида текис шаклнинг юзини, массани, статистик момеитини топнш 
мумкин.

2-§ . Эгри чизик.пи интеграл-чар

I. Биринчи тур эгри чизицли интеграл. Текнсликда бирор эгри 
чизие\ (ёй) берилгаи булсин. Уни АВ  ёки (/) билан белгилаймиз 
(139-чизма). ^

Бу эгри чизи^ узуиликка эга ва унинг узунлиги / булсин. Ш у А В  
эгри чизикда z  =  f {x ,  у) функция берилгаи (бунда (х , #)€(/)). А В  эгри 
чизицни А0 =  А, A lt Л2, . . An_ v  Дп =  £  нукталар.ёрдамида п  та
булакка булиб, хар бир А^АШ  булакчада ихтиёрий (£ftl tife) ((Eé, r\h)£  
€Л АЛл+1) ну^та оламиз. Бу нуцтада /  (х, у) функциянинг циймати 
f  ( |ft, r\k) ни ^исоблаб, уни мос AkAk+l булакчанинг узунлиги Д S k га 
купайтирамиз ва ш цоят

о =  2  ^ llft) A5feо
йигиндини тузамиз. Бу ^ам интеграл йигинди  дейилади. Унинг ли
мита худди 16-боб, 2 -§  да келтирилган йириндиларнинг лимити кабк 
таърифланади.

2 0 . 2 - т а ър и ф.  Агар I  =  шах {ASft} - * 0  да а йиринди чекли
k

лимитга эга булса, у  э^олда /  (х, у) ф ункция АВ эгри чизиц буйи - 
на интеграллануечи дейилиб, бу лимит эса f  (я, у) функциянинг 
АВ  эгри чизи^ буйича биринчи тур эгри чизикли интеграла дейи
лади.

Уни

í !  (*, у) d S  
Гв

каби белгиланади. Демак,
П—1

{ f  (х , у) dS  l i mo =  Iim У  /  (£fe, %) Д S k.
jL X-0  k->QXb *=*<>

Io. (АВ) эгри чизик; ушбу
JC =  Ф (О



система билан берилган булиб, бунда ф (/) ва ^  (г) функциялар 
1а, р] да узлуксиз ^гмда узлуксиз ф' (0, (*) (Ф (а) =  Л,’ ср ((5)=В) 
хосилаларга эга булсин. /  (х, у) функция эса шу эгри чизикда бернл- 
ган ва узлуксиз булсин. У холда

/  (х, у) ¿ 5
А В

эгри чйзикли интеграл мавжуд булиб,
Р ______________

|  /  (х, у) ¿ 5  =  |  /  (Ф (¿), Ф (0) V ф'2 (О -Г  ^ '2 (0 Ш (20.5)

булади.
2°. .4В эгри чизик ушбу

у  =  у  (х) (а <  .V *£ Ь)
тенглама билан берилган булиб, у  (а) =  А , у  (Ь) — Л булсин. //=*/ (х) 
функция эса [а, Ь\ сег.ментда узлуксиз хамда узлуксиз у ' (.х) ^оси- 
лага эга.

Агар /  (а, у) функция АВ  эгри чизнкда берилгаи ва узлуксиз 
булса, у холда бу функциянинг АВ  эгри чизиц буйича эгри чизицли 
интеграли мавжуд булиб,

[ /  (х, у )  /  (х, у  (х)) У \ + у ’2 (х) йх  (20.6)
А В  а

булади.
Юкорида келтирилган фактлар /  {х, у) функция эгри чизныли ин- 

тегралининг мавжудлигини ифодалабгнна колмай, балки уни ^исоб- 
лаш имконини ^ам беради.

(20.5) ва (20,6) формулалар курсатадики, эгри чизицли интеграл« 
лар аии^ интегралга келтирилади. Аник интегрални .^нсоблашни 
эса XVI боб, 6-§ да батафсил урганган эдик.

М и с о л .  Куйидаги

5 У х Ч ^
А В

биринчи тур эгри чизи!\ли интеграл хисоблансин, бунда АВ  — марка- 
зи (0 , 0) нуцтада, радиусн г =  2 булган айланаиинг биринчи ква- 
дрантдаги ^исмидан иборат.

Аналитик геометриядан маълумки, маркази (0, 0) нуцтада, ради- 
уси г — 2 булган айлананинг тенгламаси

*2 у2 =  22 =  4

булади. Бу айлананинг биринчи квадрантдаги к,исми

у  =  У 4 ^  ( 0 < х ^ 2 )  
булади. (20.6) формуладан фойдаланиб топамиз.



Эгри*’чизицли 'интеграллар хам ании; интеграл хохалари каби 
хоссаларга эга. Уларнинг баъзи бирларинн келтириш билан кифоя- 
ланамиз.

АВ  эгрн чизицда z = f ( x , y )  функция берилган ва узлуксиз бул
син.

1°. Агар А В  =  АС  -Ь СВ булса, у  холда

j  fix, y)dS  =  _f f{x, y)dS  +  [ f ( x ,  у ) dS
A B  Xc C B

буладн.
2°. \ kf {x,  y ) d S  =  k  f f{x, y )dS  (k  — const).

a b  a b

3°. A B  эгрн чизи^да g(x,  у) функция хам берилган ва узлуксиз 
булсин. У холда

f № .  У) ё(х, y)\dS  =  \  /  (х, у) d S  1  j  g{x, у) dSt
Хв А В  А В

буладн.

2. Иккинчи тур эгри чизи^ли интеграллар. Текисликда А В  эгри 
чизи^ берилган б^либ, бу эгри чизи^да z  =  f (x,  у) функция ани^- 
ланган булсин (140-чизма).

АВ  эгри чизицни А й, A v  A v  . . . , А п (А0 =  А, Вп =  В) ну^та-

лар ёрдамида п  та булакка булиб, хаР бир AkAk+l (k =  0 , 1, 2, 
. . .  , п) булакчада ихтиёрий (tk, т}к) нукта оламиз. Бу ну^тадаги

функциянинг циймати f ( l k, rife) ни AkAkM ёйининг Ох У^ида- 
ги проекцияси Axk га, сунг Оу уцидаги проекцияси Ду к га купай- 
тириб, ушбу йириндиларни тузамиз:



° i  =  ^  Л«*. ° :  =  y f  (?*. Ч*)Д%. (20.7)
*=о *=. о

(20.7) ^ам интегрсм йигиндилар  деб аталади.
20. 3- т а ъ р и ф .  Агар Xj =  шах {Ахк } -> 0  да Gj йиринди, Х2 — 

=  ш ах | Ai/fc)-» -0^да о2 йиринди чекли лимитга эга б^лса, у холда 
f  {х, у ) узлуксиз А В  эгри ч и зщ  буйича интегралланувчи дейилади, 
бу лимитлар эса f(x, у)  ф ункциянинг иккинчи т ур эгри чизщ ли  
интеграллари дейилади.

Улар мос равишда цуйидагича

J  f ( x , y ) d x ,  J /( jc ,  y ) d y
А В  Х в

каби белгиланади.

Демак, \ f { x ,  y)dx  =  h mc ^  =  lim V / ( lk, r\k)Axk,
Л.1-+0 Xi-»0 I 

А В  * = 0

л—1

f f i x ,  y)dy  =  l im o3 =  lim ^ f ( l k, ^¿ A y k.
Хв ' * м

Ушбу

У  (x, y )d x-r  J  g{x, y) dy 
X b  X b

й и р и н д и  иккинчи т ур эгри чизикли интегралнинг умумий к у р и т -  
ш и  дейилади ва

J  /  (х, у) dx  +  g(x4 y)dy  
Хв

каби белгиланади:

j  f{x, y)dx  Н- g{x, y ) d y =  j  f{x, y)dx +  j  g  (x, y) dy.
X b  a b  X b

Иккинчи тур эгри чизицли интегралларнинг мавжудлиги, уларни 
хисоблаш, бундай эгри чизикли интегралларнинг хоссалари юцорида 
келтирилган биринчи тур эгри чизикли интеграллар каби булади.

3- §. Параметрларга бог л и к, интеграллар

1. Параметрга боглиц функция тушунчаси ва унинг хоссалари.
г  =  fix , у) функция текисликдаги тугри туртбурчак со^а (£>) =
— {(х, У) € R 2 -а <  х  <  Ь, с <  у  <  d } да ани^ланган ва узлуксиз бул- 
син. Берилгаи f i x ,  у) функциянинг у  аргумент [c\d] оралшда $з- 
гаради.

Энди ш\ оралицдаги бирор тайин у„ цийматни олиб, fix , у<) ни 
цараймиз. Равшанки, /  (дг, у 0) фа^ат я гагина бомш^. Демак, fix, у0)
222



функтш  [а; Ь] да узлуксиз функция булади. У [а; Ь] да интеграл* 
ланувчн, яъни

/о =  .'7 (х , уМ х (20-8)
а

мавжуд.
Энди Ц х , у )  функция у  аргументининг [с\ с1\ орали^даги бошца 

бир тайин (/] цийматини олиб, }(х, у 1У) ни цараймиз. Бу хам х  гагина 
бор лиц булиб, х  унинг [а; Ь] даги узлуксиз функииясн булади. Демак, 
/(х , у х) хам [а\ Ь] орал и ¡да интегралланувчи, яъни

Л « / « * .  (20.9)а
мавжуд. (20.8) ва (20.9) интегралларнинг кийматЛари уиуман айт- 
ганда турлича булади.

М н с о л .  Ушбу / {х, у) =  ху  функцияни (£>):-{(*, у )£ Я2 :0  <  х <
<  I, 0 < у <  1} да царайлик. Бу функция (й) да узлуксиз. Берил-
ган функция у0 =  - — да ¡(х, у0) ~ х -  —- булиб, унинг интеграли

2
I

/ 0 =  и .-^ -£ /л : =  
i  2

ётган 4

булиб, унинг интеграли

jc*_
2 2

булади. К^ралаётган функция —  ^[0; I] да /(*, у^) =  х  •
4 4

Г 1 1 л  = j ^ . T ^ = T - * Ч 1те J .  
2 |о 8

о
булади.

Юцорида айтилганлардан ^::мда келтирилган мисолдан куринадики, 
z  =  f(x, у) функциянинг [а, Ь] оралик буйнча интеграли

ь
j f ix,  у) dx
а

у  узгарувчинипг [с\ d\ оралицдан олинган цийматига борли^ булади:

l \ ( y ) = \ f ( x , y ) d x .  (20 . 10)
а

(20 .10) интеграл икки аргументли f ( x , y )  функцияни х  ар гу м е н т  
буйича (а; Ь] оралицдаги аниц интегралидир. Демак, f (x,  у)  функ- 
цияникг (20. 10) к^ринишдаги интегралини ^арашда у  ни узгармас 
деб хисобланади. Шунинг учун jqaM уни параметр дейилиб, (20.10) 
интегрални эса параметрга боглщ  интеграл дейилади. Берилган 
z — f ( x , y )  функцияга кура (20. 10) муносабат ёрдамида яиги I  (у) 
функция хосил булади.

Параметрга боглии; ннтегралларда урганиладиган асосий масала 
f ( x * У) функциянинг хоссаларига биноан 1(у) функциянинг хоссала-



рини топишдан иборатдир. К,уйида шу хоссаларнинг баъзиларини 
келтирамиз.

Iе- f i x ,  У) функция (D) =  | (х, y ) £ R 2:a < х  <  b, c ^ y ^ d }  со- 
хада берилган ва узлуксиз булсин. У щцда

l(y)  =  S f f a  y)dx
о

функция %ам [с; d] оралицда узлуксиз булади.
2°. /(* , У) функция (D ) со^ада берилган ва узлуксиз б^либ, у 

ш у со^ада узлуксиз f'y (x, у)  хусусий зрсилага эга булсин. У  ^олда
I (у) функция хам \ с, d) да ^осилага эга б^либ,

1\У) =-= 1 ¡'у (х > y)dx
a v

б>глади.
Зэ. /(х , у) функция (D ) со^ада берилган ва узлуксиз булсин. У 

холда 1(у)  функция [с\ d] орали^да интегралланувчи булиб,

i / ( i / )d t /  =  i [ J / ( x ,  ] rfy =  I  [ Г f (x, y ) d y ] d x
с с  a  a e

булади.

2. Параметрларга бом ик хосмас иитеграллар. Эйлер интеграл- 
лари. Биз мазкур курснинг XVIII  бобида чегаралари чексиз ^амда 
чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари билан тенишган 
эдик. Параметрга богли^ хосмас интегралларни хам ^араш мумккн. 
Масалан, /(х, у) функция ушбу

{(х, y ) € t f 2: a  <  х < - f  00,

со^ада берилган булиб, у  узгарувчининг [с; d] орали^дан олинган 
\ а р  бир тайпн кийматида х  аргументи буйича [с; - f  оо) оралицда 
интегралланувчи булсин. Унда

J  f {x , y )dx
a

интеграл параметрга боглод булган хосмас (чегараси чексиз) ин
теграл булади.

Худди шунга ухшаш параметрга борлик чегараланмаган функция 
хосмас интеграли тушунчаси киритилади.

Параметрга борлик хосмас интегралларда хам юкоридагидек, бе- 
хилган /(х, у) функциянинг хоссаларига кура параметрга богли^ 
росмас интегралларнинг мос хоссаларн ^рганилади.

Улар математик анализнинг нозик тушунчаларига асосланади. 
Биз куйид3 параметрга борлиц хосмас интегралларнинг махсус



турини —  Эйлер интеграллари ни цараймиз ва уларнинг хоссаларини 
келтирамиз. Ушбу

В ( х ,у ) =  (20 . 11)
о
+  00

7 » = | ‘ (20 . 12)
0

интеграллар Эйлер интеграллари дейилади. (20.11) интеграл Бета- 
функция, (20.12) интеграл Гамма-функция  деб аталади.

Демак, Бета- ва Гамма-функциялар параметрга борли^ хосмас 
интеграллардир.

Бета-функция
1

В (х ,у )= ^  ¿*_ , (1 —  О*-1  Л
о

х  на у  узгарувчиларнинг х >  0 , у  >  0 булган цийматларида ани^- 
ланган (мавжуд булади).

Гамма-функция
+ 0 0

Г (х )=  Г
о

эса х узгарувчининг л: > 0  булган цийматларида ани^ланган (мзв- 
жуд булади).

В(х, у) ва Г(х) функциялар бир цатор му^им хоссаларга эга.
1°. Барча (х, * / ) ( * >  0, у  >  0) учун

В {х, у) =  В  {у, х)

булади.
2°. В(х , у) функцияни цуйидагича хам ёзиш мумкин:

В (х, у) =  -------- -гг- (Н.
к у л (1 +  t)x+y

3°. Барча (х, у) учун ( * > 0 ,  У >  1)

В х̂ ' ^  =  х + ~ у -  1 В  У  ^

булади
4°. Агар г / = 1 —  х (0 < л ; <  1) булса, у з^олда

+ 0 0

В {х ,у ) =  В ( х ,\ — х ) = {  =4 ’ х ' ' Л 1 + /  51П я а;
о

булади.

Хусусан, х =  ~ , у  =  булганда 

1 5 -2 6 7 8  225



* ( т ’ i ) - - 1 — “I (20.13)s in — я  v '

булади.
5o. Барча x >  О учун

Г ( х  +  1) =  Г (х )
булади.

6Э. Барча х > 0 ,  ¿/ >  учун

в ,  ч П * К (у )
B(x'y)=j¡tñ  <2 0 1 4 >

булади.

2 0 .1 -н а т и ж а . (20.13) ва (20 .14) муносабатлардан 0 < х < 1  учун 

Г ( х ) - Г { 1 - х )  =  -^ ~
Sitinx

б^лиши келиб чицади.

Хусусан, х ~  —  булганда

2 \ 2 1
Sin у  я

X X I  Б О Б .  КАТОРЛАР 

1- § .  Сонли каторлар

еки 

булиб 

булади.

Бирор
Дд, а 2, й3, . . - , ап, ■ ■ •

сонлар кетма-кетлиги берилган булиб, унинг ёрдамида ушбу

а \ +  Й2 +  а ъ +  • • • + а п +  ■ ■ ■ (21.1)
ифодани ^осил цилинган. О датда бу (21.1) ифода чексиз цатор (цис- 
цача цатор) деб аталади. ап ( п ~  1, 2, 3, . . . )  сонлар цаторнинг 
асадлари (a t — биринчи а д и ,  а 2 —  иккинчи хади, . . . ап — л-^ади, 
ёки умумий ^ади, . . .) дейилади. (21.1) цаторни цисцача йиринди 

00

белгиси орцали ^  ап каби ёзилади:
П=1

00

2  йп =  üí +  Й2 +  а3 +  • ■ ■ +  Лп +  ■ • •
П=1



Берилган цатор ^адлари ёрдамида цуйидаги

5 !  =  аи 
=  а х +  аг,

5 3 =  а х -г  а% +  а3 ,

5 л =  а \ +  а 2 +  аз  +  • • • +  а п 
.......................................................................  (21 .2)

йириндиларни тузэмиз. Бу  йириндилар (21.1) ^аторнинг кисмий йи- 
риндилари деб аталади. Бу йириндилар

^ 1* *̂ 2» ^з» • ■ ■ * ^л* * ■ • 
кетма-кетликни ^осил цилади. Уни { } каби белгилаймиз.

Шундай цилиб, (21.1)  цатор берилган булса, х аР доим бу ^атор- 
нинг цисмий йигиндиларидан иборат ( 5 П} кетма-кетликни ^осил ^и- 
лиш мумкин.

2 1 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар п -* -оо  да (21.1) цаторнинг цисмий йирин- 
диларидан иборат (Я,,) сонлар кетма-кетлиги чекли лимитга эга

П т  =  5
Л  — * о о

булса, у холда (21 . 1) цатор яцинлашувчи, 5  эса цаторнинг йирин- 
диси дейилади:

5  =  ап =  а 1 +  а2 +  аг +  . . .  +  ап +  . . .
Л = 1

2 1 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар п - + о о да (21.1) каторнинг кисмий н и р и н -  
диларидан иборат | 8 п ) сонлар кетма-кетлигининг лимита чексиз 
булса ёки бу лимит мавжуд булмаса, у ^олда (21 . 1) цатор узо^- 
лашувчи дейилади.

М и с о л л а р .  1. ± + ± + ± +  . . .  +  _ _ ! _  +  . . .  каторни 

^араймиз. Бу ^аторнинг биринчи лади а ,  =  иккинчи ^ади 

«г =  “ » Учинчи в д и  а3=  ~  ва * .к .,  л - з д и  ап =  — ■■■■ -
¿•о 0-4 п (п +  1)

ва х .к . К^аралаётган цаторнинг ^исмий йиринднларини топамиз:



S " = r ¿  +  ¿ + ¿ +  + ^ T T )  =  ( i _ t ) +  ( Í ' _ t ) -  

+  ( T - i ) + - + ( - T - r i l ) - ' - 7 Í T -
Шундай цилиб, берилган цаторнинг ^исмий йигиндиларидан ибо- 

рат ( S n j кетма-кетлик ^уйидагича булади:

1 ------г .  I “ , 1- — . ‘2 3 4 1
Бу кетма-кетликнинг лимити

lim S =  lim f  1----- -— \ — 1
л -» «  п П_»да  ̂ п +  1/

га тенг. Д ем ак, берилган цатор яцинлашувчи ва унинг йигиндиси
1 га тенг:

+  _ 1  + - L +  . . .  н---------i—  н- . . .  =  1.
1-2 2-3 3-4 n ( n +  I)

2. 14- -4 = -  4- —¿=--------Ь • • • 4- -4 = - 4- • • - ^аторни ^араймиз.У  2 У З  У п
Унинг кисмий йигиндилари

5 , =  1,

s - '  +  7 ? ’ 

S3 =  I +  F ?  +  7 f '

s "  =  1 +  7 I + 7 f + - - - + 7 T '

булиб, бу ^исмий йигиндилардан иборат j Sn j кетма-кетлик 1, 1 - f

+  7 Г  1 + Î 7 f  +  7 1 .............  1 + F f  +  7 ! +  ••• + i ^ -
— , . . . б ^ а д и . Агар л >  1 бÿлгaндa

s„ “ l + ÿ j + T f +■ ■ ■ +у=> у-- +  +  ■ • ■ + Y I =
г= ti - ~-= =  п булишини эътиборга олсак, у ^олда lim 5  =  +  оо 

у п п->°°
эканлигини топамиз. Демак, берилган цатор узо^лашувчи.

3 . 1 —  1 4 - 1  —  1 4 -  4* ( —  1)"+1 4 - . . ■ цаторни цараймиз. 
Бу  цаторнинг ^исмий йигиндилари
51 *= 1,
5 2 =  I —  1 =  О, 

s3= 1 - 1 4 - 1  =  1,
S 4 =  1 —  1 4 - 1  —  1 = 0 ,



с  _ 1 __1_4_1 __1 т л / _ п «+1 =  П -  агар п —  тоц булса,
1 1 1+  . . .  4 - (  1) |о, агар п —  жуфт булса

булиб, бу цисмий йиринднлардан иборат ¡ 5 П| кетма-кетлик 1, О,
1, 0, 1, 0 , . . . булади.

Равшанки, бу кетма-кеишк лимитга зга эмас. Д ем ак, берилган 
цатор узоцлашувчи.

4. а  +  ад  Ч- ад2 +  . . .  4 - +  . . .  каторни цараймиз. Бу 
цаторнинг ^адлари геометрик прогрессия ташкил цилади. Шунинг 
учун уни геометрии цатор дейилади. Унинг ^исмий йириндилари 
(9=^1)

5 , -  а =  ЧИ=£,
— 1

0  . сир— а
5 2 =  а  +  а 7̂ =* - — г*

Я — 1
с  I г сиР—а5 3 =  а  +  ад  +  ад- =  —— - ,

9 — 1

о I I •? I . п-1  аяп — а =  а  -г  ад  4 - а д 2 +  • . • +  ад  = -----------
<7 —  1

булиб, улардан тузилган кетма-кетлик

. 1 ^  =  И £ г - }
булади. Бу кетма-кетликнинг лимити д  га борлиц булади.

а) \д\<  I булсин. Равшанки, Пш^а — 0.
Л—* со

Унда Нш 5  =  Иш ас̂ ~~а — Цт  ( Л — .Л —цп ] =  Нт  — ------
п-> со л-»оо а — 1 л-*со \ 1—о 1—а / л-*оо 1—а

----------- Н т  дп
1 — ц п-»оо 1 — <7

булади. Демак, бу холда геометрик цатор якинлашувчи б^либ,

унинг йириндиси 5  =  —̂ — булади.
1— ?

б) < ? > 1  булсин. Бу холда

Иш 5 =  31т ( — ----------—  сР ) — оо
п->  00 п  « _ *с о  \  1 —  9 1 — 9 / 

булади. Демак, д  >  1 булганда геометрик цатор узо^лашувчи.
в ) д  =  1 булсин. Бу ^олда 5 „  =  й - Ь д  +  д +  . . .  + а  =  п а  

булиб,

Пт в  =  / +  °°- агаР а  >  0 булса, 
п̂ оо л \ —  оо, агар а < 0  булса

булади. Демак, д =  1 булганда ^атор узоцлашувчи.



г) q <  — 1 булсин. Бу х°л д а  { Sn J кетма-кетликнинг лимити 
мавж уд булмайди.

Шунингдек, q =  —  1 булганда >̂ ам ¡ S n ) кетма-кетликниннг лими
ти мавж уд эмас. Чунки бу ^олда j Sn | кетма-кетлик ушбу а, 0, а,
О, . . . KÿpHHHuira эга булиб, у  лимитга эга эмас { а ф 0). Демак, 
q <  —  1 бу’лганда цатор узо^лашувчи булади.

Шундай цилиб,

a +  aq +  aq2 +  . . .  - f  a qn~l - f  . . - 

гесметрик цатор ] ç| <  1 булганда я^инлашувчи j йигиндиси 5  =  

=  — —  га тенг ), 1 q | >  I булганда узо^лашувчи булади.
1 — 9 /

2 - § .  Якимлашувчи ^аторларнинг хоссалари

Биз ^уйида я^инлашувчи цаторларнинг баъзи хоссаларини кел- 
тирамиз.

Г .  Агар
00

V a „--=ü, +  o2 +  a 3 +  . . . + о „ +  . . . (21. 1)
П=1

^атор я^инлашувчи булиб, унинг йигиндиси 5  га тенг булса, у 
хрлца

00

' £ с - а п =  са1 +  са2 +  са3 +  . . .  сап +  . .  . (21.3)
П=1

цатор хам яцинлашувчи булиб, унинг йигиндиси с - 5  га тенг була
ди, бунда с  —  >'згармас сон.

И с б о т .  Шартга кура (21.1)  цатор я^инлашувчи ва унинг йирин- 
диси S  га тенг. Демак,

lim  S n =  lim  (ûj H-û2 -h . . .  +  an) =  5.

(21 .3) цаторнинг к;исмий йириндисини S'n билан бедгилаймиз:

5 ' =  caL +  са2 +  са3 - f  . . . +  сап.

Равшанки,

S'n =  cai +  са% +  са3 -f- . .  . -f- сап =
=  с (а, +  а2 +  а 3 +  . . .  +  ап) «  cSn.

Натижада

lim  S'„ =  lim  cS„ — с iim  S„ — c-Sn n nn~*aa n—*œ  n—*tt

6ÿjmmHHH топамиз. Демак, (21 .3 ) ^аторнинг цисмий йириндиларидан 
иборат {5^ } кетма-кетлик c S  лимитга эга экан. Бу эса (21.3) rça-



торнинг яцинлашувчи ва унинг йигиндиси с  5  га тенг эканлигини 
билдиради.

2°. Иккита цатор берилган булсин;

2  ап =  а1 4- а2 -Ъ а3 +  ■ . - +  ап 4- . . . , (21. 1)
п —1

V  6„ =  6 1 +  6 г +  68 +  (2 1 -4)
Л =  1

Ушбу

(а, 4 - Ьг) 4 - (аг 4* Ь2) 4-  (а3 4  Ь3) 4 -  ■ ■. 4 -  (#„ +  Ьп) +
50

цатор берилган ^аторлар йигиндиси дейилади ва 2  (а л 4 “ У  ка^и
П = 1

белгиланади:

2  (°и "Ь &„) =  (ах 4 - 6,) 4 - (а2 4 - Ь2) 4 - (а3 4 -  Ь3) 4*
л= 1

4 - . . .  4 -  (а„ 4- Ьп) 4 - . . .

Ушбу

(ах —  6^ 4 - («2 ~  г̂) 4 - (о3 —  Ь3) 4 - . . .  4 -  {ап —  Ьп) 4 - . . .

цатор берилган цаторлар айирмаси дейилади ва

2  к - ь п)
п= 1

каби белгиланади, яъни

2  К  ~  &й) =  (°1 —  ^  ^  +  (°3 —  ^  4*
/1 = 1

+  . . .  + ( а „ - 6„ ) +  . . .

Агар (21.1) ва (21.4) цаторлар я^инлашувчи булиб, уларнинг йигин
диси мос равишда 5 '  ва 5 "  булса, у ^олда

2  (д/1 +  ^  ~  (а1 4* (а* 4 -  ¿ъ) 4- . . .  4 -  (а„ 4 -  Ь„) 4 -  • • ■ (21 -5)
п= 1
цатор ^ам яцинлашувчи ва унинг йигиндиси 5 '  4-  *5" га тенг бу- 
лади.

И с б о т .  (21.1)  ва (21.4) ^аторларнииг цисмий йигиндиларини 
мос равишда 5^ ва 5 "  билан белгилайлик:

— 014- а2 4* я3 4- • • • 4- о.п,

К  =  1̂ +  ^  4- Ьг 4* • - ■ + Ь п.



lim S'n =  S\  lim  5 ;  =  S"
fl—► до П—

булади.
(21.5)  цаторнинг цисмип йигиндиси Sn булсин:

Sn =  (ai +  М +  tûa "г b2) -h . ■ ■ 4  (ап 4  Ьп).
Равшанки,

S n “  (ai +  ^i) +  (а2 +  &а) 4  ■ ■ • 4  (ая 4  Ьп) =>

=  (а! +  а2 +  • . . 4  ап) +  (bL +  b2 4 - . . .  4  bn) =  4  Sa. 

Натижада

lim  S n — lim (S' 4  S¡) =  lim  S'n 4  lim  S"n =  S' 4  S "
П —» 0 9  I I —* 0 8  r t —* 5 0  r t*> O 0

булади. Д ем ак, (21.5) rçaiop яцинлашувчи ва унинг Ригиндиси 
S '  4  S" га тенг.

3°. Агар
ос

V  % =  аг 4  а% 4  o.z 4  . . .  4  ап 4  • ■ .
n=i

цатор яцинлашувчи булса, у  холда п -+ о о  да бу цаторнинг умумий 
>;адк ап нолга иитилади: Um ап =  0 .

П —* 0 0

И с б о т .  Берилган цатор яцинлашувчи булиб, унинг йи ри нд и с и  
5  га тенг булсин. Таърифга биноан lim Sn — S, бунда

Л—*0С

S n =  a i аъ +  а з +  - . ■ 4  ап.
Равшанки, 5 n_ t =  aL 4  аг 4  а3 4  • • • + ß n_i  булиб, ап =  Sn —  
бÿлaди. Кейинги тенгликда п -^ -о о  да лимитга утиб топамиз: 

lim ’önP=  lim  (5rt — S R_ j) ¡=  Iim ‘5rt —[lim S n-1 =  S — 5  =  0,
f l - * 0 0  n —»  »  П —* 0 0  r t —*  ce

Б у  эса 3°-хоссан и  исботлайди.
2 1 . 1 - э с л а т м а .  Бирор цаторнинг умумий ^ади /г->- <х> да нол

га интилишидан цаторнинг я^инлашувчи булиши хар доим хам ке- 
либ чи^авермайди.

Масалан, ушбу

^ _ L r = , +  _ J =  +  _ i 3 + . . .  +  _ l = + . . .
J m j у  П 1' 2 ) 3 I  п

цаторнинг умумий ^ади ап =  1/ У  п булиб, п ->  00 да нолга инти- 

лади: lim  ап =  lim  — L r  =  0 .
И—*  о» Я —*о о  I  TÏ

Аммо бу цаторнинг узоцлашувчи бÿлишини курган эдик.



Демак, юцорида келтирилган 3°- хосса ^атор я^инлашишининг 
зарурий шартини ифодалайди.

3 -§ . К,аторларнинг якинлашувчилиги

Бирор

2  ап ~  a i "Ь а2 +  йз 4- • ■ • +  ап 4-  • ■ ■ (21-1)
Пз= I

цаю р берилган булиб, унинг хар бир .\ади манфий булмасин, яъни

ап > 0  ( у д е W) _  '( 21.6)

булсин (одатда бундай ц&торларни мусбат^ хадли ^аторлар денила- 

ди).
2 1 . 1 - т е о р е м а .  Агар (21.1) цаторнинг цисмий йириндиларидан 

ибораг { 5 П} кетма-кетлик ю^оридан чегараланган булса, у  х.олда
(21. 1) ^атор яцинлашувчи булади.

И с б о т .  Берилган (21.1) каторнииг цисмий йириндиларидан ибо- 
рат { 5 Л} кетма-кетликни оламиз. Бу кетма-кетлик ю^оридан чега
раланган булсин, яъни

2 S n < M  ( Y n (= N ).

Иккинчи юмондан, берилган цаторнинг хадлари (21 .6 ) шартни 
цаноаглантиришини эътиборга олиб топамиз:

_ S ,f+i ! =  а х 4- а2 4 - а3 -г . . . 4 -  а п 4 -  an+l =  S n 4 -  а п+1 >

Демак, V  п 6 N учун булади. Бу {S n} кетма-кетлик-
нинг ^сувчи эканини билдиради. Шундай цилиб, {5 ,,}  кетма-кетлик
усувчи ва у  юкоридан чегараланган. У  ^олда бу { 5 Л} кетма-кетлик
чекли лимитга эга булади: lim  S n — S.

tl~+ 00
Демак, берилган цатор я^инлашувчи. Теорема исбот булди.
2 1 . 2 - э с л а т м а .  Агар (21.1)  цатор яцинлашувчи булса, унинг 

цисмий йириндиларидан иборат {S n} кетма- кетльк юкоридан чегара
ланган булади.

Ха^ицатан хам, (21.1) цатор яцинлашувчи булса, унинг цисмий 
йириндиларидан иборат { 5 П} кетма-кетлик чекли лимитга эга була- 
дн. Маълумки, чекли лимитга эга булган кетма-кетлик чегаралан
ган, жумладан юкоридан чегараланган булади.

Се
2 1 . 1 - н а т и ж а .  Агар V  а п (ал > 0 ,  я  =  1, 2, 3 ,  . . . )  катор-

«=»1
нинг цисмий йириндиларидан иборат { 5 П} кетма-кетлик юкоридан

Ос

чегараланмаган булса, у ^олда ^  ап КатоР узоцлашувчи булади.
rtssl



\ й п =; а!  т й 3 + й 3 +  . . .  +  ап • ,
П— 1

^  Ьп =  Ьх -Ь Ь2 +  Ь3 4 -  . . .  +  Ъп +  . . .

п =  1
^аторлар берилган булиб, ап >  0 , Ьп >  О (п ~  I ,  2 , . . .) булсин.

21 .2- т е о р е м а .  Агар

а „ < & „  ( л =  1, 2, 3 -------) (21.7)
50 и

булиб, ^  Ьп ^ т о р  я^иплашувчи булса, у ^олда V  ап ^атор ^ам
« =  1 л = 1

я^инлашувчи булади.

Агар ап <;Ьп (я =  1, 2 , 3 , . . .) булиб, V  ап ^атор узоклашув-
П= 1

чи булса, у ^олда ^  Ьа цатор хам узо^лашувчи булади.
Л= 1

С© *

И с б о т .  2  ап т  2  ^ат0РлаР хадлари орасида (21.7) муно-
7 1 = 1  Л =  1

сабат уринли булсин. У  ^олда бу цаторларнинг кисмин йириндилари

=  а х 4 - а% 4- а3 4 - . . .  4 - ап, 5 "  =  Ьу 4 - Ьг 4 - Ъ3 4 -  . . . 4- Ьп
учун

^  < 5 ;  (я =  1, 2 , 3 , . . . )  (21.8)
«С

булади. Шартга кура V  Ьп ^атор яцинлашувчи. У  .^олда бу ^атор-
п =  1

нинг цисмий йириндиларидан иборат {5 " }  кетма-кетлик ю^оридан 
чегараланган булади 5 ’ <  М (п =  I , 2 , 3, . . .) Унда (21.8) муноса-

X»
батдан фойдаланиб топамиз: 5^ <  М. Демак, V  ап ^аторнинг цис-

П=1
мий йириндиларидан иборат ( 5 ' }  кетма-кетлик юцоридан чегаралан
ган. 21 . 1-теоремага кура цатор яцинлашувчи булади.

00
Х удди  шунга ухшаш, (21 .7) муносабат уринли булганда V  ап

/1=]
со

к^аторнинг узоклашувчи булишидан V  Ьп цаторнинг ^ам узоцлашув-
л= 1

чи булиши келиб чи^иши исботланади. Теорема исбот булди.
21 . 3 - т е о р е м а  ( К о ш и  а л о м а т и ) .  Ушбу

со

2  а п  —  а 1 +  а 2 “г  й 3  4 -  . . . 4 -  а п  4 -  ■ • -
Не 1



(ап >  0 , п =  1, 2, 3, . . .)

цатор берилган булсин. 
Агар

булиб, ? <  1 булса, у ^олда >  ап цатор яцинлашувчи булади.
г = \

Агар __

у  а„ >  1
Об

булса, у .\олда ^  ап цатор узоцлашувчи булади.
П= 1

60 ^  / - ------

И с б о т .  Берилган V  ап цатор учун у  ап <*Я булсин. Кейин-
П— I

ги тенгсизликнинг >;ар икки томонини п- даражага кутариб топамиз: 

ап ^ д п (п = 1 , 2 , 3 , . .  .) (21.9)

ос

Берилган V  ап цатор билан бирга я^инлашувчи булган геомет-
Лв1

се
рик цатор 2 ? "  ни Царайдиган булсак, унда (21 .9 ) муносабатни эъти-

п=  1
5С

борга олган ^олда 21.2-теоремадан фойдаланиб, V  ап цаторнинг
п= I

яцинлашувчи булишини топамиз.
Энди

V  “п> 1
булсин. Бу тенгсизликнинг ^ар икки томонини «-дараж ага кутар- 
сак, унда

а п > 1  (п =  1 , 2 , 3 , . . . )  (21. 10)

булади. Берилган ^  ап катор билан бирга узоцлашувчи
п =  1

V  1 =  1 4 - 1  +  1 + . . .
п =  1

цаторни царайдиган булсак, унда (21.10) муносабатни эътиборга олган
ее

з^олда, 12.2-теоремадан фойдаланиб, ^  а п цаторнинг узо^лашувчи
П=1

булишини топамиз. Теорема исбот булди.



Юцорида келтирилган теоремани (Кош и аломатини) лимит кури- 
нишида ^ам ифодалаш мумкин.

Агар
Се

2  ап =  +  % +  ■ ■ ■ +  а п 4- . . . (ап ^  ° ,  п =  1, 2, . . .)
Л=1

цаторда
п г

lim у  a n = k

булиб, k  <  1 булса, у холда V  ап катор якинлашувчи булади,
л=1

k  >  1 булса, цатор узо^лашувчи булади. Бундан мисолларни ечиш- 
да кенг фойдаланилади.

М и с о л .  Ушбу

_ L  I___ 1___ 1___ L _  +  +  1
In  2  In2 3  1пэ 4  ' ‘ ' tnr t ( n + l )  Г

каторни караймиз. Бу ^аторнинг п- хади а = — =— --------  булиб,
In (п ~\- 1)

лп/ 1 =  1 ■_
У п \/ Inn ( « ~ l )  ln ( n + l )

булади. Бундан

lim  £  а„ =  l i m ------ -—  = 0
П—»со Л -* » In  (л - f  1)

булишини топамиз. Демак, берилган цатор яцинлашувчи.
2 1 . 4 - т е о р е м а  ( Д а л а м б о р  а л о м а т и ) .  Ушбу

5©

V  ап =  ах 4- а% 4 - а 3 4- . . . 4 - а л 4- ■ • -
Л=1

( а „ > 0 , л  =  1, 2 , . . . )  (21. 1)

цатор берилган булсин.
Агар

1, 2 , 3 , . . .)

булиб, q <  1 б у л са , у ^олда V  ап цатор яцинлашувчи булади.
п= 1

Агар

" ü ± L > l
ап

СС
булса, у  ^олда V  оп цатор узоцлашувчи булади. 

и=1



Бу теореманинг исботи юкррида келтирилган теореманинг исботи 
кабидир. Теореманинг исботини уцувчига хавола этамиз.

21. 4- т е о р е м а н и н г  ( Д а л а м б е р  а л о м а т и н и н г )  цуйида 
ифодаланадиган лимит куринишидан купгина мисолларни ечишда 
фойдаланилади.

булиб, й <  1 булса, у холда V  ап ^атор я^инлашувчи булади,
п— 1

I булса, катор узоцлашувчи булади.
М и с о л .  Ушбу цаторни ^араймиз.

Агар

2  ап а 1 +  аг +  а3 +  . .  . -Ь ап +  . .  . (ап >  0 , п =  1, 2 , 3, . . .)
П=1

^аторда

Бу ^аторда

а, ,п ’ а п+ 1
(«Ч- 1) *

п п' ( п + О ^ 1

булиб,

а„+ 1 (л 4- •) 1 я! ( я +  1) !

булади. Лимитга утиб топамиз:

Н т =  П т е

Равшанки, — < 1 .  Демак, берилган ^атор я^инлашувчи. 
£



4 - § .  \адларининг ишоралари алмашиниб келадиган каторлар. 
Лейбниц теоремаси

Ушбу

Й1 ---а2 “Ь а3 —  й4 “Ь ■ • ■ 1 )п ■ &п +  • • ■ (21. 11)

цатор бунда ö„ > 0  (я — 1, 2 , 3 , . . .) хадларининг ишоралари ал
машиниб келадиган цаторлар дейилади.

Масалан, ушбу

‘ - т  +  т - т + . . . + ( -

цаторлар ^адларининг ишоралари алмашиниб келадиган цаторлардир.
2 1 . 5 - т е о р е м а .  (Лейбниц теоремаси). Ушбу

Oi —  а 2 +  а з —  а а +  - • • +  ( —  1)”  1 ■ а п +  ■ • ■ {а п >  0 )

катор ^адларининг ишоралари алмашиниб келадиган цатор булсин. 
Агар бу цаторнинг з^адлари учун

1) а ! > а 2> а 3>  . . . > а я>  . . .

ва

2) lim  ап =  0

булса, у ^олда (21 . 11) цатор яцинлашувчи булади.
И с б о т .  Берилган (21.11) цаторнинг цуйидаги пиемий йигинди- 

ларини ёзамиз:

S 2 =  ах —  а 2,

S i  =  Qi —  а2 +  а3 —  а4 =  [aL —  а2) +  (а3 —  а4),

S 6 =  aL — аг +  а3 —  а А +  аь —  а 9 =  —  а 2) +  (а3 —  а.,) +  (а5 — а0),

^2/г=СС1---a2~t~a3--- °4~i~ ■ ■ - + a2fe_l— ü2k =

=  iß! — a2) +  (Os —  a4) +  • ■ • +  (ö2fc_i —

Шартга кура,

a L >  аг >  a3 >  . . . >  an >  - . .

Демак,

Oi —  a2 > 0 , a3 —  a4 > 0 , . . .  , — a2ft> 0 , • • -

Унда, равшанки, цаториинг цисмий йириндиларидан иборат S 2, S 4 
S6, . . .  , S2k> . . . кетма-кетлик усувчи булади:



*̂ 2ft+2 “ ' ö®) (a 3 a 4) +  . . . +  (ü2ft— 1 a2l)

+  (a2k-!r I a2k+2̂  ~  ^2k ] a2k-j- 2̂  ^2* ‘
Иккиичи томондан,

5 2fe =  a i — а2 +  а з “ а 4 +  + a 2k̂ l — a2k^ a 1~ ( a  2 — a3) —

“  ( 0 4 - 0 * ) “  ■ ■ ■ —  K - 2 ~ a2 k - l ) ~ a2k
булиб,

02 й3 О, Й4 ü5 0, . . . , a2k—2 a2k— 1  ̂

булганлиги сабабли S2k <  ^  булади. Д емак, {S 2k}  кетма-кетлик 
ю^оридан чегараланган.

[Лунда/; цилиб, { S 2ft}  кетма-кетлик усувчи ва юцоридан чегара
ланган. Демак, бу { S 2J  кетма-кетлик чекли лимитга эга булади:

lim S 2fe =  S .
fe-»50

Энди берилган (21.11)  ^аторнинг ушбу

Si =  flj,
Sß =  Üi Ög Н-  Ög =  (iZj Ci2) -J- flg,

S 5 =  aL —  a2 H- a3 —  a4 +  a6 =  (<*1 —  «2) +  («3 —  a 4) +  as-

*̂ 2fe+l =  ö2 “f“ fl3 Ü4 "f" ■ ' ■ ö2ft_I Й2Й “f" a 2ft+l ~

=  (a} а.->) +  (a3 — й4) Ч- (ü2fe~i ö2fe) “I“ a2fe+i

премий йигиндиларидан 5 lt 5 3, S 5, . . . , *S2*-h* . . . кетма- кетликни 

з^осил ^иламиз. Равшанки,

“  ^2k “t“ a2k+l ■ (21. 12) 

Агар теореманинг иккинчи шарти lim a2k+i * *  0  булишини эътиборга 

олнб, (21. 12) тенгликда лимитга утсак,

lim S 2S+1 =  lim (S a  +  a2t+1) =  lim  S a  +  lim  a2t+1 =  S
* - » *  Л - » *  f e -> a s  « “ ► «

булиши келиб чи^ади.
Шундай цилиб, берилган цаторнинг ^исмий йириндиларндан ибо- 

рат {S „ } кетма-кетлик чекли лимитга эга булиши курсатилди. Бу  
эса (21.11) кагорнинг яцинлашувчи эканлигини билдиради. Теорема 
исбот булди.

М и с о л .  Юцорида келтирилган

1- т +т-т+---+(-1Г1Ч-+"-



цатор учун

1) 1 >  4 - > - т >  ■■■ >  — >2 3 п

2) Игл —  =  0.
П -*  со Л

Демак, Лейбниц теоремасига к>'ра, бу цатор яцинлашувчи булади.

5- §. Ихтиёрий ^адли катор. Каторнинг абсолют 
я^инлашувчилиги

Бирор
»

ап =  Й! +  а% +  аъ Н- ■ . . +  ап -Ь ■ ■ ■
п = 1

цатор берилган булсин. К^смий йириндилардан { 5 Л}:

5 2, 5 3, . . . , 5 Л, . . .

кетма- кетлик тузамиз. Маълумки, агар п -+■ оо да { 5 л} кеш а- кет-
00

лик чекли лимитга эга булса, у ?^олда ^  ап Цат0Р я^инлашувчи
п —  1

дейилар эди. Д ем ак, берилган ^аторнинг я^инлашувчи булиши- 
ни курсатиш унинг ^исмий йириндиларидан иборат { 5 П} кетма- 
кетликнинг чекли лимитга эга булишини курсатишдан иборат.

се

V  ап цаторнинг яцинлашувчилиги ^ацида ушбу теоремага келамиз:
П=1

2 1 . 6 - т е о р е м а .  Агар V  е > 0  сон олинганда ^ам шундай натурал 
п0 сон топилсаки, барча п >  п0 ва т =  1, 2, 3 , . . . лар учун

*̂ /|1 “  \ап+1 4" ап+2~  ̂ ■■■ '̂ ~ап+т\<̂ г  (21.13)

«О

тенгсизлик бажарилса, у .^олда ^  ап ^ат0Р яцинлашувчи булади.
п— I

21.3- э с л  а т м а .  Агар V  ап =  аг +  а2 +  а3 +  . . .  + д л +  . . .
Л  =  1

цатор я^инлашузчи булса, у  ^олда V  8 >  0 сон олинганда ^ам 
шундай натурал п0 сон топиладики, я  >  гс0, т =  1, 2 , 3, . . .  учун

К + 1 +  «„+ 2 +  ■ • • + а „ + т | < е



V  ап =  ах 4  а2 4  а3 +  • - ■ 4- ап 4  ■ • • (21.1)
п= 1

цатор берилган булсин. Бу цаторнинг абсолют кийматларидан ушбу 
цаторни тузамиз:

V  |ая| =, |Й1| +  |а2| +  . . . +  \ап\ +  . . . (21.14)
П= 1

Ю^оридаги муло^азалардан фойдаланиб цуйидаги теоремани ис- 
ботлаш цийин эмас.

2 1 . 7 - т е о р е м а .  Агар (21.14) цатор я^инлашувчи б^лса, у з^олда
(21 .1) цатор з а̂м яцинлашувчи булади.

2 1 . 4 - э с л а т м а .  Ушбу
се

V  ап — ах 4  а2 4  а3 4  . . . 4  йп 4  . . .
П=1

цаторнинг яцинлашувчи булишидан

2  =  !ai l  +  W  +  ■ ■ ■ +  \а п\ +  • * 1 
л — 1

каторнинг я^инлашувчи булиши з̂ ар доим з^ам келиб чицавермайди.
2 1 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар

2  W  =  lüil +  1аа! 4  . . .  4  !а„! 4  . . -
п= 1

цатор яцинлашувчи булса, у з^олда
у;

2  4  «г 4  . . .  4- ап 4  . . .
п=  1

цатор абсолют яцинлашувчи цатор деб аталади.
во tr-

Агар V  ап цатор яцинлашувчи булиб, ^  l ° J  катор узоцлашув-
П=1 П—1

CD
чи булса, у з^олда V  ап цатор шартли я^инлашувчи цатор дейи-

п= 1
лади.

6-§- Функционал цаторлар

Ушбу

2  / „ м = / . м + м * )  +  ш  +  ■ • • + м * ) +  • •• ( 2 i - ' 5 )
Л=1

цатор функционал цатор деб аталади.



Масалан,

2  хп~' =  1 +  х +  х2 +  . . . +  хп~' +  . .  . (21.16)
П—1

функционал ^атор булади.
(21 .15) цаторнинг ^ар бир ^ади X  да аницланган булсин.
X тупламда х0 нуцтани олиб, (2 1 .15 ) функционал ^атор ^адла- 

рининг шу ну^тадаги ^ийматларини хисоблаймиз. Н атиж ада (21.15) 
функционал цатор уш бу

2  W  — fl (*о) +  h  (-*о) -Ь ■ • • +  /„ (*о) +  ■ • ■
П=1

сон ли ^аторга айланади.
М асалан, ю ^орида келтирилган ( 21 . 16)  функционал ^атор

х0 =  — ■ да цуйидаги сонли каторга айланади:
£

4 ' 1 ^ -  =  i +  - + - L +  +  — +2 j  2n~ l 2 2* 2П—1 ^  
п= 1

СО со

Агар 2  / » W  сонли ^атор якинлашувчи бул са , у  т^олда ^ ?„{х)
п=1 п= I

функционал катор х0 ну^тада якинлашувчи дейилади.
а» аз

Агар ^  fn(xо) сон ли  ^атор узоцлашувчи булса, у  з^ о л д а^  fn(x)
л =  1 /1=1

функционал цатор х0 ну^тада узо^лашувчи дейилади.
СС

2  ?п (х ) функционал катор X  тупламнинг хар бир ну^тасида
fi— I

якинлашувчи булса, у  ^олда берилган функционал ^атор X  т^плам- 
д а  (со^ада) якинлаш увчи дейилади.

Бирор

2  i „ ( * ) = i ( * i )  +  fs W +  . . .  + L ( x ) +  . . .
п=  1

функционал ь^атор берилган булиб, у  X  тупламда (со^ада) яцинла- 
шувчи булсин.

У  нда
l i m [Д (*) + /2 (х) +  . . . +  /п(х)]

до

лимит олинган х га  борли^. Уни 5 ( х )  билан белгилайлик: 

lim  [fL (х )  +  /2 (х) 4 (* ) ]  =  S  (х).
П—*сс

Б у  5 ( х )  берилган функционал цаторнинг йириндиси дейилади.
Сонли цаторлардагига ухш аш , ушбу



$1 (*) = M*),
5 а(д :)= / 1(х) +  /г (х),

З Д - Л  (*) +  / .(*) +  . . .  +  /„(*).

йириндилар /п(*) функционал ^аторнинг цисмий йириндилари
л = 1

дейилади. Ю^орида келтирилганлардан куринадики, катор й и р и н -  
диси

S(x) =  lim *Sra(x)
Я-*во

булар экан.

М и с о л л а р .  1. Ушбу функционал ^аторни цараймиз:

V  хп- '  =  i + x  +  x* +  . . . - н х " - 1 -ь  . . .
П=1

Бу ^аторнинг ^исмий йириндилари (х Ф  1)

$ , ( * )  =  1,
(1+дс) (1— де) 1— **S 2 (х) =  1 4- х

5 3 (*) =  1 +  х Н- х2 =

1— х \— х
(1+ X  +  X8) ( 1— X) _  1 — X3 

1 — X ”  1 — X

булади.
Равшанки, х =  1 да S n (х) =  1 4- 1 4 - • . • 4 - 1 — п. 

Демак,

s„  № =  ( т г г  ’ агаР *  #  1 бУлса’
I п, агар х  =  1 булса

булади.
Айтайлик, х £ ( —  1; 1) бу’лсин. Бу .\олда

lim S rt(x) =  Iim l l l i ü _ = - 1im ^ ! L )  =
Л—►со л~**се 1 — X П~*С0 \  ̂ *  I *  /

1 1 п 1
— lim  ---------- х

1 — X л—»со 1 — X I — X



Шундай цилиб, берилган функционал цатор Х  =  {— 1, 1) да 
яцинлашувчи булиб, унинг йириндиси

S(x) =
1 - *  

га тенг.

2. Ушбу функционал цаторни цараймиз.

1 1
+

¿ и  ( я + * ) ( п  +  * + 1 )  ( х + ! ) ( *  +  2) (* +  2 ) ( * + 3 )
Н=1

■ ' ■ +  , , w ‘ >— • • ■ (Xs£ — n' « =  1. 2, . . .) (* +  n )(x -f  I)
Бу функционал цаторнинг цисмий й и р и н д и с и н и  топамиз:

с  («л __________ !_________ I________!__________и _(_
Л )  (*+ 1)(д с  +  2) ' ( * + 2 ) ( *  +  3)

,_________ !_________ e /_ ! ___________М  +  ( _ ! _________!___) +
(x +  n)(je +  n + О \ * + 1  * 4 - 2 /  \ *  +  2 JC + 3/

1 1 \ 1 1
х-\ -п  Х +  П + 1  1 х-\- 1 х +  л + 1  

Ун да

lim S _ (x )  =  lim  (— -------------- - -1 \ =  — -̂7
П-»«, П - . 0 С  \JT-rl ДГ-гПН-1 / х -г I

булади.
Демак, берилган функционал к;атор Х  =  / ?\ {1 , 2, 3 ...................}

тупламда яцинлашувчи, унинг йириндиси эса 5  (х) =  га тенг.
х т  1

Бирор

^  /д (х ) =  /1 (х) “Ь /2 W  “Ь + / « ( * ) +  (21.15)
п=  1

функционал цатор берилган булсин. Бу катор X  тупламда яцинла- 
шувчи булиб, унинг йириндиси 5 (х )  булсин. Унда

lim  S n(x) = S (x )
п—*со

булади. Лимит таърифига кура, V  в >  0 сон олинганда ^ам шундай 
натурал п0 сон топиладики, барча п >  п0 учун

[$я ( л ) - 5 ( * ) / < е

тенгсизлик бажарилади.
Равшанки, X  тупламдан олннган х нинг цийматига цараб ( 5 л (х)} 

кетма-кетлик турлича булади. Бинобарин, юцорида эслатиб утилган 
лимит таърифидаги п 0 натурал сон олннган х  га ^ам боялиц булади. 
Агар борди*ю таърифдаги п0 натурал сон фацат е га борлиц булиб,



^аралаётган х  нуцтага борлиц булмаса, у  ^олда {5 „  (4 }  функцио
нал кетма-кетлик X  тупламда S (x )  га текис я^инлашувчи дейила- 
ди.

2 1 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар V  е > 0  сон олинганда ^ам шундай нату- 
рал п0 сон топилсаки, барча п >  л0 ва ихтиёрий х ну^талар учун 
бир ва^тда

| Sn (х) ~  S  (х) | <  е

Сс
тенгсизлик бажарилса, у холда ^  /л (* )  функционал катор X  туп -

л = ]
ламда S{x) га текис ярнлаш ади дейилади.

Текис я^инлашиш тушунчаси функционал каторлар назарнясида 
му^им роль уйнайди, ^уйида функционал цаторларнинг текис я^ин- 
лашишини аницлашда ишлатиладиган Вейерштрасс аломатши исбот- 
сиз келтирамиз.

Вейерштрасс аломати. Агар

2  / „ « = / , М  +  /2 М  +  • • ■ + / „ ( * ) • • •
Лв]

функционал каторнинг ^ар бир f n(x) ^ади X  тупламда ушбу

1, 2 , 3 , . . . )

тенгсизликни цаноатлантирса ва

V  с п =  Cj +  С2 +  . . .  +  Сп 4-  . . .
Л =58 1

X
сонли ^атор яцинлашувчи булса, у ^олда V  f n(x) функционал к;а-

п =  I
тор X  тупламда текис я^инлашувчи булади.

М и с о л .  Ушбу
СС

cos пх _cos *  , cos 2х . cos Зх , _j_ cos пх _j_
«2 12 28 3» ' ’ ' ' л »

п= !
функционал катор X  =  (— оо, -j- оо) да текис я^инлашувчи булади, 
чунки

булиб,

, , . ч . I cos пх [ _ I

i ' » w 4 —  г *

S  ■■■ +^+
n =  1

сонли катор яцинлашувчи.



7-§ . Текис яцинлашувчи функционал цаторнинг хоссалари

Текис яцинлашувчи функционал каторларнинг хоссаларини исбот- 
сиз келтирамиз. Бирор

2  f M = = f i ( x ) - f 2W +  . . .  + ш +  . . .

функционал катер берилган булсин. Бу цатор X  тупламда я^инла- 
шувчи булиб, унинг йигиндиси S  (х) булсин.

у.
\°. Агар ^  fn (х) функционал цаторнинг хар бир fn {x) >*ади

п= I
(п =  1, 2 , 3 , . . . ) X  тупламда узлуксиз булиб, бу функционал ца- 
тор X  тупламда текис яцинлашувчи булса, у ^олда ^аторнинг 
йигиндиси S ( x )  ^ам X  тупламда узлуксиз булади.

с*

2°. Агар V  f n (x) функционал ^аторнинг j^ap бир fn(x) в д и
л= 1

(п =  1, 2 , 3 , . . . ) (а ; Ь\ сегментда узлуксиз булиб, бу функционал 
цатор шу сегментда текис яцинлашувчи булса, у ^олда цатор з$ад- 
ларининг интегралларидан тузилган

J  f l {x)dx+  f  f  2 (х) cfx И- f„ (x )d x +  • ■ * =“ 2  f ^(x) dx
о  a  a  n = l a

цатор яцинлашувчи булади, унинг йириндиси эса

ь
| S  (х) dx

а

га  тенг булади:
00

3°. Агар V  fn (х) функционал каторнинг ^ар бир fn (х) (п =  1, 2, 3,
п= I

. . . )  ^ади [а, Ь\ сегментда узлуксиз f'n(x) ^осилага эга булиб, бу 
^осилалардан тузилган

2  / ; w = / ; w + / 2w + . .  + ш +
п =  I

функционал цатор [а, b ] да текис я^инлашувчи булса, у ^олда 
функционал цатор йигиндиси S  (х) шу [а, Ь] сегментда S' (х) ^оси- 
лага эга ва

•s’ w  =  2  т
п=1



Ушбу

У  апхп =  a Q +  а хх - f  a 2xz +  . . . + а // * - Ь  • - . ( 21 . 16)
л=0

куринишдаги ^атор даражали катор деб аталади, бунда а0, a lt а 2,
. . . , ап, . . .  лар узгармас сонлар булиб, улар даражали каторнинг 
коэффициентлари дейилади.

Демак, даражали цаторлар функционал цаторларнинг хусусий 
холидан иборат.

М и с о л л а р .  Ушбу

1) £ ^ - 1 + г ? + ^ + - - - + ^  +  " -  (0! =  1)
л=0

2) V -------л In  (л +  1)
I

каторлар даражали цаторлардир.
}(ар ^андай даражали ^атор х =  0 нуцтада яцинлашувчи була- 

ди, чунки бу ^олда (21.17) цатор ушбу

а0 +  а 1 ■ 0 4 - о2 ■ 0 4~ . . . +  а п * 0  4 - . . . ,

яъни

йо "Ь 0 +  0 4~ - + 0 +  . . .  

куринишдаги сонли ^аторга айланади ва

lim S .  (0) =  lim (ай +  0 +  0  +  . . .  +  0) — lim а0 =  а0
п->°° л -*»

булади.
2 1 . 8 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар

V  апхп = aQ +  öjX 4- а?х% 4- ■ ■ • 4* апхп 4- . . . (21.17)
л=0

даражали ^атор х нинг х — х9 {х0Ф  0 ) цийматида яцинлашувчи бул- 
са, х нинг

| jc | <  | jc0 | ( 2 1 . 1 8 )

тенгсизликни цаноатлантирувчи барча цийматларида (21.17) дараж а
ли катор абсолют я^инлашувчи булади.

Й с б о т .  Берилган (21.17) даражали ^атор х =  х0 да яцинла- 
шувчи булсин. Бу эса ушбу

2  апхЪ--=ай +  а \хЛ а2х1 +  ■ ■ ■ + ап хо +  • ■ ■
0



сонли ^аторнинг я^иклашувчи б^лишини билдиради. Маълумки, сон- 
ли цатор я^инлишувчи булса, унинг умумнй хади r t -» o o  да нолга 
интилар эди:

lim а„х; = 0 .
п~*п

Демак, {апх $  сонлар кетма- кетлиги якинлашувчи. Унда бу кетма- 
кетлик чегараланган, яъни

\апх*\ (л =  0, 1, 2, . . . )  (21.19)

(Ai — ^згармас сон) булади.
Энди берилган ^пторни цуйидагича

Q0 + « l 3  ~  +  а 2 <  ' ( г Г +  J r V « ' { f f  +*о \*о ! \Xq /

ёзиб, унииг ^адларининг абсолют ^ийматларидан ушбу

K i + K * o i  ■ z -  | + к *?1 ■ т Т  +  • ■ • + к * з*0 I *0 I
цаторни тузамиз. Уш бу ^атор

М 4 M М

геометрик ^атор булиб, 

шувчидир.

I *0 I

X
*0
X

*0

X ¡п 
—  +  . . .
■«о I

4- . . .

(21 .20)

<  1 булганлиги сабабли, у я^инла-

* булганлигидан солиштириш теоремаси- 

4 - . • • + | в я *31 • —  Г  4 - • • • Каторга кура |fl0 | +  |fliX0 | • —
I *0

якинлашувчи булади. Д ем ак, берилган кат°Р х  нинг |*1<|*о1 тенг* 
сизликни ^акоатлантирувчи барча ^ийматларида абсолют яцинлашув- 
чи булади. Теорема исбот булди.

2 1 . 1 - н а т и ж а .  У ш бу
ÖC

2 йплл =  «о +  а \х  +  агх% 4- . . .  4 - хпх* 4 -  . . .
ns= 0

даражали цатор а *  ну^тада узо^лашувчи булсин. У  ^олда катор 
х  нинг | х [ >  | Xj | тенгсизликни ‘̂ аноатлантирувчк барча кийматлари- 
да узо^лашувчи булади.

Айтайлик,

2  опхп =  а 0 4 - а {х 4 -  а2х2 4  . ■ • 4- апхп 4 - ■ • ■
п=0

даражали цатор х  =  А'0 (х0 ф  0) да якинлашувчи, х =  хх да эса узо^- 
лашувчи булсин. Равшанки, I х0 1 <С [ Xi f булади. Унда ю^орида 
айтилганларга кура х  нинг | х | <  j х01 тенгсизликни ^аноатлантирув-



чи цийматларида яцинланувчи, | х  i >  | х х 1 тенгсизликни каноатлан- 
тирувчи цийматларида узо^лашувчи булади (129-чизма).

(21.17)  даражали цаторнинг яцинлашадиган нуцталардан иборат 
туплам {.*} булсин (яъни шу { * }  тупламнинг ^ар бир ну^тасида 
(21.17) цатор яцинлашувчи). Бу { * }  туплам юцоридан чегараланган 
булади. У  ^олда {х } тупламнинг аниц юцори чегараси мавжуд. Уни 
R  билан белгилайлик:

R  =  sup { * } .

Курсатиш мумкинки, х  нннг ушбу | х | < / ? тенгсизликни цаноатлан- 
тирувчи цийматларида (21.17) катор яцинлашузчи, х нинг | х ( > / ?  
тенгсизликни цаноатлантирувчи цийматларида (21.17) цатор узоцла* 
шувчи булади.

Ушбу (— R, R) интервал (21.17)  даражали цаторнинг яцинла- 
шлш интервали, R  эса я^ннлашиш радиуси деб аталади.

Агар даражали цатор х — 0  нуцтада яцинлашувчи булиб, бош^а 
барча нуцталарда узоцлашувчи булса, у ^олда я^инлашиш радиуси 
R  =  0 деб олипади. Агар даражали цатор барча ну^таларда яцин- 
лашувчи .булса, R  =: +  оо деб олинади.

2 1 . 5 - э с л а т м а .  Даражали цатор х — — R, х =  R  нукталарда 
яциилашувчи булиши хам мумкин, узоцлашувчи булиши хам мум
кин.

Ушбу

се

V  а пхп =  а0 +  а {х +  а2х2 4 - . . .  4 -  апхп +  . . . ( 21 . 17 )

дпражали катор берилган булсин. Б у  даражали цатор ^адларининг 
абсолют цийматларидан тузилган ушбу цатории царайлик:

2 l v fll ==lao! + |oi't l + la2-lc2l+ ■ ■ ■ - H v l  + . ■ •
п=О

Даламбер аломатини цуллаб топамиз:

К +1 S + 4
п т  
л-»® | а„ х

=  lim
л -* «

ап+1 * " + l

=  |jc[ • lim

a , * 

а

л =  lim 2Л+1 х =

л+1

а■п (а п ^

Айтайлик, ушбу

lim
л—►«

ап+\
=  П а п Ф  0)

лимит мавжуд булсин. Унда (21.17)  ^атор | х | - / < 1 ,  яъни | х | <

<  ~  булганда яцинлашувчи, J x | - / > I ,  яъни |л:| >  -j- булганда 

узэ^лашувчи булади.



Демак, берилган даражалн цаторнинг яцинлашиш интервал» 

^----- радиуси эса 7? =  — булади.

Шундай цилиб, (21.17)  даражали каторнинг я^инлашиш радиуси- 
ни топиш учун ^уйидаги формулага эга буламиз:

П т
I  Л - * »

М и с о л л а р .  1. Ушбу У  л11» !

°л+1

+  х х2 +

(21 .21) 

+  Хп +  . . .

/1=0
даражали ^аторнинг я^инлашиш радиуси ва яцинлашиш интервали 
топнлсин.

Ю^оридаги формулага кура

— П т  I — I =  I .
Л —* 40 I 1 I

Д ем ак, берилган даражали ^аторнинг Я1\инлашиш радиуси #  =  1, 
яцинлашиш интервали (— 1, 1) булади.

Бу даражали цатор /? =  —  1, Я — 1 ну^таларда узоцлашувчи- 
дир (чунки 1 -¡- 1 4 - 1 4 -  . . . +  1 - г  . . . ва 1 —  1 • Ь 1 —  1 4- . • . 4 - 
( —  I )4“ 1 +  . . . сонли цаторлар узоцлашувчи).

V у2 уЗ
2 . ) +  — +  +  —  +  . . . + 1 - 4 -  .

12 22 32 Пг  •

яцинлашиш радиуси ва яцинлашиш интервали топилсин.
( 21 .21) формуладан фойдаланиб топамиз:

Я  — П т

даражали цаторнинг

1
ап

=  П т
Л - .»

П2
=  П т

И-*95
1 (п4- 1)а

ап+ 1 1 П2 I

( л 4 1)а

=  п т 1 + 1 + 4 )  =  1. 
п л2 /

Д емак, даражали цаторнинг яциилашиш радиуси Н =  \, яциилашиш 
интервали эса (— 1, 1) булади. Берилган даражали ^атор #  = —  1,

7? =  1 ну^таларда я^инлашувчи булади (чунки 1 +  —  4- —  4* -— Ь13 ¿2 З2

4 - . . . 4 - — + . . .  ва 1 ----- - 4- — — - 4 -  . . .  4- (— I)"  — 4 - . - .
л 2 12 2 2 3« л 3

сонли ^аторлар я^инлашувчидир).
Демак, берилган даражали цаторнинг якинлашиш со^аси [—  1; 1] 

сегм ент дан иборат экан.

9 -§ . Даражали к^аторнинг хоссалари
се

1°. Агар ^  опхп даражали ^аторнинг яцинлашиш радиуси Я  ( # >
л—0

> 0) булса, даражали ^атор [— а , а] сегментда (0 <  а  <  # ) текис 
яцинлашувчи булади.



2°. Агар V  апхп даражали цаторнинг я^инлашиш радиуси
п=О

R ( R >  0) булса, даражали цаторнинг йириндиси S (x ):

S (x )  =  V a „ ; c "
n =0

( — R,  R) интервалда узлуксиз булади.
Ос

3°. Агар V  ап хп даражали цаторнинг яцинлашиш радиуси
п= О

R  (R >  0) булиб, йириндиси

S  (х) =  2  апх'1 — ао +  а \ х +  a 2 х2 +  . . .  +  a„ хп 4  . . .
«=о

булса, у  холда бу цаторни [а, 6 ] с г ( — # ,  Я) да >;адлаб, иитеграл- 
лаш мумкин, яъни

J S (r )d x  ~  (* J V  а п дгп j djc — "V | j‘ an xn dx J
a a r j= 0 n= 0 a

булади.
Cc

4°. Агар V  an xn даражали цаторнинг я^инлашиш радиуси
n—0

R  (R >  0) булиб, йириндиси

5  (х) =  ап хп ---- а0 +  а, х +  а2 х2 +  . . .  -г  а п хп +  . . .
п= 0

булса, у  з^олда бу цаторни (— R,  R)  да хадлаб дифференциаллаш 
мумкин, яъни

5 ' ^ )  =  ( 2  а п* " У  =  2  K ^ ) '  =  ai  +  2a2x - f 3 a 3x2 +  . . . +
П=0 л=0

+  nartx ,l_l +  • • •

булади.

10- §. Функцияларни даражали ^аторларга ёйиш

1. Маклорен катори
y — f ( х) функция (— 6, 6) ( 6 > 0) орали^да берилган булиб, у 

шу ораликда исталган тартибдаги хосилага эга булсин. У ш бу

/(0) +  Ш - х +  ^ х 2 +  . . . +  1 - ^ х п  +  . . . (2 1 .22) 
1! 2! п\

даражали ^аторни царайлик. Бу  даражали ^аторнинг коэффициент- 
лари /(х) функция ва ушжг хосилаларининг х  =  0 нуцтадаги циймат- 
лари ор^али ифодаланган.



f ( x ) = f ( 0 ) + ! ^ - x  +  < ^ x * +  . . .  +  ^ L x« +  rn (x), (21.23)

бунда гп(х) колди^ -\ад. Шуни эътиборга олиш керакки, (21.22) ^а- 
торнинг коэффициентлари билан (21.23) формуладаги коэффициент- 
лар бир хил буляди.

(21 .22) даражали ь^аторнинг к,исмий йигиндиси

+  +  . . . +  - ^ х "

булса, унда (21.23) формула ушбу

f(x ) =  S n (x) +  rn{x) (21.24)
куринишга келади.

(21.22) даражали ^атор (— R, R) яцинлашувчи булсин. Уида

Пт Sn (x) =  f(x )  (V  Jf € ( — /?, /?))
п-*»

булиб, (21.24) муносабатдан

lim  [f{x ) — S n (x)] =  lim  г (х) =  О
п—>® п-*х

булиши келиб чи^ади.
Аксинча, у- х £ {— R, R) да lim /■(*)*= О булса, яъни (21.24)

п-»30
муносабатдан

lim  S n (jc) =  /(x)
л-+«°

булиши, демак, (— R, R) да (21.22) даражали цатор я^инлашувчи, 
унинг й и р и н д и с и  f(x )  га тенг булиши келиб чиь^ади:

/ (х )= г/ (0 ) +  Ш х + ( 1 ^ х ! 4-  . . .  + JH a B -x n  (21.25)
1! 2! л!

Шундай ^илиб, (21.25) муносабатнинг уринли булиши учун Y ^ 6 (—
—  R, R) да

lim  г  (х) =  О
я-*®0

булиши зарур ва етарли экан.
Агар f  {x) функция учун (21.25) муносабат уринли булса, [(х) 

функция Маклорен цаторига ёйилган деб аталади.
Агар гп (х) етарли даражада кичик булса, у ^олда ю^оридаги 

(21 .25) муносабатдан ушбу

/ W » / ( 0) +  /- ^ - x  +  ^ x s +  . . .  +  (21.26)
1! 2: п:

тацрибич формулага эга буламиз.

Энди



функцияни Маклорен ^аторига ёямиз. Маълумки, / ( х ) = б *  функция 
ихтиёрнй I — г, г) ( г > 0) сегментда нсталган тартибдаги ^осилага 
эга булиб,

/<"> (*) =  ** ( я *  I , 2, 3, . . . )  

булади. Равшанки,

/<«>(0) =  1 ( я =  1, 2 , 3 --------)

Бу функциянинг Маклорен формуласи

е« = н - А + |  +  . " + * 1 + г Л х )

булади. Цолдик ^ад гп(х) эса Лагранж куринишида цуйидагича бу- 
лади:

гп (*) =  е6х (0 <  0 <  1)

Агар V  х £ [ — г, г\ учун

. ,  I е0* / 1* 1 I г*+' „  г (х =  -------------  < ----------<?
” I ( « +  1)! I (ят- 1)!

ва п -*■ оо да

гя+1Пш ---------- =  О
(п +  1)!

булишини эътиборга олсак, унда

^  1! 2 ! ^  л!

булишини топамиз. Бу / (.*) =  ех функциянинг Маклорен цаторидир. 
Худди шу й^л билан /(л) =  в т  х , f(x)  =  соь х, /(х) — 1п (1 +  х), 
/(х) — (1 -Н х)а функциялариинг Маклорен цагорлари топилади. Куйи- 
да уларни келгириш билан кифояланамиз.

„ 8  г 5  у Т  .  . . 2 а — 1

Б¡П X =  X —  —  Н------------------ 1- . . .  + ( —  1)п_1
3! 5! 7! 4 '  (2п— 1)!

4 -  —  -  —
2! 4! ’ 6 ! • • • • • '  '  (2п)соэ х  =  1 -  —  +  -  —  —  ~Ь . . .  +  (—  \)п —-------И • . •5>! ' 41  Я ! 1 ‘ V / П п , , '

1п ( 1 + л ) я 8 Х _ . ^  +  * ± _ ^ +  £ . +  ...

( 1 + х ) « = 1 4 - ^ * + ^ ^ х 2 +  . . .  +

-¡- « ( « — I) (а — 2) , . . ( а ~ п +  \)х „ 
л!

Бу келтирилган функциялар учун (21.26) тацрибий формула ^уйида- 
гича булади:



X X I I  Б О Б .  ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМ АЛАР

! - § .  Дифференциал тенглама тушунчаси

Эркли узгарувчи х, номаълум функция у — у(х) за  бу функция- 
нинг ^осилаларини богловчи тенглама дифференциал тенглама дейн- 
лади.

Бундай тенглама умумий з^олда цуйидаги куринишда булади:

F(x , у, у ' .............. (22. 1)

(22 . 1) тенгламада цатнашган номаълум функция з^осилаларининг 
эн г юк;ори тартиби дифференциал тенгламэнинг тартиби дейилади. 
Д ем ак, (22.1)  тенглама п -тартибли дифференциал тенгламадир.

Агар у  =  ф (х ) функция ва унинг хосилаларини (22.1) тенгламага 
^й и лган д а уни айниятга айлантирса, яъни

f [ x ,  ф (х), гр '(х ) , . . .ф (^(х)] =  0

булса, унда у =  ф(х) функция (22. 1) тенгламанинг еними дейилади.
Дифференциал тенгламанинг ечими чексиз куп булади. Барча 

ечимларни уз ичига олган ечим дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими дейилади.

М и с о л .  Ушбу

у " — х =  0 (22.2)

тенгламани царайлик. Бу 2- тартибли дифференциал тенгламадир.

ф ( х ) =  — х 3 +  х  функция унинг ечими булади. Хдоицатан з а̂м,
6

= 7 х Я + 1* =  )  = *

булиб, ф" (х) ни (22.2) тенгламага цуйсак, бу тенглама айниятга 
айланади:



(22.2) тенгламанинг умумий ечими

Д *) =  | г >  +  С1х  +  С2
6

булади, бунда С1У Сг —  ихтиёрий узгармас сонлар. (Хусусан, C t =
— I, С2 — 0 булганда, умумий ечимдзн ю^оридаги ечим келиб чи- 
^ади).

2 - § .  Биринчи тарти5ли дифференциал тен глам ал ар

г Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий куршшши 
цуйидагича булади:

F(x, У> У') =  0.
Агар бу тенглама у' га нисбатан ечиладиган булса, унда

y ' = f ( x t у) (22.3)

тенглпмага келамиз. Одатда, (22 .3) тенглама %осилага нисбатан 
ечшган дифференциал тенглама дейилади.

Энди (22.3) тенгламанинг хусусий ^оллзрини цараймиз.
Г .  (22.3) тенгламанинг унг томони фа^ат х  узгарувчига богли^ 

булсин:

_  * ' « / ( * ) - '  (22.4)
Бу тенгликни ннтеграллаб топамиз:

у  =  Wf(x)ldx - f  С  (С —  узгармас сон).

Демак, (22.4) тенгламанинг умумий ечими

</= J  f (x )d x  +  C ; (22.5)

булади.
М и с о л .  у'=*2х2 тенгламзни ечинг.
Е ч и ш .  Тенгламанинг ечимини (22.5) фэрмуладаи фойдаланиб 

топамиз: ^

У=\\ 2х2 dx  +  С JC3 +  с .  1
* " т«ч» ^

Р?1' 2°. (22.3) тенгламанинг унг томони фа^ат у  ¡узгарувчига борли^ 
булсин:

Аввало, у' =  —  эканини эътиборга оламиз. Сунгра бу тенгламада 
dx

у  ни эркли узгарувчи, х  ни эса у  нинг функциясн булсин деймиз. 
Унда

du с /  \ dx  1 Л- =  / (у) => —  =  —
dx ‘ dy fix )

булиб, юцоридаги 1°- >;олга келамиз. Кейинги тенгламанинг ечими



J ¡{у) 
булади.

М и с о л .  у' — 7у2 тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  Бу тенгламани ушбу куринишда ёзиб оламиз:

йх _  1

¿у Ь 2
Бу тенгликдан эса

7 г/2

булиши келиб чицади. Уни интеграллаб топамиз:

^ + с = М г 1Ф  +  с = 7 ~  +  с  =С 7 02 7 7 I/

= * » 7 - + с .
7у

Д ем ак,
1 1 

¿/ =  -з- — •7 С — х

3°. (22 .3) тенгламанинг унг томони фацат х узгарувчининг ^амда 
фа^ат у  узгарувчининг функциялари купайтмасидан иборат булсин:

у ' =  !{*)■ ё(и)-
Б у  тенгламани узгарувчилари аж рсш диган дифференциал тенглама
дейилади. Яна у '=  ?- эканлигини эътиборга олсак, у холда 

йх

%  М -и  (у)ёх

булади. Б у  тенгликнинг иккала томонини йх га кугтайтириб ва g{y) 
га булиб, ушбу тенгликка келамиз:

8  (У)
Уни интеграллаб топамиз:

<*у\ -^ -= \ Ц х )< 1 х  +  С. 
J  ё(у)

Бу интеграллар ^исобланиб, сунг у  ни х ор^али ифодалаб берилган 
тенгламанинг ечимига келамиз.

М и с о л .  у' =  ху +  х -\ -у + \  тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  Б у  тенгламанинг унг томони учун

ХУ Н* х +*/- +-1 =  х (у +  1) +  (у +  1) =  (х +  1) (у +  1)

булади. Д ем ак,

¿У . . 1\ , .ч



Бу тенглнкнинг иккала томонинн dx га купайтирсак ва у  4  1 га 
булсак, унда

=  (х 4- 1) dx
у 4  1

тенгликка келамиз. Интеграллаб топамиз:

f - ^ -  =  f ( x  +  l)d x  +  ln С, 
J  у 4  1

<*+!)•

1п (< / + 1 )= ^ ± -^ -  +  1пС, У ± 1 = е  2 ,

(*+!)»

у =  С е  2 —  1.

3 - § .  Бир жинсли тенгламалар

Икки ^згарувчнли f(x, у) функция учун ихтнёрий t да

f(tx, ty) = t f (x ,  у)
тенглик бажарилса, унда f(x, у) бир жинсли (аницроги, нолинчи 
тартиблн бир жинсли) функция дейилади.

Агар

У' =  !(х ,У )  (22.6)
дифференциал тенгламанинг унг томонидаги /(х, у) ифода бир жинс
ли функция булса, у ^олда (22.6) тенглама бир жинсли дифферен
циал тенглама дейилади.

f (x t у) бир жинсли функция булса, у  холда ихтиёрий / учун

f(tx, iy) =  f {xt y) 

буладн. Хусусан, ¿ = 4  булганда

/ (1, f ) = / ( * . 2/) 

булади га бу холда (22.6) тенглама ^уйидаги куринишга келади:

М ' *  <22'7>
Бу тенгламани ечиш учун — =  и деб оламиз. Унда

X
у  =  иху у '  — {их)' =  и'х их' =  и*х 4 " и 

булади. Еуларни (22.7) тенгликка 1$й и б топамиз:

и'х 4  и — ф («).

и'х — ф («) —  Ы, — = < р (ы ) —  и. 
dx

Натижада узгарувчилари ажраладиган ушбу тенгламага келамиз: 
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ф (и) —  и X

У  ни ннтеграллаймиз:

Г —^ — = Г -  +  1п С, Г - =  1п х +  1п С.
,1 ф {« ) —  и  J  X 3  ф(ы) — м

1л С х =  Г — — .
J  Ч> (м) — И

М и с о л .  Ушбу и' У— тенгламани ечинг.
* 4 -  у

Е ч и ш .  Б у  тенгламанииг унг томонидаги /(х, у) ~  ——  функ-
х 4* у

ция бир жинсли функция. Хаки^атаи з$ам,

1у )~ _______ /// __ у
1х +  (у ( (х 4- у) х 4- у

Демак, берилган тенглама бир жинсли дифференциал тенглама. Бу 
тенгламани цуйидагича

у_ ' у_

у' =  «  —  =  — —  (22.8)
х + у  х +  у

X X
ёзиб, сунг

■ £ = и
х

деб оламиз. У  холда

у  =  и -х, у ' =  и'х 4- и 

булиб, буларни (22.8) га ь $ я м и з .

/ , и , и « аи х  4 -  и = -------, и х =  и =  —  — .
Н - « 1 4 -а 14- и

Натижада

¿и и* ! 4- и . «/*х — --------, я ъ и и ---- —  аи =  —
йх 1 4 - и и2 *

теигламага келамиз. Бундан

Н -!Я М !г НпС
- —  1п и =  1п х  4 -  1п С , х =  у  1п Су
и

б^лиши келиб чикади. Бу эса бернлган тенгламанинг умумий ечи- 
мидир.



4- § .  Биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламалар

Номаълум функция ва унинг ^осилаларига нисбатан чизицли 
булган ушбу »— -------■—________________

(¿/  +  1  (*)•</ +  <?(*) =  о / (2 2 .9 )

куринишдаги тенглама биринчи тартибли чизикли дифференциал 
тенглама дейилади, бунда р(х) ва д(х)  узлуксиз функциялар.

(22 .9 ) те.нгламанинг ечимини

у  =  и (х )-о (х ) =  и -ь

куринишда излаймиз: £/ =  иу ва у' =* (и-и)' =  «'у +  иу* ларни тенг- 
ламага ц^йиб топамиз:

и'и +  ии’ +  р  (х) ■ шз +  ?  (я) =  О

и'о +  и (» ' +  />■ г>) - Ь ?  =  0 . (22 . 10)

Энди V ни шундай танлаймизки, и ' - Ь р - и = г 0  бу’лсин, яъни

£  +  /м> =  0 . ^  =  —  р{х)йх,

1п и =  —  {  р  (х) йх. 

и ^  е~ $ йх

булсин. Бу топилган V ни (22 .10) тенгламага ь^уямиз ва ^осил бол
тан тенгламани ечамиз:

ы' .е~ I р(*) лх +  п =  о , — =  —  ае
¿X

и =  — \ д (х )е $ гйх йх +  С.

Натижада

у — и>ь =  е - ^ рах(С —  ГЯе^ах йх).

Демак, берилган (22.9) тенгламанинг умумий ечими бундай булади:

I '  У =  *** (С —  Г де> * * й х ) ^  ( 22 . 11)

М и с о л .  Ушбу у ' х у  —  .V3 — 0  тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  Бу биринчи тартибли чизикли дифференциал тенглама- 

дир. Унинг ечимини (22.11) формуладан фойдаланиб топамиз (бун
да р {х )*= х ,  ? ( * )  =  — х3):

_  Х*_ X*

у =  е—$хах{С —  { ( — л3) е$хйхйх) =  е  2 (С -Ь [ х3е 2 йх) =

=  <? 2 (С +  х2 е 2 —  2  е 2 ) =  Се 2 - ¡-х а — 2.



Ушбу

У" +  Р(х)У' +  Я (*) У = (22.12)

куринишдаги тенглама иккинчи тартибли чизикли дшЬ&епенциал 
тенглама дейилади, бунда р(х ), д{х) ва } { х ) —  узлуксиз функция- 
лар.

Агар (22.12) да [(х) — 0 бу’лса, унда (22.12) тенглама цуйидаги 
куринншга келади:

Б у  тенглама иккинчи тартибли бир жинсли чизщли тенглама 
дейилади.

(22.12) ва (22.13) дифференциал тенгламаларни ечишни урганиш- 
дан аввал чизшуш борли^ ^амда чизицли эркли функциялар тушун- 
часини келтирамиз.

у 1(х) ва уг {х) функциялар [а; Ь] сегментда берилган булсин. 
Агар шундай узгармас а 1 ва а 2 соилар топилсаки, улардан хеч 
булмаганда биттаси нолдан фарцли булганда

айният уринли б^лса, у  ^олда у^х) ва уг (к) функциялар чизикли 
боглик функциялар дейилади. Агар (22.14) айният фа^ат а 1 =  а 2 =  
=  0 булгандагина уринли булса, у  ^олда ух{х) ва уг (х) функция
лар чизщли эркли функциялар  дейилади.

М и с о л .  Ушбу уг (х ) =  1, у2(х) =  х функциялар чизикли эркли 
функциялар булади, чунки

айният фа^ат =  а 2 =  0 булгандагина уринли булади.
Агар у±(х) гза уг {х) функциялар чизикли эркли функциялар бул

с а , улардан ^еч бири айнан нолга тенг булмайди.
Энди (22.12) ва (22 .13) дифференциал тенгламаларни ечиш билан 

шурулланамиз. Аввало,

иккинчи тартибли бир жинсли чизикли дифференциал тенгламани 
цараймиз.

2 2 . 1 - т е о р е м а .  Агар у х(х) ва г/2(х) функциялар (22.13) тенгла- 
манинг чизикли эркли хусусий ечимлари бу'лса, у  ^олда (22.13) 
тенгламанинг умумий ечими

(22.13)

У1 ( х ) Н - а 2г/2( х ) шО (22.14)

а 1* 1 + о с 2 -*  =  0

у" +  р (х )у ' +  д {х )у ,~  0 (22.13)

у ( х ) ^ С 1у1(х)^-С2у2{х) 

булади, бунда С1у Сг —  ихтиёрий узгармас сонлар.



И с б о т .  Модомики, i/,(x) ва у2 (х) (22.13) тенгламанинг хусусий 
ечимлари экан, унда бу функциялар (22 .13) тенгламани каноатлан- 
тиради:

у\ (х) +  р(х)- у\{х) 4 -  q (х) • у х (х) -  0. (2 2 .15)

у"2{х) 4- р{х)-у'2{х) +  q {x )y 2(x) -» 0 .

1̂ уйидаги

С &  (х) 4~ С & г (х)
функция х.ам (22.13) тенгламанинг ечими булади. Хакицатан ^ам, 
бу функция ^амда унинг хосилалари

[ С, i/j(x) 4  С2у2{х)]’ =  у\{х) 4  С'2у2 (х),

[ у у (х) +  С2 у2 (х) ]" =  С 1 у'[{х) 4  С2 у"2 (х)
учун

Cj у\(х) 4  С2 у2 (X) 4- р  (*) [ С , у\ (х) 4 - С2 у2 (х) ] +  q (х) [С, у^х) 4 -  

+  С2 у2{х) ] =  C j у] (х) 4- р  (x)Cj у\(х) +  q (х) С1 у 1 (х) 4  С2 у2 (х) 4 -  

4  р (х)'С2у2 (х) 4  <7 {х) С2у2(х) =  Сх [ у\ (х) 4  р  (х) у\{х) 4  q (х) у х (х) ] 4 -  

+  с 2 [ ь  (*)-ЬР  (-*') У2(х) +  Я (X) У2 {х) ] 
булиб, (22 .15) муносабатга кура 

[ С! У\ (* )  +  с чУг (*)]"  +  р (х) [Cji/X (х) 4 -  С ^ 2 (х) ]' 4  q (х) [Сгух (л) +
+  C $t{x) ] =  0

булади. Бу  эса

yi(x) 4  С2У2 (^)

нинг (22.13) тенгламанинг ечими эханини билдиради.
Курсатиш мумкинки, у(х) — Слу х (х) 4  C^yz{x) ечим берилган

y " JrP (x)y' +  q{x )y  =  0
тенгламанинг умумий ечими булади.

Иккинчи тартибли

/  +  Р{х)у' 4  q {х)у =  f  (х) (2 2 .1 2 )

тенгламанинг умумий ечими хасида ушбу теорема уринли.
22. 2 -т е о р е м а .  (22.12) тенгламанинг умумий ечими ш у тенг- 

лама хусусий ечими билан (22.13) тенгламанинг умумий ечими йи- 
риндисига тенг булади.

6-§ .  Узгармас коэффициент.™ иккинчи тартибли бир жинсли 
чизнкли тенгламалар

22.1- т  а ъ р и ф .  Рзгармас козффициентли бир жинсли диффе
ренциал тенглама деб



куринишдаги тенгламага айтилади, бунда р  ва q —  узгармас годи- 
ций сонлар.

Юцоридаги теоремаларга асосан бу тенгламанинг умумий ечимини 
топиш учун унинг иккита чизикли эркли хусусий ечимини топиш 
етарлидир.

Тенгламани ечиш учун у  =  екх деб фараз циламиз, бу ерда k  —  
нолга тенг булмаган узгармас сон.

Хосилаларни топамиз:

зрсил булади. Демак, k  (22 .18) тенгламани ^аноатлантирса, екх 
тенгламанинг ечими булади. (22.18) тенглама (22 .16) тенгламанинг 
характеристик, тенгламаси  дейилади. (22.18) тенглама иккита ил- 
дизга эга булади, уларни k x ва k2 билан белгилаймиз:

Б у  ерда цуйидаги доллар булиши мумкин:
1) ki ва k2 ха^и^ий ва бир-бирига тенг эмас {кхф  62);
2) kx ва ха^и^ий ва бир-бирига тенг (kx =  k^\
3) kx ва ¿a комплекс сонлар.
Хар бир ^олни ало^ида-алохида куриб чицамиз.

1д) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ^ а ц и -  
ц и й  в а  ^ а р  х и л  {кхФ к ^ .

Бу халда

функциялар хусусий ечимлар булиб, тенгламанинг умумий ечими

Буларнн (22.16) тенгламага келтириб ^ я м н з:

k2ekx +  pkek : -\-qekx =  0 . 

е кхФ 0  булгани учун (2 2 .1 7 ) тенгламадан

№ +  pk  +  q ^  О

(22.17)

(22.18)

куринишда буладиу
)^аки^атан хам, у* ва у" ни топамиз:

буларни (22.16) тенгламага цуямиз:



ёки

>. С1 е хК ( ¿1 +  рк{ 4- ) 4 - С2 ек|* ( +  р£2+  ? )  ~  0  (22 .20)

ва ¿2 лар (22 .18) тенгламашшг нлдизлари булганлигн учун,
(22.20) нинг чап томонидагп цавс ичидаги ифодалар нолга тенг ва 
умуман чап томони ^ам нолга тенг булади. Д ем ак, */ =  С 1е г‘* 4 -
4 - С ф 'х функция берилган дифференциал теигламанинг умумий ечи- 

; ми булади.
М и с о л .  у" —  81/' +  15// =  0 теигламанинг характеристик тенгла-

I маси к% — 8 А + 1 5  == 0  булиб, у /гх= 5 ,  &2= 3  илдизларга эга. Демак, 
( теигламанинг умумий ечими цуйидагича булади:

у  =  Сге3 к.

1^6) Х а р а к т е р и с т и к  т е и г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  х а ^ и -  
ц и й  ва  т е н г  (/г1==/г2).

Бу з^олда ^  =  кг =  — — булиб, 2£] =  —  р  ёки 2£х +  р  =  О 

булади.
Битта хусусий ечим у  — маълумднр. Иккинчи хусуснй ечим- 

ни ¿/а =  ы(х)ем  к>'ринишда излаймиз. Бу ерда и{х) =  и ани^лани- 
ши керак булган номаълум функцияу и (х) ни аницлаш учун у2 ва 
у2 ни топамнз:

у2 — и е хХ 4  иА, ек1Х =-• ек'х ( и +  и ^ ) ,  

у2 =  и е хХ +  и'к1ек1Х 4- и ^  ек%х =

=  й ,лг ( и  4~ 2А| и  -)- и к  ̂ )  •

Буларни (22.16) тенгламага 1\уямиз:

« * * * [ ( «  + 2(г̂ и +  ^  и) + р е к|* ( и  4 - =  О

ёки

е*1* [ и (2А14* />) и 4 - ( 4 -  4 -  Я ) и ] = 0 .

к характеристик тенгламашшг каррали илдизи ва 2£14- р  =  0 
булгани учун е х и = 0 ёки и — 0  булиши керак.
У  ни интеграллаб,

и (х) =  Ах 4 - В

ни топамиз. Хусусий долда В  =  О, А -• 1 деб олсак, и(х) =  х 
булади.
Шундай цилиб, иккинчи хусусий ечим каби

уг =  х е *



булади. Буларни назарда тутсак, умумнй ечимни

1у  =  C / ' K~+C^et':‘ =  ек,х (С , +  C ¡x j]
куринишда ёзиш м у м к и н . ---------------------------------

М и с о л .  4у " — 12í/' +  9í/ =  0 тенгламанинг характеристик тенг* 
ламаси

4¿2 —  \2k +  9 =  0
v 3

булиб, унинг илдизлари k1 ~ k 2 = ~  дир. Демак, тенгламанинг 

умумий ечими:
_з

У =  i^i +  C jx) е2 ,

в) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  к о м п 
л е к с  с о н л а р  б у л г а н  ^ о л .

Илднзлар == а  +  i Р, /е2 — а  —  ¿0 куринишда булсин.
У  ^олда дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари

й  =  вГ“+/W *t y2 =  e(a~i&)x

куринишда б у л ад и  y L ва у2 лар (22.16) тенгламани ^аноатлантиради^ 
Биз цуйидаги натижадан фойдаланамиз: агар ^аци^ий коэффи- 

циентли бир жинсли чизицли тенгламанинг хусусий ечими комплекс 
сонлардан иборат булса, у ^олда унинг ^аци^ий ва мав^ум цисмла- 
р и ^ ам  шу тенгламанинг ечими булади.

Бинобарин, хусусий ечим

e<a+i^  =  eaxcosfix +  ^ s i n f k

булгани учун е * * eos{3.\r, e ^ s in jk  лар я;ам (22.16) тенгламанинг 
ечими булади. Ш ундай цилиб, (22.16) дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

^в>А ^ У = = £ *(С уco sfk  +  C2 s in рх) !
куринишда булади ------------- (

М и с о л .  у" —  4í/' +  7í/ =  0  тенгламанинг характеристик тенгла- 
маси k' —  46  +  7 =  0  булиб, унинг илдизлари =  2 +  ¿1^3, кг =  
=  2 —  ¿ У з  дан иборат. Тенгламанинг умумий ечими цуйидагича 

булади:

у  =  е 2х ( Сг cosV^3 х  +  Са sin 1^3 х ) .

4. Узгармас коэффициентли бир жинслимас чизикли тенгламалар

Энди
У” +  РУ' +  <}У=:[(х) (22.21)

куринишдаги дифференциал тенгламанинг ечимини топиш билаи шу- 
рулланамиз, бу ерда р, ц з^а^и^ий сонлар. /(х) функциянннг бери- 
лишига ^араб цуйидаги .^олларни куриб чи^амиз:



1) (22.21) тенгламанинг унг гомони курсаткичли функция билан 
куп^ад купайтмасидан иборат:

!(х) =  Рт(х)еах, 

бу ерда Рт(х) —  т-даражали куп^ад, яъни

Р М  =  а*хт +  а,*"1-1 4- . . .  + а т.

(22.21) тенгламанинг умумий ечимини топишда цуйидаги фактдан 
фойдаланамиз:

+ р у '  +  ду =  !(х) 

тенглама берилган булсин. Лгар

У” Н- РУ' - ¥ я у  =  о

бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими у  булиб, и
(22.21) тенгламанинг ихтиерий хусусий ечими булса, у  халда (22.21) 
нипг умумий ечими

У =  У +  и
куринишда булад!^)

Биз бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими £24 - 
+  кр  +  ?  =  0 характеристик тенгламанинг илдизлари билан боглаб 
топишни биламиз. Хусусий ечимини эса ^уйидаги ^олларга мувофиц 
топамиз:

.а) а  с о н и  к- 4-  рк  -г 7 =  0 х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а 
н и н г  и л д и з и б у л м а г а н  ?;ол| Бу холда бнз хусусий ечимни

и =  ( V "  +  +  . . .  +  Ат) г™ =  <}т (.V) е "  (22.22)

куринишда излаймиз. Бу ерда (}т(х) — т- даражали к у п а д .
(22.22) дан и', и" ни топамиз:

и' =  (А0тхт- ' + А 1( т - \ ) х Г - 2 +  . . .  + Л т _ 1) - ^  +

+  {Ао*т 4~ '41хт  ' +  . . .  +  Ат)ссеах. 

и = \ А 0т (т — \ )хт~2 +  Ах{т — 1 ) ( т  —  2 )х т _ 3 +  . . .  +

+  Ат-*\е**+ [А0шхт- 1 +  А1(т —  \)хт~2 +  . ■ • +

4- Ат_ х ] ае**  +  [ Л0 тхт~ х +  Л , ( т  —  \)хт~2 4 -  • ■ - 4- 

+  Ая- 1 ] Г - Н А 3х т +  А1ХГ - ' +  . . .  4 -Ат) а * Г .

Буларни (22.21) тенгламага цуямиз ва тенгламани соддалашти- 
риб, натижада куйидаги тенгламани хосил киламнз:

(?„,(*) 4 - (2а 4  р) С[т (х) 4 - (а2 4  р а  4 - д) (2т(х) =  Рт(х), (22.23)



бу ерда $ т (х) —  (т — 2)-даражали к у п а д , <^(х) —  (ш —  1 )-дара- 
жали куп^ад.

(22 .23) тенгламанииг чап ва унг томонларн т- даражали куп^ад- 
лардан иборат. Бир хил даражали х  лар олдидаги коэффиииентлар- 
ни бир-бирига тенглаб, номаълум А6, /?,, . . .  , Ат коэффициент- 
ларни топамиз;

(б) а  с о н и  /г-Ь  •+7 =  О х а р а к т е р и с т и к  т е и г л а м а -  
н н н г  и л д и з и  б у л г а и  ^ о л. Б у  холда хусусий ечлмни (22.22) 
тенглпма куринишида олиб булмайди, чунки (22.23) тенгламанииг 
чап томоиида (т — 1) - даражали купхад ^осил килинган булиб, унг 
томони т -даражали куп.^аддид/ А0, А . . .  Ат ни топишда т но- 
маълумли (т —  1) та тенглама системаеи ^осил килинган б^'либ, 
уларни топши кийиндир. Шуиинг учуй бу >̂ олда хусусий ечим и =
— куринишда изланади;

¿ в )  а  с о н и  х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и и г  и к к и  к а р р а -  
л и  и л д и з и  б у л г а н  -\ол. Бу \олда хусусий ечкмни юкорида баш 
цилинганидек муло^аза юритиб, куйидагича излаймиз: и==-х~С}т(х)е^1

1- м и с о л .  у" —  Ту' +  \2у х тенгламанп ечинг.
Е ч и ш .  Аввал бир жинсли у" — 1у' +  12// =  0 тенгламани еча- 

мпз. Характеристик теиглама к- —  7к-\- 12 =  0 булиб, унинг илдиз- 
лари: ^  = 3 ,  к2 =  4. Берилгач  теиглалгаиинг унг томонидаги функ- 
цияии Рп (х)еах — хеах деб карасак, а  =  0  булиб, Шунинг
учуй унинг хусусий ечимшш

и =  (Л0х +  -^1) (?х=  А х̂ +  А1 

куринишда излаймиз. « ' ва и ' ни топиб, урнига ^уямиз:

—  7Л 1 4- 1 2 А0х-\- \2А1 --^х 

Бу ердаи А01 А1 ни топамиз:

1 2 А , =  1 ; Л = - ^ .  - 7 Л ,  +  12Л =  0; А = - ^ .

Демак, хусусий ечим

куринишда, умумий ечими эса

у  =  +  с ^  ^

куринишда булади.

2- м и с о л .  ¡/' — Ьу' +  б у ^ З е 2*.
Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанииг характеристик тенгламаси ил- 

ди?лари к1 = 3 ,  =  2. Бу  ерда а  характеристик теиглама нлдизла-



ридан бирига тенг: а  =  2. Шунинг учун, берилган тенгламанинг ху
сусий ечимшш

и — х  • A0eSx

куринишда изланмиз. и' ва ы" ни топиб, тенгламага куямнз:

2 А«е2х +  2А0е2 с - f  4А0хе*г — ЪА^-Х — 10А0хе2 г +
+  ö - V e 2*  =  Зй3г.

Соддалаштирамиз:

— Аие2х =  Зе2х.

Бу ердан: Л0 — — 3. Демак, умумий ечим

у =  (С3еал' +  С1еЯл) — Зхе3г
ёки

!/ =  Ctc * ' - - h ( C , -  Зх)е*'
булади.

3- м и с о л. у" —  4и' - f  4у  — 3£а*.
Е ч н ш .  Бир жинсли тенгламанинг характеристик тенгламасн 

kL =  к2 =  2 илдизларга эга булиб, а  нинг ^ийматига тенгдир (а  =  
=  2); в) холнга кура хусусий ечимни и =  х2А0е2х куринишда излай
миз. Сунгра:

и\= 2xA0eix +  А02х2е2х, 
и” — 2 / V 2' +  4  А0хегх +  4 А0х2е2г.

Буларни тенгламага куямиз:

2'Айе2х +  4 AQxe-x -Ь 4 А0хе1х +  4А0х2е*х — 8 А0хе*х—
—  8Аах2е2 ( +  4А»х2е2х =  Зе3с.

3
2 А0е~г =  Зе~К' булиб, А0 =  —  га тенгдир. Бу ердан хусусий ечим:

3 „ ги =  — х-е-х.
2

з
Умумий ечим: у — (Cj +  С2х )е2х+  ~  x2e2t ёки

У — ~f С 2 х  +  х2 j  е2 г.

2) Унг томон /(х) =  P (x)eOA:c o s ß x  +  Q (x)ea'vsinß x ' куринишда 
берилган булеин, бу ерда Р(х) ва Q (x) кугцадлар.

Куйндаги икки хол булиши мумкин:
агар а  - f  iß сон характеристик тенгламанинг илднзи булм аса, у 

^олда (22.18) тенгламанинг хусусий ечимини

и =-• Mixje** cos ßx . -J- N  (x) ea ' sin ß x



куринишда излаймиз, бу ерда М (х) ва ¿V(x) даражаси Р{х) ва Q{x) 
купхчдларнинг энг ю^ори даражасига тенг булган купхадлардир;

б) агар а - M ß  сон характеристик тенгламанииг илдизи булса, у 
холд а хусусий ечимии

и — х  I М (х)еах cosßx +  N (л) еах sin ß.v]

куринишда излаймиз.
Юкорида айтилган муло.\азалар Р{х) --- О ёки Q (х) — О булган 

доллар учун ^ам тугридир, яъии унг томон Р  (х) еах cos ßx ёки 
Q (x )e a^sinßx лардан биронтаси булганда ^ам уринлидир.

3) У н г томон /(х) — a c o s ß x  +  frsinßx куринишда берилган бул- 
син, бу ерда а , b —  узгармас сонлар. Юкоридагидек, бу ерда ^ам 
икки аол булиши мумкин:

а) i ß  сон характеристик тенгламанииг илдизи булмаган х,ол. Бу 
хрлда хусусий ечимни и — A c o s x  +  В sinx  куринишда излаш керак. 
А  ва В  сонларини юкррида курсатилган аннкмас коэффициентлар 
усули билан топилади;

б) i ß  сон характеристик тенгламанииг илдизи булган ^ол, бу 
^олда хусусий ечимни и — х (А c o s ß x 4 -  ß s i n ß x )  куринишда излаш 
керак.



III  1\ИСМ. ЭХ>ТИМОЛЛАР Н А ЗАРИЯСИ В А  М А ТЕМ А ТИ К  
СТА ТИ СТИ КА

X X I I I  Б О Б . Э^ТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИ

1 -§ .  Э^тимоллар назариясининг асосий тушунчалари

Кундалик .\астда турли ^однеаларга дуч келампз, У ларга 
масалан, цуёшнинг чициш ва ботиш ^одисаси, хаво узгариб, ёмгир 
ёки ^ор егиш ^одисаси мисол булади.

Албатта, ходисалар маълум шарт-шароитлар (шартлар мажмун), 
бажарилиш ёки бирор тажриба (синаи!) утказиш натижасида руй бе- 
ради. Масалан, бир дона тулиь; магизли чигитни етарли ,\ароратга, 
намликка эгп булган тупроэда етарли чуцурликка (шартлар м аж м уа- 
си) экканда упиб чициш ёки чикмаслик ходисаларидан бнри руй 
бериши мумкин.

Тажриба натижасида бирор шартлар мажмун бажарилгаида ал
батта руй берадигап ^одиса м ущ ррар %одиса дейилади.

Тажриба натижасида шартлар мажмун бажарилгаида мутлацо 
руй бермайднган ^одиса мумкин булмаган  (мукаррар булмаган) хо- 
диса дейилади. Аммо амалиётда натижасини тула ишонч билан 
башорат цилиш мумкии булмаган тажрибялар (синовлар) билан иш 
куришга тугрн келади. Масалан, тангани ташлашдаи иборат тажри- 
бада у ёки бу томоиини тушишини тула ишонч билан олдиидан 
айтиш мумкин эмас ёки экилган чигит урупши униб чи^иш ёки 
чицмаслигини айтиш цийиндир. Буига ухшаш барча ^олларда т а ж - 
рибанинг натижасини тасодифга боили^ деб ^исоблаймиз ва уни 
тасодифий ходиса сифатида цараймиз.

Шундай цилиб тасодифий ^одисага, ^уйидагича таъриф бериш 
мумкин.

Тажриба натижасида (бирор шартлар мажмуи бажарилгаида) руй 
бериши хам, руй бермаслиги хам мумкин булган э^одиса тасодифий 
\одиса даб аталади. Масалан, танга ташлаш тажрибасида ё  гербли 
томон тушиши, ёки ра^амли томон тушиши ^одисаси тасодифий Мо
диса булади. Тасодифий ^одисалар латин алфавитининг бош ^арф- 
лари А, В, С, О . . . билан белгиланади.

Муцаррар ^одисани и  ^арфи билан, мумкин булмаган ^одисани 
эса V харфи билан белгилаймиз. Бирор тажриба утказилаётган бул- 
син. Бу тажрибанинг ^ар бир натижасини ифодаловчи з^одиса эле- 
ментор %одиса деб аталади ва ш (омега) билан белгиланади. Э ле- 
ментар ходисалар т^плами О билаи белгиланади, яъни £ } = { < о } .  
Элементар ходисаларга ажратиш мумкин булган з^одиса м ураккаб  
%одиса деб аталади.

Купинча амалиётда бир хил шартлар мажмуи бажарилгаида куп 
марта кузатилиши мумкии булган ^одисалар, яъни оммавий бир



жинсли -\однсалар билан иш куришга турри келади. Эхтимоллар 
назариясн етарлнча, куп сондагн бнр жинсли тасодифий ходисалар 
буйеунадиган ^онуниятларни аниклаш билан шурулланади.

Демак, э.\тимоллар назариясн предмети оммавий бир жинсли 
тасодифий ^одисаларнинг эхтимолий конуниятларини урганувчи фан- 
дир.

М и с о л л а р .  1. Тангани бнр марта ташлашдан иборат тажриба- 
ни ^арайлик. Бу тажриба натижаси иккита элементар ^одисадан: 
о?! —  танганинг гербли томони тушиши >;одисаси (О  ва со* —  танга- 
нинг рацамли томони тушиши ходисасидан (Р) иборат булади. Д е
мак, бу ^олда элементар ^одисалар туплами Р =  {©1, о 2] =  |/\ Р] 
булади.

2. Тангани иккн марта ташлашдан иборат тажрибани карайлик. 
Б у  тажриба натнжалари ^уйидагнча булади:

Г Г  —  иккн марта >̂ ам танганинг гербли томони тушиши ^оди- 
саси;

П> —  биринчк марта гербли, иккинчи марта ракамли томони ту- 
шиш ^одисаси;

Р Г  —  биринчи марта ракамли, иккинчи марта эса гербли томони 
тушиши ^одисаси;

Р Р  —  икки марта хам танганинг ракамли томони тушиши ^оди- 
саси.

Бу ^олда элементар ^одисаллр Г Г , ГР, Р Г , Р Р  булиб, уларнннг 
туплами О — { Г Г , Г Р , Р Г, Р Р } булади.

2 - § .  Тасодифий ходисалар устида амаллар

Бирор тажриба ^тказилган булиб, унннг натижасида А ва В 
ходисалар руй берган булсии. Купгина лолларда э^тимолни ^исоб- 
лаш жараёнида урганилаётган ходисалар орасидаги борланншни 
аницлаш лозим булади. Ш у мацсадда цуйида ходисалар тенглиги, 
йириндиси ва купайтмаси тушунчалари билан танишамиз.

2 3 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар тажриба натижасида А ^одиса руй берган- 
да ^амма ваь т̂ В  ^одиса ^ам руй берса, А .\oduca В  ни эргашти- 
ради  деб аталади ва Л с :  В  каби ёзилади.

Масалан, тажриба 3  дона янги нав урурни экишдан иборат бул- 
син. Бу  тажриба натижасндан ^уйидаги ^одисаларни тузамиз:

А0 —  бирорта з^ам урур униб чицмаганлиги ^одисаси,
А1 —  ] дона урурнинг униб чи^иш ^одисаси,
А2 —  иккн дона урурнинг ункб чн^иш ^одисаси,
А —  униб чикдан урурлар сони иккитадан ортиц булмаганлик 

^одисаси. Равшанки, бу холда А п^А ^ А1а А ,  Аг <г.А булади.
2 3 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар А з^одиса В ^одисанн эргаштирса ва уз 

навбатида В  ^одиса А ^одисани эргаштирса, у  ^олда А ва В тенг куп
ли %сдисалар дейилади ва А — В  каби ёзилади.

2 3 .3 -т  а ъ риф.  Тажриба натижасида ё А а д и с а , ёки В  ^одиса, 
ёки ^ам А, ^ам В  ^одисалар руй беришидап иборат д а и са  Л ва В  
^одисаларнинг йигиндиси деб аталади ва А-\- В  каби белгиланади.

2 3 . 4 - т а ъ р и ф .  Тажриба натижасида ^ам А ^одиса, >;ам В  ^о-



дисанинг (бир вактда) биргаликда руй беришидан ибор.тг -\одиса А 
ва В  ходисалар к$пайтмаси деб аталади ва AB  каби белгиланади.

2 3 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар А ва В  ходисалар бир пайтда руй бериши 
мумкин булмаган ^одиеалар, яъни А -В  =  V булса, у  холда А ва В  
биргаликда булмаган ходисалар денилади. Акс холда биргаликда  
^одисалар дейилади.

Масалаи, таигани ташлаш иатижасида бир ва^тда гербли ва ра- 
цамли томоплар тупшш ходисаларн биргаликда булмаган ходисалар 
булади.

2 3 . 6 - т а ъ р и ф .  Агар А ва В  ходисалар йигиндиси му^аррар Мо
диса, купайтмаси эса мумкин булмаган ходиса, яъни

A +  B =  U, A - B ‘= V
б^лса, у холда А ва В  ^одисалар узаро /уарама-царши ходисалар  
дейилади.

Одатда А ходисага карама-каршн х;одисага А каби белгиланади. 
Демак, __ __

A + A ,  =  U, А - А =  V. t

2 3 . 7 - т а ъ р и ф .  Тажриба натижасида А ^одисанинг руй бериш 
дан, В  ^одисанинг эса руй бермаслигидан иборат ^одиса А ва В  
^одисалар айирмаси деб аталади ва Л —  В  каби белгиланади.

23.1-эслптм а. Aït Аг, . . . , Ап ходнсаларнинг йшшдиси ва купайтма
си юкоридагидек таърифлаиади.

А{, А*, . . .  ,А п ^однсаларии карайлик. Агар бу ходисалар йн- 
риндиси муцаррар ходиса бÿлca, яъни

А  "Ь А3 +  ■ ■ ■ +  Ап =  U
булса, у холда Л ,, Л2, . . .  , Ап ходисалар уодисаларнинг тула 
группасини ташкил этади дейилади. Агар А{, Л2, . . . ,  Ап ^одиса- 
лар учун

Io. Л 1 +  А2 +  • ■ ■ 4- An — U\
2°. At Aj ^V,  1 Ф '1 (í, / =  1, 2 ............. я)

булса, яъни исталган иккита A¿ ва A¡(i=¿= /)(i, / =  1, п) ходисалар 
бир вактда руй бериши мумкин булмаса, у холда Av А2, . . . , 
Ап ур дисалар жуфт-жуфти билан биргаликда булмаган  ;(одиса• 
ларнинг тула группасини ташкил этади дейилади.

Агарда бир неча Л ,, Л2, . . .  , Ап ^одисалардан исталган бири. 
ни синаш натижасида руй бериши бошцаларига Караганда каттаро^ 
имкониятга (цулайликка) эга дейишга асос булмаса, бундай ^одиса* 
лар тенг имкониятли ходисалар дейилади.

3- §. Х,одиса э^тимолининг таърифлари

Эхтимоллар шзариясининг асосий тушунчаси булган тасоднфий 
^одисанинг э^тимоли тушунчасини келтирамиз.



^одисанинг эхтимоли маъносини англаш учун бнтта содда мисол 
келтирамиз.

Битта яшикда 10 дона бнр хил шар булнб, уларнинг иккитаси 
цизил рангли, 8 таси эса кук рангли булсин. Яшикдаги бу шарлар- 
ни яхшилаб аралзштириб, су иг бу яшнкдан карамасдан таваккалига 
шар олиш тажрибаснни утказайлик. Равшанки, яшнкдан олинган 
шарнинг кук рангли булиш имконияти кизил рангли булиши имко- 
ниятига Караганда купроц булади.

Одатда нмкониятларни сонлар бмлан характерлаб, улар солиш- 
тирилади. Натижада куп имконнятли, нам имкониятли у.муман, маъ- 
лум  ми^дордаги имкониятли каби ^одисаларнинг сонлн улчовлари 
т$трисида гапириш мумкии булади.

Б у  ^одиеанинг эхтимоли тушуичасига олиб келади.
1. ^ о д и с а  э ^ т и м о л и н и н г  к л а с с и к  т а ъ р и ф и .  Бирор 

тажриба натижасида чекли сондаги е,, е2, . . . , еп элементар ^оди* 
салардан бирортаси руй бериши мумкин булсин.

Бу е х, е2, . . .  , еп элементар ^одисалар цуйидаги шартларии 
^аноатлантирсин:

1) ^одисалар жуфт-жуфти билан биргаликда эмас, яъни истал* 
ган иккита ва (г Ф у) ^одиса биргаликда руй бермайди;

2) е }, е2, . . . , еп ^одисалардан бирортаси албатта руй беради;
3) е1У е2, . . ., еп ^одисалар тенг имкониятли.
Бирор А ^одиса е1У е2, . . еп элементар ^одисалар ичидан

е ь*' • • •’ е*т лаР РУ” берганда руй берсин. Бу ^олдаел>, е^, . . ., ект
элементар ^одисалар (яъни А ^одисасннинг руй беришига олиб ке- 
ладиган ^одисалар) А ^одисага цулайлик тугдирадиган уодисалар 
дейилади.

Масалан, тангани икки марта ташлаш тажрибаснни к,арайлик. 
Б у  тажриба натижасида Г Г , Г Р , Р Г , Р Р  элементар ^одисалар руй 
беради.

А ^одиса тангани икки марта ташлаганда иккала ^апда ^ам 
гербли томони тушиши .^одисаси (ГТ ходисаси) булсин. Бу ^олда 
А ^одисага цулайлик тугдирадиган элементар ^одиса фа^ат битта 
булади (Г Г  ^одиса).

Фараз килайлик, п та е1% сг, элементар ^одисалардан т
таси А ^одисанинг руй беришига цулайлик тугдирсин.

23 .8 -т  а ъ р и ф.  У ш б у —- сон А %одисанинг эхтимоли деб аталади 
п

ва уни Р  (Л) каби ёзилади:

Р  (А) — — .
п

Д ем ак, А ^одисанинг эхтимоли А ^одисанинг руй беришига цу* 
лайлик турдирувчи ^одисалар сонининг тенг имкониятли барча эле
ментар ^одисалар сонига нисбатига тенг.

М и с о л  л а р. 1. Яшикда яхшилаб аралаштирилган 2 5 т а б и р х и л  
шар булнб, улардан 5 таси кук, 11 таси цизил ва 9  таси ок, шар



булсин. Яшикдан таваккалига битта шар олинганда унинг к у к  шар 
булиши, кизил шар булиши ва оц шар булиши э^тимоллари топил- 
син.

Равшанки, жами элементар ^одисалар сони п =  25 (5 +  11 + 9  = 2 5 )  
булади. Айтанлик, А, В  ва С мос равишда кук, кизил ва oi^ шар 
чнцишидан иборат ^одисаларии ифодаласин. т , ,  щ  ва щ  эса мос 
равишда бу ^одисаларга цулайлик тугдлрувчи элементар .уэдисалар 
сопи булсин. У  ^олда масала шартига кура /пх — 5, щ  =  11, т 3= 9  
булади.

Э^тимолнинг классик таърифига кура

Р  (/]) =  — =  0 ,2 , Р ( В )  =  —  =  0,44,
V '  25 25

/>(С) =  —  =  0 ,3 6  
W  25

булади. Д ем ак, таваккалига олинган шарнинг кук шар булиш э^ти- 
моли 0 ,2  га, ^изил шар булиш э^тимоли эса 0,44 га ва ок; шар бу
лиш э^тимоли 0 ,3 6  га тенг.

2 . Утказилаётган тажриба, симметрии, бир жинсли тангани уч 
марта ташлашдан иборат булсин. Тажриба натижасида 2 марта герб- 
ли томони тушиш ^одисасининг э^тимолн топилсин.

Тангапи уч марта ташлашда руй бериши мумкин булган барча 
атемеитар ^одисалар тупламини тузамиз:

Q =  {ех =  (ГГГ), е% -  (ГГР ), е3 -  (ГРР ), et « (PPP), 

еь -  (Р Г Р ), еа =  (РР Г), е ч =  (ГР Г ). * .  =  (РГГ)}

булиб, бу туплам элементларииинг сони п =  8 .
Айтайлик, А ^одиса тангани уч марта ташлаганда 2 марта гербли 

томони тушиши ^одисаси булсин.
Элементар ^одисалар туплами Q дан курамизки, барча элемен

тар имкониятлар сони п =  23 =  8 , улардан А д аи еага  цулайлик 
турдирувчи элементар ходисалар сони т  — 3 булади.

Хрдиса э^тнмолининг таърифига кура царалаёгган А ^одисанинг 
э^тимолн

Р  (А) =  -  =  0 ,3 7 5  
w  8

булади.
Ходиса эзртимол ининг таърифидан бевосюа к,уйидаги хоссалар 

келиб чицади.
1°. ){ар цандай А фдисанинг э^тимоли

Р { А ) > 0  ва Р ( А ) < \ ,
яъни  0 <  Р  (Л) <  1 булади.

2°. М уцаррар %одисанинг э^тимоли 1 га тенг булади , яън и  
P(Q)  =  1.

3°. Мумкин булмаган %одисанинг э^тимоли нолга тенг бу лади : 
Р  (V) «  0.

2 . ^ о д и с а  э ^ т и м о л и н и н г  г е о м е т р и к  в а  с т а т и с т и к  
т а ъ р и ф л а р и .  Биз юцорида урганган э^тимолнинг классик таъри-



фидан унда баён этилган барча элементар имкониятлар сопи чекли 
булган ^олдагина фойдаланиш мумкин, акс холдэ бу таърифдан 
фойдалаииб булмайди.

Бундай ^олда ^одиса эхтимолага бош^ача таърпф беришга туг- 
ри келади. К,уйида ходиса э^тимолининг геомегрик ва статистик таъ- 
рифларини келтирамиз.

^ о д и с а  э ^ т и м о л и н и н г  г е о м е т р и к  т а ъ р и ф и .  Фараз 
цилайлик, текисликда бирор Q со.\а берилган булиб, бу Q со^а бош- 
rça бир G собаки ÿ3 ичига олеин: G œ Q. Q со.\ага таваккал цилиб 
нукта ташланади. Бу  ну^танинг G со.^ага тушишл э,\ти.мол шш таъ- 
рифлаймиз. Бу ерда барча элеменгар ^одисалар тупламя Q со^адан 
иборат булади. Равшаики, Q —  чексиз туплам. Бинобарии, бу хрлда 
э^тимолнинг классик таърифидан фойдалаииб булмайди. Q сохага 
ташлаигаи нукта шу со^анинг исталган кисмига тушиши мумкии ва 
ну^танинг Q со^анинг бирор G цисмига тушяш э^тимоли G пинг 
улчовига пропорципнал булиб, у G шшг шакл^га хам, G нинг Q со- 
з^аиииг каерига жойлаишшнга хамбо.-ли^ булмасии. Шу шартларда 
ушбу

р __mes G
mes Q

микдор ^аралаётган ходисанинг геометрик эутимоли дг1 аталддн. 
Бунда mes — Q ва G со.^аларнииг улчовння билдиради.

М н е о л. L  узунликка эга булган кесмага таваккал цилиб nyrç- 
та ташланган булсин. Ташланган нуктанинг кесма уртасидан узори 
билан / масофада (21 <  L) ётипш ^одисасининг э.\тимолн топилсин.

Нч и ш.  Умумийликка зиён келтнрмасдан кесманинг уртасини са
нок боши деб царайлик (141-чизма).

Масаланинг шартини цаноатлантнрадиган ну^талар туплами 
[— /; /] сегментдан иборат булади. Бу сегментнинг узунлигн 21 га тенг. 
Ю^оридаги таърифга кура ^аралаётган ходисанинг эхтимоли

га тенг булади.
Х о д и с а  э ^ т и м о л и н н н г  с т а т и с т и к  т а ъ р и ф и .  Ю^орида 

антиб угганимнздек, ходиса э^тимолинннг классик таъри|>и тажриба 
натижаелда руй берадиган элементар ^одисаларнинг тенг имкониятли 
булипшга асоглангандир.

Куп .\олларда элементар ^однеаларнинг тенг имкониятли були- 
шини курсата олмаймдз. Ш у сабабли ^ам ^одиса эхтимэлиникг амал- 
да цулай булган таърифини келтириш зарурияги турнлади. Бундай 
таърифлардан бири ^одиса э^тнмэлишшг статистик таърифиднр. Бу 
таърифни келтиришдан аввал нисбий частота тушунчасн билан та- 
нишамиз.

Табиатда, техникада куп марта такрэрлакадиган во^едпарга дуч 
келамиз. Бу тажриба натижасида бирор А зддиса руй бзриши ^ам 
мумкин, руй бермаслиги \ам мумкин. Айтайлик, N марта тажриба 
Угказилган булиб, улда А ^одиса ,и марта руй берган булсин.



Ушбу

у  (Л) =
Л’

нисбат цодисанинг нисбий частотаси деб аталади.
Демак, А ^одисанинг нисбий частотаси шу ходиса рун берган 

тажрибалар сонини утказнлган жами тажрибалар сонига булган нис- 
батига тенг.

Куп кузатишлар шуни курсатадики, бир хил шарт- шароитда куп 
марта такрорланадиган тажриба утказилганда нисбий частота бнрор 
уэгармас сон атрофида тебрзилб туради (одатда буни нисбий часто- 
пюнинг тургунлиги дейилади). М асалан, танга ташлаш тажрибасини 
куп марта такрорлаганда, танганинг гербли юмонининг тушнш часто
таси цуйидагича булган.;

Тажрибалар сони (\У) Гербли томони биллн 
тушиш сони фг) Нисбий частота \УГ

4040 2048 0,5050
12000 6019 0,5016
24000 12012 0,5005

Бундан нисбий частотаиинг 0 ,5  сони атрофида тебраниб тури- 
шини курамиз. Тажрибалар сонини янада оргтира борганда нисбий 
частота 0 ,5  сонига борган сари яцпн келасеради.

Шундай цилиб, ^одисанинг нисбий частотаси тажрибалар сони 
орта борган сари битта узгармас сон атрофида булар экан. О датда 
шу сон ^одисанинг э^тимоли дейилади. )^одиса э^тимолига берилган 
бу таъриф эцтимолнинг статистик таърифи  дейилади.

М и с о л .  Экилган 30 туп олма кучатидан келгуси йили 2 5  тупи 
кукарган булса, экилган олма кучатининг кукариш (АО ^одисасииинг 
нисбий частотаси топилсин.

Е  ч и ш. Э^тимолнипг статистик таърифига асосан N =  30, = 2 5 .

Бундан У  (А) = —  =  ^ = 1 ^ 0 , 8 3 .
N 30 6

4 - § .  Э^тимолларни ^ушиш теоремалари

Биз X X III  боб, 1 -§  да биргаликда булган ва биргаликда булм а- 
ган ^одисалар ^амда икни ^одиса йириндиси тушунчалари билан 
танишдик. К,уйида ¿ундай ^однсалар йириндисига дойр теоремаларни 
келтирамиз.

Фараз цилайлик, Л ва В  ^одисалар биргалихда булмаган ^оди- 
салар булиб, Р  (Л) ва Р (В) мос равишда уларнинг э^тимоллари бул- 
син.

2 3 . 1 - т е о р е м а .  Иккита биргаликда булмаган А ва В  %одиса- 
лар йигиндисининг э.щимоли шу уодисалар эхтимолларининг йи
риндисига тенг:

Р  (Л +  В ) =  Я ( А )  +  Р ( В ) .



И с б о т .  Бу теоремани ^одиса э^тимолининг классик таърифндан 
фойдаланиб исботлаймиз.

Айтайлик, тажрпба натижаси п та элемеитар ^одисалар булиб, 
булардап т1 таси А .^одисага, щ  таси эса В  ходисага цулайлик 
турдирсин.

У  холда

Р ( А )  =  ^ ,  Р ( В ) = — [ (23.1)
п п

булади.
Шартга кура А ва В  биргаликда булмагаи ходисалар. Щупинг 

учун ё А ходиса, ёки В  ^одиса руй беришига ^улайлик турдирувчи 
зддисалар сони т 1 +  т2 га тенг булади. Демак, А + 5  зддисашшг 
э^тимоли

Р  (А +  В) =  —
п

булади.
Агар

Р  (А -Ь В)  =  т * ^  т2 =  f h  
ti ' ti ti

булишини эътиборга олсак, унда (23.1) муносабатдан фойдаланиб, 

Р ( А + В )  =  Р(А) +  Р { В )  
га эга буламиз. Теорема исботланди.

2 3 . 1 - н а т и ж а .  А ходисага] царама-царши А %одисанипг э.щи- 
моли

Р { А ) = \ - р  {А)
га тенг булади.

И с б о т .  ^ацицатан .\ам, Л ва Л царама-к;арши булганлигидан 
(2-§  га г^аранг)

Р  ( А + А )  =  Р (23.2)

Юцорида келтирилган биргаликда булмагаи ходисалар учун э.\ти- 
молларни к;ушиш теоремасига асосан

Р  (А +  А) =  Р (А) +  Р (А) . (23.3)

(2 3 .2 ), (23.3) муносабатларда эса

Р ( А )  =  \ — Р(А)

булиши келиб чи^ади.
М и с о л .  Яшикдэ 3 0  та шар бор, улардаи 10 таси к;изил, 5 таси 

кук ва 15 таси о^. Таваккалига олинган шарнинг рангли булиш э^- 
тимоли топилсин.

Е ч и ш .  Рангли шар чи^иши деганда ё  ^изил шар, ёки кук шар 
чик^ишини тушунамиз. Олинган шарнинг ^изил шар чш^шга зодиса-



сини А, кук шар чнципш ходисаснни В  дейллк. У  яда э^тлмолнинг 
классик таърифига кура

Р ( Л ) =  — =  Р ( В ) ^  —
'  '  30 3 30 6

булади. Равшапки, А + В  олинган шарнипг рангли шар чикишидан 
иборат булган ходлса. Л ва В  ходисаларл биргаллкда эмас. Ш унинг 
учун юцоридяп! теоремага кура Р  (А +  В) — Р (А) -¡- Р (В) булади. 
Демак, лзлаиаётган э^тимол:

Р ( Л + В ) - 1  + 1  =  1 .

Фараз ^ллайлик, Лх, Л2, . . Ап ходлсалар жуфт-жуфти билан 
биргаликда булмаган ходнсалар булсин. Юкоридаги каби курсатиш 
мумкинки, бу холда хам Р (А̂  +  Л2 4 - . . . 4 - Ап) -■ Р (А^ +  Р  (Л2) +  
Н -. . . 4 - Р  (Ап) буладл.

Хусусал, бу Аи  Л2, ■ ■ ■, Ап ходисалар >;одисаларнинг тула груп- 
пасинн ташкил этса (*4г Ч- Л2 -Ь - • • 4 -  Ап =  V), у ,\олда

Р { А Х) +  Р { А 1 + . .  . +  Р { А Л) =  I

буладл.
Энди биргаликда булган ^одисалар учу» кушлш теоремасинн 

келтирамиз.
Маълумки, тажриба натижасида руй берадиган иккша .х,одиса- 

дан бирининг руй беришл иккинчисинннг руй беришини инкор эт- 
маса, бу хрдиеалар биргаликда булган цсдисалар дейллади.

2 3 . 2 - т е о р е м а .  Иккита биргаликда булган А ва В  уодисадан  
%еч булмаганда бирининг руй бериш эхтимоли бу %сдисалар э.\ти- 
моллари йигиндисидан уларнинг биргаликда руй бериш дисаси  
тимолининг айирмасига тенг булади:

, р  (А +  В) =  Р  (А) +  Р  ( В ) ~ Р  (АВ).
И с б о т .  Шартга кура А ва В  биргаликда булган ^одисалар. 

Равшапки, АВ, АВ ва АВ ^одисалар узаро биргаликда змас ва

А + В  =  АВ +  АВ +  АВ 
булади. Унда 2 3 .!  - теоремага кура

Р  (А + 5 )  =  Р {АВ) +  Р  (АВ) 4  Р (АВ) (2 3 .4 )

Улади.
А .\одиса ^амда В  ходлсанинг рун беришн учун АВ хам да АВ 

^одисалардан биттасн руй бериши керак. Яна 2 3 .1 -теоремага кура, 
шунингдек

Р  (Л) =  Р  (АВ) +  Р (АВ), (2 3 .5 )

Р (В) — Р (АВ) Ч- Р {АВ) (2 3 .6 )

булади. (23.5), (23.6) муносабатлардан



P (AB) - -  Р (А) — Р (AB),

\Р (AB) =  Р (В) —  Р  (ЛВ)

булнши келиб чицади. Натижада (22.4) тенгликдаги Р (AB) ва 
P  (ЛВ) нинг урнига уларнинг топилган ципматларини куйсак,

Р (А +  В) =  Р ( А ) ~  Р  (AB) +  Р (В) — Р (AB) +  Р  (AB) =  
= * Р ( А )  +  Р (В ) - Р  (AB)

Зосил б^чади.
Демак, P (А -\-В) — P (А) Р  (В) —  Р (AB). Теорема исботланди.
М и с о л .  Икки мерган биттадан ÿrç узди. Биринчи мерганнинг 

нишонга теккизиш (Л ходиса) эхтимоли 0 ,8  га, иккиичнсиники (В  Мо
диса) 0 ,9  га 1енг булса, мерганлардан ацалли биггасининг (С ходи- 
са) нишонга теккизгаилиги эхтимоли топилсин.

Е ч и ш ,  Масала шартига асосан Р (Д ):= 0 ,8 , Р  ( В ) = 0 ,9 ,  С = Л -Ь В  
булганлиги учу» биргаликда ^булган ,\одисалар учун 'э.у  имолларни 
rçÿumui теоремасига acoca н

Р ( С ) - = Р ( А + В )  =  Р ( А )  +  Р (В) —  Р (А) ■ Р  (В) =
=  0 ,8  И- 0 ,9  — 0 ,8  0 ,9  =  1 , 7 — 0, 72 =  0 ,9 8 .

5 -§ . Э^тимолларни купайтириш теоремалари

Агар иккига А ва В  .\одисалардан бирининг рун бериши шшш- 
чисиникг pÿw бериш ёки руй бермаслигига борлик булмаеа, у \олда 
бу  .^одисалар эркли уодисалар  дейилади. Юкоридаги муло^азалари- 
миздан равшанки, бу мзвзуда фчцатгина биргаликда булган ^одиса- 
лар хасида фикр юритилади, чуйки биргаликда булмаган ^одиса- 
ларнинг биргаликда руй бериш (купайтмасини) э.\тнмол и нолга тенг.

Л ва В  ^одисалар эрхли г^одасалар буллб, Р  (Л) ва Р (В) улар
нинг мос эхтпмоллари булсин.

2 3 . 3 - т е о р е м а .  Иккита эркли А ва В .\одисанпнг биргаликда 
pijü бериш эхтимоли ту уодисаларнинг эцтимоллари кфшйтма- 
сига тенг:

Р (AB) — Р (А)-Р (В).
И с б о т .  Шартга кура Л ва В  эркли ходнсалар. Тажрнба нати- 

жасида п та элементар ходнсага эга булайлик. Булэрдан n i таен 
А ^одисага цулайлик тугдирсин.

Тажриба натижаенда т  та элементар ^одисага эга булайлик. Бу- 
лардан таси В  ^одисага цуламлик турдирсия.

Равшанки,

P ( A ) ^ ^ - t Р  (В) =  — . (23.7)
п т

Тажрибалар натижасида руй берадиган барча элементар хрдиса- 
лар сони пт та булади. Булардан таси Л ва В  ходисалар-
нинг биргаликда рун бгришига цулайлнк турдиради.



Р (Л В) =  ^
пт

булади. Бундан эса, юкорпдаги (2 3 .7 ) мукосабатни зътиборга олиб,

Р(А ■ В) -  ^  ^  -  Р  (А)-Р (В)
п ш

булшшши топамиз.
2 2 . 2 - н а т и ж а .  Ах, Л2, . . ., Ап биргаликда боглиц булмаган %сди- 

салар булсин. У  холда

р  ( ¿ Л  • . ■ Лп) =  Р  Ш  Р  <А) . . . Р (Ап)
бдлади.

М н с о л .  Икки яшикнниг хар бирида 10 тадан деталь бор. Ки
рпичи яишкда 8 та, иккинчи яишкда 7 та стандарт деталь бор. ^ар 
бир яшикдан таваккалига бпттадан деталь олинади. Олинган иккала 
деталнинг. стандарт булиш э^тимоли топилсин.

Е ч н ш .  Биринчи яшикдан олинган деталь стандарт деталь б>'- 
ЛШ1П1 ходисасини А, иккинчи яшикдан олннгани стандарт деталь

8  7
булинш хрдисасини В  дейлик. Унда Р  (Л) = —  — 0,8 , Р  (В) — —  =

=  0 ,7  булади. Равшапкн, олинган иккала деталнинг стандарт д е
таль булиши ^одисаси эса АВ хрдиса булади.

А, В  биргаликда булмаган лрднсалардпр. Шушшг учун 2 2 .3 - тео- 
ремага кура Р (АВ) — Р  (А)-Р (5 )  булади. Демак,

Р (АВ) ~  Р (Л) ■ Р  (В ) =  0 , 8 - 0 , 7 - 0 , 5 6

булади.
Богли^ \одисалар эхтнмолларини купайтириш георемасини кел- 

тиришдаи аввал ходисанииг шартли эхтимоли тушунчаси билан тани- 
шамиз.

Бирор А ходиса бернлгян булсин. Одатда бу ходиса маълум 
шартлар мажмуи S  бажарклганда руй беради. Агар А ходиса мин г
э.\тимоли Р  (Л) ни .^исоблаганда S  шартлар мажмуидаи бош ка х,еч 
кандап шарт талаб килшшаса, буидай э.\п*м°л  шартсиз э.угимол 
дейилади. Куп ^олларда А .\одисашшг э^тимолини бирор В  ^одиса 
(Р (В) >  0) руй берган деган шартда хнсоблашга тугрп келади.

Л ходисанииг бундай эхтимоли шартли э.\тимол дейиладн ва 
Р (AÍB) кабн белгиланади.

М и с о л .  Танганн 3 марта ташлаш тажрибасини 1\аранлнк. Т аж - 
риба натижасида рун берадиган элемеитар ходисалар тупламп цуии- 
дагича булади:

й - { Г Г Г ,  ГГР,  Г Р Г , Р Г Г ,  Р Р Р , Р Р Г , Р ГР , Г Р Р }.

Бу туллам 8 та элементен пборатдир.
Танганннг гербли томонн факат бир марта тушиш >рдисаси Л 

ва камида бир марта гербли томони тушиш хрдисаси В  булса, у  хрл- 
да э.угимолшшг классик таърифига асосан:



Р ( Л )  =  | ,  Р ( Я ) = 1
О О

булади. Р (Л/В) шартли э.угимол эса

Р  (№ )  =  }

га  тенг булади.
Энди борлиц .^одисалар э^гимолларини купайтириш теоремасини 

келтирамиз.
2 3 . 4 - т е о р е м а .  Иккит а бог лиц уодисанинг биргаликда руй бе- 

рш и эхтимоли улардан бирининг э^тимошни шу %одиса р$й берди 
деган фаразда %исобланган иккинчи цодисанинг шартли э^тимоли
га  к$пайтмасига тенг:

р  (АВ) =  Р  (А) Р  [В;А).
И с б о т .  А ва В  боглиц зддисалар булсин. Айтайлик, тажриба 

натижасида п та элементар ^одисага эга булайлик. Булардан пх таен 
А  ^одисанинг руй беришига ^улайлнк турдирсин. Равшанки, бу 
^олда

Р  (А) ~  —  (23.8)
п

булади.
А ^однеа руй берди деган шартда В ^одиса рун беришнга ^у- 

лайлик турдирган элементар ^одисалар сонн т та булсин. Бу  т та 
з^ол тажриба натижасида Л В  .\одиса руй беришига ^улайлнк тур- 
дирди. Демак,

Р  (ЛВ) =  — . (23.9)
п

А ^одиса руй берди деган шартда В  ходисанинг руй бериш э^- 
тимоли (шартли эхтимоли)

Р  (В/А)  -  —

га тенг. Энди

Р  (Л В ) =  -  = ! 1 ^ .Л  
п п пх

булишини эътиборга олиб, ю^оридаги (23.8) ва (23 .9) муносабат* 
лардан фойдаланиб гопамиз:

Р (АВ) =  Р (А) Р (В/А)
Теорема исботландн.
М и с о л .  Яшикда 5  та ок, 4 та цора шар бор. Яшикдан цайта- 

риб жойига ^уймасдан, битталаб шар олиш тажрибаси утказнлаётгаи 
булсин. Биринчи галда оь; шар, иккинчи галда к;ора шар чикиши 
эхтимоли топилсин.

Е ч и ш .  Биринчи галда шар чи^иш ^одисасинн А, иккинчи 
галда цора шар чи^иш ^одисасини В деб олайлик. Бу ^одисалар



безлик; ^одисалар булади. Х,одиса э\гимоли таърифига кура Р  (А) =  
=  5/9.

Биринчи галда oî  шар чиодан ^олда, иккинчи галда цора шар 
чициши э^тимоли (шартлн э^тимоли) Р (В/А) =  4/9 бу’лади.

Равшанки, биринчи галда ок шар, иккинчи галда цора шар чи- 
^иши ^одисаси А —  В  булади. Бу ^одисанинг э^тимолини юцорида 
келтирилган теоремадан фойдаланиб топамиз:

Р ( Д В )  =  Р ( Д ) Р ( В М )  =  | - ^ - = - ^ .

2 3 . 2 - э с л а т м а .  Агар А, В , С боглик х;одисалар булса, у  ^ олд а 

Р (ABC) — Р (А) Р (В!А) Р  (CiAB)
муносабатнинг урннли булишиии курсатиш мумкии.

Умуман, Л „  Лг, . . ., Ап борлик .^одисалар учуй цуйидаги фор
мула Гринли булади:

Р (А ,А г . . . А п) ^ Р ( А 1) Р ( А г/А1)Х  

Х Р  (A.fA.A,) . . . Р  (A JA .A , . . . Ап_,).

6 -§ «  Тула эх,тимол формуласи.

Байес формуласи

Бирэр А ^одиса п та жуфг-жуфтк бнлан биргаликда булмаган 
Hlt Нг, . . Нп ^одисаларнинг (гипотезаларнинг) биттаси ва фа^ат 
биттаси билангина руй бериши мумкин булсин. Демак, биринчидан 

A = A H t +  AHt + .  . . 4 - Л//в ,

иккинчидан эса
AHi (\AHi =  V (1 Ф  /)

булади.
Э^тимолларни ь^ушиш теоремасидан фойдаланиб топамиз:

Р (А) =  Р (АН, +  АН% 4 - ■ • . 4 - АНп) =

=  Р (АН,) 4  Р (АНг) +  . . .  4 -  Р (АНп).
Агар

Р  (АН,) =  Р (И,) Р  (Л///,),

Р (АНг) «  Р (И2) Р  (А/И,),

Р (АНп) -  Р (Ип) Р  (А/Нп) 

булишиии эътиборга олсак, у -\олда ушбу тенгликка келамиз: 

Р(А ) =  Р (H J Р  (Л/Я,) 4 - Р  № )  Р  (A/M,) 4 - .  . . +



Р  (.4) -  V  р  (Нп) Р  (А/Нп). (23.10)
*—]

Одатда (23.10) формула тула э,щимол формуласи деб аталади. 
Tÿлa э^тимол формуласидаи мураккаб ходисалариинг эз^тимолларипи 
хисоблашда фойдаланилади.

М и с о л .  Омборга 3 6 0  та ма^сулот келтирилди. Булардан:
300 таси бир корхонада тайёрланган булиб, 250  таен ярокли 

ма^сулот,
40 таси 2* корхонада тайёрланган булиб, 30  таси ярокли л щ - 

сулот,
20 таси 3 - корхонада тайёрланган булиб, Ю таси ярокли ма?у- 

сулот.
Омбордан таваккалига олинган махсулотнинг ярокли булиш э^- 

тимоли топилсин.
Е ч и ш. Таваккалига олингзе* махсулот учуп цуйндаги ¡гипотеза- 

лар уринли булади:
Н1 —  махсулотнинг 1 -корхонада тайёрланган булиши, 

махсулотнинг 2 - корхонада тайёрланган булиши,
Н3 — махсулотнинг 3 - корхонада тайёрланган булиши.
Уларнинг эхтимоллари мос равишда куйидагича булади:

Р  (Я ,)  * = — = : ! ; ?  (Я„) =  —  =  1 ;  
v v  3 0 0  6  v ■ 360 9

Р  (//,) =  —  =  i .  
v 3/ m  is

Агар олинган махсулотнинг ярокли булишини Л ^одиса деб бел- 
гиласак, у з^олда бу ходнеанинг турли гипотезалар шартларн ости- 
даги эхтимоллари куйидагича булади:

Р  (А/Н,)  =  Р (А1Нг) =  i ;  Р  (Л/Я) =  1 .
6  4 2

Юцорида топнлгаиларни тула э^тимол формуласи (23,10) га цуямиз: 

Р  (А) — Р (Ну) Р  (Л///,) +  Р  (Я 2) Р  (Л/Я2) +  Р  (Н3) Р (Л/Нн) =
_ _ 5  5_ . j _  £  , J ____ 1 29

“  6  ' 6  9  ' 4 18 ' 2 —  3 0  '

Айтайлик, биргаликда булмагаи f í lt Н2.............Нп ходисалариинг
тÿлa группаси берилган булиб, .тажрибаии уткаэишга кадар улар
нинг з̂ ар бирининг Р  (H¿), i — 1 ,ii эхтимоллари тайин ^ийматга 
эга булсин. Тажриба натижасида А ^одиса pÿfj берди деган шарт 
остида : Hi (i — 1 ,п) ходисалариинг эхтимоллари тажрибадан сунг 
^андай булишлиги куйидагича топиллди: H¿ ва Л ходисалариинг 
купайтмаси учун ушбу

Р (AH¡) -  Р  (Л) Р  (И¡/А) =  Р (Ht) Р (.Alfít)



Р (НА Р (А/НА
Р (Н,1А) =- —  1 — -------

‘ Р (А)
муносабатга эга буламиз. Бу муносабатга тула эхтимол формуласини 
к;улланиб, цуйидагини топамиз:

P ( H ¿) P(A 'H ¿)

Р  (И,) Р (А/И,) +  . . .  +  Р (Нп) Р (А/Н„) 

Р ( Н {) Р ( А Ш { )

V  Я (Я;) Р (А !Н -)

Бу с|юрмула Байес формуласи дейилади.
М и с о л .  Юцоридаги мисолда таваккалига олинган ма^сулотнинг 

яро^ли эканлиги маълум булса, унинг бириичи корхонада тайёрлан- 
ган булиш эх;тимолини топинг.

Е ч и ш .  Масалада Р [И/А) шартли эхтимолни топиш талаб ци- 
линмокда. Бу эхтимолни Байес формуласидан фойдаланиб топамиз:

, ^  Р_ £ А ) Р (*1М  
1 Р{А)

Энди Р  (Л) =  — , Р  (Я ,) =  ва  Р  (А;Н^ =  — булгаилигндан 
3 6  6  6

талаб килинаётган эхтимоллик цуйидагига т ен г :'

Р (Их) Р (А!Нх) "б ’ 6  25
Р  ( H i / А )  -

Р (Д) 29 29
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7 - § .  У зар о 6 о р л и ц  булмаган таж рибалар к етм а-к етл и ги .

Бернулли формуласи

Амалий масалаларни хал этишда тажрибалар одатда бир неча 
бор такрорланади. Бунинг натижасида тажрибалар кетма-кетлиги 
Зосил булади. Масалан, янги пахта нави яратилганлнгини м аъл у м  
кафолат билан тасдшушш учуй шу пав билан бир нечп йил таж р и 
балар утказилиб, улар асосида янги навнинг уртача хосилдорлиги, 
тола чн^ишлиги, тез пишарлиги, сифатлилиги каби мухим б ел гн - 
лари аввалги навларга Караганда говори эканлиги курсатилади.

Маълумки, тажрибалар утказилиши натижасида тгсодифий ^о- 
дисалар руй берди. Агар тажриба натижасида бирор тасодифий Мо
диса руй бериш эхтимоли бошка тажриба натижасида кандай т а со 
дифий э^одиса руй берганига боглиц булмаса, бундай тажрибалар 
кетма-кетлиги 1]заро борлщ булмаган т ажрибалар  дейилади.



Айтайлик, п та тажриба утказилган булиб, улар цуйидагн шарт- 
ларни цаноатлантирсин:

1) тажрибалар узаро борлик булмасин;
2) хаР бир тажриба натижасида ё А ходиса, ёки унга ^арама- 

карши А ^одисалардан бири руй берсин;
3) хар бир тажрибада А ходисанинг руй бериши эхтимоли уз- 

гармас булиб, у Р (А) =  р  га тенг булсин. У  .\олда А ходисанинг 
руй бермаслик эхтимоли, яъни царама- карши ходисанинг руй бериш 
эхтимоли Р (А) =  ц — 1 — р  булади.

Бундай, яъни хар бир богли^мас тажриба натижасида тула груп
па ташкил циладиган иккита А ва А ^одисалардан фа^ат биттаси 
албатта руй беради деб караладиган тажрибалар кетма-кетлиги Бер
нулли схемаси дейилади.

Равшанки,

Р {А ) =  д = \ - Р.
Демак, >̂ р бир тажриба натижасида А_ ходисанинг руй бериш 

эхтимоли Р (А) — р, унга ^арама- карши А ходисанинг руй бериш 
эхтимоли Р (А) — д булсин. Асосий масала п та эркли тажрибада А 
Ходисасининг роса к  марта руй бериши э.^тимолини топишдан ибо- 
рат. Бу э^тимолни Рп (к) билан белгилайлик.

2 3 . 5 * т е о р е м а .  п та эркли тажрибада А ходисанинг роса к мар
та руй бериш эхтимоли куйидаги формула билан ^исобланади:

Рп (к) =  С* р* (23.11)

бунда

Ск = ------- ----------, н! =  1 - 2 - 3  . . . п.
п к\ (л — *)!

Б у  теорема куйидагича муло^аза билан исботланади:
Бог лиц булмаган п та тажрибанинг ^ар.бирида кузатилаётган А 

ходисанинг руй бериш эхтимоли р, руй бермаслик (Л— ходисанинг 
руй бериши) эхтимоли д (д =з I — р) булсин.

Айтайлик, п та тажрибада А ^одиса бирор марта ^ам руй бер- 
масин. Демак, биринчи тажрибада А ходиса, иккинчи тажрибада 
Хам А ходиса, ва х°казо , п- тажрибада хам А ходиса руй берган. На- 
тижада ушбу

А А . . .  А.
п та

мураккаб ходисага эга буламиз. Унинг эхтимоли эркли ходисалар 
учун э^тимолларни купайтириш теоремасига асосан:

Р { А А . . . А )  =  Р ( А ) Р ( А ) . . . Р ( А ) = ^ д д . . . д  =  дп.
л та л та л та

Б у  холда» яъни п та тажрибада А хрдисанинг бирор марта хам 
руй бермаслик эхтимоли



р п (0) «  qn

булади.
Антайлик, п та тажрибада А хрднса фацат бир марта pyff бер- 

ган булсин. Бунда цунидаги п та мураккаб .^одисага эга буламиз:

A-Ä-A . . . А (биринчи тажрибада А руй берди),
п та

А А А . . .  А (иккиичи тажрибада А руй берди)
п

А А А А . . .  А (учинчи тажрибада А руй берди),
п та

А А . . . А А  (п- тажрибада А руй берди).

Бу мураккаб эркли ^одисаларнинг э^тимолларни купайтириш тео- 
ремасига acocan

Р  (АЛА . . . А) =  Р  (А) Р  (А ). .  . Р (А ) =  pq-q  . , . q =  pqn ~ l

Р (ÄA . . , A A )  =  P(Ä ,) P (Ä ) . . . P (A ) P  (A) =  pq"-\
п та тажрибада А ^одисанинг бир марта руй бериш э^гимоли 

биргаликда булмаган вдисалар учун э^тимолларни цушиш теоре- 
масига асосан

Рп (1) =  Р  (А АА . . .  Ä -h Ä  АЛ . .  . Л - f  АЛЛА . . . А +

+  . . . +  Ä A  . . . ÄA) =  Р {АА . . . А) +  Р  {ÄAÄ . . . Ä) +

- f  . . .  -f- Р  (А А . . .  АА) — 4 -  pqn~l +  . . . -f- pqn~X =

— npqn~ l =■- C lnpqn~ l

булади. Демак,
P n W ^ C 'n p q " -'.

Айтайлик, n та тажрибада А ^одисаси икки марта руй берснн. 
Бу  э^олда цуйидаги

AAÄ . . . A, AÁAA . . .  Л ............АА . . . АЛА
мураккаб ^одисалардан бири руй берди. Уларнинг сони

П (ft — 1) _  Q2

булиб, >;ар бирининг эхтимол и р qn 2 га тенг булади. Ю^оридаги- 
дек, п та тажрибада Л^ходисаиинг k  марта руй бериш эхтимол и

P „ ( k ) ~ C n p k q',- k ( 23 .1 1)

га тенг булиши курсатилади.
(23.11) формула Бернулли формуласи деб аталади.

/



п та тажрибада А редиса руй бермаслиги мумкин, бир марта, 
нкки марта ва х к > п марта руй бериши мумкин. Бундай ходисалар 
й и р и н д и с и  албатта муцаррар ^одиса булади. Шунинг учун уларнинг 
эхтимоллари йириндиси 1 га тенг булади. Демак,

Р» (0) + Р„ (1) + Рп (2) + • ■ • + Р ' («) =  1. яьни^ р„ (к) =  1.

М и с о л .  Х аР бир деталнинг ярокли булиш (А ходиса) эхтимоли
0,8 га тенг. Тайёрланган 5 деталдан 3 тасининг ярокли булиш эх- 
тимоли топилсин.

Н ч и ш .  Масала шартига биноан

п —- 5, Ь. =  3, Р  (Л) =  р — 0 ,8 , Р  (Л) =  ?  =  1 —  р =  0,2 

булшиини аниклаймиз. Унда (23Л1) Бернулли фо^муласига кура

Рь (3) =  с1  ■ 0 ,8 3 ■ (1 -  0 ,8 )2 =  ■ 0 ,8 3 • 0 ,2 2 =  0 ,2048.

2 3 . 3 - э с л а т м а .  Энди эркин тажрибалар кетма-кетлнгида ходн
еанинг р^й бериш сонини ц билан белгилаб, цуйидаги ходисаларни 
киритамиз ва уларнинг эхтимолларини ёзамиз:

1) ходисанинг к дай кам марта руй бериш х°Д исасини { 0 < ц <  
— 1} десак, унинг эхтимоли

Р л { 0 < ц < * - 1 )  =  2 Р » И

булади;
2) ходисанинг к дан куп марта руй бериш х°Дисасини {£  +  1 <

<  (.1 <  п} десак, унинг эхтимоли

Р п +  1 <  М- <  «1 =  £  Рп И

булади.
3) ходнеанинг камида И марта руй бериш ходисаси {&<|л<;/г} нинг 

эхтимоли

Р „ { к <  ( ! < Я }  =  V  р п {т )

булади.
4) ходисанинг купи билан Л марта руй бериш эхтимоли

=  V  Рп (т)
т=  0

булади;
5) ходисанинг ками билан марта, к^пи билан 62 марта руй 

бериш х°Дисасинп {^1 <  Ц <  ¿ 2}  десак, унинг эхтимоли

286



булади.
М и с о л л а р .  1) чигитнннг унувчанлиги 10%  булса , экилган 4 та 

чигигдан: а) учтасининг уннб чи^иши; б) ^еч бул.маганда иккитаси- 
нннг уннб чщиш э.\тимолишз топинг.

Е ч и ш .  а) шартга кура п =- 4, 6 =  3, р  — 0, 8 ,  <7 =  0 ,2 . Бернулли 
формуласига кура

б) А ^одиса экилган 4 та чигитдан хеч булмаганда иккигасининг 
униб чицишини, яъни 2 таен, ёки 3 таен, ёки 4  таен униб чш^и- 
щшш билдирсин. Э^тимолларни «¡ушит теоремасига кура:

Р (А) =  Р 4 {ёки 2, ёки 3 , ёки 4} =  (2) +  (3) +  />4 (4).

Р4'(3) з^тимол а) бандца ^нсобланган;

Р4(2) — С\ (0 ,8 )2 -(0,2)2 =  0 ,1536 ;

Р4(4) ~  С} (0 ,8 )4 -(0,2)° - -  0 ,4 0 9 6 .

Демак, Р  (Л) =  0 ,9728.

Энди (23.11) Бернулли формуласииинг та^лили билан шурулла- 
намиз.
1̂ 6 Равшанки, берилган тайии п ва р  да

нинг циймати к га борли^, яъни к  нннг функдиясн булади. Бунда 
/ё узгарувчининг к  =  0 , И =  1, ¿ « 2 ,  . . . , / г = л  цийматларида 
Р л(£) функиняшшг цийматлари ушбу

сонлар кетма-кетлигидан иборат булади. Бу  (23 .12 ) даги сонлардан 
тайинланган п учун ^айси бири энг катта булади, яъни А ^одиса 
п та эркли синашда руй беришлар сонининг цандай цийматларида 
Рп(1г) энг катта э^тимолга эга булади, дегак саволга жавоб берищ 
масаласини урганамиз.

Р4 (3) =  С43 (0 ,8 )3-0,2 ~  0 ,4096 ;

Рп( к ) = С к„г/>Ч ^к ( *  =  0 , 1, 2 , . . . , « )

Р„(0). Р«(2)..............Ря (п) (23.12)

У  ^олда
+  0  __ п'.р^О - р ) п~к- 1 А1(п— 

Рп№) ( к + Щ п - к ~ \ ) \ п \ р к ( 1 - я ) п“



/*д (А +  1) 3

Л Ю  '
яъни

— • - * - >  IА + ]  1 - р ^ 1 (2 3 .1 3 )

булса, у  х °л д а  Р п(£  +  1) >  Рп{Щ б^лади.
/г нинг цандай цийматларнда Рп(к +  1 ) > Я п(/г) булишини билиш 

учун (23 .13) тенгсизликни Л га нисбатан ечамиз:

~ - * - г ^ - > 1 = » - ( я - ^ > ( А +  1 ) ( 1 - р ) ^ п р - к р > к ( \ - р )  +
« +  1 1 — Р
+ (1  —  р )= ^  —  ¿ Р ~  А(1 —  р ) > ( 1 — р) —  лр=^ —  А >  (1 —  р) —

= > к < п р  —  ( 1 —  р).

Демак, й <  пр  —  (1 —  /?) булганда Р п(£ +  1) >  Яя(Л) б^лади. 
Шундай ^илиб, ^ узгарувчининг цийматлари пр —  ( 1 — р) сон- 

дан кичик булганда Я„(£) э^тимол усиб борди (яъни Рп{к) функция 
усувчи булади).

Худди ш унга ухшаш, £ > п р  — ( 1 — р) булганда Рп{к-\- 1 ) <
<  Рп(к) булишини к^рсатиш мумкин.

Шундай ^илиб, к узгарувчининг цийматлари пр —  ( 1 — р) сон- 
дан катта булиб борганда Рп(к) эдтимол кичиклашиб боради (яъни 
Рп(к) функция камаювчи булади). ¡г узгарувчининг киймати к = п р — 
—  ( 1 — р) булганда эса Рп{к -Ь 1) =  Рп(к) булади.

Шундай ^илиб, ^ узгарувчи 0 , 1, 2, . . . , п цийматларни цабул 
^ила бориб, унинг ^иймати пр — (1 — р) сонга етгунча Рп{к) нинг 
^иймати уса боради, к нинг циймати пр —  ( 1 — р) сондан ошганда 
эса Яп(/г) э^тимол камая боради. Б у  холни чизма билан тасвирлаш 
мумкин (1 4 2 -а , чизма).

Энди п  та  тажрибада Л ^одиса руй беришинииг энг катта эхти- 
молли сонини топамиз. Айтайлик, бу энг катта э^тимол £  Узгарув
чининг &0 цийматида булсин. Унда юцорида антилганларга к^ра, 
бир томондан,

( * » + > )  «г р „(*ь). (23.13)

иккинчи томондан эса

Р & - 1 ) < Р М  (23.14)

буладн.
(23.13) муносабат £0 > я р  —  ( 1 — р), (23.14) муносабат эса £0 —

—  1 <  пр —  (1 —  р) булганда бажарилишини ю^оридагидек курсатиш 
мумкин.

Д емак, энг катта э^тимолли /г0 сон ушбу



лр —  ( 1 —  р) ¿5 £0 <  п/> +  р (23 .15)
тенгсизликларнн цаноатлантирар экан. Бу тенгсизликни ^аноатлан- 
тирадиган бутун сонлар пр —  (1 —  р) сонга борли^ булади:

1) Агар пр — (1 —  р) каср сон б^лса, у ^олда (23 .15) тенгсиз
ликни цаноатлантирадиган /г0 сон битта булади (142-6 , чизма).

2) агар пр —  ( 1 — р) бутун сон булса, у ^олда (23 .15 ) теигсиз- 
ликларни цаноатлантирадиган сонлар иккита булади. Д ем ак, бу 
^олда энг катта э^тимоллн сон иккита буладн.

1 - м и с о л .  Техник назорат булими 24 та деталдан иборат гу- 
ру.\ни текширмоцда. Деталнинг яро^ли стандартга мувофи^ булиш 
э^тимоли 0 ,6  га тенг. Яроцлн деб тан олинадиган деталнинг энг 
катта эхтимолли сони топнлсин.

Е  ч и ш. Шартга кура л =  24 , р  =  0 ,6  булади. Унда 
пр  —  (1 —  р) =  24 • 0 ,6  -  (1 —  0 ,6 ) =  14,4 —  0 , 4  =  14, 

пр +  р =  24 0 , 6 +  0 , 6  =  14,4 +  0 ,6  =  15 
булиб, энг катта эхтимолли сон (23.15) муносабатга кура 14 <

<  15 тенгсизликларни цаноатлантириши керак. Д ем ак, бу му- 
носабатдан куринадикн, энг катта эхтимолли сон иккита буладн: 
*о =  14, +  1 — 15.

8 -§ . Пуассон теоремаси

Биз юцорпда урганган Бернулли схемасида п та эркли тажриба- 
да А ^одисашшг к марта руй бериши э^тимоли Бернулли формула- 
си бнлан .^исобланишини курдик. Бернулли формуласини келтириб 

*| чицаришда А .^одисанинг хар бир тажрибада руй бериш э^тимолн 
Узгармас ва у р  га тенг булсин деб олинди ( 0 < / ? <  I].

Купгина масалаларда ^одисанинг руй бериш э^тимоли р  тажри- 
балар сони п га богли^ булиб, п нинг ортиб бориши билан р  нинг 
камайиб боришига борлангак булади. Бундай ^олда Бернулли схе- 
масн учун цуйидаги теорема уринли булади.

2 3 . 6 - т е о р е м а .  (Пуассон теоремаси). Агар Бернулли схемасида 
п-*-  оо да р~~*~ 0  ва пр~*-к(Х^> 0) булса, у ^олда п - + о о  да ушбу 
муносабат уринли булади:

ёки р п№ ™ ^ еГ%- (23 .16)

Бу тацрибий формулани Пуассон формуласи дейилади.
И с б о т .  Маълумки, п та узаро эркли тажрибада А ^одисанинг 

6 марта руй бериш э^тимоли Я„(Л) — С * рк (\— р)п~к булади, бунда

С* =  — —— . Кейинги тенгликни куйидагича ёзиб оламиз: 
л А!(п — *)! и

п\_______1-2»3 . . .  (п —• А) (п —  к +  ! )  . . .  п ___

л А!(л — Л)! *М-2-з7.. (л —А)

__ п ( п — 1 ) .  . .  (п — *  +  1 ) ______________ п I__ \ п /________ ________п )  __



Б у  тенгликдан эса

* » ■ ” >
Ôÿjimim келиб чицади.

Энди 0 < ö ft<  1 (1 л ? *  i)  сонлар учун уринли бÿлгaн
ушбу

(] —  ^ ( 1  — а2) . . .  (1 — afí) >  1 —  (а , +  а2 +  . . .  + а п) 

содда тенгсизликдан фойдаланиб топамиз.

Равшанки,

— + — +  . . .  +  —  = — ( 1 + 2 +  . . .  + ( f e _ l ) )  =  
п п п п

_  (fe — 1) fe__ k ( k -  1) 
п 2 2 п '

Д ем ак,

( ■ - т ) ( ' - т ) - ( ‘ - ~ ) > ' - ^ -  (23 .18 ) 

Н атиж ада (23.17), (23.18) муносабатлардан

4 с »  >  1 - f f i n ü
П* "  2п

бÿлиши келиб чи^ади. Агар -^ -С * <  1 эканлигини эътиборга олсак, 

у  холда

1_ * а = 1) < : 4 с *я < ,
2п nk п

ÔÿjmiiiiiHH, яъни

i r l 1 i r - 1 Í

б^лишини топамиз. Бу тенгсизликни р*(1 — р)*_ * га ^пайтирсак, 
унда цуйидаги тенгсизликлар д а и л  булади:

( ï ) Yi p k ( l  ~ р)П~к < c n P k ( { - />Г* <  

Рк 0 - Р ) п~к-«!

Д ем ак,

( '  рк (1 ~ р)П~к <  р"(к) *  ¥ р‘ 0  ~ Р)П~"■ (23 Л9)



Энди шу тенгсизликда катнашувчи —  р  ( I — р)п к ифодани куйи-
А!

дагича ёзамиз:

4 р ‘ ( 1 - р Г й = (-2г г ( 1 - р ) “ ‘ • ( ! - / > ) "  =
А! "  А!

=  М 1 ( 1 _  р Г ‘ |, _  2 ) *  =  5= 041  -  р)->[ (1 - Я )

Агар п >■ оо да пр-+Х , 1 —  I ,  (1 —  /?)“ *—► 1 (/?-*0) ва

булишини эътиборга олсак, унда (23.19) муносабатдан 

Рп(к) =  С1‘п рк ( 1 - р ) п- к - + £ е - к

булишини топамиз. Теорема исботланди.
Пуассон формуласи тажрибалар сони етарлича катта булиб, ^ар 

бир тажрибада ходисанинг руй бериш эхтимоли р  етарлича кичик 
булганда Рп{к) э^тимолни тацрибий ^исоблашга имкон беради.

М и с о л .  Дарслик 200 000 нусхада босиб чицарилган. Дарслик- 
нинг яроцсиз (брак) булиш эхтимоли 0 ,00005  га тенг. Бу тиражда 
роса бешта яро^сиз китоб булиш эхтимоли топилсин.

Е ч и ш .  Шартга кура «  =  2 0 0 0 0 0 , р =  0 ,0 0 0 0 5 , 6 — 5. У  холда 
пр =  200 000 - 0 ,00005 =  10 булиб, (23.16) формулага асосан

О  / и\  ^  — X  Ю ®  — 10 л  л п 7 гР ( к )  т — е =  —  е  » 0 , 0 3 7 5  
"  А! 5 !

булади. Демак, изланаётган эхтимол Р 2юооо ( 5 ) ~  0 ,0 3 7 5  булади.

9 -§ . Муавр —  Лапласнинг локал ва интеграл теоремалари

Бернулли схемасида Рп(к) эхтимолни топиш учун ушбу Рп{к) =  

~ С кп рк{ 1 —  р)п~ формулага эга булган эдик. Б у  формула содда 
булса хам ундан, айни^са, тажрибалар сони катта булганда фойда- 
ланиш анча цийин булади. Натижада бу ифодани узига Караганда 
соддарои; ва айни пайтда хисоблаш учун осон булган ифода билан 
та^рибий ифодалаш масаласи турилади. Бу масала баъзи доллар учун 
Муавр —  Лапласнинг л о к а л  в а  и н т е г р а л  теоремаси ёрдамида 
Хал этилади. К,уйидэ уларни исботсиз келтирамиз.

2 3 . 7 - т е о р е м а .  (Муавр —  Лапласнинг локал теоремаси). Агар 
Бернулли схемасида п етарлича катта булиб, х аР бир синашда А 
Ходисанинг руй бериш эхтимоли / ? ( 0 < р <  1) узгармас булса, у  
Холда Рп{0) эхтимол учун ушбу



n V2nnp( l—p)

тацрибий формула уринли булади.
Агар

k — npх  =
V n p ( l - p )  

дейилса, у  ^олда
(k — n p f  
2пр( 1 —р) 2

б̂ ’лнб, ю^оридаги (23.20) формула цуйидаги куринишга келади.
X*

г > / / \  1 * 1  IPn{k) «  ,е
|/г 2 я n p ( l - p )  Y n p ( l - p )  У 2 л

Ушбу ф(х) =  ^ —=e~x*12 белгилаш киритсак, у холда

р »(а) Я ! 7 Щ т^ ) ф М - <2 3 2 1 )
Бу ерда ф(х) жуфт функция булиб, унинг цийматлари учун жадвал- 
лар тузилган (Иловадаги 1-жадв:)л).

М и с о л .  Хар бир экилган чигитни униб чи^иш (А ходиса) эхти- 
моли узгармас булиб, Р(А) *=р  =  0 ,8  га тенг булса, экилган 100 та 
чнгитдан униб чи^анлар сони 85 та булиш э^тимолини топинг.

Е ч и ш.  Масала шартига кура п =  100, р - -  Р(А) =  0 ,8 , q =  1 —
— р — 0,2,  k  =  85 .

Равшанки, талаб цилинган Р 100 (85) э^тимолни Бернулли форму-

ласи билан P 1W)(85) =  - ^ - ( 0 , 8 ) 8б-(0,2)15 ани^ ^исоблаш {п —  катта 
85185!

булган ?^олда) ж уда цийин, бундай холда р  —  узгармас (0 <  р <  1) 
булганда Муавр —  Лапласнинг локал теоремасидан фойдаланиш маи;- 
садга мувофи^дир. Бизни мисолда бу тацрибий формуладан фойда- 
ланнш учун аввало цуйидаги мицдорни ^исоблаймиз:

Г =  k ~ nP  8 5 —  100 0 ,8  __ 8 5  —  8 0  ____ 5____ , ^

~~ V ñ p q ~  V  100 0 ,8 - 0 ,2  “  / Т б  ”  4  ”  ’

Муавр —  Лапласнинг локал теоремасига асосан

Р ш т  «  1 ■ <Р( 1,25) =  —  Ф (1,25).
Y 1 0 0 -0 ,8  0 ,2  4

Иловадаги жадвалдан ф( 1,25) » 0 , 1 8 2 6  эканлигидан, талаб Ки

лингам э^тимоллик Р 100(8 5 )«  —  - 0 ,1826  =  0 ,0456  булади.
4

Мазкур бобнинг 7 -§  да ti та эркли тажрибада А ^одисанинг 
нами билан k i  марта ва купи билан k2 марта руй бериш ^одисаси 
{ k i  <  <  k%} нинг э^тимоли булишини курган эдик.



Р „ ( * , < ( * <  *2 1 =  2  Р »
m= k i

Муавр —  Лапласнинг интеграл теоремаси п етарлича катта бул- 
ганда Рп { k 1 <  ц ^  ¿ 2 ) эхтимолни тацрибий ифодаловчи формулани 
беради.

2 3 . 8 - т е о р е м а .  Бернулли схемасида локал теорема шартлари 
э^тимол учун ушбу

6,—пр X*

1 л  Упр(\-—р) 2 /ОО ООЪ
е dx  (23.22)

Ьх — пр
V n p ( l  — p)

такрибий формула уринли булади, бу ерда 0 < р <  1.
Ушбу

х _1*
®  ( x ) = y = j V ’ d* (23.23)

О
Лаплас функцияси тоц функция булиб, х  нинг турли ^ийматларига 
интегралнинг мос цийматлари жадвали тузилган (И лова, 2-ж адвал). 

И с б о т .  ^ацицатан хам, аииц интегралнинг хоесасига кура

'  Рп ( А, <  ti <  к, ) » J  е - " 12 61 +  f  е - “ /2 dt +  j  е - ‘,/2 dt =
х ' х'  О

Xй X ’

булади. Бу ерда

X' =  _  ьг — пр
\Спр{\— р)' \гпр (\ — р)

(23.23) ни хисобга олсак,
х"

у =  J  е~‘*12 dt =  Ф (jcv) —  Ф  (* ')  (23.24)
х ’

эканлиги келиб чицади.
Иловадэги 2-жадвалда Ф(х) Лаплас функциясининг цийматлари 

0 < х < 5  учун берилган булса, Ф(х) нинг цийматини та^рибан 0 ,5  
деб олиш мумкин.

М и с о л .  Таваккалига олинган пилланинг яро^сиз чициш э^тимо- 
ли 0 ,2  га теиг. Тасодифан олинган 400 та пилладан 7 0  тадан 130 
тагача яроцсиз булиш э.\тимоли топилсин.

Е  ч и ш. Шартга кура п =  4 0 0 , ^  =* 70 , k2 — 130, р  =  0 ,2 , q  =  
=  1 — р  =  0 ,8  булади. Равшанки,



4 У п р {1 -р )  У 4 0 0 - 0 ,2 ( 1 - 0 ,2 X 1 - 0 ,2 )
=  —  1,25; х" =  6 ,25 .

8

Юцорида келтирилган (23.24) формулага мувофи^ изланаетган э^ - 
тимол тахминан

Р п { А ,:<  И <  к2 ) = Рт  { 70  <  |4 <  130 | *  Ф (6 ,25) - Ф  ( -  1,25)

булади. Жадвалдан д а д а  Ф (х ) нинг то^ функциялигини эътиборга 
олиб цуйидагиларни топамиз:

Фараз ^илайлик, п та эркли тажрибада А хрдиса ц марта руй 
берсин. Х аР бир тажрибада А ^одисанинг руй бериш э^тимоли

р (0< С р < 1) б^лсин. Маълумки, —  миедор А вдисанинг иисбий час-
п

тотаси булади.
Ю^орида келтирилган Муавр— Лапласнинг интеграл теоремасидан 

фойдаланиб, нисбий частота —  нинг узгармас э.^тимол р  дан четла- 

ниш эхтимолини топиш мумкин:

■У’в >  0  олинганда ^ам ушбу ——  р  <  е тенгсизлик орцали
I п I

ифодаланадиган ^одисанинг э^тимоли учун

Ф (  —  1 ,25)]=  — 0,39435 , Ф  (6 ,25) =  0 ,5  

(2- иловага царалсин), у ^олда

Лоо { 70 <  |1 ^  130}  »  0 ,5  —  (■—  0,39435) =  0 ,89435  

булади. Д ем ак, изланаётган э^тимоллик

Р лоо{ 7 0  <  1301 да 0 ,89435 .

тацрибий формула уринли б^лишини курсатамиз. 
Равшанки,

Демак,

> пр{ 1 — р)
И —  пР



л /  п ~ У - пР
[  еУ р(1 — р) ^  ~[/пр{\ —  р ) ^  е

Бу ^олда (23.25) муносабатдан

булиши келиб чицади. Бу формуладан е, п  ва э^тимол цийматлари- 
ни топиш мумкин.

М и с о л .  А— тангани ташлаш тажрибасида танганинг гербли "гомо
ни билан тушиш ходисаси булсин. Тангани 400  марта ташланганда

А ^одиса нисбий частотаси —  нинг 0 ,5  э^тимолдан абсолют ций-
400

мат буйича четланиши 0,08 дан кичик булиш э^тимолини топинг.
Е ч и ш .  Шартга кура /1 =  400, р  =  0 ,5 , в =  0 ,08 . У  ^олда 

(23.26) формулага асосан:

Табнатдаги ^одисаларни кузатиш жараёнида (ёки тажриба нати- 
жаларини кузатишда) турли характердаги микдорларга дуч кела- 
мнз. Масалан, битта гуза тупидаги кусаклар сони, мулжалга цараб 
отилган уцнннг мулжалланган нуцтадан узоцлашиш мицдори ва .^.к. 
Шунга ухшаш мицдорларни ж уда куплаб келтириш мумкин.

Масалан, Самарканд ша^рида 1995 йилнинг май ойида тугилади- 
ган урил болалар сонини аввалдан айтиб булмайди, бу сон турли 
тасодифий холатларга борлиц булиб, у аввалдан аниц айтиб булмай- 
диган маълум бир кийматлардан бирини ^абул цилади.

Демак, шундай мицдорлар булар эканки, уларнинг ^ийматлари 
турли тасодифий ^олатлар тэъсирида булиб, уларни аввалдан кандай 
цийматга тенг булишини аниц айтиб булмас экан.

^  { 14  -  ° ’5 1 <  ° '8 Ь 2Ф ( °  '08 ■ = 2Ф (3-2)-
Жадвалдан Ф  (3,2) =  0,49931 ни олсак,Ф  (3,2) =  0,49931 ни олсак,

Р 0 ,9 9 8 6 2

булади.
X X I V  Б О Б .  ТАСОДИФИЙ М Ш Д О Р Л А Р

1 - § .  Тасодифий мицдорлар турлари



Берилган шарт-шароитларда тасодифий ^олатга боглнц равишда 
у  ёки бу сон цийматлардан бнрини цабул циладиган узгарувчи м вд о р  
тасодифий м щ дор  дейилади.

Одатда тасодифий ми^дорлар 5 (еки я) (ёки X, V, г ,  . . . )  ^арфи 
билан белгиланади.

М и с о л л а р .  1. #иин соэдасшш ташлаш тажрибасиии ^арайлик. 
Бу  тажриба натижасида со^цанинг 1, 2, 3 , 4 , 5 , б ра^амли (очко- 
ли) томонлари тушиши мумкин. Бунда чи^адиган ёцлар (очколар) 
сонини аввалдан айтиб булмайди. Демак, очколар сони тасодифий 
микдорлар булади. Уни £ билан белгилайлик. Бу £ тасодифий ми^- 
дорнинг мумкин булган цийматлзри 1, 2, 3 , 4, 5 ва 6  сонлари бу
лади.

2 . Т^пдан отилган снаряднинг учиб утган масофасини царайлик. 
Б у  масофа бир ^анча ^олатларга: нишонга олувчи асбобнинг урнати- 
лишига, шунингдек, аввалдан тула-тукис хиеобга олиб б^лмайдиган 
бир канча бо!щ а сабабларга (шамолнинг кучи ва йуналиши, ^арорат 
ва бошцаларга) богли^ булади. Шу сабабли хам бу масофанн аввал
дан айтиб булмайди, у  тасодифий ми^дор булади.

Бу | тасодифий ми^дорнинг мумкии булган цийматлари чекснз 
булиб, улар бирор (а; Ь) оралиеда жойлашган булади ( 1 4 3 - чизма).

Чекли ёки сано^ли сондаги цийматларни ^абул ь^иладиган тасо
дифий ми^дор дискрет  тасодифий мицдор дейилади.

Масалан, юкорида келтирилган мисолл&рнинг бирннчисидаги та
содифий мицдор дискрет тасодифий микдор булади.

Демак, дискрет тасодифий мицдорнинг ^абул ^илнши мумкин 
булган ^ийматлар сони чекли ёки сано^ли булади. Одатда тасоди- 
фий ми^дорнинг ь^абул ^иладиган ^ийматлари бундай белгиланади:

* 2, (ёки Х :х 1, х2.............. * п).

Бирор орали^даги барча цийматларни ь^абул ^илиши мумкин бул
ган микдор узлуксиз тасодифий микдор дейилади. Масалан ю^ори- 
да келтирилган мисоллардан иккинчисидаги тасодифий микдор 
узлуксиз тасодифий мицдор булади. (Узлуксиз тасодифий мицдорлар- 
нинг ани^ таърифини кейинро^ келтирамиз.)

2- §. Тасодифий мицдор э^тимолларининг тацсимот цонуни

Юкорида курдикки, тасодифий ми^дорни урганиш учун аввало 
бу микдорнинг и;абул цилиши мумкин булган цийматларини бнлиш 
лозим. Биро^ бу кийматларнигина билиш тасодифий ми^дорни тула 
тавсифлаб бермайди. Ь^уйида тасодифий ми^дорни тула тавсифлайди- 
ган тушунча билан танишамиз.

1. Дискрет тасодифий мицдор э^тимолларининг та^симот цонуни.
I  дискрет тасодифий микдор булиб, унинг кабул ^илиши мумкин 

булган цийматлари х2, . . .  , хп булсин.
Агар £ тасодифий микдорнинг кабул цилиши мумкин булган 

цийматларининг э.^тимоллари маълум булса, 5 дискрет тасодифий 
микдорнинг таг\симоти берилган дейилади.



Айтайлик, | дискрет тасодифий ми^дор лгр х2, . . . , хп ^иймат- 
ларнй мос равишда р х, р2, . . . , рп э^тимоллар билан ^абул цилсин:

Р(| =  Х|) =  р 1У Р{1 =  х2) =  р2, . . . , Р{1  =  хп) =  рп.

Бу маълумотлардан фойдаланиб цуйидаги жадвални тузамиз:

5 *1 *2 . . . Х П
.5 

1
«Гг

* II £ />1 Р 2 Рп

(24.1)

Бу жадвалнинг биринчи сэтрида £ тасодифий ми^дорнинг кабул 
цилиши мумкин булган цийматлари, иккинчи сатрида эса уларга мос 
э^тимоллари ёзилган.

Равшанки:
( £  =  * , )■ ( Е = * а ), . . .  , =

ходисалар бир-бирига богли^ булмаган ^одисалар булиб, тасодифий 
мицдор, албатта битта к^ийматни цабул цилиши керак булгани учун

1 1 =  ) и { £ * = * 2! 11 . . .  и { £  =  * „ )

булади (и  —  му^аррар ^одиса).
1\ушиш теоремасидан фойдаланиб топамиз:

Р|Е =  * , ) + Р ( Е - ^ | +  . . .  +/>{ ?  =  * . } - / • ( ( / ) .
п

Натижада р х +  р2 +  . . • +  рп =  1, яъни V  р к =  1 тенгликка ке-
/2 = 1

ламиз. Бу эса £ тасодифий миедорнинг ^абул к;илиши мумкин бол
тан барча цийматлари э.\тимолларининг йириндиси 1 га тенг булиши- 
ни билдиради.

Дискрет тасодифий мн^дор учун киритилган ю^оридаги (24.1)  
жадвал тасодифий ми^дорни тула тавсифлаб беради. Шунинг учун 
з а̂м (24.1) жадвал £ дискрет тасодифий м щ дор  э^тимолларининг 
тщсимот крнуни деб аталади.

Дискрет тасодифий мвдорнинг баъзи му^им тацсимот цонунла- 
рини келтирамиз.

п та ^заро эркин тажриба утказилган булиб, ^ар бир тажрибада А 
^одисанинг руй бериш э^тимоли узгармас р  га тенг булсин. Бундай 
тажрибада А ^одисанинг £  марта руй бериш э^тимоли Рп (£) =

=  Скп р\ \ — р)п~к га тенг эди: Бу д а д а  дискрет тасодифий ми^дор 
I  нинг цабул цилиши мумкин булган ^ийматлари £: 0 , 1, 2 , . . .  , 
п  булади: Равшанки, тасодифий ми^дор бу цийматларни мос равишда 
ушбу



P¿k) =  Р Л  =  Щ =  С ' p‘ (l -  p f \  A =  o ,n
n

э^тимоллар билан кабул к,илади ^амда ^ Рп (к) =  (р + ? ) ” — 1-
f t= 0

Натижада ушбу

(l) =  Ä 0 i 2 k n

¡a  «i»=  Pn ( l  = k) \<l & c'np(l-p)n- 1сУ 0 - р)п~2 ... , У о - Р ) - | ... р"

жадвалга эга буламиз. Одатда бу жадвал биномиал тацсимот деб 
аталади.

М и с о л .  Экилган ^ар бир чигитнинг униб чи^иш э^тимоли 0 ,8  
га  тенг бÿлca, экилган 3 та чигитдан униб чи^ан чигитлар сони* 
нинг цонуни тузилсин.

Е ч и ш .  Экилган ^ар бир чигит униб чик;иши ^ам, униб чицмас- 
лиги ^ам мумкин. Экилган 3 та чигитдан униб чицишлар сони та- 
содифий мицдор бÿлиб, у 0, 1, 2 , 3 цийматларни цабул цилиши 
мумкин. Бу цийматларни цабул цилиш э^тимоли Бернулли форму- 
ласи ёрдамида тспилади:

Р3 (g =  о) =  Cgp° (1 -  />)3 =  (0,8)° -(0,2)3 =  0 ,008 ,

Р3 ( i  =  I) =  Cl р (1 -  p f  =  3 • (0,8) ■ (0,2)2 =  0,096 ,

Р3 (Ê -  2) =  Щ рг (1 - р )  -  3 -(0 ,8 )2-(0,2) =  0 ,384 ,

Р3 (È “  3) =  C¡ р3 (1 -/>)■> =  (0 ,8)3 -(0,2)° =  0,512.

Д ем ак, экилган 3 та чигитдан униб чицишлар сопи i  тасодифий 
микдорнииг та^симот ^онуни цуйидагича б^ ади :

1 0 1 2 3

Р 0 ,0 0 8 0 , 0 9 6 0 ,3 8 4 0 ,5 1 2

Равшанки, бу э^тимоллар йигиндиси:

0 ,0 0 8  +  0 ,096  +  0 ,384  +  0 , 512 =  1.

2 4 .1 -эсл а т м а . ^  тасодифий мицдор 0 , 1, 2 , 3, . . . кийматларни 
ушбу

л * в- *
р  =  (k =  0, 1, 2, . . .)

я!

э^тимоллар билан цабул ^илсин.
Натижада цуйидаги та^симот жадвали .\осил булади.



5 1 0
1 2 .  .  .

Р ( 1  =  Ь) е~>- Х е - ь
—  е * 
2!

.  .  .

Бу жадвал Пуассон тацсимоти деб аталади. Бу  ерда

оо со •» \ СР л и

!й=0 к--=0 6=0 
=  е~}' ■ е?' — е° — 1; 

чунки цаторлар назариясидан:

эканлиги маълум.

е
___ А!

О

3 - § .  У злуксиз тасодифий микдорлар.

Та^сим от функцияси.

Биз ю^орида дискрег тасодифий мицдор ва унинг та^симот ^о- 
нунини ургандик. Агар тасодифий мицдор узлуксиз булса, бу  тасо
дифий мицдорнинг цабул цилиши мумкии булган цийматлари бирор 
(а, Ь) орали^ии ташкил эгади. Бинобарин бу долда тасодифий миц- 
дориинг та^симот цонунини юцоридаги ухшаш жадвал шаклида ёзиб 
булмайди.

Фараз цилайлик, I  ихтиёрий тасодифий микдор, х  эса бирор ^а- 
циций сон булсин. К,аралаётган тасодифий микдор учун ушбу { £ < * }  
Ходисани царайлик. Бу тяжриба натижасида руй берган мицдорнинг 
х  сондан кичик булиш х<>Дисасини билдиради. Энди шу х°Дисанинг 
э^тимоли

Р { 1 < х \
ни царайлик. Равшанки, бу э^тимол олинган х  хаКи^ий сонга бор- 
лиц, яъни х  нинг функцияси булади. Одатда Р  { £ < * }  э^тимолби- 
лан аницланган функция £ тасодифий микдорнинг так^симот функ
цияси деб аталади ва Р  (х) каби белгиланади:

/=-(х) =  Р { £ < х } .  (24 .2 )

М и с о л .  Ушбу жадвал билан берилган £ дискрет тасодифий миц- 
дор тацсимот цонунининг та^симот функцияси топилсин:

1 —  1 

0 ,2

0 2 2 , 5

Р { 1 < х } 0 , 3 0 , 4 0 , 1



Ж адвалдан куринадики, 1 тасодифий ми^дорнинг цабул цилиши 
мумкин булган ^ийматлари — 1, 0 , 2, 2 ,5  булади. Бу сонларни сон 
у^ида ясаймиз.

—  1, О I 2; 2,5

Айтайлик, х  <  —  1 булсин. Унда { I  <  х) ^одисаси мумкин булма* 
ган ходиса булади. ( I  <  х } =  V. Чунки бу ^олда тасодифий ми^- 
дорнинг £ < х  тенгсизликни ^аноатлантирувчи битта ^ам циймати 
йу^. Демак,

Р(х) =  р  { Е < * }  =  Р (Ю  =  о
булади. Энди — 1 <  х  <  0  булсин. Б у  ^олда {£ <  х) ^одисаси { £ < х } =  
=  {| — —  1} булади. Бундан зса

/Чх) =  Я { | < х }  =  Я { | = - 1 }  =  0,2

келиб чицади.
Энди 0 < х < 2  булсин.
Бу ^олда <  х) з^одисаси

{ ! < * }  =  { ? =  1} и { I  — 0}

булиб,

^ (х) =  Р (| < х) -  Я й * - 1 }  +  Р 11 =  0} =
=  0 ,2  4 - 0 , 3  =  0 ,5

булади.
Фараз цилайлик, 2 <  х  <  2 ,5  булсин. Бу холда хрдиса

« < л }  =  й - 1) и й  =  0 } и к  =  2}
булиб,

Р  (X) =  р  { £ < * }  =  р  =  - 1 )  + я  =  0 } +

+  р  { I  =  2 }  =  0 ,2  +  0,3 4- 0 ,4  =  0 ,9

булади.
В а , ни^оят, х > 2 , 5  булганда { 1 < х }  ^одисаси му^аррар з^одиса 

булиб,

Р ( * )  =  Р { £ < х }  =  Р{(/{ =  1
булади.

Шундай цилиб, ^аралаётган тасодифий мицдорнинг та^симот функ- 
цияси

Р( х)  =

0, агар я  <  —  1 булса,
0 ,2  агар — 1 < х < 0  булса,
0 , 5 ,  агар 0 < х < 2  булса,
0 .9 , агар 2 < х < 2 , 5  булса,
1, агар л: > 2 , 5  булса

булади. Унинг графиги 144-чизмада тасвирланган. 
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Ушбу параграфда тасодифий мицдор тацсимот функциясининг хос- 
саларини келтирамиз.

Фараз ^илайлик, £ — тасодифий мицдор берилган булиб, F  (х) эса 
унинг та^симот фуикцияси булсин.

Г .  Тщсимот функцияси F  (л) учун ушбу муносабат  дринли 
б$лади:

О <  F  (х) <  1. (24.3)

Бу хосса тацсимот функцияси таърифидан ^амда а д и с а  э^ти- 
молининг 0  билан 1 орасида булишидан бевосита келиб чи^ади:

F  {х) =  Р { 1 < х }  0 < F  ( ^  j  
0 < Р { Е < х } < 1  { ) ^  '

2°. Тсщсимот функцияси F  (х) усувчи функция булади.
И с б о т .  Ихтиёрий иккита хх ва х8 сонни олайлик. Бу сонлар 

учун xL <  х% булсин:
Равшанки, {£  <  х2}  ^одисаси {| <  * , }  ва <  1 <  х2} ^одисалар 

йигиндисига тенг:

{ I < х2) ^  {£ < xj} U {jci <  5 <  х2).
K jiim rn теоремасига асосан

Р  <  хг) =  Р  {g  <  х ,}  +  Р  { * !  <  g <  х2} . (24.4)
Маълумки, Р { К  х2} =  F  (х2), Р  { I  <  Xj} =  F  (хг). ;Унда (24.4) 

муносабатдан

F  (ха) =  F  (Xi) +  Р {xL <  | <  х2}  (24.5)

булиши келиб чицади.
Агар Р  | х , < £ < х 2) > 0  эканлигини эътиборга о л сак, унда сунг- 

ги тенгликдан F  (х )̂ >  F  (хх) булишини топамиз. Д ем ак,

V 1 %i> ^2» Xi<dx%=&'F (Xj) ]^ F  (х2).

Б у  эса тацсимот функция F  (х) нинг усувчи эканини билдиради.
2 4 . 1 - н а т и ж а .  Тасодифий мшфорнинг [хх; х2) оралищ а тушши 

эутимоли
Р {xt ^  I  <  ха} =  F  (х2) —  F  (Xj)

булади.
Бу тенглик ю^оридаги (2 4 .5 ) муносабатдан келиб чи^ади. Tarç- 

симот функциясининг навбатдаги хоссаларини исботсиз келтирамиз. 
3°. Агар F  (х) таксимот функцияси булса, у  %олда

lim F  (х) =  1, lim F  (х) =  0
X—»-(-oe Х -*— а>

булади.
4°. Агар хх нуцта £ тасодифий мицдорнинг тацсимот функ

цияси F  (х) нинг узлуксизлик нуцтаси брлса, у  %олда

Р  I S - * } * о



Р  К  <  I  <  Хг) =  Р  {хх <  1 <  хг), 
р  {^ 1  <  I  <  Х2) -= Р (х2) —  Р  (х,) (24 .6)

б$лади.
Энди узлуксиз тасодифий ми^дорнинг та^симот функцияси билан 

борлиц булган э^тимол зичлиги тушунчасиии келтирамиз.
Агар £ тасодифий мицдорнинг тацсимот функцияси Р (.х) диффе- 

ренциалланувчи функция булса, унинг ^осиласи тасодифий мицдор- 
нинг э^тимол зичлиги (дифференциал функцияси) деб аталади ва 
р  (я) каби белгиланади:

р ( х ) ^ Г ( х ) .  (24 .7)

Энди р  (х) нинг хоссаларини келтирамиз:
1 У  х учун р  (х) >  0 б р и б ,

л*р  {*1 <  £ <  х2}  =  | р  (х) йх
Х\

булади.
И с б о т .  Таърифга кура

р (х) =  /г' (х)

булади. Р  (х) тацсимог функцияси усувчи функция булганлиги са- 
бабли

Г  ( х ) > 0

булади. Д емак, р  (х) >  0.
Юцоридаги (24.6) хамда Н ью тон—Лейбниц формуласидан фойда- 

ланиб топамиз:

Р  { * !  <  I  <  х2\ =  F  (Xj) —  F  (х ,) ; F  (х2) —  F  f o )  =  j  F' (х) dx

=*- Р  {x j <  £ <  х2) =  j  F ' (х) dx  =ф- Р {Xi <  I  <  х2) =  J  р  (х) dx.
X t X t

2°. Агар p  (x) тасодифий мицдорнинг эхтимол зичлиги булса , 
у %олда

+ 0 0

j  p(x)dx  =  1 
“"00

б$лади.
И с б о т .  Хосмас интеграл таърифига к^ра

Í

CC и

р  (х) dx =  lim  \ р  (х) dx (24.8)
«-►-I-оО J 

—1« V



и
J  р[х)  dx — F  (и) —  F  (и)
V

^амда lim  F  ( « ) = ! ,  lim F  (у) =  0  булишини эътиборга олсак» 
«-*■+«

унда (24.8) муносабатдан
+QO «
I р (х) dx =  Um \ р  (х) dx =  lim  [F  (u) — F  (о)] =s 
J  « -► + «  J  ы - И *  oo
—  0» P->—  os "  v—t —  oo

— lim  F (u) —  lim  F  (ü) =  1 —  0 — 1
И-v+oo 00

булиши келиб чицади. Демак,

j  p { x ) d x = * \ .
—  OB

3°. Агар тасодифий мщдорнинг тацсимот функцияси F  (%), 
эхтимол зичлиги sea р  (х) бдлса , у  %олда

F  W  =  ]  р (t) dt

булади.
И с б о т .  Хосмас интеграл таърифига кура

X X
| р (t) dt =■■ Iim  j  p  (¿) dt 

булади. Юцорида исбот этилган 1°- хоссадан фойдаланиб,

| Р W dt =  F ( x ) - F ( o )
V

булишини топамиз. Демак,
X X
f  р (t) dt =  lim f  p  (it) dt =  Iim  [F  (x) —  F  (u)J =
J o—*—go J 00—to f

=  F  (x) —  lim  F  (t>).
v --------►— CO

Агар lim F  (t>) =  0  булишини эътиборга олсак, у >;олда
Vi

|  p ( t ) d t ~ F ( X) (2 4 .9 )
—  0 9

га  эга буламиз. Бу  эса 3° хоссани исботлайди. Бу хосса тасодифий 
мицдор тацсимот функцияси билан унинг э^тимол зичлиги ораси- 
даги богланишни ифодалайди.



М и с о л .  Тасодифий микдорнинг э^тимол зичлиги

р  ( х )  =  — 1---------
я (1+ж*)

булса, шу тасодифий микдорнинг тацсимот функцияси топилсин.
Е ч и ш .  Ю^орида келтирилган (24.9) формуладан фойдаланиб то- 

памиз:

Н , )  =  |  =  1  - ± - *  =  ± 0 * 0
— Ф  "  о»

— — а г с ^ х ------- ( ------- )  =  — а п ^ х  +  — .
я  л \ 2/ я  * 2

Д емак, Р  (х) =  ~  +  aгctgx.

5 - § .  Текис тацсимот

Бирор £ тасодифий ми^дор берилган булсин. Агар бу тасодифий 
микдорнинг р  (х) э\гимол зичлиги бирор оралицда узгармас функ
ция булиб, оралицдан ташцарида эса нолга тенг булса, у ^олда та
содифий мицдор шу оралицда текис тщсимланган, деб аталади.

Демак, I  тасодифий ми^дор текис та^симланган булса, унинг 
эхтимол зичлиги

1 , агар а < х < 6  булса,
Р (*) = Ь — а

О, аг<?р х <  а ва х ]> Ь булса,

булади (145- чизма).
Здоицатан ^ам,

+  Ю о  Ь  +  0 9  в

| р [х) йх =  | Р (х) йх +  | р (х) йх +  | р (х) йх — | 0 йх +

4- Г — — й х +  Г О йх  =  ——  -х I =  — —  [Ь — а) = 1
J  6 — а  J  ¿ — а  |а ¿ — а
а £

булиб, ундан юцоридаги 2°- хоссанинг уришш булиши келибчицади. 
А гар а < х < 6  булса, у  х°лда

х  а х

Г  (*) — | Р (*) Лх =  |* р (х) ¿х +  | р  (х) йх =
—во —«о а

а  х

=  Г 0 ■ йх +  Г — йх =  — — (X — а)
J  ,) Ь — а  Ь — а
—во а



х  а

Агар х  >  Ъ булса, у ^олда (х) =  | р (х) й х =  | р  (х) йх +
“ во *~е©

Ь х а  Ь х

-Ь ^  р (х) йх -Ь J  р  (х) йх =  ^  О-йх +  J  йх +  J  О й х  ==

а Ь —до о Ь

=  ^ _ . ( 6 _ а ) =  1 
Ь — а

булади.
Шуидай ^илиб, ю^оридаги текис та^симланган [тасодифий ми^- 

дорнинг тацсимот функцияси

0, агар х  <  а  булса,

Р  (х) —- 1 - — - ,  агар а  <  х  <  Ь булса,
Ь — а

1, агар х  >  Ь булса 
булади. Уиинг графиги 146-чизмада тасвирланган.

6 -§ . Нормал та^симот

Агар £ узлуксиз тасодифий микдорнинг э^тимол зичлиги р (х )
ушбу

( х - а ) 1

р(х)  =  — Х— е  2° (24 .10 )
о у 2 п

куринишда булса (бунда а ва а  узгармас сонлар, а > 0 ) ,  у  ^олда 
тасодифий ми^дор нормал тсщсимланган деб аталади.

Одатда ^уйидаги
X*

Ф (*) = — ^  е  2 (24.11)
У'2  я

белгилаш киритилади. Бу белгилаш ёрдамида тасодифий миадорнинг 
э^тимол зичлиги ушбу

р (х) = 7  ф ( V )
куринишда езилади.

(24.11) формулада келтирилган ф (х) функниянинг цийматлари ж ад- 
валлари тузилган (китоб охиридаги иловага ^аралсин). Б у  функция- 
нинг графиги 147-чизмада тасвирланган.

Энди кжрридаги нормал цонун билан та^симлапган тасодифий 
мицдорнинг та^симот функциясини топамиз. Бунинг учун ^уйидаги 
белгилашни ^иламиз:

ф(х) =  | ф(0 Ш . (24 .12 )
и



Равшанки, Ф (х) функция <р (х) га борлиц булади. (24.12) муноса- 
бат билан аницланган Ф  (х) функция цуйидаги хоссаларга эга бу
лади.

1) Ф  (х) функция тоц функция булади: Ф (— х) =  —  Ф  (х).
—х

^ацицатан ^ам, таърифга кура Ф (— х) — | Ф (О <М булади. Бу
о

интегралда / = — у  алмаштириш киритамиз. Унда
—X X X
| ф ( 0 Л = [ ф  (— у) (I (—  у) =  —  | Ф (— у) йу  =  —  Ф (х)
о б  о

булади. Агар ф (—  у) — ф (у) булишини эътиборга олсак, унда

С ф (I) (Ц =  — | ф (у) (1у
о о

булишини топамиз. Н атиж ада
х

Ф (— х) =  — у ф (у) йу =  — Ф (х).
О

2. Ушбу лимит муносабаг уринли булади:

Пт Ф(х) =  ± .
*-*•+00 *•

^ацицатан э̂ ам,

Пт Ф (х) =  Пт Г Ф (0 6,1 =  Г ф (¿) =
'* '* ■ + 0 0  • * - * + «  0  0

■“ во
Юцорида айтилганлардан фойдаланиб, нормал тацсимланган та- 

содифий мицдорнинг тацсимот функциясини топамиз:
X X

^ (х) =  У Р (х) йх =  J  — ф  ̂  ̂ йх =
—ео ~~<ю

х — а х—а
а  0 и +оо

=  | Ф | Ф (*) &  +  | ф (*) (И =  ~  | ф (*) <и +
” “ 00 — 00 ® ” 0»

+  ф  / * = « \  =  ±  +  ф
о / 2  \ а

Шундай цилиб, нормал цонун буйича тацсимланган тасодифий 
мицдорнинг тацсимот функцияси

^ Х) =  1 + Ф ( 1 _ £

булади.
306



X X V  Б О Б .  ТАСОДИФИЙ МИЦДОРНИНГ СОНЛИ 
ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИ

Тасодифий микдор та^симот к,онунининг берилиши шу тасодифий- 
микдор хасида тулиц маълумот беради. Аммо баъзи ^олларда тасо
дифий мицдор тугрисида айрим, йигма маълумотларни билиш лозим 
булади. Бунда тасодифий ми^дорнинг сопли характеристикалари— 
тасодифий мицдорнинг математик кутилиши ва дисперсияси тушун- 
чалари му^им рол уйнайди. Биз цуйида шу тушунчалар билан тани- 
шамиз.

1 - § .  Тасодифий мицдорнинг м атем ати к 
кутилиши

Бирор £ дискрет тасодифий мицдор берилган булиб, у  хъ  х2, . .
хп цийматларни мое равишда р 1, р2............ . рп э^тимоллар билан ^а-
бул килсин:

2 4 . 1 - т а ъ р и ф .  Ушбу

а д  +  а д  +  ■ • ■ +  хпрп =  ' £ х крк
к=1

йиринди | дискрет тасодифий мицдорнинг математик кутилиши 
деб аталади ва М% каби белгиланади:

п
м  5 =  хгру +  х&% -Г  . . . +  хярп =  V  хкрк. ( 25 . 1)

*=1
Демак, дискрет тасодифий мицдорнинг математик кутилиши бу 

тасодифий мицдорнинг цабул цилиши мумкин булган барча циймат- 
ларини уларнинг мос э^тимолларига купайтмалари йигиндисидан ибо- 
рат.

Тасодифий мицдор математик кутилишининг маъносини англаш 
учун битта масалани цараймиз.

Фараз ^илайлик, п та тажриба утказилган булиб, бунда £ тасо
дифий мшуюр хи х2, • . хк цийматларни мос равишда тх, т2, . . . .  
тк мартадан цабул цилган булсин. Равшанки, т ,4 -/ я а+  • • • ~Ьтк= п -

К^аралаетган £ тасодифий микдор ^абул цилган ^нйматларининг 
урта арифметик циймати (уни х  билан белгилайлик)

* 1«1 +  хгт2 +  • • • +  хктк

га  тенг булади. Бу мицдории цуйидагича ёзиш мумкин:

—  ХуШу +  хгтг + .  . . 4- хктк ту , т г , ти X --- ------------------------------------- ----- -------=  Ху ------------ |- Х2 ---------Г  • . • “Г  Хк

Агар —1 ( ¿ =  1, 2, . . /г) ни {Б =  */| д а исанинг нисбий часто-



та  си эканини ^амда бу нисбий частота {£  =  х {-} ^одисасининг э^- 
тимоли pi { Р  { I  =  x j  =  /?;) дан кам фар^ ^илишини (И^ с* pj) эъти- 
борга олсак , у н д а

7  = х ,  • - f -  +  * 2 +  . . . +  х„ ^  «  х Л  +  x2w t +  . . . +  xkWk -  

=  з д  +  х2р2 +  . . .  +  xkpk =  М i

эканини топамиз. Д ем ак, х  =  М  £ .
Б у  муносабат I  тасодифий ми^дорнинг математик цутилиши шу 

тасодифий мицдор кузатилаётган ^ийматларининг урта арифметик 
^ийматига та^рибан тенг эканини курсатади (шунинг учун ^ам Af| 
ни купинча I  тасодифий ми^дориинг дртача циймати деб юритилади).

М и с о л л а р .  1. Биномиал ^онун билан та^симланган тасодифий 
ми^дорнинг математик кутилиши топилсин.

Е ч и ш .  Б у  ^олда, маълумки, £  дискрет тасодифий ми^дор 0 , 1, 
2 , . . ky . . п цийматларни м ос равишда

с у *  ( I  - р)"-\  с ;  р (1 - р ) п~\ . . . ,  с*аР* ( I - p f - k , . .
С *-1 р п -1 (1 -р )'  С«прп (1 - р ) *

э^тимоллар билан ^абул цилади.
| дискрет тасодифий мицдорнинг математик кутилиши таърифга 

бинозн

M l = 0-С»ро (1 - р )"- ” + 1 -С> (1 -р )»- ' + . . . +
+ k e y  (1 - р ) " - ‘ + . . . + п с у  (1 - р ) ’ -"  =

=  v AC> 6 ( i - p r - 4 =  2 i c ‘ p4 (1 —  р ) " - ‘  
k-=0 *= !

булади.
Энди б у  тенгликнинг уиг томонидаги йириндини ^исоблаймиз.

п п

V .  kCk Dk (1 — р)"-*= У \k — --  Pk (1 - р )"- ‘ =
п k\ (n-k)\ *  v И'

ft=i 7 ^ 7

=  У  ----------2!-------- pk (1 _ k-i )Я_*_
- ¿ J ( f t - l ) !  (n-A )l  ̂ ^ ( A - D !  ( n - * ) l  И K Юft=l

=  tip V ------^ ^ ------ / - 1 (1 —  p f - k. (25 .2 )
(A — 1)! (n — 6)!  ̂ ^  '

(2 5 .2 ) тенгликда k  —  1 ни m билан алмаштирамиз. Унда
n

(n —  1)! fe - I / 1  n\n~kV -  (n~ 1)l р ' - ' ц - р У^  (ft— 1)! (n — k)l K
k=\

йиринди ^уйидаги куринишга келади : 
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-  §  р т«-р'1"~'~т -  ¿ ¡ ^ т !  ( п - т +  1)!
т=0

=  2 С - 1 / ) т ( 1 - я ) " _1“ '" =  [ Р + ( 1 - р ) Г - 1 = Г - ' = 1  (25.3)
т=0

(25 .2) ва (25.3) муносабатлардан ^  £ С п Р * ( 1 — р )п к — п -р  булиши-
Й=1

ни топамиз. Натижада

Щ  =  &С* рк ( \ — р)п~к=  пр 
к=\

келиб чицади.
Демак, биномиал цонун билан тацсимланган \ дискрет тасодифий 

мицдорнинг математик кутилиши

М  | =  пр
га тенг булади.

2 . Пуассон цонуни буйича тацсимланган тасодифий микдорнинг 
математик кутилиши топилсин.

Е ч и ш .  Бу холда, маълумки, I  тасодифий микдор 0, 1, 2, . .
Я0 —х Я Я* -Кп, . . . кииматларни мос равишда — - е  , —  е , . . — е  , . . .  э^-
0! 1! л!

тимоллар билан цабул килади. .Математик кутилиш таърифига кура 

0 ~  +  1 ~  е~% +  2 ~  е~к +  . . . +  п ~  +  . . . 

булади. Уни цуйидагича

V  й . *  е - ь  У - ^ -  =  У  ^
А=1 ¿ - I  к-Л

ёзиб оламиз. ^аторлар назариясидан, маълумки,

2
Натижада

( к - 1)!
к-\

.
М1  =  к  <Г?- V =  Я е~к £  =  К (25.4)

/.' = 1



Энди узлуксиз тасодифий мицдорникг математик кутилиши ту- 
шунчаси билан танишамиз.

Фараз цилайлик, | узлуксиз тасодифий мицдорнинг э^тимол зич- 
лиги р  (х) булсин.

2 5 . 1 - т а ъ р и ф .  Ушбу

+  да
Щ  =  | хр  (х) ¿ с  (25.5)

“ со

ми^дор | узлуксиз тасодифий мицдорнинг математик кутилиши М  £ 
деб аталади

Демак, узлуксиз тасодифий мицдорнинг математик кутилиши мав- 
ж уд булиши учун (25.5) хосмас интеграл абсолют я^инлашувчи бу- 
лиши керак.

М и с о л л а р .  1. Текис та^симланган тасодифий ми^дорнинг ма
тематик кутилиши топилсин.

Е ч и ш .  Текис тацсимланган 1 тасодифий мицдорнинг эхтимол 
зичлиги ифодасини (5-§ га царанг) математик кутилиш ифодаси

+  Э0
М.% =  у  хр (х) йх га цуйиб, хисоблаймиз:

_  00

+_<
M l =  Г хр  (х) dx —■  ̂xp(x)dx +  j' хр (х) dx +  f xp(x)dx-

_=» Jl»  a b
а  b + ээ  £

=  J  х  • 0  • dx  +  j* xdx -b  J x ■ 0 • dx =  j  xdx =

b — a 2 |a 2(b  — a) 2

Демак, текис та^симланган 1 тасодифий миедорнинг математик
\л+ а-\- bкутилиши: /Vis =  — .

2. Нормал цонун буйича тацсимланган тасодифий мицдорнинг 
математик кутилиши топилсин.

Е ч и ш .  Нормал ^онун буйича та^симланган £ тасодифий миц- 
дорнииг эхтимол зичлиги ифодасини (6 ' § га цараиг) математик ку
тилиш ифодасига цуйсак,

+<

булади. Энди бу иитегрални ^исоблайииз. t =  - — - алмаштириш ба
ет

жарамиз.



+  У а(р {() (Л =  о | йр (¿) Ш 4* а ( ф (0 ¿й1.
+ »  + «  +«0

Демак,

М £ =  о  | /ф (¿) Ш -Ь а  ф (0  £#.

Агар

+  59

)  ^ = 7 = 1  *  , л “ 1' -,е

булишини эътиборга олсак, унда М| =  а - 0  +  а , 1 = а  булишини 
топам из.

Шундай цилиб, нормал цонун буйича тацсимланган £ тасодифий 
мщдорнинг математик кутилиши М\ =  а  булади.

Хулоса цилиб бундай айтиш мумкин: тасодифий мицдорнинг ма
тематик кутилиши шундай сонни ифодалайдики, бу сон тасодифий 
миедор цийматларининг урта арифметиги булиб, унинг атрофида та
содифий мицдорнинг ^абул килиши мумкин булган кийматлари 
жойлашган булади.

Энди тасодифий миадор математик кутилишининг хоссаларини 
келтирамиз:

1°. Агар С 1/згармас сон бдлса, МС =  С булади.
2°. £ тасодифий м щ дор, С —  {¡згармас сон бдлса, у %олда 

М  (С£) --= СМ1 булади.
3°. | ва т] тасодифий мщ дорлар берилган булсин.

Унда

5 °. Агар \ ва т\ узаро борлиц булмаган тасодифий мщдорлар  
булса, у %олда

00



М ( & . ч ) - Л & - Л 1 т ]
булади.

Энди келтирилган хоссалардан айримларининг исботини келтира- 
миз:

2°- хоссанинг исботи. £ тасодифий мицдорнинг цабул ^илади- 
ган ^ийматлари х {, х2, . • . , хп ва уларнинг э^тимоллари мос ра- 
вишда р|, р 2, . . .  у рп б^лсин. У  ^олда С% тасодифий ми^дорнинг 
цабул ^иладиган ^ийматлари С х,, Сх2, . . . , Схп ва С£ нинг мум- 
кин булган цийматларининг э^тимоллари | нинг мумкин булган те- 
гишли цийматларининг э^тимолларига тенглигини ^исобга олсак, 

нинг та^симот цонуни цуйидагича булади:

С1 Сх, Сх2 Схп

р Рг Ра Рп

Математик кутилишнинг таърифига кура

М(С1) =  Схг Р 1 +  Сх2-Р2 +  . . . + С х пРп ~  

=  С ( х ^  +  х2Р2 +  . . .  +  хпРп) =  С Щ

булади. Демак, М (С 1) =  СМ| булиб, 2°-хосса исбот булади.
3 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и .  £ ва т\ тасодифий ми^дорларнинг та^- 

симот ь^онунлари берилган булсин (соддалик учуй улар иккитадан 
цийматлар цабул цилсин):

£ *1 *г

Р Рг Рг

П У1 Уг

Ч Я1 Яг

Е +  т] тасодифий мицдорнинг цабул циладиган ^ийматларини ту- 
замиз. | нинг цабул ^иладиган цийматларини т) нинг ^абул цилади- 
ган цийматларига ^ушиб, £ +  г| тасодифий мицдорнинг цабул цила- 
диган цийматлари

хг +  Уи М + У ^  Ч +  Ух, Ч  +  Уг 
ни ^осил ^иламиз. Уларнинг э^тимоллариии мос равишда рп , р12> 
р г,, р22 каби белгиласак, математик кутилишнинг таърифига асосан

М (| -1- г|) =  {а^ -Ь  уг) р п  +  (х, +  у2) р12 +  (х2 +  уг) р21 +  (х2 -Ь г/2) р 2%
булади. Агар р п  +  р12 =■ ръ  р21 +  р22 =  р2, рп  +  р21 =  р12 +  
+  р2ч — Ц2 эканлигини ^исобга олсак,

М (£ +  Л) =  *  (рп  +  р12) +  х 2 (рп +  р п ) +  ух (рп  +  р21) +

+  Уч О 12 +  Ргг) =■• (З Д  +  Х*рг) +  {УгЯх +  &?*).
Бундан эса

М{1 +  ц) =  М1+Мт\



М ( £ — г|) =  М\— Мг\ ни худди ш у йул билан исботлаш 
мумкин.

4 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и  1° —  3°-хосссалардан келиб чицади.  
^аци^атан хам,

М (а1 +  Ь) =  М  ( 4 )  +  М (Ь) =  аМ1  +  Ь.
5 ° - х о с с а н и н г  и с б о т и н и  келтиришдэ биз ^уйидаги мулоха- 

задан фойдаланамиз: | ва г) узаро бо.-лих булмаган тасодифий ми^- 
дорларнинг купайтмаси деб, шундай £-г) тасодифий мицдорга айта- 
мизки, унинг мумкин булган хийматлари £ нинг мумкин булган хаР 
бир хнйматини г) нинг мумкин булган хаР бир цийматига купайти- 
рилганига тенг, £-г) к^пайтмаиинг мумкин булган хийматларининг 
эхтимоллари купайтувчиларнинг мумкин булган цийматларииинг эхти- 
моллари кулайтмасига тенг. У  холДа Е-т] кулайгманинг та^симот 
цонуни хуйидагича булади:

£ - л *хУх *гУх Х\У* х гУг

р Р1Я1 РгЯ 1 РхЯг РъЯг

Математик кутилишнинг таърифига кура 

М (| • л) =  З Д  ■ р &  4- х%уу ■ ргцх 4  х ху2 ■ р,£7а 4- хгу2 ■ ргцг =

=  У1Й1 ( З Д  +  -а д )  +  У2Я2 ( З Д  +  З Д )  =  
=  (хур! 4- В Д )  {У1Й1 +  УъЯ*> =  М I ■ М л .

Демак, М (| -г1) *= М\ Мц.

2 - § .  Тасодифий мицдорнинг дисперсияси

Тасодифий ми^дорнинг дисперсияси унинг цабул цилиши мум
кин булган цийматларининг уртача циймат атрофида тар^о^ланиш 
(ечилиш) даражасини характерловчи сон булади.

£ тасодифий мицдор берилган булсин.
2 5 . 3 - т а ъ р и ф .  Л1 (| — Л4|)2 миедор £ тасодифий мицдорнинг 

дисперсияси деб аталади ва каби белгиланади:

Д£ =  Л Т [ £ - М ( £ )  I2.

Юцорида келтирилган тасодифий ми^дорнинг математик кугилиши- 
нинг хоссаларидан фойдаланиб, учун бош^а ифода топамиз:

Я £  =  М II  -  М (|)]2 -  М [£2 -  2 ( 6 )  4 -  (М  (|))2] =  М (|2) -

-  2М  (£) М (|) 4 - (М£)2 -  М №  -  2 (М  (|))2 +  (М  (£))2 «  

=  М ( £ * ) - ( М ( £))*.
Демак,

¿>1=УИ£2 - ( М £ ) 2. (25 .6 )

М и с о л л а р .  1. Биномиал цонун буйича таь^симланган тасоди- 
фнй мицдорнинг дисперсияси топилсин.



Е ч и ш .  Маълумки, бу тасодифий мицдор 0 , 1, 2, . . .  , п ]\ий- 
матларни мос равишда р ° (1 — р)п~°, С \ р{\ — р)п~\ . . . , 

рп (1 —■р)п~п э^тимоллар билан цабул ^илади, унинг математик 
кутилиши М £ =  пр.

Ю^оридаги (25 .6 ) формуладан фойдаланиш ма^садида М|2 ни 
топамиз. Таърифга к^ра

* 2с ! У  О - / ’)"“ 4
А=0

булади. Бу тенгликнйнг унг томонидаги йириндини ^исоблаймиз:

м р  =  2  * * < £ Рк (1 - р ) п- к -  2  * 2 - ¡ ? т ? Ь й ;  ^  • « -* -=
*=о *=о '  ̂ ,к

"  Ап (я -  1)! ^  у - 1 . ^ - 1 -  (*-!> =
^  (А — 1)! |п— 1 — (А— I)]! 
* = |

=  n p V  ___ [(А— . ! ) +  11 (я — 1)!___  . «Ь—1 .о«_1_ tfc—1> =
¿ А  ( А - 1 ) ! [ ( п - 1 ) - ( А - 1 ) 1 !  Н 4
k= 1

=  п р  " V ------ < *  X) (Я  —  1) (Д  —  S ) !  k- 2  . п - 2 -  (ft—2)_j_

^  (А— 1)! • ((л — 2) — (A — 2)j! ^  *  
k = '2

п
+  П р \ 1----------------! -------------  .п * - 1.лП-1- (й - !)  =

^  (А— 1)! { (а — 1) — (А— 1)1! И 4
k=\
=  п ( п —  I )p *(p  +  q)n- 2 +  n p (p -{-q )n- 1 ^

== п2р 2 —  пр2 +  пр — пр (1 —  р) 4  л2р2,

(чунки (р - f  q f ~ 2 =  1, [р 4  q f - 1 =  1).
Демак,

M l2 =  пр (1 — р) 4  пгрг.
(25.6) муносабатдан фойдаланиб топамиз:

D\ =  М £2 —  (Ai|)2 =  пр (1 —  р) 4  nlp2 —  (n p f =  п р (\ — р).
Демак, биномиал ^онун билан та^симланган | тасодифий ми^дор- 

нинг дисперсияси

D l =  np{\ — р)
булади.

2 . Пуассон цонуни буйича та^симланган £ тасодифий ми^дорнииг 
дисперсияси топилсин.

Е ч и ш .  Маълумки, бундай тасодифий ми^дорнинг математик ку
тилиши



б^лади.
Демак, Пуассон цонуни буйича та^симланган | тасодифий ми^- 

дорнинг дисперсияси 0\ =  Х га тенг.
Айтайлик, | узлуксиз тасодифий миедор, р {х )  эса унинг э^ти- 

мол зичлиги булсин.
2 5 . 4 - т а ъ р и ф .  Ушбу

Куп холларда | тасодифий мицдорнинг дисперсиясини (25.8) форму
ла ёрдамида топилади.

М и с о л .  Нормал цонук буйича та^симланган | тасодифий ми^- 
дорнинг дисперсияси топилсин.

Е ч и ш .  Бу тасодифий мицдорнинг дисперсиясини (25.8) формула 
ёрдамида топамиз. Равшанки, бу з^олда

=  Я ( Х - Н )  =  Х2 Н-Х.

(25.6) формулага биноан

-  Я2 +  Я —  Я2 =  Я

(2 5 .7 )

мицдор £ тасодифий мицдорнинг дисперсияси деб аталади. 
Бу  ифодани бошцача ^ам ёзиш мумкин:

| (х —  М1)2р(х)4х  *= |  (х2 —  2хМ1 -5г{М\)г)р {х )й х  —

=  | х3 / 7 (х )^ х -2 (Ж 1 )2 4-(М & )2 =  Л х*р{х )< 1х-{М \ у.
00 о»

Демак,

(2 5 .8 )

(дг-а)»
2о*



(25.8) формулага кура
+ +ов о-д)*

D t =  \ x 2p ( x ) d x  —  (М|)2 =  — 1 =  С  xze  2а* dx — a2.
«L о у 2 л  J

г  СО г 00

Бу тенгликдаги интегрални ^исоблаш учун аввало узгарувчини куйи-

дагича алмаштирамиз: t =  Унда х =  at +  a , dx = o d t  булиб,
о

+е0 +да _<!_ +да 
f  хг е 2а' dx = 1 *  (at - f  а)2 е  2 ст di =  а  ^ (at +  а)3 е 2 dt =

_  00 —00
/I"4* _■ ^

=  а 3 j  t2 е 2 dt +  2а2а  j  ¿г 2 dt +  ста2 f  е 2 dt =
—со —00 —00

+  И - -  +00 - -  
=  а 3 Г /2е 2 dt +  2аа2 • 0  4 - а 2а  }/ 2л  =  а 3 j  /2 е  2 <& 4- а2 о  }Л ?я

(25 .9)

булади. Кейинги интегрални булаклаб интеграллаймиз:

Ч-оо - -  - -  + «  + *  - -
У ? е  2 dt =  —  te 2 | " * +  ‘f e  2 dt =  \ & i.  (2 5 .1 0 )

___СО __0О __со

Шундай цилиб, (25 .9 ) ва (25.10) муноеабатларга кура
+  и (jc—а)» __ /•

£>5 =  V —  Г х2 г  20* rfx —  а2 — 1= (о3 f  /2 е 2 Л 4 -а 2ок^2л)—  
v' ^  ¿ а  а» 2л _ JW

—  а2 =  =  — ! = ( о 3 У 2 л  У 2 п а г а) а2 ~  а 2 а2 — а2 =  а- 
а  у 2л

булади.
Демак, нормал ^онун буйича такримлаиган | тасодифий ми^дор- 

нинг дисперсияси D% = а 2 га тенг булади.
Энди тасодифий ми^дор дисперсиясининг хоссаларини келтирамиз. 
I o. Агар С узгармас сон бдлса, D(C) — 0 булади.
2°. I  тасодифий мицдор, С йзгармас сон бйлса, у холда 

D  (С|) =  C2D (£) булади.
3°. Агар \ ва у\ узаро боглщ  булмаган тасодифий мшфорлар 

бдлса, у  хрлда
D {% ±  r\) =  DI +  Dr\

бдлади.
4°. Агар а  ва Ъ узгарм ас сонлар булса, у  \олда 

D (a l +  b) =  a2D l



3 - § .  Э^тимоллар назариясининг лимит теоремалари

Биз эдтимоллар назариясининг асосий тушунчаси —  тасодифий 
микдор билан танишдик. М аълумки, тасодифий мицдорнинг ц абул 
^иладиган цийматини аввалдан айтиб булмайди. Чунки бу ^инматни 
к;абул ^илиш олдиндан айтиб булмайдиган турли тасодифий з^олат- 
ларга борлик,. Айни пайтда етарлича куп  тасодифий мицдорлар 
йириндиси тасодифийлик хусусиятини йуцотиб, у  маълум дараж ада 
узгармас булиш ^олатига ута боради. {^уйида ш у ^олатни ургана- 
миз. Бунда тасодифий мицдорнинг математик кутилиши ва диспер- 
сияси му^им роль уйнайди.

Ч е б и ш е в  т е н г с и з л и г и .  М аълум ки, тасодифий мш ую риинг 
математик кутилиши ^згармас сон булади. Тасодифий мицдорнинг ц э- 
бул цилиши мумкин булган цийматларини унинг математик к у ти л и 
ши атрофида булиши дарэжасини цуйидаги теорема курсатади.

Т е о р е м а .  Чекли дисперсияга эга булган ихтиёрий тасодифий 
микдор ва ихтиёрий мусбат е  сон учун ушбу тенгсизлик Гринли 
булади-.

И с б о т .  Б у  теоремани £ —  у злу кси з тасодифий микдор булган  
з^ол учун исботлаймиз. Айтайлик, £ узлукси з тасодифий м и кдор, 
р(х) эса унинг э^тимол зичлиги булсин.

Равш анки, { | £ —  М\ I >  е} и {  | £  —  М £ | <  е } му^аррар ^ оди са 
булади. Д ем ак ,

Я { 1 £ - М £ | > е}  +  Р { | £ ~ М £ | < е }  =  1

булади. Бундан

Р  { | £ —  ЛГ£ | > е }  =  1 —  Я { | £  —  М £  | <  е> ( 2 5 . 1 1 )

булиши келиб чицади. Агар
+  09

1 =  | р (х )й х
_  00

ва

Я  { 1 £ — М£ | < е }  =  Р {  —  е < £  — М£ <  е} =
М1+е

■■= Р { М £  — г <  £ <  +  е }  =  Г р(х)йх
Щ -е

булишини эътиборга олсак, у  з^олда ( 25 . 11)  тенглик уш бу куриниш - 
га^келади:

Р { | £  — М £ | > е }  =   ̂ р{х)с1х— р(х)йх.
—® М5-е



Равшанки;
М|—е М|+е „

Р {| Е  —  М Ц > е } =  £  р(х)йх-\- у р{х)йх  +  Г р{х)ёх  —
лп-е ;и!+5

М|+е М %—е 4 -оо

—  [ р{х)йх =  Г р{х)йх +  Г р(х)йх. (25.12)
Л1|—е — о» М |+е

М6-з
Энди |* р{х)йх  интегрални царайлик. Бунда — о о < х < Ж |  —  

булганлиги сабабли х  —  М | <  — в булиб,

> 1

булади. Натижада цуйидаги тенгсизликка келамиз:
/И|-г М | -е

|  р_(х)6х<  |  ^ ^ р ( х ) Л х .  (25.13)
со _ о о

Худди шунга ухшаш,
+  0 0  I 30

^  р(х)йх<Ц  ̂ р(х)йх  ( 25.14)
Л1|+е Л1|+е

булади.
(25.12), (25.13) ва (25 .14) муносабатлардан ^амда

М ?+е

М е

булишидан фойдаланиб топамиз:

М£_6
Р { \ 1 ~ м ъ \ > е } <  |  —̂ М ^ р ( х ) а х  +

_ ое

+  1  ( ^ Т ^ ) 2 р ( х ) * <  !  [ ^ = Г ^ р { х ) Л х  +

МЪ+е - «

А1?+е + 0 5

,  ]  ^ ’ р Ш х +  }  ( ^ р м л -

М$-г  Л1£+е

— | р [х) йх ==-~ ^  (х —  ¿Щ)2р(х)йх .



/ > { | £ - М 6 | > е } < - 1  |  (к - М 1 ) ! р(х)йх
_в о

булади. Агар
+«о
| (х — М|)2 р  (х) йх =  й1

эканлигини ^исобга олсак, кейинги тенгсизликдан

(2 5 .1 5 )
8*

булиши келиб чицади. Теорема исбот ^илинди.
Тасодифий ми^дор дискрет булган ^олда хам (25.15) муноеабат- 

нинг туррилиги юцоридагидек исботланади.
Одатда (25 .15) Чебишев тенгсизлиги деб аталади.
Ч е б и ш е в  т е о р е м  а с  и. Энди Чебишев тенгсизлигидан фойда- 

ланиб, ^уйидаги теоремани исботлаймиз.
Т е о р е м а  (Чебишев теоремаси). Агар

1„ 12, . . .  (25 .16 )

узаро борлщ бдлмаган тасодифий м щ дорлар кетма- кетлиги чек- 
ли дисперсияга эга булиб, улар битта дзгарм ас сон билан чегара-  
ланган, яъни

т 2 < с , . . . ,  . . .

булса, у %олда 
V  е >  0 учун

Л И 1 т ^ * - т 1 > Ч <е>=1
А=1 Ь=1

булади.
И с б о т .  Модомики, (25.16) узаро борлик булмаган тасодифий 

ми^дорлар экан, унда дисперсиянииг хоссаларидан фойдаланиб

* =  1 Аг=1

булишини топамиз. Теореманинг шартига кура (к =  1, 2 ,
3 , . . . ) .

Демак,

*=1 1 
булади. Равшанки,



Чебишев тенгсизлигига мувофиц,

0\ —  
п

п

£
*=1

е2к— | А=1

булади. Ю^оридаги (25 .17) тенгсизликии эътиборга олсак, унда
п

\

булиб,

' { | 7 2 е. - 7 2 * '
>  е ̂

ле2
(25.19)

*= I ]
булади.

Натижада (25 .18 ), (25 .19) муносабатлардан

к=г\ к= I
< е >  1 — —  

Л8®

булиши келиб чицади. Б у  мунссабатдан эса тг-*- оо да

Игл
Л-»оо

< е  >1
¿=1 к

булишини топамиз. Биро^ ^одисанинг э.^тимоли ^ар доим бирдан 
катта була олмаслиги сабабли

А=1 А' -!
булади. Бу эса теоремани исботлайди.

Одатда э^тимоли бирга яцин булган ^одисани деярли м укдаар 
^одиса деб ^аралади. Ю^орида исбот этилган теорема п нинг етар- 
лича катта цийматларида ушбу



тенгсизликнинг бажарилиши деярли муцаррар ходисалигини курсата- 
дн. Бу .\ол цуйидаги та^рибий формулага олиб келадн:

п п

(25'20)А’--1 к-Л
Демак, Чебишев теоремзси п нинг етарлича катта цийматларида 

(25.20) тацрибий формула етарли аншушкда тенг булишини тасдиц- 
лайди, яъни урганилган тасодифий мицдорларнинг урта арифметигн 
деярли узгармас мицдорга тенг булар экан.

М а р к а з и й  л и м и т  т е о р е м а .  Фараз киланлик,

1 , Л .............. [ (2 4 .2 1 )

узаро боглик булмаган тасодифий мицдорлар кетма-кетлиги булиб, 
хар бир |й( ^ =  1, 2, 3, . . . )  тасодифий ми^дор чекли математик 
кутнлиш М%к га ва чекли дисперсия га эга булсин.

Каралаётган тасодифий микдорлар ёрдамида ушбу тасодифий миь;- 
дорларни з^осил киламиз:

= ----------4
1  0 ( £ Е * ) ‘='  V  0 ( 1 5 » )
Т к=\ г *=1

V'  й=|
Айтайлик, тасодифий микдорларнинг таксимот функцияси

Т / о ( 1 б * )  "
* к=1

булсин. Р^уйида келтириладиган теорема %к тасодифий микдорлар 
маълум шартни каноатлантирганда юкрридаги таксимот функцияси 
нормал цонун буйича тацсимланган тасодифий микдорнинг тацсимот 
функциясига интилишини курсатади. Биз бу теоремани исботсиз кел- 
тирамиз.

Т е о р е м а .  Агар узаро бор лик булмаган тасодифий микдорлар  
кетма-кетлиги  £, ,  |2, . . . , |я, . . .  учун

п

П т  —  М1к |3 =  0

к=\

б$лса, у %олда



булади.
Бу теорема Чебншев теоремасиин кенгрок тал^ин этадиган тео- 

ремаднр. Одатда уни эхтимоллар назариясининг марказий лимит 
теоремаси  деб юритилади.

X X V I б о б .  МАТЕМАТИК СТАТИСТИКА ЭЛЕМЕНТЛАРИ

Биз мазкур китобнинг X X I I I  —  XXV бобларида тасодифий .\одиса, 
тасодифнй ^одисанинг э^тимоли, тасодифий мицдорлар ва уларнинг 
сонли характеристикалари, тасодифий микдорнинг таксимот ^онуни, 
таксимот функцияси хамда э^тимол зичлиги (дифференциал функция- 
си) каби тушунч?лар билан танишдик. Бу тушунч&чар асосида ама- 
лиётда учрайдиган хаётий масалаларни ечишнн ургандик. Э.\тнмоллар 
назариясининг мухим тушунчаларидан бири тасодифий микдор ра 
уиинг таксимот функцияси тушунчаларпдир. Бизга маълумки, тасо
дифий мицдорлар узларининг таксимот функцияси билан тула аник- 
ланади. Тасодифнй ми^дорнинг таксимот фуикциясини билган >;олда 
биз у микдор билан богланган жараённи тула урганиш имкониятига 
эга буламиз. Аммо амалиётда бизни кнзиктирзётган тасодифнй мик* 
дорнинг таксимот функцияси номаълум ёки таксимот функииянинг 
куриниши маълум, унинг параметрлари номаълум булади. Бундай 
^олларда тасодифий микдорнинг таксимот фуикциясини ёки унинг 
айрим сонли характерно гик?ларини (та^рибан) бахолаш зарурияти ту
рил ад и. Бу  каби масалаларни олий математиканинг булимларндан 
бири— математик статистика фани тажриба (кузатиш) ёрдамида тахлил 
Килиш й^ли билан урганади.

Умумий цилиб айтганда, математик статистикада статистик маъ- 
лумотлар ва бу маълумотларни тахлил килиш билан илмий ва ама- 
лий хулосалар чикаришнинг математик усуллари урганилади. Шундай 
к;илиб, математик статистика куйидаги икки асосий вазифани .^ал ки- 
лади:

1. Барча статистик маълумотларни туплаш, лозим булса, гуру.\- 
лаш.

2. Тупланган маълумотларни максадга мувофнк килиб тахлил ки- 
лиш.

1 - § .  Танланма усул

Айтайлик, бирор корхона катта сонда ма^сулот ишлаб чицарган 
булиб, бу ма^сулотни сифат ёки сон белгилари буйича текширилиши 
талаб этилсин. Ишлаб чи^арилган ма^сулотнинг сони жуда куп, би* 
нобарин, уларнинг ^ар бирини айтнлган белги буйича текшириш 
^ийин булади. Бундай .^олда куйидагича иш тутилади: барча ма^су* 
лотлардан таваккал килиб маълум сондагиси олинади, уларни тек- 
шириб, корхонанииг барча ма^сулотлари туррисида хулоса чи^ари*



лади. Текширишнинг бундай усули танланма усул дейилади. 1^уйида 
бу усулни батафсилроц урганамиз.

З^рганилиши л озим булган барча объектлар туплами бош тфиам  
деб аталади.

Бош тупламдан тасодифий равишда танлаб олинган объектлар 
туплами танланма туплам ёки, кисцача, танланма деб аталади. 
Бундай тупламдаги объектлар сони шу тупламнинг .\ажми деб ата
лади. Бош тупламнинг .%ажми ТУ, танланма тупламнинг хажми л  би- 
лан белгиланади.

Масалан, корхонада ишлаб чикарнлган 10000 махсулотдан ЮОтаси 
текшириш учун олинган булса, у .\олда бош тупламнинг .\ажми 
N =  10000, танланма тупламнинг .\ажми эса л =  100 булади.

Бош тупламдан текшириш учун таваккалига битта элемент, кейнн 
иккинчи элемент ажратиб олинади ва шу жараённи давом эттириб, 
сунг ажратиб олинган элементлардан танланма тузилади.

Агар танланма элементларини бош тупламга ^айтармасдан, унинг 
элементлари бош тупламдан ажратилса, бундай танланма такрормас 
танланма деб аталади.

Агар танланманинг элементлари (бош тупламдан танланган эле- 
ментни яна) бош тупламга ^айтариш нули билан ажратилса, бундай 
танланма тпакрор танланма деб аталади.

Модомики, масала бош туплам элементларипинг сон ёки сифат 
белгиси тугрисида керакли маълумотларни билишдан иборат экан, 
ундан урганиш учун ажратилган танланма (унинг элементлари) вако- 
латли булиши лозим. Яъии танланма туплам бош тупламдан шундай 
ажратилиши лозимки, натижада ажратилган танланма туплам бош 
тупламни тулэ характерлайдиган, бош^ача айтганда бош тупламнинг 
му.^им хусусиятларини узида сацлаган булиши керак. Буни одатда 
танланманинг рспрезентативлиги дейилади.

2 -§ .  Танланманинг статистик та^симоти

Антайлик, бош туплам сифагида корхонада тайёрланган бир хил 
цилиндрик деталлар олинган булсин. Бу деталлар диаметрларининг 
узунлигини ^исоблаш талаб этилсин. Равшанки, турли инобатга олиб 
булмайдиган холатлар таъсирида деталлар диаметрларининг узунлик- 
ларини улчаш натижалари турлича булади. Бу деталлар диаметри- 
нинг узунлигини | тасодифий мицдор деб к;араш мумкин. Бунда хар 
бир деталнинг диаметри аник сон булиб, у | тасодифий миедорнинг 
аник* киймати булади.

корхонада тайёрланган барча детатлар тупламини бош туплам 
дейлик. Унинг хажми N булсин. Бош тупламдан хажми л булган 
танланма тупламни ажратаииз. Натижада танланма туплам элемент
лари цилиндрик деталларнинг диаметрларини ифодаловчи хи  х2, . . 
хп сонлар ^осил булади. Масала, шу сонлар ёрдамида юкорида ай- 
тилган | тасодифий ми^дорни (тахминан булса .\ам) тавсифлашдан, 
яъии тасодифий микдорнинг тацсимот ^онуни, та^симот функциясини 
бошка сонли характеристикаларини ба^олаш ва улар ёрдамида му- 
з̂ им амалий хулосалар чикаришдан иборат булади.



У мумий зо л д а  ^ам иш ш ун га ухшаш булади.
Ф араз ^илайлик, бош тупламни урганиш учун х^жми п га тенг 

танланма туплам  олинган булсин. Бунда а-, циймат п} марта, х2 кий- 
мат пг марта ва ^оказо, хк циймат пк марта кузатилган булсин. Рав- 
шанки, пг - г  +  . . . +  пк =  п.

О датда кузатилган х( ^ийматлар варианталар, кузатишлар сони 
лар эса  частоталар дейилади. Варианталарнинг усиб бориш тар- 

тибида ёзилган кетм а-кетлик вариацион цатор дейилади. Вариацион 
Ка тор ва  уларнинг мос частоталарини уш бу ж адвал ор^али ёзиш  цу- 
лай булади:

1 *1 хг хн

п *1 п2 Пк

М асалан, маълум бир пахта майдонидан тасодифий равишда 100 
туп руза олиниб, ш у олинган гузаларнииг лар бир тугшда очилган 
чаноклар сонини хисоблайлик. Бунда барча руза туплари сони п-= 100 
танланма хаж ми булиб, варианта ^иймати хг — 0  эса очилган чаноц- 
лар сони 0  та  булган рузани ва шундай р^залардаи 100 туп ичида 
нечта б^ лса, уларнинг сони частота булади, худди шуидай, варианта 
циймати хх — 1 очилган чанори 1 та булган рузани ва уларнинг сони 
п2 частота булади ва ^оказо.

П;
¿ ш б у  —  (/ =  1 , 2 , . . . ,  к) ми^дор нисбий частоталар деб ата- 

п
лади ва каби белгиланади:

Щ  == ^  (/ =  I, 2 , . . ., к).
п

Н ати ж ада хи л2, . . ., хк "варианталарга мос №1, №<>, . . ., нис
бий частоталарга эга буламиз.

Варианталар ва уларга м ос нисбий частоталардан тузилган

н XI х г Хк

^ 1 Г 2 ^ к

ж ад вал  статистик ёки эмпирик тацсимот (жадвал) дейилади. 
Б ун да нисбий частоталар йириндиси бирга тенг булади:

^аци^атан ^ам, нисбий часготапинг таърифидан фойдаланиб то- 
памиз:

^  + и ? 2 +  . . . =  +  + +  =
п п п

_  П|-'- п2 — . . . + Я »

п п



н 5 7 12

ч 2  | 5 3

Нисбий частоталар та^симоти (статистик та^симот) топилсин.
Е  ч и ш. Танланманинг ^ажми я  — 2 4 - 5  +  3 — 10. Х,аР бир час

тотами танланманинг ^ажмига булиб, нисбий частоталарни топамиз:

* ,  =  £  =  0 . 2 ; * ,  =  £  =  0 .5 ; * .  =  ±  =  0 ,3 .

Демак, нисбий частоталар статистик тацсимоти ^уйидагича бу'- 
лади:

Н 5 7 12

Щ 0 , 2 0 , 5 0 , 3

Виз ю^оридаги мисолда танланма .^ажми кичик булганда унинг 
статистик тацсимотини тузишни куриб чи^дик. Агар урганилаётган 
белги узлуксиз узгарувчи вариантадан иборат булса ёки дискрет бу
либ цабул ^иладиган ^ийматлари сони куп булса, бундай ^олда ста
тистик та^симотнинг интервалли (гуру.^ларга ажратилган) вариацион 
^аторини тузиш ма^садга мувофик; булади. Бош тупламнинг объек
тив статистик конуниятини очишда танланма тупламни ^ та интер
вал га (гуру^га) булишни Стерж таклиф килган ушбу формула буйи- 
ча тауш л цилиш мумкин:

к ~  1 +  3,322 ]пп, п —  танланма ^ажми.

Агар бу ерда 6 нинг циймати каср сон булса, у яхлитлаб оли- 
нади. Фойдаланишга цулай булиши учуй Стерж формуласидан тан
ланма хажмига б о и щ  равишда ани^ланувчи интерваллар сонинииг 
жадвалини келтирамиз:

Танланма хажми (п) Олинадиган интерваллар 
сони (А)

25— 4 0 5 — 6
4 0 — 60 6 — 8
60— 100 7 — 10

1 СО— 200 8 — 12
200— 10— 15

Интерваллар узунлиги (гуру^лар кенглиги) к  ни топишда

И —

форыуладан фойдаланиш мумкин, бу ерда х т2Х, х П1|п вариацион ^а- 
торнинг мос равишда энг катта ва энг кичик цийматларидир. У  ^ол-



да узунликлари к  булган интерваллар (гурухлар). кетма-кетлигини 
Куйидаги тартибда олиш мумкин:

[*т| „— 5 '- хтш +  | ]  -биринчи интервал,

[■^ш +  7 : *« !„  +  - 7  ]  -  иккинчи интервал,

[хт1п +  7 : хт 1п +  -7 -] —  учинчи интервал ва хоказо.

Албатта, интервалларни .\ар бир варианта фацат битта интервалга 
тегишли буладиган килиб олиш лозим.

М и с о л .  Пахта майдонидан тасодифий равишда олинган п =  50 
туп рузанинг >^р биридан териб олинган пахта ^осилининг огирлиги 
(грамм ^исобида) куйидагича булади:

3 8 , 0 5 1 , 5 4 8 , 3 3 3 , 2 4 0 , 2 4 9 ,2 3 4 , 6 3 2 , 0 2 7 , 5 3 0 , 0
4 1 , 3 4 3 , 2 4 2 , 0 3 0 , 3 4 8 , 0 4 3 ,0 3 6 , 6 3 9 , 6 ,?8 ,2 5 6 , 0
4 7 , 4 5 3 , 8 4 5 , 6 3 3 , 2 3 8 , 2 3 9 ,0 3 5 , 0 4 0 , 5 4 5 , 0 4 4 , 4
3 0 , 0 3 5 , 7 4 3 , 5 4 2 ,1 4 2 , 0 3 7 ,7 4 2 , 8 5 0 , 3 4 4 , 6 4 6 , 3
5 9 , 0 4 6 , 0 3 7 , 8 4 5 , 0 3 6 , 1 4 4 ,3 5 1 , 7 4 4 , 5 4 8 , 5 3 6 , 4

Ш у танланма тупламнинг статистик тацс.имоти тузилсин.
Е ч и ш .  Танланма хажми «  =  50. Стерж формуласига асосан 

интерваллар (гурухлар) сонини топамиз:

к == 1 +  3 ,3 2 2  1й50 =  I +  3 ,3221^10 +  3 ,322 \ф =  I 4 - 3 ,322  +

+  3 ,3 2 2 -0 ,6 9 9  =  6 ,6 4  (чунки 1§10 =  1, ^ 5  =  0,699).

Демак, интерваллар (гурухлар) сонини ортига билан яхлитлаб к = 7  деб 
оламиз. Танланма туплам цийматлари жадвалидан =  27 ,5  ва 
хтаК =  5 9  булганлигидан интерваллар (гурухлар) узунлиги куйида
гича булади:

.  Хт а х - Хпйп 5 9  —  27,5 3 1 ,5  . . . .п = ------------------ ----------------- = ------ =  4, /4.
к 6 ,64  6 ,64

Б у  мисолда узунлиги 'Л =  4 ,4 7  булган интерваллар куйидагича бу
лади:
1 2 6 ,5 0 —  3 1 ,2 4 ] ,  ] 3 1 ,24 —  35 ,9 8 ] ,  [ 3 5 ,9 8 — 40,72] ,  [ 4 0 , 7 2 - 4 5 , 4 6 ] ,  [ 4 5 ,4 6 — 50,201,

[5 0 ,20  —  5 4 ,9 4 ] ,  [54 ,94  —  59,681.

Энди хар бир интервалга тушувчи варианталар (сонини) частота- 
ларини топамиз. Масалан, [26 ,50  —  31,24] биринчи интервалга 3 та 
варианта тегишли, улар 27 ,5 ; 3 0 ,0 ; 30,3 булиб, иптервалнинг уртача2
^иймати 2 8 ,2 7  га тенг, нисбий частотаси — = 0 ,0 6 .  Худди шун-

50

дай, иккинчи интервал [31,24 —  35,98] га тегишли варианталар сони 
(частотаси) 6  та , яъни улар 34 ,6 ; 33,2; 32 ,0 ; 33,2; 35 ,0 ; 35 ,7 . Интер- 
валнинг уртача циймати 3 3 ,6  булиб, интервалга тушувчи варианталар

нисбий частотаси =  - — =  0,12  ва ^оказо.
50



Юцоридагн ^исоблашларга асосан танлгнма тупламнинг тузнлган 
вариацион ^атори ^уйндагича булади:

Варианта интерваллари (г) Пнтервалга тегншли варн- 
анталарсони (частотасл),

Интервал
уртаси

Ннсбий час* 
тота (№)

2 6 , 5 0 — 3 1 ,2 4 3 2 8 , 8 7 0 , 0 6
3 1 , 2 4 — 3 5 ,9 8 б 3 3 ,6 1 0 , 1 2
3 5 , 9 8 — 4 0 ,7 2 12 3 8 , 3 5 0 , 2 4
4 0 , 7 2 — 4 5 ,4 6 15 4 3 , 0 9 0 , 3 0
4 5 , 4 6 — 5 0 ,2 0 8 4 7 , 8 3 0 , 1 6
5 0 , 2 0 — 5 4 ,9 4 4 5 2 , 5 7 0 ,и 8
5 4 , 9 4 — 5 9 ,6 8 2 5 7 ,3 1 0 ,0 4

Шундай цилиб, бу жадвал бернлган 50  та маълумотнинг статис
тик таксимотн б>’лади.

3 - § .  Эмпирик тацсимот фуккцияси

Бош т^пламни урганиш максадида ундан хажми п га тенг тан* 
ланма ажратилган булиб, унинг частоталар та^симоти цуйидагича 
булсин:

н *1 хг */г

*1 Пц
(26.1)

Ихтиёрий х ха^и^ин сонни олайлик. Равшанки, (2 6 .1 )  даги >$р 
бир Х{ ( / = 1, 2 , . . ., к) варианта ё х  дан катта булади, ё х дан ки- 
чик булади, ёки шу х  га тенг булади. Олинган х  дан кичик бул- 
ган, яъни <  х тенгсизликни ^аноатлантирадиган варианталар со- 
нини п (х) билаи белгилайлик. М?салан, танланма натижаси ¡^уйида- 
гича булсин: — 2, 1, + 3 ,  5 , 7 , 7. Агар х =  3 ,5  олинган бул^а, унда 
шу х дан кичик булган варианталар 3 та (— 2 , 1, 4 - 3 )  булади. Це- 
мак, бу зфлда п (3,5) =  3.

Агар х =  0 олинган булса, унда п (0) *= 1,
агар х --  10 олинган булса, унда п ( 10) == 6 ,
агар х •-= —  3 олинган булеа, унда п (—  3) =  0  булади.
Шундай цилиб, юцорида айтилган йул билан п  (х) функциями 

^осил ^илинади.

Ушбу — 1 функция танланманинг та^симот функцияси ёки 
п

эмпирик тацсимот функцияси деб атзлади ва Рп (х) каби бзлгила- 
нади:

л .  ( * > = - —

Демак, танланманинг эмпирик тацсимот функцияси { £ < * }  >;оди- 
сасининг частотасидан иборат.

М и с о л .  Танланманинг ушбу тацсимоти буйича, унинг эмпирик 
та^симот функцияси топилсин:



Х1 2 5 7 1 8

ч 1 3 2 1 4

Е ч и ш. Танланманинг .\ажми п =■- 1 + 3  +  2 4 - 4 =  10 булади. 
Энг кичик варианта 2 га тенг. Шунинг учун х  <  2 булганда Рп (х) =  
=  0 булади. х  <  5 ^иймат, яъни х1 =  2 ^иймаг /г (5) =  1 марта ку

затилган, демак, 2 <  х <  5 булганда Рп (х) =  ~  — 0 , 1.

х  <  7  ^ийматлар, чунончи хх =  2 , х2 =  5 ^ийматлар п (7) =  I +  
+  3 = 4  марта кузатилган, демак, 5 < * < 7  булганда (л:) =

4
=  —  — 0 ,4  булади. х <  8 ^ийматлар, чунончи =  2, х% =  5 , х3 =

=  7 цийматлар гг (8) =  1 +  3 +  2  =  6 марта кузатилган, демак, 7 <
<  х <  8  булганда

Рп (•*) =  £ “  ° '6

булади.
х4 =  8  энг катта варианта булганлиги сабабли х >  8 булганда 

^п (*) =  1 булади.
Демак, изланаётган эмпирик та^симот функцияси ^улидагича бу

лади:

Рп (*)

О, агар х  <  2 булса,
0 , 1, агар 2 <  х  <  5 булса,
0 ,4 , агар 5  <  х <  7 булса,
0 ,6 , агар 7 <  х <  8 булса,

1 агар х  >  8 булса.

Унинг графиги 148-чизмада тасвирланган.
I  тасодифий мицдориинг тацсимот функцияси ^  (х) ушбу { £ < • * }  

^одисанинг э^тимоли Р  { К  билан таърифланар эди. Эмпирик 
тацсимот функция (х) эса п та бомиц б^лмагак тажрибада шу 
ходисанинг нисбий частотасини ифодалайди.

^одисанинг нисбий частотаси шу ^одисанинг э^тимолига та^ри- 
бан тенглигини эътиборга олсак, унда эмпирик таксимот функция 
Р  (х) ни Талибан ифодалашини курамиз.

4 -§ .  Полигон ва гистограмма

Статистик та^симотнинг графигини билиш унинг характерней 1 як;- 
цолро^ тасаввур этишда ^ул келади. Биз ^уйидэ таксимот графи
гини ясаш усулларидан полигон ва гистограммами ясашни келтира- 
миз.

Дажми п булган танланма статистик таксимот билан берилган 
булсин:



X *1 дг2 х/г

п П\ «2 пц

V ^ 2 V *

бу ерда х{ —  варианталар, п{ —  мос частоталар; —  мос нисбий час

тоталар, / =  ] , £ .
(х ,, пх), (х2, я#), . . пк) нуцталарни туташтирувчи сини^ чи- 

зиь; текисликда частота гар полигона деб аталади.
(х1э №,), (л:а, №2), . . (хку №л) ну^таларни туташтирувчи синиц 

чизиц нисбий частоталар полигона деб аталади.
Бу чизицларнинг графикларини ясаш учун варианталар циймат- 

лари абсциссалар уцига, частоталар цийматлари ординаталар уцига 
цуйнлади.

Статистик тацсимотнинг гистограммасини ясаш учун аввал барча 
кузатилган цийматларни узунлнги Л булган кетм а-кет цисмий интер- 
валларга (гуру.угарга) булинади ва .\ар бир интервалга тушган вари- 
анталарнинг частоталари топилади.

Асослари К узунликдаги иитерваллар, баландликлари —  нисбатга
к

тенг булган турри туртбурчаклардан иборат погонавий фигура час

тоталар гистограммаси деб ата лади. Бу ерда —  нисбат частота
Л

зичлиги дейилади.

Асослари Л узунликдаги интерваллар, баландликлари ~  нисбат-
л

га тенг булган т>три туртбурчаклардан иборат погонавий фигура яис- 
бий частоталар гистограммаси деб айтилади.

Частоталар гистограммасининг юзи ганланма ^ажми п га, нисбий 
частоталар гистограммасининг юзи эса бирга тенг булгди.

1 - м и с о л .  Танланманинг цуйнда берилган тацсимоти буйича час
тоталар полигонини ясанг:

Ч 2 3 5 6

Ч 10 15 5 20

2)
Н 12 17 2 2 16 30 34 38

Н 2 5 9 12 8 8 4

Е ч и ш .  1) абсциссалар уцида 2 , 3 , 5 , 6  сонларини, ординаталар 
Уцида эса уларга мос 10, 15, 5 , 20 сонларини белгилаймиз, яъни 
координаталари (2; 10), (3; 15), (5; 5), (6 ; 20) булган нуцталарни ясаб, 
уларни синиц чизицлар билан туташтирамиз (149-чи зм ага царанг).

2) Юцоридаги мисол каби ечилади.



2- м и с о л .  Жухорн донидан 100 дона олинди ва уларнинг хар 
бирини тортиб куриб, цуйидаги статистик тацсимот олинди:

Ж ухори орирликлари 0 , 1 - 0 , 3 0 , 3 — 0 , 5 0 , 5 — 0 , 7 0 , 7 — 0 , 9

Ж ухорилар сони 18 52 18 12

Шу та^симотнинг гистограммасини тузинг.
Е ч и ш .  Интерваллар узунлиги Л — 0, 2  га тенг булгани учун 

ту яри туртбурчак баландликларининг нисбати мос равишда цуйида- 
гича булади:

^  =  —  =  90; =  260; =  60. п 0,2 н л

Интервалларии абсциссалар у^ида, баландликларини ординаталар ^ и -  
да куйиб поронавий турри туртбурчаклар )\осил цилгмиз (150- чизмэга 
^аранг).

3 - м и с о л .  Танланмаиннг ^уйида берилган тацси.иоги бунича нис- 
бий частоталар гистограммасини ясанг. Бу ерда п *  20.

Интерваллар Частоталар
ЙИРИНДНСН

10— 15 2

15— 20 4
20— 25 8
2 5 — 30 4
30— 35 2

г

Е ч и ш .  Нисбий частоталарни топамиз:

Г ,  =  ^ -  =  0, 1;  Г 2 =  ^ -  =  0 ,2 ; =  0 ,4 ; 1Г4 =  0,2; ИГ, =  0,1.

Нисбий частоталар зичлигини топамиз:

Ь  =  ^ 1 =  0 ,02 ; ^ = 0 , 0 4 ;  ^  =  0,08;
Л 5  /I /I

— 4 -  0 ,04; — 5 «  0 ,02 .
Л А

Абсциссалар уцида берилган пиемий интервалларии белгилаймиз. Нис
бий частоталар зичликларики ординаталар у^ида белгнлаймиз ва ^ар 
бир интервал устида кесмалар утказамиз, масалан, (10,  15) интервал 
устида абсциссалар у^ига параллел вз ундан 0,02 масофада ётадиган 
кесма утказамиз ва хоказо (151- чи ш ага ^аранг).

5 - § .  Тацснмот параметрларининг статистик 
бахолари

Ю^орида айтиб утганимиздек, математик статистиканинг асосий 
масаласи бош тупламни урганиш, яъни унинг белгиси та^симог цо- 
нунини топишдир.



Айтайлик, бирор йул билан бундай та^симот цонуни топилган 
булсин (масалам, у биномиал цонуни ёки Пуассон цонуни ёки нор- 
мал î oiiyH булсин). У  ^олда унинг номаълум параметрларининр ста
тистик ба^оларини куриш масаласи юзага келади. (Масалан, нормал 
цонун булгапда а  ва о  ни, Пуассон цонуни булганда X ни аницлаш). 
Ва аксинча, параметрлар маълум булса унинг та^симот ^онунини 
ани^лаш лозим. Умумий >;олда бу иккала вазифа >̂ ам номаълум бу- 
лишн мумкин.

Умуман тацсимот цонунининг номаълум параметрларини ёки эм
пирик та^симот цонунини кузатишлар натижасидан, яъни бош туп- 
ламдан ажратилган танланмадан фойдаланиб топиш лозим булади. 
Номаълум параметрларни аниклашда турли хатоликларга (статистик 
хатоларга) дуч келамиз. Аввало шуни айтиш керакки, бош туплам- 
дан олинган турли танланмалар буйича топилган параметрларнинг 
цинматлари умуман айтганда, турлича булади.

Одатда бош тупламдан танланма туплам элементларини тасоди- 
фий танлаш усули билан ажратма ^осил булган танланма тупламда 
репрезентативлик яхши са^ланади.

Маълумки, танланма туплам бош тупламнинг бирор ^исми. Би- 
нобарин, танланма туплам туррисидаги фикрлар бош тупламни тулиц 
характерламаса, бу ^ол статистик хатога олиб келади.

Равшанки, танланма тупламдаги кузатишлар сони .̂ ам бош туп- 
ламни характерлашга боглик;. Танланма тупламнинг ташкил этган 
элементлар сони цанча куп булса, статистик хато шунча кам булади.

Демак, танланмадан фойдаланиб тацсимот ^онунининг параметр
ларини шундай аницлаш л озимки, бунда статистик хатолар имкон 
борича кам булсин.

Бирор та^симот цонунининг параметри 0 ни тажриба асосида то- 
пилган хх, х3, . . хп сонлар, яъни танланма маълумотлар ёрдамида

^о:ил цилинган 0 билан ба^олансин. Одатда 9 ни 0 учун ба%о дейи- 
ладн. _

Равшанки, бунда 0 ба>р xlf хг, . . хп ларга богли^ булади:
Н =  б"(х1( х21 . .

Модомики, хг, х2, . . ., хп лар тасоди£ий мицдор экан, унда 0 
^ам тасодифий мицдор булади. _

Агар 0 бахонинг математик кутилиши 0 га тенг, яъни М О  =  0 
булса, 0 ни силжимайдиган ба%о дейилади.

Агар Y  а >  0 учун

lim  Р  {|(Г—  0| >  а} =  О

булса, у >флда 0 ба^о 0 нинг аоосли ба\оси дейилади.
Фараз цилайлик, 0 параметр учун ÖL ва 03 ба^олар булсин.
Агар __ _

M(Ql — 0)3 < М  (02 —  0)2

б^лса, Üj ба^о 08 батога Караганда эффективроц ба%о дейилади.

т



Статистик та^симот ^онунларининг параметрларини бахолашда улар- 
нинг силжимайдиган, асосли ^амда эффектив ба.̂ о булиши каби ху- 
сусиятларга эгалиги талаб ^илинади.

б -§ . Танланма уртача циймат ва танланма 
дисперсия

Фараз килайлик, £ текис тацснмланган тасодифий ми^дор булсид. 
Унинг номаълум параметрлари —  математик кутилиши М%, диспер* 
сияси эса булсин.

Берилган 5 тасодифий ми^дорнн кузатиш натижасида

х2, . . хк, . . хп (26.2)

цийматларга эта булайлик. Равшанки, бу кузатилган ^ийматларнинг 
узлари ^ам тасодифий ми^дор булиб, у £ тасодифий ми^дор ^андай 
^ийматларни цабул ^илса. шу ^ийматлардан бирини ь а̂бул к;илади * 
Демак,

М х к ^ М 1 ,  0 х к =  0 1  { к =  1, 2 , л) 

булади. Энди (26 .2 ) кузатишлар натижасидан фойдаланиб, ушбу
п

—  _ _  * 1 4 - * ! + . . .  4 -  %  _  1 ^  V

*  ~  п ~  п 2 л  к1
^ийматларни ^осил ^иламиз. Уни £ тасодифич мицдорнинг матема
тик кутилиши (урта циймати )М  1 ш пг та^рибий (ифодаси сифгтида 
Кабул циламиз:

М 1 & 7 .  (26.3)

х  ни (26.3) танланма буйича уртача циймапги ёки эмпирик ур
тача циймати дейилади.
К,уйидаги

А'--1

ми^дорни | тасодифий ми^дорнинг диспер:ияси 0 | нинг статистик 
силжимаган статистик ба^оси сифатида ^абул ^и лам из:

Я £  =  з2. (26 А)

Одатда й2 н и  (26.4) танланма буйича дисперсия ёки эмпирик дис
персия  дейилади.

Бу М 1 ^  х, О  | «  з2 муносабатлардаги х  ва я2 лар | тасодифий 
ми^дорнинг параметрлари ва 0 1  лар учуй нуцтавий бахрлар 
дейилади.

Тасодифий ми^дорнинг математик кутилиши ва дисперсияси учун 
келтирилган ба>;олар силжимайдиган, асосли ^амда эффектив ба^о* 
лар булади. Шуларни курсатамиз.



1. (26.3), (26.4) ба^оларнинг силжимайдиган ба^олар эканлигини 
исботлаш учун

Л(х =  М g, (26.5)

Ms 2 ( 26. 6)

булишини курсатиш керак булади.
^ацицатан >̂ ам,

М~х =  М +  - ■~± х" =
П

=  -  (Мх, +  М х 2 +  . . . -h  Мхп) =  -  М I п --= M g 
п п п

булиб, бу (26.5) муносабатнинг тугрилигини исботлайди.
Энди (26.6) тенгликни исботлаймиз:

п п

Ais2 =  м  — !— V  (xk - 7 r  = - i - V i U  (хк-1 )\
П —  I Jtm d п —  1

к - 1 к I

Дисперсияни ^иеоблаш формуласи Dr\ — М ц 2 —  (М ^)2 дан топа* 
миз:

М г)2 — D i] +  (М г|)2.

Шунга кура

М (хк —  x f  =  D (xk~ х) +  [ М (xk ~ x )  ]2 

булади. Натижада ушбу

п

ш = d r r  2 { D  ( х >  ~ +  [ М  ( t ‘  ~ ~ Т т  =

*■=i

=  +  ^  [A Í (- ^ - х,ак-- ) ft=l

тепгликка келамиз. 
Энди

D (х. —  х) — D x k ---- («А т Х , +  . . . +  Хя)

=  D 

=  D
\ n } K n ____

1= 1, *фк

булишини эътиборга олиб, тогтамиз

— I хь — -
í =!, L+k



Демак, /Vfs2 - - D | .  Бу эса (26.6) тенгликнинг тугрилигшш исботлай- 
ди. Шундай килиб, s2 нинг D l  учун силжимайдиган ба.\о экани кур- 
сатилди.

2 . Юкорида келтирилган
п

X =  (xt +  Xj +  . . . Ч- х  ) --  ^  xk, 
п п

S2 =  - Ц  V {xk- l y -
П— 1

ба^олар мос равишда M l  ва D l  учун асосли ба.\олар булади.
Бунинг учун Y  о. >  0 да ушбу лимит муноеабатларнинг уринли 

булишини курсатиш керак.

lim  Р  {| М I  — х | > а )  =  0, l im Р  {¡£>g — s2} > й }  =  О

Улардан бирининг исботини келтнрамиз.
Агар Мх =  М I  булишинн эътиборга олсак, умда

Р  {| М l ~ x \ > а \ = Р  {\х — Мх\ >  а) 
эканини топамиз. Мазкур курснинг 24- бобида келтирилган Чебишев

_ _ р  х
тенгсизлигидан фойдаланиб, ^уйидаги Р  { ]х  —  Aix| > й }  < —— тенг- 

сизлинка эга буламиз. Демак,

Р  { | A l £ - 7 | > a ] < ^ f .а2
Равшанки,

[d i - d U  =
п / п*I2 _к=1 / *=]

D
=  — D l - n  =  

пг п

Натижада

Р  | | Л ^ -7 | < а} < - ^ 1
а2 л



тенгсизликка келамиз. Бунда эса п-*- «> да ^ - - * - 0  булганлиги са-
о2 п  __

бабли Пш Р { | М |  —  х | > а } * = 0  булиши келиб чн^ади. Бу эа- х

бах;о М 1 учун асосли ба^о эканини билдиради.
Тасодифий ми^дор маълум шартларни ^аноатлаптирганда ь2 ба^о 

£ )£  учун асосли ба^о, яъни

П т Р \\01 — 52\ > а }  =  0 
п ~ *  00

булиши курсатилади.

7 -§ . Ба^онинг ани^лиги, ишончлилик э^тимоли, 
ишончлилик интервали

Айтайлик, бош тупламнииг х  сон белгиси маълум таксимотга эга 
булсин. Бу тацсимотнинг номаълум параметрларини танланма хажми 
кичик булганда ну^тавий ба^олар ёрдамида ба^олаш цупол хатолик- 
ларга олиб келиши мумкин.

Бундай холда интерв&лли ба^одан фойдаланиш ма^садга мувофи^ 
б;улади. Иккита сон —  интервалнинг охирлари билан ани^ланган ба^о 
интервалли ба.уо деб аталади.

0 —  номаълум параметр, 0 х а  т&нланма маълумотлари буйича то- 
пилган статистик характеристика, яъни 0 нинг ба.^оси булсин.

Равшанки, 10 —  0 1 ь̂ анча кичик булса, яъни ] 0 —  0 1 <  6 шартда 
6 канча кичик булса, 0 бахо шунча аник булади. Бунда 6 сон 0 ба- 
зфнинг анщ.шги  дейилади.

\ 0  — 0 1 <  6 тенгсизликнинг амалга ошиш у э.\тнмоли 0 бахо- 
нииг 0 буйича шиотлилиги (ишончлилик эутимоли) деб айтилади, 
яъни

Р  {|0 — 0 ] <  6 } =  V*
Номаълум параметрни берилган 7 ишончлилик билан коплайдиган 

(0 —  б, 0 +  6) интервал ишончлилик интервали деб антилади.
Мисол тарикасида нормал та^симотнинг параметрларидан бири— та^- 

симотнинг дисперсияси ст маълум булган ^олда номаълум математик 
кутилиши учун ишончли ннтервални топамиз.

Фараз килайлик, £ тасодифий мицдор нор.мал та^симламган, унинг 
дисперсияси 0 \ - - о г маълум булсин, Мс , =^ а  номаълум математик 
кутилиши булсин. Каралаётган тасодифий .микдорни кузатиш нати- 
жасида

хи х2, . .  хп (26 .7 )

га эга булайлик. Бу хх, х2, . . ., хп лар .̂ ам тасодифий ми^дор бу- 
либ, улар учун ^ам

Мх;  =  а , 0 x1 “  о2, / =  1, 2 , . . п



Биз юкорида (2 6 .7 ) танланма буйича олинган х =  — (xt +  х2 +
п

-Ъ . . . +  Х') нинг математик кутилиши Мх  = ü ,  дисперсияси эса D х —
о2

=  — булишини курган эдик. 
п __
Равшанки, бу х хам нормэл «¡онун буйича тацсимланган тасоди- 

фий мицдор булиб, унинг параметрлари

Мх  a, Dx =  —
п

га тенг. Бу тасодьфий микдориииг та^симот функцияси

F ( x )  =  i  +  ( p ^  У « )  (2 6 .8 )

булади.
Энди у га к>ра à (ô >  0) ни аницлашда ушбу

Р { ) х - а \ < Ь }  =  у (26 .9)

тенгликдан фойдаланамиз.
Агар _

Р  {|ЗГ— а| <  ÔJ = Р  { _ ô < 7  —  а <  6 j =

=- Р  {а —  0 < 1 < а  +  6} =  F  (а +  Ô) — F  (а — Ô) (26.10)

булишини эътиборга олсак, у ^олда

Р  {| х  —  а  ] <  6}  =  у => F  (а ô) —  F  (а —  Ô) =  у

га эга буламиз.
(26.10) муносабатдан фойдаланиб топамиз:

F  (a H- Ô) —  F (а —  б) — — -Ь Ф ( ± ¥ j l ) — 1 ^ ф ( ~ ь ^ п
2 \ а ) 2 \ о

=  2 Ф  1 6

Демак, 2 Ф  j  ^  -у, яъни Ф ^ ""  ^ =  - j  у.

Ф (х) функциянинг хусусияти ^амда у  учун 0 < * у <  1 бÿлишини 
эътиборга олиб, шундай а  мавжудлигини курсатиш мумкинки, унда

Ф (о) =  7  v

булади. Одатда а  квантил деб аталади. ( а  ни Ф  (х) функция учун 
тузилган жадоалдан топилади.)

Шундай ^илиб, а  — булиб, ундан
X

с а 
о -- -------- а

V n
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экаплиги келиб чи^ади. Натижада Р  {а  — 6 < х < а - Ь 6} = у  муно- 
сабат ушбу куринишни олади:

Р ! а ------- а  <  х <  а -\------------а\ =  у.
\ У п  У п  I

Шундай ^илиб, нормал та^симотнинг номаълум а  параметри (ма
тематик кутилиши) цуйидаги ишончлилик интервали билан цопланади:

~~ О — . о \ х ----- —  а ,  х +  ——  а  ).
У 7  У п  !

Бунда ба^онинг аницлиги 6 =  —^  а  га тенг булади.
У  п

Танланма аницлигини ба^олашда цуйидаги уч ^ол булиши мум- 
кин:

1) бахонинг ани^лиги б берилади, Р {\ х — а  \ <  6}  э^тимолни 
’ топиш керак булади;

2) Р  И * — а | < б |  э^тимол берилади, б ни топиш керак булади;
3) ба^онинг ат ц л и ги  6 ва Р  {(д; —  а | < 6}  э^тнмоли берилган 

£.улиб, танланма хажми п ни топиш керак булади.
Л* Нормал тацсимланган £ миедорий белгининг а  уртача квадратик 

/ четланишини, 5 тузатилган танланма уртача квадратик четла- 
¡  ниш* буйича V ишончлилик билан ба^олаш учун ^уйидаги ишончлик
I интервалларидан фойдаланилади:

[ «  ( 1—  <?)0 < 5  (1 +Я) (Я<  1) ,
0 < а < з (  1 + ? )  ( < ? > ! ) ,

бу ерда ц ни иловадаги 4-жадвалда берилган /г ва 7  буйича топи- 
лади.

1 -м и с о л . Нормал та^симланган £ белгининг уртача квадратик 
четланиши а =  2 , тгнланма уртача к;иймати х =  5 ,4  ва танланма ^аж~ 
ми п — 10. Унинг номаълум а математик кутилиши учун 7  =  0 ,9 5  
ишончлилик билан ишончли интервалини тузамиз.

Е ч и ш . Аввал 2 Ф  (0  = 0 ,9 5  тенгликдан Ф  (/) = 0 , 4 7 5  ни ^осил 
циламиз. Китоб охиридаги 2- жадвалдан ¿0 95 =  1 ,9 6  ни топамиз. Энди

1 л.\онинг аниклиги б ни б — формуладан топамиз:
I  У 7

!  «  =  ^ - . 2 4 .

Ишончлилик интервали х — 1,24 <  а  <  х +  1,24 ёки 5 ,4— 1 ,2 4 <  
< а <  5,4 4 -1 ,2 4 , яъни 4,16 < а <  6 ,6 4  булади.

Демак, 9 5 %  ишонч билан (4,16; 6 ,6 4 ) ишончлилик интервали

* Уртача квадратик четланиш деб, дисперсиядан олингпн квадрат илдизга 
 ̂ айтилади: о  =  у' б "| .



номаълум а  параметрни тула цоплайди деб айтиш мумкин. Ба^онинг 
аииклиги 6 =  1,24.

2 - м и с о л .  Экилган канопдан 100 туп танлаб олиниб, поялари- 
нинг узунликларини ^исоблаб чи^илганда куйидаги маълумотлар 
олннди (см):

Варианталар, Х( 45 55 65 75 85 95 105 115

Частоталар, л 4- 1 5 11 26 33 16 7 1

Бош туп лам уртача киймати учун ишончлилик интервалини то- 
пинг (V =  0 ,9 5 ).

Е ч и ш . Аввал статистик характеристикани хисоблаймиз. Бунипг 
учун хисоблаш жадвалини цуйидагича тузамиз:

1) биринчи устунда варианталарни;
2 ) иккинчи устунда частоталарни;
3) учинчи устунда частоталар билан варианталар купайтмасани;
4) туртинчи устунда варианталар квадратларини;
5) бешинчи устунда варианталар квадратларининг мос частота- 

ларга купайтмасини жойлаштирамиз;
6) жадвал остига мос устунлардаги ¡щ амлар йириндисини ёзамиз.

Н Ч н  ч А 4 ч

4 5 1 45 2025 2025
55 5 275 31)25 15125
6 5 11 315 4225 46475
75 26 1950 5625 146250
85 33 2805 7225 238425
95 16 1520 9025 144400

105 7 735 11025 77125
115 1 115 13225 13225

2 100 | 8160 - 683100

7) танланма уртача ^ийматини
— 1 х =  -  

п

формула орцали ^исоблаймиз. Жадвалдаги цийматларни урнига цуйш 
хисоблаймиз:

7  =  - ^ -  =  81 ,6  ~х— 81 ,6 .
100

8) дисперсияни

¿=1 {=1 
формуладан фойдаланиб ^исоблаймиз. Ж адвалдаги ^ийматларни к;уя- 
миз:



й  =  6831 —  (81,60)8 =  180,44;

9) урта квадратик четланишни топамиз:

о  =  У  О =  У Ш М  «  13,4;
10) вариация коэффициентам топамиз:

V -  5 г .  100%  =  ^  ■ 100%  =  1 6 ,3 % ;
Л  81,6

11) танланма уртача цийматининг абсолют хатоси цуйидагича:

0 =  - ? = =  ^  =  1,34;
Уп 10

12) бош туплам уртача ^ийматининг ишончлилик интервалини то
памиз. Бунда

х =  81,6; у =  0,95; « = 1 0 0 ;  о  = 1 3 ,4 .
Ишончлилик интервалини

(2611>
тенгсизликдан топамиз.

ни 3-жадвалда берилган п ва у буйича топамиз: (п =  100,. 
7  =  0,95)/у =  1,984. Бу цийматларни (26.11) тенгсизликка ^уямиз:

8 ) , 6 - 1 ,9 8 4  • ^  <  а  <  8 1 ,6  +  1,984 ■ 7 8 ,9  <  а  <  84,3.

3 - м и с о л . Танланманинг шундай минимал ^ажмини топингки, 
нормал тацсимланган бош туплам математик кутилишининг танланма 
уртача ^иймати буйича ба^осининг ани^лиги 0 ,9 2 5  ишончлилик билан
0,2  га тенг булсин. Бош тупламнинг урта квадратик четланиши маъ- 
лум: а =  1,5.

Е ч и ш . Мисол шартида цуйидагилар берилган:

7 =  0,925; а =  1,5; 6 =* 0,2; 2Ф(х) =  0,925.
Булардан фойдаланиб Ф (х ) ни топимиз

Ф (х )= = ^ Р = , 0,4625.

Иловадаги 2-жадвалда Ф (х) =  0,4625 га х нинг х  =  1,78 клима
та мое келади.

Бош туплам математик кутилишининг танланма уртача циймат

буйича ба^осининг ани^лигини ифодалайдиган б — *• —?=- форму-
V п

ладан фойдаланамиз:

л / —  х а  „  х 2о 2у п — —  еки п =  —— .
6 б2

Е у  ерда х, а , 6 нинг кийматларини цуямиз:



=  177, п =  177.

4 - м и с о л .  Бош тупламнинг | сон белгиси нормал та^симланган 
п хажмли танланма буйича тузатилган уртача квадратик четланиш ст 
топилган. Агар а) п =  10, в =* 5,1 ; б) п — 50, 5 — 14 булса, о  уртача 
квадратик четланишни 0 ,9 9 9  ишончлилик билан ^оплайдиган ишонч- 
лилик интервалини топинг.

Е ч и ш . а) 7 =  0 ,9 9 9  ва п — 10 буйича иловадаги 4-жадвалдан 
«7 =  1,80 ни топамиз.

Маълумки, ишрнчлилик интервалини топиш учун ^уйидаги форму- 
ладан фойдаланилади:

д =  1,80 >  1 булгани учун иккинчи формуладан фойдаланамиз:

б) Иловадаги 4-жадвалдан =  0 ,43  ни топамиз. д <  1 булгани 
учун

5(1 — д ) < в < & (  1 + 9)

формуладан фойдаланамиз:

14 (1 —  0 ,43) < с т <  1 4 ( 1 + 0 ,4 3 )  ёки 7 ,9 8  <  а <  20,02.

5 - м и с о л . 10 000  гектар майдонда танлаб олиш йули билан 500 
гектар олинган ва ундаги экиннинг ^осилдорлиги улчанганда ^уйида- 
ги маълумот олинган (такрорланмаган тасодифий танланма):

1 га даги хосилдорлиги, ц 8— 10 1 0 - 1 2 12— 14 14— 16 16— 18 18— 20 Жами

Гектар сони 8 37 79 165 126 35 я = 5 0 0

Тацсимотни нормал деб фараз ^илиб:
1) бутун майдондаги ^осилдорликнинг танлаб олинган участкаси- 

даги уртача ^осилдорликдан 0,2  ц  га ортмаслик э^тимолини топинг;
2) уртача ^осилдорлик чегараси (интервали)ни 0 ,9 5  э^тимол би

лан топинг.

Е ч и ш . а) Аввал танланма уртача цийматини х  =  а  +

соблаш жадвалини тузамиз (танланма урта цийматини ю^орида ^ам 
^исоблаган эдик). Формулада 0 =  15; с =  2 деб оламиз.

в ( 1 — <7) < о г < 5(1 +£/) (агар<7 < 1  булса)

еки

0 <  а  <  $(1 +  д) (агар д >  1 булса).

0 < а < 5 , 1  (1 +  1,8) ёки 0 < а <  14,28.

формула ор^али топамиз. Бунинг учун ^и-



н 9 11 13 15 17 19 Жами

ч 8 37 79 165 126 85 5 0 0

X i - a
с

— 3 —2 —  1 0 1 2 —

( ^ - 1 9 4 1 0 1 4 —

— 27 - 7 4 — 79 0 126 170 119

( , Г ) Ч 72 148 79 0 126 340 7 6 5

_  о
х — 15 4-------- 1 1 9 =  15,676. Танланма дисперсиясини топишда ушбу

500
формуладан фойдаланамиз:

° 2 =  - Т  -  0)2 =  А . 7 6 5 - ( 1 5 , 6 7 6 - ! 5 ) 2* 5 , 6 6 .

Энди Р\\х —  а [ < б )  э.^тимолни топишимиз керак, бу ерда 0 =  
=  0,2 танланма такрорланмайдиган булгани учун э^тимолни топишда

Я | | х — а | < 6 1  =  Ф  ô

формуладан фойдаланамиз, бунда а —  бош тупламнинг уртача к̂ ий- 
мати.

п =  500, N =  10000  ва 05 номаълум булгани учун унинг урнига 
о2 ни оламиз:

Р {\х —  û I <  0 ,2  j =
/ Г  500 \ ___

ф ( ° ' 2 ] / - « ( > - ^ ) Г Ф(0’2 Г 9 2 ’з н
=  Ф(1,92).

Иловадаги 2-жадвалдан Ф (1 ,92) =  0 ,4726  ни топамиз. Демак,
Р  { Iх — а I <  0 ,2  I =  0 ,4726 булади;

б) аввал ô ни топиш учун ___________

6  =

формуладан фойдаланамиз. Бунинг учун t ни 2Ф(/) =  0 ,9 5  тенглик- 
дан топамиз. 2-жадвалдан / =  1 ,96  ни аншугаймиз:



Д ем ак , ишончлшшк интервала х  — б < а < х 4 - 6  формулага кура 

15,676 —  0 ,2  <  а  ^  15,676 +  0 ,2  ёки 
15 ,476  <  а  <  15,876 булади.

8- § .  Танланма уртача циймат ва танланма дисперсияни 
^исоблашнинг купайтмалар усули

I. Т е н г  у з о ц л а ш г а н  в а р и а н т а л а р .  Варианталарнинг ца- 
бул киладиган цийматлари катта сонлар булганда, танламанинг йир* 
ма характеристикаларини цуйидаги купайтмалар усули билан ^иеоб- 
лаш цулайдир.

к айирмали арифметик прогрессия ташкил этадиган варианталар 
тенг узокликдаги варианталар деб аталади.

Уш бу

и ,( (1=1,1)

тенглик билан ани^ланадиган варианталар шартли варианталар деб ата
лади, бу ерда с —  сохта ноль (энг катта частотага эга булган вари
анта), Н —  икки варианта орасидаги масофа (бирлик).

Танламанинг йигма характеристикаларини хисоблашда эмпирик 
моментлардан фойдаланиш цулгйдир. Эмпирик моментлар кузатиш 
маълумотлари буйича ^исобланади:

ифода к-тартибли оддий эмпирик мо~
[

мент дейилади, бу ерда с —  сохта ноль, п =  У  —  танланма ^аж- 
ми, п{ —  частота.

ифода к-тартибли бошланпи эмпирик момент
к

дейилади. & =  1 булса, =  —  22 Ъ  ~  *  булади.
п |

тк =  —  — х\ ифода Ь  тартибли марказий эмпирик мо-
И I \ /

мент дейилади.
Хусусий ^олда к — 2  булганда

т 2=  V ]  п1 (*г “  х)г =  ° -
I

Эмпирик цийматларки ^исоблашда осонлнк учун шартли эмпирик 
моментлардан фойдаланиш мумкин:

I л 1 У Ч  ( Ч - С\к



ифода к-тартибли шартли эмпирик момент дейилади. Х усусан , 
£  =  1 да

<* ~ с )-
_ I _

Бу ердан х ни топамиз: х =  М\ -И +  с с)зормула танланма уртача 

кийматни топиш формуласидир, £ )— [ Мг —  (М2 )2]-Л2 танланма дис- 
персиясини хисоблаш формуласи.

х ва О  ни ^исоблашда купайтмалар усулидан фойдаланиш учун 
Хисоблаш жадвалини тузиш ^улай булади.

1) жадвалнинг биринчи устунига варианталарни ортиб бориш тар- 
тибида ёзилади;

2) иккинчи устунга варианталарнинг мос частоталари ёзилади. 
Устун тагига частоталар йигиндиси ёзилади;

*1: —с „

3) учинчи устунга шартли варианталар н,- =  — ^—  езилади;

4) туртинчи устунга частоталарни шартли варианталарга купайт- 
малари ёзилади. Устун тагига уларнинг йигиндиси ёзилади;

5) бешинчи устунга частоталарни шартли варианталар квадратла- 
рига купайтмалари ёзилади, устун тагига уларнинг йигиндиси ёзи
лади;

6) олтинчи устунга частоталарнинг хар ^айсисини битта ортти- 
рилган шартли варианталарнинг квадратларига купайтмалари ёзилади 
ва устун тагига ( щ *Ь I )2 йигиндиси ёзилади.

Бу устун к о н т р о л  у с т у н  дейилади. Агар П * ®и"
(

гинди п йигиндига тенг булса, у  х олДа хисоб-
I I

лашлар тугри бажарилган хисобланади. Жадвал тулдирилгандан 
кейин

м\ =  4  V }  я,- щ, м'2 =  ±  2  «,■ и]
1 _  I

шартли моментлар топилади, сунгра х ва О хисобланади.
1 -м и с о л . Танланманингберилган тацсимоти буйичатанланма ^ий- 

матини ва танланма дисперсиясини купайтмалар усули билан топинг.

Х1 1 8 ,6 19 1 9 ,4 1 9 ,8 2 0 ,2 2 0 , 6 . 1

щ 4 6 30 4 0 18 2

Ч 6 5 70 75 80 85

п1 2 5 2 5 15 3



Е ч и ш . а) ^исоблаш жадвалини тузамиз.

1 2 3 4 5 6

н Ч Ч В/ Bf 2
" í  Uí Щ ( U j + 1 ) 2

1 8 ,6 4 — 3 —  12 36 16
19 6 — 2 —  12 24 6
1 9 ,4 30 —  1 — 30 30 0
19 ,8 40 0 0 0 4(1
2 0 ,2 18 1 18 18 72
2 0 , 6 2 2 4 8 18

S а II о о 4£ n iUi=—3 2 j^ r t i  116 2 " (-(и;+ | ) * =  
=  152

^исоблашларии текшириш учун

2  ni ( Щ +  1 )* =  +  2Z ni ü¡ +  п
айниятдан фойдаланамиз:

2 ni ( a ¿ +  I )2 =  116 —  64 -h 1 0 0 =  152.

Контрол йириндиларнинг бир хил эканлиги хисоблашлар т>три 
бажарилгандан далолат беради. Энди, биринчи ва иккинчи тартибли 
шартли моментларни х;исоблаймиз:

1 32 л  ол 
М , =  —  \  л,- и.- — ------- — — 0,32,

П  1 1 100
1 9 116 I 1 оМ0 = * — \  « i и ? — — = 1 , 1 6 .

2 п ^  1 1 100

Берилган мисолда h =  19 —  18,6  =  0,4; с =  19,8 эканини ^исобга 
олсак:

х = М \  -h +  с =  —  0 ,3 2 - 0 ,4 +  19,8 =  19,672,

D =  [М\ — (Ai* )2]fc2 =  [1 ,1 6  -  (0,32)2] 0 ,42 =  0 ,1692. 

б) Бу  мисолда хам, осонлик учун, ^исоблаш жадвалини тузамиз.

1 2 3 4 5 6

H ni 4 4  ui ч  «5 O2

65 2 —2 - 4 8 o

70 5 — 1 —5 5 0



1 2 3 4 5 6

75 25 0 — 9 0 25

80 15 I 15 15 6 0

85 3 2 6 12 27

21

V 50 12 40 114

Контрол: V  ( щ +  I)2 =  114,

У п 1 и1 +  2 У  пги, +  п =  40 +  24 +  50 =  114.

Демак, хисоблаш тугри. Энди М*{ ва М*2 ни хисоблаймиз:

^ = т 2 > - ' “ ‘- ^ = 0 '24 ’

^  =  т ^ л*-“? =  ^  =  0 ’8 -
Берилган мисолда к —70—6 5 =  5; С = 7 0  эканлигини з^исобга олсак: 

х =  М т1 -Л +  С =  0 ,2 4 — 5 +  7 5  =  76,2

О =  [м*2 —  ( М\ )2] к2 =  [0,8  +  ( 0 ,2 4  )2 ] -25  =  18,56.

2. Т е н г  у з о ц л и к д а  б у л м а г а н  в а р и а н т а л а р .  Кузатиш  
натижаларида Еарианталар > а̂мма вацт ^ам тенг узоцликда жойлаш - 
ган булавермайди. Уларни тенг узоцликдаги варианталарга келтириш 
учун белгининг кузат илаётган ^амма цийматлари кирган интервални 
бир неча тенг цисмий интервалларга булинади, сунгра цисмий интер- 
валларнинг урталари топилади. ^ар бир янги интервал частотаси 
учун шу интервалдаги частоталар йигиндиси олинади.

2 - м и с о л .  п =  50 хажмли танланманинг тенг узоцликда булмаган 
Еарианталари тацсимоти буйича танланма уртача циймат ва танланма 
дисперсияни купайтмалар усули билан топинг:

Ч 6 8 И 13 1 5 ,5 1 7 ,5 20 2 3 ,5 2 4 , 5 2 6

Н 1 9 6 6 4 6 8 5 4 1

Е ч и ш .  6  —  26  интервални узунлиги /1 =  4 булган 5 та цисмий 
интервалга буламиз:



6 —  10, 1 0 —  14, 1 4 — 18, 18 —  22 , 2 2 — 26.

^исмнй интервалларнинг урталарини янги варианталар сифатида 
олиб, тенг узоь^ликдаги варианталарни ^осил циламиз:

Ух =  8 , у2 =  12, у3 =  16, уь =  2 0 , уъ =  24.
Хар бир интервалнинг частоталари цуйидагича булади: 

пх =  1 +  9 =  10, п2 =  6  -I- 6 =  12, п3 =  4 +  6 =  10, 
п4 =  8 , л 5 =  5 +  4 + 1  =  10.

Д емак, тенг узокликдаги варианталар та^симоти:

У1 8 12 16 20 24

щ 10 12 | 10 8 10

Купайтмалар усулидан фойдалавамиз, бунинг учун ^исоблаш жадва- 
лини тузамиз:

т п1 Ч Щ Н ч  А п£ («£ +  I)2

8 10 —  1 - 1 0 10 0

12 12 0 1 - 1 0  I 0 12

16 10 I 10 10 40

20 8 2 16 32 72

24 10 3 30 90 160

1 56 I

V 50 46 142 284

Контрол: ^ ¡л .  ( щ +  I ) 2 =  284 ,

Щ +  22 п1 и1 +  п =  142 +  92  +  50 =  284.
г I

Д емак, хисоблашлар турри бажарилган. Энди м [  ва М*2 ни хиеоб* 
лаймиз:

£
Берилган^мисолда Л == 4 , с =  12 булгани учун:

3 4 6



D -  [M¡ —  (M\ f ] h 2 =  [2 ,8 4  -  (0,92)2] ■ 16 =  32.

Танланма дисперсияни хисоблашда группалаш натижасида вуж удга 
келган хатони камайтириш ма^садида Шеффард тузатмаси киритила* 
ди, у цуйидагига тенг:

D' =  D — —  h2.
12

D ва h нинг ^ийматларини урнига куямиз:

D ' =  3 2 ------ —А2 = 3 2  —  1,3 =  30 ,7 .
12

X X V II  Б О Б .  К О РРЕЛ ЯЦ И Я  НАЗАРИЯСИ.

1-§. Чизицли корреляция

Математикада ва техникада функционал борланиш тушунчасини 
куп учратиш мумкин. Масалан, дойра юзи радиусига борли^ (S  =

=  л R2), газ босими хажм ва температурасига борлиь; R- — ,

р  —  газ босими, t —  температура, V —  ^ажм, R —  узгармас коэффи
циент) ва .ужазо. Функционал борланиш тасодифий ми^дорлар ора- 
сида >̂ ам булиши мумкин.

Статистик богланиш. деб шундай борланишга айтиладики, унда 
ми^дорлардан бирининг узгариши иккинчиси тацсимотининг узгариши- 
га олиб келади. Хусусан, статистик борли^лик мицдорлардан бири
нинг узгариши иккинчисининг уртача цийматини узгаришида ку'рина- 
ди; бу холда статистик борланиш корреляцион богланиш деб аталади.

Масалаи, майдони бир хил булган ер участкаларига бир хил 
ми^дорда урит солинса хам ?̂ ар хил ^осил олинади. Лекин уртача 
^осилдорлик солинган урит мицдорига борли^ булади. Бу ерда >̂ о- 
силдорликнинг уртача циймати билан урит миедори орасида корреля
цион борланиш мавжуд деб цараш мумкин.

X  ва Y белгилар берилган булсин.
Шартли уртача циймат ух деб Y нинг X  =  х ^ийматга мос 

цийматларининг уртача арифметик цийматига айтилади.
Y нинг X  га корреляцион борлицлиги деб, ух шартли уртача 

цийматнинг х га функционал богли^лигига айтилади:

(27 .1 )

(27 .1 ) тенглама V нинг X  га регрессия тенгламаси дейилади;
f(x) функция Y нинг X га  регрессияси, унинг графиги эса Y 

нинг X  га регрессия чизири дейилади.

Ушбу



тенглама X  нинг У  га регрессия тенгламаси дейилади.
Корреляцион борликлик икки хил булади: чизицли ва эгри чи- 

зшуш.
Корреляцион боглшушк чизи^ли булганда регрессия тенгламаси

~ух =  ах +  Ь (2 7 3 )
куринишда булади.

Бу тенгламадаги а танланманинг регрессия коэффициента дейилади. 
(26.3) даги а  ва ¿з ни энг кичик квадратлар усули ёрдамида 

цуйидаги нормал тенгламалар системасидан топамиз:

Ь ^ х 1. + а ' £ х 1  =  У х 1у1 1

1=1 п „ 1'=1 ! (27.4)
Ь п + а ^ х ^  У 1у1

¿=1 ¿=1 . }
У  нинг X  га регрессия турри чизирининг танланма тенгламаси

ух — у = Гт? 1 ( х  — х) (27.5)

куринишда булади, бу ерда ух — шартлн уртачг ^иймат, х ва утек- 
ширилаётган X  ва У  белгиларнинг танланма уртача к;ийматлари; ох, 
ау — танланма уртача квадратик четланишлари, гт — танланма корре
ляция коэффииненти куйидаги формула ор^али топилади:

У,пхчХУ -  пХУ 
г =  -------------- (27.6)т ПОх Оу v

Чизикли корреляцион борланиш зичлигини ба^олаш учун ана шу 
танланма корреляция коэффициента гт хизмат 1\илади; |г т | бирга 
канча яцин булса, борланиш шунча кучли булади.

Хисоблашларни соддалаштириш учун ^исоблаш жадвалини тузиш 
^улай. Агар X  ва У белгилар устида кузатиш маълумотлари тенг 
узоцликдаги вариантали корреляцион жадвали куринишида берилган 
булса, у хрлда куйидаги шартли варианталарнн киригамиз:

И* /11 1 л2
бу  ерда съ  с2 — мос равишда «сохта» ноллар, /г1( Л2 — мос равишда 
кадамлар.

Шартли варианталар орцали танланма корреляция коэффициента 
цуйидагича топилади:

■ У п ^ - п й д  | (27 7)
Т ЛОцСТу 4 '

бу ердаги V  паьи • у ни ^исоблашни келгусида мисол ор^али тушун- 
тирамиз.

2 > ыи т. _ Ъ п̂  1 — Г=—



<*„=] /И *Ц х !)2
ифодалар купайтмалар усули ор^али топилади. Уларни топгандан 
сунг регрессия тенгламасидаги ифодаларни ^уйидагича топамиз:

х = - и И1 +  с1, и/г2 +  с2> <Ух =  ои Ь,

1 - м и с о л . Берилган майдонда уритнинг ^осилдорликка таъсири- 
ни урганиш мацсадида утказилгаи 10 та тажриба натижаси цуйида- 
гича булди:

*1 6 11 11 7 00 О 12 6 10 9

(?1 27 32 33 30 30 33 34 29 31 32

бу ерда х  ^ар бир гектар ерга солинган урит ми^дори (тонна), у хар 
бир гектар ердан олинган хосилдорлик. К нинг X  га турри чизицли 
регрессия танланма тенгламасини топинг ва уни кузатиш натижала- 
ри билан таккосланг.

Е ч и ш .  У рит микдорининг оширилиши билан ^осилдорлик орти- 
шнни курамиз. Бу  икки ми^дор узаро турри чизи^ли борланишга 
эга деб ^араймиз:

ух — ах +  Ь.

Бу ердаги а  ва Ь параметрларни топиш учун ^исоблаш жадва- 
лини тузамиз ( 1-жадвал).

а ва Ь параметрларни топиш учун (27.4) формуладан фойдалаиа- 
миз:

90 6 4 - 8 5 2 а  =  2831,1 
1 0 6  4 - 9 0 а  =  310 |

1- ж а д в а л

Тажриба
номери У1 *1 А ■ Уу

1 27 6 36 162
2 32 11 121 352
3 33 11 121 36 3
4 30 7 49 2 1 0
5 30 8 64 240
6 33 10 100 330
7 34 12 144 4 0 8
8 28 6 36 168
9 31 10 100 3 1 0

10 32 9 81 2 88

л =  10 310 90 1 852 | 2831



Иккинчи тенгламани 9  га купайтириб, биринчи тенгламадан 
айирамиз:

42 а  =  4 1 , а =  ~

Ь __ 3 1 0  —  9 0  а  _  22 _Ё_
”  Ш 14'

У  ^олда талаб килинган регрессия тенгламаси

41 , 5 
У ,=  Ц х + 2 2 и  (25.8)

куринишда булади.
Энди бир хил ми^дордаги ^ р и т  солинганда (25.8) тенглик буйи- 

ча у  кутиладиган ^осилдорлик цийматларининг у1 танланма цийма- 
ти микдорларидан о р и ш и н и  0 , 0 1  аникликда топамиз:

2- ж  а д в  а л
_

*1 У; Ух Ух~У1

6 37 2 8 ,0 6 1 ,0 6
II 3 2 3 2 ,9 6 0 , 9 6
11 33 3 2 ,9 6 — 0 ,0 4

7 3 0 2 9 ,0 4 — 0 ,9 6
8 30 3 0 ,0 2 0 , 0 2

10 33 3 1 ,9 8 —  1 ,02
12 34 3 3 ,9 4 — 0 ,0 6

6 28 2 8 ,0 5 0 ,0 6
10 31 3 1 ,9 8 0 , 9 8

9 32 31 — 1 ,0 0

Ух — 1/1 цийматларидан куринадики кутиладиган хрсилдорлик угит 
микдорига жуда борлиц экан.

/(узатишлар сони катта булганда х  цийматнинг ^зи пх марта, у 
цийматнинг узи пу марта, сон жуфти (х, у) нинг узи пху марта уч- 

раши мумкин. Шу сабабли кузатиш маълумотлари группаланади, 
яъни пх, пу, пху частоталар ^исобланади ва жадвал куринишида ёзи-
лади. Бундай хрлатда цуйидаги мисолни ечиш схемасидан фойда- 
ланган маъцул.

2 - м и с о л .  Бирор усимлик орирлигининг (бутун усимлик орир- 
лиги х  грамм ^исобида) экилган урур орирлиги {у грамм ^исобида) 
буйича тацсимоти жадвал усулида берилган.



3 - ж а д в а л

X 13 18 23 28 33 38 43 48 53 58 63 68 пх

25 3 2 5
35 6 4 11
45 1 13 5 19
55 1 2 4 8 1 16
65 1 4 4 2 11
75 2 6 6 15
85 5 6
95 1 4 1 6

105 2 4 1 1 8
115 1 1 2
125 1 1

Пу 3 10 20 9 14 И 9 7 6 6 1 3 100

Е ч и ш. Бу ерда усимлик орирлиги ва ypyF орирликлари синф- 
ларга ажратилган булиб, бу синфларнинг урталари х  —  25, 35  . . . 
у —  13, 18 . . . деб олинган. 3  сони —  умумий орирлиги 2 5  г ^амда 
урур орирлнги 13 г дан булган уч усимлик борлигини курсатади ва 
хрказо. Сунгги устунда умумий орирликка мос усимликлар частотаси 
жойлашган. 100 усимликдан 5 тасининг умумий орирлиги 25 грамм,
11 тасининг орирлиги 35 г  ва ^оказо. Сунгги сатрда ypyF орирли- 
гига мос усимлик частоталари пу жойлашган. Энди корреляция коэф
фициента Y нинг X  га регрессия турри ч и з и р и н и н г  танланма тенг- 
ламасини тузамиз.

х г^ийматлари узгармас айирмаси 10 га, у  ^ий мат лари эса узгар* 
мае айирмаси 5 га тенг эканига диэдатни жалб эгиб, шартли вари-

х— 15
аиталарни киритамиз. х урнига и =  — ——  ми^дорни ва у урнига 

у — 8
v — -------- ми^дорни киритамиз.

5

Бу з^олда х нинг 25, 3 5 , 45 , 55 , 65 , 75 , 85 , 9 5 , 105, 115, 125 
цийматлари мос равишда

и — l t 2, 3 , 4, 5 , 6 , 7-, 8 , 9 , 10, 11 цийматлар билан, у  нинг
у : 13, 18, 2 3 , 28 , 33, 3 8 , 43 , 48 , 53, 58 , 63 , 68  цийматлари эса

V нинг

v =  1, 2, 3 , 4, 5, 6 , 7 , 8 , 9 , 10, 11, 12 цийматлари билан ал- 
машади.



Натнжада янги шартли варианталар буйича цуйидаги корреляцион 
жадвални ^осил циламиз (4-ж адвал).

4 - ж а д в а л

X/  и
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 пи

I 3 2 5
2 6 4 1 11
3 1 13 5 19
4 2 2 4 8 16
5 1 4 4 2 11
6 2 6 6 1 14
7 1 5 6
8 1 4 1 6
9 2 4 1 1 8

10 1 1 2
11 1 1

Пу 3 11 20 9 14 11 9 8 б 1 8 « ь
1

1 3
I
100

и , V ларни .\исоблаш учун турт майдон усулидан фойдаланиб
5- жадвални тузамиз.

Хар бир катак унгдаги ю^ори ва пастки чап бурчакдагн рацам- 
ларни мос равишда ива и шартли варианталар цийматларининг частота- 
сига купайтириш билан хосил цилинади. Бу юкори унг (пастки чап) 
бурчакдаги рацамларни сатр (устун) буйича йигиб охирги аввалги 
устунга (сатрга) ёзамиз.

Масалан, туртинчи сатр ва бешинчи устундаги бу ра^амлар йи- 
риндиси цуйидагича топилади:

7 0 =  1 - 2 +  2 - 3 +  4 - 4 +  8 - 5 4 -  1- 6 =  2 +  6 +  16 +  40 +  6 

64  = 4 - 8 +  4 - 5 +  6 - 2  =  3 2 +  2 0 +  12.

Пастки чап бурчакдаги сонлар частотани и га купайтиришдан 
^о:ил килинади.

Охирги устун (сатр) катакларига и-у (у -и) циймэтлари жойлаш- 
тирилиб, охирида улар йириндиси ёзилади.

Бу жадвалдан фойдаланиб цуйидаги ^исоблашларни бажарамиз:
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—  2  п и и  и  486  , о с  и =  — ——  =  — =  -—  =  4 ,86 ,
100

543
=  5 ,43 .п п  100

Энди цуйидаги ёрдамчи жадвалларни тузамиз (5 , 6 , 7, 8 , 9-жадвал- 
лар).

6 -  ж  а д  в  а л 7 - ж а д в а л

и nu ПцЧ пии 2 V па n.v n^.V2

I 5 5 5 1 3 3 3
2 11 22 44 2 10 20 40
3 19 57 171 3 20 6 0 180
4 16 64 2 5 6 4 9 36 144
5 11 55 275 5 14 70 350
6 15 90 5 4 0 6 11 66 396
7 6 42 294 7 9 6 3 441
8 6 48 3 8 4 8 8 64 512
9 8 72 6 4 8 9 6 54 486

10 2 20 2 0 0 10 6 60 500
11 1 11 121 И 11 121

12 3 36 432

2 100 486 2938 2 100 543 3705

=  Z n u U l  _  ( а ) 2  =  2 ! Ш  _  ( 4  8 6 ) 2  =  g  7 6 0 4

“ п 100

а и— У 5 ,7 6 0 4  = 2 ,4 0 0 .

02 =  _  (у)2 =  Л ®  __ 29 4849 =  7 ,5651 ;
“ п 100

У 7,5651 = 2 ,7 5 0 . 

Энди гт ни ^исоблаймиз:

2  n a v U-V —  п и  V __  1

п о и ov о и av
г = b a i i  -Ги =

=  -  ( Ш .  _  4 ,8 6  ■ В.43) =  ^  =  0 ,936 .
2 ,4 -2 ,7 5  V 100 )  6 , 6 0 0

Маълумки, гт нинг циймати ( ± 1 )  га я^ин чи^са, б и зх  вэ уми^- 
дорлар орасидаги борланишни чизи^ли борланиш деб царашимиз мум- 
кин.

X ва у  учун ^уйидагиларни ёзишимиз мумкин:

(x =  « ’-ft1 +  ír1; ÿ~ = vh2 +  c2; ox =  ou-hL't og = a 0 h2.



Оундан:

х  =  Ю и +  5 =  63 ,50; 

у  =  5и  +  8  =  35,15; 

г  =* 5 0  С.... *= 50лу

а х =  Ш -ои =  24,00; 

сту =  5-0^  =  13,75;

-и  -Ъ) =  5 0 -6 ,1 8 0 2  =  309,01

келнб чи^ади.
Регрессия тенгламасини келтириб чицариш учун регрессия коэф

фициентами ^исоблаймиз:

Р » ,  =  ^ = 0 , 9 3 6 . ^ р = - - 0 . 5 3 6 .

у нинг х га регрессия тенгламаси ух — У =  Рух (х ~~ х) га асосан 

¿ 7 = 3 5 ,1 5  +  0,536  {х — 63,50) ёки */ *=  0 ,536х  +  1.11 булади.
Энди х урнига унинг турли ^ийматларини цуйиб, ух ^ийматла- 

рини топамиз:

~ух =  0 ,5 3 6 -2 5  4 - 1 , П  =  14,51 =  14,5 

Уг =  0,5 3 6 - 3 5 +  1 ,П  =  19,9 ва ^оказо.

К,уйидаги жадвални тузамиз (8 -ж ад вал ).

8* ж  а д в а л

X Ух Ух Ух~Ух X Ух Ух Ух—Ух

25 1 4 ,5 15 ,0 — 0 , 5 75 4 1 , 3 4 0 , 0 1 , 3
35 1 9 ,9 2 2 ,6 — 2 , 7 85 4 6 , 7 4 7 , 2 — 0 , 5
45 2 5 , 2 24 ,1 1,1 95 5 2 , 0 5 3 , 0 —  1 , 0
55 3 0 , 6 2 9 ,9 0 , 7 105 5 7 ,4 5 4 , 6 “' 1 , 2
65 3 3 , 0 3 5 , 3 0 , 7 115 6 2 ,8 6 3 , 0 — 0 , 2

125 6 8 ,1 6 8 , 0 0 , 1

Жадвалдан куринадики, хусусий уртача эодиций уртача цийматга 
етарлича я^ин экан.

2 5 .1 - э с л а т м а .  Учинчи устундаги ух нинг хусусий уртача ^ий- 
матлари цуйидагича топилади:

1 3 - 3 + 1 8 - 2
У\~

У9

3 +  2 

18-6 +  2 3 - 4 +  4 8 -1

6 +  4 + 1

=  15;

=  22,6

ва ^оказо.
3 - м и с о л .  Тупрэ^нинг нигбатан намлиги (х) ва ёпнш^о^лиги (у) 

туррисида ани^ланган маълумотлар ^уйидагича:



х  ( % ) :  1 9 ,9  2 0 ,9  2 6 , 1  2 9 , 4  3 0 ,5  4 0 , 3  4 4 ,8  
4 7 , 6  5 6 , 6  5 8 , 3  6 4 , 5  7 5 ,6

у  (г/см2) 0 , 0  0 , 6  0 , 1  1 ,1  1 , 7  1 ,7  2 , 6  3 , 4  
4 , 2  5 , 8  6 , 3  7 , 3  
п =  12.

Маълумотларнинг корреляция коэффициентини ва регрессия чи- 
зирининг танланма тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Х^исоблаш жадвалини турридан*турри тузамиз:
9- ж  а д в а л

X (х) у  (у) X* Уг Х'У

1 1 9 ,9 0 , 0 3 9 6 ,0 1 о , с о 0 ,0 0
2 2 0 , 9 0 , 6 4 3 6 ,8 1 0 , 3 6 1 2 ,5 4
3 2 6 ,1 1 ,1 6 8 1 ,2 1 1,21 28 ,71
4 2 9 , 4 1 ,2 8 6 4 ,3 6 1 ,4 4 3 5 ,2 8
5 3 0 , 5 1 ,7 9 3 0 ,2 5 2 , 8 9 5 1 ,8 5
6 4 0 , 3 1 ,7 1624 ,09 2 , 8 9 6 8 ,5 1
7 4 4 , 8 2 , 6 20 0 7 ,6 4 6 , 7 6 116 ,48
8 4 7 , 8 3 , 4 22 8 4 ,8 4 1 1 ,5 6 162 ,52
9 5 5 ,6 4 , 2 30 9 1 ,3 6 1 7 ,6 4 2 3 3 ,5 2

10 5 8 , 3 5 , 8 3 3 9 8 ,8 9 3 3 ,6 4 3 3 8 ,1 4
11 6 4 , 5 6 , 3 4 1 6 0 ,2 5 3 9 , 6 9 4 0 6 ,3 5
12 7 6 , 6 7 , 3 58 6 7 ,5 6 5 3 , 2 9 5 5 9 ,1 8

2 2 ,  =  5 1 4 ,7 3 5 , 9 2 5 7 4 2 ,6 7 1 7 1 ,3 7 2 0 1 3 ,0 8

х ва у  ^ийматлари бир мартадан такрорлангани учун турридан- 
-тутри формулалардан фойдаланамиз:

I  =  =  4 2 , 8 9 ;  7 = 4 2 , 8 9 % .
п 12

7  =  =  3 5 ^  =  2 99. “  =  2 9д г/см2 
п 12

- V  (х - 7 ) 2 =  [ 2 * 2 - Щ ^ : 1 2 =п I _ .!
=  2 5 7 4 2 , 6 7  —  ( 5 1 4 , 7 ) 2 1 : 1 2  =  3 6 6 6 , 3 3 ;

^ 2 (у~ ^2==[2^ “ (2^2]:12 = [171’37-(35-9)2: 1 2 = 6 3 ,9 7

1  V  [х — х) (у —  у) =* [2 0 13 ,08  — 5 1 4 ,7 -3 5 ,9 ] : 12 =  473 ,27 .

Энди танланма корреляция коэффициентини хисоблаймиз: 

2 ( * —  * ) ( у — у) _ ______ 4 7 3 ,2 7

* ) » 2 ( У  —  У)* V 3 6 6 6 , 3 3 - 6 3 , 9 7



Регрессия коэффициента:

Демак, регрессия тенгламаси:

ёки

Ух =  2 ,99  4  0 ,13  (х —  42,89) — 0 ,1 3 *  —  2 ,5 8 , 

У , =  0 ,13* —  2,38.

2 -§ . Эгри чизикли корреляция

Агар регрессия графиги эгри чизикли булса, корреляиион богла- 
ниш эгри чизикли корреляция дейилади. Йккинчи тартибли парабо
лик корреляция булган ^одда У нииг X  га регрессиясининг танлан- 
ма тенгламаси

куринишда булади (иккинчи тартибли параболик корреляция), а, Ь 
ва с  параметрларни энг кнчик квадратлар усулидан фойдаланиб цуйи- 
даги нормал тенгламалар системасидан топилади:

■= И ух-

Бу X  ва У микдорлар такрорланмай келган л,олдир.
Агар А” ва К ми^дорлар такрорланиб келса, яъни пх ва пу час- 

тоталарга эга булса, маълумотлар корреляцион жадвал ор^али бе- 
рилган булиб, нормал тенглама куриниши цуйидагича булади:

Бунда а, Ь ва с параметрлар топилиб, (27. 9 ) тенгламага к;уйи- 
лади.

Худди шу йул билан У нинг X га регрессиясининг таиланма 
тенгламаси

формула ёрдамида топилади.
У нинг X  га корреляниясининг зичлигини ба^олаш учун ушбу

ух =  ах2+  Ьх-\- с (27.9)

(27.9')

( 2  % .V4) а  +  (V  пх хэ) Ъ 4 - ( 2  пх хг) с =  2  пх У.*  А  

{^ п хх3)а 4 (2 пхх2)Ь + {У1пхх)с = ^ п хух, 
{^ п хх2)а -\ -(У п х х)Ь-}-пс =  ^ п хух.

ху =  а $ 2 +  Ъху 4  с (27.10)



танланма корреляциои нисбат топилади, Бу ерда

а -  -  ] /
УК V п

а  =  1 / ^  пу ¡Ух—у)1 # 
у У  п

X  нинг У та корреляциои зичлигини топиш учун эса

Т|

(27.12)

(27.13)

(27.14)

топилади.

1 - м и с о л .  Тажриба натижасида цуйидаги маълумотлэр олинган:

X 2 4 6 8 10

У 9 6 5 ,5 6 ,5 11

X ва у лар у =  ах- +  Ьх +  с куринишдаги тенглама билан борлан- 
ган деб, а, b ва с ни энг кичик квадратлар усули билан топинг.

Е ч и ш .  Х ис°блашларни соддалаштириш учун цуйидаги жадвал- 
ни тузамиз:

X 2 4 6 8 10

8IIЙ 
,

У 9 6 5 ,5 6 ,5 П Ъ  = 38
ХУ 18 24 33 52 ПО £ * = 2 3 7  

% г = 2 2 0X * 4 16 36 64 210

**У 36 96 198 416 1100
2 * - *  - 1846

8 64 216 512 1000 V A, =  1800
х 4 16 256 1296 4096 10000 =  15664

Топилган цийматларни нормал тенгламага к;уямиз:

15664 а +  1800 b +  220с =  1846,
1800 а +  220  6 4 -  30 с  =  237,
220 а  +  30  b +  5с =  38.

Энди бу системами а, Ь, с га нисбатан ечамиз. Учинчи тенгламани 
44 га ^п ай ти ри б, биринчи тенгламадан айирамиз:

_  i 5 6 6 4 а +  180 0 6  +  2 2 0 с  =  1846 
9 6 8 0 а  +  132 0 6  + 2 2 0 с  =  1672



Учинчи тенгламани 6 га купайтириб, иккинчи тенгламадан айирамиз:

__ 1800 с +  2 2 0 6  +  30  с  =  2 3 7  
1 3 2 0 а +  1806  +  3 0  с =  2 2 8

480о  +  4 0 6  =  9 

Шундай цилнб, цуйидаги системани ^осил циламиз:

( 5 9 8 4 а +  4 8 0 6 =  174,
( 4 8 0 а +  4 0 6  =  9.

Бу системани а  ва 6 га нисбатан ечсак:

33 _  л0  а — —  «  0,3 
112 290

3 ,3

келиб чицади. Булардан фойдаланиб с ни топамиз: с 
у орасидаги богланишни курсатувчи (27.9) функция

~ух=  0 ,3  х2 —  3 ,3 *  +  14,5

14,5. х ва

куринишда булади.
2 -м  и с о  л. К,уйидаги корреляцион жадвалда берилган мгълумот- 

лар орцали ух =  ау2 +  6х +  с  танланма регрессия тенгламасини ва 
корреляцион нисбатни топинг:

2 3 5 Пу

25 20 _ 20
4 5 — 30 1 31

110 — 1 48 49
пх 20 31 49 п =  100

Е ч и ш .  Параметрларни топиш учуй цуйидаги >;исоблаш жадва-

X ПХ Ух пх х пх-хг Пх-х* пх -х* *хУх ПхУх-х ПхУх'Х2

2 20 25 40 80 160 320 500 1000 2000
3 31 4 7 ,1 93 279 837 2511 1460 4380 13141
5 49 108 ,7 245 1225 6125 30625 5 3 2 5 26624 133121

V«и 100 378 1584 7122 *3456 7 2 8 5 32004 148262

ух ни топиш усулини тушунтирамиз:

20-25

У* ”  " 20“  '
3 0 - 4 5 +  110

-  25 , 

■ = 4 7 , 1 ,



Жадвалдаги топилган ^ийматларни (27 .9 ') формулага цуямиз:

[3 3 4 5 6  а +  7122 6 +  1584 с  =  148262,
7 1 2 2 а  +  15846  +  8 7 8 с  =  32004,

I 1 5 8 4 а  +  3 7 8 Ы -  100с =  7285 .

Бу системами ечиб ^уйидагиларни топамиз:

а  =  2 ,94 ; 6 =  7,27; с  =  —  1,25.

Шундай ^илиб, изланаётган регрессия тенгламаси ушбу

ух =  2 ,9 4  х2 +  7,27х —  1,25

куринишга эга экан.
Бу те (¡г лама буйича ^исобланган шартли уртача цийматлар ^исоб- 

лаш жадвалидаги шартли уртача цийматлардан сал фар^ цилиши 
мумкин, масалан х -= 2 да жадвал буйича у1 =  25, тенглама буйича 
эса

у2 =  2 ,9 4  • 4 +  7 ,27  ■ 2 -  1,25 =  25,05.

Демак, топилган тенглама кузатиш маълумотлари билан жуда 
мос келади.

Энди корреляцион нисбатни топамиз. Бунинг учун аввал умумий 
Уртача ^ийматни топамиз:

У г а у и 2 0 - 2 5 +  3 1 -4 5 + 4 9 - 1 0 0
и  = : у —  - ________ I________ —. 7 0  ъ к
У п 100 и '60-

Сунгра умумий квадратик четланишни топамиз:

1 /  '£пу(У— У)2
• л

1 / 2 0 ( 2 5 - 7 2 , 3 5 ) 2 + 3 1 ( 4 5 - 7 2 , 3 5 ) 2 + 4 9 ( 1 1 0 — 72,35)3  _ . 0<7 0 
\ 100 « о / ,о .

Группалараро уртача квадратик четланишни топамиз:

=  / [2 5 (2 5  —  7 2 ,3 5 )2+ 4 5  • (47 ,9— 7 2 ,35)2 + 1 1 0 (1 0 7 — 72,35)2] : 100 =
=  35,9.

Демак, корреляцион нисбат та^рибан ^уйидагига тенг:



1 - ж а  д в а л
л*

1 2”ф(Х) — —г ~-  е функция цииматларининг жадвали
f ¿71

0 1 3 4 б б 7 8 9

0 , 0 0 ,3 9 8 9 3989 3989 3988 3986 3 984 3982 3980 3977 3 9 7 3

0 ,1 3970 3965 3961 3956 3951 3 9 4 5 :9 3 9 3932 3925 3918
0 , 2 3910 3902 3894 3885 3876 3 8 6 7 3857 3847 3836 3 8 2 5

0 , 3 3814 3S02 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3 6 9 7

0 . 4 3683 3668 3652 3637 3621 ЗС05 3589 3572 3555 3 5 3 8

0 , 5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3 3 5 2

0 , 6 3332 3312 3292 3271 3251 3 2 3 0 3209 3187 3166 3144

0 , 7 3 123 3101 3079 3056 £034 ЗОН 2989 20G6 2943 2 9 2 0

0 , 8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2 6 8 5

0 , 9 ¿661 2 6 3 7 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1,0 0 ,2 4 2 0 2396 2371 2343 2323 2299 2275 2251 2227 2 2 0 3

1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965

1 ,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1604 1781 1758 1736

1 ,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518

1 ,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315

1 ,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127

1 ,6 ПОЭ 10Э2 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0 9 5 7

1.7 0940 0Э25 090Э 0893 0878 0 8 6 3 0848 0833 0818 0804

1 ,8 0 790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0 6 6 9

1 ,9 0656 0644 0632 0620 0608 0 5 9 6 0584 0573 0552 0551

2 , 0 0 ,0 5 4 0 0529 0519 0508 0498 0 4 8 8 0478 0468 0459 0 4 4 9

2 ,1 0440 0431 0422 0413 0404 0 3 9 6 0387 0379 0371 0 3 6 3

2 ,2 0355 0347 0339 0332 0325 0 3 1 7 0310 0303 0297 0 2 9 0

2 , 3 0283 0277 0270 0264 0258 0 2 5 2 0246 0241 0235 0 2 2 9

2 ,4 0224 0219 0213 0208 0203 0 1 9 8 0194 0189 0184 0 1 8 0

2 , 5 0175 0 J 7 J 0167 0163 0158 0 1 5 4 0151 0147 0143 0 3 3 9

2 , 6 0131 0132 0129 0126 0122 0 1 1 9 0116 0113 0110 0 1 0 7

2 , 7 0104 0101 С0Э9 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2 , 8 0079 0077 0075 0073 0071 0 0 6 9 0067 0065 0063 0 0 6 1
2 , 9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0 0 4 6



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 , 0 0 ,0 0 4 4 ,0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034

3 ,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 00 ;5

3 , 2 0024 0 0 2 3 0 0 2 2 0022 0021 0020 о о ;о 0019 0018 0  >18

3 , 3 0017 0 0 1 7 0 0 1 6 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013

3 ,4 0012 0012 0 0 1 2 ООП ООП 0010 0010 0010 0009 0 0 ) 9

3 , 5 ОООЭ 0003 0003 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006

3 , 6 0006 0 0 0 6 0006 0005 Oí 05 0005 0005 0005 0005 0004

3 , 7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003

3 , 8 0003 0003 0 0 0 3 0003 0003 0002 0002 0002 0002

1-1ооо

3 , 9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

2* ж  а д в а л
X  г г

ф  (х) = — L  Г dz функция кийматларининг жадвали
V-2n J

X Ф (х) X Ф  (*) X Ф  (х) X Ф  (X)

0 , 0 0 0 ,0 0 0 : ) 0 , 3 2 0 ,1 2 5 5 0 ,6 4 0 ,2 3 8 9 0 ,9 6 0 ,3 3 1 5
0 ,0 1 0 , 0 0 4 0 0 , 3 3 0 , 1 2 9 3 0 ,6 5 0 , 2 4 2 2 0 ,9 7 0 , 3 3 4 0
0 , 0 2 0,(1080 0 , 3 4 0 ,1 3 3 1 0 , 6 6 0 , 2 4 5 4 0 , 9 8 0 , 3 3 6 5
0 , 0 3 0 , 0 1 2 0 0 , 3 5 0 , 1 3 6 8 0 ,6 7 0 ,2 4 8 6 0 , 9 9 0 ,3 3 8 9
0 ,0 4 0 ,0 1 6 0 0 , 3 6 0 ,1 4 0 6 0 ,6 8 0 ,2 5 1 7 1,00 0 ,3 4 1 3
0 , 0 5 0 ,0 1 9 9 0 , 3 7 0 , 1 4 4 3 0 ,6 9 0 ,2 5 4 9 1,01 0 , 3 4 3 8
0 , 0 6 0 ,0 2 3 9 0 , 3 8 0 , 1 4 8 0 0 ,7 0 0 ,2 5 8 0 1 ,02 0 ,3 4 6 1
0 , 0 7 0 ,0 2 7 9 0 , 3 9 0 , 1 5 1 7 0 ,71 0 ,2 6 1 1 1 ,0 3 0 ,3 4 8 5
0 , 0 8 4 ,0 3 1 9 0 , 4 0 0 , 1 5 5 4 0 ,7 2 0 ,2 6 4 2 1 ,04 0 ,3 5 0 8
0 , 0 9 0 ,0 3 5 9 0 , 4 1 0 ,1 5 9 1 0 ,7 3 0 , 2 6 7 3 1 ,05 0 ,3 5 3 1
0 , 1 0 0 ,0 3 9 8 0 , 4 2 0 , 1 6 2 8 0 ,7 4 0 , 2 7 0 3 1 ,03 0 , 3 Г>54
0 ,1 1 0 ,0 4 3 8 0 , 4 3 0 ,1 6 6 4 0 ,7 5 0 ,2 7 3 4 1 ,0 7 0 ,3 5 7 7
0 , 1 2 0 ,0 4 7 8 0 , 4 4 0 ,1 7 0 0 0 ,7 6 0 , 2 7 6 4 1 ,08 0 ,3 5 9 9
0 , 1 3 0 ,0 5 1 7 0 , 4 5 0 , 1 7 3 6 0 ,7 7 0 ,2 7 9 4 1 ,0 9 0 ,3 6 2 1
0 , 1 4 0 ,0 5 5 7 0 , 4 6 0 ,1 7 7 2 0 ,7 8 0 ,2 8 2 3 1 ,1 0 0 ,3 6 4 3
0 , 1 5 0 ,0 5 9 6 0 , 4 7 0 ,1 8 0 8 0 ,7 9 0 ,2 8 5 2 1,11 0 ,3 6 6 5
0 , 1 6 0 ,0 6 3 6 0 , 4 8 0 ,1 8 4 4 0 ,8 0 0 ,2 8 8 1 1 ,1 2 0 ,3 6 8 6
0 , 1 7 0 ,0 6 7 5 0 , 4 9 0 ,1 8 7 9 0,81 0 , 2 9 1 0 1 ,1 3 0 ,3 7 0 8
0 , 1 8 0 ,0 7 1 4 0 , 5 0 0 , 1 9 1 5 0 ,8 2 0 , 2 9 3 9 1 ,14 0 ,3 7 2 9
0 , 1 9 0 ,0 7 5 3 0 , 5 1 0 ,1 9 5 0 0 , 8 3 0 , 2 9 6 7 1 ,1 5 0 ,3 7 4 9
0 , 2 0 0 ,0 7 9 3 0 , 5 2 0 ,1 9 8 5 0 ,8 4 0 , 2 9 9 5 1 ,1 6 0 ,3 7 7 0
0 ,2 1 0 ,0 8 3 2 0 , 5 3 0 ,2 0 1 9 0 ,8 5 0 ,3 0 2 3 1 ,1 7 0 ,3 7 9 0
0 , 2 2 0 ,0 8 7 1 0  54 0 , 2 0 5 4 0 ,8 6 0 ,3 0 5 1 1 ,1 8 0 ,3 8 1 0
0 , 2 3 0 ,0 9 1 0 0 , 5 5 0 ,2 0 8 8 0 ,8 7 0 , 3 0 7 8 1 ,1 9 0 ,3 8 3 0
0 , 2 4 0 ,0 9 4 8 0 , 5 6 0 ,2 1 2 3 0 ,8 8 0 , 3 1 0 6 1 ,2 0 0 ,3 8 4 9
0 , 2 5 0 ,0 9 8 7 0 , 5 7 0 , 2 1 5 7 0 .8 9 0 ,3 1 3 3 1,21 0 ,3 8 6 9
0 , 2 6 0 ,1 0 2 6 0 , 5 8 0 , 2 1 9 0 0 ,9 0 0 ,3 1 5 9 1 ,22 0 ,3 8 8 3
0 , 2 7 0 ,1 0 6 4 0 , 5 9 0 , 2 2 2 4 0 ,91 0 ,3 1 8 6 1 ,2 3 0 ,3 9 0 7

0 , 2 8 0 ,1 1 0 3 0 , 6 0 0 ,2 2 5 7 0 , 9 2 0 ,3 2 1 2 1 ,24 0 ,3 9 2 5
0 , 2 9 0,1141 0 , 6 1 0 ,2 2 9 1 0 ,9 3 0 ,3 2 3 8 1 ,2 5 0 ,3 9 4 4
У, 30 0 ,1 1 7 9 0 , 6 2 0 ,2 3 2 4 0 ,9 4 0 ,3 2 6 4
0 ,3 1 0 ,1 2 1 7 0 , 6 3 0  ,2357 0 ,9 5 0 , 2 3 8 9



X Ф  (х) X Ф (х > X Ф ( * > X Ф  (х)

! ,26 0 ,3 9 6 2 1 ,5 9 0 ,4 4 4 1 1 ,9 2 0 , 4 7 2 6 2 ,5 0 0 , 4 9 3 8
1 ,27 0 ,3 9 8 0 1 ,6 0 0 ,4 4 5 2 1 ,9 3 0 ,4 7 3 2 2 ,5 2 0 , 4 9 4 1
1 ,2 8 0 , 3 9 9 7 1,61 0 ,4 4 6 3 1 ,9 4 0 ,4 7 3 8 2 ,5 4 0 , 4 9 4 5
1 ,2 9 0 ,4 0 1 5 1 ,0 2 0 ,4 4 7 4 1 ,9 5 0 ,4 7 4 4 2 ,5 6 0 , 4 9 4 8
1 ,3 0 0 , 4 0 3 2 1 ,6 3 0 ,4 4 8 4 1 ,9 6 0 ,4 7 5 0 2 ,5 8 0 , 4 9 5 1
1,31 0 ,4 0 4 9 1 ,64 0 ,4 4 9 5 1 ,9 7 0 ,4 7 5 6 2 , 6 0 0 , 4 9 5 3
1 ,32 0 , 4 0 6 6 1 ,6 5 0 ,4 5 0 5 1 ,9 8 0 ,3761 2 , 6 2 0 , 4 9 5 6
1 ,3 3 0 ,4 0 8 2 1 ,6 6 0 ,4 5 1 5 . 1 , 9 9 0 ,4 7 6 7 2 ,6 4 0 , 4 9 5 9
1 ,34 0 ,4 0 9 9 1 ,6 7 0 ,4 5 2 5 2 , 0 0 0 ,4 7 7 2 2 ,6 6 0 , 4 9 6 1
1 ,3 5 0 , 4 1 1 5 1 ,6 8 0 ,4 5 3 5 2 , 0 2 0 , 4 7 8 3 2 ,6 8 0 , 4 9 6 3

1 ,36 0 ,4 1 3 1 1 ,6 9 0 ,4 5 4 5 2 , 0 4 0 ,4 7 9 3 2 ,7 0 0 , 4 9 6 5
1 ,37 0 ,4 1 4 7 1 ,70 0 ,4 5 5 4 2 , 0 6 0 ,4 8 0 3 2 ,7 2 0 , 4 9 6 7
1 ,38 0 ,4 1 6 2 1,71 0 ,4 5 6 4 2 , 0 8 0 ,4 8 1 2 2 ,7 4 0 , 4 9 6 9
1 ,39 0 ,4 1 7 7 1,72 0 ,4 5 7 3 2 , 1 0 0 ,4 8 2 1 2 ,7 6 0 , 4 9 7 1

! ,40 0 , 4 1 9 2 1 ,7 3 0 ,4 5 8 2 2 , 1 2 0 ,4 8 3 0 2 ,7 8 0 , 4 9 7 3

1,41 0 ,4 2 0 7 1,74 0 ,4 5 9 1 2 , 1 4 0 ,4 8 3 8 2 , 8 0 0 , 4 9 7 4

1 ,42 0 , 4 2 2 2 1 ,75 0 , 4 5 9 9 2 , 1 6 0 ,4 8 4 6 2 ,8 2 0 , 4 9 7 6

1 ,43 0 ,4 2 3 6 1,76 0 ,4 6 0 8 2 , 1 8 0 ,4 7 5 4 2 ,8 4 0 , 4 9 7 7

1 ,4 4 0 ,4 2 5 1 1 ,7 7 0 ,4 6 1 6 2 , 2 0 0 ,4 8 6 ! 2 ,8 6 0 , 4 9 7 9

1 ,45 0 ,4 2 6 5 1,78 0 ,4 6 2 5 2 , 2 2 0 ,4 8 6 8 2 ,8 8 0 , 4 9 8 0

1 ,46 0 ,4 2 7 9 1,79 7 ,4 6 3 3 2 , 2 4 0 ,4 8 7 5 2 ,9 0 0 , 4 9 8 1

1,47 0 , 4 2 9 2 1 ,8 0 0 ,4 6 4 1 2 , 2 6 0 ,4 8 8 1 2 ,9 2 0 , 4 9 8 2

1 ,4 8 0 , 4 3 0 6 1,81 0 , 4 6 4 9 2 , 2 8 0 ,4 8 8 7 2 ,9 4 0 , 4 9 8 4

1,49 0 , 4 3 1 9 1,82 0 ,4 6 5 6 2 , 3 0 0 ,4 8 9 3 2 , 9 6 0 , 4 9 8 5

1 ,50 0 ,4 3 3 2 1 ,8 3 0 ,4 6 6 4 2 , 3 2 0 ,4 8 9 8 2 ,9 8 0 , 4 9 8 6

1,51 0 ,4 3 4 5 1,84 0 ,4 6 7 1 2 , 3 4 0 ,4 9 0 4 3 ,0 0 0 , 4 9 8 6 5

1 ,5 2 0 ,4 3 5 7 1,85 0 ,4 6 7 8 2 , 3 6 0 ,4 9 0 9 3 , 2 0 0 , 4 9 9 3 1

1 ,53 0 ,4 3 7 0 1 ,8 6 0 ,4 6 8 6 2 , 3 8 0 ,4 9 1 3 3 , 4 0 0 , 4 9 9 6 6

1 ,54 0 , 4 3 8 2 1 ,87 0 ,4 6 9 3 2 , 4 0 0 ,4 9 1 8 3 , 6 0 0 , 4 9 9 8 4 1

1 ,55 0 ,4 3 9 4 1 ,88 0 , 4 6 9 9 2 , 4 2 0 ,4 9 2 2 3 , 8 0 0 , 4 9 9 9 2 8

1 ,56 0 ,4 4 0 6 ! ,89 0 ,4 7 0 6 2 , 4 4 0 ,4 9 2 7 4 ,0 0 0 , 4 9 9 9 6 8

1 ,57 0 ,4 4 1 8 1 ,90 0 ,4 7 1 3 2 , 4 6 0 ,4 9 3 1 4 , 5 0 0 , 4 9 9 9 9 7

1 ,58 0 ,4 4 2 9 1,91 0 ,4 7 1 9 2 , 4 8 0 ,4 9 3 4 5 , 0 0 0 , 4 9 9 9 9 7

а к з



ty =  (у» n) кийматлар жадвали

0 ,9 5 0 ,9 9 0,999
\ 7 0 ,9 5 0 ,9 9 0 ,999

п  \ п \

5 2 ,7 8 4 , 6 0 8 ,6 1 20 2 , 0 9 3 2 ,8 6 1 3 ,8 8 3
6 2 ,5 7 4 , 0 3 6 , 8 6 25 2 , 0 6 4 2 ,7 9 7 3 ,7 4 5
7 2 , 4 5 3 , 7 1 5 , 9 6 30 2 ,0 4 5 2 ,7 5 6 3 ,6 5 9
8 2 ,3 7 3 , 5 0 5 ,4 1 35 2 , 0 3 2 2 ,7i'0 3 , 0 0 0
9 2 ,31 2 , 3 6 5 , 0 4 40 2 , 0 2 3 2 ,7 0 8 3 ,5 5 8

10 2 , 2 6 3 , 2 5 4 , 7 8 45 2 , 0 1 6 2 ,6 9 2 3 ,5 2 7
11 2 ,2 3 3 , 1 7 4 , 5 9 50 2 , 0 0 9 2 ,6 7 9 3 ,5 0 2
12 2 ,2 0 3 , 1 1 4 , 4 4 60 2 ,0 0 1 2 ,6 6 2 3 ,4 6 4
13 2 , 1 8 3 , 0 6 4 , 3 2 70 1 ,9 9 6 2 , 6 4 9 3 ,4 3 9
14 2 , 1 6 3 , 0 1 4 , 2 2 80 1,001 2 ,6 4 0 3 ,4 1 8
15 2 ,1 5 2 , 9 8 4 , 1 4 90 1 ,9 8 7 2 ,6 3 3 3 ,4 0 3
16 2 , 1 3 2 , 9 5 4 , 0 7 100 1 ,9 8 4 2 ,6 2 7 3 ,3 9 2
17 2 ,1 2 2 , 9 2 4 , 0 2 1ÍQ 1 ,9 8 0 2 ,6 1 7 3 ,3 7 4
18 2 ,1 1 2 , 9 0 3 , 9 7 1 ,9 6 0 2 ,5 7 6 3 ,2 9 1
19 2 ,1 0 2 , 8 8 3 , 9 2 1 ,9 6 0

g =  g(y,  п) кийматлар жадвали

4 -  ж а д  в  а л

X 0,95 0 ,9 9 0 ,9 9 9 \  Y 

я
0 ,9 5 0,99 0 ,9 9 9

5 1 ,37 2 , 6 7 5 , 6 4 SO 0 , 3 7 0 , 5 8 0 , 8 8
6 1 ,09 2 , 0 1 3 , 8 8 25 0 , 3 2 0 , 4 9 0 , 7 3
7 0 , 9 2 1 , 6 2 2 , 9 8 30 0 , 2 8 0 , 4 3 0 , 6 3
8 0 , 8 0 1 ,3 8 2 , 4 2 35 0 , 2 6 0 , 3 8 0 , 5 6
9 0 ,71 1 , 2 0 2 , 0 6 40 0 , 2 4 0 , 3 5 0 , 5 0

10 0 , 6 5 1 ,0 8 1 ,8 0 45 0 , 2 2 0 , 3 2 0 , 4 6
11 0 ,5 9 0 , 9 8 1 ,6 0 50 0 ,2 1 0 , 3 0 0 , 4 3
12 0 , 5 5 0 , 9 0 1 ,4 5 60 0 , 1 8 8 0 , 2 6 9 0 , 3 8
13 0 , 5 2 0 , 8 3 1 ,3 3 70 0 ,1 7 4 0 ,2 4 5 0 , 3 4
14 0 , 4 8 0 , 7 8 1 ,2 3 86 0 ,1 6 1 0 ,2 2 6 0 ,3 1
15 0 , 4 6 0 , 7 3 ! ,1 5 90 0 ,1 5 1 0 ,2 1 1 0 , 2 9
16 0 ,4 4 0 , 7 0 1 ,0 7 100 0 , 1 4 3 0 ,1 9 8 0 ,2 7
17 0 , 4 2 0 , 6 6 1,01 150 0 , 1 1 5 0 ,1 6 0 0 ,2 1 1
18 0 , 4 0 0 , 6 3 0 , 9 6 200 0 , 0 9 9 0 ,1 3 6 0 ,1 8 5
19 0 , 3 9 0 , 6 0 0 , 9 2 250 0 , 0 8 9 0 ,1 2 0 0 ,1 6 2
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