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ПРЕДИ СЛО ВИ Е

Содержание предлагаемого учебника соответствует программе 
курса «Техническая электродинамика» электротехнических инсти­
тутов связи (специальности 0703, 0708, 0702). Излагаемый в кни­
ге материал читается также студентам радиотехнических специ­
альностей втузов.

В современной электросвязи и радиотехнике широко исполь­
зуются различные волновые электромагнитные процессы (напри­
мер, направляемые волны в разнообразных линиях передачи и ли­
нейных устройствах, излучение и прием радиоволн антеннами, рас­
пространение этих волн в среде между антеннами и др.). Их мно­
гообразные свойства и особенности могут быть рассмотрены толь­
ко при помощи законов электродинамики. Техническая*электроди­
намика как раз и занимается изучением этих законов и исследо­
ванием на их основе технических устройств, в которых применя­
ются различные способы управления электромагнитными процес­
сами. Благодаря этому курс технической электродинамики' явля­
ется теоретической основой таких специальных дисциплин, как 
линии связи, распространение радиоволн, антенно-фидерные уст­
ройства, электронные и квантовые приборы, а также разделов, 
посвященных волновым электромагнитным процессам в курсах 
измерений в технике связи, радиопередающих устройств, радио­
приемных устройств и др. В этих дисциплинах идеи и методы тех­
нической электродинамики получают дальнейшее развитие.

Книга состоит из пяти частей. В ч. I— III систематически и 
подробно рассматриваются основные положения электродинами­
ки и их применение к исследованию различных электромагнит­
ных явлений, которые играют важ-ную роль в технике. В ч. IV—V 
на основе электродинамики исследуются разнообразные линейные 
устройства, широко используемые в электросвязи и радиотехнике, 
рассматриваются принципы действия и электрические характери­
стики этих устройств, их практическое применение. Более полное 
представление о содержании книги читатель легко составит по
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оглавлению. При изложении всего материала особое внимание 
уделяется четкому и последовательному введению системы поня­
тий электродинамики, физ'ичеокой интерпретации получаемых ре­
зультатов и выявлению общих закономерностей, присущих раз­
личным родственным явлениям или устройствам.

Автор выражает глубокую признательность коллективу кафед­
ры технической электродинамики и антенн Московского электро­
технического института связи, возглавляемой д-ром техн. наук 
проф. Г. 3. Айзенбергом, и д-ру техн. наук проф. Д. М. Сазонову 
за тщательное рецензирование рукописи и сделанные замечания, 
которые были учтены при доработке учебника. Особую благодар­
ность автор приносит д-ру техн. наук проф. Б. М. Машковцеву, 
который проделал большую работу по научному редактированию 
учебника и содействовал его улучшению.

Автор будет признателен читателям за замечания и пожела­
ния, которые следует направлять в издательство «Связь» по ад­
ресу: 101000 Москва, Чистопрудный бульвар, 2.

Автор



БУКВЕННЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И ЕДИНИЦЫ ИЗМЕРЕНИЯ  
ОСНОВНЫХ ВЕЛИЧИН

А — зекторный потенциал электри­
ческого тока, Вб/м 

А м — векторный потенциал магнит­
ного тока, Кл/м 

В — магнитная индукция, Т
b — реактивная электрическая про­

водимость, См 
С — электрическая емкость, Ф 
с — величина скорости электромаг­

нитных волн в вакууме, м/с 
D — электрическое смещение,

Кл/м2
Е — .напряженность электрическо­

го поля, В /м  
F — сила, Н

/ — частота колебаний, Гц 
g —  активная электрическая про­

водимость, См 
Н —напряженность магнитного 

.поля, А/м
i — мгновенное значение электри­

ческого тока, А 
J — намагниченность, А/м 

б.в—коэффициент бегущей волны 
с.в — коэффициент стоячей волны 

k — волновое число, 1/м 
L — индуктивность, Г 

М — взаимная -индуктивность, Г 
Р — поляризованность, Кл/м2 
р — мгновенное значение мощно­

сти, Вт
р (г ) — коэффициент отражения по 

напряжению в линии пере­
дачи

Q — электрический заряд, Кл
г — активное электрическое сопро­

тивление, Ом 
Т — период колебаний, ,с 
t — время, .с

V — -скорость электромагнитных 
волн в безграничной среде, 
м/с

w — мгновенное значение энер­
гии, Дж

х — реактивное электрическое со­
противление, Ом

Y — комплексная электрическая 
проводимость, См 

Z — комплексное электрическое со­
противление, Ом 

Z с — характеристическое сопротив­
ление волны, Ом 

ZB — волновое сопротивление ли­
нии передачи, Ом 

а — коэффициент затухания, 1/м 
р — коэффициент фазы, 1/м 
Y— коэффициент распростране­

ния, 1/м
6 — плотность электрического то­

ка, А/м2
6м — плотность магнитного тока, 

В/м2
еа — абсолютная диэлектрическая 

проницаемость, Ф/м 
ео — электрическая постоянная, 

Ф/м
г\ — плотность поверхностного 

электрического тока, А/м 
Цм — плотность поверхностного 

магнитного тока, В/'м 
Л — длина волны в линии переда­

чи, м
% — длина волны в безграничной 

среде, м . .
|ыа — абсолютная магнитная прони­

цаемость, Г/м 
Но — магнитная постоянная, Г/м 
П — вектор Пойнтинга, Вт/м2 
р — объемная плотность электри­

ческого заряда, Кл/м3 
Рм — объемная плотность магнит­

ного заряда, В-б/м3 
а  — удельная электрическая про­

водимость, См/м 
Gq — поверхностная плотность элек­

трического заряда, Кл/м2 
Ф — магнитный поток, В б 
Ф — 'скалярный электрический по­

тенциал, В 
1Ғ — по токо сцепление, Вб 
со — угловая частота, рад/с 
Э — электродвижущая сила, В
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Ч а с т ь  I

В в е д е н и е  

в  т е х н и ч е с к у ю  э л е к т р о д и н а м и к у

Г л а в а  1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

+

1.1. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ И ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ЗАРЯД.
ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

В создании теории электромагнитного поля очень важную  
роль сыграли физические воззрения М. Фарадея (вторая чет­
верть XIX в.) и их развитие и воплощение в стройной математи­
ческой теории Д ж . К. Максвеллом (60—70 гг. XIX в.). Основная 
идея Фарадея состояла в признании физической реальности про­
цессов, происходящих в среде, которая окружает электрические 
заряды и контуры с током. Выдвинутый Фарадеем принцип близ- 
кодействия в электромагнетизме утверждает, что всякое взаимодей­
ствие зарядов и токов может осуществляться только через про­
межуточную среду последовательно от точки к точке этой среды 
с конечной скоростью распространения.

Математическую формулировку законов электромагнитного 
поля дал Максвелл, полностью воспринявший идеи Фарадея. 
Теория Максвелла объединяла все известные в то время законы 
электромагнетизма .и содержала гениальные предположения о 
глубокой связи, существующей между электрическими и магнит­
ными явлениями. Именно эти предположения дополнили теорию 
электромагнитного поля ^новой идеей о существовании токов сме­
щения и привели к созданию системы уравнений М аксвелла , спра­
ведливых для любых электромагнитных полей в любых средах.

Анализируя свои уравнения, Максвелл пришел к выводу, что 
изменяющееся во времени электромагнитное поле может сущ е­
ствовать в виде распространяющихся в пространстве электромаг­
нитных волн, которые оказывают давление на вещество и рас­
пространяются со скоростью, равной скорости света. На основа­
нии последнего положения Максвелл выдвинул идею об электро­
магнитной природе света.

Результаты теории Максвелла были подтверждены опытами 
Г. Герца и П. Н. Лебедева. В конце 80-х гг. XIX в. Герц полу­
чил электромагнитные волны, существование которых было пред­
сказано Максвеллом. Опыты Герца показали, что с электромаг-
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нитными волнами можно проводить те же эксперименты по отра­
жению, преломлению, интерференции и дифракции, что и со све­
том. Эти эксперименты доказали общую физическую природу 
световых и электромагнитных волн. В самом конце XIX в. рус­
ский физик П. Н. Лебедев провел непревзойденные по мастер­
ству опыты, которые позволили очень точно определить величи­
ну светового давления на твердые тела и газы, теоретически пред­
сказанного Максвеллом.

Ярче всего торжество теории электромагнитного поля прояви­
лось в изобретении радиосвязи нашим соотечественником А. С. 
Поповым (1895 г.), которое привело к широкому практическому 
использованию электромагнитного поля.

Дальнейшее развитие науки об электромагнетизме и создание 
А. Эйнштейном специальной теории относительности (1905 г.) 
привели к пониманию того, что электромагнитное поле является 
особым видом материи, качественно отличным от вещества.

Любая обладающая электрическим зарядом частица вещества 
(например, положительно заряженный протон, отрицательно за ­
ряженный электрон) всегда взаимосвязана с ее собственным элек­
тромагнитным полем. Однако электромагнитное поле может су­
ществовать и в свободном состоянии, не связанное с заряженны­
ми частицами вещества, — излученное ускоренно движущимися 
заряженными частицами и распространяющееся в вакууме элек­
тромагнитное поле.

Подобно веществу электромагнитное поле обладает энергией, 
массой, количеством движения (импульсом) и моментом количе­
ства движения, т. е. теми универсальными свойствами материи, 
которые подчиняются всеобщим законам сохранения и обуслов­
лены несотворимостью и неуничтожимостью материи и ее дви­
жения.

Вместе с тем электромагнитное поле обладает особыми элек­
тромагнитными свойствами, которые оправдывают представле­
ние о нем как об особом виде материи.

Важнейшей отличительной особенностью внешнего по отноше­
нию к заряженной частице (т. е. не ее србственного) электромаг­
нитного поля является его способность оказывать силовое воздей­
ствие на эту частицу, которое зависит от ее скорости.

Обычно используемые на практике явления не требуют знания 
подробностей сложных электромагнитных процессов, происходя­
щих в микроскопических, атомных масштабах. В большинстве 
технических задач интерес представляют электромагнитные яв­
ления, протекающие в макроскопическом масштабе наблюдения, 
характеризуемые усредненными или макроскопическими значе­
ниями электромагнитных величин и изучаемые классической элек­
тродинамикой.

Электромагнитное поле в макроскопическом масштабе наблю­
дения характеризуется непрерывностью его распределения в про­
странстве. С течением времени происходит распространение поля 
в простоанстве. Распространяющееся электромагнитное поле на­
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зывают электромагнитной волной. Поскольку объемная плотность 
массы электромагнитного поля весьма мала, то в вакууме при 
отсутствии сильных гравитационных полей скорость распростра­
нения электромагнитного поля в свободном состоянии всегда пос­
тоянна и равна скорости света, которая близка к 3-108 м/с.

Классическая (макроскопическая) электродинамика приписы­
вает полю лишь волновые свойства, а элементарным частицам — 
корпускулярные. С макроскопической точки зрения частицы ве­
щества не могут накладываться друг на друга в пространстве, а 
электромагнитные поля этим свойством обладают — в одном и 
том ж е объеме может существовать одновременно множество 
электромагнитных полей. В условиях макроскопического наблю­
дения вещество и электромагнитное поле могут быть взаимно про­
ницаемыми, занимать один и тот же объем и влиять друг на друга.

Процессы теплового электромагнитного излучения и фотоэф­
фекта, электромагнитные явления, происходящие в микроскопи­
ческих, атомных масштабах, могут быть объяснены только в ре­
зультате познания законов микромира, изучаемых квантовой элек- 
родинамикой. В микроскопических масштабах наблюдения важ ­
нейшими свойствами материи являются единство корпускулярной 
и волновой природы всех -м.шфообъектов (корпускулярно-волно­
вой дуализм) и взаимопревращаемость различных видов мате­
рии, выражением которой является возможность микрообъектов 
переходить при определенных условиях друг в друга.

В микроскопическом масштабе наблюдения протяженное элек­
тромагнитное поле следует рассматривать как состоящее из неза­
висимых друг от друга дискретных микрообъектов — фотонов, об­
ладающих двойственной корпускулярно-волновой природой. Фо­
тоны не имеют массы покоя, всегда распространяются со скоро­
стью света в вакууме и целиком поглощаются или излучаются 
атомами. Фотоны электромагнитных полей очень высокой частоты 
обладают относительно большой энергией и могут превращаться 
в пары заряженных элементарных частиц вещества (например, 
электрон и позитрон). Возможно и обратное превращение — так 
называемое явление аннигиляции пор. Эта взаимопревращаемость 
отражает существующую в микромире связь различных видов ма­
терии.

Электромагнитное поле и электрический заряд представляют 
собой первые основные понятия, относящиеся к физическим явле­
ниям электромагнетизма. Следствием принципиальной тесной 
взаимосвязи между этими явлениями оказывается то важное об­
стоятельство, что полное определение электромагнитного поля не 
может быть дано без использования понятия об обладающих элек­
трическим зарядом частицах вещества точно так же, как и элек­
трический заряд не может быть полностью определен без исполь­
зования понятия об электромагнитном поле.

Принимая во внимание все сказанное выше, можно дать сле­
дующие определения электромагнитного поля и электрического 
заряда [36].
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Электромагнитное поле есть особый вид материи, отличающий­
ся непрерывным распределением в пространстве ( электромагнит­
ные волны,, поле заряженных частиц) и обнаруживающий дис­
кретность структуры (фотоны), характеризующийся в свободном  
состоянии способностью распространения в вакууме ( при отсут­
ствии сильных гравитационных полей) со скоростью, близкой к 
3 -1 0 8 м/с, оказывающий на заряженные частицы силовое воздей­
ствие, зависящее от их скорости.

Электрический заряд есть свойство частиц материи (вещест­
ва) или тел, характеризующее их взаимосвязь с собственным 
электромагнитным полем и их взаимодействие с внешним электро­
магнитным полем; имеет два вида, известные как положительный 
заряд (заряд протона, позитрона и др.) и отрицательный заряд  
( заряд электрона и др.); количественно определяется по силово­
му взаимодействию тел, обладающих электрическими зарядами.

1.2. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ И МАГНИТНОЕ ПОЛЯ КАК ДВЕ СТОРОНЫ 
ЕДИНОГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

При исследовании электромагнитного поля обнаруживаются 
две формы его проявления, две стороны — электрическое поле и 
магнитное поле, которым можно дать следующие определения [36].

Электрическое поле есть одна из двух сторон электромагнит­
ного поля, обусловленная электрическими зарядами и изменением 
магнитного поля, оказывающая силовое воздействие, на заряжен­
ные частицы и тела и выявляемая по силовому воздействию на 
неподвижные заряженные тела и частицы.

Магнитное поле есть одна из двух сторон электромагнитного 
поля, обусловленная электрическими зарядами движущихся заря­
женных частиц и тел и изменением электрического поля, оказы ва­
ющая силовое воздействие на движущиеся заряженные частицы и 
выявляемая по силовому воздействию, направленному нормально к 
направлению движения этих частиц и пропорциональному их ско­
рости.

Разделение всегда единого объективно существующего в при­
роде электромагнитного поля на электрическое и магнитное поля 
имеет относительный характер, т. е. зависит от выбора инерциаль- 
ной системы координат, в которой исследуется электромагнитное 
поле.

Обратимся к следующему простому примеру. Предположим, 
что в некоторой системе координат К  электрические заряды по­
коятся. Следовательно, в соответствии с данными выше опреде­
лениями при исследовании электромагнитного поля этих зарядов  
•в системе К  будет установлено, что в рассматриваемой области 
пространства электрическое поле существует, а магнитное поле 
отсутствует. Предположим теперь, что другая система координат 
К! движется относительно системы К  равномерно и прямолиней­
но. Неподвижные относительно системы К  заряды будут двигать­
ся в системе К Следовательно, при исследовании электромаг­
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нитного поля этих зарядов в системе К' будет установлено, что 
в той же области пространства теперь уже существует не только 
электрическое, но и магнитное поле. Таким образом, результаты 
измерения одного и того же электромагнитного поля в двух раз­
личных равноправных системах К  и К' будут отличаться друг от 
друга. Однако из величин, характеризующих электрическое и 
магнитное поля, можно составить соотношения, которые остают­
ся неизменными при переходе от одной инерциальной системы ко­
ординат к другой и являются инвариантными количественными 
характеристиками электромагнитного поля. Эти соотношения 
представляют собой математическое выражение того факта, что 
только совокупность электрического и магнитного полей имеет 
смысл, не зависящий от выбора системы координат.

Именно вследствие того, что разделение всегда единого объек­
тивно существующего электромагнитного поля на две его сторо­
ны — электрическое и магнитное поля — имеет относительный ха­
рактер, в приведенных выше определениях электрического и маг­
нитного полей принципиально нельзя было обойти зависимость 
одного из них от другого.

Г л а в а  2

ОСНОВНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ,
ХАРАКТЕРИЗУЮ Щ ИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ.

УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ  
В ИНТЕГРАЛЬНОЙ ФОРМЕ 

+

2.1. СВЯЗАННЫЕ И СВОБОДНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЗАРЯДЫ

Различают два рода элементарных электрических зарядов — 
связанные и свободные. Связанные заряды входят в состав элек­
трически нейтральных молекул либо представляют собой поло­
жительные и отрицательные ионы, закрепленные в твердых ве­
ществах в узлах ионной решетки таким образом, что возможно 
разбиение этой решетки на элементарные ячейки, каждая из ко­
торых является электрически нейтральной.

К свободным зарядам прежде всего следует отнести все заря­
ды, которые могут перемещаться на макроскопические расстоя­
ния и образовывать тем самым электрический ток проводимости 
или переноса (отщепившиеся от атомов электроны в металлах, 
заряженные частицы в вакууме, ионы в ионизированных газах и

Т. е. расстояния, которые велики по сравнению с расстоянием между мо­
лекулами 'вещества или узлами ионной решетки.
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электролитах и т. д .). Кроме того, сюда относят заряды, находя­
щиеся на поверхности диэлектриков и нарушающие их нейтраль­
ность, а также заряды ионной решетки твердых веществ, образо­
вавшиеся из-за недостатка в рассматриваемой области вещества 
ионов определенного знака, что не позволяет разбить решетку на 
элементарные электрически нейтральные ячейки.

Единицей измерения электрического заряда (количества элек­
тричества) в Международной системе единиц (СИ), которая ис­
пользуется в этой книге, является кулон (Кл).

2.2. ПЛОТНОСТЬ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЗАРЯДА

При определении макроскопических значений электромагнит­
ных величин важную роль играют понятия физически бесконечно 
малых элементов объема dV , поверхности dS  и длины dl. Эги эле­
менты характеризуются такими линейными размерами, которые 
одновременно удовлетворяют следующим двум условиям: во-пер­
вых, они очень велики по сравнению с микроскопическими неод­
нородностями среды и поля (т. е. по сравнению с расстоянием 
между молекулами вещества); во-вторых, они очень малы по 
сравнению с макроскопическими неоднородностями среды и поля.

Макроскопическое распределение свободного электрического 
заряда в объеме характеризуют объемной плотностью заряда  р. 
Для определения р в некоторой точке выделим вокруг нее физи­
чески бесконечно малый элемент объема d V y внутри которого ал­
гебраическая сумма свободных зарядов равна dQ. Объемная 
плотность электрического заряда в точке наблюдения определяет­
ся формулой

p = d Q / d V  (2.1)

и равна свободному заряду, приходящемуся в окрестности рас­
сматриваемой точки на единицу объема. Единицей измерения р 
является кулон на кубический метр (Кл/м3).

В силу первого условия, предъявляемого к линейным разме­
рам d V t внутри него содержится огромное число элементарных 
частиц, что исключает зависимость р от микроскопических неод­
нородностей, обусловленных атомистической структурой зарядов. 
В силу второго условия заряд dQ  следует считать распределен­
ным по dV  равномерно, что исключает зависимость р от выбран­
ного элемента объема.

Отметим, что значение в точке наблюдения р =  0 еще не озна­
чает отсутствия в окрестности этой точки" движущихся свободных 
зарядов, образующих электрический ток. Например, внутри ме­
талла в dV  сумма отрицательных зарядов свободных электронов 
может быть равна сумме зарядов положительных ионов, вслед­
ствие чего dQ =  0 и р =  0.

В некоторых случаях можно считать свободный заряд Q рас­
пределенным по поверхности 5. Такой заряд называют поверхно­
стным, а его макроскопическое распределение характеризуют no­
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верхностной плотностью электрического заряда cq:
Oq =  dQ/dS, (2.2)

которая измеряется в кулонах на квадратный метр (Кл/м2).

2.3. НАПРЯЖЕННОСТЬ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ Е. ПОТОК ВЕКТОРА Е

Напряженность электрического поля Е характеризует силовое 
воздействие электрического поля на электрические заряды. На 
малый пробный заряд Q в точке наблюдения электрическое поле 
действует с силой F, определяемой формулой

Вектор Е численно равен силе, с которой электрическое поле дей­
ствует в данный момент времени в рассматриваемой точке на еди­
ничный положительный заряд. Единицей измерения напряженно­
сти электрического поля в системе единиц СИ является вольт на

Силовое поле Е можно наглядно изобразить при помощи век­
торных (силовых) линий напряженности электрического поля ]К 
Векторную линию проводят таким образом, чтобы касательная к 
ней в любой точке совпадала с направлением вектора Е в этой 
точке (рис. 2.1). На рисунке векторные линии снабжают стрелка­
ми, указывающими направление вектора Е.

Построение картины векторных линий принято проводить так, 
чтобы их густота (плотность) была пропорциональна модулю  
(величине) вектора поля.

Рассмотрим в векторном поле Е элементарную поверхность 
d S , в пределах которой Е можно считать постоянным по вели­
чине и направлению, и выберем положительное направление нор­
мали к dS, которое будем характеризовать безразмерным единич­
ным вектором (ортом) п°. В соответствии с правилом векторной 
алгебры элемент поверхности принято изображать вектором, ве-

Все сказанное ниже о построении картины векторных линий Е будет 
справедливо по отношению к любому векторному полю.

ғ =  QE. (2.3)

РИС. 2.1 РИС. 2.2
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личина которого равна площади элемента, а направление совпа­
дает с п°:

d S  =  п° dS. (2.4)
Элементарным потоком ёФ э вектора Е сквозь площадку dS  в 

направлении положительной нормали п° называют скалярное 
произведение

d<b9 =  E d S = E d S co s(Е, п°). (2.5)
Из (2.5) следует, что элементарный поток ^Фэ есть скалярная 
величина, знак которой зависит от того, какую из двух нормалей 
к dS  приняли за положительную.

Поток вектора Е сквозь поверхность S конечных размеров оп­
ределится выражением

Фэ =  [с!Ф э=  j E d S .  (2.6)
is s

Поверхность 5  может быть замкнутой. В этом случае услови­
лись всегда считать положительной внешнюю  нормаль п°, кото­
рая направлена наружу по отношению к объему, ограниченному 
замкнутой поверхностью (рис. 2.2). Поток вектора Е сквозь замк­
нутую поверхность S  в направлении внешней нормали выражает­
ся формулой

(D3 =  ( fE d S . (2.7)

На тех участках замкнутой поверхности S, где вектор Е нап­
равлен внутрь ограниченного ею объема, элементарные потоки 
dQ)3 будут отрицательными, а на тех участках, где^ Е направлен 
наружу, — положительными. Если обратиться к наглядной кар­
тине векторных линий Е и учесть, что каждый элементарный по­
ток dG)d пропорционален числу линий, пронизывающих соответ­
ствующую площадку d S , то нулевое значение потока (2.7) можно 
условно интерпретировать как равенство числа векторных линий, 
входящих внутрь объема, ограниченного замкнутой поверхностью 
5 , и выходящих наружу. Положительное (отрицательное) значе­
ние Фэ соответствует представлению, что число векторных линий, 
выходящих наружу, больше (меньше), чем число линий, входя­
щих внутрь. В свою очередь, это означает, что внутри объема, 
ограниченного S, существуют истоки (стоки) векторного поля Е, 
в которых векторные линии начинаются (оканчиваются).

2.4. ОБОБЩЕНИЕ ЗАКОНА ГАУССА. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ СМЕЩЕНИЕ D

Для электростатических полей (т. е. электрических полей не­
подвижных макроскопических зарядов) в вакууме на основании 
закона Кулона в курсе физики был получен закон Гаусса. Он ус­
танавливает связь между потоком вектора Е сквозь произволь­
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ную замкнутую поверхность S и алгебраической суммой Q сво­
бодных электрических зарядов, заключенных внутри этой поверх­
ности:

(2.8)

где ео — коэффициент пропорциональности, называемый электри­
ческой постоянной. В системе единиц СИ электрическая постоян­
ная

Рассмотрим теперь закон Гаусса для диэлектриков (веществ, 
в которых свободные электрические заряды имеются в ничтож­
ном количестве).

Под действием сил внешнего электростатического поля изме­
няются средние положения связанных зарядов, входящих попар­
но ( +  Qo, — Qo) в состав молекул. В неполярных молекулах это 
приводит к образованию упорядоченно направленных элементар­
ных электрических диполей, обладающих электрическими момен­
тами:

где Qo — величина заряда, 1° — единичный вектор, определяющий 
направление смещения положения положительного заряда, I — 
расстояние, на которое расходятся друг относительно друга сред­
ние положения зарядов. Электрический момент диполя измеряет­
ся в кулон-метрах (К л-м ). Если же и в отсутствие поля молеку­
лы обладали электрическими моментами (полярные молекулы), 
то под воздействием внешнего поля появляется направление пре­
имущественной ориентации этих моментов.

Возникновение упорядоченно ориентированных элементарных 
электрических моментов" приводит к электрической поляризации 
кещества. Это состояние вещества характеризуется тем, что элек­
трический момент данного объема вещества отличен от нуля.

Степень электрической поляризации в каждой точке диэлек­
трика количественно характеризует векторая величина поляризо- 
еанности Р:

где в числителе стоит геометрическая сумма элементарных элек­
трических моментов поляризованного диэлектрика в физически 
бесконечно малом элементе объема d V y окружающем рассматри­
ваемую точку. Из (2.10) следует, что поляризованность Р в неко­
торой точке численно равна электрическому моменту, приходя­
щемуся в окрестности этой точки на единицу объема вещества. 
Поляризованность Р измеряется в Кл/м2.

р =  Qo1 1° =  Qol. (2.9)
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Выделим мысленно в поляризованном диэлектрике произвола  
но ориентированный элемент поверхности d S , который «рассечет* 
некоторые элементарные диполи (рис. 2.3). Вследствие упорядо­
ченной ориентации этих диполей и 
их «рассечения» с обеих сторон эле- a s
мента поверхности dS  образуются g ____ 0  q __ ~ ^
равные по величине, но противопо- <
ложные по знаку избыточные свя- 0 _ 0  @. @____0
занные заряды. В курсе физики по­
казано (например, [50]), что избы- ©- 
точный связанный заряд dQ CB, обра­
зовавшийся в результате поляриза- ® ® № ------® ьь-
ции диэлектрика с той стороны эле­
мента d S , в которую направлен п°, РИС. 2.3 
равен потоку вектора Р сквозь dS:

dQCB =  P d S .  (2.11)
Выделим мысленно в объеме поляризованного диэлектрика 

произвольную замкнутую поверхность 5 , охватывающую заряд Q. 
Очевидно, что в результате поляризации диэлектрика снаружи 
этой поверхности образовался избыточный связанный заряд

ссв.нар =  <j)PrfS, (2.12)

а внутри поверхности — равный ему по величине, но противопо­
ложный по знаку избыточный связанный заряд

QcB.BH =  ( f ) P d S .  (2 .13)
5

Физически электрическое поле существует между молекулами 
диэлектрика; влияние диэлектрика на величину напряженности 
электрического поля в нем обусловлено возникновением внутри 
поверхности S заряда Qcb.bh- Поэтому для диэлектрика необхо­
димо видоизменить ф-лу (2 .8) следующим образом:

(^ E d S =  Q + ^CB-BH или (j)E d S  ~= — < j ) P d s ) .  (2.14)
s 0 s ^  s

Представим равенство (2.14) в следующем виде:

& (e0E +  P )d S  =  Q. (2.15)
s

Введя обозначение
D =  e0E +  P, (2.16)

где вектор D измеряется в кулонах на квадратный метр (Кл/м2), 
получаем вместо (2.15) соотношение

| D d S  =  Q. (2.17)
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Закон Гаусса для зарядов в диэлектрике (2.17) строго дока­
зывается лишь для электростатических полей. Максвелл обобщил 
этот закон, постулировав справедливость соотношения (2.17) для 
произвольных вещественных сред (а не только диэлектриков) и 
любых зарядов и полей, как угодно изменяющихся во времени и 
пространстве. Выводы теории электромагнитного поля, которая 
принимает этот постулат в качестве одного из основных своих 
положений, полностью подтверждаются опытом. Следовательно, 
обобщенный закон Гаусса  правильно отражает объективные за­
коны природы.

Определяемый соотношением (2.16) вектор D называют элек­
трическим смещением. Он представляет собой, по существу, гео­
метрическую сумму двух различных векторных физических вели­
чин: напряженности электрического поля в рассматриваемой точ­
ке, умноженной на электрическую постоянную, и поляризованно- 
сти вещества в той же точке. Однако введение вектора D очень 
упрощает описание электрических полей в веществе — поля, обус­
ловленные одними и теми же свободными зарядами, характери­
зуются в любых веществах и вакууме одними и теми же значе­
ниями 'вектора D. Это положение, в частности, иллюстрируется 
ф-лой (2.17). Поэтому наряду с напряженностью электрического 
поля Е, которая определяет силовое действие результирующего  
поля (обусловленного как свободными, так и связанными заря­
дами), вектор D представляет собой основную величину, харак­
теризующую электрическое поле в каждой его точке.

Если, например, внутри замкнутой поверхности 5  Q > О, то 
согласно (2.17) внутри S существуют истоки векторного поля D 
(ср. § 2.3), причем чем больше значение Q, тем больше вектор­
ных линий D начинается внутри 5.

Обобщенный закон Гаусса (2.17) выражает взаимосвязь, су­
ществующую в любых средах между электрическими зарядами и 
элсктр-нчсским полем, и представляет собой о тин из основных за­
конов электродинамики в интегральной форме.

2.5. КЛАССИФИКАЦИЯ СРЕД ПО ИХ МАКРОСКОПИЧЕСКИМ 
ПАРАМЕТРАМ. АБСОЛЮТНАЯ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ 

ПРОНИЦАЕМОСТЬ

Макроскопическое рассмотрен'ие электромагнитных процессов 
в веществе позволяет отвлечься от его атомистической, дискрет­
ной структуры. При этом само вещество выступает как непрерыв­
ная среда. Влияние различных вещественных сред на протекаю­
щие в них электромагнитные процессы учитывается введением 
особых макроскопических параметров, одни из которых характе­
ризуют электрические свойства среды, другие — магнитные.

Среды по их макроскопическим параметрам разделяются на 
изотропные и анизотропные, линейные и -нелинейные, однородные 
и неоднородные. В этом параграфе рассмотрим особенности та­
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кой классификации сред по их электрическому свойству поляри­
зоваться.

Изотропной называют среду, физические свойства которой оди­
наковы по всем направлениям в каждой ее точке. В изотропной 
по отношению к электрическому полю среде электрические мо­
менты элементарных диполей имеют преимущественную ориента­
цию параллельно напряженности электрического поля. При этом 
векторы поляризованности (2.10) и, следовательно, электриче­
ского смещения (2.16) оказываются параллельными вектору Е.

О Е

5)

РИС. 2.4

в )

Линейной  называют среду, свойства которой не зависят от ве­
личины векторов поля. В веществе, которое по своим электриче­
ским свойствам изотропно и линейно, вектор поляризованности Р 
оказывается пропорциональным вектору Е (рис. 2 .4 а ):

Р =  е0*эЕ> (2.18)
где безразмерный коэффициент пропорциональности къ называют 
диэлектрической восприимчивостью. Диэлектрическая восприим­
чивость является макроскопическим параметром, характеризую­
щим электрическое свойство вещества поляризоваться, и зависит 
от физико-химических особенностей данного вещества.

К линейным изотропным средам относился, например, большин­
ство диэлектриков: воздух, фторопласт, полиэтилен, полистирол, 
парафин и т. д.

Подставив (2.18) в (2.16), получаем для изотропной линейной 
среды

D =  eaE, (2.19)
где

еа =  е0( 1 + * , )  (2.20)

— параметр, измеряемый в фарадах на метр (Ф/м) и называемый 
абсолютной диэлектрической проницаемостью.

Соотношение (2.19) устанавливает связь меж ду векторами 
электрического поля Е и D в каждой точке изотропной линейной 
среды и показывает, что в этой среде вектор D линейно зависит 
от вектора Е и совпадает с ним по направлению.

— -----  " l l  17



В вакууме отсутствуют частицы вещества, вследствие чего 
£э =  0, Р =  0 и

D =  е0Е. (2.21)

Следовательно, абсолютная диэлектрическая проницаемость ва­
куума в системе единиц СИ численно равна электрической пос­
тоянной е0.

Иногда электрическое свойство среды поляризоваться харак­
теризуют путем ее сравнения с вакуумом. Для этой цели исполь­
зуют понятие диэлектрической проницаемости

е =  еа/е0 =  1 +  k9. (2 .22)

Нелинейной называют среду, свойства которой зависят от ве­
личины векторов поля. В среде, которая по своим электрическим 
свойствам изотропна и нелинейна, поляризованность Р характе­
ризуется нелинейной зависимостью от Е (рис. 2.46) и даж е мо­
жет иметь нелинейный гистерезисный характер (рис. 2.4в). Ве­
щества, у которых зависимость Р (Е )  имеет нелинейный гистере­
зисный характер, называют ферроэлектриками или сегнетоэлек- 
триками (к ним относятся сегнетова соль и ряд других веществ).

Анизотропной называют среду, физические свойства которой 
различны по разным направлениям. В анизотропной по отноше­
нию к электрическому полю среде смещение связанных зарядов 
может происходить не параллельно направлению векто­
ра Е, а в несколько ином направлении, вдоль которого действие 
препятствующих смещению внутримолекулярных сил выражено 
наиболее слабо. В анизотропном линейном веществе вектор Р уж е  
не будет совпадать по направлению с вектором Е; из ф-лы (2.16) 
следует, что и вектор D не будет совпадать по направлению с  
вектором Е. Если в частном случае вектор Е направлен по оси х  
(Е —х°Ех), то в анизотропной линейний средс вектор D может 
иметь все три составляющие: D x =  eoexxEx; D y =  z ^ yxEx\ D z =  
=  еоezxEx. В общем случае каждая составляющая D зависит от 
всех трех составляющих Е:

Dx — б0 (&ХХЕХ 4" гхуЕу 4" *xzEz)> Dy =  е0(еУхЕх -J- ъууЕу +  e ẑ̂ z)»
Dz =  е0 (ezxEx 4“ ezyEy -f- bZ2£ 2). (2.23)

Совокупность действий (2.23), которые необходимо произвес­
ти в случае анизотропной линейной среды над составляющими 
вектора Е для получения составляющих вектора D, записывают 
в матричной (табличной) форме

ЧЕу • (2.24) 

_________ Et \

Параллельный термин — относительная диэлектрическая проницаемость.
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Фигурирующая в (2.24) матрица

^  I ехх еху e xz 

е =  I гух еуу e yz 

LeZJC ^zy e zz

(2.25)

носит название тензора диэлектрической проницаемости.
К анизотропным средам относятся кристаллические вещества, 

электрические свойства которых различны по главным кристал­
лографическим осям и, следовательно, поляризация которых за ­
висит от направления вектора Е относительно этих осей (напри­
мер, кварц, исландский шпат). Важным примером анизотропной 
среды является плазма (ионизированный газ), находящаяся под 
воздействием постоянного магнитного поля. Такая плазма обла­
дает анизотропными электрическими свойствами для переменно­
го электромагнитного поля (см. гл. 16).

Однородной  называют среду, параметры /которой имеют одно 
и то ж е значение во всех ее точках, т. е. не являются функциями 
координат. Например, изотропная линейная однородная среда х а ­
рактеризуется условием ea(R) = con st. Неоднородной  называют 
среду, параметры которой непрерывно меняются от точки к точке 
и представляют собой некоторые функции пространственных ко­
ординат.

2.6. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ТОКИ ПРОВОДИМОСТИ И ПЕРЕНОСА.
ПЛОТНОСТЬ ТОКА

Электрические токи проводимости и переноса представляют 
собой упорядоченное движение свободных электрических‘зарядов, 
всегда сопровождаемое наличием магнитного поля. Электричес­
кий ток (проводимости или переноса) в каждой точке области 
его существования характеризует вектор плотности тока 6. Н ап­
равление плотности тока совпадает с направлением движения по­
ложительных зарядов в рассматриваемой точке или соответствен­
но противоположно направлению движения отрицательных заря­
дов. Модуль плотности тока б равен абсолютной величине электри­
ческого заряда, переносимого в окрестности рассматриваемой 
точки за единицу времени сквозь единицу поверхности, ориентиро­
ванной перпендикулярно к направлению движения зарядов.

Единицей измерения плотности электрического тока в систе­
ме единиц СИ является ампер на квадратный метр: [б] =

Абсолютная величина тока (силы тока) проводимости или пе­
реноса \di\ сквозь произвольный элемент поверхности dS  равна 
величине заряда, переносимого сквозь этот элемент в единицу 
времени, и измеряется в амперах (А). Ток di  определяется пото­
ком вектора 6 сквозь dS  в направлении положительной норма­
ли п°:

=[Q)f[t][L2] = Кл/с-м* =  А/м2.

di =  5 d S =  б cos (3, n°) dS =  8n dS , (2.26)
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где 6n =  6 co s(6 , n ° ) — проекция вектора б на нормаль п° к dS  
(рис. 2.5). Справедливость (2.26) следует из того, что касатель­
ная к dS  составляющая плотности тока 6т определяет перенос за ­
ряда только вдоль элемента поверхности и не характеризует его 
перенос сквозь dS.

Электрический ток di  (2.26) есть скалярная величина, знак 
которой определяется знаком cos (6, п°) и, следовательно, зави-

cLL

<

РИС. 2.5 РИС. 2.6

сит от того, какую из двух нормалей к dS  приняли за положи­
тельную.

Ток сквозь поверхность конечных размеров S равен потоку 
вектора 6 сквозь эту поверхность:

/ = J d / = f S d S .  (2.27)
S S

Выразшм плотность тока через объемную плотность заряда 
движущихся частиц р' и их среднюю скорость v. Для этого вы­
делим мысленно физически бесконечно малый цилиндр, основа­
ние которого ориентировано нормально к направлению движения 
частиц, а объем равен d V = d l J S n (рис. 2.6). Заряд, находящийся 
внутри цилиндра и равный d Q  =  $ d V y пройдет через поверхность 
d S n за время d t= d l / v .  Следовательно, абсолютная величина тока, 
проходящего через поверхность d S n,

\di\ =  \ dQ' \/dt =  I р' I VdSni (2.28)
откуда величина плотности тока

6 =  \ di \/dSn =  I р' IV. (2.29)
В векторной форме

8 =  p'v. (2.30)
Электрический ток проводимости представляет собой упоря­

доченное движение свободных заряженных частиц под действием 
электрического поля в веществе, обладающем электропроводно­
стью 1\

Электропроводностью называют свойство вещества проводить постоян­
ный электрический ток под действием постоянного электрического поля.
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В изотропном линейном веществе, обладающем электропровод­
ностью, смещение свободных положительных зарядов происходит 
в направлении вектора Е. При этом характерной особенностью  
тока проводимости является приобретение частицами определен­
ной средней скорости движения в направлении Е, пропорциональ­
ной величине напряженности электрического поля. В соответст­
вии с ф-лой (2.30) это означает, что плотность тока проводимо­
сти должна быть пропорциональна Е, т. е.

S„p =  oE. (2 .3 1 )

Коэффициент пропорциональности а называют удельной электри­
ческой проводимостью. Удельная электрическая проводимость яв­
ляется макроскопическим параметром, характеризующим элек­
трическое свойство вещества создавать ток проводимости, и за ­
висит от физико-химических особенностей данного вещества. Сре­
ды, характеризуемые значениями а > 0 , называют проводящими.

Из (2.31) легко установить единицу измерения удельной элек­
трической проводимости:

г _  [6]_ _  А/м2 __ 1 _  сименс /См \
[Е] В/м О м м  м \  м )

Соотношение (2.31) устанавливает связь между входящими в 
него величинами, взятыми в одной и той же точке среды, и носит 
название закона Ома в дифференциальной форме. Из него легко 
получить хорошо известный закон Ома для участка электричес­
кой цепи.

Отметим, что у постоянных во времени токов, протекающих в 
проводниках, поперечные размеры которых малы по сравнению с  
их длиной, плотность тока бпр во всех точках поперечного 
сечения проводника S постоянна по величине и направлена пер­
пендикулярно к поперечному сечению. В этом случае можно го­
ворить о направлении всего тока проводимости / пр, которое бу­
дет совпадать с осью проводника.

Ток переноса, или ток конвекции представляет собой упорядо­
ченное движение свободных заряженных "частиц (или тел) в сре­
де, не обладающей электропроводностью. Важными примерами 
тока переноса является движение заряженных частиц в вакууме- 
или между электродами в сильно разряженном газе. Для плот­
ности тока переноса будем использовать обозначение бпер-

2.7. МАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ В. МАГНИТНЫЙ ПОТОК

Магнитная индукция В характеризует силовое воздействие 
магнитного поля на движущиеся электрические заряды.

На малый пробный движущийся заряд Q магнитное поле дей­
ствует с силой F, определяемой формулой

F =  Q[vB], (2.32)
где V — скорость заряда; В — магнитная индукция. Из (2.32) сле­
дует, что действующая на движущийся заряд со стороны магнит-
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лого поля сила F нормальна к плоскости, содержащей векторы v  
•и В. Если вектор v  перпендикулярен вектору В, то величина си­
лы F будет наибольшей. В этом случае при Q > 0  v, В и Ғмакс 
образуют взаимно перпендикулярную (ортогональную) правую 
тройку векторов (рис. 2.7). Зная ҒмаКс и соответствующую ей ско-

РИС. 2.7 РИС. 2.8

фость V, можно определить направление магнитной индукции В 
:и ее величину:

B =  FuiKjQ v .  (2.33)
Единицей измерения магнитной индукции в системе единиц 

'СИ является тесла:
[fii =  _ И 1 _  =  _ Н ------ =  =  В_с =  вебер_ /B 6 N  = т е с л а (Т )

[Q] [V] Кл-м/с Кл-м/с м2 м2 \  м2 /

Поток вектора В сквозь некоторую поверхность S называют 
магнитным потоком Ф сквозь эту поверхность:

Ф =  I  В ^ S. (2.34)
S

Единицей измерения магнитного потока в системе единиц СИ 
является вебер (В б).

2.8. ПРИНЦИП НЕПРЕРЫВНОСТИ МАГНИТНОГО ПОТОКА

Важной особенностью магнитного поля является непрерывность 
векторных линий магнитной индукции В, которые не имеют ни 
начала, ни конца. Причиной непрерывности линий В является от­
сутствие в природе магнитных зарядов, которые могли бы явить­
ся такими же источниками магнитного поля, какими являются 
электрические заряды по отношению к электрическому полю. 
Магнитное поле обусловлено только электрическими токами, к 
которым относится и электрический ток смещения, представляю-
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щий собой явление изменения электрического поля во времени 
(см. § 2.11). При этом линии В, охватывающие собой электриче­
ские токи, всегда непрерывны.

Благодаря непрерывности линий В магнитный поток сквозь 
любую замкнутую поверхность равен нулю:

Соотношение (2.35) называют принципом непрерывности магнит­
ного потока. Оно является одним из основных законов электроди­
намики в интегральной форме.

Вследствие непрерывности линий В магнитные потоки сквозь 
любые поверхности, ограниченные одним и тем же замкнутым 
контуром L, одинаковы. На рис. 2.8 изображены две произволь­
ные поверхности Si и S 2, ограниченные контуром L. Сумма по­
верхностей Si и S 2 образует замкнутую поверхность, для кото­
рой согласно (2.35) имеем

Если же полагать, что положительные нормали к Si и S 2 направ­
лены в одну и ту же сторону, то вместо (2.37) получим

2.9. ОБОБЩЕНИЕ ЗАКОНА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ

Поместим замкнутый проводящий контур L во внешнее маг­
нитное поле с индукцией В.

Из курса физики известно, что изменение во времени магнит­
ного потока Ф сквозь поверхность S, ограниченную контуром L, 
сопровождается возникновением в этом контуре электродвижу­
щей силы (ЭДС) Э. Электродвижущая сила в замкнутом конту­
ре определяется циркуляцией вектора Е вдоль этого контура:

и измеряется в вольтах.
Под действием З Д С  Э  в проводящем контуре возникает элек­

трический ток проводимости, который можно измерить прибором, 
включенным в контур, и тем самым обнаружить эксперименталь­
но индуцированное электрическое поле Е. Точно поставленный1 
опыт показывает, что величина электродвижущей силы Э равна' 
скорости изменения магнитного потока Ф во времени. Если усло-

(2.35>

S44-Si
(2.36)

или

(2.37>

(2.38)»

(2.39)
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биться, что выбранное в (2.39) положительное направление об­
хода контура L и положительная нормаль п° к поверхности S 
■образуют правовинтовую систему (рис. 2.9), то сформулирован­
ный выше закон принимает вид

Закон электромагнитной индукции (2.40) для проводящего 
контура был открыт Фарадеем экспериментальным путем.

При исследовании электромагнитных явлений в неподвижных 
вещественных средах обобщенный закон электромагнитной ин­
дукции (2.40) справедлив лишь для неподвижных контуров L.

Поскольку магнитный поток J BdS  остается одним и тем же при
s

любых изменениях и деформациях поверхности S, ограничен­
ной неподвижным контуром L, то изменение dO /d t  в рассматри­
ваемом случае обусловлено шлько изменением магнитной индук­
ции В во времени (а поверхность 5  можно считать неподвижной). 
Это обстоятельство отмечают введением ^ (2.40) знака частной 
производной по времени?

В (2.41) производную по времени можно было внести под знак 
интеграла, так как при неизменной во времени поверхности S  
интегрирование и дифференцирование производятся по независи­
мым переменным.

Обобщенный закон электромагнитной индукции (2.41) являет­
ся одним из основных законов электродинамики в интегральной 
-форме для неподвижных сред. Этот закон утверждает, что при 
изменении во времени магнитного поля в той же области прост­
ранства появляется связанное с ним электрическое поле.

(2.40)

Максвелл обобщил этот закон, постулиро­
вав справедливость ф-лы (2.40) для совершен­
но произвольного замкнутого контура, кото­
рый может быть и воображаемым контуром,

РИС. 2.9

S проходящим через любые среды. Этот посту­
лат называют обобщенным законом электро- 

\  магнитной индукции. Он правильно отражает 
объективные законы природы, так как выводы 
теории электромагнитного поля, которая при­
нимает этот постулат в качестве одного из ос­
новных своих положений, полностью подтверж­
даются опытом.

(2.41)
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2.10. СВЯЗЬ МЕЖДУ ПОСТОЯННЫМ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ТОКОМ 
И ОБУСЛОВЛЕННЫМ ИМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ.

НАПРЯЖЕННОСТЬ МАГНИТНОГО ПОЛЯ Н

М ежду постоянными электрическими токами (например, про­
водимости), протекающими всегда по замкнутым контурам1), и 
обусловленным ими в вакууме магнитным полем, характеризуе­
мым вектором магнитной индукции В, существует следующее ко­
личественное соотношение, которое представляет собой обобщ е­
ние опытных данных:

^  В d 1 =  |х0/ ,  (2.42)
L

где L — произвольный замкнутый контур в вакууме; \i0 — коэф­
фициент пропорциональности, называемый магнитной постоян­
ной; I — алгебраическая сумма токов сквозь произвольную по­
верхность, ограниченную контуром интегрирования.

В системе единиц СИ магнитная постоянная

|л0 =  4л • 10"7 Г/м.
При вычислении алгебраической суммы токов I положитель­

ными следует считать те токи, направление которых образует с 
выбранным положительным направлением обхода контура L пра­

вовинтовую систему; токи противоположного направления нужно 
считать отрицательными. Например, для изображенного на рис. 
2.10 случая

I — / i  / 3, (2.43)

При незамкнутом контуре происходит накопление заряда, сопровождаю­
щееся изменением электрического тока.
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так как ток / 2 2 раза входит в алгебраическую сумму — со зна­
ком плюс и со знаком минус.

Алгебраическая сумма токов сквозь поверхность S определит­
ся известным соотношением

/  =  |3 d S ,  (2.44)
S

причем направление положительной нормали к ограниченной кон­
туром поверхности S и направление обхода контура L должны 
быть связаны по правилу правого винта (рис. 2.10).

Рассмотрим теперь связь между магнитным полем и обуслов­
ливающими его постоянными токами в вещественных средах.

Внутри любого вещества существуют замкнутые элементар­
ные электрические томи, которые являются результатом орбиталь­
ного движения электронов и обладают магнитными моментами 
т ,  равными

т  =  f*o о̂* (2-45)

Здесь s0 =  n°so — векторный элемент плоской площадки, ограни­
ченной контуром с током /0, причем направление положительной 
нормали п° к площадке (и направление т )  связано с направле-

a i

РИС. 2.12

нием тока /0 в контуре правилом правого винта (рис. 2.11). Маг­
нитный момент m измеряется в А*м2.

Кроме магнитного момента, обусловленного орбитальным дви­
жением, каждому электрону присущ собственный или спиновой 
момент, наличие которого может быть сведено к действию экви­
валентного элементарного тока.

При воздействии на вещество внешнего магнитного поля в 
ориентировке элементарных токов появляется некоторая упорядо­
ченность. Этот процесс, в результате которого данный объем ве­
щества приобретает отличный от нуля магнитный момент, назы­
вают намагничиванием.

Состояние вещества, возникающее в результате намагничива­
ния, в каждой его точке количественно характеризует векторная
26
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величина намагниченности J:

где в числителе стоит геометрическая сумма магнитных момен­
тов элементарных токов в физически бесконечно малом элементе 
объема dVy окружающем рассматриваемую точку. Из (2.46) сле­
дует, что намагниченность J в некоторой точке численно равна 
магнитному моменту, приходящемуся в окрестности этой точки* 
на единицу объема вещества. Намагниченность J измеряется в' 
А/м.

Проведем мысленно в объеме намагниченного вещества про­
извольный замкнутый контур L и применим к нему соотношение
(2.42). Физически магнитное поле существует между молекулами 
вещества; влияние вещества на величину магнитной индукции в: 
нем обусловлено появлением упорядоченных элементарных токов. 
Поэтому при установлении взаимосвязи между магнитным полем- 
в веществе и обусловливающими его токами необходимо видоиз­
менить ф-лу (2.42) следующим образом:

ф B d l  =  М /  +  / ЭЛ), (2.47>
L

где I — как и прежде, алгебраическая сумма всех макроскопиче­
ских токов сквозь поверхность, ограниченную контуром интегри­
рования L; / эл — алгебраическая сумма всех элементарных токов, 
сквозь эту же поверхность.

Нетрудно сообразить, что величину алгебраической суммы / эл 
будут определять лишь те элементарные токи, которые охваты­
вают собой контур интегрирования L (сцепляются с этим конту­
ром). На рис. 2.12 изображены элементарные токи, охватываю­
щие собой элемент d\ контура L.

В курсе физики показано (например, [50]), что алгебраическую* 
сумму элементарных токов, сцепляющихся с контуром L, опреде­
ляет циркуляция намагниченности J по этвму контуру:

/эл =  (j) j  d 1. (2.48>
L

Подставляя (2.48) в (2.47), получим формулу

c j ) B d l  =  (i0 ^ / + ( £ j d l  у  (2.49) '

Перепишем равенство (2.49) следующим образом:

(£ (В/Цо — J) d 1 =  /- (2.50)
L

Введя обозначение

j  =  - V ^  ( 2 4 6 >

H =  B/n0 - J , (2.-51>
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где вектор Н измеряется в амперах на метр (А/м), получаем 
вместо (2.50) соотношение

<j)Hdl =  / .  (2.52)
L

Определяемый соотношением (2.51) вектор Н называют на­
пряженностью магнитного поля. Он представляет собой, по су­
ществу, геометрическую разность двух различных векторных фи­
зических величин: магнитной индукции в рассматриваемой точ­
ке, деленной на магнитную постоянную, и намагниченности веще­
ства в той ж е точке. Однако введение вектора Н очень упрощает 
описание магнитных полей в веществе — поля, обусловленные од­
ними и теми ж е макроскопическими токами, характеризуются в 
любых веществах и вакууме одними и теми же значениями век­
тора Н. Это положение, в частности, иллюстрируется ф-лой (2.52). 
Поэтому наряду с магнитной индукцией В, которая определяет 
силовое действ-ие результирующего поля (обусловленного как 
макроскопическими, так и элементарными токами), вектор Н 
представляет собой основную величину, характеризующую маг­
нитное поле в каждой его точке.

2.11. СИММЕТРИЯ МЕЖДУ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ 
И МАГНИТНЫМИ ЯВЛЕНИЯМИ. ТОК СМЕЩЕНИЯ

Допустим, что рассматривается электромагнитный процесс в 
такой пространственной области, в которой отсутствуют свобод­
ные электрические заряды и токи проводимости или переноса 
(например, в диэлектрике). В этом случае обобщенный закон 
Гаусса (2.17) принимает вид

(j) D d S  =  0; (2.53а)

принцип непрерывности магнитного потока (2.35) и обобщенный 
закон электромагнитной индукции (2.41) не изменяют своего 
вида:

(j)B dS =  0; (2.536) 

(j)E d l =  — J ^ d S .  (2.53b)
L  $

Если предположить, что полученное экспериментальным путем 
для постоянных токов и обусловленного ими магнитного поля 
соотношение (2.52) справедливо и для переменных процессов, то 
оно в рассматриваемом случае принимает вид

(j)H dl =  0. (2.53г)
L
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В ур-ниях (2.53) электрическое и магнитное поля фигурируют 
не на равных правах: переменное во времени -магнитное поле об ­
ладает способностью возбуждать электрическое поле [ф-ла 
(2.53в)], а переменное во времени электрическое поле такой спо­
собностью в отношении магнитного поля не обладает [ф-ла 
(2.53г)].

Это неравноправие электрического и магнитного полей было 
расценено Максвеллом как существенный недостаток теории, ко­
торый должен быть устранен. Решающим новым шагом, сделан­
ным Максвеллом при создании стройной теории электромагне­
тизма, явилась постулированная им 'симметрия между электриче­
ским и магнитным полями в отношении их способности возбуж ­
дать друг друга. Математическим выражением этой идеи являет­
ся замена соотношения (2.53г) формулой вида (2.53в), которая 
при учете единиц измерения векторов электромагнитного поля 
принимает следующий вид:

(2 ' 54)
L S

Правильность постулированного Максвеллом соотношения 
(2.54) подтверждается тем, что вытекающие из него теоретичес­
кие следствия находятся в полном соответствии с опытом.

Перепишем ф-лу (2.54) следующим образом:

(j) Hd 1 =  j*8CMdS, (2.55)
L S

где

Зсм =  dD /dt  (2.56)

и измеряется в А/м2.
Сопоставление (2.55) с (2.52) и (2.44) показывает, что эти 

соотношения имеют одинаковый вид. Следовательно, величина

*c„=JScM dS, (2.57)
S

характеризуемая в каждой точке вектором 6См и обусловленная 
переменным электрическим полем, создает магнитное поле точно 
по такому ж е закону, что и ток / ,  характеризуемый в каждой 
точке плотностью тока 6. Поскольку важнейшим проявлением 
электрического тока является существование обусловленного ИхМ 
магнитного поля, то величины iCM и 6СМ 'по своему физическому 
смыслу оказываются аналогичными электрическому току I и плот­
ности тока 6. Вследствие этого Максвелл назвал величину iCM то­
ком смещения, а вектор 8 См — плотностью тока смещения.
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2.12. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЗА РЯ ДА  
В ИНТЕГРАЛЬНОЙ ФОРМЕ. ПРИНЦИП НЕПРЕРЫВНОСТИ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТОКА

Закон сохранения электрического заряда утверждает, что из­
менение электрического заряда в любой пространственной обла­
сти может происходить только вследствие перемещения зарядов.

Следовательно, физической причиной, вызывающей изменение 
во времени свободного заряда Q внутри объема V, ограниченного 
замкнутой неподвижной поверхностью S, являются только токи 
проводимости и переноса сквозь эту поверхность. При этом зна­
чение d Q / d t < 0 обусловлено перемещением положительных заря­
дов из объема V наружу сквозь поверхность S (либо отрицатель­
ных зарядов в противоположном направлении). Поскольку у зам­
кнутой поверхности положительной является внешняя нормаль, 
то это перемещение зарядов сквозь S соответствует положитель­
ному значению суммы токов проводимости и переноса

*лр *пер~ Ср ® (2 .58)
5

Здесь 6 есть значение либо 8пр, либо бпер в рассматриваемой точ­
ке поверхности S (см. § 2.6).

Таким образом, при приравнивании значения сумме токов 

(2.58) следует изменить знак перед одной из частей равенства:

8 d S =  — —  . (2.59)
dt v

s
Соотношение (2.59) остается справедливым и в случае 

d Q / d t > 0. Оно является математической формулировкой в инте­
гральной форме закона сохранения электрического заряда.

Рассмотрим принцип непрерывности электрического тока. По­
лагая в обобщенном законе Гаусса (2.17) замкнутую поверхность
S неподвижной и взяв  ̂производную по времени, получаем

—  dS  =  ^ - .  (2.60)

$

§ dt dt
s

Воспользовавшись выражениями (2.56) и (2.59), имеем вмес­
то (2.60)

'см

ИЛИ
I S„Md S =  — (£ 3 d S  (2.61)

S

I'cm — (t'np “1“ *'nep)- (2.62)

Полным электрическим током сквозь некоторую поверхность S  
(незамкнутую или замкнутую) называют сумму токов проводи- 
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^ п о л н  =  ^ п р  ^ п е р  Т  ^ с м -  ( 2 . 6 3 )

В каждой точке этот ток характеризуется плотностью полного то- 
ка бполн, определяемой формулой

® п о л н  =  3  +  ® с м »  ( 2 . 6 4 )

причем

^полн~ J П̂ОЛН̂  (2.65)
s

Перенося все члены ф-л (2.61) и (2.62) в левую сторону, по­
лучаем соотношение

п̂олн131̂ (j) °ПОЛН̂  S =  0, (2.66)
S

которое выражает принцип непрерывности электрического тока в 
интегральной форме. Этот принцип утверждает, что полный элек­
трический ток сквозь любую замкнутую поверхность всегда равен 
нулю. Векторные линии 6 ПОлн всегда непрерывны (ср. § 2.8).

2.13. ЗАКОН ПОЛНОГО ТОКА

Очень важную роль в электромагнитных процессах играет по­
стулированный Максвеллом закон полного тока, являющийся од ­
ним из основных законов электродинамики в интегральной форме:

= j ( s +  ^ ) d s ’ (2,67)

где *‘полн представляет собой полный ток сквозь произвольную по­
верхность S, ограниченную контуром интегрирования L; положи­
тельная нормаль к S и направление обхода контура L образуют 
правовинтовую систему.

Закон полного тока устанавливает количественную связь в ин- 
гральной форме между магнитным полем, характеризуемым век­
тором Н, и обусловливающими его причинами — упорядоченным 
движением свободных заряженных частиц (токи проводимости и 
переноса) и изменением во времени электрического поля (ток 
смещения).

2.14. МАГНИТНЫЕ СВОЙСТВА СРЕД

Принципиально каждая вещественная среда под влиянием 
внешнего магнитного поля намагничивается, т. е. является магне­
тиком. В соответствии с классификацией сред, введенной в § 2.5, 
вещества по своим магнитным свойствам разделяются на изотроп­
ные и анизотропные, линейные и нелинейные, однородные и не­
однородные.

мости, переноса и смещения сквозь эту поверхность:

L
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В изотропном магнетике под воздействием магнитного поля 
элементарные токи упорядочиваются таким образом, что их маг­
нитные моменты имеют преимущественную ориентацию парал­
лельно магнитной индукции в среде. При этом намагниченность 
(2.46), а следовательно, и напряженность магнитного поля (2.51) 
оказываются параллельными (вектору В.

В изотропном и линейном магнетике вектор намагниченно­
сти J не только параллелен В, но и пропорционален ему:

J =  аВ , (2.68)
где а — коэффициент пропорциональности [ср. ф-лу (2.18)]. 

Подставив (2.68) в (2.51), получаем
Н =  ( l / ^ - а) В. (2.69)

Однако по исторически сложившейся традиции ур-ние (2.69) при­
нято записывать в виде

B =  (2.70)
где |Lia — параметр, характеризующий макроскопические магнит­
ные свойства среды, зависящий от ее физико-химических особен­
ностей, измеряемый в Г/м, и называемый абсолютной магнитной 
проницаемостью.

Подчеркнем, что если получаемое из (2.51) соотношение
У =  (2.71)

справедливо для к а щ х  угодно вещественных сред, то ф-ла (2.70) 
устанавливает связь "'между векторами магнитного поля В и Н 
в каждой точке изотропной линейной среды.

В соответствии с соотношением (2.70) и намагниченность J 
принято выражать не через В, а через Н:

J =  afiaH =  *MH, (2.72)
где .безразмерный коэффициент пропорциональности kM называют 
магнитной восприимчивостью. Магнитная восприимчивость явля­
ется макроскопическим параметром, характеризующим свойство 
вещества намагничиваться в магнитном поле.

Из ф-л (2.70) — (2.72) следует, что

=  М 1 + *м )- (2.73)
В вакууме отсутствуют частицы вещества, вследствие чего 

&м =  0, J =  0 и
В =  М0 Н. (2.74)

Следовательно, абсолютная магнитная проницаемость вакуума в 
системе единиц СИ численно равна магнитной постоянной \i0.

Иногда магнитные свойства вещества характеризуют путем их 
сравнения со свойствами вакуума. Для этой цели используют 
понятие магнитной проницаемости ^

__________  Ц =  Ца/М’о =  1 +  *м- (2.75)
Параллельный термин — относительная магнитная проницаемость.
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Изотропные линейные магнетики разделяются на две груп­
пы — парамагнетики и диамагнетики. Парамагнитные вещества 
под действием внешнего поля намагничиваются по направлению  
этого поля. У них векторы J и Н направлены в одну сторону, т. е. 
&M> 0 , ц > 1 , К парамагнетикам относятся, например, кис­
лород, редкоземельные элементы, платина, алюминий.

Диамагнитные вещества под действи­
ем внешнего поля намагничиваются в на­
правлении, обратном этому полю. У этих 
веществ вектор J направлен противопо­
ложно вектору Н, т. е. &м<0, |я < 1 , |ха<
< jLio- К диамагнетикам относятся, напри­
мер, инертные газы, углерод, вода, ртуть, 
серебро, медь.

Парамагнетики и диамагнетики весь­
ма слабо проявляют магнитные свойст­
в а — у них |йм| < 1  и соответственно \хж 
ж 1. Поэтому в теоретических исследова­
ниях часто полагают для этих веществ
|Аа =  МЧ), Ц =  1 •

Нелинейными магнетиками являются 
ферромагнетики, к которым относят фер­
ромагнитные металлы (железо, никель,
кобальт и их сплавы) и ферриты (представляющие собой магнито- 
диэлектрики). У ферромагнетиков зависимость / ( Я )  [а также 
В  ( Н ) ]  имеет нелинейный гистерезисный характер (рис. 2.13). В фер­
ромагнетике при уменьшении до нуля напряженности магнитного 
поля сохраняется остаточная намагниченность. Тело, длительно со­
храняющее остаточную намагниченность, называют костоянным 
магнитом.

В анизотропных линейных магнетиках векторы J, Н и В не 
оудут параллельными друг другу. В этом случае связь между 
векторами магнитного поля В и Н устанавливается соотношением, 
аналогичным (2.24):

где

В =  (J,0iu Н =j-i0u

ц =

'Н'х
Н у

Vxx V'XU Vxz
V'yx №уу Hyz

^ z x V'zy V iz  _

(2.76)

(2.77)

есть тензор магнитной проницаемости.
Важным примером анизотропных магнетиков могут служить 

ферриты, находящиеся под воздействием постоянного магнитного 
поля. Такие ферриты приобретают анизотропные магнитные свой- 
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ства для переменного электромагнитного поля, что широко ис­
пользуется в технике (см. г л .16 и 25).

У изотропных линейных однородных магнетиков магнитная 
проницаемость (Lia не является функцией пространственных коор­
динат, у неоднородных магнетиков магнитная проницаемость есть 
некоторая функция координат.

Г л а в а  3

УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ  
В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ФОРМЕ. 

ГРАНИЧНЫ Е УСЛОВИЯ

3.1. ЗАКОН ПОЛНОГО ТОКА И ОБОБЩЕННЫЙ ЗАКОН  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ФОРМЕ

Уравнения электродинамики в интегральной форме характе­
ризуют электромагнитный процесс в некотором объеме, ограни­
ченном замкнутой поверхностью, или вдоль некоторого замкнуто­
го контура и позволяют получить лишь суммарный (ингральный) 
эффект. При исследовании электромагнитного поля более важно, 
а подчас и необходимо уметь находить определяющие его вектор­
ные поля в каждой точке области их существования.

В тех областях пространства, где векторные поля непрерывны 
и дифференцируемы, для этой цели прежде всего нужно знать 
уравнения электродинамики в дифференциальной форме (урав­
нения Максвелла), в которых Э1и векюрные ноля выражаются 
через их вихри и истоки. При переходе точки наблюдения через 
границу раздела двух сред с различными параметрами векторы 
электромагнитного поля изменяются скачкообразно. Поэтому на 
границах раздела уравнения электродинамики в дифференциаль­
ной форме не применимы и должны быть заменены граничными 
условиями , определяющими поведение векторов поля при пере­
ходе через эти границы.

Уравнения в дифференциальной форме и граничные условия 
получают из уравнений электродинамики в интегральной форме.

В законе полного тока в интегральной форме (2.67) преобра­
зуем левую часть при помощи теоремы Стокса (П 1 .6 )1):

J ro tH d S  =  j ^ S  +  ^ d S .  (3.1)

!> Ссылки на формулы из при^ж амиь «начинаются с буквы П.

I
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Соотношение (3.1) справедливо для любой  поверхности S, что 
возможно только в том случае, когда равны подынтегральные 
выражения, т. е.

Это уравнение устанавливает связь между входящими в него 
величинами в каждой точке пространства, представляет собой 
закон полного тока в дифференциальной форме и называется пер­
вым уравнением Максвелла. Оно выражает тот физический факт, 
что электрический ток любого вида (проводимости, переноса, сме­
щения) сопровождается существованием связанного с ним маг­
нитного поля. При этом выполняется следующее количественное 
соотношение: в каждой точке пространства в каждый момент 
времени вектор плотности полного тока 8ПОлн= b  +  dD/dt есть вихрь 
вектора Н в этой ж е точке в этот же момент времени. Следова­
тельно, если в некоторой точке существует вектор плотности пол­
ного тока (6полн=т^0), то в окрестности этой ж е точки существует 
изменяющееся в пространстве магнитное поле (r o tH ^ O ).

Поступая таким же образом, получим из обобщенного закона 
электромагнитной индукции в интегральной форме (2.41) следу­
ющее уравнение:

Это уравнение относится к каждой точке пространства, пред­
ставляет собой обобщенный закон электромагнитной индукции в 
дифференциальной форме и называется вторым уравнением Макс­
велла. Оно выражает следующий физический факт: изменяющее­
ся во времени магнитное поле сопровождается существованием 
связанного с ним электрического поля. Если в некоторой точке 
дВ/д/=^=0, то в окрестности этой же точки существует изменяю­
щееся в пространстве электрическое поле (r o tE ^ O ).

3.2. ОБОБЩЕННЫЙ ЗАКОН ГАУССА И ПРИНЦИП НЕПРЕРЫВНОСТИ 
МАГНИТНОГО ПОТОКА В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ФОРМЕ

Фигурирующий в обобщенном законе Гаусса (2.17) свобод­
ный заряд Q, который находится внутри замкнутой поверхно­
сти S, выразим согласно (2.1) через объемную плотность заря­
да р:

где V — объем, ограниченный поверхностью 5.
Преобразовав левую часть (2.17) при помощи теоремы Остро­

градского—Гаусса (П1.5) и воспользовавшись (3.4), имеем

rotH =  8 +  —  .
dt

(3.2)

(3.3)
dt

(3.4)

(3.5
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Это равенство справедливо для любого  объема К, что возможно 
лишь в случае, когда равны подынтегральные выражения, т. е.

divD  =  р. (3.6)
Уравнение (3.6) справедливо в каждой точке пространства и 

представляет собой обобщенный закон Гаусса в дифференциаль­
ной форме. Оно выражает тот физический факт, что истокохм или 
стоком векторного поля D является объемная плотность электри­
ческого заряда р. Согласно (3.6) векторные линии D начинаются 
в тех точках, в которых р > 0 ,  и оканчиваются в тех точках, в 
которых р < 0 . Скалярная функция р обусловливает потенциаль­
ную составляющую вектора D (см. приложение 1, п. 1.7).

Применив к левой части (2.35) теорему Остроградского— 
Гаусса, получим

j* div BdV =  0, (3.7)
V

где V — произвольный  объем интегрирования в векторном поле В. 
Если интеграл от некоторой функции равен нулю при произволь­
ной области интегрирования, то это означает, что сама функция 
должна быть тождественно равна нулю, т. е.

div В =  0. (3.8)
Это соотношение представляет собой принцип непрерывности 

магнитного потока в дифференциальной форме и утверждает, что 
векторное поле В никогда не имеет истоков и является солено- 
идальным (см. приложение 1, п. 1.7).

3.3. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЗАРЯДА 
И ПРИНЦИП НЕПРЕРЫВНОСТИ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТОКА 

В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ф о р м е

Выразив правою час1ь (2.59) через объемную плотность за ­
ряда р *и применив к левой части теорему Остроградского— Гаус­
са, имеем

J  divS d V  =  - ^ d V .  (3.9)
V V

Поскольку это равенство справедливо для любого  объема V, то

div 5 =  — —  . (3.10)
dt v

Формула (3.10) выражает закон сохранения электрического 
заряда в дифференциальной форме и часто называется уравне­
нием непрерывности. Она устанавливает связь в каждой точке 
среды между величинами, характеризующими источники электро­
магнитного поля. В соответствии с (3.10) векторные линии бпр 
или бпер начинаются в тех точках, в которых dp/dt<0 (что соответ­
ствует уносу положительных зарядов из окрестности рассматри­
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ваемой точки либо приносу отрицательных зарядов), и оканчива­
ются в тех точках, в которых d p /d t> 0 .

Из (2.66) легко получить [ср. вывод ф-лы (3.8)] уравнение

Оно выражает принцип непрерывности электрического тока в 
дифференциальной форме и показывает, что векторное поле бполн 
является соленоидальным.

Для неподвижных сред система уравнений макроскопической 
электродинамики в дифференциальной форме была сформулиро­
вана Максвеллом и получила название уравнений М аксвелла . 
Эта система представляет собой объединение основных законов 
электродинамики, принимаемых как результат обобщения опыт­
ных данных и рассматриваемых в качестве аксиом. Все остальные 
закономерности электродинамики выводятся из этих аксиом как 
следствия, причем справедливость самих аксиом как раз и под­
тверждается совпадением вытекающих из них следствий с экспе­
риментальными результатами.

Применив операцию дивергенции к обеим частям первого урав^ 
нения Максвелла (3.2), получаем при учете (П1.19) равенство

представляющее собой принцип непрерывности электрического 
тока. Это равенство может быть записано в виде

Меняя местами в правой части (3.13) операции дифференцирова­
ния по времени и координатам (независимые переменные) и учи­
тывая (3.6), получаем закон сохранения электрического заряда
(3.10). Таким образом, принцип непрерывности электрического 
тока можно рассматривать как следствие первого уравнения 
Максвелла, а закон сохранения электрического зар яда— как след­
ствие первого уравнения Максвелла и обобщенного закона 
Гаусса.

В систему уравнений электродинамики входят четыре диффе­
ренциальных уравнения, устанавливающих связь между вектора­
ми электромагнитного поля и электрическими токами и зарядами. 
При этом основными являются два векторных уравнения:

d iv  8п0ЛН =  0. (3.11)

3.4. СИСТЕМА УРАВНЕНИИ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 
В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ФОРМЕ

(3 .12)

div 5 =  — div —  .
dt

(3.13)

rotH =  8 + ^ -5 ;  (I)
ot

ro tE  =  - ^ ,  (II)
(3.14a)
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которые характеризуют взаимосвязь и взаимозависимость изме­
нений электрического и магнитного полей и определяют вихри 
векторов электромагнитного поля. К этим уравнениям присоеди­
няются еще два скалярных уравнения:

div D =  р; (III))
div В =  О, (IV)J

которые определяют истоки векторов электромагнитного поля.
Применив к обеих частям ур-ния (II) операцию дивергенции, 

получаем соотношение

—  divB =  0. (3.15)
dt

Из (3.15) следует, что div В от времени не зависит и может 
являться только функцией координат: div B =  / ( R ) .  Скалярное 
ур-ние (IV) как раз и конкретизирует вид этой функции, уста­
навливая соленоидальный характер векторного поля В.

Система ур-ний (3.14) применима при макроскопическом рас­
смотрении каких угодно  электромагнитных явлений в любых  не­
подвижных средах, и особенности среды в ней не учитываются. 
Поэтому этих уравнений недостаточно для решения конкретных 
задач. Действительно, если, например, полагать, что 6 и р извест­
ны, то для определения четырех векторных величин Е, D, В и Н 
имеющихся в нашем распоряжении двух векторных и двух ска­
лярных уравнений будет недостаточно. При (решении конкретных 
задач систему (3.14) необходимо дополнять материальными урав­
нениями, которые характеризуют влияние среды на протекающие 
в ней электромагнитные процессы.

Ограничиваясь рассмотрением электромагнитных процессов в 
широко распространенных изотропных линейных средах, имеем 
в качестве материальных уравнений соотношения (2.19), (2.70), 
(2.31):

D =  еа Е; В =  |ыа Н; бпр =  аЕ, (3.16)

в которых параметры еа, jna и а в каждой точке среды остаются 
постоянными и считаются величинами заданными.

Чтобы выводы теории могли стать доступными опытной про­
верке и характеризующие электромагнитное поле векторы приоб­
рели физическое содержание, необходимо дополнить ур-ния (3.14) 
и (3.16) выражением для силы, с которой электрическое и маг­
нитное поля действуют на электрический заряд Q. Она опреде­
ляется суммой сил (2.3) и (2.32):

F =  Q(E +  [vB]) (3.17)

и называется силой Лоренца. 
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3.5. СТОРОННИЕ ИСТОЧНИКИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Сторонними называют такие источники электромагнитного по­
ля, которые возбуждают это поле, но сами от него не зависят, 
так как их поддерживают посторонние по отношению к исследуе­
мому полю физические явления. В технических задачах сторон­
ние источники обычно обусловлены влиянием той части электро­
динамической системы, которую непосредственно не рассматри­
вают. Например, при определении электромагнитного поля, соз­
даваемого проволочной антенной, целесообразно упростить зада­
чу и исключить из непосредственного рассмотрения генератор и 
линию передачи (которые вместе с антенной образуют единую 
электродинамическую систему), учитывая происходящие в них 
процессы введением плотности стороннего тока в антенне. Сто­
ронние источники выступают в качестве исходных данных при оп­
ределении поля и фигурируют в уравнениях электродинамики как 
заранее известные функции координат и времени .

Ограничимся далее рассмотрением изотропных линейных сред.
Действие сторонних источников в зависимости от их физиче­

ской природы проявляется в том, что в некоторой области прост­
ранства существует либо известная плотность стороннего тока 
*ст, характеризующая упорядоченное движение сторонних заря­
дов с известной объемной плотностью рст, либо напряженность 
стороннего (известного) электрического поля Ест, либо напряжен­
ность стороннего магнитного поля Нст.

Чтобы отразить в уравнениях поля явление его первичного 
возбуждения сторонними источниками при известных значениях 
6 Ст и рСт, нужно положить в соотношениях (I) и (III) системы 
(3.14)

8 =  8СТ +  8Вт =  с̂т +  °  Е; р =  Рст +  Рвт- (3 .18а)

Здесь бвт =  сгЕ и рвт — плотности вторичных тока и заряда, кото­
рые не только возбуждают электромагнитное поле, но и сами за ­
висят от него.

Если в некотором объеме V задана напряженность сторонне­
го электрического поля Ест, то она в каждой точке этого объема 
создает плотность стороннего тока проводимости 6пр.ст =  оЕСт и

д Еплотность стороннего тока смещения 6См.ст =  еа—-  , которые и
dt

вызывают первичное возбуждение поля. Чтобы в этом случае 
ввести сторонние источники в уравнения электродинамики, нуж­
но подставить в них: J

°пр.ст“Ь8вт= о(Е Ст-|-Е); 5СМ= 8 СМ.СХ+ 8 СМВХ =  еа^-■^т- -f- »

Р =  Рст +  Рвт- (3.186)

Случай, когда в некотором объеме известна напряженность 
стороннего магнитного поля Н ст, будет рассмотрен в § 10.1.
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3.6. СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ ДЛЯ ИЗОТРОПНЫХ ЛИНЕИНЫХ СРЕД. 

ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ

Подставив (3.16) и (3.18а) в систему (3.14), получим уравне­
ния Максвелла в следующем виде:

ro tH = ffE  +  ea ^  +  SCT; (I) div(eaE )=p CT+ p BT; (III)
Ot

rot E =  -  щ ^ ; (II) div H) =  0. (IV)
(3.19)

Закон сохранения электрического заряда (3.10), который вы­
текает из ур-ний (I) и (III) системы (3.19), при наличии сторон­
них токов и зарядов имеет вид

div (3Ст +  оЕ) =  - £ £ ■  =  — £- (рст +  рет) (3.20)
ot 01

ИЛИ

div5CT= - % ;  div(aE) =  - ^ f .  (3.21)
dt ot

Стройная и компактная система дифференциальных уравнений 
в частных производных (3.19) охватывает макроскопические элек­
тромагнитные явления в неподвижных изотропных линейных сре­
дах и является исходной при определении векторов поля Е, Н и 
объемной плотности заряда рвт. Зная дополнительные условия 
единственности решения уравнений электродинамики (см. гл. 5) 
и граничные условия (см. § 3.9, 3.10), можно путем решения этой 
системы уравнений однозначно предсказать, как будет протекать 
электромагнитный процесс в каждой конкретной задаче. В этом 
и проявляются полнота, мощь и универсальность законов элек­
тродинамики, дающих принципиальную возможность получить 
решение любой задачи дедуктивным путем.

Система (3.19) состоит из линейных дифференциальных урав­
нений, так как параметры среды еа, ца и а не зависят от величин 
векторов поля. Как доказывается в математике, из линейности 
этих уравнений следует, что результирующее электромагнитное 
поле, обусловленное несколькими источниками, представляет со­
бой сумму полей, создаваемых каждым из этих источников по­
рознь. Это важное положение электродинамики называют прин­
ципом суперпозиции (наложения).

3.7. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 
ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ НЕПРОВОДЯЩИХ СРЕД

Однородная непроводящая среда характеризуется параметра­
ми ea (R )= co n st, |Lia (R) =  const, ст=0. Из второго ур-ния (3.21) 
при а  =  0  следует соотношение <ЗрВт /с М  =  0 ,  т. е. плотность заряда 
рвт не может изменяться во времени. Это означает, что внутри не-
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проводящей среды существование переменного электромагнитного 
поля не сопровождается возникновением свободных вторичных за ­
рядов и, следовательно, рВт =  0. Вынося, кроме того, постоянные 
параметры еа и ца за знак дивергенции, получаем вместо (3.19) 
следующую систему уравнений:

rot Н =  е, —  4- 3Ст; (I) div Е =  ^  ; (III)
dt

, Е а нrot Е =  —Lla---
r dt

(II) divH =  0. (IV)
(3 .22)

3.8. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 
ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ПРОВОДЯЩИХ СРЕД БЕЗ СТОРОННИХ 

ИСТОЧНИКОВ

Однородная проводящая среда характеризуется параметрами 
6а (R) =  const, |ia (R) =  const, a (R )=  const. Покажем, прежде всего, 
что в этой среде при отсутствии сторонних источников (6СТ =  0, 
рСт =  0) объемные заряды длительно существовать не могут. В рас­
сматриваемом случае уравнение (III) системы (3.19) имеет вид

divE =  рвт/еа, (3.23)
а второе ур-ние (3.21) — вид

d i v E = — —  . (3.24)
о dt

После приравнивания правых частей (3.23) и (3.24) приходим к 
следующему уравнению для рвт:

^  +  — Рвт =  0. (3.25)
at еа

Решение этого уравнения

/
Рвт(̂ ) =  Рое е* . (3.26)

где постоянная р0 представляет собой плотность заряда в момент 
времени  ̂=  0. Если в пределах некоторой области ро=т̂ О, то с те­
чением времени рвт в каждой точке этой области будет убывать 
до нуля по экспоненциальному закону (3.26) и независимо от за ­
кона изменения в этой точке внешнего поля. В области же, где 
ро =  0, плотность заряда рвт согласно (3.26) остается равной нулю 
и все последующее время. Таким образом, в однородной проводя­
щей среде без сторонних источников существование электромаг­
нитного поля не сопровождается возникновением свободных за ­
рядов.

Отрезок времени т =  еа/а, в течение которого заряд в какой- 
либо точке уменьшается в е раз от своей первоначальной вели­
чины, называют временем релаксации. Для однородных сред, д а ­
же с малыми значениями а, время релаксации чрезвычайно мало.
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Например, в морской воде т составляет около 2 -1 0-10 с, и даж е в 
дистиллированной воде оно не превышает 10- 6 с.

Поскольку существование электромагнитного поля в однород­
ной проводящей среде не связано с появлением вторичных заря­
дов и время релаксации очень мало, то можно считать, что внутри 
этой среды рВт =  0. Учитывая также, что бет — О И Рст —О, имеем
вместо (3.19) следующую систему уравнений электродинамики:

3.9. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ НА ПОВЕРХНОСТИ РАЗДЕЛА  
ДВУХ СРЕД

Граница раздела двух сред образует поверхность, на которой 
по крайней мере один макроскопический параметр среды изме­
няется скачком. На такой поверхности векторы поля также испы­
тывают скачкообразные изменения [например, в случае изотроп­
ных линейных сред это следует из материальных ур-ний (3.16)]. 
Поэтому уравнения в дифференциальной форме (3.14) на грани­
цах раздела неприменимы и должны быть заменены граничными 
условиями.

1. Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  д л я  н о р м а л ь н ы х  ( п е р -  
п е н д и к у л я н ы х )  к п о в е р х н о с т и  р а з д е л а  с о с т а в л я ­
ю щ и х  в е к т о р о в  п о л я .  Пусть элементарный цилиндр высо­
той 2Дh пересекает поверхность раздела 5  двух сред (рис. 3.1). 
Этот цилиндр вырежет на поверхности раздела элементарную  
площадку AS. Будем для определенное^ счи1а!Ь, чю  иилижи- 
тельная единичная нормаль к площадке AS всегда направлена 
из первой среды во вторую, и примем для этой нормали обозна­
чение П°21.

А. Применим к замкнутой цилиндрической поверхности обоб­
щенный закон Гаусса в 'интегральной форме (2.17):

Слагаемые в левой части представляют собой соответственно* 
потоки электрического смещения сквозь верхнее и нижнее осно­
вания и сквозь боковую поверхность; AQ — свободный заряд, зак­
люченный внутри цилиндра.

При переходе к пределу, когда Д/*->0, боковая поверхность об­
ращается в нуль и

rotH =  aE  +  ea ^ ,  (I)
Ot

rot Е =  — М* 7 7  . (И)Ot (3.27)

divE =  О, (III)
divH =  0. (IV)

Dx n° Д S +  D2n° Д 5  +  Фэ.бок =  Д Q. (3.28)

(3.29)

Поскольку значения электрического смещения ограничены, то при 
переходе к 'пределу поток Фэ.бок-»-0. При Ah-^-Q свободный заряд  
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AQ будет отличен от нуля только в том случае, когда на границе 
раздела существует поверхностный заряд, причем в соответствии 
с (2.2) величина этого заряда

AQ =  oq AS.  (3.30)

Подставив эти соотношения в (3.28) и разделив обе части ра­
венства на AS, получаем

(D2 — Di) n°, =  aQ , (3.31а)

где Dj и D2 — предельные значения электрического смещения на 
поверхности раздела S  при стремлении к ней со стороны первой 
и второй сред соответственно. Вместо (3.31а) можно написать

D 2n Dln =  Gq » (3.316)

где Dm и Dzn — проекции векторов Di и D2 на нормаль n°2i.
Граничное условие (3.31) показывает, что при переходе через 

поверхность раздела, несущую поверхностный заряд, нормальная 
составляющая вектора D претерпевает скачкообразное измене­
ние, причем величина этого скачка равна поверхностной плотно­
сти заряда Oq.

Если на границе раздела поверхностный заряд отсутствует, 
то граничное условие принимает вид

Dln =  A m , (3.32)
т. е. в этом случае при переходе через границу раздела нормаль­
ная составляющая вектора D остается непрерывной.

Б. Применим к замкнутой цилиндрической поверхности прин­
цип непрерывности магнитного потока в интегральной форме
(2.35). При этом имеем следующую формулу, аналогичную (3.28):

В, n° A S  +  B2n° A S  +  Ф б0к =  0. (3.33)
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Переходя к пределу ДЛ-Я), получаем граничное условие вида
(В2 — Вх) =  0 (3.34а)

или
В1п =  В2п. (3.346)

Таким образом, при переходе через поверхность раздела нор­
мальная составляющая магнитной индукции не испытывает раз­
рыва.

2. Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  д л я  т а н г е н ц и а л ь н ы х  
( к а с а т е л ь н ы х )  к п о в е р х н о с т и  р а з д е л а  с о с т а в л я ­
ю щ и х  в е к т о р о в  п о л я .  Введем элементарный прямоугольный 
контур L = ( A B C D A ),  плоскость которого перпендикулярна по­
верхности раздела S двух сред (рис. 3.2). Участки контура АВ =  
=  CD =  Al лежат по разные стороны границы раздела. Пусть выб­
ранное направление обхода контура L (характеризуемое на сто­
ронах АВ  и CD ортами t°i и t°2) и положительная единичная нор­
маль № к поверхности Д5, ограниченной этим контуром, образуют 
правовинтовую систему.

В. Применим к контуру L обобщенный закон электромагнит­
ной индукции в интегральной форме (2.41):

E tf  Д I +  E2t° Д / +  С,.бок =  -  Д S. (3.35)

Слагаемые в левой части представляют собой соответственно 
линейные интегралы Е вдоль сторон АВ  и CD и вдоль обеих боко­
вых сторон. Выражение справа есть поток вектора dB/dt  сквозь по­
верхность AS =  2ДЛД/1М0, вычисленный при помощи теоремы о сред­
нем.

При переходе к пределу, когда ДЛ-Я), стороны контура АВ  и 
CD прилегают к поверхности раздела, боковые стороны и поверх­
ности AS =  2AhAl обращаются в нуль и

tj =  — tf ; t° =  te, (3.36)

где t° — касательный к поверхности S  орт, лежащий в плоскости 
контура L и определяемый выражением

t° =  [№ nOj . (3.37)

Поскольку значения напряженности электрического поля и 
f  дЪ\ п
I —  jcp являются ограниченными, то в предельном случае Сэ.бок

и правая часть (3.35) обращаются в нуль. Учитывая это, подста­
вив (3.36), (3.37) в (3.35) и разделив результат на Д/, получаем

(Е2 — Ех) [№ п°(] =  0. (3.38)

Это выражение в соответствии с (П1.3) можно представить в 
виде

[ n2i (Е* — Е,)] № =  0. (3.39)
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Поскольку равенство (3.39) справедливо при любом направ­
лении орта N° (зависящем от ориентации контура L относитель­
но поверхности раздела), то должно выполняться соотношение

[п °,(Е 2 - £,)] =  () (3.40)

ИЛИ

[ *№ ] =  [ П2 1 Е*] • (3.41а)
В каждой среде на границе раздела вектор Е можно предста­

вить в виде суммы тангенциальной и нормальной составляющих: 
Е =  т°£т + n °2i£ n. В граничное условие (3.41а) входят только тан­
генциальные составляющие, так как для нормальных составляю­
щих имеем тождество [n02in02i]£n =  0. Вследствие этого вместо 
(3.41а) можно написать эквивалентное ему соотношение

Е1х =  Е2ху (3.416)
где Е\% и £гт — величины тангенциальных к границе раздела со­
ставляющих вектора Е в двух бесконечно близких точках, лежа-' 
щих по разные стороны этой границы.

Граничное условие (3.41) показывает, что при переходе через 
поверхность раздела тангенциальная составляющая напряженно­
сти электрического поля остается непрерывной.

Г. Применим к контуру L закон полного тока в интегральной 
форме (2.67). При этом получим следующий аналог ф-лы (3.35):

Hxt® А I +  H2t® А /+ С бок=  (Ь +  A S. (3.42)

Переходя к пределу ДЛ-И), получим из (3.42) граничное усло­
вие вида (3.41)

[ n2iHi] =  [ п°,Н2] (3.43а)

ИЛИ

Н 1Х =  # 2х, (3.436)
показывающее, что тангенциальная составляющая вектора Н при 
переходе через поверхность раздела не испытывает разрыва 

Полученные выше четыре граничных условия соответствуют 
системе четырех основных уравнений электродинамики в инте­
гральной форме. Эти граничные условия, так ж е как и уравнения 
электродинамики в интегральной форме, имеют универсальный 
характер — они применимы для произвольных электромагнитных 
процессов на границе раздела любых вещественных сред (за ис­
ключением границы раздела с идеально проводящей средой, см. 
§ 3.10).

Если, однако, одна из двух сред является идеально проводящей (а= оо), 
то на границе раздела возможно существование поверхностного тока, при нали­
чии которого граничное условие (3.43) становится неверным и должно быть за ­
менено другим [см. § 3.10, ф-лы (3.52)].
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3.10. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ НА ПОВЕРХНОСТИ 
ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЫ

При изучении переменного  электромагнитного поля вне метал­
лических проводников последние часто заменяют идеально про­
водящей средой, которая характеризуется значением сг= оо . Эта 
замена основана на том обстоятельстве, что идеально проводя­
щая среда правильно воспроизводит в наиболее важных чертах 
влияние реальных металлических проводников на электромагнит­
ное поле вне их. Вместе с тем замена реального проводника иде­
альным очень упрощает решение электродинамических задач, так 
как электромагнитное поле внутри идеально проводящей среды 
-вообще не нужно рассматривать (оно, как сейчас будет показа­
но, тождественно равно нулю), а присутствие проводника можно 
учитывать при помощи заранее известных граничных условий на 
идеально проводящей поверхности.

Из ур-ния (I) системы (3.27), примененного к идеально про­
водящей среде, следует, что внутри этой среды Е =  0. Действи­
тельно, отличные от нуля значения Е при о =  оо возможны только 
пр'и -бесконечно больших значениях rot Н и Н. Однако таким зна­
чениям Н соответствовала бы бесконечно большая энергия маг­
нитного поля 1\  чего при источниках поля конечной мощности быть 
не может. Из ур-ния (II) системы (3.27) при Е = 0  следует, что

дИ л ов каждой точке внутри идеального проводника-----= 0 , т. е. Н от
dt

времени не зависит и ни при каких физических процессах не из­
меняется. Это означает, что никакое переменное магнитное поле 
внутри идеального проводника существовать не может и, следо­
вательно, Н =  0.

При отсутствии электромагнитного поля внутри идеального 
проводника отсутствует и электрический ток. В этом случае элек­
трический ток может протекать только непосредственно по по­
верхности идеально проводящей среды и называется поверхност­
ным током. Для характеристики поверхностного тока в каждой 
точке поверхности идеадьно проводящей среды используют поня­
тие плотности поверхностного тока rj, определяемой выражением

(3.44)

Здесь i° — орт, указывающий направление движения положитель­
ных зарядов в рассматриваемой точке; d i — поверхностный ток, 
протекающий через физически бесконечно малый элемент длины 
dl, расположенный на идеально проводящей поверхности перпен­
дикулярно к вектору i°. Таким образом, модуль плотности поверх­
ностного тока г\ равен абсолютной величине поверхностного тока, 
проходящего в окрестности рассматриваемой точки через отрезок 
единичной длины, расположенный нормально к направлению дви­
жения заряженных частиц. Единицей измерения ц является А/м.
^  Об энергетических -соотношениях в электромагнитном поле см. гл. 4.



Пусть положительная нормаль n°2i к границе раздела направ­
лена внутрь идеального проводника. Подставляя в (3.31) значе­
ние D2 =  0, получаем граничное условие

D 1 П21 =  —  a Q ИЛИ D m  =  —  a Q > (3 -4 5 )

из которого следует, что нормальная составляющая вектора D на 
поверхности идеального проводника испытывает разрыв непре­
рывности (£>271 =  0).

Из (3.34) аналогичным путем получаем граничное условие

Bi n2i =  0 или в т =  0, (3.46)

показывающее, что нормальная составляющая вектора В всегда 
равна нулю на идеально проводящей поверхности. Это означает, 
что вектор магнитной индукции возле такой поверхности может 
быть ориентирован только по касательной к ней.

Отметим, что если справедливо материальное уравнение B i=  
=  ill 1 аН19 то граничное условие (3.46) принимает вид

Hjfi^ =  0 или Н 1п =  0. (3.47)

Из (3.41) при Е^=0 получаем следующее граничное условие: 
[Ej ngj] =  0' или Eix =  0, (3.48)

т. е. на поверхности идеального проводника тангенциальная со­
ставляющая вектора Е всегда равна нулю. Следовательно, вектор 
напряженности электрического поля возле такой поверхности мо­
жет быть ориентирован только по нормали  к ней.

Наличие на поверхности идеального проводника конечной 
плотности поверхностного тока т|, протекающего в слое нулевой 
толщины, должно было бы соответствовать бесконечно большому 
значению плотности тока б, если бы такой мог существовать. 
Вследствие этого на границе раздела с  идеальным проводником 
должно выполняться предельное соотношение

lim (5 № 2Д h А I) q № A Z, (3.49)
Д/1-+0
б-*- ОО

которое как раз и определяет поверхностный ток, протекающий 
через отрезок FG (см. рис. 3.2). При ДЛ-Ю из (3.42) с учетом 
(3.49), (3.36), (3.37) и Н2 =  0 получаем

— H1 [N0n°2l] =  ri №  (3.50)

или
[Н1п01]№  =  Ч №. (3.51)

Поскольку равенство (3.51) выполняется при любом направлении 
орта №, то из него следует граничное условие

[Hi n2,] =  Щ или [Н,т п®,] =  щ (3.52а)
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([HIn°2i]=(H  n°ai], см. § 3.9). Оно устанавливает связь между 
тангенциальной к поверхности идеального проводника составляю­
щей Hix и плотностью поверхностного тока г\. На рис. 3.3 изобра-

d S

РИС . 3.3

жено определяемое (3.52а) взаимное расположение векторов 
n°2i и  г ] .  В частности, из (3.52а) следует, что плот­

ность поверхностного тока и тангенциальная составляющая Н ц  
равны по величине:

Я 1т =  т). (3.526)

Граничное условие (3.52) показывает, что при переходе через 
поверхность идеального проводника касательная составляющая 
вектора Н претерпевает скачкообразное изменение (Н\т =  г\, 
^ 2т = 0), причем величина этого скачка равна т].

3.11. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ФОРМЕ 
И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ КОМПЛЕКСНЫХ АМПЛИТУД. 

КОМПЛЕКСНАЯ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРОНИЦАЕМОСТЬ СРЕДЫ

В технической электродинамике большую роль играют уста­
новившиеся переменные электромагнитные процессы, изменяю­
щиеся во времени по закону косинуса (или синуса), т. е. колеб­
лющиеся со вполне определенной частотой, и называемые гармо­
ническими или монохроматическими.

Мгновенное значение любой скалярной величины а, характе­
ризующей монохроматический процесс, имеет вид

я (0 =  c o s  (© t +  ф). (3.53)

Мгновенное значение любой векторной величины А может быть 
выражено в ортогональной системе координат и, v, w  через ска­
лярные составляющие следующим образом:
АХ/) =  iA4um cos (со t + % )  -rV°AVm cos (со t + q v)+v*°Awmcos (coZ+qpJ. (3.54)

В этих формулах со =  2л/ =  2я/Г — угловая частота гармонических 
колебаний, рад/с; f — частота колебаний, Гц; Т — период колеба­
ний, с; А Ш) Аипь A vm, Awm — амплитуды, являющиеся функциями 
пространственных координат и, v, w\ ф, фи, фг, ф  ̂— начальные 
фазы, также являющиеся функциями этих координат.
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Согласно формуле Эйлера

cos (со t +  ф) +  i sin (со t +  ф) =  eI((D/+(p) (3.55)

мгновенные значения скаляра а (3.53) и вектора А (3.54) опре­
деляются 'вещественной частью комплексного выражения мгно­
венного значения соответствующей величины:

a (t) =  Re (Л еш ); А (/) =  Re (А е‘ш') • (3.56)

Точка над буквами ставится для обозначения комплексных 
амплитуд, которые определяются соотношениями:

А = А т е'  ф;

А =  и° Аите'ф“ +  е'Фс1 +  w # Awmе1ф“’ =  (3-57)

=  u° Аи - f  \ ° A V +  w° Aw,

от времени не зависят и являются функциями только простран­
ственных координат.

Любые линейные операции (сложение, вычитание, дифферен­
цирование и интегрирование) производятся, как легко проверить, 
раздельно над вещественными и мнимыми частями комплексных 
величин. Следовательно, если некоторое уравнение содержит 
только линейные операции над мгновенными значениями моно­
хроматических величин, то оно остается справедливым и для 
комплесных выражений мгновенных значений этих величин, от­
куда легко перейти к соответствующему уравнению для комплекс­
ных амплитуд. Поэтому можно заменить математическое иссле­
дование линей'ных уравнений для мгновенных значений исследова­
нием соответствующих уравнений для комплексных амплитуд, а 
затем в окончательном результате вновь перейти по формулам 
вида (3.56) к мгновенным значениям монохроматических вели­
чин. Целесообразность применения этого метода комплексных ам­
плитуд основывается на том, что линейные уравнения для комп­
лексных амплитуд принимают более простой вид — в них отсут­
ствует зависимость от времени. Это упрощение является простым 
следствием того факта, что дифференцирование комплексного 
выражения мгновенного значения величины по времени эквива­
лентно умножению его на i со:

—  (А е‘“0  =  i со А еш  . (3.58)
dt

Система уравнений Максвелла для изотропных линейных сред 
состоит -из линейных уравнений. Заменив в случае монохромати­
ческого процесса в системе (3.19) мгновенные значения величин 
комплексными выражениями мгновенных значений, воспользовав­
шись равенством (3.58) и сократив полученные соотношения на
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множитель ei(0*, перейдем к соответствующим уравнениям для 
комплексных амплитуд:

rot Н =  а Ё+ i  coea Ё + 5 СТ; (I) div (eaE )=  рст+  рвт; (III) j gg^

rot Ё =  — i o>jLta H; (II) div (ц, H) =  0. (IV) J

Сопоставление (3.59) с (3.19) показывает, что переход от ис­
ходного линейного уравнения к уравнению для комплексных ам­
плитуд очень прост — достаточно заменить мгновенные значения 
монохроматических величин соответствующими им комплексны­
ми амплитудами и заменить оператор дифференцирования по вре­
мени d/dt  операцией умножения на i со.

Уравнения (3.21) в комплексной форме имеют следующий 
вид:

div 8Ст =  — i сорСт; div (а Ё) =  — i сорвт. (3.60)

Отсюда следует, что при монохроматических процессах заря­
ды однозначно определяются токами:

рст =  —  d iv 5СТ; рвт =  —  div(ofe). (3.61)
СО СО

Вследствие этого в теории монохроматического поля заряды обыч­
но вообще не вводят в рассмотрение, заменяя их в случае необ­
ходимости правой частью ф-л (3.61).

Уравнение (I) системы (3.59) перепишем следующим образом:

rot Н =  i Фв, Ё +  8СТ, (Г), (3.62)

где введена величина

7а=  еа — i —  , (3.63)
(1)

которую называют комплексной абсолютной диэлектрической про­
ницаемостью среды 'I

При помощи второй *ф-лы (3.61) преобразуем ур-ние (III) си­
стемы (3.59):

div (еа Ё) =  рст +  div ( i  -2- Ёj  . (3.64)

Отсюда, объединяя члены, содержащие операцию дивергенции, 
получаем

div (^ Ё ) =  рст (III'). (3-65)

В случае монохроматических процессов ур-ние (IV) представ­
ляет собой тривиальное следствие ур-ния (II).  Действительно, об-

Для обозначения комплексных величлн, характеризующих свойства среды 
или не являющихся комплексными амплитудами, при необходимости будет при­
меняться знак ~  (тильда).
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разуя дивергенцию от обеих частей ур-ния (II) и учитывая тож­
дество (П 1.19), имеем

div rot Ё =  — i со div ([д,а H) =  0, (3.66)

откуда и получается ур-ние (IV).
Аналогичным путем легко показать, что при учете первого 

соотношения (3.61) ур-ние (НГ) вытекает из ур-ния (Г ).
Таким образом, в теории монохроматического поля ур-ния (III) 

и (IV) можно не вводить в систему дифференциальных уравне­
ний электродинамики, которую в этом случае образуют первое 
и второе уравнения Максвелла:

rot Н =  i со7а Ё +  8Ст; rot Ё =  — i cojLta Н. (3.67)

Если среда обладает очень малой проводимостью, то в теории 
для такой среды часто принимают значения а = 0 и еа =  еа, кото­
рые определяют идеальный диэлектрик. В идеальном диэлектри­
ке система (3.67) принимает вид:

rot Н =  i соеа Ё - f  5СТ; rot Ё =  — i o)|ia Н. (3.68)

Таким образом, уравнения Максвелла для комплексных ам­
плитуд имеют один и тот ж е вид как для сред, обладающих про­
водимостью, так и для диэлектриков. Введение понятия комплек­
сной абсолютной диэлектрической проницаемости позволяет ре­
шать систему уравнений электродинамики для этих двух случаев 
одинаковыми методами.

Выражение для еа можно представить в виде еа =  еа(1— i t g 6 ) ,
где

tg б =  а/соеа (3.69)

называют тангенсом угла  диэлектрических потерь.
Полученные в § 3.9, 3.10 граничные условия представляют со­

бой линейные соотношения. Аналогичные граничные условия свя­
зывают между собой соответствующие комплексные амплитуды. 
Как было показано выше, ур-ния (III) и (IV) системы (3.59) 
следуют из ур-ний (I) и (II).  Можно показать, что и граничные 
условия в комплексной форме для нормальных составляющих по­
ля, соответствующие ур-ниям (III) и (IV),  будут удовлетворе­
ны, если выполняются граничные условия для тангенциальных 
составляющих поля. Эти условия на границе раздела произволь­
ных сред согласно (3.41) и (3.43) имеют вид

[ Ё, ] =  [ П21 Ё2] ; [ n°! HJ =  [ п§! Н2] (3.70а)
ИЛИ

£ 1т =  £ 2х; Я , г = Я 2 т ,  (З-7 0 6 )
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а на поверхности идеального проводника согласно (3.48) и (3.52) 
имеют вид

[Ё Х ,]  =  0; [н Х 1] =  ч (3.71а)

или

£ 1Т =  0; H lx =  7j. (3.716)

В ф-лах (3.71) вектор n°2i направлен внутрь идеального провод­
ника.

3.12. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ИЗОТРОПНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СРЕД 
В МОНОХРОМАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ

При монохроматическом процессе в изотропном линейном ве­
ществе имеем 6Пр =  дЁ и 6CM =  i(oeaE. Отсюда очевидно, что отно­
шение амплитуд плотностей токов проводимости и смещения оп­
ределяется выражением

^прт/^смт — ст/соеа =  tg 8 (3.72)

и изменяется с частотой.
Если в среде tg6< C l (т. е. ток смещения значительно превы­

шает ток проводимости), то ее называют диэлектриком; если же 
t g 6 » l  (ток проводимости значительно превышает ток смеще­
ния), то среду называют проводником.

В типичных диэлектриках (например, фарфор, эбонит, слюда, 
воздух в неионизированном состоянии) удельная проводимость а 
очень мала (имеет порядок 10- 12— 10_17См/м), а диэлектрическая 
проницаемость е =  еа/ео принимает значения от нескольких единиц 
до нескольких десятков. В этих условиях согласно (3.72) даж е на 
самых низких частотах tg5< C l.

Удельная проводимость о металлов очень велика (порядка 
106— 107 См/м), а е принимает такие же значения, как у диэлек­
триков. При этом даж е на самых высоких частотах, используе­
мых в технике, tg 6 ^ > l, т. е. металлы практически на всех часто­
тах являются проводниками.

Электрические свойства сред, занимающих по значению а  про­
межуточное положение между типичными диэлектриками и ме­
таллами, существенным образом изменяются с изменением со. 
Для такой среды на низких частотах t g 6 » l ,  и она выступает в 
роли проводника. Вместе с тем существуют и такие частоты, на 
которых tg 6 < S l, и среда ведет себя подобно диэлектрику. К та­
ким средам относятся, например, почва и морская вода, играю­
щие важную роль в распространении радиоволн вдоль земной 
поверхности.
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Г л а в а  4

ЭНЕРГИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

+

4.1. ТЕОРЕМА УМОВА — ПОЙНТИНГА. ВЕКТОР ПОЙНТИНГА

Из уравнений электродинамики вытекает теорема Умова— 
Пойнтинга, которая /выражает закон сохранения энергии электро­
магнитного поля. При рассмотрении теоремы Умова— Пойнтинга 
ограничимся случаем широко распространенных изотропных линей­
ных сред.

Выделим мысленно объем V, в котором существуют сторонние 
источники электромагнитного поля. На основании закона сохра­
нения энергии имеем следующий баланс мгновенных значений 
мощностей для электромагнитного поля в выделенном объеме:

Лет =  Рп +  +  PZt (4.1)

где рст — мощность поля, создаваемая сторонними источниками; 
Рм — мощность потерь, отдаваемая полем веществу; dw /d t  — мощ­
ность, идущая на изменение энергии w  электромагнитного поля 
в объеме V; ps — мощность поля, выходящая сквозь замкнутую  
поверхность S, которая ограничивает объем V. В системе СИ 
мощнооть измеряется в ваттах (Вт).

Нашей целью является получение из уравнений электродина­
мики выражений для слагаемых в (4.1). Для этого первое урав­
нение системы (3.19) умножим скалярно на Е, второе уравнение 
умножим на — Н и сложим полученные результаты:

E r o tH -H r o tE  =  cx£2 +  E 8CT +  eaE ^ + n a H ^  . (4.2).
ot ot

В соответствии с (П1.16) левая часть .(4.2) равна — divfEH]. 
Последние два слагаемых справа можно представить так:

е Е -  +  ц „ Н -  =  - ^ + ! ^ ' ) .  (4.3}
* dt ™ dt dt \  2 2 )  v ’

Учитывая эти соотношения, получим вместо (4.2) уравнение 

- E 8 CT =  a £ * + ^ ( ^  +  ^ )  +  div[EH], (4.4)

которое называется теоремой Умова—Пойнтинга в дифференци­
альной форме

Русский физик Н. А. Умов изложил общую теорему, выражающую закон 
сохранения энергии, и применил ее к упругим волнам в сплошных средах в 
1874 г., т. е. за десять лет до того, как английский физик Пойнтинг рассмот­
рел соответствующую теорему в применении к электродинамике.
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— J  Е 8 ordV =  j  a £ W  +  J  +  ^ )  dV +  J  div[EH] dV.
v V v  V (4.5)

Изменив во втором слагаемом справа очередность интегрирова­
ния по координатам -и дифференцирования >по ©ремени (независи­
мые переменные) и применив к третьему слагаемому теорему 
Остроградского— Гаусса (П 1.5), получим уравнение

-  J  Е 8СТ dV =  j  O E 4 V +  A  j  ( ? f -  +  dV +  j )  [EH] dS, (4.6)
V V V s

которое называют теоремой Умова—Пойнтинга в интегральной 
форме. Покажем, что ур-ние (4.6) и определяет баланс мгновен­
ных значений мощностей (4.1) в объеме V.

Пусть частица вещества с зарядом Q под воздействием поля 
движется со скоростью v. Мгновенная мощность, отдаваемая по­
лем этой частице, определится, очевидно, скалярным произведе­
нием силы F (3.17) на скорость v:

Fv =  Q (Е +  [vB]) v =  Q Ev. (4.7)
Поскольку Q[v B]vee=0, то, следовательно, только электрическое 
поле отдает свою мощность частице.

Если в окрестности рассматриваемой точки на единицу объе­
ма приходится N  движущихся заряженных частиц, то объемная 
плотность мощности, отдаваемой полем частицам и измеряемой 
в Вт/м3, равна:

=  N Fv  =  NQEv =  р' vE =  E 5. (4.8)

Легко убедиться, что если а > 0  и 6 =  бпр =  аЕ, то эта отдавае­
мая полем мощность будет расходоваться на нагрев проводящей 
среды. Выделим в среде элементарный объем dV  в виде цилиндра, 
образующая которого dl параллельна v (и бпр). При этом имеем

p'ndV =  E5npdSnd l =  -^L dSnd l= (b npdSn)* г =  (dinp)2 г , (4.9)

•где г — — сопротивление цилиндрического объема (см.
 dSn

рис. 2.6). Таким образом, мы получили известную формулу Д ж оу­
ля—Ленца, определяющую мощность тепловых потерь в объеме 
dV.  Отсюда следует, что

Р; =  Е8пр =  62р/а =  а £ 2 (4-Ю)
есть мощность, отдаваемая полем в единице объема и выделяе­
мая в виде тепла.

Соответственно первый интеграл справа в (4.6) выражает со­
бой мощность потерь, отдаваемую полем веществу в объеме V
и расходуемую на нагрев: рп=  f  оЕЧУ.

V

Проинтегрируем ур-ние (4.4) по выделенному объему V :
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Перейдем к рассмотрению интеграла, стоящего в (4.6) слева. 
Рассуждая таким же образом, как при получении (4.8), можно 
было бы прийти к выводу, что произведение Е8Ст определяет 
объемную плотность мощности, отдаваемой полем сторонним ис­
точникам. Однако направления векторов 6СТ и Е могут образовы­
вать тупой угол и даж е быть противоположными. При этом плот­
ность мощности потерь Е6Ст оказалась бы отрицательной, что фи­
зически означает не потерю мощности нолем, а, наоборот, приоб­
ретение ее. В соответствии с этими соображениями величина

Р ' „ = -  Е 5СТ (4-11)

определяет объемную плотность мощности, приобретаемой тюлем 
за счет сторонних источников. Соответственно интеграл р ст =
= — j* ЕбстdV  есть мощность, выделяемая в объеме V сторонними: 

к
источниками.

Чтобы выяснить роль двух последних слагаемых в (4.6), пред­
ставим себе следующий частный случай. Поскольку электромаг­
нитное поле распространяется с конечной скоростью (см., напри­
мер, § 6.3), то можно выбрать поверхность 5  настолько удален­
ной от сторонних 'источников, что электромагнитное поле ее не  
успело достигнуть. В этом случае Е и Н на 5  равны нулю и пос­
леднее слагаемое в (4.6) обращается в нуль. С другой стороны,, 
поскольку поле не достигло поверхности S, то бессмысленно го­
ворить о выходе мощности р Е через эту поверхность наружу. 
Поэтому в рассматриваемом случае мощность сторонних источ­
ников может расходоваться только на нагрев среды и изменение 
во времени энергии электромагнитного поля, находящейся внут­
ри объема V, т. е.

V

Последнее соотношение позволяет отождествить объемный 
интеграл

W =  K “T - +  b Y - ) dV <413>

с мгновенным значением энергии электромагнитного поля, запа­
сенной в объеме V и измеряемой в джоулях (Д ж ). В свою оче­
редь, ф-ла (4.13) разрешает считать, что энергии электрического 
и магнитного полей распределены в пространстве с объемными" 
плотностями

а»' =  еа£ 2/ 2, w ’M =  ца Я 2/ 2, (4.14)

единицей измерения которых является Д ж /м 3.
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Из приведенных рассуждений следует, что последнее слагае­
мое в (4.6) определяет мощность, выходящую сквозь замкнутую

называемый вектором Пойнтинга и измеряемый в Вт/м2.
Таким образом, мгновенное значение мощности, выходящей 

сквозь замкнутую произвольную поверхность 5, определяется по­
током вектора Пойнтинга П сквозь эту поверхность в направле­
нии внешней -нормали. Это означает, что в каждой точке прост­
ранства (в каждой точке произвольной поверхности) вектор П 
направлен в сторону распространения энергии электромагнитного 
поля и численно равен количеству этой энергии, которое протекает 
в единицу времени через единичную поверхность, перпендикуляр­
ную направлению распространения энергии.

В свою очередь, величина и направление П определяются в 
соответствии с (4.15) векторным произведением векторов поля

Определим скорость переноса полем электромагнитной энер­
гии иэ. Для этого 'выделим мысленно трубкообразную поверхность 
такой формы, чтобы во всех ее точках нормальная составляю­
щая вектора Пойнтинга равнялась нулю. При этом энергия dw, 
переносимая через поперечное сечение трубки S за время dt, за ­
полняет ее на длину dl=Vgdt.  Энергию dw  можно выразить через 
объемную плотность энергии электромагнитного поля w f= w \ - \ -  
+  w 'm либо через вектор Пойнтинга П следующим образом:

Если Е и Н (а следовательно, и П и до') не изменяются по 
сечению 5  трубки, то (4.17) упрощается и принимает в векторной 
форме следующий вид

4.2. ВЫРАЖЕНИЯ СРЕДНИХ ЗА ПЕРИОД ЗНАЧЕНИИ 
ПРОИЗВЕДЕНИЙ ДВУХ МОНОХРОМАТИЧЕСКИХ ВЕКТОРОВ 

ЧЕРЕЗ ИХ КОМПЛЕКСНЫЕ АМПЛИТУДЫ

Действительную часть комплексной величины всегда можно 
выразить полусуммой этой комплексной величины и сопряжен­
ной с ней комплексной величины:

П =  [ЕН], (4.15)

Е и Н.

(4.16)

Отсюда получаем скорость в м/с

(4.17)

v3 =  П/w’. (4.18)

(4.19)
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где А =  uMum е ‘Ф“ +  v° Авм е ',0 +  wM №m е ‘ф“ (4!20>

[ср. с ф-лой (3.57)]. Поэтому скалярное произведение мгновенных 
значений двух векторов, гармонически изменяющихся во време­
ни, можно представить в следующем виде:

A (t) В (/) =  Re (А е'“0  Re (В еш ) =

_  A ei(0< +  A e~ i(D< [■ Bei<0<+ В  e ~ ic0< _
_  2 2

=  ^ A B e i2“* +  AB +  AB +  A B e~ i2<0̂  .

Здесь в правой части первое и четвертое слагаемые, а также вто­
рое и третье являются комплексно-сопряженными величинами. 
Заменяя их полусуммы согласно (4.19), имеем

A (j() В (/) =  -Ь  Re (АВе‘ 2<0< +  АВ )  . (4.21>

Как известно, среднее за период Т значение произведения АВ 
определяется формулой

т
(АВ)ср=  j* А (̂ ) В (t) dt. (4.22).

О

Подставив (4.21) в (4.22), поменяв очередность операций инте­
грирования (линейная операция) и удержания вещественной час­
ти и принимая во внимание, что комплексные амплитуды от вре- 

т
мени не зависят и J  е12со̂ /  =  0, получаем 

о

(АВ)ср= -i-R e(A B ).

Аналогичным путем выводится 'выражение

[AB]cp= - i-R e [A B ] .

Воспользовавшись (4.23а), имеем

( А \ р =  (АА)ср=  - i -  Re (АА) =  ^ | А | 2,

так как в соответствии с (3.57) и (4.20)

АД — А 2 4 - А 2 -4- А 2 —  I А 12rv л  — f i urn I — I л  I

есть чисто вещественная величина.
При помощи (4.10), (4.14) и (4.24) определим средние за пе­

риод значения объемных плотностей мощности тепловых потерь
5 7
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D' __ -  / Г72\ __ а 1 ^ I2 W 7 '  __ ea ( Е  )ср __ 8а 1 Е [2
' п . с р  “  ' с р _  2  ’ э.ср  ~  2  —  4

г ; tp =  =  _ Ы Н Ц  . (4.2б)

Средние за период значения объемной плотности мощности 
сторонних 'источников и вектора Пойнтинга выразим при помощи
(4.11), (4.15) и (4.23):

Р  ст.ср =  (Е 8ст)ср =  Re SCT, Пср =  [ЕН]ср =  Re П, (4.27) 

где введены обозначения:

Х т  = ------Ё L .  п  =  - i -  [ Ё  Й ] . (4.28)

Величину 5'ст называют объемной плотностью комплексной мощ­
ности сторонних источников; П — комплексным вектором Пойн­
тинга. _,_j

4.3. ТЕОРЕМА УМОВА — ПОЙНТИНГА ДЛЯ КОМПЛЕКСНЫХ 
АМПЛИТУД

Напишем уравнение, комплексно-сопряженное с первым 
ур-нием (3.67):

rot Н =  а Е — i coea Е +  SCT. (4.29)

Умножим скалярно (4.29) на Ё, второе ур-ние (3.67) умножим на
— Н и сложим полученные результаты:

Е rot Н — Н rot Ё =  а | Е |2 — i соеа | Ё j2 -f- Ё 5СТ +  i соц̂  | Н |2. (4.30)

Преобразовав левую часть при помощи (П1.16) и умножив (4.30) 
на 1/2, приходим к уравнению

-  - I .  Ё 3С1 =  - L а IЁ I2 +  i 2со (,*, IН |2/4 — еа |Ё |2/4) +  -L  div [ЁН], (4.31а)

к о т о р о е  н а з ы в а ю т  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  ф орм ой  те о р е м ы  У м о в а —  
П о й н ти н га  д л я  к о м п л ек сн ы х  ам п л и ту д . С о гл ас н о  о б о з н а ч е н и я м  
§ 4 .2  у р -н и е  (4 .3 1 а ) м о ж н о  за п и с а т ь  и в сл ед у ю щ ем  ви д е:

Х т  = Р п .ср +  i 2 (0  (W'M.cp -  r , . ep) +  d iv  П. (4 .316)

И н т е г р а л ь н у ю  ф о р м у  те о р е м ы  У м о в а — П о й н ти н га  п о л у ч и м , 
п р о и н т е гр и р о в а в  (4 .31) по о б ъ е м у  V  и п р и м ен и в  з а т е м  к  п о сл ед -
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нему члену справа теорему Остроградского—‘Гаусса (П 1.5):

----- l- ^ E 5 CTdV =  j a | E | W  +  i 2ш j  _  !а_1 +
V V V

+  T $ [̂ ” ]dS (4-32а>
или

P ^  =  j“ К . cp dV  +  i 2(0 f ( r ; , cp _  и э̂.ер) dV +  & f fd  S. (4.326)
V V V s

В соотношениях (4.32) левая часть и последнее слагаемое 
справа являются комплексными величинами и соответственно на­
зываются комплексной мощностью сторонних источников в объе­
ме V и комплексной мощностью, выходящей сквозь поверхность 
5, ограничивающую объем V. Остальные интегралы в (4.32) ве­
щественные. Теорема Умова—Пойнтинга в интегральной форме 
для комплексных амплитуд (4.32) выражает баланс комплексных 
мощностей и называется теоремой о комплексной мощности.

Приравнивая в (4.32) вещественные части слева и справа, по­
лучаем уравнение

—  - i - R e j E S CTd y  =  j a I E | W + y R e < | ) № H ] d S  (4 33a)

ИЛИ

J с̂т.ср dV =  f ^п.ср dV -f- (j) ncp d S, (4.336)
v v s

которое можно также представить в виде

Рст.ср — ^п.ср “Ь Pzcp. m (4.33в)

Вещественные части комплексных мощностей, равные средним 
за период значениям соответствующих мощностей, называются 
активными мощностями. Соотношения (4.33) выражают баланс 
средних за период значений мощностей и называются теоремой
об активной мощности.

Сопоставление (4.33в) с (4.1) показывает, что при установив­
шемся монохроматическом процессе среднее значение энергии 
электромагнитного поля в объеме V не изменяется во времени. 
Благодаря периодичности монохроматического процесса напря­
женности электрического и магнитного полей в объеме V через 
период Т возвращаются к исходным значениям. Поскольку элек­
тромагнитная энергия однозначно определяется напряженностями 
полей, то и она по истечении периода Т принимает первоначаль­
ное значение, вследствие чего и выполняется условие d W Cp/di =  0.
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Приравнивая в (4.32) мнимые части, получаем уравнение

ности сторонних источников называют реактивной мощностью 
этих источников. Абсолютная величина Р дст равна амплитуде так 
называемой мгновенной реактивной мощности источников, сред­
нее за период значение которой равно нулю, так как она связана 
с колебательным характером движения энергии — в течение чет­
верти периода реактивная энергия переходит из источников в по­
ле и движется в одном направлении, в течение следующей четвер­
ти периода эта энергия возвращается из поля в источники и дви­
жется в противоположном направлении. Соотношение (4.34), на­
зываемое теоремой о реактивной мощности, показывает, что 
РЯст определяется разностью средних значений энергий магнит­
ного и электрического полей в объеме V и мнимой частью потока 
вектора П сквозь поверхность S, ограничивающую объем V.

Пусть объелт V представляет собой изолированную  область, 
для которой поток П сквозь ограничивающую ее поверхность S  
равен нулю. Например, изолированной областью является объем, 
ограниченный непроницаемой для поля идеально проводящей по­
верхностью. Для изолированной области ур-ния (4.33) и (4.34) 
имеют вид:

Если при этом средние значения энергий электрического и 
магнитного полей в объеме V равны (№м.ср =  ^э.ср), то мощность 
сторонних источников чисто активна (Р дСт =  0) и в изолирован­
ной области имеет место резонанс. Можно показать (например, 
[16]), что резонанс возможен лишь на строго определенных дис­
кретных резонансных частотах, которые образуют бесконечную 
последовательность и ‘ зависят от формы и размеров изолирован­
ной области и от параметров еа, |ыа и а заполняющей ее среды.

Средняя скорость переноса электромагнитной энергии моно­
хроматическим полем получается из (4.17) при переходе к сред­
ним за период значениям:

(4.34)

V
Мнимую часть P qCT комплексной мощ-

Р с т . с р  — ^п.ср» Р <7ст— 2(0 (й̂ м.ср — ^э.ср). (4.35)

V..э (4.36)

Если значения П и Н7'ср не изменяются по сечению трубки S, 
то вместо (4.36) имеем

уэ =  Пср/И ^р =  R en /U ^p  . (4.37)
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Г л а в а  5

УСЛОВИЯ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ 

+
5.1. ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ВНУТРЕННЕЙ ЗАДАЧИ 

ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

Большинство рассматриваемых в электродинамике задач ан а ­
лиза можно разделить на две группы — внутренние и внешние 
краевые задачи. Во внутренней краевой задаче электродинамики 
требуется найти решение уравнений М аксвелла внутри некоторо­
го объема V, имеющего конечные размеры и ограниченного зам к ­
нутой поверхностью S. Во внешней задаче обычно требуется най­
ти решение уравнений М аксвелла в безграничном пространстве 
вне некоторого конечного объема Vv, ограниченного замкнутой 
поверхностью 5.

Условия единственности решения уравнений электродинамики 
устанавливает так называемая теорема единственности, которая 
имеет различные формулировки для внутренней и внешней задач 
электродинамики. Очевидно, что знание этих условий имеет весь­
ма существенное принципиальное и практическое значение. Д е й ­
ствительно, в случае недостаточного числа заданных условий з а ­
ранее можно сказать, что решение уравнений электродинамики 
будет неодназначным. При избытке исходных условий некоторые 
из них могут оказаться взаимно противоречивыми, вследствие че­
го задача будет неразрешимой. С другой стороны, если мы сумеем 
каким-либо способом найти (пусть даже угадать) решение урав­
нений электродинамики, которое удовлетворяет условиям един­
ственности решения, то можно быть уверенным, что именно оно 
определяет действительно существующее на практике электро­
магнитное поле.

Н иже будет рассмотрена теорема единственности для моно­
хроматических полей.

Теорема единственности для внутренней задачи утверждает, 
что внутри конечного объема К, ограниченного поверхностью 5, 
решение уравнений М аксвелла для комплексных амплитуд

K>tH =  i©ee E +  o E  +  3Ст, ro tЁ =  — i со[га Н (5.1)
единственно, если, во-первых, оно удовлетворяет одному из трех 
краевых условий:

1) заданным на поверхности 5  значениям тангенциальной со­
ставляющей напряженности электрического поля Ёт ;

2) заданным на поверхности S значениям Нт ;
3) заданным на части поверхности S значениям Ет и зад ан ­

ным на остальной части S значениям Н т
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— и если, во-вторых, при отсутствии потерь (а =  0) частота со в
(5.1) не совпадает ни с одной из резонансных частот области V.  

Доказательство этой теоремы основывается на следующей
лемме.

Внутри конечного объема V, ограниченного поверхностью S, 
решение Ё, Н однородных уравнений М аксвелла

rotH =  icoea E - f  аЁ ,  rotE = — i со|ыа H (5.2)

тождественно равно 'нулю, если, во-первых, оно удовлетворяет 
одному из -следующих нулевых  краевых условий:

1) Ё т = 0  на поверхности 5 ;
2 ) Нт = 0  на поверхности 5 ;
3) Ёт =  0 на части поверхности 5, Нт = 0  на остальной час­

ти 5
— и если, во-вторых, при отсутствии потерь ( а = 0) частота со в
(5.2) не совпадает ни с одной из резонансных частот области V. 

Применим к полю Ё, Н в объеме V теорему Пойнтинга (4.32)
и учтем, что бст =  0 :

_ _ L ( j ) [ E H ] n 0 d S  =  - j -  j’ a | E | 2 d l /  +  i 2 c o  j  ^  I н  I2 - E«J H 12_ dy>  ( 5  3 )

s  s  s

где n° — внешняя нормаль к элементу dS  замкнутой поверхности 
5 . В ф-ле (5.3) подынтегральное выражение слева согласно (П1.3) 
можно преобразовать следующим образом:

[Ё Н] п° =  [п° Ё] Н =  [Нп°] Ё. (5.4)

Здесь второй член равенства пропорционален значению Ё т на по­
верхности 5, а третий пропорционален Нт . Следовательно, при ну­
левых краевых условиях соотношение (5.4) на поверхности 5  
обращ ается в нуль и соответственно

- (j> [ Ё  Н ]  n°dS =  0 .  ( 5 . 5 )
S

П одставляя (5.5) в (5.3) и разделяя вещественную и мнимую 
части, получаем

- i - J a !  Ё | « ^  =  0 ;  ( 5 . 6 )  

j  dV =  J  S s H J l  dV. (5.7)
V V

Д алее  следует 'различать два случая.
Если в объеме V удельная проводимость а > 0 ,  то соотноше­

ние (5.6) удовлетворяется только при Ё =  0. При этом согласно
(5.7) и Н =  0 в объеме V.
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Если а = 0 ,  то (5.6) удовлетворяется и при Ё=т^0. При этом 
согласно ур-нию (5.7) электромагнитное поле Ё, Н может отли­
чаться от нуля, если в объеме V WM,Ср=№э.ср, что возможно толь­
ко при совпадении заданной частоты со с одной из резонансных 
частот области V (см. § 4.3).

Перейдем к доказательству теоремы единственности, которое 
будем вести от противного. Предположим, что в рассматривае­
мом объеме V существуют два различных решения Ej, Hj и Ё2, Н2 
ур-ний (5.1), удовлетворяющих одним и тем же краевым условиям

E it =  Ё2т =  Ёт или Hit =  Н2т =  Нт на S. (5.8)
Из линейности ур-ний (5.1) следует, что и разность этих двух 
решений

Ё' =  Ё2- Ё 1, Н ^ Н . - Н ,  (5.9)
такж е должна удовлетворять уравнениям М аксвелла, которые те­
перь уже будут однородными ([сторонние токи сократятся в ур ав ­
нениях для разности (5.9)]. Из (5.8) и (5.9) следует, что разность 
Ё', Н ' должна удовлетворять нулевым краевым условиям

Ёт =  Ё2Т — Ё1Х == 0 или Нт =  Н2Т — Н1Т =  0 на S. (5.10)
Н а основании рассмотренной леммы можно утверждать, что 

разность двух решений тождественно равна нулю, т. е. решение 
ур-ний (5.1) единственно. Лишь при отсутствии потерь и совпаде­
нии заданной частоты со с резонансной частотой области V ре­
шение внутренней задачи становится неоднозначным. В этом 
случае разностное поле (5.9) может оказаться равным полю не­
затухающих колебаний, которое может существовать сколь угод­
но долго на резонансной частоте в области без потерь V (напри­
мер, поля собственных колебаний резонаторов без потерь — см. 
гл. 22).

5.2. УСЛОВИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ. ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ 
ДЛЯ ВНЕШНЕЙ ЗАДАЧИ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

Во внешней задаче требуется найти решение уравнений М акс­
велла (5.1) в безграничном пространстве V. Можно считать, что 
в этом случае область V представляет собой объем, ограничен­
ный снаружи сферической поверхностью Soo бесконечно большо­
го радиуса R (R — расстояние от начала координат О) — см. рис. 
5.1. Изнутри область V может быть ограничена замкнутой по­
верхностью S (или несколькими такими поверхностями), которая 
исключает из V некоторый объем конечных размеров V'.

Единственность решения внешней задачи  доказывается при 
условии, что все сторонние источники распределены на конечном 
расстоянии от произвольно выбранного начала координат О 
(рис. 5.1).
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Если источники поля распределены в ограниченной области 
пространства, то при установившемся монохроматическом процес­
се (который мыслится продолжающимся бесконечно долго) в 
среде без потерь (а =  0) среднее значение мощности P z c? , выхо­
дящей наружу сквозь любую  воображаемую поверхность 5 Ь кото- 
торая охватывает собой и зш е  все сторонние источники и объем

Р И С  5.1

V' (рис. 5.1), есть постоянная величина. Чтобы показать эт©, 
применим теорему об активной мощности (4.33) к объему, зак ­
люченному между поверхностями Si и £«>, и учтем, что в нем
6Ст =  0 и а  =  0 :

(j) Псрп? dS +  (j) n cpR°dS =  0. (5.11)
S| Sqo

Вычисляя интеграл no в направлении внешней нормали
— n°i по отношению к объему с источниками, приходим от (5 11) 
к соотношению

Рхср =  cf) Псрd S =  ф Пcpd S, (5. 12)
Sj Sqo

где в интеграле по S\ использовано обозначение dS =  —n°i<iS, в 
интеграле по Sco — обозначение dS =  R°dS. Из (5.12) следует, что 
в среде без потерь средние мощности, выходящие сквозь произ­
вольную поверхность S\ и поверхность Soo одинаковы. Вытекаю­
щее из закона сохранения энергии равенство (5.12) будет выпол­
няться в том случае, если в однородной среде без потерь на очень 
больших расстояниях от источников электромагнитное поле бу­
дет удовлетворять следующим условиям излучения :

^ ( K :| E- |" R01) - 0’ S r / t y f  «< -w « i)= '0' <5-1за>
Н ш /? |Ё |  =  конечной величине, limi? !Н| =  конечной величине, (5.1 Зб)
R-+ оо R-* оо
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где еа и |иа — параметры среды; R0 — орт, который совпадает по 
направлению с радиусом-вектором, проведенным из начала коор­
динат О в точку наблюдения.

Действительно, представив элемент сферической поверхности 
соотношением dS =  R 2dQ (где dQ — элементарный телесный угол) 
и заменив в формуле

ф  f f d S =  - L  j )  [EH] V p d S = ± - j ) E [ HR0] R 4 Q  (gл 4)
5 oo оо

*
произведение [HR0]/? в соответствии с первым соотношением 
(5.13а) выражением Р У еа/ц.а Е, имеем

ф f f d  S  =  - L ў У 7 Ж \E\*R*dQ.  ( 5 . 1 5 )
5  оо 4я

Интеграл (5.15) является вещественной величиной, вследствие 
чего

р* ср =  <£ пср d s =  Re (j) ff d S =  -L  j )  У  Ё I2m p .  (5.16)
5  qo S qq 4 ji

При выполнении первого соотношения (5.136) мощность (5.16) 
представляет собой положительную постоянную величину (кото­
рая не зависит от радиуса R  сферической поверхности), как это 
и должно быть согласно (5.12).

Этот же результат легко получить аналогичным путем при по­
мощи и вторых соотношений (5.13).

Физически условия излучения (5.13) означают, что на боль­
ших расстояниях от источников создаваемые ими поля имеют х а ­
рактер сферических бегущих волн, расходящихся от источников 
в радиальных направлениях R0. Подробно этот вопрос будет рас­
смотрен ниже. Здесь только отметим, что комплексные амплиту­
ды векторов Е и Н этих волн и направление распространения R0 
связаны между собой соотношениями Ё =  l^jna/eatHR0], Н =  
= ] / e a/|bialR0E] [см., например, ф-лы (9.17)], которые согласуются 
с условиями (5.13а). Амплитуды векторов Е и Н волн, расходя­
щихся в радиальных направлениях, убывают на больших расстоя­
ниях от источников по закону 1 /R (см., например, § 9.5), что сог­
ласуется с условиями (5.136), вытекающими из закона сохране­
ния энергии в среде без потерь.

В безграничной среде с потерями (сг>0) условия излучения
(5.13) заменяют условиями на бесконечности следующего вида:

Н т / ? |Ё |  =  0, lim /? IНI =  0. (5.17)
R—>оо

Они означают, что при наличии потерь векторы поля на больших 
расстояниях от источников убывают быстрее, чем 1 /R, т. е.

| Ё | < £ 0//?1+а, | Н | < Я 0/Я 1+а при /?->оо, (5.18)
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где Е0 и Но — некоторые конечные положительные величины; а  — 
положительное число. В этом случае очевидна оценка

±.§  [ён] d s  I <  ±  ф IЁ II н I яад а  < ±. -|§^4 =
5оо 4 я

2я ЕЛНЛ 0 При R  -*-оо, (5.19)

( f i n d s =

д 2<*

из которой для среды с потерями следует соотношение

(j) Пср d S =  Re (j) П d S =  0. (5.20)
о оо 5co

Теорема единственности для внешней задачи утверждает, что 
в безграничной области V вне некоторого объема конечных р а з ­
меров V', ограниченного поверхностью S, решение уравнений 
Максвелла (5.1), в которых сторонние токи бСт распределены на 
конечном расстоянии, единственно, если оно удовлетворяет:

1) на поверхности S таким ж е краевым условиям, что и при 
решении внутренней задачи;

2) в среде без потерь при R-*oo  условиям излучения (5.13), 
в среде с потерями условиям на бесконечности (5.17).

Д оказательство этой теоремы основывается на следующей 
лемме.

В безграничной области V вне объема V \  ограниченного по­
верхностью S, решение Е, Н однородных уравнений М аксвелла
(5.2) тождественно равно нулю, если оно удовлетворяет:

1) на поверхности 5  таким ж е нулевым краевым условиям, 
что и в лемме § 5.1;

2) в среде без потерь при /?->■ оо условиям излучения (5.13), 
в среде с потерями условиям на бесконечности (5.17).

Применим к полю Е, Н в объеме V теорему Пойнтинга (4.32) 
и учтем, что этот объем ограничен двумя поверхностями S и 5 «  
и что вследствие нулевых краевых условий справедливо соотно­
шение (5.5):

-----l - | ) [ f e f t ] R 0d5  =  ± - ^ o \ E \ 4 V  +  i2a> Г Ца 1 И 1а — ga I El2 d y  (5>21)

S v  V V

Д алее  будем различать два случая.
Если среда без потерь, то в силу условий (5.13а) интеграл 

слева в (5.21) есть вещественная величина [см. ф-лу (5.15)]; кро­
ме того, первое слагаемое справа при а = 0  обращается в нуль, а 
второе слагаемое — мнимая величина. Выделяя в равенстве
(5.21) вещественную часть, получаем соотношение

ф  n cpd S = - i - ( j )  IЁ | W  0 = 0 ,  (5.22)
Sao 4 П

которое означает, что поле Ё, Н в объеме V тождественно равно 
нулю. В самом деле, если бы это поле было отличным от нуля, 
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то при отсутствии потерь в силу условий (5.136) поток вектора 
П Ср (5.22) имел бы положительное постоянное значение.

В случае среды с потерями в силу условий (5.17) интеграл 
слева в (5.21) равен нулю [см. ф-лу (5.19)]. Р азделяя  в (5.21) в е ­
щественную и мнимую части, приходим к равенствам (5.6) и
(5.7), из которых при о > О  следует, что в объеме V поля Ё =  0 и 
Н =  0.

Теорема единственности для внешней задачи доказывается от 
противного таким же способом, как  и для внутренней задачи 
(см. § 5.1).

Г л а в а  6

ВОЛНОВЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ВЕКТОРОВ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ.

ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ

+

6.1. ВОЛНОВЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ВЕКТОРОВ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Многие задачи электродинамики могут быть сведены к изу­
чению электромагнитных явлений в изотропных линейных одно­
родных  средах. В этой главе будет показано, каким образом си­
стему уравнений М аксвелла для таких сред можно привести к 
более простым уравнениям, методы решения которых хорошо 
изучены.

Электромагнитные поля в изотропных линейных однородных 
средах без сторонних источников подчиняются уравнениям М ак­
свелла (3.27). При решении этих уравнений целесообразно ис­
ключить одно из полей (электрическое или магнитное) и перейти 
к линейному дифференциальному уравнению в частных производи 
ных второго порядка, содержащему либо вектор Е, либо вектор
Н.

Чтобы исключить из системы (3.27) вектор Е, применим к 
первому уравнению операцию ротора, вынесем параметры одно­
родной среды за знак этой операции и используем соотношение 
(П 1 .21):

rot rot Н =  grad div Н — у 2 Н =  a  rot Е +  ea rot . (б. 1)

Учитывая, что в однородной среде div Н =  0 и что очередность опе­
раций дифференцирования по времени и по пространственным ко­
ординатам безразлична (независимые переменные), получаем

— у а Н =  о  rot Е — еа —  rot Е. (6.2)
dt
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Подставив в (6.2) rot Е из второго ур-ния (3.27) и вынеся п ар а­
метры линейной среды за знак производной по времени, прихо­
дим к дифференциальному уравнению второго порядка для  Н

214 а-н  ̂н л /л о \V Н — 8аца — —м.аа — == 0. (6.3а)

Исключая аналогичным образом из (3.27) вектор Н, получаем
такое ж е уравнение для Е

о  и  д ^  Е  д  Е  л  /п п * \у 2 Е — еаца —  — цаа  —  =  0. (6.36)

Уравнение (6.3) называют векторным обобщенным однород­
ным волновым уравнением. В случае идеального диэлектрика 
( а = 0 )  ур-ние (6.3) принимает вид

Va H — еаца ^  =  0; V2£ — =  0 (6 -4)

и носит название векторного однородного волнового уравнения.
В случае монохроматического процесса в изотропной линей­

ной среде без сторонних источников уравнения М аксвелла (3.67) 
принимают вид:

rot Н =  i соеа Ё, го1Ё =  — icDfj,a H. (6.5)
Если среда, кроме того, еще и однородна, то из (6.5) вытекают 
известные нам для такой среды соотношения:

<jivЁ =  0, " div Н =  0, (6.6)

в чем легко убедиться, применив к (6.5) операцию дивергенции 
и воспользовавшись тождеством (П 1.19).

Исключая из (6.5), (6.6) описанным выше способом один из 
векторов электромагнитного поля, получаем:

у 2Н +  =  и, у 2Ё - ( - 6 2Ё =  0, (6.7)

где введено обозначение k2 =  co2e a tu a .В идеальном диэлектрике 
вместо (6.7) имеем:

у 2 Н +  Л2 Н =  0, у 2 Ё +  £ 2Ё =  0, (6.8)

где /г2= с о 2еа|Яа. Уравнение вида (6.7) или (6 .8) называют вектор­
ным однородным уравнением Гельмгольца.

Очевидно, что ур-ния (6.7) и (6.8) можно получить и непо­
средственно из линейных ур-ний (6.3) и (6.4), вводя в последних 
замены согласно методу комплексных амплитуд:

— ->ico, —— >-(ico)2 =  — со2. (6.9)
dt dt2 v ;

Отметим, что два уравнения Гельмгольца (6.7) не полностью 
эквивалентны исходной системе М аксвелла (6.5), в которой Ё и Н 
связаны между собой. В самом деле, если ур-ния (6.7) могут 
иметь, например, решения Н=^=0, Ё = 0 ,  то система (6.5) таких ре- 
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шений не имеет. Поэтому при исследовании монохроматического 
поля в однородной среде без сторонних токов исходят из уравне­
ния Гельмгольца для  одного из векторов поля. Определив, н а ­
пример, вектор Ё, удовлетворяющий уравнениям

V*fe+T*fe =  0 , d ivE  =  0 , (6 . 10)

можно затем найти Н из второго уравнения М аксвелла:

Н = --------—  ro tE .  (6.11)
i(0fla

6.2. ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ

Электромагнитные поля, создаваемые сторонними источника­
ми  в изотропных линейных однородных непроводящих средах, 
удовлетворяют уравнениям М аксвелла (3.22). Реш ать эти у р ав ­
нения удобно путем введения вспомогательных функций, назы ва­
емых электродинамическими потенциалами.

Условие соленоидальности векторного поля В (3.8) в соответ­
ствии с (П1.44) равносильно соотношению

В =  rot А. (6.12)

Введенную ф-лой (6.12) функцию А называют векторным потен­
циалом.

Подставив (6.12) во второе ур-ние (3,22), получаем

rot Е =  — —  rot А =  — rot —  (6.13)
dt dt v

ИЛИ

r o t ( E + ^ ) = 0 .  (6.14)

Соотношение (6.14) является условием потенциальности поля
д А

суммарного вектора Е +  — и в соответствии с (П1.41) эквива-
ot

лентно уравнению

Е +  ^  =  — gradq). (6.15)

Введенную ф-лой (6.15) функцию ф называют скалярным потен­
циалом. Знак минус в правой части поставлен с той целью, что­
бы в случае электростатического поля функция <р переходила в 
скалярный электрический потенциал (см. § 7.2).

Согласно (6.12) и (6.15) векторы Е и Н можно выразить че­
рез электродинамические потенциалы:

Е =  — grad ф — — , Н =  —  =  —  rot А. (6.16)
dt \ia \i&

Подставляя (6.16) в ур-ние (I) системы (3.22), учитывая од­
нородность и линейность среды и воспользовавшись соотношени-
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у 2 A — grad ^div А +  ea|ia ^  j  — еащ  =  — ца5Ст. (6.17)

Д л я  однозначного определения вектора А необходимо задать  
соленоидальную и потенциальную его части (см. приложение 1, 
п1.7). Поскольку ф-ла (6 . 12), которой был введен вектор А, оп­
ределяет только его соленоидальную часть, существует возм ож ­
ность произвольного выбора  потенциальной части. Говоря иначе, 
можно, не противореча уравнениям М аксвелла, различными спо­
собами определять div А. Выбор div А называют калибровкой  по­
тенциала; ее производят из соображений математического удоб­
ства .Введем калибровочное соотношение таким образом, чтобы в
(6.17) обратилось а  нуль выражение в скобках:

div А =  — eafia ^  . (6.18)

При этом (6.17) упрощается и переходит в дифференциальное 
уравнение для  потенциала А

V2 А — еа[Аа ^  = ; — н-а5Ст, (6.19)

которое называют векторным неоднородным волновым уравне­
нием. В соответствии с (6.19) функцию А называют векторным 
потенциалом электрического тока.

П одставляя в ур-ние (III) системы (3.22) первое соотноше­
ние (6.16), учитывая (П 1.18) и заменяя divA согласно (6.18), 
приходим к скалярному неоднородному волновому уравнению, оп­
ределяющему потенциал qp:

у 2 Ф — еаца ^  . (6.20)

После определения вспомогательных функций А и ф из ур-ний
(6.19), (6.20) и дополнительного условия (6.18) векторы электро­
магнитного поля находят при помощи соотношений (6.16).

6.3. ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 
В БЕЗГРАНИЧНОЙ СРЕДЕ. ВОЛНОВОЙ ХАРАКТЕР 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Решения волновых ур-ний (6.19) и (6.20) для потенциалов 
имеют наиболее простой вид в задаче об электромагнитном по­
ле, создаваемом сторонними источниками в однородной безгра­
ничной среде.

Найдем вначале решение скалярного неоднородного волново­
го ур-ния (6 .20)

ям и  (П 1 .2 1 ) и (П 1 .1 1 ) , п о л у ч а е м



(где использовано обозначение u = l / j / e a|ia, м/с) в предположе­
нии, что сторонний заряд  распределен равномерно с плотно­
стью р с т  только в исчезающе малой области dV  вокруг некоторой 
точки О. Во всем остальном безграничном пространстве рст= 0  и 
потенциал ф удовлетворяет однородному волновому уравнению

у 2ф _ _ _ | _ ^  = 0 . (6.22)
у V2 d i2 '

Очевидно, что потенциал ф заряда pCid V  обладает сферической 
симметрией относительно точки О. Поэтому если совместить с этой 
точкой начало сферической системы координат (R> 0, г|?), то ф не
будет зависеть от полярного 0 и азимутального 'ф углов ( ^ - = ^ S L —

д0
=  0) и согласно (П1.38) получаем

У2ф== + . (6.23)
v  dR2 R DR R 6R2 '

Решение для  этого потенциала должно-^удовлетворять вне окрест­
ности начала координат сферически симметричному ур-нию (6.22)

& (фR)___ L  д2(ф#) =  о (6 24)
6R2 V2 dt2 v ;

и, как легко проверить непосредственной подстановкой в (6.24), 
имеет вид

<р(Я, t) =  b V - R M . +  ft (* +  */"> t (6.25)
R  R

где / 1 и /2 — произвольные дваж ды  дифференцируемые функции 
аргументов t—Rjv  и t +  R/v. Д алее  будет показано, что второе 
слагаемое в (6.25) должно быть исключено из физических сообра­
жений. Поэтому потенциал, создаваемый сосредоточенным в ок­
рестности начала координат зарядом, определяется выражением

Ф(% ,()= i ( t  ~ R/V) ,, (6.26)
R

Чтобы найти функцию /, воспользуемся следующим приемом. 
Пусть у-*-оо, тогда ур-ние (6.21) принимает вид

у 2ф =  — рст/еа (6.27)

и ему удовлетворяет в случае сосредоточенного заряда  
рсTdV  потенциал

Ф (R, t) =  f( t) /R ,  (6.28)

получаемый из (6.26). Проинтегрируем (6.27) по объему сферы 
радиуса а с центром в начале координат О;

С 2 С1) ж  =  _  Г Рст АЛГ



Г у 2ф dV  div grad q> dV  =  ф  grad tpR °dS =  A ) ^ d S .
V V s  s

Поскольку требуется знать функцию d y /d R  на поверхности сф е­
ры радиуса а, то при учете (6.28) п о л у ч а е м В о с ­

пользовавшись этим значением подынтегрального выражения и 

соотношением d S = a 2dQ , н а й д е м ]V 2qpd V = —f ( t )§  dQ =  — 4n f( t ) .
V 4Я

П равая  часть (6.29) равна — рст dV/e^. Следовательно, 
f ( t )  =  pCT(t)dVI4n,ea, и потенциал (6.26) имеет вид

Ф ( Я ,  / ) =  Pc7 ( t - R / v ) d V  ' ( б > 3 0 )

4леа Я
Векторное волновое ур-ние (6.19)

V2 A - - ^ ^  =  - ^ a 5 CT (6.31)

в произвольной декартовой системе координат распадается со­
гласно (П1.39) на три независимых скалярных волновых ур ав ­
нения, каждое из которых содержит одноименные декартовы со­
ставляющие векторов А  и 6 CT, например:

“ - И А , ,  <6-32>

Поэтому по аналогии с решением (6.30) ур-ния (6.21) имеем

A  (R, t) =  Щ (6 33)
4 Л А

и аналогичные выражения для  составляющих А у и A z. Принимая 
во внимание равенство А = х ° Л х+ у°Л 1/ +  20Л г, получаем согласно 
(6.33) следующее решение векторного ур-ния (6.31), справедли­
вое в однородной безграничной среде для  сосредоточенного в ок­
рестности начала координат тока:

A (R, /) =  щ  ScT dV . (6.34)

Формулы (6.30) и (6.34) имеют глубоко принципиальное зна­
чение и вы раж аю т тот согласующийся с экспериментальными 
данными факт, что электромагнитное поле распространяется от 
своих источников с конечной скоростью v =  1 / Y eajia м/с и име* 
ет волновой  характер. Из этих формул следует, что в точке на­
блюдения в момент времени t электродинамические потенциалы 
[и в соответствии с (6.16) векторы поля Е и Н] источников, со­
средоточенных в элементе объема dV, определяются значением 
этих источников не в момент времени /, а в некоторый предшест­

вующий  момент времени t ' = t —R/v  (где R — расстояние от со­
средоточенных источников до точки наблюдения). Следовательно*
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воздействие источников достигает точки наблюдения не мгновен­
но, а через время запаздывания R/v, необходимое для распростра­
нения электромагнитного возмущения от источников на расстоя­
ние R с конечной скоростью v. Поэтому ф-лы (6.30) и (6.34) н а ­
зываю* запаздывающими решениями  неоднородных волновых 
уравнений при сосредоточенных источниках или запаздывающи­
ми потенциалами. Распространяющееся от источников электро­
магнитное возмущение называют электромагнитной волной. Ге­
ометрическое место точек, до которых в фиксированный момент 
времени дошло электромагнитное возмущение, обусловленное од­
ним и тем ж е мгновенным значением источников, называют фрон­
том электромагнитной волны. Согласно (6.30) и (6.34) фронт 
волны имеет вид сферической поверхности R =  const с центром в 
сосредоточенном источнике. Такую волну называют сферической. 
Пусть в момент времени t\ фронтом волны является сферическая 
поверхность радиуса R\\ тогда в последующий момент ^  +  
этим ж е фронтом волны будет сферическая поверхность радиуса 
Ri +  vAt [так как аргумент t—R/v  функций в (6.30) и (6.34) в 
этих двух случаях принимает одно и то ж е значение]. Это озна­
чает, что запаздываю щие потенциалы (6.30) и (6.34) определя­
ют сферическую расходящуюся  волну, которая распространяется 
от сосредоточенного источника во все стороны вдоль радиусов R
со скоростью V. ____

В вакууме имеем и =  с = 1 /К е о |л о = 3 -  10^__м/с, в среде с п а р а ­
метрами 8fib Ца скорость и = 1 / ] / Гг&[Ха =  с /] /Ге\1 м/с.

Если бы мы удерж али  в (6.25) не первое слагаемое, а второе, 
то пришли бы к формулам вида (6.30) и (6.34), в которых вме­
сто t — R/v  фигурировал бы аргумент t +  R/v. Эти решения опре­
деляют сферическую сходящуюся  волну, распространяющуюся из 
бесконечности вдоль радиусов R к сосредоточенному источнику 
со скоростью V, и носят название опережающих потенциалов. П о­
скольку электромагнитная волна расходится от своих источников, 
то опережающие потенциалы должны быть исключены из реш е­
ния к а к  не удовлетворяющие физической постановке задачи.

Если сосредоточенные сторонние источники изменяются по 
гармоническому закону, то соотношение (6.34) принимает

A (R, t) =  cos [со (( — R/v) +  Ф«1 ^17’ (6 -35)4п R
где ф» — начальная ф аза  бет.

Измеренное вдоль н а п р а в л е н и я  распространения монохромати­
ческой волны расстояние между двумя последовательными точка­
ми, в которых колебания сдвинуты по фазе  на 2я, называют дли­
ной электромагнитной волны К. Согласно этому определению из
(6.35) имеем cos[co(^— - ^ ^ ) + ф о ] = с о 8[(й(^— ^ -)—2я+фо], откуда 

—Х =  2 к ,Х  =  vT, где X дано в метрах; k =  © ] / еаЦа =  — =  ■— » где k
U V А

дано в рад/м. Б лагодаря  последнему выражению  параметр k  на-
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зывают волновым числом монохроматической волны в непроводя­
щей среде.

Пусть теперь сторонние источники поля распределены в ко­
нечном объеме V однородной безграничной среды с плотностями 
р с т  и бет, являющимися некоторыми функциями координатой вре­
мени. Поскольку ур-ния (6.21) и (6.31) линейны, то запазды ваю ­
щие электродинамические потенциалы в этом случае на основа­
нии принципа суперпозиции находят суммирование потенциалов
(6.30) и (6.34), создаваемых в точке наблюдения каждым сосре­
доточенным источником рст^У или бст^У объема V: 

ф(к> д  _ _ } _ ( { > « < * ' .  t - ' M M '  A(R> ( * » ( * .  .
4яеа J г 4п J г

V v (6.36)
Здесь R —  радиус-вектор, характеризующий положение точки н а ­
блюдения М  относительно произвольно выбранного начала коор­
динат О; R ' — радиус-вектор, характеризующий положение со­
средоточенного источника рст (ROdK или 6Ct( R ')  d,V\

Г =  IR — R' I =  (В* +  # '2 — 2RR' cos Ф) 1/2 (6.37)

— переменное расстояние между точкой наблюдения и текущей 
точкой объема V (рис. 6.1).

РИ С. 6.1

Можно показать (например, [34]), что запаздываю щ ие потен­
циалы (6.36) удовлетворяют условию калибровки (6.18) и спра­
ведливы при расположении точки наблюдения как вне объема V, 

и внутри него.
В результате дифференцирования согласно (6.16) запазды ваю ­

щих потенциалов (в 36) по координатам точки наблюдения и вре­
мени находят значения н а п р я ж е н н о с т е й  Е и Н, которые создают­
ся в безграничной однородной с р е д е  заданными источниками.

6.4. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ ПОТЕНЦИАЛОВ 
В МЕТОДЕ КОМПЛЕКСНЫХ АМПЛИТУД

При исследовании монохроматического поля, создаваемого 
гармоническими сторонними источниками в изотропной линейной 
однородной^ непроводящей среде, можно непосредственно перей­
ти от линейных соотношений § 6.2 к соответствующим соотноше-
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ниям для комплексных амплитуд. При этом выражения (6.16) 
принимают вид:

Е =  — grad ер — i со А, Н =  —  rot А, (6.38)
На

уравнения для потенциалов (6.19) и (6.20) переходят соответст­
венно в векторное и скалярное неоднородные уравнения Гельм­
гольца:

V2A +  k2\  =  — ца '30т, у 2Ф +  £2Ф =  — Рст/еа (6.39)
(где k2= i о28аЦа), а соотношение (6.18) — в калибровочное уело-
вие

div А =  — i (08а|ыаф. (6.40)
Из (6.40) следует, что комплексная амплитуда ф однозначно 

определяется через А:
Ф =  — '— div А. (6.41)

соеаЦа
Поэтому для монохроматического поля оказывается достаточным 
введение только векторного потенциала электрического тока А. 
П одставляя в (6.38) ф из (6.41), получаем:

Ё =  — —  (grad div А +  k2 А), Н  =  —  rot А. (6.42)
k 2 ц а

Если сторонние источники гармонического поля распределены 
в конечном объеме V однородной безграничной среды, то второе 
соотношение (6.36) выраж ает мгновенное значение монохромати­
ческого потенциала А через мгновенные значения монохромати­
ческой плотности тока 6Ст- Поскольку это соотношение линейное, 
то оно устанавливает связь и между комплексными вы раж ения­
ми мгновенных значений А и бст (см. § 3.11):

A (R) е1"1-  £  f  «и _ (6 43)
V

Сократив обе части (6.43) на множитель е1<в(, получим з а п а з ­
дывающее решение векторного ур-ния (6.39) для  комплексной ам ­
плитуды А: Ҳ

A (R) =  ^  J  8cT(R ')e-^ dV  ( (6.44)
____  V

где k = t o / v  =  со|^еа[1а = 2я/Я.
Конечно, к соотношению (6.44) приводит и непосредственное 

решение первого ур-ния (6.39), которое можно получить, напри­
мер, с помощью таких ж е  рассуждений, как в § 6.3.

Все приведенные в этом параграфе формулы для комплексных 
амплитуд можно распространить и на случай однородных сред, 
обладающих проводимостью ( а > 0 ) .  Д л я  этого достаточно еа з а ­
менить в формулах комплексной диэлектрической проницаемо­
стью еа и соответственно заменить k величиной &=со V^ea^a.
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С т а т и ч е с к и е  и  с т а ц и о н а р н ы е  

п о л я

Ч а с т ь  I I

Г л а в а  7  

СТАТИЧЕСКИЕ ПОЛЯ 

+

7.1. КЛАССИФИКАЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ЯВЛЕНИИ

Электромагнитные явления в макроскопической теории клас­
сифицируются следующим образом: электростатическое и магнпто- 
статичеокое поля, стационарное электромагнитное поле, квазиста- 
ционарное электромагнитное поле и быстропеременное электро­
магнитное поле.

Статические явления характеризуются постоянством величин 
во времени ( d l d t = 0) и отсутствием макроскопических электриче­
ских токов ( 6 = 0 ) -  При этих условиях ур-ния (3.14) разделяются 
на две полностью независимые системы, в одну из которых вхо­
дят величины, характеризующие электростатическое поле-

ro tE  =  0 , d ivD  =  p, (7.1)

а в другую — магнитостатическое поле:
rot Н =  0, div В =  0. (7.2)

Таким образом, электростатическое и магнитостатическое поля 
можно рассматривать независимо друг от друга. В этом и состо­
ит характерная особенность статических полей. Электростатиче­
ское поле обусловлено неподвижными электрическими зарядами, 
магнитостатическое поле — неподвижными постоянными магни­
тами.

Стационарное электромагнитное поле обусловлено неизменя- 
ющимися во времени (постоянными) электрическими токами и 
зарядами и характеризуется постоянством величин во времени. 
Из ур-ний (3.14) «при условии d l d t = 0 получаем две системы урав­
нений:
для стационарного электрического поля:

rot Е =  0, div D =  р; (7.3)

для стационарного магнитного поля:
rot Н =  5, div В =  0.
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В этом случае уже существует ювязь между электрическим и 
магнитным полями, которая осуществляется через ток проводи­
мости и выражается уравнениями:

8 =  а Е  +  8Ст, rot Н =  S. (7.5)

Однако эта связь еще сравнительно слаба, что часто позволя­
ет изучать раздельно электрические и магнитные явления в с та ­
ционарном поле. Так, например, при отыскании магнитного поля, 
создаваемого постоянным электрическим током, достаточно ре­
шить систему ур-ний (7.4), в которой плотность тока 6 будет ф и­
гурировать как известная функция координат.

Быстропеременное во времени электромагнитное поле описы­
вается системой ур-ний (3.14) без каких-либо упрощений и харак­
теризуется глубокой взаимосвязью между электрическими и маг­
нитными явлениями. Характерной особенностью этого поля явля­
ется его волновой характер.

Переменное электромагнитное поле в некоторых (системах х а ­
рактеризуется той особенностью, что время, в течение которого 
источники поля успевают заметно измениться, велико по сравне­
нию со временем запаздывания IIv , необходимым для распростра­
нения электромагнитного возмущения со скоростью v от одного 
конца системы до другого. В этом случае приближенно 'справед­
ливы следующие соотношения:

Рст (t — 1М  «  Рст (0. 8 С Т  (t — Щ  «  Зет (/). (7.6)
Область, линейные размеры / которой позволяют пренебречь вре­
менем запазды вания электромагнитных возмущений, называют 
областью квазистационарного электромагнитного поля .

В случае монохроматических колебаний соотношения (7.6) 
означают, что

cos [со (t — l/v)] &  cos со t (7.7)
или (о / /у < 1 .  При учете выражений со =  2я/Т  ;и X =  vT  последнее 
неравенство приводится к виду /<С^. Следовательно, при моно­
хроматических процессах электромагнитные системы могут быть 
исследованы с помощью законов квазистационарного поля в тех 
случаях, когда их протяженность мала по сравнению с длиной 
волны К.

7.2. УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРОСТАТИКИ

Основные уравнения электростатики в дифференциальной ф ор­
ме имеют вид (7.1).

Из справедливого для проводящей среды соотношения 6п р = о Е  
и условия электростатики 6 = 0  следует, что внутри этой среды 
электростатическое поле отсутствует ( Е = 0  и, следовательно, 
D = 0 ) .  Поскольку внутри проводящей среды D = 0 ,  то и d i v D =  
=  р =  0. Это означает, что внутри проводника заряды различных
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знаков должны компенсировать друг друга. В условиях электро­
статики неком пенсированные электрические заряды  сосредоточе­
ны на поверхности проводника, где их распределение характери­
зуется поверхностной плотностью заряда aQ.

Представим себе, например, что незаряженное проводящее те­
ло внесено во внешнее электростатическое поле. Под действием 
сил поля свободные заряды тела начнут перемещаться, вследст­
вие чего на его поверхности возникнут поверхностные заряды. 
Это перемещение зарядов (ток проводимости) будет происходить 
до тех пор, пока не установится электростатическое равновесие, 
при котором создаваемое поверхностными зарядами электриче­
ское поле полностью компенсирует внутри проводящего тела внеш­
нее поле. При электростатическом равновесии поверхность тела 
является границей электростатического поля, которое локализова­
но в диэлектрике, окружающем тело. Явление наведения электри­
ческих зарядов на поверхности проводящего тела под действием 
внешнего электростатического поля называют электростатиче­
ской индукцией.

Ограничимся далее рассмотрением электростатических полей в 
изотропных линейных однородных диэлектриках. В этом случае 
вместо (7.1) имеем следующую систему уравнений электростати­
ки:

rot Е =  О, div Е =  р/еа. (7.8)
На поверхности раздела диэлектрик — проводящая среда гр а­

ничные условия (3.31) и (3.41) при учете того, что электростати­
ческое поле в проводящей среде отсутствует, примут следующий 
вид:

Ех =  0, Dn= —aQ или Еп =  — crQ/ea (7.9)

(индекс « 1» для величин, относящихся к диэлектрику опущен).
Ия первого условия (7.9) следует, что вектор Е ориентирован 

перпендикулярно к проводящей поверхности. Поскольку Е п есть 
проекция вектора Е на нормаль, направленную внутрь проводни­
ка, то из второго условия (7.9) следует, что векторные линии Е 
начинаются на положительных поверхностных зарядах  ( cfq> 0 )  и 
оканчиваются на отрицательных ((T q<0 ).

Первое уравнение системы (7.8) представляет собой условие 
потенциальности электростатического поля Е, которое согласно 
(П1.41) может быть выражено через свой скалярный электриче­
ский потенциал <P(R):

Е =  — grad<p. (7.10)

Очевидно, что если вместо потенциала <p(R) ввести другой потен­
циал ф+фо, где фо — произвольная постоянная величина, не з а ­
висящая от координат, то по ф-ле (7.10) получим одно и то ж е  
поле Е. Следовательно, значения электрического потенциала мо­
гут быть определены не однозначно, а с точностью до произволь­
ной постоянной.
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Д л я  установления связи между потенциалом <р и объемной 
плотностью заряда  р подставим Е из (7.10) во второе ур-ние
(7.8):

У2Ф = — р/еа. (7.11)

Дифференциальное ур-ние (7.11) называю т скалярным уравнени­
ем Пуассона• В тех областях поля, где р = 0 ,  ур-ние (7.11) пере­
ходит в скалярное уравнение Лапласа

у 2Ф = 0 .  (7.12)

Определение электростатического поля по заданному распре­
делению заряда  р = р ст сводится к нахождению потенциала ф пу­
тем решения ур-ния (7.11) с известной правой частью и последу­
ющему определению вектора Е путем дифференцирования функ­
ции ф согласно (7.10).

Уравнение Пуассона (7.11) можно рассматривать как  частный 
случай скалярного уравнения Гельмгольца (6.39) при k = 0 .  П о э­
тому при распределении неподвижного объемного заряда  в ко­
нечной области V однородного безграничного диэлектрика реш е­
ние уравнения Пуассона определяется соответствующим реш е­
нием скалярного уравнения Гельмгольца [ср. ф-лу (6.44)] при

< ^ >
V

Точечным называю т заряд, линейные размеры которого весьма 
малы по сравнению с расстоянием от него до точек, в которых 
рассматривается его поле (а такж е имеющий столь малы е р азм е­
ры, что в его пределах можно рассматривать внешнее поле как  
однородное). Если поместить начало координат О в области р ас­
пределения заряда  V (рис. 6.1), то для точечного зар яда  выпол­
няется неравенство i? '/#  «С 1. Представим соотношение (6.37) в 
форме

, _ / j [ l _ 2 i c « * + ( i ) * ] W. (7.14)

откуда видно, что для  точечного зар яда  можно приближенно з а ­
менить переменное расстояние г  постоянным значением R. Выно­
ся в (7.13) r & R  из-под знака интеграла, получим

р . ' »

где QCT — полный заряд, распределенный в объеме V. Переходя 
от потенциала (7.15) к вектору Е, имеем согласно (7.10) и (П1.35)

п о  Фет



Если суммарный зар яд  системы зарядов отличен от нуля и си­
стема распределена в ограниченном объеме 'пространства, то со­
гласно (7.15) и (7.16) ее потенциал убывает на бесконечности как 
1Щ, а напряженность поля— как  1/R 2.

7.3. СКАЛЯРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Определим работу А сил потенциального электростатического 
поля Е при переносе пробного заряда  Q из одной фиксированной 
точки М  поля в другую N  (рис. 7.1):

N  N  N

А  =  j  F d l =  Q j  E d  1=  — Q fg ra d c p d l .  (7.17)
M M  M

Из векторного анализа известно, что полный дифференциал 
d<р, соответствующий перемещению в пространстве на расстояние 
dl, определяется скалярным произведением градиента <р на di: 
dq>=grad<j>dl. Поэтому вместо (7.17) можно написать

N  N

-4- =  j E d l =  — |< * ф =  фл_  . (7.18)
м м

Таким образом, линейный интеграл напряженности потенци­
ального электрического поля от точки М  до точки N одинаков  для 
любого пути, соединяющего эти точки. Он определяется разно-

N

РИС. 7.1 РИС. 7.2

стью потенциалов начальной и конечной точек и, следовательно, 
не зависит от их абсолютных значений. Поэтому существует воз­
можность произвольного выбора некоторой фиксированной точки 
Р  (или области постоянного потенциала), потенциал которой при­
нимают равным нулю (фР = 0), и определения в соответствии с
(7.18) потенциала в любой точке М  соотношением

4>M = \ E d l  (7.19)
м
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В тех случаях, когда заряд  распределен в конечной области 
безграничного пространства, удобно за  точки нулевого потенциа­
ла выбрать бесконечно удаленные от заряда точки, так  как со­
гласно (7.15) ф (R) |л-оо =  0. При этом условии электрический по­
тенциал в некоторой точке М определится в соответствии с (7.19) 
соотношением

В некоторых задачах  электростатики целесообразно полагать 
равным нулю потенциал корпуса прибора или земли.

Представим себе электростатическое поле, создаваемое в без­
граничном диэлектрике положительно заряженным проводящим 
телом. Линии вектора Е этого поля согласно (7.9) начинаются 
на положительных поверхностных зарядах  тела и уходят в бес­
конечность. Б лагодаря  введению в (7.10) знака минуса потенциал 
убывает в направлении силовых линий Е. Введение этого зн ака  
оказывается удобным, так как благодаря ему положительно з а р я ­
женное тело обладает также положительным потенциалом (при 
условии, что потенциал бесконечно удаленных точек принят р ав ­
ным нулю).

Прямая задача электростатики состоит в определении н апря­
женности электрического поля по заданному распределению з а р я ­
да. Если, например, известна объемная плотность заряда  рст, ко ­
торый распределен в ограниченной области V, то создаваем ая  им 
в безграничном диэлектрике напряженность Е в принципе, может 
быть найдена путем определения потенциала ф(Қ) согласно (7.13) 
и его последующего дифференцирования согласно (7.10).

Потенциал поля, создаваемого в безграничном однородном ди­
электрике поверхностными зарядами, которые известным образом 
распределены на ограниченной поверхности S системы проводя­
щих тел, определяется ф-лой вида (7.13), в которой интегрирова­
ние ведется по поверхности всех тел ( S = S i + S 2+ S 3> рис. 7.2):

Зная  потенциал ф (Я ), по ф-ле (7.10) можно определить и напря­
женность Е. На поверхностях проводящих тел при известном oq 
вектор Е легко определить непосредственно из граничных усло­
вий (7.9).

В наиболее простых задачах определять поле Е через потен­
циал ф нецелесообразно. Если можно заранее  предвидеть сф ери­
ческую симметрию поля (например, заряженный проводящий шар 
в безграничном диэлектрике), цилиндрическую симметрию поля

ОО
(7.20)

7.4. ЗАДАЧИ ЭЛЕКТРОСТАТИКИ

(7.21)
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(например, заряженный круговой проводящий цилиндр в безгра­
ничном диэлектрике) или однородность поля (например, равно­
мерно заряж енная  плоскость в диэлектрике), то поле можно не­
посредственно и легко определить при помощи закона Гаусса:

(см., например, § 7.5, п. 2).
В обратной задаче электростатики требуется найти распреде­

ление объемных и поверхностных зарядов по известному полю Е. 
В тех областях однородного диэлектрика, где вектор Е непреры­
вен и дифференцируем, р определяется из уравнения d i v E = p / e a. 
На поверхностях проводящих тел значение oq определяется в со­
ответствии с (7.9) величиной скачкообразного изменения нормаль­
ной составляющей вектора Е.

Однако на практике чаще всего встречаются задачи, в которых 
наряду с заданными расположением и размерами системы п з а ­
ряженных проводящих тел известны либо потенциалы тел (фь 
ф2, фп), либо их полные (поверхностные) заряды (Qi, Q2, ■■■> 
Qn), либо потенциалы одних тел и заряды  остальных. По этим 
данным требуется определить как  вектор Е в окружающем тела 
однородном диэлектрике (безграничном или ограниченном снару­
жи замкнутой проводящей поверхностью), так и распределение 
заряда на поверхностях тел. Сформулированные подобным обра­
зом задачи называют краевыми  (или граничными) задачами  
электростатики.

Если известно решение уравнения Л ап ласа  (7.12) для потен­
циала ф в диэлектрике, удовлетворяющее исходным условиям 
краевой задачи, то можно затем определить и электростатическое 
поле Е, и поверхностную плотность заряда . Теорема единственно­
сти решения краевых задач электростатики доказы вает (см., н а­
пример, [4]), что исходные условия краевых задач  единственным 
образом  определяют решение уравнения Л ап ласа  для  электриче­
ского потенциала ф в любой точке поля, а следовательно, и само 
поле Е, и распределение заряда  aQ.

При решении краевых задач  основная трудность состоит в н а­
хождении решения уравнения Л апласа ,  удовлетворяющего исход­
ным условиям конкретной задачи. Получить это решение в общем 
виде (т. е. для произвольной формы поверхностей) не удается. 
Поэтому разработаны разнообразные математические методы ре­
шения тех или иных конкретных задач. В некоторых случаях у д а ­
ется применять различные непрямые специальные способы реше­
ния краевых задач, опирающиеся на теорему единственности, ко­
торые позволяют свести ряд практически важных задач  к более 
простым задачам , имеющим известные решения. Таким способом, 
например, далее будет найдено поле симметричной двухпровод­
ной системы (см. § 7.5, п. 5); специальным способом решения яв л я ­
ется метод зеркальных изображений (см. § 7.6).

(7.22)
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7.5. ПРОСТЕЙШИЕ ПРИМЕРЫ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ

1. Э л е к т р и ч е с к и м  д и п о л е м  называют совокупность 
двух равных по величине и противоположных по знаку точечных 
зарядов, расстояние I между которыми весьма мало по сравне­
нию с расстоянием от них до точек наблюдения.

Найдем электростатическое поле, создаваемое диполем в без­
граничном диэлектрике. Поместим начало сферической системы 
координат О в середине диполя, а полярную ось Ог  проведем че­
рез положительный заряд  - f Q CT (рис. 7.3). Положение точки н а­
блюдения М  характеризуется сферическими координатами /?, 0, -ф.

При определении расстояний R\ и R2 воспользуемся ф-лой
(7.14), приняв в ней R ' =  //2 , д  =  0 для R t и '& =  п — 0 для R2 
(см. рис. 7.3). Поскольку в рассматриваемом случае R'/R =  l/2R<^ 1, 
то можно в (7.14) применить приближенное равенство ( 1 ± х ) 1/2ж 
« 1± * / 2, справедливое при *<С1, и пренебречь в полученных т а ­
ким образом выражениях слагаемыми второго порядка малости:

Векторную величину, равную произведению абсолютного зн а­
чения одного из зарядов диполя на расстояние между ними и н а­
правленную от отрицательного к положительному заряду, назы­
вают электрическим моментом электрического диполя:

z
Используя принцип суперпо­
зиции, определим потенциал 
в точке наблюдения как  
сумму потенциалов (7.15), 
созданных положительным и 
отрицательным точечными 
зарядами:

ф  =  — ^£1------------- О с т _  ( 7 ,2 3 )
4 3 1 8 ^  4 л е а# 2

У
Р с т

X

РИ С . 7.3 РИС. 7.4

R, & R -------- cos0, R2 «  R-\-------cos 0.
2 2

(7.24)

П одставляя (7.24) в (7.23), имеем
_  Q CT/  c o s  0

(7.25)

Рст =  Q J  1° =  Рот I- (7.26)
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Используя понятие электрического момента, получаем вместо 
(7.25)

Рст C0S в _  Рст R° I у  2 7 )
4 m aR2 4 д е аА!2

Определив градиент потенциала (7.27) в сферической системе 
координат с помощью (П1.35), имеем на основании (7.10)

Е =  Рст , (R0 2cos 0  +  0 °  sin 0 )  =  R°ER - f  0 ° £ e  (7.28) 
4neaR3

Таким образом, потенциал диполя на больших расстояниях от 
него изменяется по закону 1 /R2, напряженность поля — по закону 
1/R3. Б лагодаря  осевой симметрии диполя его поле такж е симмет­
рично относительно оси Oz: потенциал ф и вектор Е не зависят от 
угловой азимутальной координаты. Соответствующая (7.28) кар ­
тина векторных линий Е, леж ащ их в меридиональных полуплоско­
стях, изображена на рис. 7.4.

2. Б е с к о н е ч н о  д л и н н ы й  з а р я ж е н н ы й  м е т а л л и ­
ч е с к и й  к р у г л ы й  п р о в о д  р а д и у с а  а (рис. 7.5). Внутри 
провода ( г ^ а )  поле Е отсутствует, а все точки имеют один н тот же

РИ С . 7.5 РИС. 7.6

потенциал. В силу цилиндрической симметрии задачи относитель­
но оси z  провода вектор Е вне провода ( г ^ а )  направлен вдоль 
радиусов г и имеет одинаковую величину в точках, равноудален­
ных от оси провода. Следовательно, применение закона Гаусса
(7.22) к поверхности воображаемого круглого цилиндра радиуса 
г ^ а  и длины I дает

2 n r l E =  1 Qnor I г/еа, (7.29)
где Qnor — погонный заряд, приходящийся на единицу длины про­
вода. Из (7.29) получаем

£  =  I Qn?LL и Е =  -^SSL. го. (7.30)
2л е а г  2 л е аг

84



Пусть точка Р, потенциал которой .принимается равным нулю, 
удалена от оси «провода на расстояние гР. Тогда потенциал в точ­
ке М, удаленной от оси «н̂а расстояние г, определится /в соответст­
вии с (7.19) и (7.30) соотношением

TrJP
(7.31,

Г

В случае бесконечно длинного заряженного провода прини­
мать равным нулю потенциал бесконечно удаленных от оси точек 
( г р =  оо) нельзя, так как интеграл (7.31) при этом расходится.

Формула (7.31) определяет так называемый логарифмический  
потенциал. Соответствующая ему напряженность Е (7.30) изменя­
ется по закону 1/г.

3. З а р я ж е н н а я  н и т ь .  Из соотношений (7.30) и (7.31) сле­
дует, что значения Е и ср от радиуса провода а не зависят. Это поз­
воляет при рассмотрении поля провода, имеющего равномерное р ас ­
пределение поверхностного заряда, условно заменить провод бес­
конечно тонкой заряженной нитью, совпадающей с его осью z. 
Заряд, распределенный вдоль такой воображаемой нити (линии), 
называют линейным, а его распределение характеризуют линей­
ной плотностью электрического заряда хQ= d Q l d l  [ср. ф-лы (2 .1) 
и (2.2.)], измеряемой в Кл/м. Если при замене провода зар яж ен ­
ной нитью tQ=QnoF, то поле в области г ^ а  останется без изме­
нения.

Напряженность поля Е и потенциал ф заряженной нити опре­
деляются формулами, аналогичными (7.30) и (7.31):

Е =  г°, ф = - ^ 1 п ^ .  (7.32)2леа г т 2яеа г
Отметим, что при r-Н) ф-лы (7.32) даю т бесконечно большие 

значения Е и ф, что физически невозможно. Это означает, что при 
г-*-0 представление о линейном заряде, распределенном вдоль 
бесконечно тонкой нити, становится неприемлемой идеализацией.

4. Д в е  п а р а л л е л ь н ы е  п р о т и в о п о л о ж н о  з а р я ж е н ­
н ы е  н и т и ,  расположенные друг от друга на расстоянии 2Ь и 
имеющие линейные плотности заряда + т q и —т q. Расположим 
ось z  параллельно нитям посредине между ними. Используя прин­
цип суперпозиции, определим потенциал в точке наблюдения М 
как сумму потенциалов (7.32), созданных каждой нитью:

«^ =  ^  ^  ^  4 ^ - ) .  ( 7 . 3 3 )

где и rip — соответственно расстояния от точек М и Р  до поло­
жительно заряженной .нити; г2 и г2р  — расстояния от этих ж е 
точек до отрицательно заряженной нити (рис. 7.6). Если выбрать 
точку нулевого потенциала Р  на бесконечном расстоянии от ни-
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-тей, то г ip-*-r2р, In {rip/r2p) =  0 и вместо (7.33) имеем

ф =  ^ _ 1п - ^ .  (7.34)
т  2леа гх

Поскольку потенциал (7.34) получается конечным (при Г \ ф 0 и 
■г2¥=0 ), то в рассматриваемой задаче можно принять равным ну­
лю потенциал бесконечно удаленных точек.

Из (7.34) следует, что цилиндрические эквипотенциальные по­
верхности определяются уравнением г21г\ =  С, причем постоянная 
С может принимать значения в интервале 0 < С < о о .  Переходя к 
декартовой системе координат (см. рис. 7.6), получаем вместо

( х  I b')2 I ifi
r2lri — C очевидное соотношение------- -— — =  С2, которое легко

(х  —  Ь)2 +  у 2
приводится к  виду

х2_  2 £ ± _ !  ьх +  у 2= — Ь2. (7.35)
С2 — 1

П рибавляя к обеим частям (7.35) величину > П0ЛУЧИМ

(7-36'
Выражение (7.36) представляет собой уравнение окружности с

С2 4-1 2С
координатами центра *<>= - р — Ь, у 0 =  0 и радиусом гй = —— Ь.

С2— 1 | С2— 1|
Из вывода ур-ния (7.36) следует, что величины хо, г0 и аб ­

сциссы нитей ± Ь  связаны соотношением
г2 =  х2- Ь \  (7.37)

Значение постоянной С =  Г2//4 для любой точки наблюдения 
можно выразить через параметры г0 и х0 эквипотенциальной ок­
ружности, проходящей через эту точку. Д л я  этого возьмем отно-

-шение , откуда С2— 2 —  С + 1 = 0  и
то 2  С  го

с = -!М ± у  4 - —:1. (7.38)
го У Г(\

Принимая во внимание справедливое для произвольного числа а 
тож дество  ( а + К а 2— 1) ( а —У  а2— 1) =  1, приходим к выводу, что 
определяемые ф-лой (7.38) два значения С представляют собой 
обратные величины. Таким образом, две эквипотенциальные о к ­
ружности, имеющие одинаковые параметры |x 0| и г0 и располо­

ж енны е симметрично относительно оси у, характеризуются в за ­
имно обратными значениями С и, следовательно, имеют потенци­
алы  (7.34), равные по величине и противоположные по знаку:

T q  I n  I * »  =  T Q 1п | ж , | ± г > - ( 7 - 3 9 )^ 2яеа 2яеа гй
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Векторные линии Е начинаются на положительно заряженной' 
нити, оканчиваются на отрицательно заряженной, согласно (7.10) 
нормальны к круговым цилиндрическим эквипотенциальным по­
верхностям и представляют собой дуги окружностей, центры к о ­
торых леж ат  на оси у  (доказательство последнего утверждения

Р И С . 7 .7

см., например, в [4 ] ) .  Н а рис. 7.7 линии Е изображены сплошны­
ми линиями, а семейство эквипотенциальных окружностей (7.36)
— штриховыми.

5. С и с т е м а ,  с о с т о я щ а я  и з  д в у х  п а р а л л е л ь н ы х  
з а р я ж е н н ы х  м е т а л л и ч е с к и х  п р о в о д о в  радиуса а с 
расстоянием между их осями D (рис. 7.8). Заряды  проводов, при-

РИ С . 7.8

холящиеся на единицу длины, равны по величине и противопо­
ложны по знаку. При этом условии и потенциалы проводов будут 
равны по величине и противоположны по знаку. Будем считать 
величину этих потенциалов ±cpi известной.

Поле системы из двух проводов нельзя определить путем су­
перпозиции полей двух одиночных заряженных проводов, так как.
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на проводах распределение поверхностного зар яда  неравномерно. 
Из-за притяжения разноименных зарядов двух проводов значе­
ния Oq максимальны на наиболее близких друг «  другу участках 
поверхности проводов. Однако эта задача (и другие, родственные 
ей) просто решается при помощи специального способа — ее 
можно заменить вспомогательной краевой задачей, решение ко­
торой известно. Действительно, цилиндрические поверхности про­
водов являются эквипотенциальными. С другой стороны, мы зн а ­
ем, что эквипотенциальные поверхности двух противоположно з а ­
ряженных нитей такж е имеют форму круглых цилиндров. П оэто­
му можно подобрать такое расположение нитей и величины их ли ­
нейных плотностей заряда  ± т q, при которых две эквипотенци­
альные поверхности нитей совпадут с поверхностями проводов и 
будут иметь соответствующие проводам потенциалы. Н а основа­
нии теоремы единственности решения краевых задач электроста­
тики можно быть уверенным, что поле нитей вне этих эквипотен­
циальных поверхностей тождественно полю системы из двух про­
водов.

Д ля  определения положения нитей, эквивалентных двух про­
водам и называемых электрическими осями проводов, использу­
ем соотношение (7.37). Учитывая, что в рассматриваемом случае 
г0= а  и |* 0| = 0 , 5 Д  получаем

Ь =  У  (0,5D)2 — а2. (7.40)

Обусловленные электрическими осями эквипотенциальные п о ­
верхности с параметрами г0 =  а, х0 =  ± 0 ,5 D будет иметь потен­
циалы, равные потенциалам ±cpi проводов, если в соответствии с 
(7.39)

XQ = - - - - - - - - - - - - - - 2 Д * аФ - _ _ _ _ _ _ _ _ -  • ( 7 . 4 1 )
4  0,5D +  V ^ (0 ,5 £ > )2 —  а а '

1п-------------- 5---------------
Д ля  определения поля системы из двух проводов следует най­

ти согласно (7.40) и (7.41) параметры электрических осей про­
водов и затем поле этих осей во внешней для проводов области.

7.6. МЕТОД ЗЕРКАЛЬНЫХ ИЗОБРАЖЕНИИ

Во многих задачах  требуется найти электростатическое поле 
заданной системы заряженных проводящих тел в присутствии про­
тяженной проводящей поверхности (например, металлический эк ­
ран, земля). Ограничимся случаем плоской проводящей поверх­
ности и, идеализируя задачу, будем считать эту плоскость беско­
нечной. Очевидно, что нам поставлена краевая задача — извест­
ны геометрические параметры системы заряженных тел, их зар я ­
ды и эквипотенциальная проводящая плоскость, потенциал кото­
рой можно принять равным нулю.

Р а с с м о т р и м  в н а ч а л е  о д и н о ч н о е  п о л о ж и т е л ь н о  з а р я ж е н н о е  т е ­
л о  н а д  п р о в о д я щ е й  п л о с к о с т ь ю  ( р и с .  7 . 9 а ) .  Л и н и я  в е к т о р а  Е  н а -  
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чинаются на положительном заряде тела и оканчиваются на про­
водящей поверхности, где в результате электростатической ин­
дукции наведен отрицательный заряд. Электростатическое поле 
определяется к а к  положительным зарядом тела, так и индуциро­
ванным на плоскости отрицательньш зарядом, распределение ко­
торого неизвестно. В тех случаях, когда заряженное тело может 
рассматриваться как точечное и, следовательно, закон распреде­
ления на нем заряда  знать не требуется, задача может быть ре­
шена при помощи метода зеркальных  (или электрических) изо­
бражений.

Мысленно удалим проводящую плоскость и поместим в ниж ­
нем полупространстве воображаемое заряженное тело, которое

является зеркальным изображением реального тела относитель­
но удаленной плоскости и имеет заряд, равный по величине и про­
тивоположный по знаку  заряду реального тела (рис. 7.96). П ло­
скость симметрии для  реального тела и его зеркального изобра­
жения, расположенная на месте проводящей плоскости, являет­
ся плоскостью равного (нулевого) потенциала, так  как равные 
заряды противоположных знаков размещены симметрично отно­
сительно нее. Таким образом, для верхнего полупространства 
(над плоскостью симметрии) искусственно введенная нами крае­
вая задача оказывается полностью эквивалентной исходной з а д а ­
че. Н а основании теоремы единственности решения краевых з а ­
дач электростатики можно утверждать, что поле заряженного те­
ла над проводящей плоскостью можно заменить полем этого ж е 
тела и его зеркального изображения в полупространстве над пло­
скостью симметрии. В этом и состоит метод зеркальных изобра­
жений. Очевидно, что этот метод применим и в случае системы 
заряженных тел, которые расположены в диэлектрике над прово­
дящей плоскостью.

РИС. 7.9
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И з общих выражений для  электромагнитной энергии (4.13), 
>(4.14) следует, что энергия электростатического поля распреде­
л ен а  в пространстве с объемной плотностью

W' =  еаЕ2/ 2 =  ED/2 (7.42)

я  в некотором объеме V определяется интегралом

W3=  Г W d V  =  - L  Г ED dV. (7.43)
V V

В электростатическом поле нет движения энергии — отсутст­
вие  магнитного поля приводит к равенству нулю вектора Пойн­
тинга.

При расположении системы зарядов в конечной области б ез ­
граничного однородного диэлектрика полная энергия электроста­
тического поля может быть выражена другиг/ ^отношением, ко­
торым удобно пользоваться для вычислений, j уставив в (7.43) 
£  = — gradqp и воспользовавшись (П1.15), найдем

=  ~2~ f  ^  ^  ^  ̂ -----V  J  ^  ^  (7-^4)
V V

Преобразуем второй интеграл в (7.44) при помощи (П1.5):

- j  fdiv(<pD)dV =  - ^ - ( j ^ D d S .  (7>45^
V S

Здесь поверхность S можно представить состоящей из -беско­
нечно удаленной поверхности сферы 5 » ,  ограничивающей снару­
жи полное поле, и замкнутых поверхностей 5 Ь S 2 ..., примыкаю ­
щих к поверхностям проводящих тел (рис. 7.10). Поверхности 
проводящих тел являются согласно (7.9) местами разрыва не­
прерывности вектора D и должны быть исключены из области V.

Рассм атриваем ая система зарядов для точек поверхности Soo 
является точечным зарядом. Поэтому при вычислении интеграла

$  <pDdS воспользуемся ф-лами (7.15) и (7.16) и, интегрируя по
S 00
поверхности сферы неограниченно возрастающего радиуса, полу­
чим

i9 D d S  =  lim ( - 2 ------- 3 - 4 я Я Л  = 0 .  (7.46)

7.7. ЭНЕРГИЯ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Л - о »  \ 4 я е а  R  4 п  R2 }
СО

Интеграл по поверхности Sh, примыкающей к проводящему т е ­
лу k, при учете (7.9) равен:

(j) <$DdS =  j><pDndS *= — (jj (paQd S =  — <ph ф oQdS =  — <phQk, (7 .47)
Sh Sk Sk Sk

где фл — постоянный потенциал проводящего тела k; Qh — п о л ­
ный зар яд  этого тела.
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Зам еняя  в первом интеграле (7.44) divD в соответствии с. 
уравнением d i v D = p  и учитывая (7.45) — (7.47), получаем сле­
дующее выражение для полной энергии электростатического п о-

\ /
РИС. 7.10

ля, создаваемого объемными зарядами и заряженными проводя­
щими телами:

п

« Р Р ^  +  ^ Ф Л  (7.48)*

*=1
где Vo — объем, в пределах которого р ^ О ;  п — число проводя­
щих тел. В частности, если р =  0 и электростатическое поле созда­
ется только системой п заряженных проводящих тел, то

п

Г . - ± 2 * *  (7.49),
k=\

7.8. ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЕМКОСТЬ УЕДИНЕННОГО ПРОВОДЯЩЕГО ТЕЛА

Потенциал ф уединенного заряженного проводящего тела, рас­
положенного в однородном безграничном диэлектрике, в ы р а ж а ­
ется ф-лой (7.21). Закон распределения поверхностного заряда  
Gq предопределен условиями электростатического равновесия 
(внутри проводника Е = 0  и р = 0 )  и обусловлен формой и разм е­
рами тела, причем величина oQ пропорциональна полному заряду 
тела Q:

oQ(R') =  Qf(R'),  (7.50)*
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где /(R ')  — функция координат, зависящ ая от геометрических п а ­
раметров тела. Подставив (7.50) в (7.21), приходим к  выводу, 
что постоянный потенциал ср уединенного проводящего тела про­
порционален его .заряду Q, обратно 'пропорционален еа диэлек­
трика и зависит от геометрических параметров тела.

Отношение заряда  уединенного проводящего тела к его потен­
циалу есть величина постоянная, называемая электрической ем­
костью тела:

С =  0 /  Ф, (7.51)

причем для однозначного определения емкости С потенциал бес­
конечно удаленных точек принимают равным нулю. Из сказанно­
го выше следует, что емкость уединенного проводящего тела з а ­
висит от формы и размеров тела и пропорциональна значению 
еа окружающей среды. Единицей измерения емкости в системе 
единиц СИ является ф арада  (Ф).

Электрическая емкость проводящего тела характеризует его 
способность накапливать электрический заряд. Действительно, 
из (7.51) следует, что при одинаковых потенциалах ф двух уеди­
ненных тел больший заряд  будет распределен на том теле, кото­
рое обладает большей емкостью С.

Подставив в (7.49) п =  1 и воспользовавшись (7.51), выразим 
через емкость энергию электрического поля, создаваемого уеди­
ненным заряженным проводящим телом:

w ,  =  Y  ф Q =  Q2/2C =  С ф2/2 . (7.52)

7.9. СИСТЕМА ЗАРЯЖЕННЫХ ПРОВОДЯЩИХ ТЕЛ

Рассмотрим в однородном безграничном диэлектрике систему 
п проводящих тел. Допустим вначале, что одно из тел имеет з а ­
ряд Q 1, а полный заряд  каждого из остальных тел равен нулю. В 
результате электростатической индукции заряды будут сущест­
вовать на поверхности не только заряженного тела, но и в целом 
нейтральных тел. Закон распределения поверхностного заряда 
Oq на каждом из п тел предопределен условиями электростати­
ческого равновесия и зависит от формы, размеров и взаимного 
расположения всех тел, причем величина oq пропорциональна 
значению заряда  Qi заряженного тела [ф-лы вида (7.50)]. П о­
тенциал (7.21) каждого тела системы определяется поверхност­
ными зарядами всех п тел и может быть представлен следующим 
образом:

ф| =  a n Qv  ф' =  <p'k =  ahlQv ..., ф' =  а , , ^ ,  (7.53)

где коэффициенты пропорциональности ап , а2и аль  •••> аш  за- 
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висят от геометрических параметров всех тел и их взаимного р ас­
положения и обратно пропорциональны еа диэлектрика.

В общем случае системы п заряженных проводящих тел, з а ­
ряды которых равны Qi, Q2, Qn, потенциал каждого тела м ож ­
но получить при помощи принципа суперпозиции:

ъ  — T J+  —a i iQ i + a i2Q2+ - “ + a ifcQk+---+a inQrt»

(Ph ~  Ф*4~ ••• — a ftlQl +  a ft2Q2+-- +  a hhQk +  . . . +  UhnQn* 

Ф л  —  Ф „  +  Ф ,г + • • •  = а п Л  +  а д 2 ^ 2  + • • •  a n f t Q f e + - - - + a 7 m Q n -  j

(7.54)

Коэффициенты akk с одинаковыми индексами называю т собствен­
ными потенциальными коэффициентами, коэффициенты a hn с р а з ­
личными индексами называют взаимными потенциальными коэф­
фициентами.

На практике нередко ставится следующая задача: в диэлект­
рике заданы система п проводящих тел и заряды каж дого  из 
них. Требуется найти потенциалы этих тел. Решение этой задачи 
сводится согласно (7.54) к определению потенциальных коэф ­
фициентов.

Часто возникает и обратная задача — заданы потенциалы тел, 
требуется определить их заряды. Реш ая систему ур-ний (7.54) от­
носительно зарядов, можно представить ее в следующем виде:

Qi — С11Ф1 _ЬС12(ф1̂ ф 2) 4* • • • “1~̂ '1/г(ф1—Фь) +  • • • +  С171(фх— <рп) ; 

Qh =  С/и(фh—Фх) “ Сйг(ф#1—Ф2) +  • • • Jr^hh4)k +  • • • +  Chn((pk — Фп); 

Qn =  Сп1(фп— ф2) + С п2(фп—ф2) + . . .  + С пь(фп— ф )̂ + . . .  + С пяфп-

(7.55)

В этой системе заряд  каждого тела выражен не через потен­
циалы, а через разности потенциалов данного и других тел. Коэф­
фициенты Сии с одинаковыми индексами называют собственными 
частичными емкостями, коэффициенты Сип с различными индекса­
ми называют взаимными частичными емкостями. Очевидно, что 
частичные емкости определяются формой, размерами и взаимным 

расположением всех тел системы и пропорциональны еа диэлек­
трика.

Из (7.55) следует, что собственная емкость Сиъ. численно равна 
заряду тела k в том случае, когда потенциалы каждого из п тел 
равны 1В; взаимная емкость C/tn численно равна заряду  тела k 
в том случае, когда потенциал тела п равен — 1В, а все остальные 
тела имеют потенциалы, равные нулю. В сложных системах, не
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поддающихся аналитическому расчегу, на основе этих представле­
ний легко определить частичные емкости экспериментальным пу­
тем (см., например, [28]).

7.10. ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ЕМКОСТЬ МЕЖДУ ДВУМЯ 
ПРОВОДЯЩИМИ ТЕЛАМИ. КОНДЕНСАТОР

Рассмотрим в однородном безграничном диэлектрике систему 
двух заряженных проводящих тел, заряды которых равны по ее - 
личине и противоположны по знаку . Подставив в (7.54) п = 2 и 
Q2 = — Qi, имеем:

<Pl=(an  0&12)Ql» Ф2~ (а 21 а 2г) Ql» Ф1 Ф2~ ( а 11~Га 22---а 12 a 2l)Ql*

(7.56)>

Таким образом, в рассматриваемом случае разность потенциа­
лов  тел пропорциональна заряду одного из них. При этом постоян­
ную величину

С =  - & - « = — = ------------- !-------------  (7.57>
Ф1—Ф2 фг — Ф1 +  а22 а12 а21

называют электрической емкостью между двумя телами. Электри­
ческая емкость между двумя телами (7.57) зависит от формы, 
размеров и взаимного расположения проводящих тел и пропорци­
ональна еа диэлектрика.

В качестве примера определим емкость между двумя п ар ал ­
лельными заряженными проводами (см. рис. 7.8), приходящуюся 
на единицу длины. Разность потенциалов между проводами най­
дем, полета™ в в (7.39) г$ =  п и | r 0| ^ 0 ,5 D :

О —  T Q 1 0 , 5 D  +  V ( 0 ,5 Z ) ) 2 —  а2 c o v  
<Pi — Ф2 =  2q>i I n --------  Ka ’---------. (7.58>

Емкость на единицу длины, измеряемая в Ф/м, определится вы- 
ражением

С' =  = ----------------- ” а ................ -  . (7.59)
Фх — ф2 I n [ ( 0 , 5 D / a )  +  /  ( 0 , 5 D / a ) 2— 1]

Систему двух разделенных диэлектриком проводящих тел (об­
кладок), предназначенную для использования электрической ем­
кости между ними, называют конденсатором. Соответственно емко­
стью конденсатора называют отношение (7.57) электрического 
заряда  одной из обкладок к разности потенциалов между обклад­
ками, имеющими одинаковые по величине и противоположные по 
энаку заряды.
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П одставляя в (7.49) п — 2, Q2 =  — Qi и учитывая (7.57), опреде­
лим  энергию электрического поля конденсатора

<W<Pi -  ф2) =  % •  =  \  (Ф1 -  ф2)2- (7.60)

Отсюда, в частности, следует, что при одинаковой разности по­
тенциалов между обкладками большей энергией будет обладать 
тот конденсатор, емкость которого больше.

7.11. МАГНИТОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ

Магнитостатическое поле обусловлено неподвижными постоян­
ными магнитами и удовлетворяет ур-ниям (7.2). Идеализируя 
свойства постоянных магнитов, можно в первом приближении счи­
тать, что их намагниченность представляет собой сумму постоян­
ной намагниченности J 0, которая не зависит от напряженности 
магнитного поля, и индуцированной намагниченности, которая воз­
буждена магнитным полем и линейно зависит от Н:

J = J „  +  £MH. (7.61)
Здесь  J 0 — известная функция координат; постоянный коэффициент 
пропорциональности kM от Н не зависит. В соответствии с (2.71), 
{2.73) и (7.61) имеем внутри магнитов

® =  М'О (Н "Ь Jo +  Н) =  Ца Н -J- |Д0 J0. (7.62)
П одставляя (7.62) в (7.2), получаем систему уравнений:

rot Н =  0, div (ца Н) =  рЫ) (7.63)
в которой использовано обозначение

Р м  =  —  M i v J o -  ( 7 . 6 4 )

Величина рм носит название объемной плотности постоянных 
магнитных зарядов  и измеряется в Вб/м3. Подчеркнем здесь еще 
раз, что в природе отсутствуют магнитные заряды и их введение 
ф-лой (7.64) произведено формальным образом. Физической при­
чиной того, что рм=7̂=0, является упорядоченность элементарных 
электрических токов при отсутствии внешнего магнитного поля в 
постоянных магнитах. Благодаря формальному введению магнит­
ных зарядов уравнения магнитного поля постоянных магнитов 
(7.63) становятся аналогичными уравнениям электрического поля 
постоянных зарядов (7.1). Поэтому при изучении магнитостатиче­
ского поля могут быть применены методы и результаты исследо­
вания электростатического поля (если произвести замену со­
ответственно Е на Н, еа на ц а и р на рм). В частности, магнито­
статическое поле можно выразить через скалярный магнитный по­
тенциал фм этого поля соотношением Н  = — grad^M, аналогичным
(7.10); в однородном магнетике потенциал фм удовлетворяет урав­
нению Пуассона V 2<pM =  — рм/|ыа (в областях, где рм=^0) и уравне­
нию Л апласа  (в областях, где рм= 0).
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Г л а в а  8

С Т А Ц И О Н А Р Н О Е  Э Л Е К Т Р О М А Г Н И Т Н О Е  П О Л Е

+

8.1. СТАЦИОНАРНОЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 
В ПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЕ

Уравнения стационарного электрического поля (7.3) идентичны 
уравнениям электростатического поля (7.1). Однако, в отличие от 
электростатического, стационарное поле существует не только в 
диэлектрике, но и в проводящей среде (если бпр^О, то в соответ­
ствии с уравнением 6пр =  аЕ  и Е ^ О ) .

В изотропной линейной однородной проводящей среде вектор 
Е стационарного электрического поля удовлетворяет согласно
(7.3) уравнениям

rot Е =  0, т. е. Е =  —grad ср; div Е =  р/е, (8 .1)
и согласно вытекающему из (3.20) при d p /d t= 0  соотношению 
div б =  div (бет +  стЕ) =  0 — уравнению

div Е =  — div 8 Ст/а. (8.2)
Из (8.1) следует, что потенциал стационарного поля <р опреде­

ляется решением уравнения Пуассона
у 2ф =  — р/еа. (8.3)

Сопоставление последнего ур-ния (8.1) с (8.2) показывает, что 
фигурирующая в правой части (8.3) объемная плотность заряда 
р выражается через 6СТ соотношением

р =  — —  d iv5CT. (8.4)
О

Оно означает, что объемные электрические заряды существуют 
только ьг тех областях однородной проводящей среды, где 
div бет =7̂=0.

В области вне сторонних источников имеем: бСт =  0, 6 = 6 Пр : = а Е  

и div 6 =  div бпр= 0 .  Следовательно, в этой области линии постоян­
ного тока проводимости непрерывны (d iv 6np==0) и их направле­
ние совпадает с направлением линий Е ( 6 п р = а Е ) .  В однородной 
проводящей среде картины векторных линий бпр и Е подобны 
друг другу.

При решении многих практических задач (например, при изу­
чении токов в земле, в массивных проводниках, в несовершенной 
изоляции) нужно знать пространственное распределение плотно­
сти постоянного тока бПр. В этом распределении важную роль иг­
рают граничные условия для тангенциальной и нормальной состав­
ляющих вектора бпр на поверхности раздела сред с различными
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значениями а. Граничное условие для тангенциальной составляю­
щей получается из (3.41):

6пр1т /а1 =  б,р2т/°2- (8-5)
Граничное условие для нормальной составляющей выводится из 

закона сохранения электрического заряда в интегральной 
форме (2.59), который для стационарных процессов в проводящих

средах принимает вид $  6npdS =  0. Рассуж дая таким ж е образом,

как при выводе из (2.35) граничного условия (3.34), получим

^пр 1д =  ^пр2п- (8 .6)

Р И С .  8.1

Из рис. 8.1 видно, что в каждой среде tg 0  =  6npr / бпрп. Учиты­
вая при этом соотношения (8.5) и (8 .6), получим следующий закон 
преломления линий тока на границе раздела:

<7оtg 02 =  t g ^ .  
<*i

(8.7)

В практических задачах часто происходит переход тока из ме­
таллических тел в слабо проводящую среду ( о г ^ а г ) .  Из (8.7) 
следует, что при аг/а i<Cl и 01=^90° можно приближенно считать 
угол 02 всегда равным нулю. Таким образом, векторы 6Пр и Е =  
=  6Пр/ст в слабо проводящей среде ориентированы практически нор­
мально к поверхностям металлических тел, которые, следовательно, 
можно полагать эквипотенциальными (<p =  const).

8.2. МЕТОД ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЙ АНАЛОГИИ

Из § 8.1 следует, что в о дно-род ной проводящей среде в обла­
сти вне сторонних источников вектор Е стационарного электриче­
ского поля удовлетворяет системе уравнений:

rot Е =  0, div Е =  0. (8 .8)
С другой стороны, электростатическое поле, создаваемое в одно­
родном диэлектрике заряженными проводящими телами, удозлет-
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воряет системе ур-ний (7.8) при р = 0 ,  которая такж е принимает 
вид (8.8). Н а аналогии исходных -систем уравнений в этих двух 
задачах  основывается так называемый метод электростатической 
аналогии , который позволяет при определении в проводящей сре­
де вектора Е стационарного поля (и плотности тока 6Пр =  аЕ) ис­
пользовать в некоторых случаях решение соответствующей элек­
тростатической задачи. Действительно, согласно системе (8 .8 ) на­
пряженности стационарного и электростатического полей могут 
быть выражены формулой Е =  — gradqp через свои скалярные по­
тенциалы ф, которые удовлетворяют уравнению Л ап л аса  У 2ф = 0 .  
В  электростатической задаче границей диэлектрика являются эк­
випотенциальные поверхности проводящих тел. При рассмотрении 
задачи о стационарном поле остановимся на случае слабо прово­
дящ их сред, ограниченных металлическими поверхностями, кото­
р ы е с высокой степенью точности такж е можно считать эквипо­
тенциальными (см. § 8.1). Если в некоторой задаче о стационар­
ном  поле в проводящей среде и в соответствующей электростати­
ческой задаче металлические поверхности имеют одни и те же по­
тенциалы и геометрические параметры, то и решение уравнения 
Л ап л аса  У 2ф = 0  будет в этих задачах  одним и тем же. Следова­
тельно, одним и тем ж е будет и вектор Е в этих двух задачах.

Подобие картин векторных линий Е и 6пр и аналогия стационар­
ного и электростатического полей позволяют моделировать электро­
статическое поле iB электролитической ванне. Д л я  эксперименталь­
ного изучения электростатического поля системы проводящих тел 
подобную ей систему металлических тел помещают в ванну, соз­
д аю т требуехмые потенциалы и измеряют плотность тока 8Пр. Оп­
ределенное экспериментальным путем векторное поле бпр в элек­
тролите является моделью изучаемого электростатического поля.

8.3. СТАЦИОНАРНОЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ДИЭЛЕКТРИКЕ

Пусть в изотропном линейном однородном диэлектрике распо­
ложены проводники с постоянным током. Электрическое поле, соз­
даваемое при этом :в диэлектрике, описывается ур-ниями (7.3), в 
которых D =  eaE, ea= c o n s t  и р =  0:

rot Е =  0, т. е. Е =  — grad ф, div Е =  0. (8.9)

Из (8.9) следует, что скалярный потенциал ф удовлетворяет 
уравнению Л ап ласа  У 2ф = 0 .  Таким образом, в диэлектрике стаци­
онарное электрическое поле удовлетворяет тем же уравнениям, 
что и электростатическое поле, создаваемое заряженными прово­
дящими телами.

Однако на поверхности проводников граничные условия для 
стационарного электрического поля и электростатического поля не 
совпадают. В электростатическом поле поверхность проводящего 
тела является эквипотенциальной. Наличие же тока с плотностью 
6п р = а Е  вызывает уменьшение потенциала вдоль проводника, и 
его поверхность уже не является эквипотенциальной. Согласно 
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граничному условию (3.41) в диэлектрике у поверхности провод­
ника существует касательная составляющая Ех =бпр/а, направлен­
ная параллельно линиям тока, вследствие чего векторные линии Е 
в диэлектрике ориентированы уже не перпендикулярно к поверх­
ности проводника.

В большинстве практически важных случаев постоянный ток 
протекает по металлическим проводникам, характеризуемым очень 
большими значениями а. Легко убедиться, что при этом в диэлек­
трике у поверхности проводника касательная составляю щ ая Е х 
оказывается весьма малой по сравнению с нормальной составля­
ющей Еп. Соотношение Ех < .Е п позволяет при рассмотрении ста­
ционарного поля .в диэлектрике, окружающем провода с постоян­
ным током, пренебречь касательной составляющей и соответствен­
но считать поверхность проводов эквипотенциальной. В этом при­
ближении определение стационарного электрического поля в ди­
электрике сводится к решению соответствующей задачи электро­
статики.

8.4. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ СТАЦИОНАРНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ

Уравнения в дифференциальной форме магнитного поля, обус­
ловленного постоянным электрическим током, имеют вид (7.4).

Наиболее распространенной задачей является определение с т а ­
ционарного магнитного поля по заданному распределению плотно­
сти тока 6 . Решение этой задачи для изотропной линейной одно­
родной среды удобно (проводить при помощи векторного потенциа­
ла А, через который векторы В и Н можно выразить соотноше­
ниями вида (6.12) и (6.16):

В =  rot А, Н =  —  rot А. (8.10)
На

Векторный потенциал А стационарного магнитного поля удов­
летворяет условию калибровки

div А =  0 (8.11)

и векторному уравнению Пуассона
V2 А =  — ца S, (8.12)

которые получаются соответственно из ур-ний (6.18) и (6.19), 
если в них полагать все величины постоянными во времени.

В тех областях пространства, где отсутствует электрический 
ток, ур-ние (8.12) переходит в векторное уравнение Л апласа

V2A =  0. (8.13)

Уравнение Пуассона (8.12) можно рассматривать как частный 
случай векторного уравнения Гельмгольца (6.39) при k = 0 .  Поэто­
му при распределении постоянного тока в конечной области V 
•днородной безграничной среды решение ур-ния (8 .12) определя- 
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A (R) =  Г 5 (R<) dV . (8.14)
4 я  J  г

V

е т с я  р еш ен и ем  (6 .44) в е к т о р н о го  у р а в н е н и я  Г е л ь м го л ь ц а  при  k =  0 :

Исходя из ф-лы (8.14) и рассуждая таким же образом, как 
при выводе соотношения (7.15), легко прийти к выводу, что при 
удалении в бесконечность от занятого током ограниченного объе­
ма V векторный потенциал убывает не медленнее, чем 1 /R. При 
этом в соответствии с (8.10) и (П1.37) векторы магнитного поля 
убывают не медленнее, чем 1JR2.

Отметим, что в наиболее простых случаях определять стацио­
нарное магнитное поле через потенциал А нецелесообразно. Если 
можно заранее предвидеть цилиндрическую симметрию поля, при 
которой магнитные векторные линии представляют собой кон­
центрические окружности (например, поле цилиндрического про­
вода с током), то это поле можно непосредственно и легко опре­
делить из интегрального соотношения (2.52):

(8.15)
L s

(см. § 8.5, пп. 1, 2).

8.5. ПРОСТЕЙШИЕ ПРИМЕРЫ СТАЦИОНАРНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ

1. К р у г л ы й  п р о в о д  р а д и у с а  а с э л е к т р и ч е с к и м  
т о к о м  1 (рис. 8.2). В силу цилиндрической симметрии задачи ли­
нии Н являются окружностями, плоскости которых перпендику­
лярны оси г  провода, а центры леж ат на этой оси. Прим-еним 
ур-ние (8.15) к контуру L, представляющему собой окружность 
радиуса г и совпадающему с векторной линией Н. Поскольку век­
тор Н вдоль этого контура имеет одинаковую величину и направ­
лен по касательной к линии L, а постоянный ток I распределен
равномерно по сечению провода с плотностью 6 =  z° то

п а 2
вместо (8.15) получим

/ / 2л /• =  —  5, (8.16)
л  а2

где S = n r 2 при а ^ г  (контур L проходит .внутри провода) и 
S = n a 2 при а ^ . г  (контур проходит вне провода). Соответственно 
этому имеем:

Н =  £° — - г  при а >  г; (8.17)
‘ 2 л  а 2

Н =  d° при о < г .  (8.18)

Таким образом, величина Н внутри провода линейно во зраста­
ет с увеличением г, вне провода — убывает по закону 1 /г (см. 
рис. 8.2).
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2. К о а к с и а л ь н а я  д в у х п р о в о д н а я  с и с т е м а  (рис. 
8. 3), у которой постоянные токи во внутреннем дили-ндрическом и 
наружном трубчатом проводниках рав*ны по величине и противо­
положны по направлению. Ось z  совместим с осью коаксиальной 
системы и направим по току внутреннего проводника. Постоянный

\zzzz&>̂

РИС. 8.2 Р И С  8.3

ток /  внутреннего проводника распределен равномерно по сечению
с плотностью 6bh=z° , постоянный ток — /  наружного -провод­

ят2
ника распределен равномерно по сечению с плотностью 6Нар=
=  z° — - Б лагодаря цилиндрической симметрии задачи напря- 

я (с2—Ь2)
женность магнитного поля можно определить по ф-ле (8.15). Р а с ­
суж дая таким же образом, как в п. 1, получаем следующие -выра­
жения для напряженности магнитного ноля:

Н =  ф° —— г при а >  г; Н =  ф° при а <  г <  Ь\
2я а2 2л г

/ с* _ г* <8 -19) 
Н =  Г 2л~( с ^ Ғ) ~ Г  ПРИ Ь < Г < С ;  Н = 0  ПРИ С <  Г

Изменение величины Н согласно (8.19) в зави-еихмости от г по­
казано на рис. 8.3.
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8.6. ЭНЕРГИЯ СТАЦИОНАРНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ

И з общих выражений для  электромагнитной энергии (4.13),
(4.14) следует, что энергия стационарного магнитного поля рас­
пределена .в пространстве с  объемной плотностью

W'u =  цаЯ 2/ 2 =  НВ/2 (8.20)

и в некотором объеме V определяется интегралом

Wu =  f W ’Md V =  - L j f f f i d K .  (8 .21)
v v

При распределении постоянного тока в конечной области Vo 
однородной безграничной среды полная энергия стационарного 
магнитного поля может быть вы раж ена другим соотношением, 
которым удобно пользоваться для  вычислений. Подставив в (8.21); 
B = r o t  А и воспользовавшись (П1.16), найдем

W, =  - L  J  div [АН] dV +  - j - J  A rot Н dV. (8 .22)

Преобразуем первый интепрал в (8.22) при помощи (П1.5):

- у  j  div [АН] dV =  - j -  (j)[AH] d  S, (8.23)
V 6'00

где поверхность Soo можно представить в виде поверхности беско­
нечно удаленной сферы, ограничивающей снаружи полное поле. 
Поскольку в точках поверхности Soo величина А убывает не мед­
леннее, чем 1 /R, величина Н убывает не медленнее, чем 1JR2 
(см. § 8.4), а площадь поверхности сферы возрастает пропорцио­
нально /?2, то поверхностный интеграл (8.23) при R-+oo о б р ащ а­
ется в нуль.

Учитывая это и заменяя rot Н во втором интеграле (Ь.22) в соот­
ветствии с уравнением rot Н =  8, получим

Wu =  ± - ^ \ 5 d V ,  (8.24)
Vo

где интегрирование распространено по объему Vo, в пределах ко­
торого 8=£0 .

8.7. ИНДУКТИВНОСТЬ, ВЗАИМНАЯ ИНДУКТИВНОСТЬ

Постоянный ток в реальном контуре, образованном проводни­
ком конечного  поперечного сечения, можно разложить -на совокуп­
ность бесконечно тонких замкнутых элементарных трубок тока. 
Чтобы получить такую трубку тока, выделим мысленно внутри 
проводника элементарную площадку dS  и проведем через все точ­
ки контура этой площадки линии тока. Область, ограниченная не­
прерывной поверхностью, образующими которой являются эти ли­
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нии тока, и представляют собой элементарную трубку тока. П о­
скольку линии постоянного тока замкнуты, то соответственно и 
каж д ая  трубка тока замкнута сам а на себя, причем сила тока d i  
во всех сечениях трубки постоянна и равна d l —bdS.

Представим себе систему, состоящую из п контуров с токами. 
Различны е элементарные трубки тока контура k имеют различную 
форму и размеры и, следовательно, сцепляющиеся с ними магнит­
ные потоки (обусловленные как током 'рассматриваемого контура, 
так  и токами других контуров) будут такж е различными. Полным 
магнитным потоком, сцепляющимся со всем током Ik, или потоко- 
сцеплением  контура k называют величину

<8-25)
ik

где d l h — ток в элементарной трубке контура k\ Ф — магнитный 
поток, сцепляющийся с этой трубкой; интегрирование производит­
ся по всем трубкам тока контура.

-Магнитный поток Ф, который сцепляется с элементарной труб­
кой тока, ограничивающей поверхность S ' k ,  определяется соотно­
шением

Ф =  j  В d  S. (8.26)

Условимся, что положительная нормаль к поверхности в (8.26) 
связана с направлением 6й в трубке прарвилом правого винта. При 
этом, заменив В согласно (8.10) и воспользовавшись (П1.6), по­
лучаем вместо (8.26)

Ф =  ^ А ^ 1Л, (8.27)
h

где d h  совпадает по направлению с 6k\ Ik — контур, ограничиваю ­
щий поверхность S'k.

Подставив (8.27) и dIk=bkdSk  в (8.25), получим

^ k =  j - ^ ( \ d l h) (8k d Sh) =  j -  j  A 8ft dVh, (8.28)

S k  Ik Vk

где интегрирование производится по объему Vk контура k. При 
выводе (8.28) было учтено, что векторы 6ь и dlh -имеют одно и то 
же направление, вследствие чего (A d lk)  (6hdSk) =  (Абь) (dSkdh) =  
=  kbhdVh-

Д ля  системы, состоящей из п контуров с токами, фигурирую­
щий в (8.28) потенциал А можно представить согласно принципу

п
суперпозиции векторной суммой А =  2  А и где А* — потенциал,

1=1
создаваемый в элементарном объеме dVk контура k током контура
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i. Соответственно этому потокосцепление (8.28) контура k склады­
вается из суммы потокосцеплений:

П

kn»
я  У\ ( 8 . 2 9 )

(8.30)где
h Vk

есть потокосцепление самоиндукции контура k , представляющее 
собой полный магнитный поток, сцепляющийся с контуром k и 
обусловленный электрическим током этого же контура,

% ,т  = ik „

есть потокосцепление взаимной индукции между контуром k и 
контуром т ,  представляющее собой полный магнитный поток, 
сцепляющийся с контуром k и обусловленный электрическим током 
контура /п.

Если материал контуров и окруж аю щ ая их среда линейны в 
магнитном отношении, то потокосцепления 'Vkk и 'Рл™ пропорцио­
нальны обусловливающим их токам:

V Uh =  LkIhi V kn =  MhmIn , (8.32)
причем постоянный коэффициент пропорциональности Lh называют 
индуктивностью контура k; М/ип — взаимной индуктивностью кон­
туров. Индуктивности Lh и Мкт измеряются в генри.

Ограничиваясь далее линейной и однородной в магнитном от­
ношении средой, для фигурирующих в (8.30) и (8.31) потенциа­
лов и Ат имеем согласно (8.14) соотношение

На С Zj dVj 

4 л J г
Vi

где г — расстояние от элемента объема dV-i контурам до элемента 
объема d V k контура k. Из (8.30) — (8.33) получаем следующие 
формулы для индуктивностей:

L h = = T T >  f  f  М ^ 7 Т Г  f  f  • (8 -3 4 >4л Ik J J r 4nlhIm J  J r
vk v'k

где 6 a ,  6 \  и 6m —  плотность тока соответственно в элементе 
объема dVh, dV'h и dV m\ г — расстояние между двумя соответст­
вующими элементами объема.

При внесении в (8.34) токов под з-нак интеграла получаем в 
подынтегральных выражениях отношения 6*.//* и 6m/Imt которые 
определяются только формой проводников и не зависят от силы
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постоянного тока. Следовательно, индуктивности (8.34) пропорци­
ональны значению jLia, причем L h определяется геометрическими 
параметрами только контура k, a Mhm определяется геометриче­
скими параметрами контуров k и т и их взаимным располож е­
нием.

Полную энергию стационарного магнитного поля, создаваемого 
системой п контуро-в с токами, удобно выражать через токи и 
индуктивности. Разделив в (8.24) объем V0 на п областей, соот­
ветствующих отдельным контурам, и учитывая (8.28), -найдем

п п

А М П  = т Е ¥ */й- (8-35)
к = 1 Vk k = \

Представим Ч ^ ф - л а  (8.29)] с учетом (8.32) следующей ф ор­
мулой:

Vkk +  2  Ум =  V * +  £  M hifh i Ф k. (8.36)
i=i i=i 

Подставив (8.36) в (8.35), получим
п п  п

(8 -37)
£=1 к=\ i=\

Здесь слагаемые LhI2kl2 не зависят от взаимного располож е­
ния контуров и определяют собственную энергию магнитных по­
лей, создаваемых токами отдельных контуров. В двойной сумме 
слагаемые с двумя фиксированными индексами фигурируют д в а ж ­
ды: Mhilkht2 и MikIiIk/2. Они одинаковы, так  как Mki=M ik.  Их 
суммы M kiIkIi  зависят от взаимного расположения пары контуров 
и определяют взаимную  энергию магнитных полей, создаваемых 
токами этих контуров.

Подставив в (8.37) /2= 1, получим энергию магнитного поля, 
создаваемого током уединенного контура:

Wu == LI*! 2. (8.38)
Д ля  определения индуктивности L часто вместо (8.34) удобно 

использовать соотношения (8.32) или (8.38).



Ч а с т ь  I I I

И з л у ч е н и е  и  р а с п р о с т р а н е н и е  

э л е к т р о м а г н и т н ы х  в о л н

Г л а в а  9

ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ИЗЛУЧАТЕЛЬ

+

9.1. ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

Электромагнитное поле, 'Создаваемое в безграничном -простран­
стве переменными во времени  источниками, частично отделяется^ 
от этих источников и приобретает полную самостоятельность су­
ществования (ср. § 6.3). Это обособившееся поле существует б ла ­
годаря способности переменных во времени электрического поля 
(ток смещения) и магнитного поля взаимно возбуж дать  друг 

друга и представляет собой свободно распространяющиеся от ис­
точников в окружающее их пространство электромагнитные вол­
ны. Процесс создания ускоренно движущимися зарядами (т. е. 
переменными во времени источниками) этих электромагнитных. 
волн называю т излучением  электромагнитных волн. В среде без 
потерь величина векторов Е и Н излученных волн изменяется об­
ратно пропорционально первой степени расстояния от источников. 
Б лагодаря этому сравнительно медленному изменению величины 
векторов поля и оказывается возможной радиосвязь на весьма 
больших расстояниях. Свободно распространяющиеся в простран­
стве излученные электромагнитные волны уносят с  собой опреде­
ленную мощность, которую они отбирают у сторонних источников 
(■ср. § 5.2).

Устройство, предназначенное для излучения электромагнитных, 
волн, называю т излучателем или передающей антенной.

9.2. ПОНЯТИЕ ОБ ЭЛЕМЕНТАРНОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ИЗЛУЧАТЕЛЕ

Элементарным электрическим излучателем называют элемент 
электрического линейного гармонического тока, характеризуемый 
следующими особенностями: во-первых, его длина I весьма мала 
по сравнению с длиной волны К создаваемого им поля и, во-вто­
рых, в каждый момент времени ток имеет одно и то же значение 
вдоль всего элемента.

Пусть ось z  направлена вдоль элементарного электрического 
излучателя, который занимает интервал — l / 2 ^ z ^ . lJ 2 .  В соответ- 
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ст.вии с приведенным определением мгновенные значения тока из­
лучателя от координаты г  не зависят, т. е.

I i(z , t) =  / mcos(co* +  (p), — 1/2 < / / 2 .  (9.1)

На рис. 9.1 изображено распределение тока (9.1) вдоль эле ­
ментарного излучателя, соответствующее различным моментам 
времени (полагаем ф =  0). Будем для определенности считать ток
(9.1) положительным, если его направление совпадает с ортом z° 
(рис. 9.2). Поскольку этот ток изменяет свое значение только в

точках 2i =  —1/2 и z 2 =  //2 , то 
согласно (2.59) в этих точках 
должны существовать сосредо­
точенные электрические з а р я ­
ды, связанные с током (9 .1) со­
отношениями'

i

t  = 0

r U 0 t_ f z
t - I f 7

г~ Ь \

±=Т

* 1 i t 1
1 _

0 z

i = - d- r ’ i =  —  М  d t  d t  '

РИС. 9.1 Р И С . 9.2

и, следовательно, равные друг другу по величине и противополож­
ные по знаку:

Ql (t) =  — Qm sin (со t  +  ф), Q2(t) =  Qrn sin (со t  +  ф), (9.3)

причем Qm=/m/co. Действительно, применяя (2.59) к небольшой 
замкнутой поверхности 5 Ь ограничивающей точку Z\ (см. рис. 9.2), 
сразу ж е  получаем первое соотношение (9.2). При применении 
(2.59) к поверхности S 2, охватывающей точку г 2, нужно учесть, 

что поскольку мы условились считать положительным ток i, теку­

щий в направлении z°, то $  b d S =  $  6 (—z ° ) d S = — i и, следова-
Sj s t

тельно, имеет место второе соотношение (9.2).
Таким образом, элементу электрического тока (9.1) длиной / 

соответствует электрический диполь с гармонически изменяющим-
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Р (/) =  Qrn sin (со /  +  ф) /z° =  р (t) z°. (9.4)
Направление р совпадает с z° при Q2> 0  и противоположно ему 
при Q2< 0 .  Элементарный электрический излучатель называют 
такж е электрическим диполем  с переменными зарядами.

Элементарный электрический излучатель со строго неизмен­
ным вдоль его длины / током практически неосуществим и пред­
ставляет собой идеализированную излучающую систему, удобную 
для теоретического анализа. Р еальная  антенна, близкая по своим 
свойствам к элементарному электрическому излучателю и н азы ва­
емая диполем Герца, представляет собой два тонких провода с 
металлическими шарами на концах (рис. 9.3). Высокочастотный 
генератор подключается в зазоре между проводами. Благодаря  то­
му что /<СЯ и емкости шаров значительны, величина тока мало 
изменяется вдоль длины антенны /.

9.3. КОМПЛЕКСНЫЕ АМПЛИТУДЫ ВЕКТОРОВ ПОЛЯ 
ЭЛЕМЕНТАРНОГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ

Пусть в безграничной однородной среде без потерь с парам ет­
рами еа и [ха расположен элементарный электрический излучатель 
с известным током i = i w  К о м п л е к с н ы е  а м п л и т у д ы  в е м и р и и  п и л я  

этого излучателя определим через векторный потенциал (6.44).
Если поместить начало координат О в центре элементарного 

излучателя (рис. 9.4) и расстояние г между точкой наблюдения

ся  во  в р е м е н и  эл е к т р и ч е с к и м  м о м ен то м

AffRJ и текущей точкой излучателя N (R ')  представить в виде 
r = R + A r , то при любом положении точки наблюдения выполняет­
ся соотношение | Д г | ^ / / 2 .  Учитывая, что k=2n /X  и для элементар­
ного излучателя имеем k \ Аг| ^ я / Д - С  1. Следовательно, для
фигурирующей в (6.44) периодической функции имеем e-lftr=
— 0—1Л(Я+Дг) ~  0-1 ля

Ограничимся далее только такими точками наблюдения, для 
которых выполняется неравенство /<С#. Поскольку R '^ IJ2 ,  то для 
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этих точек наблюдения / ? ' / # <  1 и согласно (7.14) фигурирующее 
в знаменателе (6.44) расстояние г можно приближенно заменить 
постоянным значением R.

Вынося e~lhTJr^e~[hR/R в (6.44) из-под знака интеграла, получим

A (R )= £  е
,— ibR  .

-JY1, (9.5)

где Мэ=  J  бет (R') dV  называют моментом тока элементарного

электрического излучателя. Плотность тока 8ct =  z06Ct направлена 
вдоль оси излучателя. Представим элемент объема излучателя в 
виде d V = d S d \ ,  где dS =  z°dS — элемент площади поперечного се­
чения S и dl =  z°dl — элемент длины / излучателя, совпадающие 
по направлению с 6Ст- Учтя, что у элементарного излучателя бет 
вдоль его длины / не изменяется, найдем

м ,  =  f SCT (Ю  d V = \ b c, d S [ d l =  Icrl z» =  4 1. (9 .6)
V S 'l

Подставив (9.6) в (9.5), получим

A  ( R )  =  >'«/ст< z o ( 9 . 7 )
Ап R

Из (9.7) следует, что векторный потенциал А элементарного 
электрического излучателя направлен в точке наблюдения парал­
лельно его оси и зависит только от 
расстояния /?, представляющего со­
бой радиальную координату точки 
наблюдения в сферической системе 
координат, начало которой совме­
щено с центром излучателя. Поэто­
му дальнейшие преобразования це­
лесообразно проводить в сфериче­
ской системе, направление полярной 
оси которой совпадает с моментом 
тока излучателя (рис. 9.5).

В точке наблюдения М вектор z° 
разложим в сферической системе ко­
ординат по двум взаимно перпен­
дикулярным направлениям (см. 
рис. 9.5):

z° =  R° cos 0 — 0° sin 0. (9.8)

В соответствии с (9.7) и (9.8) потенциал А имеет в точке М 
следующие составляющие:

[Ла Iст1
4 Л

п ‘I-5____ COS0, A q
е

4л
н а д

-sin0, Д |,=  0. (9.9)
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Воспользовавшись второй ф-лой (6.42), представив rot А сог­
ласно (П1.37) и учтя, что Ля и Aq не зависят от координаты я|), 
получим:

k2ICTl _i kR
kR +  (£tf)a] s in 0 ‘HR1=  0, Hqi=  0, Щ = ^ е -

Д ля определения E можно было бы воспользоваться первым 
соотношением (6.42). Однако при известном Н проще найти Ё в 
области вне источника из первого уравнения М аксвелла (6.5) (при 
el^ea) : E = r o t  H/icoea. Представив rot Н согласно (П1.37) и вос­
пользовавшись соотношениями (9.10), получим:

1 * 1; cos 0;г» Wct* л —̂ R
Я ~~ 2тоея (kR)2 (kR)*.

Р  _  Wct/ r - i  kR 
0 4лсоеа

Aj, =  0 .

—  Н— ----------- -—1 sin 0;
kR (kR)2 (kR)* J

(9.11)

Электромагнитное поле (9.10), (9.11) не зависит от азимуталь­
ного угла г|э, что является следствием осевой симметрии излучате­
ля. Зависимость поля от координаты R точки наблюдения позво­
ляет разбить окруж аю щ ее излучатель пространство на три зоны — 
ближнюю, промежуточную и дальнюю. В ближней и дальней зонах 
справедливы более простые, но приближенные формулы для со­
ставляющих векторов поля (§ 9.4, 9.5). В промежуточной зоне, 
переходной между ближней и дальней зонами и характеризуемой 
условием k R ^  1, должны учитываться все слагаемые в (9.10),
(9.11), так как  они имеют один порядок.

9.4. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ В БЛИЖНЕЙ ЗОНЕ

Ближ няя зона, или зона индукции, характеризуется такими р ас ­
стояниями R точки наблюдения от излучателя, для которых kR<^\.  
Конечно, одновременно R должно удовлетворять и условию /<С#, 
при котором были получены исходные ф-лы (9.10), (9.11). Удер­
живая в каждой из этих формул лишь один член, содержащий 
1/kR в высшей степени, и используя справедливое при &7?<С1 при­
ближенное соотношение е_ш * ~ 1, имеем:

j? j 1ст̂  c o s  0  # / q T/ s i n  0  jrj / с т /  s i n  0
=  ^  =  (9Л2) 

Учитывая, что /ст= /стте1ф, и переходя от (9.12) к мгновенным 
значениям в соответствии с (3.56), получаем:

Fn (А— ^ст ^  cos ® Ғл ( А _ ^ст ^  s*n ® Н . *ст ^   ̂s n̂ ® /п 1 о\
m ~  2„e.R" ' Е‘ (0 -  ’ " * W ------- ■ (913>

где p cr( t ) =  IoTml sin (соt +  ф) и icT(t) — /стт  cos(co^+<p) (см.

§ 9.2).
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В ближней зоне электрическое поле определяется электриче­
ским моментом диполя, магнитное поле — током. При этом векто­
ры поля в точке наблюдения в момент времени t определяются 
значениями переменного электрического момента и тока в этот же 
момент времени. Таким образом, ближняя зона представляет со­
бой область квазистационарного поля. Использованное нами при­
ближенное соотношение как  раз и привело к пренебре­
жению временем запаздывания.

Из (9.13) следует, что вектор Пойнтинга в ближней зоне имеет 
две составляющие: П я = [ Е 0 Нф ]= R ° I I h  и П 0 =  [Ен Нф] = 0°Пе • 
Компоненты напряженности электрического поля (9.13) отстают 
по ф азе  от напряженности магнитного поля на я /2 [sin(ci)£+<p) =  
=  cos(ci)/+<p—я /2 ) ] .  Вследствие этого обе составляющие вектора 
Пойнтинга изменяются во времени по закону sin 2(cof+<p), прини­
мая как положительные, так  и отрицательные мгновенные значе­
ния. При этом средние значения составляющих вектора Пойнтин­
га за период Т равны нулю. Это означает, что движение энергии 
ближнего поля имеет колебательный характер — в течение четвер­
ти периода Т энергия течет в одном направлении (положительные 
значения Пд и Пе ), в течение следующей четверти периода энер­
гия течет в противоположном направлении, возвращается обратно 
(отрицательные значения П й и Пе ). Таким образом, ближнее 
электромагнитное поле не участвует в процессе излучения. В § 9.5 
будет показано, что излученные электромагнитные волны, кото­
рые уносят с собой от излучателя энергию, определяются другими 
членами ф-л (9.10), (9.11). Конечно, эти волны существуют и в 
ближней зоне, но здесь их поля весьма малы по сравнению с рас­
смотренными выше полями.

Д альн яя  зона характеризуется такими расстояниями R точки 
наблюдения от излучателя, для которых kR^> 1. У держивая при 
этом в (9.10), (9.11) члены, содержащие l /kR в низшей  степени, 
имеем:

где Zc= kfcoEa.~ )|Яа/ба и измеряется в омах. Составляю щ ая 
Er по порядку величины в kR  раз меньше, чем £ е ,  и в дальней 
зоне ею можно пренебречь по сравнению с £ е .

Перейдя от (9.14) к мгновенным значениям, найдем:

9.5. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ДАЛЬНЕЙ ЗОНЕ

, (9.14)

Е(/) =  — 0° Zc sin 0 sin (to t— kR +  q>),

H (t) =  —  ф* Q z z J  s in  6 sin  (<o t - k R  +  q>).
4л R

с т т (9 .15)

i l l



Согласно ( 9 . 1 5 )  в  с р е д е  без п о т е р ь  векторы Е и  Н з  любой 
точке дальней зоны имеют одинаковую фазу, в которую время t и 
расстояние R входят в виде линейной комбинации wt  — kR — 
= { о ( 7 — R/v) ,  где v =  i o / k = \ / } /re f ; u a , м/с. У р а в н е н и е  п о с т о я н н ы х

значении фазы имеет вид

t — R/v =  С. (9.16)

Подставив в (9.16) два последователь­
ных момента времени t { и fi +  Д/ь полу­
чим t i—Rilv =  ti +  b t —R2/v,  откуда # 2 =  
=  Ri +  v&t. Это означает, что с увеличе­
нием времени t постоянное значение ф а ­
зы поля (9.15) распространяется в н а­
правлении возрастающих значений R со 
скоростью V (ср. § 6.3). Таким образом, 
в дальней зоне распространяется моно­
хроматическая электромагнитная волна 
в направлениях R0. Скорость v распрост- 

РИС. 9.6 ранения фазы монохроматической волны
называют фазовой скоростью.

Вектор E ( t )  направлен по касательной к дуге меридиана, Н  —  

по касательной к дуге параллели, причем Е, Н и направление 
распространения волны Ru взаимно перпендикулярны и образуют 
правую ортогональную тройку векторов (рис. 9.6). При этом комп­
лексные амплитуды E =  0 g£ g  и Н='ф°Яг15 (и мгновенные значения 
векторов Е и Н) связаны между собой соотношениями

Н =  —  [ROE], Ё =  Zc [HR0]. (9.17)
Z. г

Вектор Пойнтинга в  дальней зоне имеет только одну ради аль­
ную составляющую

П =  [ЕН] =  £ (з (6°г°] =  Zct f  * R° =  n ^ R ° ,  (9.18)

причем ее мгновенное значение всегда оказывается положитель­
ным (Пr ^ Z cH2̂  > 0 )  вследствие того, что векторы Е и Н имеют 
одинаковую  фазу колебаний. Это означает, что энергия движется 
в направлении радиусов только от излучателя. Она не возвращ а­
ется обратно к излучателю и представляет собой энергию излу­
ченной электромагнитной волны.

С помощью (4.18) определим скорость движения этой энергии 
va. Согласно (9.15) имеем } га£е = Y . При этом объемные 
плотности электрической и магнитной энергий волны равны
друг другу: w ' э =  =  = W 'M И а>' =  а>'в +  а>'м=*а£о =

2 П  Z= й а Н у  . Соответственно получаем v3=  —  =  —  R °= v ,  т. е. в



среде без потерь скорость переноса энергии совпадает с фазовой 
скоростью волны.

Электромагнитную волну, у которой фаза векторов Е и Н меня­
ется от точки к точке в направлении распространения волны и 
которая переносит в пространстве энергию электромагнитного 
поля, называют бегущей волной. Формулы (9.15) определяют бе­
гущую электромагнитную волну.

Отношение величин комплексных амплитуд векторов Е и Н 
бегущей волны, ориентированных перпендикулярно направлению 
ее распространения, есть постоянная величина, зависящ ая от п а ­
раметров среды, измеряемая в омах и назы ваемая характеристи­
ческим сопротивлением волны Zc. Согласно (9.14) характеристиче­
ское сопротивление волны в среде без потерь есть вещественная 
величина:

Zc =  £о/ЛГ+ =  V v & T  <9Л9>

причем в вакууме Z r =  | / f i o / p o =  1 2 0  л  Ом.
Волновой поверхностью (фронтом) монохроматической волны 

называют геометрическое место точек, в которых в фиксирован­
ный момент времени колебания вектора Е (и Н) имеют одну и ту 
же фазу. Волновую поверхность называют такж е поверхностью по­
стоянной фазы или эквифазной поверхностью.

В фиксированный момент времени t = t x ур-ние (9.16) переходит 
в уравнение R =  R\ и, следовательно, определяет сферическую  
волновую поверхность с центром в середине излучателя. Таким 
образом, в дальней зоне поле представляет собой сферические бе­
гущие  электромагнитные волны, излученные элементарным излуча­
телем, расходящиеся от него во все стороны вдоль радиусов R со 
скоростью v = \ ! \  pauа и удаляющиеся в бесконечность. Это поле 
называют полем излучения, а дальнюю зону называют такж е зо ­
ной излучения или волновой зоной.

Рассмотрим зависимость амплитуд векторов поля излучения от 
сферических координат R , 0, -ф точки наблюдения. Согласно (9.15) 
амплитуды Е и Н изменяются обратно пропорционально первой  
степени расстояния R y т. е. значительно медленнее, чем в ближней 
зоне. Напомним, что убывание по закону 1 /R величин векторов 
поля сферических бегущих волн является следствием закона со­
хранения энергии для среды без потерь (см. § 5.2).

Входящая в выражения для амплитуд векторов поля излучения 
антенны функция угловых сферических координат / ( 0, я|з), опреде­
ляю щ ая их зависимость от направления на точку наблюдения, но­
сит название амплитудной характеристики направленности. Г ра­
фическое изображение характеристики направленности называют 
диаграммой направленности.

Т . е . в  в ы р а ж е н и е  д л я  ф а з ы  в р е м я  t и н е к о т о р а я  п р о с т р а н с т в е н н а я  к о о р ­
д и н а т а  /  в х о д я т  в в и д е  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и й  ia t± k l .
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Согласно (9.15) характеристика направленности элементарного 
электрического излучателя / ( 0, i j ? )= s in 0. Она не зависит от ази ­
мутального угла ^  вследствие осевой симметрии излучателя и по­
казывает, что его поле излучения максимально в экваториальной 
плоскости (0= j t / 2) и равно нулю вдоль оси излучателя (0 =  0, 
0 = я ) .  В плоскости, которая проходит через ось излучателя, х а ­
рактеристика направленности, построенная в полярной системе

РИ С . 9.7

координат, изображена на рис. 9.7а. (Уравнение p =  s i n 0 в поляр­
ных координатах представляет собой две соприкасающиеся окруж ­
ности.) Пространственная характеристика направленности есть 
тор, образованный вращением фигуры рис. 9.7а вокруг вертикаль­
ной оси (рис. 9.76).

9.6. МОЩНОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ, СОПРОТИВЛЕНИЕ ИЗЛУЧЕНИЯ

^Среднее за период значение мощности, переносимой полем 
элементарного электрического излучателя, определяет соотноше­
ние

P x c p = 6 n cpdS,  1 (9 20)
S

~  1 . *
где П Ср =  Re П =  —  Re [ЕН] и интегрирование производится по

произвольной замкнутой поверхности, окружающей излучатель.
Легко убедиться, что вещественная часть комплексного векто­

ра Пойнтинга П обусловлена лишь теми членами ф-л (9.10),
(9.11), которые изменяются обратно пропорционально первой сте­
пени R и определяют излученные электромагнитные волны. Следо­
вательно, соотношение (9.20) определяет среднюю мощность, ко­
торую переносит излученная волна и которую называют поэтому 
мощностью излучения.
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Пср=  ±  Re [Ев Йф] =  R0 \ z c I Нф |*= R  * ± Z e (  * W * n9 J .  (9.21)

Отсюда следует, что в качестве поверхности S в (9.20) удобно вы ­
брать сферическую поверхность с центром в середине излуча­
теля, элемент площади которой d S = R ° R 2 sin QdQdty, Подставив
(9.21) в (9.20) и учитывая, что k=2n/ X,  получим

2я я

I  ‘, 4 ’ j ’ s l n ’ e ‘( e  =  f / " - г * ( _ г ) ’  < 9 ' 2 2 )
о о

Мощность излучения (9.22) возрастает с уменьшением длины 
волны X (при этом должно сохраняться исходное условие /<СЯ), 
т. е. с увеличением частоты колебаний.

Д л я  сравнения различных излучателей в теории антенн исполь­
зуют понятие сопротивления излучения Rz  , которое вводят соотно­
шением, аналогичным закону Д ж оуля  — Ленца:

г ^ — ± П г А -  Р-23)

Сопротивление излучения пропорционально мощности излуче­
ния, но не зависит от величины тока в антенне. Очевидно, что при 
одинаковом токе большей мощностью излучения обладает та ан ­
тенна, которая имеет большее сопротивление излучения.

Определим из (9.22) и (9.23) сопротивление излучения элемен-
2 /  / \2

тарного электрического излучателя: I — 1 » где R s  дано

в омах.
В вакууме Zc= 1 2 0 k  Ом и соответственно P s cр =  Ю (kICTml ) 2, 

Rz  = 20  (kl )2.

■> В со о т в е т с т в и и  с (9 .19 ) и (9 .14) и м еем  <

Г л а в а  1 0

ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ. 
ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ МАГНИТНЫЙ ИЗЛУЧАТЕЛЬ, 

ЭЛЕМЕНТ ГЮЙГЕНСА 

+

10.1. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА ПРИ НАЛИЧИИ ФИКТИВНЫХ 
МАГНИТНЫХ ТОКОВ И ЗАРЯДОВ

Если в некотором объеме V известна напряженность стороннего 
магнитного поля Нст, то она вводится во второе уравнение М акс­
велла подобно тому, как  Ест вводится в первое уравнение
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(ср. § 3.5): rot Е = —.(Ха —  —,ua —it2-  • В этом случае первичноеdt ' dt
возбуждение электромагнитного поля вызывается известной в
каждой точке объема V величиной 6ст.м =  и а — — , которую поdt
аналогии с плотностью стороннего электрического тока бст назы­
вают плотностью стороннего магнитного тока.

При возбуждении поля сторонними магнитными токами урав­
нения М аксвелла для комплексных амплитуд (3.67) принимают 
вид; ^

rotH =  icoe^E, ro tE  =  — ico|xa H — t CTM > (Ю.1)

где 6cT.M =  io)|LiaHCT — комплексная амплитуда плотности сторонне­
го магнитного тока. Согласно (10.1) единицей измерения бст.м 
является В/м2.

Введение в уравнения электродинамики бст.м сопровождается 
введением такж е объемной плотности сторонних магнитных з а р я ­
дов р с т . м -  Величины б с т . м  и р с т . м  связаны между собой «законом со­
хранения магнитного заряда», аналогичным первому соотноше­
нию (3.60):

d iv ^T.M =  - ic°PcT.M. (10.2)

Согласно (10.2) единицей измерения рст.м служит В -с /м 3= В б /м 3.
Напомним, что в природе не существует магнитных зарядов и 

магнитного тока, представляющего собой упорядоченное движ е­
ние этих зарядов. Поэтому ф-лу (10.2) следует рассматривать как 
результат формального  введения в теорию фиктивных магнитных 
зарядов и обусловленных ими фиктивных магнитных токов, б л а ­
годаря которому приобретается большая гибкость в описании маг­
нитных полей.

Например, нам задана Hci в некоторой ограниченной области
V (вне этой области Н ст =  0). Конечно, реально существующее 
магнитное поле продолжается и за границей этой области, причем 
векторные линии В непрерывны (d ivB  =  0). Однако мы ф орм аль­
но считаем, что линии магнитного поля В ст =  |ЫаНст и соответствен­
но линии бст.м обрываются на воображаемых поверхностных м аг­
нитных зарядах, распределенных на границе объема V (вне 
объема V Вст =  0 и бСт.м= 0).

Применяя операцию дивергенции ко второму ур-нию (10.1) и 
учитывая (10.2), получаем аналог ур-ния (3.65) для магнитного 
поля:

div(naH ) = p CT.M, (10.3)

согласно которому фиктивные сторонние магнитные заряды  яв л я ­
ются воображаемыми истоками рассматриваемого магнитного поля.

Формальное введение в уравнения М аксвелла фиктивных м аг­
нитных токов и зарядов является весьма удобным приемом в тех
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случаях, когда решение этих уравнений с фиктивными магнитны­
ми источниками поля проще, чем решение уравнений, содержащих 
реально существующие электрические токи и заряды. Например, 
поле элементарной рамки с электрическим током легче определить, 
вводя эквивалентные фиктивные магнитные источники, чем рас­
сматривая непосредственно контур с электрическим током (см. 
§ Ю.З).

Если монохроматическое поле обусловлено электрическими то­
ками и фиктивными магнитными токами, то оно удовлетворяет 
симметричным уравнениям М аксвелла следующего вида:

rot Н =  i со еа Ё - f  8Ст, rot Ё =  — i со[ха Н — ?ст.м . (Ю-4) 
Благодаря  линейности ур-ний (10.4) можно воспользоваться прин­
ципом суперпозиции и искать их решение в виде сумм Ё = Ё 1 +  Ё2, 
Н =  Н 1 +  Н2, где поле Ёь Н{ удовлетворяет ур-ниям (3.67) и обус­
ловлено электрическим током, поле Е2, Н2 удовлетворяет ур-ниям
( 10. 1) и обусловлено фиктивным магнитным током.

10.2. ПРИНЦИП ПЕРЕСТАНОВОЧНОЙ ДВОЙСТВЕННОСТИ 
УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА

Легко проверить, что перестановка

Е  -»■ Н ,  7 а +  ц а , ? С Т - * ? С Т М )  ( 1 0 . 5 )

Н —> Е, (Ха Еа, ^стм—>- ^ст
преобразует систему ур-ний (3.67) в систему (10.1) и наоборот, а 
такж е не нарушает условий на бесконечности (5.13) или (5.17), 
которым должны удовлетворять решения этих систем в случае 
внешних з ад ач 1).

Отсюда следует важный вывод. Достаточно знать решение си­
стемы (3.67), удовлетворяющее заданному распределению элек­
трического тока бет, чтобы одновременно иметь решение и системы
( 10. 1), удовлетворяющее аналогичному распределению магнитно­
го тока. Д л я  этого необходимо только в известном решении ур-ний 
(3.67) произвести перестановку (10.5). Конечно, решение системы
(10.1) можно получить из решения системы (3.67) только в том 
случае, если в обеих задачах  одинакова форма поверхности S, на 
которой заданы граничные условия, и если перестановка (10.5) 
преобразует граничные условия при системе (3.67) в граничные 
условия при системе (10.1). Это требование, в частности, выпол­
няется для граничных условий (3.70). Точно так ж е известное ре­
шение системы ( 10. 1) позволяет получить при помощи перестанов­
ки (10.5) соответствующее решение системы (3.67).

Этот прием перехода от системы (3.67) и ее решения к системе-
( 10. 1) и ее решению или наоборот называют принципом переста­
новочной двойственности уравнений М аксвелла. Этот принцип

*> Отметим, что существуют и другие формы записи перестановки (10.5).
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широко используется при решении различных задач и имеет боль­
шое практическое значение.

В § 6.4 отмечалось, что в однородной среде с сг>0 решение 
системы ур-ний (3.67) выраж ается через векторный потенциал 
электрического тока ф-лами (6.42) и (6.39), в которых заменены 
8а на 8а И 62=C02ea|Ha На £2 =  С02еа|1а- Произведя в этих формулах 
перестановку (10.5), получим выражения для поля магнитных то­
ков в однородной среде, удовлетворяющего системе ( 10.1):

E = - ^ r o t A M, Н =  - i |  (graddiv АМ+ Т 2АМ), (10.6)
6а k

где Ам — векторный потенциал магнитного тока, определяемый из 
дифференциального уравнения

V2 К  +  &  Ам =  — Та5ст.м- (10.7)
Решение ур-ния (10.7) в безграничной среде для случая распре­
деления магнитных токов в конечном объеме V можно получить, 
лроизводя перестановку (10.5) в ф-ле (6.44) и заменяя k на k :

Ам = М  8с™ е~ ' * Г.̂  (10.8)
4 л  J  г

V

В однородной среде решение системы (10.4) согласно принци­
пу суперпозиции выражается суммой полей (6.42) (при замене 
№ н а £ 2) и ( 10.6):

Ё =  — ^  (grad div A +  k* А) — J -  rot Ам;
k 2 ea

H =  —  rot A — (grad div AM +  k2 AM). (10.9)
Ha k2

10.3. ПОЛЕ ИЗЛУЧЕНИЯ ЭЛЕМЕНТАРНОГО
МАГНИТНОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ

Если в определении элементарного электрического излучателя 
(см. § 9.2) заменить элемент электрического тока элементом фик­
тивного магнитного тока, то мы придем к понятию элементарного 
магнитного излучателя. Этот воображаемый излучатель характе­
ризуется соотношениями (9.1) — (9.4), в которых электрический ток 
и заряды заменены фиктивными магнитными током и зарядами, 
изменяющимися по гармоническим законам.

Поле, которое создает элементарный магнитный излучатель в 
безграничной однородной среде без потерь, проще всего найти с 
помощью принципа перестановочной двойственности, позволяюще­
го сразу перейти от известного нам поля элементарного электри­
ческого излучателя к искомому полю. Если элементарный магнит­
ный излучатель расположить в сферической системе координат т а ­
ким ж е  образом, как ранее был расположен элементарный элек­
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трический излучатель (см. рис. 9.5), то для этого перехода доста­
точно произвести перестановку (10.5) (при еа==еа) в формулах для 
комплексных амплитуд векторов поля, полученных в § 9.3—9.5. З а ­
мена 6ст->бст.м сводится в этих формулах к замене / Ст->/ст.м-

Ограничимся далее выражениями для поля элементарного м аг­
нитного излучателя в дальней зоне. Производя в (9.14) указанную  
перестановку и пренебрегая компонентой HR по сравнению с Не т 
получим:

k l  I  i bV I pr-ikR
--------------- S in 0 , Hq =  ------- ^ -------------Sin9 =

4 л  R 4л 0[1а R
k l I  pr-ikR

=  ----------- sine, (10. 10)
4 л  Zq R

где Zc =  (d\iaL/k =  |ia/ea и выражается в омах.
Перейдем от (10.10) к мгновенным значениям:

Е W = 'J'0 kl? n 7 l s in  0 sin t  —  k R +  фм);

H (/) =  — 0° sin 0 sin (<о t— kR  +  фм). (10. 11)

По своей структуре ф-лы (10.11) аналогичны (9.15). Поэтому 
отмеченные в § 9.5 особенности поля излучения электрического из­
лучателя полностью присущи и полю излучения ( 10. 11) элемен­
тарного магнитного излучателя. Различие между этими полями со­
стоит в разной ориентировке в пространстве векторов Е и Н, ко ­
торая следует из перестановки ( 10.5), — ср. рис. 9.6 и рис. 10.1, 
иллюстрирующий соотношения ( 10. 11).

Допустим, что элементарный магнитный излучатель физически  
представляет собой малый цилиндрический объем V = /S ,  в преде­
лах  которого создана напряженность стороннего магнитного поля, 
направленная вдоль его длины / ( Н ст= 10Яст>) и равномерно р ас ­
пределенная по площади поперечного сечения S. В этом случае 
при учете соотношения 6ст.м =  1со|ааНСт имеем

IctJ  =  бст.м s i  =  i соц,а HcrlS. (10.12)

Поскольку вне объема V напряженность Н ст =  0, то касатель­
ная к цилиндрической поверхности объема V составляю щая Н стт 
при переходе через эту поверхность претерпевает скачкообразное 
изменение (внутри V Я сп  т = Я Съ вне V Я ст2т = 0). Это измене­
ние идентично поведению касательной составляющей Н при пере­
ходе через поверхность идеального проводника (см. § 3.10) и воз­
можно только при существовании на цилиндрической поверхности 
объема V поверхностного стороннего электрического тока, плотность
которого т]ст связана с HCt i t  = Нст соотношением вида (3.52): 
[H CTn°2i] =т)ст. Согласно последней формуле векторные линии
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Нет образуют окружности на этой цилиндрической поверхности 
(рис. 10.2 ), причем г]ст =  я ст и, следовательно, Йст/ =  т) стI — i сту где 
1 ст — комплексная амплитуда стороннего замкнутого электрическо­
го тока, текущего по поверхности цилиндра. Подставив последнее

равенство в ( 10.12), найдем связь между параметрами замкнуто­
го поверхностного электрического тока и эквивалентного ему эле ­
ментарного магнитного излучателя:

I ст.п1 =  icofxa/ CTS, (10.13)

где S — площадь, ограниченная замкнутым электрическим током.
В реальных условиях такой ток можно имитировать, выполнив 

на цилиндрической поверхности спиральную намотку из тонкого 
провода с малым шагом витков и подведя к получившейся к а ­
тушке гармонический электрический ток. Д ля  обеспечения во всех 
витках синфазного и равноамплитудного тока полная длина про­
вода долж на быть значительно меньше длины волны X. При этом 
можно считать, что / Ст =  Л7/Ст, где N  — общее число витков; 1'ст — 
ток в одном витке.

Простейший физически осуществимой моделью элементарного 
магнитного излучателя является плоская проводящая рам ка (оди­
ночный виток провода) с электрическим линейным гармоническим 
током, периметр которой весьма мал по сравнению с длиной 
волны X создаваемого ею поля. Такой излучатель называют эле ­
ментарной электрической рамкой. Очевидно, что эквивалентный т а ­
кой рамке фиктивный элементарный магнитный излучатель ориен­
тирован перпендикулярно плоскости рамки. Следовательно, при 
расположении элементарного магнитного излучателя в центре сфе­
рической системы координат вдоль полярной оси Oz  элементарная 
электрическая рамка должна леж ать  в экваториальной плоскости 
*0 =  л /2 (см. рис. 10.1).
1 2 0



Подставив в (10.10) соотношение (10.13) и введя обозначение 
/экв =  kS, получим для элементарной электрической рамки ( N =  1, 
I ' ст =  1 ст) :

г- ^/ст5(оиа e ~ lkR . г\ Ы СТ1ЭКВ ъ  e ~ 'hR . Q 
Е* =  - t e -  - R - sin 6 =  sin 0’

Я е = — - с4т' 3кв ■ sin 9. (10.14)

Из сходства ф-л (9.14) и (10.14) следует, что мощность излу­
чения электрической рамки определяется ф-лой вида (9 .22)

JT / ^
Рх ср — — I2cTmZc l 225-) Вводя соотношением (9.23) сопротив-

3 \ X I
ление излучения R z p электрической рамки, получаем Rzp =  

3 ( л
Д л я  сравнения излучающей способности элементарных элек­

трических излучателя и рамки найдем отношение их сопротивле­
ний излучения Rt . I R?р = (/ / /экв)2. П олагая , что электрическая р ам ­
ка круглая и имеет радиус a (ll)KB =  kS =  kna2) и что линейные 
размеры обоих излучателей одинаковы ( / = 2а ) ,  получаем Rz/Rzp =  
=  (4 /л6 /)2» 1 .  Таким образом, излучающ ая способность элементар­
ного электрического излучателя (разомкнутая система) значитель­
но больше, чем элементарной рамки (замкнутая система). Р азо м к­
нутые системы излучают более эффективно.

=  _L n z c i 1-3̂  *

10.4. ЛЕММА ЛОРЕНЦА. ТЕОРЕМА ВЗАИМНОСТИ

В электродинамике важную роль играет лемма Лоренца, кото­
рая устанавливает связь между векторами двух монохроматиче­
ских электромагнитных полей одной и той ж е частоты со и воз­
буждающими их сторонними токами.

Пусть в изотропной линейной среде существуют сторонние токи, 
характеризуемые плотностями 6CTi и 6ет.м1. Возбуждаемое юли 
поле Ёь Hj удовлетворяет ур-ниям (10.4):

rot Нх =  i to e^Ej - f  ?Ст1; (10.15)

rot Ei =  — i о)ца H! — Зет.mi • (10.16)

Таким же уравнениям удовлетворяет поле Ё2, Н2, возбуждаемое 
сторонними токами 6Сг2, бст.мг:

rot Н2 =  i со Ё2 -(- ?ст2; (10.17)

rot Ёг =  — i <0(ла Н2 — 8СТ.М 2 . (10-18)

Умножим (10.18) скалярно на Н ь а (10.КЗ) — на Ё2 и вычтем 
из первого результата второй:

H1ro tE 2—Е2 rot Нх =  — i co(Lxa НХН.>— i(oeaETE2 — ?ст.мо Н2— ^CTi^ 2- (^ .1 9 )
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Умножим (10.16) скалярно на Н 2, а (10.17) — на и вновь выч­
тем из первого результата второй:

Н 2 rot t 1—E1 rot Н 2 = —  i соца Н А — i <о е^ Ё А  — S CT.Mi H 2— <3CTA .  (10.20)
С помощью (П1.16) преобразуем левые части двух последних 

выражений и вычтем из (10.20) ур-ние (10.19):

div Н2] — div =  Octi^2 8ст2Ё1-]-8ст.М2 Sct>mi Н2. (10.21)
Соотношение (10.21) представляет собой лемму Лоренца в диф­

ференциальной форме. Проинтегрировав (10.21) по произвольному 
объему V, ограниченному поверхностью 5 , и преобразовав соглас­
но (П1.5) объемный интеграл слева в поверхностный, получаем 
лемму Лоренца в интегральной форме:

<6 { [ Е А ]  -  [ Ё А ] }  П° d s  =  Г ( S c t A - S c t 2 Ёх +  Sct-moA -  s CT.MlH 2) d y .I  ў (10.22)
Здесь n° — внешняя нормаль к 5, направленная наружу по отно­
шению к V.

Если источники обоих полей распределены в конечной области
V и лемма ( 10.22) применяется ко всему бесконечному простран­
ству, ограниченному поверхностью сферы S »  с радиусом /?->■ оо, то 
поверхностный интеграл обращается в нуль и лемма Лоренца при­
нимает следующий вид:

J  (S c tA  ^012̂ 1 8ст.м2 Hj — Sct#mi H2)d F =  0. (10.23)
V

Интегрирование производится только по объему V, так  как вне 
этого объема сторонние токи отсутствуют.

Д л я  доказательства равенства

(J) ( № ]  —[fiAtfRMS =  j) {EjIHjR0]—Ё2 [H1R°]}/WQ =  0 (Ю.24)
Soo $ао

в среде без потерь учтем, что оба поля удовлетворяют на беско­
нечности условиям излучения (5.13). Выразив при R-+  оо произ­
ведение [H R0] #  из (5.13а) и учтя (5.136), легко обнаружить, что 
подынтегральное выражение в (10.24) обращ ается в нуль. В среде 
с потерями выполняются условия (5.17) и равенство (10.24) следу­
ет из оценок вида (5.19).

Лемм а Лоренца ( 10.22) принимает вид (10.23) и в том случае, 
когда объем V ограничен замкнутой идеально проводящей по­
верхностью. Н а этой поверхности в соответствии с (3.71) имеем 
[Еп° ] = 0  и подынтегральное выражение в поверхностном интегра­
ле согласно (П1.3) вновь обращается в нуль.

Пусть источники каждого из полей 6Сть 6ct.mi и 6СТ2, бст.мг р ас ­
пределены соответственно в объемах V\ и V2 области V. При этом 
выражение (10.23) можно переписать следующим образом:

J (^cti ^2 8CX Ml Н2) dV =  J (sCxA  — 8ст>М2 Н2) dV. (10.25) 
Vt V ,
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Здесь Ei, Hi — векторы поля, создаваемого в объеме V2 токами
6ст1, 6 c t .m i ; Е2, Н2 — векторы поля, создаваемого в объеме Vi тока­
ми 6ст2> 6ст.м2*

Вытекающее из леммы Лоренца соотношение (10.25) имеет 
большое практическое значение и представляет собой наиболее 
общую формулировку теоремы взаимности. Из нее следует, что
если распределения токов бсть 6 c t .m i  в объеме Vx и 6Ст2, бст.мг в 
объеме V2 совершенно одинаковы, то одинаковы и фигурирующие 
в (10.25) поля Ёь Н! и Ё2, Н2, создаваемые этими токами. Таким 
образом в изотропных средах между двумя произвольны­
ми областями V\ и V2 в двух взаимно обратных направлениях ус­
ловия распространения электромагнитного поля одинаковы.

При решении задач электродинамики лемму Лоренца и теоре­
му взаимности часто используют следующим образом. Одно из 
полей в приведенных выше формулах отождествляют с искомым, 
другое поле искусственно вводят как вспомогательное. Вспомога­
тельным может служить любое поле, удовлетворяющее ур-ниям 
(10.4). В качестве него удобно выбрать поле элементарного элек­
трического или магнитного излучателя, которое позволяет упро­
стить лемму Лоренца или теорему взаимности и определить иско­
мое поле. Это вспомогательное поле называют векторной функ­
цией Грина.

10.5. ТЕОРЕМА ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ

Пусть произвольная замкнутая поверхность S разделяет все 
бесконечное пространство на две области V0 и V Требуется найти 
электромагнитное поле Е, Н в области У0, которая заполнена изо­
тропной линейной средой, причем все источники этого поля 6 Ст, 

бст.м находятся в некотором конечном объеме области V'. Распре­
деление источников поля может быть неизвестным, но предполага­
ются известными значения касательных составляющих создаваемо­
го ими поля Ё т > Нт на поверхности 5. Сформулированная задача 
может быть внешней (область V0 ограничена изнутри поверх­
ностью S)  и внутренней (область V0 ограничена снаружи поверх­
ностью 5 ). Приведенных выше данных согласно теореме единст­
венности заведомо достаточно для определения поля Қ Н в обла­
сти Vq (за исключением случая внутренней задачи, среды без по­
терь и совпадения частоты с одной из резонансных).

Чтобы воспользоваться этими данными для определения поля в 
области Vo, применим следующий искусственный прием. Посколь­
ку реально существующее в области V' поле нас не интересует, за­
меним действительные источники поля Ё, Н воображаемыми, ко­
торые распределены таким образом, что создаваемое ими поле Ё', 
Н' равно нулю в области V' и совпадает с искомым полем Ё, Н в 
области V0. При этом на поверхности S касательные составляю-
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щие воображаемого поля Ё ', Н ' претерпевают скачкообразные из­
менения. Скачкообразное изменение при переходе через поверх­
ность S касательной составляющей вектора Н^Н'* = Н Т со сто­
роны области V0, Нх = 0  со стороны области V') возможно толь­
ко при существовании на S воображаемого поверхностного элек­
трического тока, плотность которого определяется соотношением 
вида (3.71)

7}эк=  !НТП«] =  [Нп°], (10.26)

где п° — внешняя относительно V0 нормаль к 5.
Точно так же скачкообразное изменение на поверхности 5 ка­

сательной составляющей Е ^Е 'т = Ё Т со стороны Vo,E/T=0 со 
стороны Vх) возможно только при существовании на S вообража­
емого поверхностного магнитного тока, формула для плотности ко­
торого получается из (10.26) с помощью принципа перестановоч­
ной двойственности:

Ч э к .м = [п ° Ё х ] =  [пвЁ]. (Ю.27)

В (10.26) и (10.27) учтено, что векторные произведения JHn°] 
и [п°Ё] определяются только касательными составляющими поля 
Ё т и Н х .

Источники, распределенные на поверхности 5 с плотностями
(10.26), (10.27), создают на этой поверхности со стороны области
V0 касательные составляющие Ёт , Нт . Следовательно, при опре­
делении поля Ё; Н в области V0 его действительные источники, 
распределенные с плотностями 6СТ и 6Ст.м вне этой области, могут 
быть изменены эквивалентными им воображаемыми поверхност­
ными электрическим и магнитным токами, которые распределены' 
с плотностями (10.26), (10.27) на поверхности S, ограничивающей 
область Vo. Это утверждение и представляет собой теорему эк ­
вивалентных токов или, более кратко, теорему эквивалентности.

Если среда в области V0 однородна, то при определении в V0 
поля Ё', Н' по эквивалентным токам т]Эк, т]эк.м можно считать все 
бесконечное пространство V0+ V ' заполненным этой средой. Ре­
ально существующие в области V' неоднородности роли не игра­
ют, так как поле Ё ', H ' в V' равно нулю. Таким образом, прихо­
дим к задаче об определении в бесконечной однородной среде 
электромагнитного поля, которое создается эквивалентными по­
верхностными токами, распределенными с плотностями г\эк и т]Эк.м 
на поверхности 5. Это поле выражается через векторные потен­
циалы соотношениями (10.9). Потенциалы А и Ам определяются 
теперь вместо объемных интегралов вида (6.44) и (10.8) поверх­
ностными интегралами, поскольку поверхностные токи можно рас­
сматривать как предельный случай объемных. Например, в обла-
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сти Vq для однородной среды без потерь (а= 0) имеем:

Ё =  — —  (grad div А +  кг А )-----— rot Ам,К1 еа

Н =  —  rot А — —  (grad div А +  k2 Ам), (10.28)
Ha k2

где

к  =  'Тп ^ ~ г _  dS’ =  - S -  (10-29>
6' S

Принципиальное затруднение при использовании строгих ф-л
(10.28), (10.29) состоит в том, что в большинстве задач точные 
значения Ёх и Нт на поверхности 5  неизвестны. В самом деле, 
эти значения могли бы быть известными лишь в случае уже име­
ющегося точного решения поставленной задачи. Поэтому для оп­
ределения на S значений Ет и Нт обычно применяют приближен­
ные методы, основанные на идеях Гюйгенса и Кирхгофа (см. 
§ 15.6).

10.6. ПРИНЦИП ГЮЙГЕНСА — ФРЕНЕЛЯ. ЭЛЕМЕНТ ГЮЙГЕНСА

Пусть, например, сторонние источники 6СТ, бст.м распределены 
в конечной области V безграничной изотропной линейной одно­
родной среды без потерь ( а = 0) и требуется найти создаваемое 
ими поле Е, Н вне области расположения этих источников. Это 
поле определяется соотношениями (10.9)

Ё =  — —  (grad div А +  k* А ) -----— rot Ам,
k- еа

Н =  —  rot А — —  (grad div Ам -)- k2 A J, (10.30)
Ha k2

в которых согласно (6.44) и (10.8)
На Г-  й— • е.  г  . р—1 кг

V V

С другой стороны, поле Ё, Н может быть найдено с помощью
(10.28), (10.29), где S — произвольная замкнутая поверхность, 
отделяющая область V0j в которой определяется поле, от сторон­
них источников.

Поскольку в (10.30), (10.31) дифференцирование проводится по 
координатам точки наблюдения, а интегрирование — по координа­
там точек сторонних источников, то возможно изменение очеред­
ности этих операций. При этом каждый элемент объема V харак­
теризуется векторными потенциалами

V* * e - ikr ... , я e* * еГ~[кг



и создает согласно (10.30) в точке наблюдения элементарную сфе­
рическую волну с векторами d Е, dH. Соответственно полное поле 
в точке наблюдения является результатом суперпозиции всех эле­
ментарных сферических волн, которые создаются в этой точке 
сторонними источниками, распределенными с плотностями 6СТ и

бст.м в объеме V : Ё = j  dE, Н =  Jd H  (ср. § 6.3).
Соотношения (10.28), (10.29) также допускают изменение оче­

редности операций дифференцирования и интегрирования и анало­
гичную интерпретацию: поле -в некоторой точке однородной обла­
сти У0, свободной от источников и ограниченной произвольной 
замкнутой поверхностью 5, можно рассматривать как результат 
суперпозиции элементарных вторичных сферических волн, которые 
создаются в этой точке вторичными фиктивными источниками, рас­
пределенными с плотностями т]эк и т|эк.м на поверхности 5. Плотно­
сти поверхностных фиктивных токов (источников) определяются в 
соответствии с (10.26), (10.27) значениями векторов электромаг­
нитного поля на поверхности S.

Эта интерпретация, тесно связанная с рассмотренной в § 1.05 
теоремой эквивалентности, и является, по существу, формулировкой 
принципа Гюйгенса — Френеля, согласно которому каждый эле­
мент произвольной замкнутой поверхности, окружающей источни­
ки поля, можно рассматривать как вторичный источник, порожда­
ющий элементарную вторичную волну, а поле в точке наблюде­
ния — как суперпозицию этих элементарных вторичных волн.

При решении внешних задач с помощью ф-л (10.28), (10.29) 
часто удобно совмещать поверхность S, окружающую источники 
поля, с волновой поверхностью этого поля. Это объясняется тем, 
что во многих практически важных случаях касательные к волно­
вой поверхности составляющие Ет и Нт поля (которые определя­
ют цэк и Цэк.м) можно считать связанными между собой таким же 
простым соотношением, каким связаны векторы поля в дальней 
зоне [формулы вида (9.17)], т. е. можно полагать их взаимно пер­
пендикулярными и отличающимися друг от друга по величине на 
постоянный множитель Z'c:

Нт =  “ 7 [№ Ёт ], (10.32)
с

где № — орт в направлении распространения поля.
При достаточном удалении точки наблюдения от поверхности 

S, совмещенной с волновой поверхностью, отмеченная выше осу­
ществимость перестановки операций интегрирования и дифферент 
цирования может облегчить определение поля. Действительно, 
пусть заранее найдено элементарное поле dE, dU, создаваемое в 
удаленной точке наблюдения элементом dS волновой поверхности. 
Тогда поле в точке наблюдения, обусловленное всей поверхностью 
S, можно определить, вычислив интегралы по этой поверхности от 
известного элементарного поля.
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Элементом Гюйгенса называют элемент dS  волновой поверхно­
сти бегущей волны, линейные размеры которого много меньше Я, 
который можно считать плоским и в пределах которого касатель­
ные составляющие Ёх и Нт поля, связанные соотношением 
(10.32), сохраняют постоянные значения.

Совместим начало декартовой системы координат О с центром 
прямоугольного элемента Гюйгенса, стороны и площадь которого 
равны dx, d y  и dS =  dxdy  и в пределах которого Ёт параллельна 
оси х, Нт — оси у. Пусть ось Ог  направлена в сторону распрост­
ранения волны (z°=№ ). Если при этом, например, Ёт = —х°ЁХу то 
согласно (10.32) Нт = —у°НУ и Hy= E x/Z/c. При определении поля 
элемента Гюйгенса в полупространстве z > 0 можно в соответст­
вии с теоремой эквивалентности заменить касательные составля­
ющие Et , Нт плотностями поверхностных эквивалентных токов 
т]эк.м, Лэк и найти создаваемое ими электромагнитное поле. При 
учете (10.26), (10.27) и n °= —z° имеем:

Ч* =  х«/У ,= х о § К  ЧэкН =  у °Ё Х. (10.33)

Отсюда следует, что комплексные амплитуды эквивалентных 
электрического и магнитного токов на dS  равны соответственно

Ёх —
/эк  = г|экxd y = ~ p  dy  и Iж .п =  r\3K.MVdx =  Exdx.  Элемент электрического
тока /ок длиной l3= d x  и элемент магнитного тока / эк.м длиной 
1м =  dy  можно рассматривать как эквивалентные элементарные 
электрический и магнитный излучатели. Таким образом, элемент 

Гюйгенса можно представить как совокупность взаимно перпен­
дикулярных элементарных электрического и магнитного излучате­
лей, моменты эквивалентных токов которых соответственно равны:

I, =  Чэк dydx =  х° ,

Ккм *м =  Чэк.м dxdy =  у0 ExdS. (10.34)
Ограничимся определением поля элемента Гюйгенса в дальней 

зоне, т. е. на расстояниях R , для которых выполняется условие 
kR^> 1. Это поле проще всего найти суммированием в дальней зоне 
уже известных полей элементарных электрического и магнитного 
излучателей.

Введем сферическую систему координат, полярная ось которой 
совмещена с осью О г  декартовой системы и азимутальный угол гр 
отсчитывается от меридиональной полуплоскости, совмещенной с 
хО г  (рис. 10.3). Поле, создаваемое в произвольной точке наблю­
дения M (R, 0, ар) ориентированным вдоль оси х элементарным 
электрическим излучателем, можно определить суммированием 
полей двух элементарных излучателей, один из которых лежит в 
меридиональной полуплоскости, проходящей через точку наблюде­
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ния М, и имеет момент тока 1эк\'э=г°1эк1аС05\!р, а другой перпенди­
кулярен этой полуплоскости и имеет момент тока / ж Г'э =  

эк/э sin \(з. Первый излучатель создает в точке М составляю­
щую йЁеэ , которая согласно (9.14) и (10.34) определяется выра­
жением

• ki9Kl' kEx dS Zc а e~lkR /1Л 0^ч
dEto =  — \ - ^ ± Z c -------- cos0= _  i  —f— - г  cosф cos0 ------- . (Ю.Зо)

An R  4л z c R

При получении (10.35) учтено, что в (9.14) угол 0 отсчитывается 
от оси излучателя, а в (10.35) — от перпендикуляра к этой оси 
(см. рис. 10.3) и что орты 0° в координатных системах, соответст­
вующих ф-лам (9.14) и (10.35), имеют в точке М противополож­
ные направления.

Проходящая через точку М меридиональная полуплоскость 
совпадает с экваториальной плоскостью второго элементарного из­
лучателя, имеющего момент тока /э^'э. Этот излучатель создает в

точке М составляющую dE^3t причем орт \|?0 в системе координат 
рис. 10.3 и орт 0° в системе координат, соответствующей ф-ле
(9.14), имеют в точке М одно и то же направление. Подставив в
(9.14) sin 0 =  1 (экваториальная плоскость) и заменив©0 на г|Д 
получим с учетом (10.34) для рассматриваемого электрического 
излучателя следующее выражение в точке М:

k'uX  e~ikR . kE x d S z c . ,
dE ^ =  \ - ^ - Z c -------= i - * — -т-sin ф--------- . (10.36)

* 4л R 4л z c R

Определяя аналогичным путем напряженность электрического 
поля, которую создает в точке наблюдения М (R, 0. г|?) элементар­
ный магнитный излучатель, ориентированный вдоль оси у , полу?
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ЛҒ9м =  -  i cos г|) , d E ^  =  i sin t|> cos 0 . (10.37)

Выражение для комплексной амплитуды dE элемента Гюйген­
са в дальней зоне легко получить, подставив (10.35) — (10.37) в 
соотношение d E =  0°(с?£е э +  ̂ £ем) +^°(d£\i) э +  dE^u). Если анало­
гичным образом определить в дальней зоне комплексную амплиту­
ду dH элемента Гюйгенса, то нетрудно убедиться, что dE и d Н 
связаны между собой соотношениями (9.17). Поэтому, зная d Е, 
легко определить и d Н.

В дальней зоне электромагнитному полю элемента Гюйгенса 
присущи все основные особенности поля излучения элементарных 
излучателей. Это поле представляет собой вторичные сферические 
бегущие волны, расходящиеся в полупространстве z > 0 от элемен­
та Гюйгенса вдоль радиусов R в бесконечность со скоростью 
и = 1 /] /е а|Ыа и убывающие по амплитуде по закону 1 /R. Его на­
зывают полем излучения элемента Гюйгенса.

Определим характеристику направленности элемента Гюйгенса 
для случая Z'C= Z C. Перейдя в этом случае от комплексных ампли­
туд (10.35) — (10.37) к мгновенным значениям, получим:

dEQ (t) =dEQ3(t)+dEeM(t) =  Exmd S costf>(l -f cos 0)sin(co/—&?+cp);
4л R

dE^ (it) = dE^3(t)+dE$M(t) = ------—  ExmdS sin t|>( 1 +  cos 0)sin(co/—k R + Ф).
4л R

(10.38)

Из (10.38) следует, что при Z'C =  ZC величина результирующего 
вектора dE  не зависит от азимутального угла

dE (() =  1 / Щ + Щ  =  - i -  ExmdS (1 +  CO S 6) sin (со t - k R + ф). (10.39)
w  ̂ 4л R

Следовательно, амплитудная характеристика направленности, оп­
ределяющая изменение амплитуды результирующего вектора dE, 
одинакова во всех меридиональных полуплоскостях и выражается 
формулой /(0, г|0 =  1+cos 0, которая является уравнением кардио­
иды (рис. 10.4). Пространственная характеристика направленно­
сти представляет собой тело вращения кардиоиды рис. 10.4 вокруг 
оси Oz.

чим при помощи (10.10) и (10.34) соотношения:
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Г л а в а  1 1

ОДНОРОДНЫЕ ПЛОСКИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ 
В БЕЗГРАНИЧНОЙ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ

11.1. ОДНОРОДНАЯ ПЛОСКАЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ВОЛНА

Изучение однородных плоских волн имеет важное значение, 
так как реально существующие поля излучения антенн во многих 
практических задачах могут быть с достаточной точностью замене­
ны этими волнами.

Монохроматическую электромагнитную волну, волновые (экви- 
фазные) поверхности которой представляют собой параллельные 
друг другу плоскости, называют плоской волной. Плоскую волну, 
во всех точках каждой волновой поверхности которой вектор Е (и 
вектор Н) имеет одно и то же значение амплитуды и одно и то 
же направление, называют однородной плоской волной. Посколь­
ку у однородной плоской волны векторы поля одинаковы во всех 
точках каждой плоской волновой поверхности, то они вообще не 
зависят от координат этих плоскостей. Поэтому если эти плоско­
сти параллельны, например плоскости хОу, то однородная плоская 
волна характеризуется соотношениями

Если излученные некоторой антенной в однородной среде вол­
ны рассматривать в ограниченной области пространства, линейные 
размеры которой а, Ь и с весьма малы по сравнению с расстоя­
нием 0 0 ' = R  до антенны (рис. 11.1) и велики по сравнению с дли­
ной волны Я, то можно с хорошим приближением считать и а  од­
нородными плоскими волнами. Действительно, при условиях

а Ё _ _ < Э Ё _ п ян лн (11.1)

(112)

О

РИС. 11.1

можно в пределах указанной области 
с достаточной точностью заменить уча­
стки сферических (или более сложной 
формы) волновых поверхностей участ­
ками параллельных плоскостей. Зави­
симость амплитуд векторов поля излу­
чения антенны от сферических коорди­
нат R, 0, \|; точки наблюдения опреде­
ляется функцией /(0, ^)/R , где /(0, \[-)
— амплитудная характеристика на­
правленности. При условиях (11.2) ко­
ординаты R , 0, точек наблюдения в 
рассматриваемой области изменяются
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весьма незначительно и можно приближенно полагать, что функция 
/(0, if>)/# =  const. Таким образом, в пределах этой области век­
торы поля излучения можно считать одинаковыми во всех точках 
каждой плоской волновой поверхности. Если расстояние до антенны 

то всегда можно выбрать рассматриваемую область с таки­
ми линейными размерами, которые и удовлетворяют условиям
(11.2) и оказываются велики по сравнению с Л.

Если в каждой достаточно малой области пространства, кото­
рая, однако, велика по сравнению с длиной волны А, некоторую 
электромагнитную волну можно рассматривать как плоскую и од­
нородную, то ее называют локально плоской волной. Практиче­
ски для этого необходимо, чтобы радиусы кривизны волновой по­
верхности были много больше длины волны. Поле излучения ан­
тенны является примером локально плоской волны.

11.2. ОДНОРОДНАЯ ПЛОСКАЯ ВОЛНА В СРЕДЕ БЕЗ ПОТЕРЬ

! Из § 11.1 следует, что векторы Ё и Н однородной плоской вол­
ны удовлетворяют уравнениям Максвелла без сторонних источни­
ков. Поэтому в однородной среде без потерь Ё можно определить 
из системы ур-ний (6.10) с вещественным волновым числом 
k  =  (О У  еаЦа, а Н — из ур-ния (6.11).

Разложив векторное уравнение Гельмгольца (6.10) в прямо­
угольной системе координат с помощью (П1.39) и учтя затем 
справедливые для однородной плоской волны соотношения (11.1), 
получим:

^  +  k %  =  0,  ™JL +  k %  =  о, M j L + k % = 0 .  (11.3)

Поскольку в однородной плоской волне составляющие Ё могут за ­
висеть только от одной координаты, перпендикулярной плоским 
волновым поверхностям, то в (11.3) частные производные заме­
нены полными.

Второе ур-ние (6.10) согласно (П1.28) и (11.1) принимает вид 
d E j d z = 0. Из этого уравнения и третьего ур-ния (11.3) следует, 
что £2 =  0.

Дифференциальные уравнения второго порядка для Ёх и Ёу
(11.3) имеют общие решения:

Ёх =  А0 е~'кг +  В0 e'kz, ЁУ = С 0 eTikz +  D0 eikz , (11.4)

где Aq, Во, Со, Do — произвольные постоянные интегрирования, 
представляющие собой комплексные амплитуды при z  =  0 (напри­
мер, Л0=/1тое1<РД ).

Заменив векторное ур-ние (6.11) с помощью (П1.29) тремя 
скалярными уравнениями, определим составляющие Н:
5 *  1 3 1



i(D|ia \  d x  d y

где Zc— у |га/ба — характеристическое сопротивление волны в среде 
без потерь.

Перейдя от комплексных амплитуд (11.4), (11.5) к мгновенным 
значениям, найдем:

Бж= х0(£*4. +  £ * -)  =  Ех+ +  Ех_  , Н ,=  у® ( -^ Ь  -  % ) = Н , + +  Н„_,

(11.6)
где

Ех+ =  Ат cos (<о t  — kz +  фЛ), Ех_  =  Bmcos (со/ +  kz +  Фв);

Е, =  У0 (Еу+ +  Е у - ) =  Е*. +  Е,_ , Нх =  X» ( — +  Ь = - )  =

=  Н,+ +  Н*_, (11.7)

где
£*+ =  Ст cos (со  ̂— kz +  фс), Еу-. = D mc o s ( u t  +  kz +  ф0) ;

Ez =  0, Hz =  0. (11.8)
Электромагнитное поле (11.6) — (11.8) представляет собой су­

перпозицию четырех не зависящих друг от друга бегущих волн, 
определяемых соответственно векторами Ех+ и Ну+, Ех_ и Ну_, 
Еу+ и Н*+, Еу_ и Нх_. Две волны, снабженные индексом « +  », 
распространяются в н а п р а в л е н и и  возрастающих значений коорди­
наты z  с фазовой скоростью v =  & /k=  1 /К еаца и имеют плоские 
волновые поверхности z =  const (ср. § 9.5). Две другие волны, 
снабженные индексом «—», распространяются в направлении убы ­
вающих значений z  с фазовой скоростью v =  coJk. Действительно, 
уравнение постоянных значений фазы этих волн cô  +  ̂ 2 =const при 
увеличении времени t удовлетворяется убывающими значениями z.

Однородные плоские бегущие волны (11.6) — (11.8) распрост­
раняются вдоль декартовой координаты (ось г), перпендикулярной 
их волновым плоскостям. Согласно (11.8) векторы Е и Н этих 
волн лежат в волновых плоскостях и представляют собой попе­
речные составляющие векторов поля по отношению к направле­
нию распространения. Электромагнитную волну, имеющую только 
поперечные составляющие векторов Е и Н, называют поггречной  
электромагнитной волной или волной Т J).

От латинского слова transversus — поперечный.
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Многие отмеченные в § 9.5 особенности сферических бегущих 
электромагнитных волн присущи также и каждой из четырех одно­
родных плоских бегущих волн, которые определяются соотноше­
ниями (11.6) — (11.8) и могут рассматриваться как предельный 
случай в среде без потерь сферических бегущих волн. В частности, 
у каждой из этих волн напряженности Е, Н и направление рас­
пространения волны s° (равное +  z° или —z°), взаимно перпенди­
кулярны и образуют первую ортогональную тройку векторов:

Н =  —  [s°E], E = Z C [Hs°]. (11.9)

Векторы Е и Н каждой волны отличаются друг от друга по вели­
чине в Zc=  У  \ i j e & раз и колеблются в одинаковой фазе. При 
этом вектор Пойнтинга П=[ЕН]  каждой волны всегда направлен 
в сторону ее движения. Таким же образом, как в § 9.5, легко убе­
диться, что в среде без потерь объемные плотности электрической

и магнитной энергий однородной плоской бегущей волны равны 
друг другу и скорость переноса энергии волной совпадает с ее фа­
зовой скоростью (v3 =  v).

В практических задачах источники волн часто локализованы в 
одной области пространства. Если, например, считать, что они рас­
положены где-то в области больших отрицательных значений z f 
то в общем решении должны быть оставлены лишь волны, бегу­
щие от источников и распространяющиеся в направлении +z°. 
Структура поля в среде без потерь такой однородной плоской 
волны, определяемой согласно (11.6) — (11.8) векторами

Ед. (/) =  х°Ат cos (со t — kz-\- фл), Ну {t) =  у° ^  cos(co/—fe+фд), (11.10)
приведена для фиксированного момента времени  ̂=  0 на рис. 11.2. 
С течением времени эта картина перемещается в направлении воз­
растающих значений z  со скоростью v =  со/й =  1/ У  ea îa 

Структура поля другой волны:
Еу(0 =  У°ст COS (со t— kz-'r фс), н,(/) =  — х° ^  cosfco/ —kz-\- фс) (11.11)

Zc 4
—  а н а л о г и ч н а  п р и в е д е н н о й  н а  р и с . 11.2.
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Результирующая однородная плоская волна, распространяю­
щаяся в направлении +  z°, представляет собой сумму волн (11.10) 
и (11.11) и будет рассмотрена в гл. 12.

11.3. ОДНОРОДНАЯ ПЛОСКАЯ ВОЛНА В СРЕДЕ С ПОТЕРЯМИ

В безграничной однородной среде с электрическими потерями 
(а> 0 ) векторы Е и Н однородной плоской волны удовлетворяют 
ур-ниям (6.10), (6.11). Поэтому относящиеся к среде с потерями 
результаты можно сразу получить из соответствующих формул в 
комплексной форме для среды без потерь путем замены в них еа 
на еа.

Если, например, ограничиться только волнами, распространя­
ющимися в направлении +z°, то на основании (11.4), (11.5) 
можно сразу написать:

ЁХ= А 0 е~уг, НУ =  Ь -  е~тг , ЁУ= С 0 e~V2, Нх =  — ,

Ёг =  0, Нг =  0. (11.12)
В этих формулах введено обозначение

Y =  U  =  icoJ Ta |i, = i© K e a(ia (l — i tg 6), (11.13)
где tg6=a./a)ea — тангенс угла диэлектрических потерь (3.69). 
Определяемую ф-лой (11.13) комплексную величину у  называют 
коэффициентом распространения и представляют в виде суммы ве­
щественной и мнимой частей:

y =  a +  ip. (11.14)
Характеристическое сопротивление волны в среде с потерями 

является комплексной величиной:

/ f  = К м Г - п , б >  " 115>
где ____________ _______
\?  \ — л f  На _ Л Г  На COS б 1 lrr,lrrf., 6
lz c I — 1 /  ' — 1 /  -------------, 113= — arc tg (tg 6) =  —  .

V  ea V  1 +  tg2 б к  8a 2 ’ 2
При увеличении о в интервале О ^ а ^ о о  соответственно имеем:
0 ^ 6 ^ л/2, 0 ^ ^ ^ п / 4  и V ^ iiJ B a ^ \Z c \^O .

Подставив (11.14), (11.15), например, в первых два соотноше­
ния (11.12), имеем:

£,«А,е-“ , Ну =  . (11.16)
I 2с I

Перейдя от комплексных амплитуд (11.16) к мгновенным значени­
ям, получим:

Е* (t) =  х° Am&~'xz cos (со t Р 2 +  фл) ,

134



А —CLZ
н,(*) =  У0 7 7 7 е COS(O)/ — рг +  фл — й /2 ). (П .17)

I I
Формулы (11.17) определяют однородную плоскую волну, рас­

пространяющуюся в направлении возрастающих значений z  с фа­
зовой скоростью у = со/р (ср. § 11.2). Из (11.17) следует, что в 
среде с потерями амплитуды векторов поля однородной плоской 
волны затухают в направлении распространения по экспоненци-

д
альному закону: £ m(z)  = A me -az, H m( z ) =  e~az. Это затухание

I Zc I
обусловлено постепенным поглощением электромагнитной энергии, 
вызванным необратимым преобразованием ее в тепло, и характери­
зуется действительной частью а коэффициента распространения, 
которую называют поэтому коэффициентом затухания. Единицей 
измерения а является 1/м.

Затухание амплитуд, происходящее при прохождении волной 
пути /, характеризуется отношением Em( z ) /E m( z —l ) = e al. Затуха­
ние амплитуд L, выраженное в децибелах  (дБ), определяется как 
20 десятичных логарифмов отношения Em(z)IE m(z  +  l) : L =  
=  20 lg (Em (z ) /E m (z +  l ) ) =20а/ lg e = 8,686a/. Если в соответствии с 
этим соотношением ввести измерение коэффициента затухания в 
децибелах на метр (дБ/м) и обозначить его через а', то получим 
a / = L// =  8,686a. Таким образом, единицы измерения коэффициен­
та затухания связаны между собой равенствами 1 — =8,686 дБ/м,

м
1 —  =0,1151 —  . Если, например, а '= 3 0  дБ/м, то соответствую-

м м
щее ему значение а = 0,1151-30 =  3,453 1/м.

Амплитуды векторов поля уменьшаются в е =  2,718 раз при про­
хождении волной расстояния d — 1/a. Это расстояние называют 
глубиной проникновения поля в среду. При прохождении волной 
расстояния в несколько d амплитуды векторов поля оказываются 
настолько сильно уменьшенными, что дальше волна практически 
не проникает. Например, при прохождении расстояния в \Ы  ам­
плитуды поля уменьшаются в е10 =  22 026 раз.

Мнимая часть р коэффициента распространения определяет из­
менение фазы векторов поля от точки к точке в направлении рас­
пространения, играет ту же роль, что и волновое число k в среде 
без потерь, и называется коэффициентом фазы. Коэффициент 
фазы измеряют в радианах на метр (рад/м).

Найдем явные выражения для а и р. Согласно (11.13) и (11.14) 
имеем a +  i(3 = ico ]/^ба|Ыа(1—itg 6 ) . Проделаем над этим равенством 
две операции: во-первых, приравняем квадраты модулей слева и 
справа; во-вторых, возведем исходное равенство в квадрат и при­
равняем вещественные части слева и справа:

а \ +  р2 =  со2еаца ]Л  +  tg2 б , а 2 — р2 =  — со2еаца. (11.18) 
Отсюда находим:

a = ( o ] / ^  ( / l  +  tg26 — 1), р =  со j / ^ ( / l - f t g 2 6 +  1). (11.19)
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При а = 0 ф-лы (11.19) дают значения а =  0, р =  со V  =  к 
(ср. § 11.2).

В среде с потерями взаимно перпендикулярные векторы Е и Н 
однородной плоской бегущей волны (11.17) сдвинуты друг относи­
тельно друга по фазе на величину аргумента 6/2 комплексного ха­
рактеристического сопротивления и отличаются по амплитуде в 
|ZC| раз. На рис. 11.3 изображена структура поля волны (11.17) 
для фиксированного момента времени t =  const. С течением време­
ни волна, изображенная на рис. 11.3, перемещается в направлении

РИС. 11.3

возрастающих значений г  со скоростью v =  cо/p, причем векторы 
Е и Н ограничены по амплитуде «неподвижными» экспонентами
Ат е-“г и -^2- е~аг.

I Zc \
Определим мгновенное значение вектора Пойнтинга волны

(11.17):
А2 л \

П — [ЕЛЬу — — е~2аг cos (со t — р г 4- срл) cos ( a t — Р 2+Ф , ------ ) z°.
I I \   ̂ /

(11.20)
Таким образом, вектор Пойнтинга имеет только одну со­
ставляющую П2. Однако из-за существования в среде с потерями 
сдвига по фазе 6/2 между векторами Е и Н эта составляющая 
принимает как положительные значения [когда косинусы в (11.20) 
имеют одинаковые знаки], так и отрицательные (когда косинусы 
имеют противоположные знаки). Это означает, что в фиксирован­
ной точке наблюдения в течение одной части периода Т энергия 
течет в направлении распространения волны (П2> 0 ), а в течение 
другой части периода она течет в противоположном направлении 
(П2< 0 ).

В соответствии с (4.27) и (11.16) найдем 

1 • * .. 4 .  *



Поскольку 0 ^ б /2 ^ я /4 ,  то cos (6/2) > 0  и, следовательно, ПСр2>0. 
Это означает, что в среде с потерями однородная плоская волна 
переносит в среднем за период энергию в направлении своего рас­
пространения.

Средние за период значения объемных плотностей энергий 
электрического и магнитного полей согласно (4.26) и (11.16) оп­
ределяются соотношениями:

р д2 —  2az д2  — 2 а z • д 2  —2ал __________________

W' =  a т______ Ц7' =  т______ =  * шт------ l / l  I tg26
э.ср 4 ’ м.ср 4 I z  |2 4

(11.22)

Таким образом, №/м.ср/Н?/э.ср=1/ l + t g 26 ^ 1 ,  т. е. в среде с поте­
рями ^ /м .ср> ^/э.ср. С увеличением а отношение Н^'м.ср/^'э.ср воз­
растает.

Подставив в (4.37) выражения для Пср и W"cp= №'э.ср +  №'м.Ср и
приняв во внимание формулу для р (11.19), получим va=  z° =

Р
=  vz°. Таким образом, в среде с потерями средняя скорость перено­
са энергии гармонической однородной плоской волной равна фазо­
вой скорости этой волны.

Воспользовавшись выражением для р (11.19), получим следую­
щую формулу для фазовой скорости:

(О 1 сV =  —  = ------ = ---- -  ̂ 1 23)
р Y ^ ( V T T W T + l )  j / ^ ( / r + t F 6 + i )  ’

где с=1/)^€о|Ыо — скорость электромагнитных волн в вакууме. 
Поскольку tg 6 =  а/(оеа зависит от о, то согласно (11.23) фазозая 
скорость зависит как от параметров среды, так и от частоты ко­
лебаний. Явление зависимости фазовой скорости от частоты назы­
вают дисперсией электромагнитных волн. Различают нормальную и 
аномальную дисперсии. Если при увеличении частоты колебаний 
фазовая скорость уменьшается, то дисперсию называют нормаль­
ной, если же фазовая скорость увеличивается, то — аномальной. 
Формула (11.23) характеризует аномальную дисперсию электро­
магнитных волн.

Согласно (11.17) и определению длины волны К (см. § 6.3)
Ю Л Пимеем & \=  —  Л=2л и
V

X =  vT  =  —
y - Z f -  ( V T + W + I )

(11.24)

В средах с tg6-Cl  и t g 6 > l  формулы, определяющие пара* 
метры волны (11.17), могут быть упрощены.

Р е а л ь н ы й  д и э л е к т р и к  ( tg6<Cl).  Используя приближен­
ную формулу V T T ^  « l + x / 2 ,  справедливую при *<С1, получаем
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вместо (11.19), (11.23) и (11.15) следующие соотношения: 
со ----- а , / '7 7 “ г-----/  tg26\

а  ^  ~2" I ea(ia tg б =  -у- у  , р » о ) ] / е аца ^1 +  —  J  «  

я*со)/еа ца,

* = 4 0.

(1 1 .2 5 )

даетТаким образом, при tg6<Cl приближенный расчет р, v и Zc 
те же результаты, что и в среде без потерь.
/  П р о в о д н и к  ( t g 6 » l ) .  Пренебрегая в суммах единицей по 
сравнению с tg2 б и tg  б, приходим к следующим приближенным 
выражениям:

a  =  p « o / - M M g 6 = / ^ ,  о* 1
(11.26)

Отсюда следует, что при tg6^>l  коэффициенты затухания и 
фазы численно равны друг другу, принимают весьма большие зна­
чения и возрастают с увеличением частоты ^ и проводимости; зна­
чения V и \ZC\ оказываются очень малыми. <

Поскольку в проводнике а = р, то легко определить затухание 
амплитуд при прохождении волной расстояния, равного А: 
Em( z ) /E m(z  +  \ )  =  еаК= ерл =  е2л >  500. Вследствие столь сильного 
уменьшения амплитуд на расстоянии л простринавепния перио­
дичность поля однородной плоской волны в проводнике отсутст­
вует.

В соответствии с (11.26) глубина проникновения поля в провод­
ник d и длина волны К в проводнике определяются выражениями

d =  1 /а=  1 / |Лт/|11аа, Х = 2п ф  =  2 n d =  У 4n/f \1ао  (11.27)

и принимают весьма малые значения.
. Проиллюстрируем полученные для проводника соотношения 
числовым примером. Пусть в меди (а=5,7-107 См/м, |1а =  Мю== 
=4я*10~7Г/м) распространяется однородная плоская волна с час­
тотой /= 1 0 6Гц (длина волны в вакууме X0 =  c/f= 300 м). В этом 
случае имеем: а » 1 5 - 1 0 3 1/м, р » 1 5 -1 0 3 рад/м, t»^420 м/с, \ZC\ =
=  3,7-10-4 Ом, d«0 ,067-10“3 м =  0,067 мм, Л^0,42-10_3 м =  0,42 мм. /

Увеличение частоты со ограничено неравенством a/coea>L, при котором 
получены ф-лы (11.26).
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Поскольку на высоких частотах к в металле весьма мала и 
волна, проходя это расстояние, практически полностью затухает, 
то электромагнитное поле проникает лишь в очень тонкий поверх­
ностный слой металла.

Г л а в а  1 2

ПОЛЯРИЗАЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

+

12.1. ЛИНЕЙНО ПОЛЯРИЗОВАННЫЕ ВОЛНЫ

Из § 11.2 следует, что в общем случае однородная плоская 
волна, которая распространяется в среде без потерь в фиксирован­
ном направлении +  z°, является суммой двух однородных плоских 
волн (11.10) и (11.11). Мгновенные значения векторов Ех, Ну 
волны (11.10) и Еу, Нх волны (11.11) связаны соотношениями 
(11.9). Отсюда следует, что и мгновенные значения векторов 
Е=Е.Х+ Е У и Н =  НХ+ Н 1/ результирующей волны тоже связаны 
соотношениями (11.9). Поэтому в среде без потерь достаточно 
рассмотреть только один из векторов результирующей волны, ко­
торый полностью определяет и другой вектор. Будем рассматри­
вать, например, вектор Е:

Е =  х° Ех тcos (со / — kz +  фх) +  У°£ут cos (со t — kz +  ф )̂. (12.1)

Далее будет показано, что в зависимости от соотношений ам­
плитуд и начальных фаз суммируемых волн результирующая волна 
характеризуется тем или иным видом поляризации. Поляризация  
монохроматической волны определяет закон изменения направле­
ния и величины вектора Е (и Н) этой волны в данной точке про­
странства за период колебания. Существуют три вида поляризации 
монохроматических волн: линейная, круговая и эллиптическая.

Линейно поляризованной называют волну, у которой направле­
ния колебаний векторов Е и Н в любой точке пространства оста­
ются неизменными с течением времени. Примерами такой волны 
являются однородные плоские волны (11.10), (11.11) и поле излу­
чения элементарного электрического излучателя (9.15).

Согласно (12.1) результирующая однородная плоская волна в 
общем случае представляет собой сумму двух линейно поляризо­
ванных однородных плоских волн, имеющих взаимно перпендику­
лярные векторы Е (и Н).

Если начальные фазы суммируемых волн совпадают (Аф = ф1/— 
—Ф.%-=0) или сдвинуты друг относительно друга на л (Аф =  фу—ф*= 
=  ±л ) ,  то суперпозиция (12.1) дает результирующую волну, кото­
рая также будет иметь линейную поляризацию. Действительно, 
подставив в (12.1) фу =  фл- +  ял (где п =  0 при Дф =  0 и п = ±  1 при

139



Д ф = ± л ), имеем E=m °£m cos {a t—k z + y x), йричем
m° Em =  X® Exm +  y° ( -  1 )*Em . (12.2)

Из (12.2) следует, что Em= Y E 2xm +  E2ym и что направление ш° 
колебаний вектора Е образует с осью Ох угол О, который опреде­
ляется соотношением

tg fl=  (— 1 ) " ^  ( -----(12.3)
Exm \  2 2 /

и, следовательно, не изменяется с течением времени (рис. 12.1).
Плоскость, проходящую через направление распространения 

электромагнитной волны и вектор Е, называют плоскостью поля­
ризации. (Иногда плоскость поляризации проводят через направ-

РИС. 12Л

ление распространения и вектор Н.) Плоскость поляризации ли­
нейно поляризованной волны в каждой точке пространства не из­
меняет своего положения с течением времени.

12.2. ПОЛЯРИЗОВАННЫЕ ПО КРУГУ 
И ЭЛЛИПТИЧЕСКИ ПОЛЯРИЗОВАННЫЕ ВОЛНЫ

Поляризованной по кругу  называют волну, у которой векторы 
Е и Н в любой точке пространства равномерно вращаются, опи­
сывая за время одного периода Т своими концами окружности.

Однородная плоская волна с круговой поляризацией получает­
ся в результате суперпозиции [ф-ла (12.1)] двух линейно поляри­
зованных волн, имеющих взаимно перпендикулярные векторы Е 
с равными амплитудами (Exm= E ym= E m) и сдвигом начальных 
фаз на я/2  (Дф =  фу—фх = ± я / 2 ) .  Пусть, например, составляющая 
Еу отстает по фазе: Дф =  —я/2, фу =  фх—я/2. В этом случае соглас­
но (12.1) имеем:

Ex{t)= Е т cos (со / — £2 +  <ря), Ey{t) =  Ет sin (со t — kz -J- Ф*). (12.4)

Определим мгновенное значение вектора Е результирующей 
волны: E ( t )  =  V E \ ( t )  + E 2y (t) Таким образом, вектор Е по­
стоянен по величине. Угол Ф между осью Ох и направлением 
мгновенного значения вектора Е определяется соотношением 
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tQ =  Ev ( t ) /E x (t) = tg  (со/—&г + фх) или
=  с о  /  — kz +  ф * . (12.5)

Из (12.5) следует, что в каждой фиксированной точке наблюде­
ния (z =  const) угол 'О линейно возрастает по закону сot с увеличе­
нием t , изменяясь на 2я за время одного периода Т (соГ =  2я). 
Таким образом, при Дф = —я/2 суперпозиция (12.1) определяет в 
точке 2 =  const равномерное вращение вектора Е с угловой скоро­
стью 2я/7' =  о) в направлении от х° и у0 (по часовой стрелке, если 
смотреть в направлении z°), т. е. в сторону составляющей, отста­
ющей по фазе; конец вектора Е описывает при этом вращении ок­
ружность (рис. 12.2а).

а) б)

РИС. 12.2

Из (12.5) также следует, что в каждый фиксированный момент 
времени t =  const угол О линейно уменьшается по закону —kz  с 
увеличением координаты z, изменяясь на 2я на расстоянии, рав­
ном X (kX =  2n). Таким образом, в момент времени / =  const век­
тор Е равномерно поворачивается с увеличением координаты z  в 
направлении от у0 к х° (против часовой стрелки, если смотреть в 
направлении z°), делая один оборот на расстоянии X. Концы век­
торов Е, относящихся к различным точкам оси Oz, расположены 
при этом на левовинтовой круговой спирали (рис. 12.26).

Если положить в (12.1) Exm =  E ym =  Em и Дф =  фу— фх =  я/2, то 
вместо (12.4) имеем:

Ех (t) =  Em cos (со t — kz +  ф*), Ey(t) =  — Em sin (o t — k z +  фх). (12.6)

и аналогичным путем вновь получаем однородную плоскую волну 
с круговой поляризацией. Однако у этой волны в точке z  =  const 
вектор Е равномерно вращается в направлении от у0 к х° 
(рис. 12.3а), а в момент времени / =  const концы векторов Е рас­
положены на правовинтовой круговой спирали (рис. 12.36).

Условимся называть поляризацию правой (левой), если в фик­
сированной точке г = const направление вращения вектора Е об­
разует с направлением распространения волны правовинтовую 
(левовинтовую) систему.
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Плоскость поляризации волны, которая поляризована по кру­
гу, в каждой точке пространства равномерно вращается с течени­
ем времени.

Иногда бывает целесообразно рассматривать линейно поляри­
зованную волну как результат суперпозиции двух поляризованных 
по кругу волн левого и правого направлений вращения, которые

РИС. 12.3

имеют одинаковую величину векторов поля, равную половине ам­
плитуды линейно поляризованной волны. Пусть, например, линей­
но поляризованная волна распространяется в направлении z° и 
имеет вектор Е, параллельный оси О х : E (t)  = x 0£ mcos(co/—kz +  ф).
Прибавив и вычтя справа выражение у0- ^ -  sin (со/—&г +  ф), по­
лучим

Е (/) =  ^  [х° cos (со t—kz~\-ф)+у° sin (со t—k z + ф)] +

+  ^  [х° cos (со t — kz +  ф) — у0 sin (со t — kz +  ф)]. (12.7)

Согласно (12.4) и (12.6) первая квадратная скобка определяет 
волну правой круговой поляризации, вторая — волну левой круго­

вой поляризации (рис. 12.4).
Эллиптически поляризованной называют 

волну, у которой векторы Е й  Н в любой 
точке пространства вращаются, описывая 
за время одного периода Т своими концами 

£ м  эллипсы.
N? Можно показать, что однородные плос-
\ \  кие волны с эллиптической поляризацией 

\ получаются в результате суперпозиции 
. (12.1) двух линейно поляризованных волн 

У со взаимно перпендикулярными векторами 
/  Е во всех случаях, когда не выполняются 

\  /  рассмотренные выше условия возникнове-
\  ^  ^  ^  ния линейной и круговой поляризаций.

Полученные результаты показывают, что 
РИС. 12.4 любая однородная плоская волна линейной,
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=  Ё  (Г '* ! (i/COsr|rip+2co^np) 
прОт (1 3 .1 0 )

[т =•// в граничном условии из (13.5) и т =  z в условии из (13.6)]. 
Равенство (13.10) должно выполняться в каждой точке поверхно­
сти раздела, т. е. при любых значениях у  и z. Оно выполняется 
при любых у  только в том случае, если

COS7]OTp =  COS Т]пр =  0, (13.11)

и при любых z, если

kx cos =  kx cos t 0T? =  k2 cos £np. (13.12)

Из (13.11) следует, что г|отр =  г)пр =  Jt/2, т. е. направления рас­
пространения отраженной и преломленной волн лежат в плоско­
сти падения.

Угол 0, образуемый направлением распространения падающей 
на поверхность раздела волны s°n и нормалью к этой поверхности, 
называют углом падения. Угол 0ОТр> образуемый направлением рас­
пространения отраженной от поверхности раздела волны s°0Tp и 
нормалью к этой поверхности, называют углом отражения. Угол 
бпр, образуемый направлением распространения преломленной на 
поверхности раздела волны s°np и нормалью к этой поверхности, 
называют углом преломления. Чтобы каждый из углов 6, 0Отр и 
вПр по своей величине не превышал я/2, углы 0 и 0пр отсчитывают­
ся от нормали, направленной внутрь второй среды, а угол 0Отр — 
от нормали, направленной внутрь первой среды (см. рис. 13.2).

Учитывая, что для каждой волны £*• =  я/2 — 0,-, получаем вме­
сто (13.12) так называемый закон синусов:

ki sin 0 =  ki sin 0отр =  k2 sin 0np. (13.13)

Из (13.13), во-первых, следует, что 0Отр=0 — угол отражения 
равен углу падения. Это соотношение вместе с утверждением, что 
направление s°0Tp лежит в плоскости падения, называют законом 
отражения. Закон отражения определяет направление распростра­
нения отраженной однородной плоской волны.

Во-вторых, из (13.13) следует, что

S*n 9 2̂ i f  боя Ц9Я
^ - ^  =  h .  =  Y ^ &- =  —  = — = n tL, (13.14)sin 0пр ki V е1а(ы1а vо fit v

где Ui =  l/ I eiaHia, £>2= 1/K e 2aii2a — скорости волн в первой и вто­
рой диэлектрических средах;/z1 =  c/y1 =  'Keai^ai/eopio= V^ei|Xi, п2 =  
=  c/v2 =  V 2̂л^2а /щ 1о=  V £2^2—коэффициенты преломления первой и 
второй сред; >221 = 01/02 =  ^2/^ 1— относительный коэффициент пре­
ломления из первой среды во вторую. Таким образом, отношение 
синусов углов падения и преломления равно постоянной величине 
л 2ь зависящей только от параметров граничащих сред. Соотно-
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шение (13.14) вместе с утверждением, что направление s°np лежит 
в плоскости падения, называют законом преломления (законом 
Снеллиуса). Этот закон определяет направление распространения 
преломленной однородной плоской волны.

При п2> п и п2i > l  (оптическая плотность второго диэлектрика 
больше, чем первого) согласно (13.14) имеем sin 0np=sin Qfn2l<  
< sin 0 . В этом случае каждому углу падения 0 соответствует ве­
щественный угол преломления 0пр, вследствие чего при всех значе­
ниях 0 во второй среде существует однородная плоская преломлен­
ная волна. При преломлении волны в оптически более плотную 
среду направление ее распространения s°np приближается к нор­
мали (0Пр<10).

Если оптическая плотность второй среды меньше, чем первой 
(п2< п и п2i < l ) ,  то s in 0np=sin$/п21 > s i n0  и 0пр имеет веществен­
ные значения лишь при таких углах падения 0, для которых

РИС. 13.3

s in 0 ^ /z 2i. При этих углах падения во второй среде существует 
однородная плоская преломленная волна, причем ее направление 
распространения s°np приближается к границе раздела (0пр>0). 
Большим углам падения, определяемым неравенством

s in 0 > n 21, (13.15)

соответствуют значения sin 0Пр> 1 и, следовательно, комплексные 
значения угла преломления 0пР. Неравенство (13.15) представляет 
собой условие, при котором во второй среде уже не существует 
однородной плоской преломленной волны и происходит полное 
внутреннее отражение (см. § 13.5).
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Поскольку законы отражения и преломления одинаковы для 
нормальной и параллельной поляризаций падающей волны, то они 
остаются справедливыми и при ее произвольной поляризации.

2. К о э ф ф и ц и е н т ы  о т р а ж е н и я  и п р о х о ж д е н и я .  
Эти коэффициенты позволяют выразить амплитуды и начальные 
фазы отраженной и преломленной волн через параметры падаю­
щей волны и диэлектрических сред и оказываются различными для 
нормально и параллельно поляризованных волн.

Коэффициентом отражения R будем называть отношение ком­
плексных амплитуд касательных к границе раздела составляющих 
векторов Е отраженной и падающей волн, а коэффициентом про­
хождения Т — отношение комплексных амплитуд касательных к 
границе раздела составляющих векторов Е преломленной и пада­
ющей волн.

У нормально поляризованных волн касательными к границе 
раздела являются составляющие Е у, у параллельно поляризован­

ных волн — составляющие Е х. Направив касательные составляю­
щие векторов Е падающей, отраженной и преломленной волн по 
соответствующим ортам и учитывая, что согласно (13.7) — (13.9) 
векторы напряженностей Е, Н и направление распространения 
s° каждой однородной плоской волны образуют правую ортого­
нальную тройку векторов, получим у границы раздела взаимные 
ориентации векторов, которые представлены на рис. 13.3 (нор­
мальная поляризация волн) и рис. 13.4 (параллельная поляриза­
ция волн).

А. Нормально поляризованные волны. Приняв во внимание ра­
венства £п=0, £отр = я --9отр» £пр = 0пр, —я/2—02, 0отр=,0 И (13.11),
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для нормально поляризованных волн согласно (13.7) — (13.9) и 
рис. 13.3 получим выражения:

Р _  «Г — Ik, (xcose+zsinG) .ьп — у i-по е >
— \kx (—*COS0+ZSin0).

Ёотр У° ^отр 0 *

Ё  = \ °  Ё „ е ~ ' * 2 (•tco se np+ z s in e np)- ■̂ пр У  пр 0 е  »

Нп=  (—х® sin 0 - z °  cos0) ^  e~ ik' <j:cose+2sine);Ĉl

(13.16)

Нотр =  — (х° sin 0 +  z° cos 0) E q tp q i£, (—Jrcos0+zsin0)

Hnp =  (— x° sin 0np -f z° cos 0„p) e_i*‘ (vc0senp+2sinenp) .
2 J'

(13.17)

На поверхности раздела полное поле удовлетворяет граничным 
^условиям (13.5): ЁВу+Ёотру=Ёпру, Йш + Й 0тр1=Йщ,г при дг=0. Под­
ставив в них соответствующие компоненты из (13.16), (13.17) и 
сократив согласно равенствам (13.13) экспоненциальные множите­
ли, получим уравнения:

F  -L F  — FП̂О I ÔTD 0 n̂D 0»
cos 0 (Ёп0- Ё отр0) =  с- ^ Ё пр0. (13.18)“по I отр 0 ^ п р  0» 7 V^nO ^ о т р  0/ 7  ^ п р  (С̂1 С̂2

Для коэффициентов отражения и прохождения согласно (13.16) 
имеем:

R = 'ОТР у _£qTP 0 гр _  Епр у
х=0 Епо Еп у

-пр о ; (13.19)
х=0

где индекс «_L» указывает, что формулы относятся к случаю нор­
мально поляризованных волн.

При учете (13.19) получаем вместо (13.18) систему двух урав­
нений

1 + Р  = 7 , ,  1 — R ,  --  Zcicos9прТ ,
х х -1 ZC2 COS0 х

(13.20)

с двумя неизвестными R ± и Т±. Решив эту систему, находим:

*х  =
^отр 0 _ ZC2 ̂ OS 0 Zc 1 COS ©пр

ZC2 cos 0 +  ZC1 cos 0np

2 Zc2 cos 0rp _ ^пр о _ _
X £n0 Zc2 cos 6 +  Zcl cos 0"P

(13.21)

^Соотношения (13.21) называют формулами Френеля. Они позво­
ляю т при известном £По определить Ё0тро и Ёпро, знания которых
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нам недоставало для полного определения поля при наличии гра­
ницы раздела.

Б. Параллельно поляризованные волны. В этом случае форму­
лы (13.7) — (13.9) в соответствии с рис. 13.4 принимают вид:

Ёп =  (— х° sin 0 +  z° cos 0) Ёп0 е-'* ‘ <*c°s0+«in0>;
— i/fj (—xcos0-{-zsin0).

Ё отр =  (Х° sin 0 +  z° cos 0) £ отр 0 е 

Ёпр =  ( -  х° sin 0пр +  2» cos 0пр) Епр 0 ^ cos0np+zsin0np);

_  __  v 0 П̂О р—*Л1 (^COS0+2Sin0).
Н п =  - У  u f - u eЬсл

ц _,,о ^отро i^,(— *cos0+zsin0) .
п отр У  7  »

нпр =  — у° £про e~ ik* (xcos0np+2sin6np)

(13.22)

(13.23)»

На поверхности раздела полное поле удовлетворяет граничным 
условиям (13.6): £ „г  +  £отрг =  Ё щ п ,  Н ! 1 у  +  Н о т 1) у  =  Н п р у  при х= 0 . Под­
ставив в них соответствующие компоненты из (13.22), (13.23) а  
сократив экспоненциальные множители, получим:

cos 0 (£п0 +  £ 0тр о) =  cos 0np Ёпр 0, -i- (— Ё„о +  Ёогр 0) =  — ЁпД .
ZC1 С̂2

(13.24).

Для коэффициентов отражения и прохождения согласно
(13.22) имеем:

О  __ ^отр z
11 “  Ё г

_ с о т р  о Т  ___  ^ п р  z
~  6 !1 гХ=0 t п о  z х = 0

C0s6np £ п Р П

COS 0 F Л
, (13.25)

где индекс «||» указывает, что формулы относятся к случаю па­
раллельно поляризованных волн.

При учете (13.25) получим вместо (13.24) систему уравнений

1 +  R II т и, 1 : R {] 

из которой находим формулы Френеля:

ZC1 cos 0 
Zc2 cos 0,

•T1 II» (13.26)
пр

D _ о̂тр 0 _ 2 *
11 Ғ £по

Zc2 cos 0пр 2d cos 0
Z C2 COS 0,-jp ~f" Z q  COS 0

-пр о __

cos 0 
COS 0]

T n = 2ZCo cos 0
ПР ZC2 COS 0np +  zcl cos 0

(13.27)

Выше были введены коэффициенты отражения и прохождения 
по электрическому полю. Аналогично можно ввести эти коэффици-
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енты и по магнитному полю. При этом коэффициент отражения по 
магнитному полю определяется правой частью соотвествующего 
выражения (13.21) или (13.27), взятой с обратным знаком (см. 
рис. 13.3 и рис. 13.4).

В формулах Френеля удобно исключить угол преломления. При 
учете (13.14) имеем cos0np= K l —sin20пр= V п 22\—sin20//22i. Если 
воспользоваться этим соотношением и ограничиться рассмотрени­
ем немагнитных сред, для которых можно принять jlii =  (я2 =  1 и 
Z ci / Zc2 = /i2i, то вместо (13.21) и (13.27) получим:

a cos 0 — 1 / п \ х — sin2 0 ^_£отр о _________ г ________  у  _ £пр о _О  ^отр о __ г т1 _
-L у-------------------------* л  —

£[J0 cos 0 -f у  rcfl — s'nS ®

2cos 0

=_£отр о __

cos 0 +  j/"  n\x — sin2 0 

j/~ Tl\x — sin2 0 — «2 ! cos 0

(13.28)

П̂О j /  « 2 1  — sin2 0 -j- П|j COS 0

b  2n»i COS 0
T  =£ap± =  21 --------------- . (13.29)

£по у  rtf, — sin2 0 + n f , c o s 0

Соотношения этого параграфа были получены в предположе­
нии, что обе среды являются диэлектриками и что внутри второй 
среды существует преломленная однородная плоская волна. Од­
нако можно строго показать (например, [5]), что форма этих 
соотношений сохраняется и в тех случаях, когда эти предположе­
ния не выполняются. Например, если вторая среда обладает про­
водимостью, то достаточно заменить в приведенных выше форму­
лах 82а на бга= 62а—i-^-. Как мы увидим далее, в результате по­
добных преобразований уже известные нам формулы наполняют­
ся новым содержанием, описывают физические явления, качест­
венно отличающиеся от рассмотренных выше (§ 13.5—13.7).

13.3. НОРМАЛЬНОЕ ПАДЕНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ 
НА ГРАНИЦУ РАЗДЕЛА ДИЭЛЕКТРИКОВ

При нормальном падении однородной волны на границу раз­
дела угол падения 0 = 0 и согласно (13.14) угол преломления 
0пр=О. Подставив эти значения в (13.21) и (13.27), получим:

/?х = ^ | | = г " т ¥ '  т 1 =  т \ \ = т 3т т - ■ (13-30>С̂2~Г̂ С1 ' С̂2~Т̂ С1
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При нормальном падении волны на поверхность раздела по­
ложение плоскости падения становится неопределенным и исчеза­
ет различие между нормально и параллельно поляризованными 
волнами. Это обстоятельство отражено в ф-лах (13.30).

13.4. ПОЛНОЕ ПРОХОЖДЕНИЕ ВОЛНЫ 
ЧЕРЕЗ ГРАНИЦУ РАЗДЕЛА ДИЭЛЕКТРИКОВ

Коэффициент отражения (13.28) обращается в нуль толь­
ко при значении п2i = l ,  соответствующем отсутствию границы 
раздела двух сред. Коэффициент отражения R\\ (13.29) обра­
щается в нуль не только при п2\ =  \. В случае п2\ Ф \  R\\ обра­
щается в нуль при некотором угле падения 0', определяемом из 
уравнения

п* \— sin20 ' — л^с обО' ^О (13.31)

и зависящем от величины п2\. Угол падения 0', при котором па­
раллельно поляризованная волна не отражается от границы раз­
дела двух диэлектриков и после преломления полностью прохо­
дит во вторую среду, называют углом Брюстера.

Чтобы определить угол Брюстера 0', перенесем в (13.31) вто­
рое слагаемое в правую часть, возведем результат в квадрат и 
поделим на cos20 ' : /i22i/cos20'—tg20 '= /z 42i. Подставив сюда равен­
ство l/cos20/ =  1 -ftg 2©', сгруппировав слагаемые и сократив 
на nh 1 — 1, получим

tg0' =  /z2l. (13.32)
Здесь п2\ ф \ ,  так как значение п2\ =  \ было исключено при сокра­
щении.

Если падающая волна произвольно поляризована, то при угле 
падения, равном углу Брюстера, отраженная волна будет поляри­
зована только нормально плоскости падения.

13.5. ПОЛНОЕ ВНУТРЕННЕЕ ОТРАЖЕНИЕ

Рассмотрим падение однородной плоской волны на границу 
раздела с оптически менее плотным диэлектриком (п2i < l )  под 
такими углами 0, для «которых выполняется условие (13.15). В 
этом случае из соотношения

sin9np =  —  =  (13.33)
/I21

вытекает неравенство sin0np> l ,  которое удовлетворяется лишь 
при некотором комплексном угле преломления 0np=Jt/2 +  ix: 
sin0np=sin(jt/2 +  ix) =  cos(ix) =  chx> 0. Далее будет показано, 
что физически комплексный угол преломления характеризует, во- 
первых, полное отражение падающей волны от оптически менее 
плотного диэлектрика и, во-вторых, существование в оптически 
менее плотном диэлектрике вместо однородной плоокой прелом-
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.ленной волны так называемой поверхностной волны. Совокуп­
ность этих явлений называют полным внутренним отражением.

При значениях s \n Q > n 2\ и sin0np> l  cos0np оказывается чисто 
мни мим:

cos 0Пр =  — I 1 — Sin2 0Пр =  — i Г sin2 0пр — 1 -
У  sin2©-/*2, .

-  — i - -------------------- — i —  =  — i ^  , (13.34)
Л 21 П21 2̂

где k =  V sin20—n22i — вещественная положительная величина.
Подстановка соотношений (13.33) и (13.34) в формулы § 13.2 

приводит к выражениям, описывающим полное внутреннее отра­
жение. Воспользовавшись, например, выражением для Ёпр (13.16) 
и заменив индекс «пр» на «2», получим при учете (13.33) и (13.34)

Ё2 =  y°E 20e~kl*xe - [k'zs[nQ. (13.35)
Из (13.35) следует, что амплитуда поля во втором диэлектрике 
уменьшается экспоненциально с увеличением расстояния х от по­
верхности раздела.

Если бы в (13.34) перед квадратным корнем был выбран 
знак « +  », то при увеличении расстояния х амплитуда неограни­
ченно бы возрастала, что лишено физического смысла.

Подставив (13.34), ZC\ = Y Hia/eia и Zc2= V |W e2a в первые со­
отношения (13.21) и (13.27), получим:

R  _  \i2 cos 8 +  i fi1x £  ^  е2 cos 9 +  i ех х (13 36)
-1 ц2 cos 0 — i ** е2 cos 0 — i exx

Из (13.36) следует, что модули коэффициентов отражения равны 
единице, т. е.

i26 i 26 

R ± = e  /?| (= - е \  (13.37)

причем tgfi^ =  jiix/ji2cos0, tg 6 (, = e ix /e2cos0. Значения |/? J  =  1 и 
/?ц | =  1 характеризуют полное отражение падающей волны, при 

котором амплитуды векторов поля отраженной и падающей одно­
родных плоских волн равны.

Определим результирующее поле в первой среде при полном 
отражении. Учтя, что согласно первой ф-ле (13.37) EOTpo=Enoe126_, 
получим в соответствии с (13.16), (13.17) следующие выражения 
для комплексных амплитуд векторов этого поля при нормальной 
поляризации:

—i /^ z s in e —6 \
Ех =  Еп +  Еотр =  у0 2ЕП0 cos [kxx cos 0 -f 8 J  e

9 F
Hi =  Hn +  H0TP =  —  [XO sin 0 cos (кгх cos0 -f 6 J  +

—1 ĵZsinO—
+  z° i cos 0 sin (kiX cos 0 +  6X)] e

(13.38)
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Аналогичным путем получим в соответствии с (13:22), (13.23)' 
следующие выражения при параллельной поляризации:

Ёх =  Ёп Ёотр =  — 2Ёп0 [х° sin 0 cos [kxx cos 0 -f 6 (|) -f-
—i /ftjZsinS—fi \

+  z° i cos 0 sin (y^x cos 0 -f б n)] e ' ,
o p  — i  / * , z s i n 0 —6 )

H1 =  Нп +  Нотр =  — COS( ^ COS0 -Г 6 J| ) e
(13.39).

Согласно (3.56) составляющие векторов результирующего по­
ля (13.38) или (13.39) характеризуются уравнением постоянного 
значения фазы

со / — ki z sin 0 =  const. (13.40)

Уравнение (13.40) показывает, что ф-лы (13.38) или (13.39) оп­
ределяют плоскую волну, волновые поверхности которой описы­
ваются уравнением z = const. Амплитуды составляющих векторов- 
поля этой волны имеют одно и то же значение в плоскостях, оп­
ределяемых уравнением х =  const и перпендикулярных плоским 
волновым поверхностям. Электромагнитную волну, у которой пло­
ские волновые поверхности и плоские поверхности одинаковых ам­
плитуд не совпадают друг с другом, называют неоднородной пло­
ской волной.

Из (13.40) следует, что неоднородная плоская волна (13.38) 
или (13.39) характеризуется коэффициентом фазы $ =  k \ s m Q < k i  
и ее поверхности одинаковой фазы с увеличением времени t рас­
пространяются в направлении возрастающих значений Z (т. е. 
вдоль поверхности раздела в плоскости падения) с фазовой ско­
ростью

=  ю/p =  (o/^sinO =  Uj/sin 0 >  i>i. (13.41)
Фазовая скорость (13.41) определяет скорость распростране­

ния вдоль координаты z  фиксированного значения фазы и в рас­
сматриваемом случае не является скоростью переноса энергии. 
Поясним это утверждение при помощи рис. 13.5, на котором изо­
бражена одна и та же волновая поверхность падающей волны в 
различные моменты времени t\ и /i +  A/. Нетрудно показать, что 
приведенные ниже рассуждения полностью применимы и к ре­
зультирующей волне, образованной наложением падающей и от­
раженной волн.

Выделенная волновая поверхность, перемещаясь в направле­
нии s°n со скоростью v \ =  1/Keiajiia, пройдет из точки А в точку 
В за время At = A B / v \ .  Однако если наблюдать при этом за дви­
жением фиксированного значения фазы вдоль оси z, то будет ка­
заться, что за время At оно переместилось из точки А в точку С, 
т. е. движется с фазовой скоростью (13.41): У ф =Л С /Д /=  
=  ViAC/AB =  Vi/sinQ.
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Поскольку фазовая скорость результирующей волны в первой 
среде оказывается больше скорости v\ волны, свободно распро­
страняющейся в этой же среде, то результирующую волну назы­
вают ускоренной.

Неоднородная плоская волна (13.38) или (13.39) характери­
зуется длиной волны Л, определяемой расстоянием, на которое 
распространяется волновая поверхность (вдоль оси г)  за время 
одного периода колебаний:

где К[ =  V\T — длина волны, свободно распространяющейся в 
первой среде.

Каждая из волн (13.38) и (13.39) наряду с поперечными со­
ставляющими обоих векторов Ei и Н\ имеет также продольную  
составляющую одного из этих векторов, ориентированную вдоль 
направления z° распространения волны. Такие электромагнитные 
волны называют поперечно-продольными. Они подразделяются 
на волны магнитного класса или класса Н, который характери­
зуется наличием продольной составляющей Н [например, волна
(13.38)], и волны электрического класса или класса Е, который 
характеризуется наличием продольной составляющей Е [напри­
мер, волна (13.39)].

Из ф-л (13.38) и (13.39) следует, что существует бесчисленное 
множество плоскостей, параллельных поверхности раздела, на 
которых тангенциальная к ним составляющая Ei и нормальная 
составляющая Hi равны нулю. При нормальной поляризации 
уравнение этих плоскостей определяется из соотношения 
c o s ( £ ia;c o s 0  +  6_l) = 0 , откуда

А =  УфТ =  ^  =  - ^ _  =  . А
Ф ft А о(J kr sin 0 sin 0

(13.42)

z

РИС. 13.5

(2n +1) jt -t- 2бх 
2kx cos 0 , /z =  0, 1, 2 , 3 . . •; (1 3 .4 3 )
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при параллельной поляризации — из со­
отношения sin (kiX cos 0 +  б и ) =  0, от­
куда

Х-П --
/г jx -f- 6 и 

kx cos 0
/2 =  0, 1, 2, 3

(13.44)

На рис. 13.6 эти плоскости изображены 
штриховыми линиями.

Комплексный вектор Пойнтинга каж­
дой из волн (13.38) и (13.39) имеет вид

1 • * 2 Е2
п 1 =  —  [EiHJ =  - ^ [ z °  sin 0 cos2 (kxx cos0+

2 ZC1

+  6) ±  x° i cos 0 sin X  

X (fax cos 0 +  6) cos (kxx cos 0

где знак «плюс» соответствует нормаль­
ной поляризации, знак «минус» — парал- рИС 
лельной поляризации.

Поскольку поперечные составляющие Ei и Hi колеблются в 
одинаковой фазе, то продольная компонента П2 оказалась чисто 
вещественной и положительной. Это означает, что электромагнит­
ная энергия движется параллельно границе раздела только в на­
правлении распространения волны z° (ср. § 9.5). Поскольку про­
дольные составляющие Ej и Hj сдвинуты по фазе относительно 
поперечных на л/2 (i =  e1Jt'2), то поперечная компонента П* ока­
залась чисто мнимой. Это означает, что движение энергии в по­
перечном направлении имеет колебательный характер (ср. § 9.4). 
Среднее за период значение вектора Пойнтинга имеет только од­
ну продольную компоненту

~  2 Е2
Пхср =  Re Пх =  z° —— sin 0 cos2 (k\X cos 0 +  6), 

Zci
(13.46)

а среднее значение мощности, протекающей сквозь произвольный 
участок любой поперечной плоскости х = const, равно нулю.

Среднюю скорость переноса электромагнитной энергии в пер­
вой среде в направлении z° определим с помощью (4.36). Труб­
кообразная поверхность образована в рассматриваемом случае 
пересечением четырех плоскостей: х = х и  х — хь., У = У \  и у = у 2~
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Две первые плоскости должны удовлетворять ур-нию (13.43) или 
(13.44) (при этом нормальная к ним компонента IIix = 0 ). По­
скольку компонента IIiv тождественно равна нулю, то плоскости 
у = у  1 и у = у 2 могут быть удалены друг от друга на произволь­
ное расстояние а. При этом имеем

Таким образом, скорость переноса энергии оказывается мень- 
те скорости v x. Согласно (13.41) и (13.47) v^v3= v 2\.

Найдем теперь поле во втором диэлектрике при полном внут­
реннем__отражении. С помощью (13.34), ZC\ =  V  |Liia/eia и Zc2=

из вторых соотношений (13.21) и (13.27) находим:

Подставив (13.33) и (13.34) в те выражения (13.16), (13.17) и 
(13.22), (13.23), которые определяют векторы поля во второй сре­
де, получим для нормально поляризованных волн:

Формулы (13.49) или (13.50) определяют неоднородную пло­
скую волну, волновые поверхности которой 2= const перпендику­
лярны поверхностям одинаковых амплитуд x= const. Эта волна 
характеризуется таким же коэффициентом фазы p =  &isin0, рас­
пространяется с такой же фазовой скоростью (13.41), в том же 
направлении z° и имеет такую же длину волны (13.42), что и ре­
зультирующая волна в первой среде. Из условия (13.15), необхо­
димого для существования полного внутреннего отражения, сле­
дует неравенство &isin0>&2 или $ > k 2, откуда = со/р< с о / =  
=  v2. Таким образом, фазовая скорость волн (13.49) и (13.50) 
во второй среде оказывается меньше скорости v2— \ / У е 2а\12а вол­
ны, свободно распространяющейся в этой же среде. По этой при­
чине рассматриваемые волны называют замедленными.
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\  eiaMia
(13.47)

Т
ц2 cos 0 — i ц1х ’ 11 е2 cos 0 — i exx

2jh2 cos 0 j,, _ 2n21 ej cos 0 (13.48)

Е2 =  У°£по 7 \ e
~ k yy . x  i£,zsin0 , H2 =  — (x° sin 0 -f z° i x) X[2

Zc2n2l (13.49)

и для параллельно поляризованных волн:
t  ' г '

Ё2— — (x°s

у О  Еп°Т II e~i*,2Sin0 (13.50)



Амплитуды составляющих векторов Е2 и Н2 волн (13.49) и 
(13.50) экспоненциально затухают с увеличением расстояния х 
от поверхности раздела (см. рис. 13.6). Это затухание поля во 
второй среде (без потерь) означает, что поле не распространяет­
ся в глубь этой среды, и обусловлено тем, что при полном внут­
реннем отражении среднее значение мощности, выходящей через 
границу раздела из первой среды во вторую, равно нулю. 
Быстрота затухания определяется произведением
/?ix = & i |/  sin20— /222i =  l^fc2isin20—k 22 и возрастает с увеличением 0.

Поперечные составляющие векторов Е2 и Н2 поперечно-про­
дольных волн (13.49) и (13.50) имеют одинаковую фазу колеба­
ний, а продольные составляющие сдвинуты по фазе относительно 
поперечных на я/2. Поэтому во второй среде, так же как и в пер­
вой, перенос энергии происходит только вдоль поверхности раз­
дела (в направлении z°). С помощью (4.36) можно показать, что 
скорость распространения энергии во второй среде такая же, как 
и в первой, т. е. определяется соотношением v3=VisinQ.

Таким образом, при полном внутреннем отражении в оптиче­
ски менее плотном диэлектрике вдоль границы раздела распрост­
раняется поперечно-продольная замедленная волна с экспонен­
циально убывающими по мере удаления от этой границы ампли­
тудами составляющих векторов поля. Эта волна фактически су­
ществует лишь в некотором слое, прилегающем к поверхности раз­
дела, и носит название поверхностной волны. В силу граничных 
условий (13.5) или (13.6) касательные составляющие векторов 
поля непрерывны на поверхности раздела. Поэтому поверхност­
ная волна непосредственно связана с результирующей волной, 
распространяющейся в оптически более плотном диэлектрике, и 
является ее продолжением по другую сторону границы раздела.

Утверждение, что при полном внутреннем отражении энергия 
в среднем за период не проникает во вторую среду, может пока­
заться противоречащим тому факту, что во второй среде сущест­
вует энергия, переносимая поверхностной волной. Здесь следует 
подчеркнуть, что полученные выше результаты относятся к уже 
установившемуся режиму, а проникновение энергии во вторую 
среду и образование поверхностной волны происходят в процес­
се установления режима.

13.6. ПАДЕНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ НА ГРАНИЦУ РАЗДЕЛА 
ДИЭЛЕКТРИКА И ИДЕАЛЬНОГО ПРОВОДНИКА

Поскольку внутри идеального проводника поле тождественно 
равно нулю, то Т± =  Т\\ =  0. Для определения коэффициентов от­
ражения воспользуемся тем, что на поверхности идеального про­
водника согласно (3.71) касательные составляющие результирую­
щего вектора Ё\ равны нулю:

К и  +  Датру =  0, £ п 2 -4 Ёотрг =  0 при * =  0. (13.51)
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Из (13.51) получаем в соответствии с (13.19) и (13.25) коэффи­
циенты отражения по электрическому полю

R ± = R {] =  — 1. (13.52)

При этом коэффициенты отражения по магнитному полю R ± M =

Физически эти результаты означают, что на поверхности иде­
ального проводника касательные составляющие векторов Е па­
дающей и отраженной волн всегда равны по величине и противо­
положны по направлению и соответственно касательные состав­
ляющие векторов Н равны по величине и направлены в одну и 
ту же сторону (касательная составляющая вектора Hi результи­
рующего поля HiT=HnT + Н 0Трт =2Нпт ) — ср. рис. 13.3 и рис. 13.4.

Значения |/?± | =  1 и |/?ц| =  1 характеризуют полное отраже­
ние падающей волны от поверхности идеального проводника, ко­
торое происходит при любых углах падения 0. Результирующее 
поле Еь Hi в диэлектрике представляет собой при этом суперпо­
зицию падающей и отраженной однородных плоских волн с оди­
наковыми амплитудами. Явные выражения для этого поля легко 
получить из (13.38) или (13.39), если подставить в них согласно 
(13.37) и (13.52) значения 6j_=n/2, 6 ц = 0 . Все отмеченные в 
§ 13.5 свойства результирующей волны, существующей в первой 
среде, присущи и результирующей волне при отражении от иде­
ально про/водящей поверхности.

13.7. ПАДЕНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ НА ГРАНИЦУ РАЗДЕЛА 
ДИЭЛЕКТРИКА И СРЕДЫ С ПОТЕРЯМИ

Пусть однородная плоская волна, распространяющаяся в ди­
электрике с параметрами eu, î ia, падает под углом 0 на плоскую 
поверхность раздела со второй средой, характеризуемой пара­
метрами 82а, |Я2а, 02- В ЭТОМ СЛучае ВеЛИЧИНЫ k2 =  wV  е2а^2а, П2\ =

являются комплексными, вследствие чего параметр 0пр нельзя 
рассматривать как геометрический угол, определяющий направ­
ление распространения преломленной волны.

Комплексному sin0np соответствует комплексная величина

=i ?HM=l  (ср. § 13.2).

1а|ы 1 а и соответственно

=  4s- sin 0 
k2

(13.53)

(13.54)

где введено обозначение v = V  п221—sin^0= v '—iv", причем v' и 
v" принимают вещественные положительные значения.
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Подстановка соотношений (13.53) и (13.54) в формулы § 13.2 
приводит к выражениям, описывающим падение плоской волны 
на границу раздела диэлектрика и среды с потерями. В (13.54) 
физический смысл имеет лишь то значение квадратного корня, 
которое даст отрицательную мнимую часть v. При вторам значе­
нии квадратного корня мнимая часть v получается положитель­
ной, что приводит к неограниченному возрастанию амплитуд век­
торов поля во второй среде с увеличением х [см. ф-лы (13.55) и
(13.56); ср. § 13.5].

В диэлектрике однородные плоские падающая и отраженная 
волны определяются соответствующими ф-лами (13.16), (13.17) 
или (13.22), (13.23). Подстановка (13.54) в первое соотношение
(13.21) или (13.27) позволяет легко найти коэффициент отраже­
ния, необходимый для определения комплексной амплитуды 
£отр о.

Для нахождения поля во второй среде нужно определить Т й 
или Т'± при помощи подстановки (13.54) во вторую ф-лу (13.21) 
или (13.27). Подставив (13.53) и (13.54) в те выражения (13.16),
(13.17) и (13.22), (13.23), которые определяют векторы поля во 
второй среде, получим для нормально поляризованных волн:

Ё2 =  ye£ n0T Le - ‘‘v'* е - 1*1 <*'*+»1-« н 2 =  [-x»sinG  +

+ z « (v' _  j v")] е~кл"х e- ‘*« (v'^sino) (13 55)
Zc2 П21

и для параллельно поляризованных волн:

Ё, =  [ -  х» sin 0 +  z» (v' -  i v")] S t 11- e—u * <"'*+•»*»»>,
П11

. Е П0Т  иHa =  — yOZ^UL <v'*+*sin9> _ (13 56)
%Ci

Волновые поверхности волн (13.55) и (13.56) описываются 
уравнением v ' x + 2sin0 =  C, которое при различных значениях по­
стоянной С определяет семейство параллельных плоскостей. В 
момент времени ^ = 0  волновая поверхность, соответствующая 
значению С = С Ь отсекает на осях х и z  отрезки OA =  C\/v' и 
ОВ =  Сi/sin0 (рис. 13.7). Таким образом, волны в среде с потеря­
ми являются плоскими. Направление распространения этих волн 
s%  перпендикулярно волновым поверхностям и образует е нор­
малью к поверхности раздела угол фпр, называемый истинным у г ­
лом преломления. Угол фпр можно определить из соотношения 
(рис. 13.7):

irf ОА sin 0 sin 0 /io C7 Vtg Фпр =  —  =  —  = ----- - . (13.57)
08  v Re J /  — sin2 0

При распространении в среде с потерями преломленные вол­
ны (13.55) и (13.56) затухают по закону e-ftjV'4  Затухание этих
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Подстановка соотношений (13.53) и (13.54) в формулы § 13.2 
приводит к выражениям, описывающим падение плоской волны 
на границу раздела диэлектрика и среды с потерями. В (13.54) 
физический смысл имеет лишь то значение квадратного корня, 
которое дает отрицательную мнимую часть v. При втором значе­
нии квадратного корня мнимая часть v получается положитель­
ной, что приводит к неограниченному возрастанию амплитуд век­
торов поля во второй среде с увеличением х [см. ф-лы (13.55) и
(13.56); ср. § 13.5].

В диэлектрике однородные плоские падающая и отраженная 
волны определяются соответствующими ф-лами (13.16), (13.17) 
или (13.22), (13.23). Подстановка (13.54) в первое соотношение
(13.21) или (13.27) позволяет легко найти коэффициент отраже­
ния, необходимый для определения комплексной амплитуды
£отр 0.

Для нахождения поля во второй среде нужно определить Г ц 
или Т'_I при похмощи подстановки (13.54) во вторую ф-лу (13.21) 
или (13.27). Подставив (13.53) и (13.54) в те выражения (13.16),
(13.17) и (13.22), (13.23), которые определяют векторы поля во 
второй среде, получим для нормально поляризованных волн:

Ё2 =  у»Ёп0Т Аe~k'Vx е-'*1 Н2 =  [ -  х» sin G +

+ z . (v' _  i v")] e - ‘** <v'*+zsin0) (13.55)
ZC2 n2l

и для параллельно поляризованных волн:

Ё2 =  [ -  х» sin 0 -f z° (v' — i v")] M l  <v'*+zsine>,
"ll

H j  =  —  (v'*+«in0) # (13 56)

Zc*

Волновые поверхности волн (13.55) и (13.56) описываются 
уравнением v/x +  esin0= C , которое при различных значениях по­
стоянной С определяет семейство параллельных плоскостей. В 
момент времени ^ = 0  волновая поверхность, соответствующая 
значению С = С Ь отсекает на осях х и z  отрезки OA =  C\/v' и 
О В — С i/sin-0 (рис. 13.7). Таким образом, волны в среде с потеря­
ми являются плоскими. Направление распространения этих волн 
s%  перпендикулярно волновым поверхностям и образует е нор­
малью к поверхности раздела угол фпр, называемый истинным у г ­
лом преломления. Угол фпр можно определить из соотношения 
(рис. 13.7):

 ̂ ОЛ sin 0 sin 0 / i o  e-Tvto Фпр =  — =  -  (13.57)
08  '  Re у  /1 2 i — sin2 0

При распространении в среде с потерями преломленные вол­
ны (13.55) и (13.56) затухают по закону e~ftjV"x. Затухание этих
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волн определяется расстоянием, пройденным ими в поглощающей 
среде, вследствие чего поверхности одинаковых амплитуд пред­
ставляют собой плоскости jc=const, параллельные поверхности 
раздела. Поскольку плоскости одинаковых амплитуд и плоские 
волновые поверхности пересекаются друг с другом под углом

<Рпр (см. рис. 13.7), то при угле падения 0# О  в среде с потерями 
распространяются неоднородные плоские преломленные волны.

Рассмотрим важный для практики случай падения однородной 
волны на границу раздела с проводником (например, реальным 
металлом). Учтя справедливое для проводника неравенство 
02/С0б2а >  1 (см. § 3.12), получим

где I й211 = v а 2|Л2а /е 1аЦ.1аС0 >  1. При этом в выражении для v можно 
пренебречь sin20 по сравнению с п22й

где v '= v " =  V  а2ц2а/2е1аМ.1а©> 1. В рассматриваемом случае со­
ставляющая Йг в (13.55) по порядку величины в Я21 раз больше 
Йх, в (13.56) то же самое можно сказать относительно Ё2 и Ёх. 
Пренебрегая Йх и Ёх по сравнению с Йг и Ёг и воспользовавшись
(13.59), получим для преломленных волн (13.55) и (13.56) соот-
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(13.58)

V =  Inh — sin2 0 «  «21 =  v' — i v", (13.59)



р  —  7  Н  — F T  р—к<У"х  р—‘*1 (v'-H-zsinG) 
х-'пр у с2 пр 2 X-'nOi JL *

=  — Zc*Hnpy =  ЁпоТ\ e~k'Vx e - i*‘ (№ in 0 ) . (13.60)
Согласно (13.57) при учете неравенства v'3>l имеем

tg Фпр =  «  0, фпр «  0. (13.61)

Таким образом, при любом угле падения 0 преломленные вол­
ны распространяются в глубь проводника почти в направлении 
нормали к поверхности раздела и являются практически попереч­
ны/ми волнами. В (13.60) произведение k\v" играет роль коэффи­
циента затухания. Учтя вытекающее из (13.59) выражение для 
v", находим k \ v " = Y  Ц2аСТ2(о/2= а 2, где а2 совпадает с коэффи­
циентом затухания (11.26), характеризующим однородную волну 
в проводнике. Таким образом, можно приближенно считать, что 
преломленные волны в проводнике представляют собой однород­
ные плоские волны, распространяющиеся нормально к границе 
раздела. Напряженности Ёпр и Нпр этих волн отличаются по вели­
чине друг от друга в Zc2 раз, параллельны границе раздела и об­
разуют с направлением распространения волны прайую ортого­
нальную тройку векторов:

Enp =  Zca[Hnp!&], (13.62)
где n°2i= x °  — орт, направленный по нормали к поверхности раз­
дела внутрь проводника. В соответствии с § 11.3 амплитуды век­
торов Епр и Нпр весьма быстро затухают по экспоненциальному 
закону в направлении распространения, вследствие чего волны 
проникают лишь в очень тонкий поверхностный слой проводника, 
прилегающий к границе раздела.

13.8. ПРИБЛИЖЕННЫЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
ЛЕОНТОВИЧА — ЩУКИНА

Соотношение (13.62) справедливо во второй среде и возле по­
верхности раздела. Поскольку векторы Ёпр и Нпр касательны к 
этой поверхности, то в силу граничных условий (3.70) такое же 
соотношение должно быть справедливо на границе раздела и в 
первой среде для касательных составляющих векторов результи­
рующего  поля Ёц и Hi t :

Elx =  Zc2{Hlxn°2l\. (13.63)
Независимость ф-л (13.62) и (13.63) от угла падения 0 приво­

дит к их приближенной справедливости не только при наклонном 
падении однородной плоской волны на плоскую поверхность раз­
дела, но и в случае падения произвольной волны на криволиней­
ную поверхность проводящего тела. Если глубина проникнове­
ния d волны в проводник весьма мала по сравнению со всеми раз- 
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мерами проводящего тела и минимальными радиусами кривизны 
поверхности тела и волновой поверхности падающей волны возле 
этого тела, то поле в окрестности каждой точки внутри проводни­
ка приближенно представляет собой однородную плоскую волну 
вида (13.62). Эта локально плоская волна распространяется в 
глубину проводника в направлении нормалей к его поверхности 
и весьма быстро затухает по амплитуде в этом направлении. От­
сюда следует приближенная справедливость и ф-лы (13.63).

Формула (13.63) связывает между собой касательные состав­
ляющие векторов поля в одной и той же среде на границе разде­
ла с проводником и носит название приближенных граничных ус­
ловий Леонтовича—Щукина. Фигурирующее в этих условиях ха­
рактеристическое сопротивление волны в проводнике, которое оп­
ределяет на поверхности раздела соотношение между касатель­
ными компонентами ЁiT и tfiT поля в диэлектрике, называют 
поверхностным импедансом. Соответственно граничные условия 
вида (13.63) часто называют импедансными граничными усло­
виями.

Важный аспект использования граничных условий Леонтови­
ча—Щукина связан с приближенным определением мощности по­
ля, поглощаемой проводником и выделяемой в нем в форме теп­
ла. Из (13‘63) следует, что на поверхности реального проводника 
касательная составляющая Е., =7̂=0. Поскольку в хорошем провод­
нике значение \ZC\ согласно (11.26) весьма мало, то и касатель­
ная составляющая Ей на его поверхности будет весьма мала 
по величине. Поэтому ею часто пренебрегают при отыскании 
поля вне проводника, что равносильно замене реального провод­
ника идеальным (см. § 3.10). Однако касательная составляющая 
Elt определяет нормальную к поверхности проводника компонен­
ту вектора Пойнтинга, обусловливающую уходящую в проводник 
мощность. Вследствие этого при определении тепловых потерь в 
проводнике необходимо учитывать эту составляющую. В простей­
шем приближенном методе составляющую Еп находят следую­
щим образом. Вначале определяют электромагнитное поле в ди­
электрике, полагая поверхность проводника идеально проводя­
щей (а2= ° ° ,  Eix =0) .  Затем касательную составляющую Н1Т 
на поверхности реального проводника приближенно принимают 
такой же, какой она получилась для идеального проводника1), и 
при помощи (13.63) по известному значению определяют EiT •

Можно доказать (например, [16]), что. единственность реше­
ния уравнений Максвелла обеспечивается не только заданием в 
явном виде значений Ёт или Нт на поверхности S, ограничиваю-

*> Касательная составляющая Н1х отлична от нуля на поверхности идеаль­
ного проводника, и при переходе к реальному хорошему проводнику поправка 
первого порядка малости по сравнению со значением этой составляющей может 
не учитываться.
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щей рассматриваемый объем V (как это было показано в гл. 5), 
но и в случае удовлетворения полем на поверхности S импеданс- 
ным граничным условиям вида (13.63). Использование этих усло­
вий позволяет решать внешние и внутренние задачи только для 
диэлектрической области и учитывать при этом влияние хорошо 
проводящих тел на поле в диэлектрике.

Г л а в а  1 4  

ПОВЕРХНОСТНЫЙ ЭФФЕКТ 

+

14.1. СИЛЬНЫЙ И СЛАБЫЙ ПОВЕРХНОСТНЫЙ ЭФФЕКТ

Из § 13.8 нам известно, что если глубина проникновения d  в 
проводник электромагнитного поля частоты со весьма мала по 
сравнению с размерами проводящего тела и радиусами кривизны 
его поверхности, то поле внутри этого тела приближенно пред­
ставляет собой локально плоскую волну, распространяющуюся в 
глубь проводника в направлениях нормалей ik его поверхности. 
Амплитуды этой волны весьма быстро затухают по экспоненциаль­
ному закону в направлении ее распространения, вследствие чего 
поле существует лишь в очень тонком поверхностном слое, тол­
щина которого равна нескольким глубинам проникновения d (см. 
§ 11.3). Это явление называют сильно выраженным поверхност­
ным эффектом (окин-эффектом). При сильном поверхностном эф­
фекте на поверхности проводящего тела справедливы приближен­
ные граничные условия Леонтовича—Щукина (13.63).

Сильный поверхностный эффект, в частности, используют для 
создания металлических экранов, защищающих от ненужного 
воздействия переменного электромагнитного поля. Если замкну­
тый экран толщиной в несколько d охватывает некоторый объем, 
то внешнее и внутреннее по отношению к этому объему перемен­
ные поля практически не проникают сквозь экран.

Если не выполняются отмеченные выше требования к разме­
рам и радиусам кривизны проводящего тела, то поверхностный 
эффект является слабым и выражается в концентрации электро­
магнитного поля внутри тела вблизи его поверхности, которая 
подчиняется более сложным закономерностям, чем при сильном 
поверхностном эффекте. Например, если толщина проводящего 
тела соизмерима с глубиной проникновения d, то наряду с волна­
ми, идущими в глубь тела, существуют также волны, идущие к 
его поверхности, вследствие чего приближенные граничные усло­
вия (13.63) несправедливы. Эти идущие к поверхности тела вол­
ны появляются в результате прохождения волн через всю толщу 
тела и отражения от границы раздела проводник—диэлектрик.
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Внутри проводника согласно соотношению 6пр=аЁ плотность 
тока проводимости изменяется по тому же закону, что и напря­
женность электрического поля. В силу поверхностного эффекта 
переменный ток оказывается сконцентрированным у поверхности 
проводника. Ниже будет показано, что концентрация поля и то­
ка в поверхностном слое проводника приводит к увеличению ак­
тивного сопротивления проводника и уменьшению его внутренней 
индуктивности по сравнению со значениями этих величин для 
стационарного поля и постоянного тока.

14.2. ЭКВИВАЛЕНТНЫЙ ПОВЕРХНОСТНЫЙ ТОК 
И СОПРОТИВЛЕНИЕ ПРОВОДНИКА 

ПРИ СИЛЬНОМ ПОВЕРХНОСТНОМ ЭФФЕКТЕ

Пусть плоскость yO z  совмещена с поверхностью раздела одно­
родных диэлектрика и проводника и в глубь проводника (область 
х > 0 )  нормально к его поверхности распространяется однородная  
плоская волна (рис. 14.1). Условимся, что вектор Ё2 этой волны 
и, следовательно, вектор 6пр=а2Ё2 направлены по оси у. Выде*

РИС. 14.1

лим мысленно в проводнике площадь единичной ширины h, ори­
ентированную перпендикулярно вектору бпр (на рисунке заштри­
хована), и определим ток проводимости сквозь нее

/п р=  \ K vd S  =  \ d z ] b nvdx =  ] 6 npdx. (14.1)
S о б  о

Здесь учтено, что в случае однородной плоской волны вектор 
бпр от координаты г  не зависит. Введение в (14.1) бесконечного 
верхнего предела отражает то обстоятельство, что при сильном 
поверхностном эффекте распределения поля и плотности тока в
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направлении нормали к поверхности раздела такие же, как и при 
бесконечной глубине проводника.

Поскольку при сильном поверхностном эффекте ток проводи­
мости занимает лишь весьма малую часть объема проводящего 
тела, прилегающую к его поверхности, то часто оказывается удоб* 
ным условно заменить этот ток равным ему по величине (экви­
валентным) поверхностным током. Плотность т) этого эквивалент­
ного поверхностного тока связана с 6Пр очевидным соотношением

00 оо
^ =  J  8пр dx =  cr2 j  Ё2 dx. (14.2)

о о
Для комплексной амплитуды Ё2 имеем

Ё2 =  Ё1те_у,дс, (14.3)

где E i, — значение амплитуды на поверхности проводника, равное 
касательной к этой поверхности компоненте вектора Ei в диэлек­
трике; Y2= c t2+ iP2 определяется соотношениями (11.26) и с уче- 
том выражения для d  (11.27) приводится к виду

Г>-<Ч +  1Р>-(1 +i)M. < < - / й д г -  <“>•“>

Подставив (14.3) и (14.4) в (14.2), получим
00 _1~Н х £ g

=  а2 Г Ё1Хе d d x = — — — . (14.5)
J 1 + iо

Выразив Ё1Т из (13.63) и заменив при этом Zc2 согласно
(11.26) соотношением

1а =  у Ш е'«* =  У Щ  (1 + ,) =  J + L  , ( |4 .б)

получим вместо (14.5) следующую приближенную формулу для 
плотности эквивалентного поверхностного тока:

Ч =  [йтп2,], (14.7)

где n°2i= x °  — нормаль, направленная внутрь проводника. При 
учете тождества [Hi„n°2i] =  tfin[n02in02i]= 0  ф-ла (14.7) может 
быть представлена также в виде

4 =  [Hiii®,]. (14.8)

Приближенная ф-ла (14.8) по своему виду аналогична гранично­
му условию (3.71) на поверхности идеального проводника.

Из (14.5) следует, что величина касательной составляющей 
напряженности электрического поля на поверхности проводника
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Ё\х пропорциональна плотности эквивалентного поверхностного 
тока rj:

Ё\x =  Z s r\. (14.9)
Коэффициент пропорциональности Zs называют поверхностным 
сопротивлением проводника при сильном поверхностном эффекте. 
Из (14.9), (14.5) и (14.6) видно, что поверхностное сопротивление 
проводника равно характеристическому сопротивлению волны в 
нем:

^ 6= 2 с2 =  (1 +  i)/o2d =  r s -f- i,vs . (14.10)
Таким образом, значения активного rs и реактивного xs поверх­
ностных сопротивлений проводника одинаковы и выражаются со­
отношением

=  =  (14.11)

Выделим мысленно в проводнике объем в виде прямоугольно­
го параллелепипеда, имеющего квадратное основание 1 х к  с пло­
щадью, равной единице (см. рис. 14.1). Покажем, что поверхност­
ное сопротивление Zs определяет при сильном поверхностном эф­
фекте активное и внутреннее реактивное сопротивления этого 
проводящего объема. С этой целью применим к указанному объе­
му теорему о комплексной мощности (4.32). Учтя, что внутри 
объема отсутствуют сторонние токи, и воспользовавшись спра­
ведливым для проводника приближенным соотношением е2а~  
« — ia2/co, что эквивалентно пренебрежению в теореме слагае­
мым №э.Ср (как нам известно, в проводнике энергия магнитного 
поля значительно превышает энергию электрического поля), 
имеем

n ^ S  =  Pncp +  i 2ш Қ ! ср, (14.12)

где нормаль к dS  направлена наружу из параллелепипеда. Вели­
чина 5 = — фП^8 есть комплексная мощность, поступающая 

s
внутрь объема параллелепипеда через его поверхность S.

Поскольку в глубь проводника распространяется однородная 
волна, вектор П которой направлен по оси х и которая полностью 
затухает, не достигнув нижнего основания параллелепипеда, то 
3 определяется лишь потоком вектора П сквозь верхнее основа­
ние, лежащее на поверхности проводника:

s  =  —  ^ f f d S  =  — f f ^ — ng,)ft/ =  fTAnS1 = П 1П. (14.13)

Здесь Пщ — нормальная компонента вектора П1 в диэлектрике 
у поверхности проводника, которая при учете (13.63) опреде-— 1 • * % * 
ляется из соотношения Пщ =  — [Е1т Hir]=  -у  [Hit n°2i] Н21]. С по-
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мощью (П1.2), (П1.4) и (14.10) вместо этого соотношения полу-
1Н1т|2чим IIin =  n02iZs —  и соответственно вместо (14.13) имеем

S =  - ( j ) f f r f S  =  Zs ^  =  ( r s +  i.vs ) ^ .  (14.14)
S

Выделив в (14.12) вещественную и мнимую части и приняв во 
внимание (14.14), находим:

Re S =  rs  =  р
s  2 п .ср1

ImS =  *s ^ ^  =  2<olFMcp. (14.15)

В соответствии с (14.1), (14.2) и (14.7) имеем / п р т = | л 1  =  
=  I Н 1х I. Зная согласно (14.15) выражения для средней мощности 
Лз.ср, поглощаемой в параллелепипеде с единичной площадью 
квадратного основания в результате тепловых потерь, и реактив­
ной мощности, определяемой в проводящем параллелепипеде 
энергией внутреннего магнитного поля, а также действующее зна­
чение тока /пр =  /прт/ 1^2 =  I Н1х \ l Y 2, протекающего через парал­
лелепипед, легко определить активное сопротивление г и внутрен­
нюю индуктивность LBh этого параллелепипеда

ZBH =  г +  i со LBH = - f l  =  Ref + i I °£  = r s +  i x s  =  Z s . (14.16)
7пр

Таким образом, действительно, при сильном поверхностном эф­
фекте внутреннее сопротивление ZBH части проводящего тела, ко­
торая приходится на единицу его поверхности, равно поверхност­
ному сопротивлению проводника Zs.

При постоянном токе, равномерно заполняющем все попереч­
ное сечение 5 проводника, сопротивление проводника длиной I
определяется формулой г =  — — . Сопоставление соотношения

а2 5
(14.11) для rs с последним выражением показывает, что актив­
ное поверхностное сопротивление проводника численно равно со­
противлению при постоянном токе слоя проводника толщины d и 
единичных длины I и ширины h (см. рис. 14.1). Отсюда и из
(14.16) следует, что в случае сильного поверхностного эффекта 
при определении тепловых потерь можно заменить реальный пе­
ременный ток, экспоненциально убывающий в глубину проводни­
ка, воображаемым постоянным током, который равен действую­
щему значению переменного тока и равномерно заполняет по­
верхностный слой толщины d. С увеличением частоты со толщина 
слоя d уменьшается и соответственно активное сопротивление 
проводника увеличивается.
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При сильном поверхностном эффекте внутренняя индуктив* 
ность LBH, приходящаяся на единицу поверхности проводника опре­
делится в соответствии с (14.16) и (14.11) выражением

и .  =  V ®  -  • <1417>
С увеличением со увеличивается коэффициент затухания ct2 и со­

ответственно уменьшается запасенная внутри проводника энергия 
Г м.ср. Поскольку LBh =  21Ғм.Ср//2пр, то это приводит и к уменьшению 
LBH с ростом со (см. [14, 17]).

Введенные выше понятия поверхностных эквивалентного тока и 
сопротивления можно обобщить и на другие случаи сильного по­
верхностного эффекта, характеризуемого существованием в про­
воднике локально плоской волны, которая распространяется в 
глубь проводника нормально к его поверхности (см., например, 
§ 14.4).

14.3. СРЕДНЯЯ МОЩНОСТЬ ТЕПЛОВЫХ ПОТЕРЬ 
В ПРОВОДЯЩЕМ ТЕЛЕ ПРИ СИЛЬНОМ ПОВЕРХНОСТНОМ ЭФФЕКТЕ

При сильном поверхностном эффекте средняя мощность, про­
ходящая через элемент dS  поверхности проводящего тела и погло­
щаемая в нем в результате тепловых потерь, определится соглас­
но § 14.2 соотношением

dpn ,p =  R e n „d S  =  rs lb £ -d S . (14.18)

Здесь Н, — тангенциальная составляющая напряженности маг­
нитного поля на элементе dS. Средняя мощность тепловых потерь 
во всем проводящем теле находится путем интегрирования
(14.18) по поверхности 5 тела:

Р„.,р =  ^ ф | Н , Г < К .  (14.19)
S

где rs= ] / ^ aco/2a=l/crd, = Т/"2/jaaaco, и а — параметры про­
водящего тела.

Для практического использования ф-лы (14.19) нужно знать 
значения Нт на поверхности тела. В соответствии с методом оп­
ределения потерь, изложенным в § 13.8, обычно приближенно при­
нимают касательную составляющую Нт на поверхности провод­
ника такой же, какой бы она была при а =  оо.

14.4. СОПРОТИВЛЕНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ПРОВОДА

Рассмотрим прямолинейный металлический цилиндрический 
провод радиуса а , по которому течет ток проводимости частоты 
со. Введем цилиндрическую систему координат (г, z ), ось z
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которой совмещена с осью провода. Будем считать, что внутри 
провода плотность тока проводимости и связанная с ней напря­
женность электрического поля имеют лишь составляющие вдоль 
оси г (6Пр = а 2Ё2, E2 =  z°E2z) и что на рассматриваемом участке про­
вода можно пренебречь зависимостью тока и поля от расстояния 
вдоль этой оси. Вследствие осевой симметрии задачи распреде­
ление тока и электромагнитного поля не зависит от цилиндриче­
ской угловой координаты г|э и векторные линии Н представляют 
СОбОЙ ОКруЖНОСТИ (Н='ф°/?ф).

Докажем, прежде всего, что при осесимметричном распределе­
нии электромагнитного поля погонным внутренним сопротивле­
нием цилиндрического провода является коэффициент пропорцио­
нальности Z'вн в соотношении

Elz =  Z'BJ np, (14.20)
где Ё\г — комплексная амплитуда на поверхности провода про­
дольной составляющей Ez\ /пр — комплексная амплитуда тока 
проводимости через все поперечное сечение провода.

Для доказательства определим комплексную мощность $ =  
=  — ф U dS, которая поступает внутрь объема провода единич- 

s
ной длины через ограничивающую его поверхность S (нормаль к 
dS  направлена наружу из объема). Нормальная к боковой по­
верхности провода Sб компонента вектора П определяется каса­
тельными к этой поверхности составляющими Eiz= z °£u и =

]*Ф :

П1Г =  ±  [Ёи Н^] =  ±  Еи Нн  [z° фО] = - j o ±  Ё1г Н 1Г (14.21)

Здесь знак «минус» указывает, что вектор Н\г направлен внутрь 
провода. Поскольку у вектора E2=z°JS2z составляющая, касатель­
ная к поперечным сечениям провода, отсутствует, то нормальная 
к этим сечениям компонента II2z= 0 . Таким образом, имеем

S =  -  J n l r i « dS =  -i-  \ E lz H ^ d S .  (14.22)

s6
Вынеся Ё\г из-под интеграла, представив dS  как d ld z , где dl — 
элемент дуги окружности, и учтя, что интегрирование по г  дает 
единицу длины (провода), получим вместо (14.22)

(14.23)
L

где интегрирование осуществляется по контуру L, имеющему вид 
окружности радиуса г = а .

Пренебрегая внутри хорошего проводника током смещения по 
сравнению с током проводимости, получим следующее выраже-
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ние закона полного тока для контура L (совпадающего с линией 
Н осесимметричного поля):

=  j 3 npz2<tfS=/np. (14.24)

Заменим в (14.23) Ё\г согласно (14.20) и интеграл согласно
(14.24):

S =  - i - Z » | / npr = z j ^ y ,  (14.25)

где / Пр mlY"2 — действующее значение тока проводимости через 
все поперечное сечение провода. Из (14.25) следует, что введен­
ная соотношением (14.20) величина 2 /вн действительно опреде­
ляет внутреннее сопротивления единицы длины цилиндрического 
провода [ср. с (14.16)].

При сильном поверхностном эффекте (d<^a)  осесимметрично 
распределенный так /пр через поперечное сечение провода связан 
с плотностью эквивалентного поверхностного тока очевидным соот­
ношением

1Пр =  г)2ла ,  (14.26)
где 2па — периметр провода. Выразив Z'BH из (14.20), получим 
при учете (14.26) и (14.9) следующий простой результат:

Z' — ^1Z -- ^lz =  ^s =   ̂ л4 27)
вн /пр 2л oil 2я а 2л а о г й

Таким образом, на достаточно высоких частотах ш (при d<Ca) 
погонное внутреннее сопротивление цилиндрического провода 
имеет индуктивный характер: Z'BH= r '  +  'mL'Ba, причем согласно
(14.17) ____

Т' =  —-  l /  JiH_
вн 2 л  а V 2ct20l>

При слабом поверхностном эффекте ток проводимости /пр 
нельзя выразить соотношением (14.26). Чтобы в этом случае из
(14.20) определить Z 'Bri провода, нужно вначале найти распреде­
ление Ё2 в проводе, а затем интегрированием 6пр =  а2Е2 по попе­
речному сечению найти значение /пр.

Внутри однородного провода вектор Е2 удовлетворяет ур-ниям
дЕ(6.10) и условиям Е2 =  z°E2z, ~д^Г= ® (осевая симметрия поля) 

дЕи — = 0  (поле не зависит от расстояния вдоль оси). С по­
мощью (П1.32) легко проверить, что при этих условиях второе 
ур-ние (6.10) удовлетворяется само собой. Соотношения (П1.39) 
и E2= z ° £ 2z позволяют перейти от векторного ур-ния (6.10) к ска­
лярному:

V24 z + l 2 ^ 2z = 0 .  (14.28)
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+  +  =  (14.29)
дг2 1 г дг

Это уравнение совпадает с ур-нием (П2.1), в котором т =  0. По­
скольку точка г = 0 принадлежит объему цилиндрического прово­
да, то согласно (П2.9) и (П2.2) решением ур-ния (14.29) явля­
ется функция Бесселя нулевого порядка:

Ё ц — AJ0(klr). (14.30)
При г = а  (на поверхности провода) имеем Ё2г= Ё 1 Х= А 1 0(%2а). 
Определив отсюда произвольную постоянную А, получим вместо 
(14.30)

Ё2г =  Ё1г J° ^ г) . (14.31)
(V )

Для определения тока проводимости 1 щ> проинтегрируем 
бпр.-=а£2г по поперечному сечению провода:

2 л  а  . а
/пр =  о2 Г d\|> Г Eitrdr =  jjf r - Г rJ0 (k2r) dr. (14.32)

о oJ J* {k*a) o’
Вычислив интеграл в (14.32) с помощью (П2.17), получим

J _  2л a q2 E 1Z J 1  (k2о) ggj
k2 J 0 (k2fl)

В соответствии с (14.20) и (14.33) погонное внутреннее со­
противление цилиндрического провода

2 ' =  ^ Jо №2а) /j^
вн /„р  Л ( 7 2я)

Выражение (14.34) справедливо при любых значениях частоты со 
и включает в себя как предельные частные случаи и сильный по­
верхностный эффект, и постоянный ток. Покажем это.

В проводнике согласно (11.13), (11.26) и (11.27) k2= —iy2=  
=  р2—ia2= ( l —i)/d. Следовательно, при a > d  (сильный поверх­
ностный эффект) модуль комплексного аргумента \к2а \^ > \  и в 
(14.34) функции Бесселя можно заменить согласно (П2.10):
■/о (V )  cos ( & - Я / 4 )  _ е К М - я / 4 ) + е - !  (Ъ а-я/4)

; ( Т^ - 7 Я) + е- ! (ТзД- т л)

Подставив в (14.35) комплексный аргумент k2a = a / d —iaid, в ко­
тором ajd^> 1, легко убедиться, что вторыми слагаемыми в чис­
лителе и знаменателе можно пренебречь по сравнению с первыми.
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При этом отношение функций Бесселя (14.35) окажется равным i 
и выражение (14.34) совпадет с (14.27).

Если поверхностный эффект выражен слабо, то a<g.d, |£2а|<С1 
и в (14.34) функции Бесселя можно заменить согласно (П2.7):

J 0 (̂ 2°) 
Л (V) k2a

9
k2a [ • - 4 ( ¥ У (14.36)

Подставив (14.36) в (14.34) и учтя, что в проводнике £22=  
=  0)2 (ега — i02/o)) |Я2а » —ico02|̂ 2a, найдем

Z' =  —!— Л ------ ' % \ а Л  1
вн я а2 а2 V 8 )

+  i (o J ^ = r '  +  io)L;H. (14.37) 
я а2 а 8я вн

В принятом нами приближении г' и Ь ' вн совпадают соответствен- 
но с погонным активным сопротивлением и погонной внутренней 
индуктивностью при постоянном токе.

Г л а в а  1 5

ДИФРАКЦИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

+

15.1. ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ

Пусть в безграничной области V, кроме сторонних источников 
монохроматического поля, имеется тело (или несколько тел). В 
этом случае электромагнитное поле в V будет отличаться от по­
ля, которое существовало бы при отсутствии тела. Это объясня­
ется тем, что под действием первичной или падающей волны сто­
ронних источников в теле возникают вынужденные колебания за­
рядов, обусловливающие возникновение вторичной волны, частота 
которой совпадает с частотой первичной волны. Вторичную волну 
вне области, занятой телом, называют рассеянным или отражен­
ным полем. Результирующее или полное поле вне тела представ­
ляет собой векторную сумму первичного и рассеянного полей. 
Поле внутри тела называют преломленным. Совокупность явле­
ний, происходящих при распространении электромагнитных волн 
в присутствии тел с теми или иными электромагнитными пара­
метрами, называют дифракцией волн на этих телах.

Если тело является идеально проводящим, то задача дифрак­
ции состоит в отыскании для области вне тела решения уравне­
ний Максвелла, удовлетворяющего условию (5.13) или (5.17) на 
бесконечности и краевым условиям Ёх =  0 на повер)хности тела. 
В этих случаях оказываются заранее известными все условия, 
обеспечивающие единственность решения дифракционной задачи.
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При наличии на поверхности тела острых ребер решение дифрак­
ционной задачи является единственным, если оно удовлетворяет 
также и дополнительному условию на ребре  (см., например, 
[47]). Это условие ограничивает скорость возрастания величины 
векторов поля по мере приближения к ребру таким образом, что­
бы поток ПСр сквозь поверхность тонкого окружающего ребро 
кольцеобразного валика радиуса г в пределе при г-*-0 (при стяги­
вании валика к кромке ребра) обращался в нуль. Другими сло­
вами, условие на ребре исключает из рассмотрения лишенные 
физического смысла случаи испускания электромагнитной энергии 
непосредственно ребрами и соответственно является одним из ус­
ловий единственности решения.

Если тело прозрачно для электромагнитных волн, то при фор­
мулировке задач дифракции не представляется возможным за­
дать заранее, до решения самой задачи, краевые условия. В этих 
случаях приходится решать уравнения электродинамики отдельно* 
вне тела (внешняя задача) и внутри тела (внутренняя задача) v 
а затем сопрягать полученные решения при помощи условий не­
прерывности (3.70) на поверхности тела. Из сказанного следует, 
что в этих наиболее сложных случаях выделение внешней и внут­
ренней задач должно рассматриваться лишь как промежуточный 
прием при решении электродинамической задачи для всего 
объема.

Различают строгие и приближенные аналитические методы ре­
шения задач дифракции. В аналитических методах решение зада­
чи дается в виде формулы, которая позволяет произвести необ­
ходимые расчеты, а иногда сделать анализ решения даже без рас­
четов.

Строгие решения дифракционных задач удается получить 
только при очень простой форме граничных поверхностей, когда 
они совпадают с координатными поверхностями некоторых орто­
гональных систем координат. С основными особенностями полу­
чения такого строгого решения, осуществляемого методом разде­
ления переменных (методом собственных функций), мы познако­
мимся в задачах, родственных задачам дифракции и состоящих в~ 
определении электромагнитного поля в различных линиях пере­
дачи (см. гл. 17—20).

Поскольку строгими методами удается решать лишь сравни­
тельно узкий круг задач, то широкое распространение получили 
различные приближенные методы. Особенно важную роль игра­
ют приближенные методы решения задач дифракции, которые 
применимы в тех случаях, когда размеры тела и радиусы кри­
визны его поверхности велики по сравнению с длиной волны. 
Эти методы можно разделить на лучевые и волновые. Лучевые 
методы включают в себя метод геометрической оптики, метод 
геометрической теории дифракции, позволяющий уточнить резуль­
таты метода геометрической оптики в областях тени и полутени, 
метод параболического уравнения. К волновым методам относят­
ся метод физической оптики (приближение Гюйгенса — Кирхго­
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фа), метод краевых волн, позволяющий найти поправки к мето­
ду физической оптики, необходимые при наличии изломов на по* 
верхности тел, метод построения приближенных собственных 
функций. В последующих параграфах будут рассмотрены более 
подробно методы геометрической и физической оптики.

Отметим, что в связи с быстрым развитием вычислительной 
техники важное значение приобрели численные методы решения 
задач дифракции. В этих методах решение дается не в виде фор­
мулы, а в виде алгоритма, на основании которого составляется 
программа для электронной вычислительной машины. Главное пре­
имущество численных методов состоит в широкой области их 
применения. При их использовании отпадает необходимость в 
идеализации многих задач, которую приходится вводить при при­
менении аналитических методов решения. Отсутствие идеализа­
ции задачи позволяет заменить эксперимент расчетом, что дает 
значительную экономию времени и средств.

15.2. ПЕРЕХОД ОТ УРАВНЕНИИ МАКСВЕЛЛА 
К УРАВНЕНИЯМ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКИ.

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ВОЛНОВЫЕ ПОВЕРХНОСТИ И ЛУЧИ

При изучении любой локально плоской электромагнитной вол­
ны (см. § 11.1) можно перейти от однородных уравнений Макс­
велла, которым удовлетворяет эта волна, к значительно более про­
стым приближенным уравнениям геометрической оптики. Геомет­
рическая оптика рассматривает распространение электромагнит­
ной волны при помощи геометрических соотношений, отвлекаясь 
при этом от волновой природы явления.

Рассмотрим переход в изотропной линейной среде без потерь 
от однородных уравнений Максвелла

rotH — icoea E> rotE — — i о>|ыа H (15.1)
к уравнениям геометрической оптики. Будем искать решение 
ур-ний (15.1) в виде:

Ё ( х .  У ,  г) = м*- у. ?).е-'k.,L (*. У .  z) t 

У " е а

Н (х, у, г) =  ”° (х' у ' г) e- i *cL (х- у■г) , (15.2)

где фазы комплексных амплитуд Е0 и Н0 не зависят от простран­
ственных координат; L(x, у , z )  — скалярная функция координат, 
определяющая волновые поверхности рассматриваемой произ­
вольной монохроматической волны; k o = (o V  ео|Хо=со/с=2л/Ло — 
волновое число в вакууме. Подставив (15.2) в (15.1), воспользо­
вавшись (П1.17), ограничившись для простоты случаем однород­
ных сред, параметры которых можно выносить из-под знака про- 
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странственных производных, и учтя, что grad e-ife° L =  —i&oe_ifto LX  
X grad L, получим следующие точные уравнения:

[Hq grad Zj — n Eq -j- -— rot Hq =  0, [Eq grad L\ -f- n Hq -j-
i k0

+  — rot fee = 0 ,  (15.3)
1 k0

где n =  c/v =  V  еаЦа/еоЦо — коэффициент преломления среды. В 
предельном случае Л0-^0 (о)-*-оо) множитель l /k 0 стремится к ну­
лю и ур-ния (15.3) переходят в систему уравнений геометрической 
оптики:

[Н0 grad L] =  п Ё0, [Ё0 grad l \  =  — п Н0. (15.4)

Следовательно, вытекающие из системы (15.4) законы геомет­
рической оптики являются точными при Xq-+0. Практически мы 
имеем дело всегда с конечной длиной волны Ло, при которой 
уравнения геометрической оптики являются приближенными. Ус­
ловия применимости этих уравнений и соответственно методов 
геометрической оптики на практике будут рассмотрены в конце 
параграфа.

Выразим Н0 из второго ур-ния (15.4) и подставим его в пер­
вое:

[grad L [Ё0grad L]] =  п2 Ё0. (15.5)
Воспользовавшись (П1.4) и приняв во внимание, что согласно 
первому ур-нию (15.4) векторы grad L и Ё0 взаимно перпендику­
лярны, получим из (15.5) дифференциальное уравнение

(grad L)2 =  м2, (15.6)
представляющее собой необходимое условие разрешимости систе­
мы (15.4).

Функцию L(x, у, z ) ,  являющуюся решением ур-ния (15.6) и 
определяющую волновые поверхности в приближении геометриче­
ской оптики, называют эйконалом. Соответственно дифферен­
циальное ур-ние (15.6) называют уравнением эйконала. Оно яв­
ляется основным уравнением геометрической оптики. Поверхно­
сти постоянных значений эйконала

L(x, у, г) = С , где С =  Cv  С2 • • •, (15.7)
называют геометрическими волновыми поверхностями.

Введя орт s°, совпадающий по направлению с grad L и ориен­
тированный нормально к волновой поверхности (15.7), можно 
вместо (15.6) написать уравнение

grad L =  п s°. (15.8)

При помощи (15.8) придадим системе (15.4) вид:
Е0 =  — [s°H0], Н0 =  [s°fe0 ]. (15.9)
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Выразив Е0 и Н0 из ф-л (15.2), получим вместо (15.9) соотноше­
ния:

Ё =  — Zc [s°H], Н =  - L  fs°E], (15.10)

где Z c = W a /e a — характеристическое сопротивление волны. Сов­
падение (15.10) с выражениями (9.17) означает, что при выпол­
нении условий применимости геометрической оптики произволь­
ная волна (15.2) обладает свойствами, присущими полю излуче­
ния, т. е. имеет характер локально плоской волны (см. § 11.1), 
распространяющейся в направлении нормали s° к геометриче­
ской волновой поверхности.

При помощи (15.10) и (П1.4) определим комплексный вектор 
Пойнтинга

п =  - U e  H] =  f  | e |2 s° =  - ^ Z c |H|2 s°. (15.11)Z Z.q z

Вектор П веществен и направлен по s°. Следовательно, в прибли­
жении геометрической оптики энергия переносится в направле­
ниях векторных линий s°. Эти линии, вдоль которых распростра­
няется электромагнитная энергия, называют лучами. Таким об­
разом, в изотропной среде лучи образуют семейство линий, орто­
гональных семейству волновых поверхностей (15.7).

Решение уравнений геометрической оптики сводится к опреде­
лению в рассматриваемой области пространства семейства лучей 
или эквивалентного ему семейства волновых поверхностей (15.7). 
Для определения волновых поверхностей нужно найти эйконал 
L(x, у, г )  из ур-ния (15.6). Граничным условием при решении 
этого уравнения является задание фазы исследуемой волны на 
некоторой поверхности. Если эйконал Ь(х , у , г )  известен, то вы­
ражение (15.8) позволяет в любой точке определить s° и, следо­
вательно, построить семейство лучей.

Очевидно, что замена точных ур-ний (15.3) приближенными 
ур-ниями (15.4) справедлива при выполнении неравенств:

-7- 1 rot Н0 1 <  |H0gradL|>
*0

—  |ro tE 0| < | E 0g ra d l|,  (15.12)
h

которые и являются условиями перехода к приближениям геомет­
рической оптики в однородной среде. Приняв во внимание, что 
& о=2л/Я о, I grad L \ = n  и длина волны в рассматриваемой среде 
X = v T = i o l n ,  представим неравенства (15.12) в следующем виде:

A | r o t H 0 | « | H 0|, A | ro tE0 | « | E 0 |. (15.13)
2л 2л

Поскольку ротор определяет операции дифференцирования по 
пространственным координатам, то смысл неравенств (15.13)
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практически сводится к тому, что изменения амплитуд Ёо и Но 
на расстоянии, сравнимом с длиной волны X в рассматриваемой 
среде (точнее, на расстоянии, равном К/2л), должны быть много 
меньше самих амплитуд.

Эти условия не соблюдаются, и соответственно приближения 
геометрической оптики неприменимы в тех пространственных об­
ластях, в которых волна претерпевает резкие изменения и не име­
ет локально плоского характера (см. § 15.4, 15.5).

В случае неоднородной среды подстановка (15.2) в уравнения 
Максвелла (15.1) приводит к приближенной справедливости урав­
нений геометрической оптики (15.4) при выполнении не только 
условий (15.13), но и дополнительных условий:

A  I grad ца I «  ца , -^ |g ra d e a | «  еа . (15.14)
4Я 4Я

Смысл этих неравенств практически сводится к тому, что измене­
ния параметров среды |ia и еа на расстоянии, сравнимом с Я, 
должны быть много меньше величин самих параметров. Следова­
тельно, в неоднородной среде приближения геометрической оптики 
неприменимы и в тех областях, в которых резко изменяются па­
раметры среды.

15.3. ОПТИЧЕСКАЯ ДЛИНА ПУТИ. ПРИНЦИП ФЕРМА

Рассмотрим линейный интеграл от (15.8) вдоль некоторого 
пути / между точками М и N  (рис. 15.1)

^ n s ° d l =  j*gradLdl. (15.15)
г I

N
Поскольку gradLdl =  Ld  (ср. § 7.3), то j* gradLdl =  j d L —

l M
=  L ( N )—L (M ).  Поэтому вместо (15.15) имеем

j* n cos adZ =  L(N) — L (M), (15.16)
i

где a — угол между направлением луча s° в текущей точке ин­
тегрирования и вектором d\, касательным к пути / в этой же точ­
ке (см. рис. 15.1).

Если путь интегрирования совпадает с каким-либо лучом, то 
c o s a = l  и вместо (15.16) получим

\ n d l  =  L(N) — L{M). (15.17)
гл

Интеграл J  tidl, взятый вдоль произвольного криволинейного
I
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пути I, называют оптической длиной этого пути. Подставим в оп­
тическую длину пути I значение n =  c/v:

Здесь tN—tM — время распространения волны оо скоростью 
v (x , у, z )  вдоль пути / от точки М до точки N. Если среда явля­
ется вакуумом, то оптическая длина произвольного пути I равна

Формула (15.17) показывает, что оптическая длина пути вдоль 
луча равна разности эйконалов в точках конца и начала пути 
интегрирования. Следовательно, оптическая длина пути вдоль 
любых лучей, идущих от одной волновой поверхности до другой, 
имеет одно и то же значение.

Возьмем две произвольные точки М и N, лежащие на некото­
ром луче, и рассмотрим два пути /л и I, соединяющих их (рис. 
15.2). На основании (15.16) и (15.17) имеем для интегралов вдоль 
этих путей равенство

(15.18)

его геометрической длине (в вакууме

Луче

РИС. 15.1 РИС. 15.2

ndl =  \ n co sa d l .  (15.19)

Здесь знак равенства соответствует случаю / = /л. 
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Соотношение (15.20) выражает собой принцип Ферма. Этог 
принцип утверждает, что лучом между двумя точками является, 
такая кривая, соединяющая эти точки, вдоль которой оптическая 
длина пути минимальна.

В однородной среде \п(х, у, z )= c o n s t]  оптическая длина пу­
ти между двумя точками будет минимальна при минимальной 
геометрической длине пути ( dl, которая представляет собой пря-

1/
мую линию, соединяющую эти точки. Таким образом, из принци­
па Ферма непосредственно следует, что в однородной среде лучи 
представляют собой прямые линии.

15.4. ИЗМЕНЕНИЕ ПОЛЯ ВДОЛЬ ЛУЧА

Выделим мысленно на некоторой геометрической волновой по­
верхности элемент AS и проведем через все точки его контура лу­
чи (рис. 15.3). Область, ограниченную непрерывной поверх­
ностью, образующими которой являются лучи, называют лучевой- 
трубкой. Поскольку в приближении геометрической оптики энер­
гия распространяется вдоль лучей, то обмена энергией между

лучевыми трубками не происходит. Поэтому в среде без потерь- 
ноток вектора Пойнтинга (15.11) сквозь ограниченные трубкой 
элементы различных волновых поверхностей есть величина по­
стоянная.

Остановимся далее на случае однородных сред и применим 
этот закон к элементарной лучевой трубке, которая ограничивает 
на двух различных волновых поверхностях элементы dS и dS

I Ё  |2 dS =  I Ё '  j2 dS' =  const. (15.21)
Из дифференциальной геометрии известно, что любая элемен­

тарная площадка характеризуется двумя, в общем случае различ­
ными, главными радиусами кривизны. Пусть ab и cd являются 
элементами линий кривизны, проведенными на элементе волновой 
поверхности dS  (рис. 15.4). Через точку их пересечения О прохо­
дит луч MN  (в однородной среде все лучи являются прямыми 
линиями). При этом лучи, проходящие через точки а и Ь, пере­
секутся друг с другом на луче MN  в центре кривизны О ь а лучи, 
проходящие через c u d ,  пересекутся на луче MN  в другом цент­
ре кривизны CV, R\ =  0 \ 0  и R 2 = 0 20  — соответственно главные- 
радиусы кривизны площадки dS. Если da  и df> — углы, под кото­
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рым,и видны отрезки ab и cd из соответствующих центров кри­
визны 0 1 и 0 2, то a b = R i d a ,  c d = R 2d$ и

dS =  cA-cd =  R1R ^ ia d p .  (15.22)
В случае прямолинейных лучей для одной и той же лучевой труб­
ки произведение d a d $ — const (ср. элементы dS  и dS', ограничен­

ные трубкой на различных волновых поверхностях). Поэтому из
(15.21) и (15.22) имеем

IЁ I =  Y W  =  С П Г Й М  (15.23)
где С — постоянная для данной трубки величина.

Таким образом, на каждом прямолинейном луче (например, 
M N  на рис. 15.4) существуют в общем случае две точки 0 \  и 0 2, 
являющиеся центрами кривизны любой волновой поверхности в 
точке О ее пересечения с лучом и называемые фокусами. Рас­
стояния ОО 1 и 0 0 2 есть главные радиусы кривизны Ri и R2 вол­
новой поверхности в точке О. Формула (15.23) определяет зави­
симость амплитуды поля в любой точке прямолинейного луча от 
значений главных радиусов кривизны волновой поверхности, про­
ходящей через эту точку.

Фокусы всего множества лучей, характеризующих волну, об­
разуют в общем случае две поверхности (являющиеся геометри­
ческим местом всех центров кривизны каждой волновой поверх­
ности), которые называются фокальными или каустическими по­
верхностями (или просто каустиками). В частном случае сфериче­
ских волновых поверхностей обе каустики сливаются в одну точ­
ку, называемую фазовым центром. Это справедливо, например, 
для поля тех антенн, которые излучают сферические волны. Центр 
волновых поверхностей этих волн и является фазовым центром. 
При существовании фазового центра соотношение (15.23) прини­
мает вид |Ё |= С //? ,  где R — расстояние от фазового центра до 
точки наблюдения.
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Из (15.23) следует, что в точках каустик ( R i = 0  или #2= 0)' 
поле обращается в бесконечность. Этот результат указывает на 
неприменимость приближения геометрической оптики вблизи кау­
стик (в частности, вблизи источника), где волна претерпевает 
резкие изменения и не имеет локально плоского характера (ср. 
§ 15.2).

Установим связь, которая существует в геометрической оптике 
между векторами Ё (и Н) линейно поляризованной волны в двух 
различных точках О и 0 '  одного и того же прямолинейного луча. 
Волны с круговой и эллиптической поляризацией можно предста­
вить как суперпозицию двух линейно поляризованных волн, их 
здесь рассматривать не будем.

Если точки О и О' удалены друг от друга на расстояние I и 
между ними нет фокусов (см. рис. 15.4), то главные радиусы кри­
визны волновых поверхностей в этих точках соответственно рав­
ны Ru /?2 и Ri +  l, R2 +  I и согласно (15.23) имеем

IЁ (0) IV R K  =  IЁ (O') I V ( R 1 +  l)(R, +  l). (15.24)
Соотношение (15.24) характеризует изменение амплитуды поля 
вдоль луча.

Из (15.17) видно, что в однородной среде ( п = const) эйкона­
лы в точках О и 0 '  отличаются друг от друга на величину п1. 
При этом согласно (15.2) фазы поля в этих точках отличаются 
друг от друга на величину k0n l= k l ,  где й=2яД =-<оУ геа[га — 
волновое число в рассматриваемой среде.

Зная теперь изменение амплитуды и фазы поля вдоль луча и 
учитывая, что в линейно поляризованной волне вектор Е не из­
меняет своего направления вдоль луча, легко выразить поле в 
одной точке через поле в другой. Если, например, луч на рис. 15.4 
направлен от М к N (волновые поверхности выпуклые и лучи 
расходятся)  и известно поле Ё (0), то

Ё < ° '> = Ё > ° > / : ^ Ж т Ғ <гШ - (15'25)

/ R R
'(/? /) (/? /) < 1  характеризует расходи­

мость лучей, которая сопровождается уменьшением амплитуды 
поля вдоль луча.

15.5. ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ 
В ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКЕ

Рассмотренные в гл. 13 закономерности остаются с хорошим 
приближением справедливыми и в тех случаях, когда радиусы 
кривизны поверхности раздела и волновой поверхности падающей 
волны велики по сравнению с А, вследствие чего в каждой точке 
поверхность раздела можно рассматривать как плоскость, а па­
дающую волну — как однородную плоскую. Другими словами,
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эти закономерности оказываются применимыми и при падении 
локально плоской волны на локально плоскую поверхность раз­
дела.

Пусть в однородном диэлектрике имеется локально плоское 
тело, на которое падает локально плоская волна. Каждой локаль­
но плоской волне рассматриваемой задачи (падающей, отражен­
ной или преломленной) соответствуют свое семейство геометри­
ческих волновых поверхностей и ортогональное им семейство пря­
молинейных лучей. При этом законы отражения и преломления 
лучей совпадают с соответствующими законами для плоских волн 
и плоской поверхности раздела Это означает, что направление 
луча, отраженного или преломленного в некоторой точке криво­
линейной поверхности раздела, определяется известным нам зако­
ном отражения или преломления на плоскости, касательной к по­
верхности раздела в этой точке.

Построив семейство лучей, соответствующих отраженной или 
лреломленной волне, и определив на поверхности раздела для 
какого-либо луча главные радиусы кривизны волновой поверхно­
сти (что является чисто геометрической задачей) и комплексную

РИС. 15.5

амплитуду поля, легко найти затем с помощью формул вида
(15.25) поле в других точках вдоль луча.

В качестве примера на рис. 15.5 изображено падение в одно­
родном диэлектрике на идеально проводящее выпуклое тело соз­
данных антенной сферических волн с фазовым центром в точке О. 
В соответствии с законом отражения лучи, отраженные от выпук­
лой поверхности, образуют семейство расходящихся прямых ли­
ний. Ортогональные к расходящимся отраженным лучам геомет-

 ̂ Непосреаспвенный вывод законов отражения и преломления лучей из со­
отношений геометрической оптики см., наприме<р, в [3].
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рические волновые поверхности являются выпуклыми, причем фо­
кусы расположены не на самих отраженных лучах, а на их вооб­
ражаемых продолжениях внутри идеально проводящего тела. Это- 
означает, что в рассматриваемом случае семейство отраженных 
лучей имеет мнимые каустики и геометрическое отраженное поле 
нигде не обращается в бесконечность.

На рис. 15.5 падающие лучи О А и ОС  направлены по каса­
тельным к телу. Соответствующие им отраженные лучи АВ  и CD  
согласно закону отражения также направлены по касательным и 
являются границей области геометрической тени, в которой от­
сутствуют отраженные и падающие лучи. Поскольку обмена энер­
гией между лучевыми трубками нет, то на данной границе поле 
в приближении геометрической оптики изменяется скачком. Этот 
результат указывает на неприменимость приближения геометри­
ческой оптики вблизи границы области тени (так называемая 
область полутени), где поле претерпевает резкие изменения и не 
имеет характера локально плоской волны. Неприменим метод гео­
метрической оптики и в самой области тени, где он дает значения 
поля, равные нулю. В действительности благодаря волновой при­
роде поле проникает в область геометрической тени.

Формулы (10.26) — (10.29) определяют поле в некоторой точке 
произвольной области Vo, которая ограничена (изнутри или сна­
ружи) поверхностью S, заполнена однородным диэлектриком и 
не содержит сторонних источников. Если же в конечном объеме
V области Vo существуют сторонние токи 6СТ, бст.м, то, рассуж­
дая таким же образом, как при выводе (10.26) — (10.29), легко 
получить следующие соотношения:

Формулы (15.26), (15.27) позволяют найти поле в некоторой точ­
ке произвольной области V0i заполненной однородным диэлект­
риком, если известны сторонние токи в этой области и касатель-

15.6. МЕТОД ФИЗИЧЕСКОЙ ОПТИКИ 
(ПРИБЛИЖЕНИЕ ГЮЙГЕНСА — КИРХГОФА)

Ё =  — —  (grad div А +  k2 А )------- rot Ам,

Н =  —  rot А — —  (grad div Ам -f- k2 Ам), (15.26)
М а Р

где

V s

ные составляющие Ет и Нт на ее границе S, определяющие со- 
1ласно (10.26), (10.27) т|эк и г|0к.м. Поскольку, как уже отмеча-
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лось в § 10.5, точные значения Ёт и Нт обычно неизвестны, то 
метод физической оптики, основывающийся на ф-лах (15.26),
(15.27), требует применения приближенных способов определе­
ния Ёт и Нт , которые опираются на идеи Гюйгенса и Кирхгофа 
и пригодны в тех случаях, .когда характеризующие дифракцион­
ную задачу линейные размеры велики по сравнению с длиной 
волны а.

Пусть, например, в однородном безграничном диэлектрике 
находится идеально проводящее тело, на которое падает электро­
магнитная волна, создаваемая сторонними источниками. Требу­
ется определить результирующее поле в произвольной точке на­
блюдения. Для решения этой внешней задачи применяют ф-лы
(15.26), (15.27) к бесконечному объему Vo, ограниченному изнут­

ри поверхностью S, которая совпадает с поверхностью тела. При 
этом в выражениях Ё и Н слагаемые, содержащие объемные ин­
тегралы, определяют падающую волну, а слагаемые, содержащие 
поверхностные интегралы, определяют рассеянное телом поле.

Поскольку на поверхности S идеального проводника согласно 
(3.71) и (10.27) т]эк.м=0, то для применения ф-л (15.26), (15.27) 
остается задать на этой поверхности плотность поверхностного 
электрического тока г\1\  определяемую тангенциальной состав­
ляющей Нт*

При падении однородной плоской волны на идеально прово­
дящую плоскость тангенциальные составляющие векторов Н па­
дающей и отраженной волн одинаковы (см. § 13.6), вследствие 
чего тангенциальная составляющая результирующего поля Нт 
вдвое больше, чем у падающей волны (Нт = Н ПТ +  Нотрт =  2Нпт) . 
Определение Нт на поверхности идеально проводящего тела в 
приближении Гюйгенса—Кирхгофа производится при помощи 
соотношения Нт= 2 Н пт и пригодно только в случаях падения 
локально плоской волны на локально плоскую поверхность тела. 
При этом в каждой точке «освещенной» части тела плотность по­
верхностного электрического тока принимают такой же, как на 
бесконечной идеально проводящей плоскости, касательной к телу 
в данной точке: г \ =  [Нп°] =  [Нтп°] = 2 [ Н ПТ и0]. На неосвещен­
ной части тела приближенно принимают Нт = 0  и т] =  0. Строго 
говоря, значения г ] = [ Н х п0] на «неосвещенной» части тела от­
личны от нуля, так как сюда затекает поверхностный электриче­
ский ток. Однако при больших по сравнению с % размерах тела 
этот ток оказывается относительно мал и им пренебрегают. Та­
ким образом, для задания плотности поверхностного тока т] вна­
чале следует найти значения Нпт падающей волны на «освещен­
ной» части тела.

Если поверхность S совпадает с идеально проводящей поверхностью, то 
-распределенный на ней эквивалентный электрический ток является действитель­
но существующим поверхностным током (т1эк = т)).
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В отличие от метода геометрической оптики, метод физиче­
ской оптики учитывает волновую природу электромагнитного по­
ля и дает в области геометрической тени результат, отличный от 
нуля. Приближенность этого метода обусловлена вынужденным 
приближенным заданием тангенциальных составляющих полей на 
поверхности S.

Г л а в а  1 6

ОДНОРОДНЫЕ ПЛОСКИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ 
В БЕЗГРАНИЧНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ

+

16.1. СВОЙСТВА и  п ара м етры  
НАМАГНИЧЕННЫХ ФЕРРИТА И ПЛАЗМЫ 

ДЛЯ МОНОХРОМАТИЧЕСКИХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

Представляющими большой практический интерес анизотроп­
ными для электромагнитных волн средами являются намагничен­
ные постоянным полем феррит и плазма. Феррит получают спе­
канием окиси железа с окислами других металлов (например, 
магния, никеля, марганца). Намагниченный феррит является для 
распространяющихся в нем волн анизотропной в магнитном от­
ношении средой и используется в технике сверхвысоких частот 
(СВЧ)1) для создания устройств, не подчиняющихся теореме 
взаимности (см. гл. 25). Плазмой называют электрически нейт­
ральный газ, который частично или полностью ионизирован. На­
магниченная плазма является анизотропной в электрическом от­
ношении средой. Находящиеся в постоянном магнитном поле 
Земли верхние ионизированные слои земной атмосферы как раз 
представляют собой намагниченную плазму, которая влияет на 
распространение радиоволн.

Феррит

Феррит одновременно обладает магнитными свойствами фер­
ромагнетика и электрическими свойствами диэлектрика (на СВЧ 
он имеет а =  10-7—10-11 См/м, е = 5ч-20, tg 6 ^ 1 0 -4). Таким обра­
зом, феррит представляет собой ферромагнитную среду, в кото­
рой могут распространяться электромагнитные волны СВЧ. При 
этом в феррите обнаруживаются такие явления, которые в ферро­
магнитных металлах остаются скрытыми вследствие поверхност­
ного эффекта и больших тепловых потерь.

В инженерной практике оверхвысокими при.нято называть частоты в ин­
тервале 3-108—3-1012 Гц (100 МГц—3 ТГц), которым в вакууме соответствуют 
длины волн в интервале 10 дм — 0,1 мм.
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Строгая теория ферромагнетизма основывается на квантомеха­
нических представлениях. Однако качественное рассмотрение фи­
зических явлений в намагниченном феррите может быть сделано 
с помощью представлений классической физики.

Каждый электрон обладает спиновыми (внутренними) механи­
ческим моментом количества движения L и магнитным момен­
том т ,  которые упрощенно можно представить себе как следст­
вия вращения электрона вокруг собственной оси. Эти моменты 
направлены в противоположные стороны и связаны между собой 
соотношением

m =  — (I е jL)/m0, (16.1)
где е — заряд электрика ( е < 0 ) ; т 0 — его масса.

Феррит (ферромагнетик) отличается от парамагнетиков и 
диамагнетиков тем, что на одной из электронных оболочек его 
атомов имеются электроны с некомпенсированными спиновыми 
магнитными моментами. Существование у такого электрона одно­
временно магнитного и механического спиновых моментов приво­
дит к тому, что во внешнем постоянном магнитном поле Н, воз­
действующем на феррит, электрон ведет себя таким же образом, 
как обычный волчок (гироскоп) в поле силы тяжести. Если на 
волчок действует вращающий момент Т, который обусловлен си­
лой тяжести и стремится положить волчок, то на электрон дей­
ствует вращающий момент Т =  jlx0 [mН], который обусловлен 
внешним полем Н и стремится ориентировать момент m по Н. 
Поскольку и у волчка, и у электрона имеется механический мо­
мент L, то согласно законам механики вращающий момент Т вы­
зывает изменение механического момента L в соответствии с 
уравнением

Т =  d L/dt. (16.2)

Нетрудно показать, что если механический момент L электро­
на не параллелен постоянному магнитному полю Н, то из (16.2) 
следует прецессионное движение L и соответственно ш вокруг Н 
[точно так же из (16.2) следует прецессионное движение момен­
та L волчка вокруг вертикали]. Действительно, подставив, на­
пример, в (16.2) L из (16.1) и приведенное выше выражение для 
Т, имеем

dm/dt  =  у0 [Hm] (16.3)
или dm =  Yo[Hm]d/, где yo =  [xo\e\/mo =  2,21 • 105м/А-с. Поскольку 
dm в любой момент оказывается направлен перпендикулярно 
плоскости, в которой лежат Н и т, то магнитный момент ш по­
ворачивается вокруг Н, описывая своим концом окружность, при­
чем направление вращения m всегда образует с вектором Н пра­
вовинтовую систему (рис. 16.1). При этом вращении конец ш
движется с линейной скоростью v = \ \ = y o H m s i n Q t где 0 —at
угол между Н и ш .  Поскольку радиус окружности, описываемой
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РИ С . 16.1

концом ш, есть R =  m sin0, то угло­
вая частота соо свободной прецессии 
магнитного момента m вокруг Н 
равна coo =  v/R =  yoН. Частоту со0 
можно менять путем изменения ве­
личины внешнего намагничивающе­
го поля Н.

Все некомпенсированные спино­
вые магнитные моменты одинако­
вым образом прецессируют вокруг 
внешнего магнитного поля Н (орби­
тальные магнитные моменты элек­
тронов феррита в первом приближе­
нии можно не принимать во внима­
ние). Поэтому, умножив обе части
(16.3) на число электронов с неком­
пенсированными магнитными мо­
ментами, приходящееся в окрестно­
сти рассматриваемой точки феррита на единицу объема, получим 
уравнение движения намагниченности J феррита в магнитном 
поле Н

d  i / d t  =  Yo [HJj. (16.4)
Предположим, что феррит намагничен до насыщения, при ко­

тором магнитные моменты всех атомов ориентированы по направ­
лению приложенного постоянного магнитного поля, которое обо­
значим через Н0. Очевидно, что в этом случае и вектор намагни­
ченности J =  Jo направлен по полю Н0. Бели теперь воздейство­
вать на феррит слабым монохроматическим полем Н ^ ( | Н _ | <  
<С#о) частоты (о, то оно вызовет появление небольшой монохро­
матической составляющей намагниченности J_("| J_Jo). Под­
ставив в (16.4) значения Н =  Н0+Н _, J =  J0-+-J_ и учтя, что

= 0 ,  [HoJ0] = 0 ,  получим
d i j d t  =  Yo {[H_J0] +  [H0J J  +  [H_J_]}. (16.5)

Пренебрегая членом второго порядка малости [ Н_.J_J и переходя
к уравнению для комплексных амплитуд, имеем вместо (16.5)

ico J_  =  i0{[H^J0] +  [H0j J } .  (16.6)
Бели направить вдоль постоянного поля ось z ( H o = z ° H 0, J0=  

=  z°J0), принять во внимание, что = х ° Й х+ у ° Й у +  z°H2, и =  
=  x°/.x-hy0/y +  z°/z, и представить (16.6) в координатной форме, то 
получим:

i со Jх -f- Yo Н у  ~  i о Ну*

То Но^х “Ь i ®jy  — То^о^зс» (16 .7 )

i a) j z =  0.
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Решив систему (16.7) относительно /*, 1У и Л, находим:

4  =  — ^ ( ю 0//* +  1о>Я„),
(Oq — (О2

4  =  ^ - ( - 1 (ой 1 + 0 О 4
cog — со- 

^  =  0,

(16.8)

где ао=уоНо.
Комплексная амплитуда магнитной индукции монохроматиче­

ского поля в феррите определяется при учете (2.71) выражением 
В _ = ц 0(Н ̂ + J ^ ) .  Разложив это равенство по координатным 
осям и воспользовавшись (16.8), получим:

Вх =  (иНх i X Ну) > By =  (х0 ( \у^Нх -)- у , Н у \

Bz =  \i0im (16.9)

где введены обозначения

х =  1 +co0YoJ0/(o)2 — со2), % =  соу0J0/(C0q — со2) , |Х„ =  1. (16.10)

Из (16.8) и (16.9) следует, что свойства намагниченного по­
стоянным полем z°#о феррита оказываются разными для различ­
ных компонент высокочастотного магнитного поля (Нж, Yiv, Hz), 
т. е. такой феррит является анизотропным магнетиком для моно­
хроматического поля. В намагниченном до насыщения феррите 
сла'бое высокочастотное поле Н2, параллельное  постоянному век­
тору Н0, не оказывает влияния на ориентацию некомпенсирован­
ных спиновых магнитных моментов, направленных по Н0, вследст­
вие чего переменная составляющая намагниченности Jz= 0, и для 
этого поля феррит является изотропной линейной средой (Вг=  
=  |1оН’|| f i z, Вх= В у = 0). Если слабое поле Н _ имеет только ком­
поненту Нх, перпендикулярную вектору Н0, то оно вызывает от­
клонение спиновых магнитных моментов от направления Но, 
возникает переменная составляющая J _  и намагниченность J =
= Jo+ J _ совершает прецессию вокруг Н0, направление которой
образует с направлением Н0 правовинтовую систему. Благодаря 
этой прецессии вектор J_ , а следовательно, и магнитная индукция 
В _ не совпадают по направлению с вектором Нж и имеют состав­
ляющие как по оси х, так и по у. То же самое происходит, если 
Н_ =  Н2/. При одновременном существовании всех трех компо­
нент монохроматического поля ( Н _ =  Hx-f Ну+  Н2) имеют место 
выражения (16.8) и (16.9). Таким образом, анизотропия в намаг­
ниченном феррите обусловлена тем, что постоянное поле Н0 соз­
дает фиксированное направление, вокруг которого может происхо­
дить прецессия намагниченности J.
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Соотношения (16.9) удобно представить в матричной форме

Вх х i О Нх

By = р о — ix  « О Нд

А  А О О n J  \_нг_

(16.11)

•
и в векторной форме В =  ц0цН> где

(16.12)

есть тензор магнитной проницаемости феррита в случае Ho=z°#o- 
Аналогичным путем легко показать, что если постоянное поле 

направлено по оси у ( Н о = у° Н о ) , то тензор магнитной проницае­
мости феррита принимает вид

Компоненты (16.10) тензора магнитной проницаемости (16.12) 
или (16.13) были получены для идеализированного случая фер­
рита без потерь. При воздействии на реальный намагниченный 
феррит слабым монохроматическим полем существование пре­
цессии J сопровождается поглощением в феррите энергии моно­
хроматического поля. Это явление учитывают введением в ур-ние 
(16.4) так называемого диссипативного члена (см., например,
[26]). Компоненты тензора \х феррита с потерями оказываются 
комплексными величинами с отрицательными мнимыми частями:

Зависимости этих величин от значений Н 0 при постоянной частоте 
о  монохроматического поля показаны на рис. 16.2. Значению 
/ / 0= # р  =  о)Аусь при котором частота свободной прецессии со0 сов­
падает с со, соответствуют максимальные значения величин х"

По отношению к слабому монохроматическому полю феррит 
является линейной средой — его параметры не зависят от ампли­
туд этого поля. Все рассматриваемые ниже явления и невзаимные 
устройства (см. гл. 25) основываются именно на линейности вы­
сокочастотных свойств ферритовой среды.

Рассмотрим особо воздействие на намагниченный феррит мо­
нохроматических волн с круговой поляризацией вектора Н. По­
скольку направление оси прецессии намагниченности J феррита 
определяется направлением постоянного поля Н0, то и круговая

^  Г х 0 — i x '
| i =  0 Ни 0

Ь х  0 и

(16.13)

п =  к' — \%", % =  у/ — i у", (А н =  ц/ц — i ц,". (16.14)
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поляризация вектора Н монохроматических волн должна сущест­
вовать по отношению к направлению Н0 (а не по отношению к 
направлению распространения волны). Другими словами, поляри­
зованные по кругу векторы Н должны лежать в плоскостях, пер­
пендикулярных полю Н0. Если, например, поле намагничивания 
направлено по оси z(H 0= z ° / /0), то монохроматические волны име­
ют две отличные от нуля взаимно перпендикулярные составляю­
щие Нх и Ну, которые равны по амплитуде и сдвинуты по фазе 
друг относительно друга на я/2 (см. § 12.2):

Нх =  \ Н у или Ну =  — i Нх\ Нх =  — i Ну или Ну =  i Нх. (16.15)
Первая пара соотношений (16.15) соответствует значению <ру =  

=  Ф*—я/2 и вращению вектора Н волн в фиксированной точке

пространства с течением времени по часовой стрелке, если смот­
реть в направлении постоянного намагничивающего поля (z°). 
Такие волны условимся называть волнами с положительным на­
правлением вращения и снабжать характеризующие их парамет­
ры индексом « +  ». Вторая пара соотношений (16.15) соответст­
вует вращению вектора Н волн с течением времени против часо­
вой стрелки, если смотреть в направлении постоянного намагни­
чивающего поля (z°),— волны с отрицательным направлением 
вращения, параметры которых будем снабжать индексом «—». 
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Подставив первую или вторую пару соотношений (16.15) в 
(16.9), получим: Йж=цо|х±^ж, Ву=№\ь±Ну,  B z= 0, где

Ц+ =  * +  X =  Ц+ — i И+. (*_ =  * — X =  (С — ‘ 1*1-
=  к' ± x '-K j.  =  *"±Х "- (16.16)

Таким образом, для волн с круговой поляризацией Н связь меж­
ду векторами В и Н определяется скалярным множителем 
|Ио|и±: В =  (яо1ы±Н и, следовательно, для этих волн намагниченный 
феррит представляет собой изотропную линейную среду, характе­
ризуемую магнитной проницаемостью (волны с положитель­
ным направлением вращения) или ц- (волны с отрицательным 
направлением вращения). В случае наличия у магнитной прони­
цаемости мнимой части (|ы=ц/—iji") намагниченный феррит яв­
ляется для соответствующей волны средой, обладающей магнит­
ными потерями (ср. среду с электрическими потерями, которую в 
методе комплексных амплитуд характеризует диэлектрическая 
проницаемость е = 8 '—ie", имеющая мнимую часть).

На рис. 16.3 приведены зависимости и \х"± от значений Я 0 
при постоянной частоте со монохроматических волн, найденные с 
помощью рис. 16.2. Из рис. 16.3 видно, что для волн с положи­
тельным направлением вращения в окрестности Я0= Я Р=со/уо 
резко возрастают значения мнимой части \х"+ магнитной прони­
цаемости, что указывает на существенное увеличение потерь 
энергии этих волн в феррите (см., например, § 16.3). Вектор Н 
рассматриваемых волн лежит в плоскостях, перпендикулярных 
напряженности Но, и направление его вращения совпадает с на­
правлением прецессии вектора J в феррите. При значении Я0=  
=  Я Р угловая частота прецессии <о0 совпадает с угловой частотой 
со вращения Н и поле Н непрерывно стремится увеличить откло­
нение прецессирующего вектора J от направления Н0. С другой 
стороны, увеличение этого отклонения сопровождается возраста­
нием тепловых потерь в феррите. В результате отклонение J 
устанавливается такой величины, при которой существует равен­
ство между энергией, рассеиваемой в феррите, и энергией, отда­
ваемой волной. Возникающее при со=со0 явление наиболее эф­
фективного взаимодействия положительно поляризованных волн 
с намагниченным ферритом, сопровождаемое интенсивным погло­
щением ферритом энергии этих волн, называют ферромагнитным 
резонансом.  Если Я0¥=ЯР (частоты со и соо не совпадают), то по­
глощение энергии волн уменьшается. Параметры \i'+ и \i"+ суще­
ственно зависят от значений Я 0 (см. рис. 16.3).

Направление вращения вектора Н отрицательно поляризован­
ных по кругу волн и направление прецессии J противоположны. 
При этом вектор Н в среднем за период почти не оказывает воз­
действия на намагниченность J. Поэтому для волн с отрицатель­
ным направлением вращения намагниченный феррит практиче­
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ски представляет собой среду с очень малыми потерями (jbt,x—~0,
и слабой зависимостью магнитной проницаемости от 

значений Я 0.
Различные значения магнитной проницаемости для волн с по­

ложительным и отрицательным направлениями вращения позво­
ляют создавать разнообразные невзаимные устройства СВЧ, об­
ладающие весьма ценными свойствами (см. гл. 25). На рис. 16.3 
штриховыми линиями выделены три характерные области, наи­
более часто используемые в невзаимных устройствах СВЧ. Обла­
сти А соответствуют значения Я 0< Я Р, ja±=h'±» 
при которых волны с противоположными направлениями враще­
ния Н распространяются практически без потерь, но с различны­
ми коэффициентами фазы (различие параметров \л'+ и \ х при­
водит к соотношению р+<р_) — см., например, § 16.3.

Области В соответствуют значения Я 0< Я Р, jli'+CO и близкие 
•к нулю |л"+. Отрицательная проницаемость \i'+ (при (оЛ+^О) при­
водит к вещественному значению коэффициента распространения 
положительно поляризованных волн в феррите (у2+ ~ —со2ва[ХоМ'/+— 
=  а2+). Экспоненциальное затухание этих волн не связано с по­
терями электромагнитной энергии в феррите (ц"+» 0 ) ,  а отра­
жает тот факт, что положительно поляризованные волны в рас­
сматриваемом случае не могут распространяться в феррите. Если 
значение Я 0 лежит в области В, то происходит явление вытесне­
ния из ферритового тела волн с положительным направлением 
вращения, которое называют эффектом смещения поля.

Области С(Я0~ Я Р) соответствует ферромагнитный резонанс.

Плазма
Плазма представляет собой систему заряженных частиц — 

свободных электронов и ионов, а также нейтральных молекул. 
Пусть плазма находится в постоянном магнитном поле Ни —z°Яи 
и в ней распространяется монохроматическая плоская волна ча­
стоты со, имеющая комплексную амплитуду Е =  х°Ёх +  у°ЁУ +  
+  z°Ez. Приняв во внимание малую подвижность ионов по срав­
нению со свободными электронами и воспользовавшись уравне­
нием движения этих электронов, нетрудно получить следующие 
соотношения для компонент комплексной амплитуды поляризо- 
ванности Р (см., например [32]):

Р~ =

Рг =

со [о >0 — (со— i v)2 ] 

SpPp
со [ C0q — (ш —■ i v )2]

---- 5 ^ ------Ёг
со (со — i v)

[(со — i v) Ёх +  i co0 Ey ],

[— io)0£ x +  (© — i v )£ y ], (16.17)
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Здесь v — среднее число соударений в единицу времени электро­
на с ионами и молекулами (соударения приводят к поглощению 
волны в плазме);

IV0)Л я 0; о?/#ьв е0 т0

N  — концентрация электронов.
Разложив комплексную амплитуду D  =  eoE +  P  монохромати­

ческого поля в плазме по координатным осям и воспользовавшись 
(16.17), находим:

Dx =  e0{pEx +  \qEy), Dy =  e0( — iqEx +  pEy), D z =  e0s^Ez, (16.18)

где введены обозначения:
р  =  1 +  й)2 (со — i v)/co [oj2 — (со — i v)2],

q =  ©2 co0/co[ cog — (со — i v)2], 8 и =  1 — ©2 /со (со — i v). (16.19)

Соотношения (16.18) удобно записать в матричной форме 

А* ~1 р i q

D u Р

О

О,

О (16.20)

и в векторной форме D=eoeE, где
Р

е =  I — iq
О

Г р iq  0 1 
— i q  р О

L 0 0 e ,iJ
есть тензор диэлектрическои проницаемости 
Но=г°Яо.

Нетрудно по(казать, что в случае Н0= у ° Я о

(16.21)

плазмы в случае

е =
Г р  о - U 1  

0 е ,1 0 
Li<7 О Р J

(16.22)

Согласно (16.19) компоненты тензора е оказываются комплек­
сными величинами с отрицательными мнимыми частями:

р =  р' — i р", q =  (f — \ q", е , =  e'„ — i в' . (16.23)

Явные выражения для вещественных и мнимых частей р, q и eg 
легко получить из (16.19), и здесь они не приводятся.

Соотношения (16.18), (16.20) — (16.23) по своей структуре 
таковы же, что и соответственно (16.9), (16.11) — (16.14), — на­
магниченная постоянным полем плазма является для монохро- 
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матического поля анизотропной в электрическом отношении сре­
дой. Анизотропия здесь обусловлена тем, что на упорядоченно 
движущиеся под влиянием монохроматической силы Ғэ= е Е  элек­
троны, которые имеют составляющую скорости v, перпендикуляр­
ную постоянному магнитному полю Н0, воздействует также сила 
F M= |io e [ v H o ]  со стороны поля Н0. Действие одновременно двух 
сил Ғэ и Ғм приводит к тому, что наряду со смещением электро­
нов параллельно монохроматическому вектору Е существует так­
же другое смещение в плоскости, перпендикулярной Н0, которое 
обусловливает компоненты Р и D, не совпадающие по направле­
нию с Е. Пусть, например, Е=х°£х и, следовательно, существу­
ют упорядоченное смещение электронов вдоль оси х (которое обу­
словливает компоненты Р х и D x) и составляющая скорости vx\ при 
этом в случае Нo= z otf 0 сила Ғм вызовет смещение электронов 
вдоль оси у , которое обусловливает компоненты Р у и D v 
[ср. ( 1 6 . 1 7 )  и ( 1 6 . 1 8 ) ] .  Если же монохроматический вектор Е =  
=  z°£z параллелен постоянному магнитному полю Н0, то отсутст­
вует упорядоченная составляющая скорости, перпендикулярная 
Hn, Ғм=0. электроны совершают прямолинейное колебательное 
движение вместе с силой Ғэ= е Е  и для рассматриваемого поля 
намагниченная плазма является изотропной линейной средой, 
электрические параметры которой не зависят от постоянного по­
ля Но (i)z =  808 jj Ez, Dx =  Dy =  0).

Представим себе, что в постоянном магнитном поле Н0 
движутся (без соударения с ионами и молекулами) элек­
троны со скоростью V ,, перпендикулярной направлению Н0. На та­
кой электрон действует сила FM=jn0e[v ± Н0] . Поскольку е < 0 ,  то 
Н0, v_i_ и Ғм образуют правую ортогональную тройку векторов, 
причем величина силы Ғм =  |io | е \ v L Н0. Эта сила не совершает ра­
боты при движении электрона (так как FM_Lv±) и может изменять 
только направление скорости, не изменяя ее величины. Поэтому 
траекториями электронов будут окружности, плоскости которых 
перпендикулярны Н0, причем направление вращения электронов 
при движении по этим окружностям образует с направлением 
Н0 правовинтовую систему. Радиус окружностей г можно найти, 
приравняв центробежную силу т 0и2± 1г силе Ғм: r = r n 0v ±Д1о |е |# 0. 
Период вращения электронов по окружности Г0 определяется из 
равенства v ±To =2nr,  а угловая частота вращения электронов —

2л v± \е\
соотношением соо= =  —  =  ц0~  Hq. Таким образом, введенныйУ 0 ' '“О
выше параметр ©0 представляет собой угловую частоту вращения 
электронов в постоянном магнитном поле, называемую гироско­
пической частотой электронов.

При одновременном существовании монохроматического поля 
Е и постоянного поля Н0 траектория электронов имеет сложную 
форму, но сохраняет элементы вращательного движения вокруг 
фиксированного направления Но, если существует составляющая 
скорости v x. Это обстоятельство и обусловливает анизотропные 
электрические свойства намагниченной плазмы.
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16.2. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 
ДЛЯ НАМАГНИЧЕННЫХ ФЕРРИТА И ПЛАЗМЫ

Рассмотрим далее наиболее простые для анализа идеализиро­
ванные случаи распространения однородных плоских волн в без­
граничных намагниченных однородных феррите и плазме. Ком­
плексные амплитуды векторов Е и Н этих волн удовлетворяют 
однородным (без сторонних источников) уравнениям Максвелла, 
которые для намагниченного феррита вследствие материальных
уравнений D =  eaE и В =  ц 0ц Н  принимают вид:

rot Н =  i £08- Ё,
а  ч ~ * .  ( 1 6 . 2 4 )

rot Е =  — i юц0 ц Н,
а для намагниченной плазмы вследствие уравнений D =  eoeE и 
В =  цаН — вид:

rot Н =  i (ое^е^Ё, (1б 25)
rot Ё =  — i CD[Aa Н.

Если направление намагничивающего поля в обеих средах од-
но и то же (например, H0 =  z°#0), то тензоры чя феррита и е плаз­
мы одинаковы по структуре и перестановка

Ё-*Н, Н->— Ё,
ч - >  « - - *  (16.26а)

еа ® М'О И*
преобразует систему (16.24) в систему (16.25) и наоборот. Отсю­
да следует, что из известного решения системы (16.24) для рас­
пространяющейся в некотором направлении волны ь феррите с 
помощью перестановки (16.26а) легко получить решение системы 
(16.25) для распространяющейся в том же направлении волны в 
плазме (или наоборот). В этом проявляется принцип перестано­
вочной двойственности для анизотропных сред (ср. § 10.2). Рас­
пространение двух соответствующих друг другу волн в намагни­
ченных феррите и плазме характеризуется сходными явлениями, 
причем в силу замен (16.26а) свойства магнитного (электриче­
ского) поля в феррите оказываются аналогичными свойствам элек­
трического (магнитного) поля в плазме.

Сопоставление (16.12) с (16.21) показывает, что замены в
(16.26а) 8оe ^ j i o ц раскрываются следующим образом:

ЧР  ^  Ш>Х. е0б п „. (16.266)

16.3. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ ПЛОСКИХ ВОЛН 
В ПРОДОЛЬНО НАМАГНИЧЕННЫХ ФЕРРИТЕ И ПЛАЗМЕ

Если волна распространяется вдоль направления постоянного 
намагничивающего поля Н0, то этот случай называют распро-
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странением в продольно намагниченных анизотропных средах. 
Пусть, например, H0= z ° # 0, и, следовательно, однородная пло­
ская волна распространяется вдоль оси г:

=YzЕ =  Е0е" Н =  Н0 eTVz,
_аЁ =  _аЁ __ д н _ д н _ п
дх ду U’ дх ~  ду ~  U’

(16.27)

где v =  a +  ip — коэффициент распространения. Зависимости e-?z 
и e+YZ описывают две волны, распространяющиеся в противопо­
ложных направлениях (соответственно +z° и —z°).

Рассмотрим особенности распространения волн (16.27) в про­
дольно намагниченных феррите и плазме.

1. Ф е р р и т .  Представив ур-ния (16.24) в декартовой систе­
ме координат и учтя (16.12), получим:

дНг дНу . ьдНг дНу
ду дг

ь н х дН2
дг дх

дНу дНх
дх ду

dEz дЁу
ду дг

д Ёх дЁ2
дг дх

дЁу дЁх
дх ду

=  i (оеа Ёг,

= — ico(i0 ( n H x +  i % H g ) 9
(16.28)

Подставив (16.27) в (16.28) и сократив левые и правые части на 
е ^ 2, найдем:

-Oz»
i  Y Ноу — * ^ еа О̂эс»
z p y H 0x =  i m a E 0y,  О

± у Е оу =  —  i со[л0 (кНох +  i X Ноу) 

z f y E ox =  — i c o j i 0 ( — i  % H 0X +  и  H oy) ,  0  =  Н(01'

(16.29)

Из полученных значений Ez= H z= 0  следует, что однородная 
плоская волна в продольно намагниченном феррите относится к 
классу Т (подобно однородной волне в изотропной среде). 

Исключив из (16.29) Eqx и £оу, получим:

(?2 ~Ь ^ 2еа^о^) Ноу — i ©2еа[Х0 X Н0Х, 

(т2 ~Ь ^ 2еа^о^) Нох =  i со2еа[х0 Н оу.
(16.30)

Перемножив левые и правые части этих соотношений, приходим 
к уравнению (v2 +  со2еа|яох)2 =  со4е2а|я2ох2 или У2 =  —со2еа^о(х Н- %)•
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Таким образом, для коэффициента распространения у получи­
лось два решения:

y+ =  i ( * V  еац0(>« +  Х). Y_ =  icoK ea[i0(x — х). (16.31)

Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  в  п р о д о л ь н о  н а м а г н и ч е н н о м  ф е р р и т е  д л я  к а ж ­
д о г о  н а п р а в л е н и я  р а с п р о с т р а н е н и я  ( = f c z ° )  м о г у т  с у щ е с т в о в а т ь  

д в е  р а з н о в и д н о с т и  о д н о р о д н ы х  п л о с к и х  в о л н ,  и м е ю щ и е  р а з л и ч ­

н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  р а с п р о с т р а н е н и я .
П о д с т а в и в  з н а ч е н и я  у  и з  ( 1 6 . 3 1 )  в  ( 1 6 . 3 0 ) ,  п о л у ч и м :

Но у =  — i Но» и Й0х =  i Ноу при у + ; Н0у =  i Нох и

Н»х — * Ноу при у_. (16.32)

С о о т н о ш е н и я  ( 1 6 . 3 2 )  а н а л о г и ч н ы  ( 1 6 . 1 5 ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в  п р о ­
д о л ь н о  н а м а г н и ч е н н о м  ф е р р и т е  л ю б а я  о д н о р о д н а я  п л о с к а я  в о л ­
н а  ( р а с п р о с т р а н я ю щ а я с я  в  н а п р а в л е н и и  +  z °  и л и  — z °  и  о т н о с я щ а ­

я с я  к  к л а с с у  Т )  р а с п а д а е т с я  н а  д в е  п о л я р и з о в а н н ы е  п о  к р у г у  

в о л н ы ,  о д н а  и з  к о т о р ы х  и м е е т  п о л о ж и т е л ь н о е  н а п р а в л е н и е  в р а ­
щ е н и я  ( с м .  §  1 6 . 1 )  и  к о э ф ф и ц и е н т  р а с п р о с т р а н е н и я  у + ,  д р у г а я —  

о т р и ц а т е л ь н о е  н а п р а в л е н и е  в р а щ е н и я  и  у- . И з  р е з у л ь т а т о в  §  1 6 . 1  

[ а  т а к ж е  и з  с о п о с т а в л е н и я  с о о т н о ш е н и й  ( 1 6 . 3 1 )  с  к о э ф ф и ц и е н ­
т о м  р а с п р о с т р а н е н и я  ( 1 1 . 1 3 )  в  с р е д е  с  э л е к т р и ч е с к и м и  п о т е р я ­
м и ]  с л е д у е т ,  ч т о  п о  о т н о ш е н и ю  к  э т и м  в о л н а м  ф е р р и т  я в л я е т с я  
и з о т р о п н о й  л и н е й н о й  с р е д о й  с  м а г н и т н ы м и  п о т е р я м и ,  х а р а к т е р и ­
з у е м о й  с о о т в е т с т в е н н о  к о м п л е к с н ы м и  м а г н и т н ы м и  п р о н и ц а е м о с ­

т я м и  и  | д _  —  с м .  ф - л ы  ( 1 6 . 1 6 )  и  р и с .  1 6 . 3 .
П р е д с т а в и в  к о э ф ф и ц и е н т ы  р а с п р о с т р а н е н и я  ( 1 6 . 3 1 )  в  в и д е

у± =  i со у еац0 ( — i ц'±) =  а± +  i Р± (16.33)

и  п р о д е л а в  т а к и е  ж е  д е й с т в и я ,  к а к  п р и  в ы в о д е  с о о т н о ш е н и й  
( 1 1 . 1 9 ) ,  п о л у ч и м  с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я  д л я  к о э ф ф и ц и е н т о в  з а ­

т у х а н и я  а±  и  ф а з ы  р ± :

а± =  со У г-Щ± [ ] /" ( ^ ) 2 + ( 4 ) 2 - 1 4 ] ,

P± =  ® / £f L[lA (f i±)2 +  ( 4 ) 2 + ^ 4 ] -  (16-34)

Поскольку п р и  в с е х  з н а ч е н и я х  Н0 ili/ _ > 0  и  jj / ' _ « 0 ,  т о  с о г л а с ­

н о  (16.34) и м е е м  а - « 0  и  р - ^ о о ’К в а ^ о м ' - ,  т .  е .  д л я  о т р и ц а т е л ь н о  

п о л я р и з о в а н н ы х  в о л н  п р о д о л ь н о  н а м а г н и ч е н н ы й  ф е р р и т  п р е д ­
с т а в л я е т  с о б о й  с р е д у ,  р а с п р о с т р а н е н и е  в  к о т о р о й  п р о и с х о д и т  
п р а к т и ч е с к и  б е з  з а т у х а н и я  ( с р .  §  1 6 . 1 ) .

Е с л и  з н а ч е н и е  Н 0 с о о т в е т с т в у е т  о б л а с т и  А ( с м .  р и с .  1 6 . 3 ) ,  т о  
O C j Z + C j b i ' - ,  0  и  с о г л а с н о  ( 1 6 . 3 4 )  п о л у ч а е м  а + « 0  и  р + <
< р _ .  Т а к и м  о б р а з о м ,  в  о б л а с т и  А р а с п р о с т р а н е н и е  в о л н  о б о и х
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направлений вращения не сопровождается заметным затуханием 
и коэффициент фазы положительно поляризованных волн мень­
ше, чем отрицательно поляризованных.

В области В, как было показано в § 16.1, существует эффект 
смещения поля.

В области С (при # 0~ # р  =  со/уо, т. е. при соо^со) имеем 
|г"+»1, вследствие чего а+ принимает большие значения. Возни­
кающее в продольно намагниченном феррите при соо=со интен­
сивное затухание поляризованных по кругу в положительном на­
правлении однородных плоских волн называют продольным фер­
ромагнитным резонансом (ср. § 16.1).

Распространение однородной плоской волны с линейно поля­
ризованным полем в продольно намагниченном феррите при зна­
чении Н0, соответствующем области А, сопровождается поворо­
том плоскости поляризации этого поля, который не подчиняется 
теореме взаимности. Это явление называют эффектом Фарадея .

Распространяющуюся без поглощения r  феррите плоскую 
волну с линейно поляризованным вектором напряженности маг­
нитного поля можно представить суммой двух поляризованных 
по кругу волн, которые имеют противоположные направления 
вращения и одинаковые величины векторов Н, равные половине 
амплитуды исходной волны (см. § 12.2). Пусть, например, исход­
ная волна распространяется в направлении намагничивающего 
поля Ho=z°tfo и в некоторый момент времени t x в точке z x име­
ет вектор Н(^) ,  ориентированный вертикально и равный ампли­
туде Нт [т. е. векторы H+(/i) и H_(/i) поляризованных по кругу 
волн направлены в точке Zi вверх], — см. рис. 16.4. В этот же мо­
мент времени t { в точке Zi +  / вектор Н+ окажется повернут отно­
сительно вертикали против часовой стрелки на угол 0+ =  р+/ (ср. 
рис. 12.26), а вектор Н_ — по часовой стрелке на угол 0_ =  fkJ 
(ср. рис. 12.36). Поскольку р _ > р +, то и суммарный век­
тор Н в момент t ! в точке Z i+/ будет повернут относительно вер­
тикали по часовой стрелке на угол (см. рис. 16.4)

А I Q а д  д а
0 =  0_ _  =  L (16<35>

Суммарное магнитное поле в точке г {+ 1  также линейно поляри­
зовано и имеет амплитуду Нт — оно является результатом супер­
позиции двух поляризованных по кругу волн, которые имеют 
противоположные направления вращения и одинаковые величи­
ны векторов Н, равные Я т /2.

Рассуждая точно таким же образом при распространении 
исходной волны в направлении, противоположном направлению 
намагничивающего поля H =  z0/ /0, легко прийти к выводу, что и 
в этом случае поворот линейно поляризованного вектора Н, а 
следовательно, и плоскости поляризации происходит также по



часовой стрелке, если смотреть в направлении вектора Н0, при­
чем величина этого поворота вновь определяется ф-лой (16.35).
Таким образом, если плоская волна 
полю Н0 и имеет линейно поляризо­
ванный вектор Н, который в точке 
Zi +  l образует с вертикалью угол 0 
(рис. 16.4), то в точке Zi вектор Н 
этой волны уже не возвращается к 
вертикальному положению (как на 
рис. 16.4), а за счет поворота по ча­
совой стрелке на угол 0 образует с 
вертикалью угол 20. Это и означает, 
что поворот плоскости поляризации 
в продольно намагниченном ферри­
те не подчиняется теореме взаим­
ности.

2. П л а з м а .  С помощью пере­
становки (16.26) получаем из
(16.31), (16.32), (16.16), (16.33) и
(16.34) соответственно следующие 
соотношения, описывающие распро­
странение однородных плоских волн 
в продольно намагниченной плазме:

распространяется навстречу

РИС. 16.4

V+ =  i ® V  ИЛ (Р +  Я). V- =  i ш У  М-аео (Р — Ф> (16.36)

Ёох =  i Ё0у ПРИ V+> Ёох =  — i Ёоь при у_; (16.37)

~ +  =  P +  q =  8V ~  ie+* ~ _  =  Р — ? =  81  — * О  (16.38)

У± =  i © Y  Р*е° ( 8± — * 8±) =  °±  +  1Р±: (16.39)

/ * ? [ ] / W + K J - ' i ]  • 

h = »  У*& [V (°'±У + ( ei ) “ + • ; ] ■  <l6 -40>

где согласно (16.23) E/± = p /± q \  &"± =p"± q".
В продольно намагниченной плазме, как и в феррите, любая 

однородная плоская волна относится к классу Т (EZ= H Z= 0) и 
распадается на две волны, которые поляризованы по кругу в 
противоположных направлениях и имеют различные коэффициен­
ты затухания и фазы (16.40), т. е. различные поглощение и фазо­
вую скорость. По отношению к этим волнам плазма представляет 
собой изотропную линейную среду, обладающую электрическими 
потерями и характеризуемую комплексными диэлектрическими 
проницаемостями (16.38).
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Если фигурирующие в ф-лах (16.38) слагаемые заменить их 
явными выражениями, которые легко найти из (16.19), то полу­
чим:

е ' =  1 — а>2 (со — со0)/со [(со — со0)2 +  v2], e'l =  a? v/co [(со — со0)2 +  v2];
(16.41)

е’_  =  1 — а 2 (со +  со0)/со [(со +  со0)2 +  v2], г"_ =  со£ v/co [(и +  со0)2 +  v2].
(16.42)

Tv I 2Из (16.41) следует, что для обеих (е ^  ) поляризованных по 
кругу волн с положительным направлением вращения (по часо­
вой стрелке, если смотреть в направлении Н0) при совпадении»

I е I ис гироскопическои частотой электронов соо=|-toJ— Но параметр
т0

е"+ принимает максимальное значение, которому согласно
(16.40) соответствует повышенное значение коэффициента зату­
хания а+. Вектор Е этих волн лежит в плоскости, перпендикуляр­
ной Но, и направление его вращения совпадает с направлением 
вращения электронов в магнитном поле Н0. Если при этом часто­
та со вращения Е совпадает с частотой соо вращения электронов, 
то наступает продольный гиромагнитный резонанс, который ха­
рактеризуется эффективным взаимодействием положительно по­
ляризованных по кругу волн с намагниченной плазмой, сопровож­
даемым повышенным поглощением плазмой энергии этих волн.

Распространение поляризованных по кругу волн с отрицатель­
ным направлением вращения характеризуется меньшим поглоще­
нием (е//- < е //+) и отсутствием резонанса.

Если в намагниченной плазме поглощение мало и им допусти­
мо пренебречь, то согласно (16.40) — (16.42) при v ~ 0  получаем
е/- > е /+, e"-f^ г ' - ~  0, а ± ^ 0 ,  [j±=cd V  lioeoe^b р _ > р +. В этом 
приближении в продольно намагниченной плазме имеет место 
эффект Фарадея— распространение плоской однородной волны с 
линейно поляризованным вектором Е сопровождается невзаим­
ным поворотом плоскости поляризации, который всегда происхо­
дит по часовой стрелке, если смотреть в направлении намагничи­
вающею поля Но. Величина поворота вновь определяется ф-лой
(16.35).

16.4. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ ПЛОСКИХ ВОЛН 
В ПОПЕРЕЧНО НАМАГНИЧЕННЫХ ФЕРРИТЕ И ПЛАЗМЕ

Если волна распространяется перпендикулярно направлению 
постоянного намагничивающего поля Н0, то этот случай называ­
ют распространением в поперечно намагниченных анизотропных 
средах. Пусть, например, Н0= у °Я 0, а однородная плоская волна 
распространяется вдоль оси г.

1. Ф е р р и т .  Представив ур-ния (16.24) в декартовых коор­
динатах и учтя (16.13), получим:
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дНт дН{
ду

У- =  i (08а Ех,
дг

дх

дЁх
дг

дЁу
дх

и ОП г • п
- ------- 3-Г- =  1 “ еа

дНх
дг

дЁ2

дНг
ду

дЁу
ду

дЁ;

ду дг

-- i (08g Ну ,

=  — icofi0( x H x — \%Hz ) ,

дх

дЁх
ду

=  — шпон,. Ну,

=  — i соцо (i X Нх +  х Йг ).
(16.43)

Подставив (16.27) в (16.43) и сократив левые и правые части на
е ^ 2, находим:

У ̂ 0У =   ̂ -̂ Ох» ■+■ Y Hqx =  i ^ еа ^Qyi 0 ôz»

Y ^oy ~  1 (и Hox i % &oz)» -Ь Y ^ox =  i II (16.44)

0 =  — \Щ о( \% Нох +  к f l 0z).
Уравнения (16.44) распадаются на две независимые системы: 

Y ^oy =   ̂ ^ оху Ч1 уЕох =  i М̂'оМ' и ^oy» ^oz =  (16.45)
-F У Нох ~  i ^ 8а ЁоуУ i  у Ёоу =  i С0|1 0 (х Нox i X Ноz)»

x H 0z =  - i % H 0x. (16.46)
Исключив из системы (16.45) Eqx и Ноу, получим у =  

=  i© Vr£a^oM'и. Система (16.45) определяет две распространяю­
щиеся в противоположных направлениях волны с комплексными

амплитудами Е = x 0Eoxe+yz и Н = ± у ° —  £ол*е^2, где Z,
Каждая из этих волн имеет такой же вид, как обычная однород­
ная Т волна в изотропной среде (см. § 11.2, 11.3), и называется 
обыкновенной. Поскольку вектор Н обыкновенной волны паралле­
лен постоянному полю Н0, то для нее намагниченный до насыще­
ния феррит является изотропной средой с магнитной проницае­
мостью j.i у (ср. § 16.1).

Из системы (16.46) находим коэффициент распространения

У  =  у± =  i о ] /"еац0 цх . =  (х2 — Х2)/и. (16.47)

Система (16.46) определяет две волны с комплексными амплиту-
Ёоудами E =  y°£oiye * У± 2 , Н =  -+-(х° — z° —

к
где Zc± =

-Cjl

/ JLl0
—— .Вектор Н каждой из этих волн имеет поперечную Н х

и продольную H z составляющие, лежит в плоскости, перпендику­
лярной постоянному полю Н0, и описывает своим концом эллипс;
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вектор Е направлен вдоль Н0. Для такой волны феррит ведет се­
бя как изотропная среда, характеризуемая магнитной проницае­
мостью —i\х"± . Рассматриваемую однородную плоскую 
волну называют необыкновенной.

На рис. 16.5 приведены зависимости jj/± и \i"± от значений 
Ио при постоянной частоте со необыкновенной волны. Зная jn  ̂ и 
\i±t по формулам вида (16.34) можно определить у ± = а ± +  

Ход кривых на рис. 16,5 напоминает зависимости ц'+ и
от Н 0 на рис. 16.3. Соответственно этому свойства однород­

ной плоской необыкновенной волны близки свойствам волны с по­
ложительным направлением вращения. Явление интенсивного по­
глощения энергии необыкновенной волны (распространяющейся в 
направлении + z°  или —z°) в поперечно намагниченном феррите 
называют поперечным ферромагнитным резонансом. Этот резо­
нанс возникает при значении Н 0= Н ± , которое, как показывает 
детальный анализ, меньше значения Я 0= Я Р, являющегося усло­
вием продольного резонанса. В области \х'± < 0  существует эф­
фект смещения поля необыкновенной волны.

На рис. 16.6 изображено падение однородной плоской произ­
вольно поляризованной волны на границу раздела с поперечно 
намагниченной ферритовой средой. При этом направление посто­
янного магнитного поля Н0 перпендикулярно плоскости падения.

Падающую волну (луч /) целесообразно представить в виде су­
перпозиции двух волн, одна из которых поляризована нормально, 
другая — параллельно (см. § 13.2), и исследовать отражение и 
преломление каждой из них в отдельности. В рассматриваемом 
случае одна из преломленных волн является обыкновенной, а 
другая — необыкновенной. Поскольку магнитные проницаемости 
феррита для этих волн и |tij_ различны (потерями пренебре­
гаем), то согласно (13.14) различны и направления их распрост­
ранения (лучи 2 и 3). Явление раздвоения преломленных волн в 
намагниченном феррите называют двойным лучепреломлением.  
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2. П л а з м а .  Распространение волн в поперечно намагничен­
ных феррите и плазме характеризуется сходными явлениями. В 
частности, и в плазме могут существовать обыкновенная и нео­
быкновенная однородные плоские волны, наблюдается двойное 
лучепреломление, необыкновенная волна испытывает большее по­
глощение, чем обыкновенная.

Из соотношений для обыкновенной волны в феррите с помо­
щью (16.26) получаем соответствующие формулы для обыкновен­
ной волны в плазме: Н =  х0Я0а:е ^ г, Е =  =Fy°Zc//0xeTVZ, где у  = 
=  i(o V^aeoe у и Zc =  У  jia/еовц. Поскольку вектор Ё обыкновен­
ной волны параллелен Н0, то для нее намагниченная плазма яв­
ляется изотропной линейной средой с диэлектрической проницае­
мостью I и , которая не зависит от Я 0 (см. § 16.1).

Аналогичным путем для необыкновенной волны в плазме по- 
лучаем: H = y ° # 0l/e*Vj- *, Ё = ±  (х°—z0̂  ZoX Йоуе * У± \  где у х =

=  io) }/"|Хаеоех ( е± =  -— —, ZCL — л Ғ  На__ д ля 3XOg волны
Р у  е© 8ĵ

плазма ведет себя как изотропная среда, характеризуемая диэлек­
трической проницаемостью е ±=  г'±—ie^ .



Ч а с т ь  I V

Э л е к т р о м а г н и т н ы е  в о л н ы ,  

н а п р а в л я е м ы е  

р е г у л я р н ы м и  л и н и я м и  п е р е д а ч и

Г л а в а  1 7

ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ВОЛН, НАПРАВЛЯЕМЫХ 
РЕГУЛЯРНЫМИ ЛИНИЯМИ ПЕРЕДАЧИ 

+

17.1. ЛИНИИ ПЕРЕДАЧИ И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ

Устройство, ограничивающее область, в которой распространя­
ются электромагнитные волны, и направляющее поток электро­
магнитной энергии в заданном направлении (например, от гене­
ратора к антенне), называют линией передачи. Линия передачи 
имеет границы раздела, вдоль которых и происходит распростране­
ние направляемых ею электромагнитных волн (ср. § 13.5— 13.6). 
Часть IV посвящена теории регулярных линий передачи, у кото­
рых в продольном направлении неизменны поперечное сечение и 
электромагнитные свойства заполняющих линию сред.

Основные типы регулярных линий передачи (рис. 17.1) можно 
разделить на две группы — открытые линии и волноводы.  Попе­
речное сечение открытой линии не имеет замкнутого проводящего 
(металлического) контура, охватывающего снаружи область рас­
пространения электромагнитной энергии. Поэтому в открытых ли­
ниях поле направляемой волны не экранировано снаружи и су­
ществует в пространстве, окружающем линию. Основными типа­
ми этих линий передачи являются: симметричная двухпроводная 
линия, выполненная из круглых проводов (рис. 17.1а); полоско­
вая линия, состоящая из металлических полосок, разделенных ди­
электрической прокладкой (б); однопроводная линия в виде круг­
лого провода (в) и провода с диэлектрическим покрытием (г); 
диэлектрическая линия, представляющая собой стержень из ди­
электрика (д).

Поперечное сечение волновода имеет замкнутый проводящий 
контур, охватывающий снаружи область распространения элек­
тромагнитной энергии. Поэтому в случае волноводов поле направ­
ляемой волны не существует в пространстве, окружающем линию 
передачи. Основными типами волноводов являются: коаксиальный 
круглый волновод, состоящий из соосных круглых провода и эк- 
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рана (рис. 17.1 в); прямоугольный (ж), круглый (з), П-образный, 
Н-образный {и, к) и эллиптический (л) волноводы.

Предваряя результаты гл. 19, 20, отметим, что симметричную 
двухпроводную линию целесообразно применять на метровых и

а) 6) в)  г)

более длинных волнах, коаксиальный круглый волновод — на де­
циметровых и более длинных волнах, полосковые и однопровод­
ные линии — на дециметровых и сантиметровых волнах, прямо­
угольный, круглый и эллиптический волноводы — на сантиметро­
вых и миллиметровых волнах, диэлектрическую линию — на мил­
лиметровых и более коротких волнах.

17.2. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
ДЛЯ РЕГУЛЯРНЫХ ЛИНИЙ ПЕРЕДАЧИ

Электромагнитные поля, которые могут существовать в регу­
лярной линии передачи, определяются решением однородных ура­
внений Максвелла для комплексных амплитуд:

rotH =  icoeaE, rotE =  — ico|jiaH, (17.1)
которое удовлетворяет на цилиндрических поверхностях раздела 
граничным условиям, присущим исследуемой линии передачи.
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Для нахождения этого решения следует рассматривать задачу в 
такой системе координат, в которой каждая поверхность раздела 
совпадает с координатной поверхностью либо с частями нес­
кольких координатных поверхностей. Например, при изучении по­
ля прямоугольного волновода следует выбрать декартову систе­
му координат (х, у , z ) ,  ось z  которой направлена вдоль волново­
да (рис. 17.\ж). При изучении общих свойств полей в регулярных 
линиях передачи целесообразно рассмотреть решение ур-ний
(17.1) в обобщенной цилиндрической ортогональной системе ко­
ординат (и, V, z ) .

Любая регулярная линия передачи обладает неизменным по­
перечным сечением и прямолинейной продольной осью z, вдоль 
которой может распространяться электромагнитная волна. 
Вследствие этого зависимость поля от поперечных координат и и
V должна быть одинаковой во всех поперечных сечениях, а с изме­
нением z  могут изменяться лишь фазы и амплитуды векторов 
поля:

Ё (гг, у, г) =  Ёа(и. v) е̂ ~уг.
' XYz (1У-2)Н (и, и, г) =  Н0 (и, v) ет  ,

где коэффициент распространения у  есть в общем случае комп­
лексная величина: y = a + i p ;  a—коэффициент затухания; р—ко­
эффициент фазы (ср. § 11.3). При наличии у у мнимой части за­
висимость от z  вида e~vz описывает падающие волны (распрост­
раняющиеся в направлении +z°), зависимость e+vz — отражен­
ные волны (распространяющиеся в направлении —z°).

1. По л е ,  в е к т о р ы  Е й  Н к о т о р о г о  и м е ю т  п о п е ­
р е ч н ы е  и п р о д о л ь н ы е  с о с т а в л я ю щ и е .  Подставив
(17.2) в первое из ур-ний (17.1) и воспользовавшись равенства­
ми Jn i .1 7 )  и grad eT̂ z =  + у  e+YZz0f получим после сокращения 
на е ^ 2 соотношение

rotH0=FT[z"H0] =  ico^E0. (17.3)

Разложим фигурирующие в (17.3) комплексные векторы Ёо и 
Н0 на поперечные и продольные составляющие:

Ё0(и, V) =  Ё0Х (и, v) +  z° Ёог {и, и), Н0(и, и) =  Н0х (и, v) +

+  z°H0z(u, v), (17.4)
где

Ёо1 (и, о) =  u® Ё^ (и, v) +  V® Ё0О (и, v),
Нох (и, v) =  и° Н0а (и, и) +  V0 Hov (и, v). (17.5)

Приняв во внимание, что ro tz°= 0  и Йог не зависит от коорди­
наты z, получим согласно (П1.17) и (П1.23)

rot (Н0гг°) =  [grad H0l, z°] +  H0z rot z° =  [ gradj. H0z, z°], (17.6)
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где градиент по поперечным координатам gradxtfo* является век­
тором, лежащим в поперечном сечении. Подставляя (17.4) в
(17.3) и учитывая (17.6) и тождество [z°z°]=0, имеем

rot H0_l +  [gradx tfoz, z°] ip у [z°H0i]  =  i coea E0± +  io>eлЁ0гг°. (17.7)
Приравняем слева и справа в (17.7) поперечные и продоль­

ные составляющие. Поскольку продольная составляющая векто­
ра Н0х равна нулю и он не зависит от координаты z t то согласно 
(П1.25) rotHoi имеет только продольную составляющую. Таким 
образом,

[gradj. Н0г, z°] у [z°Hoxl =  ioe, Ё<,х; (17.8)
rot Но j. =  i т л E oz z°. (17.9)

Аналогичным путем из второго уравнения системы (17.1) по­
лучим:

[gradj. E0z, z°] =ғ т [z° Ёох] =  — 1соца Hox; (17.10)
rot E0x =  — i соц.* H0l z°. (17.11)

Выразив H0j. из (17.10), подставив его в (17.8) и воспользо­
вавшись (П1.4), найдем с учетом (z0/gradj_ Ё0г и (z°E0j . ) = 0 ,  что

Ёох =  Т  |grad± Е01 ±  [gradj. H0z, z°]J , (17.12)

где

x2 =  £2 +  Ya. (17.13)

й2=со2еац,а, еа и jna—параметры однородной среды, в которой оп­
ределяется поле.

Выразив Еох из (17.8) и подставив в (17.10), аналогично по­
лучим

Н0Х =  =ғ { gradx Hoz qF ^ [ gradj. E0z, z°]}. (17.14)
x Y

В вытекающих из уравнений Максвелла (17.1) ф-лах (17.12) 
и (17.14) поперечные составляющие поля в регулярной линии пе­
редачи выражаются через продольные. Верхние знаки в этих 
формулах соответствуют зависимости от z  вида e_YZ, нижние — 
вида е+^г.

Для нахождения уравнений, которые определяют продольные 
составляющие поля Ё02 и # 02, вспомним, что в однородной среде 
без сторонних источников комплексные амплитуды (17.2) удов­
летворяют векторным ур-ниям (6.7). При этом продольные (де­
картовы) составляющие Ёг= Ё о ге ^ г и Hz= H 0ze*vz удовлетво­
ряют скалярному уравнению V 2(p+&2<p =  0. Подставив Ёг и Йг в 
это уравнение, воспользовавшись (П1.26) и учтя, что Ёог и Ног не
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зависят от координаты 2 , a e+vz не зависит от поперечных коор­
динат, получим после сокращения на е ^ 2:

v i  Eoz +  *?E0Z =  0, v i  Йог +  К2 я 0г =  0. (17.15)

Здесь V 2 ф = div grad ф — двумерный оператор Лапласа по по­
перечным координатам от скалярной функции.

Для определения поля в линии передачи нужно удовлетво­
рить граничным условиям на поверхностях раздела.

2. По л е ,  в е к т о р ы  Е и Н к о т о р о г о  и м е ю т  т о л ь к о  
п о п е р е ч н ы е  с о с т а в л я ю щ и е .  Существует еще одно ре­
шение ур-ний (17.1), определяющее поле Т (ср. § 11.2), векторы 
которого лежат в поперечных сечениях линии передачи, т. е. удо­
влетворяют условиям

Ег =  0, Нх =  0. (17.16)

Условия (17.16) выполняются только в том случае, если ли­
ния передачи имеет идеально проводящие поверхности раздела, 
причем каждая векторная линия Н охватывает такой проводник. 
Действительно, в однородной среде, заполняющей волновод или 
окружающей открытую линию передачи, в силу ур-ний divH =  0 
и Н2= 0 линии Н замкнуты и лежат в поперечных сечениях. При­
меним закон полного тока (2.67) к контуру L, совпадающему с 
любой линией Н. При этом cj) H dl^O  и, следовательно, £См + ^

L
Ф 0 ,  где 1см и i — ток смещения и ток, образованный движением 
свободных зарядов, сквозь ограниченную контуром L поперечную 
поверхность S. Поскольку, однако, согласно (17.16) Ег =  0, то 
*см=0 и ток проводимости сквозь поверхность S также равен 
нулю (бПрг= oEz= 0). В рассматриваемом случае для удовлетво­
рения закона полного тока линии Н должны охватывать идеаль­
ные проводники, по которым в соответствии с (3.52) текут поверх­
ностные продольные токи.

Решение ур-ний (17.1) при выполнении условий (17.16) легко 
получить, положив в приведенных выше формулах E0z=  0, Нцг —
— 0. При этом вместо (17.8) и (17.10) имеем:

Tf у [z° Hoxl =  icoe^Eox,
rp T>[z°Eox] =  — icojiaHox. (17.17)

Второе соотношение (17.17) позволяет найти Н0х> если извест­
ны Ёох и коэффициент распространения у:

Нох =  ±(у/1© ^)[20Ёох1. (17.18)

При подстановке Нох из (17.18) в первое ур-ние (17.17) по- 
лучрм равенство х2Ёох=0. Следовательно, у поля Т параметр
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* 2 = 0  и согласно (17.13) коэффициент распространения

Y =  jA c2 — k* =  i k  =  ia>]/"e~jv (17.19)

Наметим теперь путь определения вектора Ёох(ы, а). В соот­
ветствии с (17.11) и условием Й о г = 0  этот вектор удовлетворяет 
уравнению r o tE o x  =  0 , т. е. является потенциальным и может 
быть выражен через скалярный потенциал <р:

Ё01 =  — gradx ф. (17.20)
В ф-ле (17.20) учтено, что, поскольку вектор Ео± не имеет про­
дольной составляющей и не зависит от координаты 2 , его потен­
циал ф согласно (П1.23) также не зависит от координаты z  и 
grad ф =  gradJ_ф.

Для нахождения уравнения, определяющего потенциал ф, уч­
тем, что комплексная амплитуда Ё = Ё ± =  Ео_]_ (uy u)eTVZ удовлет­
воряет в однородной среде первому из ур-ний (6.6), которое при 
учете условия Ё2= 0 и соотношения (П1.24) принимает вид 
divjL Ё0_1_=0. Подставив (17.20) в это уравнение, получим скаляр­
ное двумерное уравнение Лапласа для потенциала ф

у 2хф =  0. (17.21)

Согласно граничным условиям (3.71) вектор E 0 jl перпендику­
лярен к идеально проводящим цилиндрическим поверхностям 
раздела, т. е. перпендикулярен к каждой замкнутой кривой L Lp , 
образованной этими поверхностями в поперечном сечении линии 
передачи. В соответствии с (17.20) это означает, что кривые Lj_p 
являются линиями постоянного значения потенциала:

Ф =  ФР =  const на L l p ( p =  1, 2, • . *, п). (17.22)
В математике доказывается, что краевая задача  (17.21) —

(17.22) для волноводов (замкнутая кривая L ± \ охватывает сна­
ружи область существования поля) имеет отличное от нуля ре­
шение и, следовательно, существует поле Т в тех случаях, когда, 
во-первых, поперечное сечение ограничено контуром, состоящим 
из нескольких замкнутых кривых L ± р, т. е. является многосвяз­
ной областью (например, коаксиальный волновод), и, во-вторых, 
потенциал ф принимает на этих кривых постоянные, но различ­
ные значения.

17.3. КЛАССИФИКАЦИЯ НАПРАВЛЯЕМЫХ ВОЛН

Поле, определяемое в регулярной линии передачи соотношени­
ями (17.12) и (17.14), представляет собой сумму полей магнит­
ного Н и электрического Е классов. У поля магнитного класса 
наряду с поперечными составляющими Ej_ и Н± существует про­
дольная составляющая напряженности магнитного поля (Н2Ф 0 )
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и отсутствует продольная составляющая напряженности электри­
ческого поля (£2= 0 ) ;  у поля электрического класса наряду с 
Ех =т̂ 0 и  Нх =^0, наоборот, Е , ф О и Я г =  О (ср. § 13.5). Выраже- 
ния для полей обоих этих классов легко получить, полагая в
(17.12) и (17.14) либо E0z= 0, либо tf0z= 0 (см. § 18.2).

Соотношения (17.16), (17.18) — (17.22) определяют поле попе­
речного электромагнитного класса Т.

Волноводы и двухпроводная симметричная линия имеют толь­
ко хорошо проводящие поверхности раздела, которые образова­
ны границей металла и однородного диэлектрика. При определе­
нии электромагнитного поля этих линий, существующего в диэ­
лектрической среде, идеализируют задачу, заменяя реальный ме­
талл идеальным проводником. Эта идеализация позволяет легко 
найти поле, которое мало отличается от действительно существу­
ющего (ср. § 13.8). Конечные значения электрической проводимо­
сти металла учитывают только при определении тепловых потерь 
в металле с помощью приближенных граничных условий Леонто- 
вича — Щукина.

В следующей главе будет показано, что в волноводах с иде­
ально проводящими стенками граничным условиям могут удовле­
творять поля магнитного и электрического классов независимо 
друг от друга. Следовательно, поля этих двух классов порознь 
удовлетворяют уравнениям Максвелла и граничным условиям и 
поэтому могут существовать в волноводе раздельно. Таким обра­
зом, в регулярных волноводах, имеющих поперечные сечения в 
виде двусвязных или многосвязных областей (например, коакси­
альный круглый волновод), полное поле в самом общем случае 
представляет собой сумму независимых друг от друга полей 
классов Т, Н и Е. В волноводах, поперечные сечения которых яв­
ляются односвязными областями (например, прямоугольный и 
круглый волноводы), невозможно существование поля Т и пол­
ное поле в общем случае представляет собой сумму независимых 
полей классов Н и Е.

В симметричной двухпроводной линии (открытая линия пере­
дачи) с идеально проводящими проводами канализация энергии 
может осуществляться только с помощью поля класса Т.

В открытых линиях передачи, обладающих осевой симметрией 
и имеющих поверхности раздела, которые нельзя заменять иде­
ально проводящими границами (например, круглая диэлектриче­
ская линия, круглая однопроводная линия любого типа), в об­
щем случае удовлетворяют граничным условиям поля, векторы 
Е и Н которых имеют отличные от нуля поперечные составляю­
щие Е ±, Hj_ и обе продольные составляющие Ez, Hz. Эти поля 
называют гибридными, обозначают буквами НЕ и ЕН и именно 
они могут распространяться в рассматриваемых открытых лини­
ях передачи. Исключение составляют лишь обладающие цилинд­
рической симметрией поля классов Н и Е, которые порознь удов­
летворяют граничным условиям и, следовательно, могут сущест­
вовать в открытых линиях передачи раздельно (см. § 20.3).
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Г л а в а  1 8

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ВОЛН,
НАПРАВЛЯЕМЫХ РЕГУЛЯРНЫМИ ВОЛНОВОДАМИ

+

18.1. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ ПРОДОЛЬНЫХ
СОСТАВЛЯЮЩИХ ПОЛЯ. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА

Обычно определение электромагнитного поля производится 
для идеализированного случая волноводов без потерь, т. е. в 
предположении идеальной проводимости металлических стенок и 
отсутствия потерь в диэлектрическом заполнении.

Согласно (3.71) касательные составляющие Е обращаются в 
нуль на идеально проводящих цилиндрических поверхностях раз­
дела, т. е. на контуре L± области, представляющей собой попе­
речное сечение волновода. В общем случае контур L ± поперечно- 
го сечения волновода может состоять из нескольких замкнутых 
кривых L ± р, причем одна из них (внешняя) охватывает осталь­
ные. Касательными к цилиндрическим поверхностям составляю­
щими являются Ё2= Ё 0г(и, v ) e ^ z и компонента поперечного 
вектора Ej_«=E0± (ut v ) ^ z, тангенциальная к контуру L l . Из 
условия Ёг= 0 сразу же следует граничное условие для состав­
ляющей Ё0г:

E0z =  0 на L ±. (18.1)
Введем нормальный к контуру L l орт п°, направленный 

внутрь металла, и тангенциальный орт t°, направленный таким 
образом, чтобы п°, 1°, z° образовали правую тройку векторов 
(рис. 18.1). Разложим лежащий в поперечном сечении вектор 
gradx^oz (и gradj_/?oz) на составляющие по ортам п° и t°:

gradj. Ё 01 =  (gradj. E0z n») n<> +  ( grad± Ё011») t° =  n° +  i \

(18.2)
где т т 2 . —соответственно производные функции Ё0г по на-Oln olf
правлениям нормали п° и касательной t° к контуру L \  . Согласно- 
[ z ° t ° ] = — п° и (18.2) имеем

[gradx H0zz°] t° =  gradj. Hoz [z°t°] =  — gradx Hozn° =  — . (18.3)'01 n
С помощью (17.12), (18.2) и (18.3) получим выражение для тан­
генциальной к контуру компоненты вектора Ёо±, которая равяа 
нулю:

р +о у /^ o z  дНаг I „ , /10Eoxt» =  т  - g j f ) =  0 на Lx . (18.4)
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Поскольку из условия (18.1) сразу же следует равенство 
= 0  на L± , то (18.4) приводит к следующему граничному 

условию для составляющей Hoz:

Щ *  =  0 на L± . (18.5)

В случае поля класса Е соотношение (18.5) выполняется ав­
томатически и граничное условие имеет вид (18.1); в случае поля

класса Н автоматически выполняется 
соотношение (18.1) и граничное усло­
вие принимает вид (18.5). Таким об­
разом, в волноводах с идеально про­
водящими поверхностями раздела гра­
ничные условия могут быть удовлетво­
рены полями электрического и магнит­
ного классов независимо друг от дру­
га, что приводит к возможности раз­
дельного, независимого существования 
полей этих классов (ср. § 17.3). При 
этом функция Eoz или H0z определяет- 
ся путем решения двумерного уравне- 

РИ С . 18.1 ния Гельмгольца (17.15) при соответ­
ствующих граничных условиях:

V xЁ0г +  =  0 ПРИ Ёог =  о на Lx; (18.6)
Vx H0Z +  х2Я0г =  0 при dH0z/dln =  0 на L ± . (18.7)

Условия (18.6) и (18.7) определяют две краевые задачи, на­
зываемые соответственно задачей Дирихле и задачей Неймана. В 
математике доказывается в общем виде, а в следующей главе по­
казывается на частных примерах, что внутри замкнутого кон­
тура L _l (волновод) отличное от нуля решение задачи (18.6) или 
(18.7) возможно не при любом х2, а лишь при строго определен­
ных дискретных вещественных положительных значениях

х2, х2, х2 . - •, (18.8)

которые называют собственными числами краевой задачи. Собст­
венные числа определяются формой и размерами контура L ±, об­
разуют бесконечную последовательность величин, возрастающих 
от некоторого наименьшего значения до бесконечности. Далее они 
обозначаются через х 2. Каждому собственному числу х 2 соот­
ветствует, по крайней мере, одна функция, удовлетворяющая ус­
ловию (18.6) или (18.7) и называемая собственной функцией кра­
евой задачи. Следовательно, собственные функции £ 0z или Но2 
также образуют бесконечную последовательность частных реше­
ний краевой задачи. Каждая собственная функция согласно
(17.12) и (17.14) определяет поле конкретного типа класса Е или
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Н, которое, как будет показано далее, обладает только ему свой­
ственной картиной векторных линий Е и Н.

Из (17.13) следует, что каждому собственному числу х 2 со­
ответствует свое значение коэффициента распространения

=  (18.9)'

где k2 =  со2еа|Яа, еа и |яа — параметры среды без потерь ( а = 0 ) ,  за­
полняющей волновод.

Поскольку поле каждого типа удовлетворяет линейным урав­
нениям Максвелла и граничным условиям на идеально проводя­
щих поверхностях раздела, то результирующее поле в волноводе 
в общем случае представляет собой бесконечную сумму полей 
всех возможных типов.

18.2. ПОЛЯ МАГНИТНОГО И ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО КЛАССОВ,
ИХ СВОЙСТВА И ПАРАМЕТРЫ

Положив в (17.12) и (17.14) E0z= 0 во всех точках попереч­
ного сечения волновода без потерь, получим следующие выраже­
ния для поля произвольного типа класса Н:

H0z =  z°tf0z; (18.10а)

Нох =  =F gradx H0z; (18.1 Об)

Ёох =  — [gradx H0Z, z°] =  Zftv[Нох, ± z 0]. (18.10в)%v гY
Здесь введено обозначение

ZhV =  1 (18.11)
Йог и определяются из решения краевой задачи (18.7).

Положив в (17.12) и (17.14) Йоz= 0 ,  получим выражения для 
поля произвольного типа класса Е:

Ёoz =  z ° K z : (18.12а)

Ёох =  =Р ( Yv/«v)grad J- ^oz’ (18.126)

Нох = 4  —  [gradx4 . .  2 °] =  - ^ — [ ± z ° ,  Ёох], (18.12в)
*v Tv z ev

где

Z ev =  Vvn ™ a-, (18.13)

Ёог и к* определяются из решения краевой задачи (18.6).
Фигурирующий в ф-лах (18.10) и (18.12) коэффициент распро­

странения Yv находят из (18.9); в этих формулах и всюду в
215



дальнейшем верхние знаки соответствуют зависимости комплек-
—V 2 V 2сных амплитуд (17.2) от z  вида е v , нижние — вида е v .

В соотношениях (18.106) и (18.126) поперечные комплексные 
векторы Но± и Ёох выражены через одноименные продольные 
составляющие. Формулы (18.10в) и (18.12в) устанавливают связь 
между поперечными векторами Hoj_ и Ёо± и переходят друг в 
друга. Эти векторные формулы при подстановке в них (17.5) 
распадаются на два скалярных равенства:

E J H 0V =  +  E J H 0U =  =ғ Zcv, (18.14)
где Zcv есть Z/iV или Zev • Разные знаки отношений Ё0и/Йоь и 
Eqv/Hou обусловлены тем, что согласно (18.1 Ов) и (18.12в) Е0± , 
Н0± и продольный орт z° (при e~yz) или —z° (при еУ2) образу­
ют правую ортогональную тройку векторов. Величину Zcv , опре­
деляющую согласно (18.14) отношение комплексных амплитуд 
взаимно перпендикулярных поперечных составляющих напряжен­
ностей электрического и магнитного полей и имеющую размер­
ность сопротивления, называют характеристическим сопротивле­
нием поля рассматриваемого типа.

Каждому собственному числу краевой задачи к 2 соответст­
вует вещественный положительный параметр xv , значение кото­
рого определяется формой и размерами поперечного сечения вол­
новода, классом поля и его типом.

П л о с к и е  б е г у щ и е  в о л н ы  л и б о  м е с т н ы е  з а т у ­
х а ю щ и е  п о л я .  В волноводе без потерь согласно (18.9) ко­
эффициент распространения у у может быть либо мнимым чис­
лом, либо вещественным, что, в свою очередь, приводит к суще­
ствованию соответственно либо бегущих волн, либо затухающих 
полей.

При ууявляется мнимой величиной: y v =  V — k2 =
=  j у k2—x2= i p v, где Pv — коэффициент фазы. В этом случае 
согласно (17.2) и (3.56) в выражение для фазы векторов по­
ля время t и координата z  входят в виде линейной комбинации 

v 2 = o ) ( f f 2 /uv ), где
*V =  *>/PV. (18.15)

а  уравнение постоянного значения фазы имеет вид t + z / v ^  =  
=  const. Отсюда следует, что в волноводе существует плоская  
волна, поверхности одинаковой фазы 2 = const которой распрост­
раняются вдоль оси 2  в направлении + z °  (падающая волна) или 

z° (отраженная волна) с фазовой скоростью (18.15). Посколь­
ку амплитуды векторов поля этой волны изменяются от точки к 
точке на волновых поверхностях 2 = const, то она является неод­
нородной плоской волной. При Yv= ipv  амплитуды векторов по­
ля не затухают в направлении распространения волны, что и сле­
довало ожидать в волноводе без потерь.
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При yv = *PV характеристические сопротивления полей: 
(18.11) и (18.13) оказываются вещественными:

Z ftv =  ° W P v ’ ( 18Л  6 )

В этом случае мгновенные значения поперечных векторов Ех и 
Нх связаны между собой соотношениями, аналогичными 
(18.10в) и (18.12в):

Ex = ^ [ Hx > ± z°]-

Н± = - ^ - [±z°, E j .  (18.17)

Отсюда следует, что в каждой точке поперечного сечения волно­
вода компоненты поля Е ± и Hj_ имеют одинаковую фазу колеба­
ний, взаимно перпендикулярны и образуют с направлением рас­
пространения волны правую ортогональную тройку векторов. Это 
означает, что волна переносит электромагнитную энергию вдоль 
оси z. Таким образом, при yv =  iPv в волноводе существует не­
однородная плоская бегущая волна.

При * < x v y v является вещественной величиной: k2, —
=  <ху, где а у — коэффициент затухания. В этом случае каж­

дый из векторов поля имеет в любой момент времени фазу, оди­
наковую во всех точках волновода; амплитуды векторов поля за-

п фес zтухают в направлениях ±z°  по экспоненциальному закону е v "
При Yv =  a v характеристическое сопротивление (18.11) или

(18.13) оказывается мнимым, причем для полей класса Н оно 
имеет индуктивный характер, для полей класса Е — емкостный:

=  i«W<V

z rv =  а/ х ше»- (18.18)>
Согласно (18.14) в случае мнимого мгновенные значения 

взаимно перпендикулярных поперечных составляющих Е и и HVt 
Ev и Ни оказываются сдвинутыми по фазе друг относительно дру­
га на л/2, что приводит к колебательному характеру движения 
энергии вдоль оси z , т. е. к отсутствию ее переноса вдоль волно­
вода (ср. § 9.4).

Соответствующий значению yv = a v электромагнитный про­
цесс называют местным полем. Экспоненциальное затухание 
вдоль оси z  местных полей не связано с потерей электромагнит­
ной энергии (рассматривается волновод без потерь), а отражает 
тот факт, что местные поля не распространяются вдоль волново­
да. Они существуют как локальные поля вблизи различных нере­
гулярностей, которые имеются в реальной линии передачи (см. 
ч. V).

К р и т и ч е с к и е  в о л н о в о е  ч и с л о ,  ч а с т о т а  и д л и н а  
ЮЛНЫ.  Волновое ЧИСЛО £ =  0)}/'еаЦа =  2я/ К е аМ'а =  2я/Я, CKO-
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рость v = l I У ea(ia и длина волны X =  vT =  v/f представляют со­
бой пара!метры волны частоты f, свободно распространяющейся в 
безграничной среде (проницаемости еа и |Lia которой совпадают с 
проницаемостями среды, заполняющей волновод).

Известно, что значение вещественного положительного пара­
метра xv определяется только формой и размерами поперечного 
сечения волновода, классом и типом поля. Значение волнового 
числа &Kp = x v , соответствующее границе двух различных элек­
тромагнитных процессов в волноводе без потерь ( £ > x v — бегу­
щая волна, —местное поле), называют критическим вол­
новым числом поля рассматриваемого типа. Критическому волно- 
вому числу xv соответствует критическая частота поля рассмат­
риваемого типа /кPv > которая определяется из соотношения xv =
=  2л/КруУгеа|Ха и зависит от значения x v и параметров среды, за­
полняющей волновод:

/Kpv =  V 2lt V а д Г  (18.19)
Критическая длина волны поля рассматриваемого типа опре­

деляется формулой

\p v  =  < p v  =  2"/*v (18.20)
и, следовательно, зависит от геометрических параметров попереч­
ного сечения волновода, класса и типа поля и не зависит от ча­
стоты f электромагнитного процесса и параметров среды еа, |ia, 
заполняющей волновод.

Если выполняются условия
f > f Kp» .  Т .  е .  1 < 1 „ ,  ( 1 8 . 2 1 )

то k y> n v и тип поля, характеризуемый параметрами x v, /кр9 
и Я , представляет собой на частоте / распространяющуюся вдоль 
волновода плоскую бегущую волну. При выполнении обратных 
неравенств

-; < /k p v  т- е- K> K Pv  (18-22)
имеем £ < x v и поле рассматриваемого типа на частоте f вдоль 
волновода не распространяется.

Ф а з о в а я  с к о р о с т ь  и д л и н а  в о л н ы  в в о л н о в о д е .  В 
случае выполнения условий (18.21) при учете равенств k = 2 я/А, и 
xv=2n//wKpv имеем

(18.23)
откуда фазовая скорость плоской бегущей волны

ov =  т~ =  ° — = ----- ” . (18.24)
Pv 1 / i - ( ^ A k Pv)2 V l ~ ( f K Pv /№
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Из (18.24) следует, что фазовая скорость vv > v .  Таким образом, 
в волноводах бегущие волны классов Н и Е являются ускоренны­
ми.

Фазовая скорость (18.24) зависит от частоты колебаний f 
(рис. 18.2). Поскольку с увеличением / фазовая скорость умень-

Р И С . 18.2

шается, то в волноводе распространение волны любого типа клас­
сов Н и Е характеризуется ее нормальной дисперсией (ср. § 11.3), 

Каждый тип плоской бегущей волны частоты f обладает сво­
ей длиной волны в волноводе Av > определяемой расстоянием, 
вдоль волновода, на котором фаза электромагнитной волны из­
меняется на 2я. Согласно этому определению pvAv= - ^ -  Av = 2 я, 
откуда

а  '"р 2 j x

. т - т -
--------- ----------- --- ----------- ----------- (18.25)
I ^ - ^ A kpv)2 T ^ - U kpv/O2 

[ср. ф-лу (11.24)]. Из (18.25) следует, что длина волны в волно­
воде Av > л .

18.3. ПОЛЕ ПОПЕРЕЧНОГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО КЛАССА, -г -  
ЕГО СВОЙСТВА И ПАРАМЕТРЫ 1

В регулярном волноводе без потерь коэффициент распростра­
нения поля класса Т определится соотношением (17.19) при еа=
=  6а i

у  =  ip =  i со еа(ла =  ik .  (18.26)

Подставив (18.26) в (17.18), выразим Нох через Ё0± :

Hoj. =  -4- [±z°, E0jJ, (18.27)

где

Z K =  со \ i jk  =  ] / р,а/еа, (18.28)

верхний знак, как и всюду, соответствует зависимости комплекс-
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ных амплитуд (17.2) от 2  вида e~yz =  e~^z (падающая волна), ниж­
ний— вида evz =  e^z (отраженная волна).

Комплексный вектор E0j. выражается через скалярный потен­
циал ф соотношением (17.20). Потенциал ф есть решение крае­
вой задачи (17.21), (17.22), которое отлично от нуля для попереч­
ных сечений в виде многосвязных областей (см. § 17.2). Посколь­
ку это решение не распадается на множество частных решений 
(ср. § 18.1), то поле класса Т и поле типа Т синонимы.

Коэффициент распространения (18.26) на любой частоте яв­
ляется мнимой величиной и равен коэффициенту распространения 
в безграничном диэлектрике с параметрами еа и |и,а. Следователь­
но, в волноводе без потерь на всех частотах поле класса Т суще­
ствует в виде направляемых плоских неоднородных волн (ср. 
§ 18.2), которые распространяются вдоль оси z  без затухания с 
фазовой скоростью

V =  ю/р =  (й/k =  1/Keana, (18.2S)

равной скорости волн в безграничном диэлектрике, и имеют длину 
волны

A =  vT =  2л/р =  Л, (18.30)

равную длине волны в безграничном диэлектрике. Фазовая ско­
рость (18.29) не зависит от частоты колебаний, вследствие чего 
дисперсия Т-волн отсутствует.

Соотношение (18.27) аналогично ф-ле (18.12в). Следователь­
но, для направляемых Т-волн справедливы выражения (18.14), 
причем характеристическое сопротивление этих волн на всех ча­
стотах вещественно: =  ] |̂Lia/ea =  Zc — и равно характеристиче­
скому сопротивлению волны в безграничной среде. При этом сог­
ласно (18.27) в каждой точке поперечного сечения волновода 
мгновенные значения Е и Н связаны между собой темн же соот­
ношениями (11.9), что и в однородной плоской волне в среде без 
потерь, т. е. Е и Н взаимно перпендикулярны, отличаются друг 
от друга по величине в Zc раз, колеблются в одинаковой фазе и 
образуют с направлением распространения волны ± 2 ° правую 
ортогональную тройку векторов. Это означает, что на всех часто­
тах направляемая Т-волна переносит электромагнитную энергию 
вдоль оси z  и представляет собой неоднородную плоскую бегу­
щую волну. Возможность существования плоской бегущей Т-вол- 
ны на любой частоте обусловлена тем, что у поля класса Т па­
раметр х = 0  (см. § 17.2) и, следовательно, Лкр=<х>, fKP= 0  (ср. 
*.§ 18.2).

При описании Т-волн в волноводах (например, в коаксиале), а 
также в открытых линиях передачи, образованных хорошими про­
водниками можно однозначно ввести понятия напряжения и тока 
и измерить эти величины. Поскольку в соответствии с (17.20) элек­
трическое поле Е j. =  Ёо j. имеет в каждом поперечном сечении 
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(при eTlfez =  const) потенциальный характер, то электрическое на­
пряжение U между проводниками вводится соотношением {ср. 
ф-лу (7.18)] 2  ̂ ^

U± (г) =  j  Ёх± d I =  — ет ‘*г j  grad q> d 1 =  e*1*2 J  d  <p =
1 1 2

=  (ф1- ф ; ) е т и г = ^ 0е ^ г. (18.31)
Здесь принадлежащие различным проводникам точки 1 и 2 и сам
путь интегрирования лежат в одном и том же поперечном сече-

2
нин. Линейный интеграл J  E0jLdl равен разности потенциалов

1
двух проводников и не зависит от пути интегрирования в попе­
речном сечении. При его вычислении удобно совместить этот путь 
с электрической силовой линией.

Электрический ток /  в одном из проводников рассматриваемой 
линии передачи определим по закону полного тока, вычислив 
циркуляцию вектора H± =  Hoi_e4:ihz вдоль контура L, который ох­
ватывает этот проводник и лежит в поперечном сечении. Выбрав 
в качестве L одну из векторных линий Н ± и условившись счи­
тать положительным обход контура в направлении вектора Н± 
падающей волны, при учете (18.27) и (17.20) получим

:̂\kz
i± (z) =  (6 Нх± dl =  ±  ет '*г (j) I Я0х \dl =  ±  —  (f) I grad cp \dl =

E L Zb L
=  ±  70 ет '*г. (18.32)

Появление перед экспонентой знаков « ± »  объясняется тем, 
что при одинаковых направлениях векторов Е_, падающей и отра­
женной волн векторы Н± будут иметь противоположные направ­
ления [см. ф-лу (18.27)].

Отношение напряжения U+{z) к току /+(г) падающей бегу­
щей волны [пли взятое со знаком минус отношение 0 - { z )  к
S-.(z) отраженной бегущей волны] называют волновым сопротив­
лением линии передачи:

_ 0 \ ( z )  U {г) ф,—ф2
--------- p L L = z ,  . -1 ч.----- • (18.33)

J+ (г) (г) (р ! grad Ф I dl
L

Волновое сопротивление ZB зависит от геометрических парамет­
ров линии передачи и отличается от характеристического сопро­
тивления Т-волны Za, = Z C.

18.4. МОЩНОСТЬ, ПЕРЕНОСИМАЯ ВДОЛЬ ВОЛНОВОДА
б е г у щ е й  в о л н о й

Среднее за период значение мощности P v ср, переносимой 
вдоль волновода без потерь бегущей волной произвольного типа 
в направлении распространения zbz°, определится выражением:
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=  - i - J Re[Ej. H J  ( ±  z°) dS, (18.34)

где S i  — площадь поперечного сечения волновода.* • *
Учитывая, что при Y = ip  [Е лНх| =  [Ео±Но±], и воспользовав­

шись (П1.3), имеем

[Ёх Нх] ( ±  z») =  [ Нох, ±  z°] Ёох =  [ ±  2°, Ё01] Нох. (18.35)

Заменив здесь векторные произведения согласно (18.10в), 
(18.12в) или (18.27), получим вместо (18.34) два равноценных 
выражения:

где Zcv— характеристическое сопротивление волны рассматри­
ваемого типа.

Из (18.36) видно, что увеличение переносимой мощности соп­
ровождается увеличением напряженности электрического поля. 
Однако эта напряженность не может быть сделана сколь угодно 
большой — ее ограничивает предельное значение Еиўелт, которое 
характеризует электрическую прочность диэлектрика, заполняю­
щего волновод. Если наибольшая амплитуда напряженности элек­
трического поля в волноводе превысит Enj)ejlmt то возникнет высо­
кочастотный пробой диэлектрика. Разрядный промежуток облада­
ет большой проводимостью и шунтирует собой волновод, что вы­
зывает значительное отражение падающей волны к генератору. 
Нормальная передача мощности прекращается; появление отра­
женной волны может привести к выходу из строя генератора. 
Значение £ Предт зависит от вида диэлектрика, частоты колебаний 
и ряда других причин. Например, для сухого воздуха в диапазо­
не сантиметровых волн при нормальных атмосферном давлении 
и начальной ионизации имеем £ Пред?п=30 кВ/см =  3 • 10б В/м.

Подстановка в (18.36) вместо наибольшей амплитуды элек­
трического поля величины £ Пр е д т  позволяет определить предель­
ную (наибольшую) мощность РПред, которую может переносить 
вдоль данного регулярного волновода бегущая волна рассматри­
ваемого типа. В реальном волноводе в общем случае существует 
отраженная волна (см. ч. V). Вследствие этого при передаче оди- 
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паковой мощности вдоль регулярного [ф-ла (18.36)] и вдоль ре­
ального волноводов в последнем максимальная напряженность 
электрического поля оказывается больше. Это означает, что пе­
редаваемая вдоль реального волновода наибольшая мощность, 
которую называют допустимой рабочей мощностью РДОп, должна 
быть меньше, чем РПред-

18.5. СКОРОСТЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ 
ВДОЛЬ ВОЛНОВОДА. ГРУППОВАЯ СКОРОСТЬ

Если волновод заполнен воздухом (близким по своим свойст­
вам к вакууму), то v = l / V  eo|io=c и фазовая скорость (18.24) 
полей магнитного и электрического классов превышает скорость 
света в вакууме с. Этот результат не противоречит теории отно­
сительности, так как фазовая скорость определяет скорость рас­
пространения вдоль волновода поверхности постоянной фазы и в 
данном случае не идентична скорости распространения энергии 
(ср. § 13.5) или сигнала.

Средняя скорость распространения энергии, переносимой гар­
монической бегущей волной произвольного типа вдоль волновода 
без потерь, определится согласно (4.36) соотношением

' ’и = р« р / к * р ‘в - с » - » )
sx

где Pvcp выражается ф-лой (18.36) или (18.37), a j* W'4Cpd S_

среднее за период значение электромагнитной энергии, приходя- 
щейся на единицу длины волновода. Из (18.38) для волны про­
извольного типа класса Н или Е с помощью соотношений § 18.2 
можно получить выражения

=  ' У  1 -  =  » / ! - (  / „ , / / ) ’ (18.39)
и v v fl3V — v2. Таким образом, в волноводе скорость переноса 
энергии гармонической волной любого типа классов Н и Е всег­
да меньше скорости v =  1/ У  еа[Ха волны, свободно распространя­
ющейся в безграничной среде. Для гармонической бегущей Т-вол- 
ны из (18.38) получается выражение vD= v , т. е. в волноводе ско­
рость переноса энергии этой волной равна фазовой скорости (и 
скорости волны в безграничной среде).

Обсудим теперь вопрос о скорости распространения в волно­
воде сигнала. Поскольку передать информацию с помощью ус­
тановившейся чисто гармонической волны невозможно (из-за ее 
однородности во времени и пространстве), то сигналом является 
только негармоническая волна, которую всегда можно предста­
вить суперпозицией гармонических волн с разными частотами. 
Далее ограничимся важным для практики случаем узкополосных 
сигналов, у которых все составляющие их гармонические волны
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занимают полосу частот 2£2, малую по сравнению со средней (не* 
сущей) частотой соо. Распространение таких сигналов в линии пе­
редачи рассмотрим на простом примере амплитудномодулиро- 
ванной одним тоном волны. Полученные при этом результаты 
можно обобщить на любые узкополосные сигналы.

В некоторой точке поперечного сечения линии z =  0 мгновен­
ное значение любой компоненты вектора Е волны, модулирован­
ной одним тоном, можно представить суперпозицией трех гармо­
нических составляющих с разными частотами:

E ( t , 0) = Е т ( 1 +  mcosQ t) cosю0 / =  Emcosco0/ -f cos [(co0 +  Q) t] +

+  ^ c o s [ ( o 0 — Q)/], (18.40)

где (o0 — несущая частота; Q, m — частота модуляции и коэффи­
циент модуляции соответственно. Распространение всех гармони­
ческих составляющих сигнала осуществляется вдоль волновода 
волнами одного и того же типа. Поэтому при распространении 
гармонических составляющих (18.40) в направлении, например, 
+z° имеем для соответствующей точки произвольного поперечно­
го сечсния z  следующее выражение:

Е (/, г) =  Em cos (©о t —  Pvl г) -f cos [(w0 +  Q)t — Pvl г] +

+  ^ cos[ K - Q ) / - P v22]( (18.41)

где =  pv(co0) , =  Pv ((o0+ a ) ,  Pv2=  Pv (©e—Q) — значения ко- 
эффициента фазы волн одного и того же типа на различных ча­
стотах.

Рассмотрим случай, когда эти волны относятся к классу Н 
или Е, т. е. характеризуются дисперсией, и определяется со­
отношением (18.23). Для узкополосных сигналов й < с о 0 и функ­
ция ру (соо±Й) может быть представлена тремя первыми члена­
ми ряда Тейлора:

ev Н  ±  а  =  р. К )  ±  ( % ) _ ^  а +  4 -  V  -

=  РГ, ± Ш  +  ЯЙ*, (18.42)

=  Р^ 2 ± |Q z + t iQ 22 . Если ограничиться такими значениями z, 
для которых величина r)Q2z<Cl, то ее можно отбросить в аргу­
менте косинусов ф-лы (18.41). Это означает, что для указанных 
значений z  в интервале частот от ©о—Й До <оо+й коэффициент 
фазы можно аппроксимировать линейной функцией частоты:

pv (©, ±  й) =  р^ ±  £й. (18.43)
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Пока остается справедливой аппроксимация (18.43) для ко­
эффициентов фазы всех гармонических волн, составляющих сиг­
нал, эти достаточно близкие по частоте волны образуют так на­
зываемую группу волн и сигнал распространяется вдоль линии 
без изменения своей формы с групповой скоростью.

Действительно, подставив (18.43) в (18.41), получим

E(t ,  z) =  Етcos(со01 — PVo2 ) +  (cos[(co0 +  Q)/ —

(Pvo "Ь ^ ) 2] +  c°s[(c00 й) t ( Pv0 Ш)2]} =
=  £ m{l +  /n cos [Й (/ — 12)]} cos (co01 — Pv4) z). (18.44)

Выражение (18.44) можно интерпретировать как плоскую волну 
частоты too, которая распространяется в направлении + z°  и амп­
литуда которой изменяется по закону

Ет (/, z) =  Ет {1 +  т cos [Q (t — £2)]}, (18.45)
определяющему форму огибающей группы волн. Построенное по 
ф-ле (18.44) для фиксированного момента времени распределе-

РИ С. 18.3

ние поля вдоль оси z  изображено на рис. 18.3. С течением време­
ни плоскости постоянной фазы, определяемые уравнением шо*—• 
—Pvoz = c o n s t> распространяются вдоль оси z  с фазовой скоро­
стью

«V =  ®o/Pv К )  =  D /  ] /1  -  (V \p v )‘ . (18.46)

где Ao=i>//0. Скорость распространения постоянного значения 
огибающей группы волн (например, ее максимума) называют 
групповой скоростью uv . Согласно (18.45) уравнение постоянно­
го значения огибающей имеет вид t— \ z = const, откуда групповая 
скорость

<18- ^
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Поскольку uv < 0 V, то происходит специфическое «проскальзы­
вание» высокочастотного заполнения относительно огибающей 
(см. рис. 18.3).

Если полоса частот, занимаемая сигналом, достаточно узка, 
то ф-ла (18.43) остается справедливой для значительных расстоя­
ний z  в линии с дисперсией и соответственно огибающая группы 
волн перемещается без заметного изменения своей формы (сиг­
нал распространяется без искажения) на значительные расстоя­
ния. Поскольку понятие групповой скорости применимо только к 
узкополосным сигналам, то эта скорость оказывается по величи­
не равной средней скорости распространения энергии (18.39), пе­
реносимой гармонической волной на несущей частоте «о-

Фазовая (18.46) и групповая (18.47) скорости связаны между 
собой соотношением uv uv = v 2. Скорость распространения узко­
полосного сигнала (18.47) меньше скорости v =  1/]/еаЦа.

При распространении сигнала вдоль волновода без потерь 
волнами Т дисперсия отсутствует и коэффициент фазы (18.26) 
всегда является линейной функцией частоты: р (ш о = Ь Й ) =  (соо=Ь 

zfcQ) V ' Pa[,a =  !3o“t  Л / gaNao # Следовательно, поня тие группы волн 
применимо в любой полосе частот и при любых значениях г, про­
извольный сигнал распространяется без искажения на любые рас­
стояния с групповой скоростью и = \ / \ / еа|Яа. Проверить это можно, 
например, подставив в (18.41) соответствующие выражения для 
Р (со). Таким образом, при отсутствии дисперсии фазовая (18.29) _и 
групповая скорости совпадают и равны скорости волны 
в безграничной среде.

18.6. ЗАТУХАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 
В ВОЛНОВОДЕ, ОБУСЛОВЛЕННОЕ ПОТЕРЯМИ 

В МЕТАЛЛИЧЕСКИХ СТЕНКАХ

В § 18.1 —18.5 рассматривались волноводы без потерь, в кото­
рых бегущие волны распространяются без затухания (yv =  iPv ) • 
В действительности, однако, в металлических стенках волновода 
наблюдается сильный поверхностный эффект, который сопровож­
дается поглощением металлом части мощности, переносимой 
вдоль волновода. Кроме того, электрическая проводимость запол­
няющей волновод реальной диэлектрической среды все же не 
равна нулю, вследствие чего происходят потери мощности и в 
этой среде. Если, однако, волновод заполнен воздухом при нор­
мальном давлении, то для большинства частот диэлектрические 
потери в нехМ весьма малы и практически их можно вообще не 
учитывать.

При определении коэффициента затухания a v , обусловленного 
потерями мощности в металлических стенках, приближенно пола­
гают, что распределение поля в поперечном сечении волновода с 
неидеально проводящими стенками отличается от распределения 
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поля соответствующего типа в поперечном сечении волновода 
без потерь лишь в непосредственной близости от стенок, где до- 
бавляется небольшая касательная составляющая вектора Е, опре­
деляемая с помощью граничных условий Леонтовича — Щукина.

Пусть бегущая волна определенного типа распространяется в 
волноводе с неидеально проводящими стенками. При a v > 0  вме­
сто (18.37) имеем следующую формулу для средней мощности, 
переносимой этой волной через поперечное сечение z  волновода:

— 2 а  г  у  — 2 а  г

Р« р й е V - f  j W p d S - e  ’ Р , р<0), (18.48)

где Pv cp( 0 ) — мощность, переносимая вдоль волновода без по­
терь.

Очевидно, что справедливо равенство
P vcp (*) -  P vcp (г +  А г) =  A Pvn ср (г), (18.49)

где APv a.cp(z) —средняя мощность тепловых потерь, поглощае­
мая в стенках на отрезке волновода длиной Az. Разделив (18.49) 
на Az и взяв предел при Az-H), получим следующее выражение 
для средней мощности Р^!) п .ср (z),  поглощаемой в стенках на 
единице длины волновода:

ПУсрФ =  - lim Рл,ср(г+Аг) Р̂ (г) . (18.50)
v р Дг—0 A z dz

Подставив (18.48) в (18.50), получим P(1)v п.ср(г) = 2 a v Pv с р ( г ) >  
откуда

«v =  n in, cp W /2P vcp(2)- (18.51)

При наличии в стенках линии передачи сильного поверхност­
ного эффекта величина P {vl) n . c p ( z )  определится в соответствии с
§ 14.3. Производя в (14.18) согласно (17.2) замену | Нх | 2=  
=  I Н0 т | 2  e ~ ~ 2 a v  2  , подставляя dS =  dldz  и интегрируя затем по все­
му контуру L l  поперечного сечения, получим выражение для 
мощности тепловых потерь, поглощаемой на отрезке dz  волново­
да:

—2а 2
dPvn .cp (2) =  -TTrs e V d z j ) \ H 0x\2 dl. (18.52)

Отсюда имеем

nv.cp (?) =  - dPvy / Z) =  4  " §  I Hotl2 dl. (18.53)
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Подставив (18.48) и (18.53) в (18.51), получим искомую форму­
лу

%  =  i r - & W dl > {18-54)
vcp J

L _l_

где а., дано в 1/м; |Н 0т| 2 определяется из решения задачи для 
линии без потерь; P v сР находится из соотношения (18.37); ак­
тивное поверхностное сопротивление rs =  \ /o 2d =  у Ц2аСо/2 а2 (|i2a, 
ог — параметры металла стенок).

Из (18.54) следует, что av зависит от формы и размеров по­
перечного сечения волновода, типа волны, частоты колебаний и 
материала стенок.

При учете равенства Ног = t ° H ot+ z°#oz (ем. § 18.1) получим 
вместо (18.54) формулу

“,  =  ^Гр ф (Н" + я ’") ‘“ ' (18-55)
L±

18.7. ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ СТРУКТУРЫ ПОЛЯ

Графическое изображение структуры поля определенного ти­
па строится для фиксированного момента времени, При построе­
нии картины поля в линии передачи нужно учитывать, что век­
торные линии Н образуют замкнутые петли1), а линии Е либо 
оканчиваются на поверхности идеально проводящих стенок (точ­
нее, на поверхностных зарядах стенок), либо также образуют 
замкнутые петли.г Если линии Е оканчиваются на поверхности 
стенок, то согласно (3.48) они ориентированы перпендикулярно к 
ней. В изотропной среде, примыкающей к идеальному проводни­
ку, согласно (3.47) линии Н у поверхности стенок ориентирова­
ны по касательным к ней.

У поля класса Н линии Е лежат только в поперечных сечени­
ях и представляют собой плоские кривые, а линии Н являются, 
вообще говоря, трехмерными пространственными кривыми. У по­
ля класса Е, наоборот, линии Н (замкнутые) лежат только в по­
перечных сечениях, а линии Е являются трехмерными кривыми. 
Как правило, изображение структуры поля удобнее начинать с 
построения более простых векторных линий, лежащих только в 
поперечных сечениях.

В дальнейшем нас будет интересовать, главным образом, по­
строение структуры поля бегущих волн Oyv = i p v ). В этом слу­
чае в каждой точке поперечного сечения волновода взаимно пер- 
пендикулярные поперечные компоненты Е± и Н х образуют с на­
правлением распространения волны правую тройку векторов (см.

>)В однородной среде, заполняющей волновод, в силу уравнения divH =  0 
вехтор.ные линии Н замкнуты.
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§ 18.2, 18.3). Поскольку Е х и Н х имеют одинаковую фазу коле­
баний, то они принимают экстремальные значения в одних и тех 
же поперечных сечениях линии, где продольная составляющая Е г 
или Hz равна нулю (так как имеет сдвиг по фазе на я/2 относи­
тельно поперечных составляющих).

Для удобства будем изображать структуру поля в таких се­
чениях волновода (поперечных и продольных), для которых трех­
мерные в общем случае векторные линии оказываются плоскими 
и лежащими в этих сечениях или перпендикулярными к ним. Л е­
жащие в плоскости рисунка векторные линии Е принято изобра­
жать сплошными, векторные линии Н — штриховыми. Линии 
Е и Н, перпендикулярные плоскости рисунка, представляются 
точками, если направлены на наблюдателя, и крестиками, если 
направлены от наблюдателя. Густота векторных линий пропорци­
ональна величине вектора.

18.8. ПОЛЯ ОСНОВНОГО И ВЫСШИХ ТИПОВ

Согласно (18.20) критические длины волн полей различных 
типов классов Е и Н образуют бесконечную последовательность 
дискретных величин, убывающих  от некоторого наибольшего зна­
чения до нуля. Поле типа Т характеризуется критической дли­
ной волны Якр=оо. Полем основного ( низшего)  типа называют 
поле того типа, который имеет в данной линии передачи наиболь­
шую критическую длину волны (наименьшую критическую часто­
ту). Например, в волноводах с многосвязным поперечным сечени­
ем полем основного типа является поле Т. Поля остальных типов 
называют полями высших типов.

Для существования при заданном значении к (т. е. частоты 
f — v/л )  в  волноводе бегущей волны только основного типа и ме­
стных затухающих полей всех высших типов необходимо выбрать 
размеры поперечного сечения таким образом, чтобы согласно 
(18.21) и (18.22) одновременно удовлетворялись неравенства:

Х<С^кр1» к̂р2 (18.56)
Здесь Акр 1 и ЯКР2 — соответственно критические длины волн полей 
основного типа и первого высшего типа, который имеет наиболь­
шее значение >wlip после поля основного типа.

Если во всей полосе частот, занимаемой сигналом, удовлетво­
ряются неравенства (18.56), то имеет место одноволновый режим. 
Линию передачи, в которой существует этот режим, называют 
одноволновой.  Наибольший коэффициент перекрытия рабочего 
диапазона частот (или длин волн), в котором сохраняется одно­
волновый режим, определяется согласно (18.56) соотношением

Л /макс//мин =  K̂pl/̂ Kp2* (18.57)
Если размеры поперечного сечения линии допускают в пропу­

скаемой полосе частот существование бегущих волн более чем од­
ного типа, то имеет место многоволновый режим и линию переда­
чи называют многоволновой.
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1. Во всей полосе частот, занимаемой сигналом, передача 
мощности вдоль линии должна осуществляться бегущими волна­
ми только одного типа (называемого рабочим). В самом деле, 
сигналы, передаваемые волнами различных типов, переносились 
бы вдоль линии с различными групповыми скоростями и вместо 
одновременного поступления в точку приема имели бы сдвиг во 
времени, что привело бы к искажению суммарного сигнала.

2. Линия передачи должна пропускать необходимую мощность 
без пробоя.

3. При большой длине линии передачи затухание волн в ней 
должно быть минимальным.

4. Размеры поперечного сечения и масса линии должны быть 
минимальными.

Первое требование удовлетворяется автоматически, если в ли­
нии осуществлен одноволновый режим. Именно этот режим и ис­
пользуют на практике в коаксиальном круглом волноводе и, как 
правило, в прямоугольном волноводе (см. гл. 19). Однако иногда 
од ново л новый режим или не может быть обеспечен в заданном 
диапазоне частот, или вступает в противоречие с отмеченными 
выше другими требованиями, что заставляет переходить к много­
волновому режиму.

Например, в волноводах минимальным затуханием обладает 
волна типа #oi круглого волновода (см. § 19.15), являющаяся 
волной высшего типа, причем это затухание минимально лишь 
при достаточно больших отношениях а/А, (а — радиус волновода). 
Вследствие этого для передачи сигнала на большие расстояния 
было бы целесообразно использовать круглый волновод с рабо­
чей волной типа Яо1 при значениях а/к> 3 4 -4  (см. § 19.17).

При использовании многоволнового режима возникает опас­
ность возникновения в линии передачи наряду с бегущими волна­
ми рабочего типа бегущих волн других типов, являющихся неже­
лательными, паразитными волнами. Дело в том, что любая ре­
альная линия передачи неизбежно имеет случайные нерегулярно­
сти (разнообразные деформации стенок, ступеньки в местах сое­
динения соседних отрезков волновода, искривления оси), на кото­
рых происходит частичное (обычно незначительное) преобразо­
вание волн рабочего типа в бегущие волны паразитных типов, от­
нимающие часть мощности у волн рабочего типа. Поэтому в 
многоволновой линии требуется принимать специальные меры по 
снижению потерь мощности на преобразование волн рабочего 
типа в паразитные волны.

В многоволновом волноводе на нерегулярностях происходит и 
обратное преобразование ранее возникших паразитных волн в 
волны рабочего типа. В результате этого возникает так называе­
мый попутный поток, который может привести к недопустимым 
искажениям передаваемого сигнала. Действительно, поскольку 
различные паразитные волны одной и той же частоты f распра-

18.9. ТРЕБОВАНИЯ, ПРЕДЪЯВЛЯЕМЫЕ К ЛИНИИ ПЕРЕДАЧИ

230



страняются в волноводе с разными скоростями, то возникшие при 
обратных преобразованиях волны рабочего типа накладываются 
на главную рабочую волну частоты f со случайными сдвигами по 
фазе, что и приводит к искажениям сигнала. Для ослабления по­
путного потока в волноводе специальными способами должно 
быть обеспечено сильное затухание волн паразитных типов (см. 
§ 24.5).

Г л а в а  1 9  

РЕГУЛЯРНЫЕ ВОЛНОВОДЫ 

П р я м о у г о л ь н ы й  ВОЛН ОВОД  

+

19.1. РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗА ДА Ч

Поскольку контур L ± поперечного сечения прямоугольного 
волновода (рис. 19.1) совпадает с отрезками четырех координат­
ных линий декартовой системы х, у, то решение краевых задач

РИС. 19.1

(18.6) и (18.7) следует проводить в этой системе (ср. § 17.2). 
Размер стенки волновода вдоль оси Ох обозначим через а, вдоль 
оси Оу  — через Ь.

1. О б щ е е  р е ш е н и е  д в у м е р н о г о  у р а в н е н и я  Г е л ь м ­
г о л ь ц а .  Согласно (П1.26) и (П1.30) ур-ния (17.15) в декарто­
вой системе координат имеют вид

^ + ^ + * , Ф = а  <i 9 i )  

где Ф (х, у )  есть Ё0х или H0z. Решение ур-ния (19.1) проводится 
методом разделения переменных, w соответствии с которым пола­
гаем

Ф (х , y ) = X ( x ) Y ( y ), (19.2
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где Х ( х ) — функция переменной х; Y(y ) — функция переменной 
у. Подставив (19.2) в ур-ние (19.1) и разделив его на X ( x ) Y ( y ) t 
получим

_ _ L ^  =  j L ^  +  x2. (19.3)
X dx2 Y dy2

Левая часть (19.3) может зависеть только от х, а правая— 
только от у . Поскольку переменные х и у  независимы друг от дру­
га, то равенство (19.3) удовлетворяется только в том случае, ес­
ли обе его части равны одной и той же постоянной величине, ко­
торую обозначим через к2х. При этом вместо (19.3) получим два 
уравнения:

^  +  =  <|9 '4>

причем

Как известно, общее решение ур-ний (19.4) можно предста­
вить следующим образом:

Х(х)  =  A cos к,; л: +  В sin и**, У (у) =  C co sx y y  -f- Dsinxj, у, (19.6)
где А, В, С, D  — произвольные постоянные интегрирования.

2. П о л е  к л а с с а  Е. Граничное условие (18.1) на прямо­
угольном контуре L j . , образованном координатными линиями х =
— О, а и у = О, b (см. рис. 19.1), принимает следующий вид:

Ёйг =  (A cosxx x +  В sin хх х) У (у) =  О
при х =  0, а; (19.7)

Ё0г =  X (дс) (СcosХуУ +  D sinху у) =  О
при у  =  О, Ь. (19.8)

Из (19.7) при дс=0 получаем Л =  0, при х = а  получаем у .х =  

■— тл/а,  где т =  1, 2, 3... Из (19.8) при у = 0 имеем С = 0 ,  при 
у = Ь  имеем ху = п п /Ь ,  где п =  1, 2, 3...

Согласно этим результатам и ф-лам (19.2), (19.5), (19.6) име­
ем следующее решение краевой задячи (18 6):

Ёох (х > У) =  Ё0 sin (т я  х/а) sin (п я  у/Ь),
т =  1, 2, 3 • • •; п =  1, 2, 3 • • (19.9)

где E o = B D = E o zm^ ,> (Еогт — наибольшая амплитуда в попереч­
ном сечении составляющей Ег) и определяется условиями возбуж­
дения поля в волноводе, которые здесь не рассматриваются;

\  =  « m n  =  V ( m  n /a f  +  (п л/b)2. (19.10)
Каждое из целых чисел т и п  должно быть отличным от нуля, 

так как в противном случае Ёог (х, у)  (и, следовательно, все поле 
класса Е) было бы равно нулю.
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3. П о л е  к л а с с а  Н. Дифференцирование по направлению 
нормали к прямоугольному контуру L ± сводится на сторонах 
х = 0 ,  а к дифференцированию по координате х, а на сторонах 
у =  О, b — к дифференцированию по у (см. рис. 19.1). Следователь­
но, граничное условие (18.5) при учете (19.2) и (19.6) принимает 
вид:

д^ ~  =  х * ( — A s\ukxx +  B coskxx) Y (у) =  О 

при х =  0, а; (19.11)

=  Х ( х ) х у (— C s i n x y y +  D c o s x y y) =  О

при у  =  О, Ь. (19.12)
Из (19.11) при х = 0  имеем В = О, при х = а  имеем хх= т п / а ,  где 
т = О, 1, 2,... Из (19.12) при у = 0 получаем D =  0, при у = Ь  по­
лучаем х у= п л / Ь ,  где n = 0 ,  1, 2...

Согласно этим результатам и ф-лам (19.2), (19.5), (19.6) име­
ем следующее решение краевой задачи (18.7):

,,  , . тпх п л у  
H 0z (х, у) =  Н0 cos----- cos - f -  ,

а о
m  =  0 , 1, 2 . . /i =  0 ,  1, 2 . . (19.13)

где Яо=ЛС’ =  Яогте1<ро может быть найден, если заданы источни­
ки поля в волноводе; критическое волновое число х  поля клас­
са Н определяется также соотношением (19.10).

Для поля класса Н, по крайней мере, одно из целых чисел т 
или п должно быть отличным от нуля, так как при т =  0 и п =  0 
исчезает зависимость H0z от обеих поперечных координат и все 
поперечные компоненты поля согласно (18.10) и (П1.27) обраща­
ются в нуль.

Из ф-л (19.9), (19.10) для поля класса Е и (19.13), (19.10) для 
поля класса Н следует, что каждой паре фиксированных целых 
чисел т и п  можно поставить в соответствие лишь одну опреде­
ленную продольную составляющую и одно определенное крити­
ческое волновое число. Согласно § 18.2 поле в волноводе одно­
значно определяется продольной составляющей Ё0г или Й0г и 
критическим волновым числом. Следовательно, каждой паре фик­
сированных чисел т и п  будет соответствовать поле определенно­
го типа класса Е или Н, которое обладает только ему свойствен­
ной структурой и которое обозначают добавлением к символу 
класса поля двух фиксированных индексов: Emn или Hmn.

19.2. ПАРАМЕТРЫ ПОЛЕЙ ТИПОВ Hmn И Emn

В прямоугольном волноводе поле каждого типа Нтп или Етп 
характеризуется своим критическим волновым числом (19.10), 
которому согласно (18.19) и (18.20) соответствуют следующие
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/Kpv=  fKPmn= 2 / _ _  | / ( т ) + ( т )  ’

\p v  =  ^pmn =  ^ = = j = = r  • О9-14)

К параметрам бегущей волны типа Нтп или Е,пп, которая мо­
жет существовать при Л С ^ к р т п ,  о т н о с я т с я  также согласно
(18.23) — (18.25) и (18.16) следующие значения коэффициента 
распространения у тп, фазовой скорости vmn, длины волны в вол­
новоде Лтп и характеристического сопротивления Zhmn или Ze

критические частота и длина волны:

■*етп>
V

Кр тп) У 1 — (А,Дкр тп)2

: <1915)

2
у  _ ФЦа _  у  _______*

НтП ~  Pmn “  С /1 - (Х А к р т п )

Zemn =  ^  =  ZCY  1 — (АДкр mn)2,
(оеа

(19.16)

где ZC= K  |Ха/еа.
Местное затухающее поле типа Н™п или Emn, которое может 

существовать при /.> /.,фПт, наряду с параметрами (19.14) харак­
теризуют в соответствии с формулами yv =  Y  к* —k2, (18.20) и 
(18.18) следующие величины:

Утп =  ат„ Y  Kmn — k2 =  k V (УКр тп)г — ^  (19.17)

-  hmn
1 : у  1 у _

с ,  г-рг7л--------------T9-------- Г  * етп .
a mn Т (Я/Якр т п) —  1 1 wPa

1
=  —  Z l / f r r z ) * - 1- <1918>Ў \-'hp //«»*✓

Критическая длина волны (19.14) зависит только от целочис­
ленных значений индексов т и п  (от типа поля) и размеров а и 
b поперечного сечения волновода. При этом критические длины 
волн образуют бесконечную убывающую  последовательность зна­
чений. В табл. 19.1 приведена начальная часть этой последова­
тельности. Из таблицы видно, что при а > Ь  (ось Ох направлена 
вдоль широкой стенки волновода) полем основного типа в прямо­
угольном волноводе является Ню. При a<cb  (ось Оу направлена 
вдоль широкой стенки) полем основного типа является Н0ь

Условие существования бегущей волны основного типа д < 2 а 
(полагаем, что а > Ь )  ограничивает сверху значения А, на кото­
рых целесообразно использовать волновод. Уже в середине деци- 
234



Т А Б Л И Ц А  19.1

т п Тип поля к̂р тп

1 0 Н10 2 а
0 1 Н„г 2 b
2 0 Н2„ а
0 2 н02 Ъ
1 1 Нц. Е„ 2 b

Л 1 +  (bj а)1

метрового диапазона волн зна­
чительные габариты и масса 
волновода обычно заставляют 
отказаться от этого типа линии 
передачи.

Из табл. 19.1 видно, что при 
а > 2 Ь  наиболее близко к ЯКрю =
=  2 а расположено значение 
Xi;p2o = a поля типа Н20, при а <
< 2 Ь — значение XKpoi = 2fe поля 
типа Ноь Поэтому для сущест­
вования в прямоугольном вол­
новоде при заданном значении
X бегущей волны только основного типа Ню должны выполняться 
согласно (18.56) следующие условия:

а < А , < 2 а  при а >  26; (19.19)
2 6 < А ,< 2 а  при a<z2b.  (19.20)

Если в линии передачи одному и тому же критическому вол­
новому числу соответствуют поля, отличающиеся друг от друга 
структурой то эти поля называют вырожденными. Вырожденные 
ноля характеризуются также одинаковыми значениями fKpv » k̂pv» 
Yv> Vv, Av . В прямоугольном волноводе ПОЛЯ ТИПОВ Hmn И Emn с 

одинаковыми значениями индексов т, п являются вырожденны­
ми.

19.3. КОМПЛЕКСНЫЕ АМПЛИТУДЫ СОСТАВЛЯЮЩИХ ВЕКТОРОВ Е И Н

П о л е  т и п а  Hffln- Согласно соотношениям (П1.23), (П1.27), 
[x°z°] = —у0 и [y°z°] = х °  имеем в декартовой системе координат 
вместо (18.106) и (18.1 Ов)

или

Утп
Но- =  Т ^ -  х ° ^  +  у°

дН,

X

дх ' J ду 

дН02

дНог\  в 
ду ) ' * х ~  х*тп

( _х0 dHpz I v0 дНрг \\ ду ^ У дх J

'Ох
дН02 р  _  дНог

> ÔU —

Нох — -Ь
*тп дУ 
Утп дНп

оу дх

дх , н
Утп дНп

о у ду

X

(19.21)

(19.22)

!) В прямоугольном волновоае различную структуру имеют только поля раз­
личных типов; в круглом волноводе вследствие его осевой симметрии структура 
лолей одного и того же типа может отличаться поворотом вокруг оси z (см.
§  1 9 . 1 1 ) .
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Подставив в (19.22) f i0z из (19.13) и перейдя затем согласно
(17.2) к комплексным амплитудам, получим:

£  —  f f  —  cos  gin ± E £ .  e TVmnZ ,
х2 ь a bmn

i - . l l a ^ E L s i n ^ c o s E i e ^ 2 , £  =  0,
Кmn
УтппH  ±  jrmiL H ^  sin HULI cos e* y™z 

* Л  0 a a b
■ (19.23)

mn

Hy =  ±  JW l я 0 ̂  cos ̂  Sin ^  e ^ ' " 2
y y? b a bmn

i ,  rT m n  x п л и  TVmnz И =  H о cos------cos—— e m
a 6

П о л е  т и п а  Emn. Исходя из ф-л (18.12) и (19.9), аналогич­
ным образом получим следующие выражения для комплексных 
амплитуд:

Ёх =  ^  J W L ^ f L i l c o s ^ i s i n ^ e ^
V2 а а Ътп

£ и =  ±  З ж .  £ 0 1 * sin C O S е* W
* X2 ь а Ь

Ё, — Еп sin m t l x d n п щ  c+Ŷ *

Я , = i ^ . £ 0^ s i n ^ c o s ^ e :F W

й  1 ^ Ё 0 п—  COS — sin  ^  е**""*
и V? а Ь Ь

Я г =  0.

(19.24)

Параметр y.mn в ф-лах (19.23) и (19.24) определяется соотно­
шением (19.10), у тп определяется из (19.15) в случае бегущей 
волны (А,<ЛКртп) и из (19.17) в случае местного поля (Я >  
^Янртл) ■

19.4. МОЩНОСТЬ, ПЕРЕНОСИМАЯ БЕГУЩИМИ ВОЛНАМИ ТИПОВ
Нтп И Ещп

1. В о л н а  т и п а  Нтоп. Подставим в (18.37) из (19.23) ампли­
туды Нжт и Нут бегущей ВОЛНЫ (Ymn =  iPmn):

р — 1 тп ср — - hmn
ртп гг2 С р г / т л  \ 2 . 2 т я  х «п п у  ,

— ) s , n — c o s - r +тп до
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+  ( l ^ Y cos2^ILIs[n2njbL]dxdy. (19.25)
\ b J a b J

Произведя интегрирование, приняв во внимание, что т и п— 
целые числа, и воспользовавшись соотношениями ртп =  2я/Лт п, 
Хт71 =  2я/л!фГ71Т1 и формулами § 19.2 для параметров бегущей вол­
ны, получим:

-  Щ . .  т  z ‘ ( lj3P ) '  / '  -  "р" m * 1" • "  +  0;
(19.26)

тп ср к̂р тп 1
при т ф  О, п =  О

или т =  0, п ф О .  (19.27)

В о л н а  т и п а  Етп. Аналогичным путем с помощью (18.36) и 
соотношений § 19.2, 19.3 получим

р  = Е 2 —  * / ДкртпУ  1_/ _ ^ _ ) 2
ШПСР 0*« 8 Zc. \  А, /  | /  X p m J

при т ф О , п ф О .  (19.23)

Формулы (19.26) — (19.28) позволяют по известной мощности 
определить Я0гт или £ozm, а затем с помощью формул § 19.3 най­
ти значения всех составляющих векторов напряженностей поля. 
Из (19.26) — (19.28) следует, что мощность пропорциональна 
значению Н0:т или Е02т (которое определяет поперечные компо­
ненты поля, обусловливающие перенос мощности вдоль волново­
да) и площади поперечного сечения S =  ab. Кроме того, мощ­
ность зависит от отношения АДнртп. При приближении X к Хкртп 
передаваемая мощность уменьшается при фиксированном значе­
нии Hozm или Eozm. Если же в рассматриваемом случае требуется 
сохранить переносимую мощность неизменной, то приходится уве­
личивать Hozm или Еогт, а следовательно, и поперечные составля­
ющие вектора Е. Таким образом, при X, достаточно близком к 
hip mn, перенос даже небольшой мощнбсти по волноводу может 
вызвать опасность высокочастотного пробоя диэлектрика (см. 
§ 18.4).

19.5. КОЭФФИЦИЕНТ ЗАТУХАНИЯ ВОЛН ТИПОВ H mn И Emn, 
ОБУСЛОВЛЕННЫЙ ПОТЕРЯМИ В МЕТАЛЛИЧЕСКИХ СТЕНКАХ

Этот коэффициент затухания определим с помощью (18.55). 
В о л н а  т и п а  Hmn- На широких сторонах контура поперечно­

го сечения имеем у  =  0 или у  =  Ь и 1:0 =  ± х 0. На этих сторонах 
согласно (19.23) получим в случае бегущей волны соотношение
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На узких сторонах контура имеем х =  0 или л: =  а1:0 =  ± у 0 и 

№  -f- Н2 = Н 2 + Н 2 =  №  \  \ 2sin2l i l i .  +  cos2 —
tm ' 1 zm ym 1 z m  X 4 \ b J b b

(19.30)

Подставив значения (19.29) и (19.30) в соотношение

§  (« ? .  +  я у л  = 2 [ f  ( « L  +  О *  +  J (« г ,  +  « и *
L , Lo 0

(19.31)

в ы ч и с л и в  интеграл и воспользовавшись формулами § 19.2 для 
параметров бегущей волны и ф-лой (19.26) или (19.27) для мощ­
ности, получим согласно (18.55) алтп, 1/м:

2г с
^hmn

С
(т )'+ *  

т Г + " '

6 V . ь---  ) + п -----a J  а
+

'кртП/ т 2
при m-fL 0, П-/-0; (19.32)

®йтл
6Z , 1 /  . - ( . - М

Г \ д к р  т п  /

г ^ 1 | + 2 т ( г ± : ) ]

^hmn

^ к р  тп

при т ф 0, п =  0; 

г

(19.33)

bZ.
vK p  т л . /

ГА  +  2 ( - М 2
L а \ ^ к р  тп/

при /и =  0, /г 0. (19.34)

В о л н а  т и п а  Emn. Аналогичным образом из (18.55) с учетом 
соотношений (19.24) и (19.28) получим aemn, 1/м:
2 3 8



2 г с т2 (b/а )3 +  л2 , п / па„„„ = --------  - -  . ---- v ------- при т ф О ,  п ф  0.
6Zc f  1 - ( Я / Я кр т п )2 т *  (* /а )2 +  я2

На рис. 19.2 построены зависимости a v (/), рассчитанные по 
ф-лам (19.32) — (19.35) для медного волновода, который имеет

ОСо у дБ /м

(19.35)

РИС. 19.2

размеры а =  72 мм, 6 =  34 мм и заполнен воздухом. По оси орди­
нат отложен коэффициент затухания в дБ/м, который в 8,686 раз 
больше коэффициента затухания в 1/м (см. § 11.3). Из рисунка 
видно, что в прямоугольном волноводе волна основного типа Ню 
характеризуется меньшим коэффициентом затухания, чем волны 
высших типов.

19.6. ВОЛНА ОСНОВНОГО ТИПА

Требования, предъявляемые к линии передачи (см. § 18.9), 
удовлетворяются в прямоугольном волноводе наилучшим обра­
зом при использовании бегущей волны основного типа Ню.

П а р а м е т р ы  в о л н ы.  Бегущая волна Ню согласно (19.10),.
(19.14) — (19.16) характеризуется следующими параметрами:

т =  1» п =  0, х =  п/а , /кр =  1/2а ] / е а(га, 

Хкр =  2а, у =  i Р. Р =  * 1 / 1 -(Я /2 а )2,
Уф =  v / V  1 — (Я/2а)2, v3 =  v2jvф = V \ r  1 — (К/2а)2, 

А  =  Х/У  1 — (Я/2 a)2, Z0 =  Z J V 1 — (Я/2 a f .

(19.36)

Здесь для фазовой скорости использовано обозначение иф, для 
характеристического сопротивления волны — обозначение Z0.

С т р у к т у р а  пол я .  Пусть, например, бегущая волна Ню 
распространяется в направлении +z°. Удержав в ф-лах (19.23) 
верхние знаки, приняв во внимание соотношения (19.36) для т , 
п, х и у, перейдя от комплексных амплитуд к мгновенным значе­

239



ниям и введя подстановку Е0т =  —  Н0гт, получим следующие

окончательные выражения:

Еу (/) =  Еот sin sin (© / — р 2  +  Фо),

Н х (t) =  — sin ^  sin (со t — Р г +  Ф0),
а

Н г (/) =  —  Еот'cos —  cos (со / — р z +  ф0).
а

(19.37)

Здесь Еот — наибольшее значение амплитуды напряженности 
электрического поля; фо — начальная фаза (tfo=#ozm elcpo) •

Согласно ф-лам (19.37) поперечные составляющие поля Еу и 
Нх изменяются в зависимости от координаты х по синусоидально­
му закону, а продольная составляющая Нг — по косинусоидально­
му закону (рис. 19.3). Из ф-л (19.37) и рисунка видно, что при

sin ■tlLX

1
4

SixCOS —  
1

X ж л ,
а/2 а 37

- 1

я)

РИС. 19.3

о

т =  1 вдоль стороны а укладывается одна стоячая полуволна, 
при п = 0 вдоль стороны b поле не изменяется. В прямоугольном 
волноводе у волн типов Hmn и Етп индексы т и п  определяют 
число стоячих полуволн, укладывающихся соответственно вдоль 
сторон по осям Ох и Оу.

Наглядное представление о структуре поля (19.37) дает кар­
тина распределения в волноводе векторных линий Е и Н, которая 
строится способом, изложенным в § 18.7. Зададимся для просто­
ты таким моментом времени tu для которого выполняется равен­
ство со̂ 1 + фо =  2л и, следовательно, ф-лы (19.37) принимают вид:

Еу(^) =  —Еот sin — sin(Sz, Hx{tx) =  sin—  sin|te , 
a z0 a

H M  =  —  ̂ omCOS —  cos Pz. (19.38)
соца a

Из выражений (19.38) видно, что вектор Е имеет только одну 
составляющую Е у и не зависит от координаты у. Векторные ли­
нии Е начинаются и оканчиваются на широких стенках волново- 
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да. Вектор Н имеет две составляющие Нх и Hz и, следовательно, 
его векторные линии представляют собой замкнутые петли, кото­
рые лежат в сечениях у  =  const, параллельных плоскости xOz.

Рассмотрим структуру поля (19.38) на отрезке волновода 
—Л / 4 ^ г ^ Л / 4 ,  равном Л/2. В различных поперечных ( 2  = const) 
и продольных (x=const, £ /= const) сечениях ф-лы (19.38) при-

• • Л X • X• • Q XX

а)

IIN

• X
• • x X
• • • X X X
• • X х• X

1 X

B)

z

X  1
\ y =  const

\ W ' 11

О  'y ^  — 
- N\x  y / 7 ^ '

Л Й 1 .
Ч М \

' V  * ^  -
т

z

РИС. 19 А

нимают вид:
при г  =  г р А  Еу =  ±  £ omsin —  , Я * =  ^ s i n —  , Иг =  0;

4 a Z0 а
(19.39)

при 2  =  0 Еу =  0, Нх =  0, Нг =  ~̂ —Е от cos — ; (19.40)

при х =  —  Ед =  — £ omsinp 2 , Я* =  ^ - sin |} г, Я* =  0; (19.41)
2 Z0

при */ =  const (0 <  у <  b)
JI XEy =  — Eoms\n —  sinflz, 
a

Hx =  sin —  sin p 2 ,
Z0 a

гг x г- я дг оH z = ---- £ om cos —  cos 6 z.
o)fia a

(19.42)
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На рис. 19.4 для поля Ню по ф-лам (19.39) — (19.42) построе­
ны распределения векторных линий Е и Н в различных сечениях. 
С течением времени картины векторных линий (см. рис. 19.4) пе­
ремещаются со скоростью Уф в направлении распространения 
волны +  z°.

Э л е к т р и ч е с к и е  т о к и  н а  с т е н к а х  в о л н о в о д а .  На­
личие касательного к поверхности стенок вектора Н сопровожда­
ется существованием на ней электрического поверхностного тока,

плотность которого определяется соотношением (3.52). При этом 
векторные линии г\ образуют семейство кривых, ортогональных 
семейству векторных линий Н на стенках. На рис. 19.5 изображе­
на картина линий г\ волны Ню, построенная для того же момен­
та времени что и рис. 19.4.

Согласно принципу непрерывности электрического тока в тех 
точках, где оканчиваются векторные линии т|, начинаются продол­
жающие их линии б™, существующие в диэлектрике внутри вол­
новода и параллельные оси у. Замкнутые линии магнитного поля 
охватывают линии 6СМ, причем направления линий 6СМ и Н, как 
всегда, связаны между собой по правилу правого винта.

19.7. КОНЦЕПЦИЯ ОДНОРОДНЫХ ПЛОСКИХ ВОЛН В ВОЛНОВОДЕ

Приведенные выше параметры бегущей волны произвольного 
типа в волноводе получают простую физическую интерпретацию, 
если произвести предложенное Бриллюэном представление этой 
волны суммой однородных плоских волн. Проиллюстрируем это 
на наиболее простом примере основной волны Ню-

Мгновенным значениям (19.37) волны Ню соответствуют 
комплексные амплитуды:

У

РИС. 19.5

(19.43)
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ТС X ЗТ XЗаменим здесь sin— = s i n  (хх) и cos—  =  cos (хх) по форму- 
а а

лам Эйлера:
£  _  j ?  |- е —i ( x x + p z ) ___e i (x x - f lz )  j p  _ _  ___  £ o  j- e —i (x * + 0 z )  ___

У 2  0 * x 2  Z 0

— e* <**-*>], я  =  —  £ 0 [ e- i  (**+рг) +  e1 (хд;- рг) ]. (19.44)
2(0JLla

Введем угол 0 при помощи соотношения
sin 0 =  р/й =  V 1 — (V2a)2 =  ] /  1 — (Я/Якр)2. (19.45)

При этом имеем:
cos 0 =  АДКр =  Xlk, z 0 =  Zc/ J / 1 — (Я/Якр)2 =  Zc/sin 0,

и/а>|ха =  (cos0)/Zc. (19.46)
Разобьем ф-лы (19.44) с учетом (19.45) и (19.46) на две неза­

висимые группы составляющих, соответствующих первым и вто­
рым слагаемым в квадратных скобках:

р  __ 1 р —ik (* c o s0 -fz s iп0)
11 у\ ~~ о е »

X  --------1 Щ _  s i n  0  e - i f t  i* c o s e + z s in e ,  э
Z l,q

Я =  4 -  # -  cos 0 e~lk (xcose+2sin0) ;Z L q

p  __ 1 p  — \k  (—* co s0 -fzsin 0 )
У2  2  *

H x2 =  _L A  sin 0 e - iA ,

H z2 =  _L A  cos 0 e“ ‘* <-*“ s9+«in9> .

Формулы (19.47) тождественны выражениям для Еп и Нп в
(13.16), (13.17), а ф-лы (19.48) — выражениям для Ё0Тр и Нотр в
(13.16), (13.17) при коэффициенте отражения (13.52). Таким об­
разом, в волноводе бегущую волну Ню можно представить 
(рис. 19.6) как результат суперпозиции двух однородных плоских 
волн (волн Бриллюэна), поляризованных нормально к плоскости 
падения xOz  и распространяющихся в направлениях s°i и s°2, ко­
торые образуют с осью Ох соответственно углы 0 [волна (19.47)] 
и л—0 [волна (19.48)]. Эти две однородных волны имеют одина­
ковые амплитуды, распространяются со скоростью и =  (о/6 =  
=  1/У еаЦа в перекрещивающихся направлениях и физически по­
лучаются в результате многократного попеременного отражения 
от боковых стенок.

(19.47)

(19.48)
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С помощью концепции однородных плоских волн в волноводе 
легко придать ясный физический смысл параметрам Уф, иэ, Л, Z0 
бегущей волны Ню, определяемым ф-лами (19.36). Например,

РИС. 19.6

рассудив таким же образом, как при обосновании соотношения
(13.41), получим сучетом (19.45) выражение 0ф= ^ = = = = - .

Физически распространение волн (и перенос ими энергии) проис­
ходит по зигзагообразным путям (см. рис. 19.6) со скоростью и.

РИС. 19.3

При этом поступательное движение энергии вдоль оси z  опреде­
лится соотношением v * = v  sin0 =  i>]/ 1 — (Х/2а)2. Различие между 
длиной волны a = v T  и длиной волны в волноводе А = 1\\,Т легко 
понять из рис. 19.7. Связь между характеристическим сопротивле­
нием волны Ню, определяемым поперечными (по отношению к 
оси z  волновода) составляющими поля однородной плоской вол­
ны, и характеристическим сопротивлением плоской волны в без­
граничном диэлектрике Zc легко установить с помощью рис. 19.8:

7  —  Е У —  Е У __ 7 С _  _________________  / ]  g  4 Q\
0 I Я* I Я sine sine У  1 — (k/2a)* * \ >

Аналогичным путем нетрудно показать, что волны типов Нтло 
и Н0?1 можно разложить также на две однородные плоские волны, 
а волны типов Нmn{m, п =  1, 2 ...) и Emn — на четыре; параметры 
волн этих типов имеют тот же физический смысл, что и в случае 
волны Ню-
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19.8. ВЫБОР РАЗМЕРОВ ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ ВОЛНОВОДА 
В ОДНОВОЛНОВОМ РЕЖИМЕ

Согласно (18.57) неравенствам (19.19) соответствует коэффи­
циент перекрытия рабочего диапазона частот т) =  /макс//мин=2 . 
При выполнении условий (19.20) коэффициент перекрытия умень­
шается и определяется значением г\ =  а/Ь. Поэтому обычно отдают 
предпочтение условиям (19.19) и принимают aZ^2b. Однако на 
практике следует учитывать ряд дополнительных причин, _ кото­
рые приводят к уменьшению рабочего диапазона одноволпового 
режима.

Подставляя в (19.27) H0zm=  —  Еш =  -7 - “ - £от (см. § 19.6)
(DJIa Акр

и учитывая, что лКр ю = 2 а, получаем мощность, переносимую вол­
ной Ню:

P"  =  ° '2 5 % V  ' - ( - h r  <,9 -50>

Если принять Еот= Ецфедт, то ф-ла (19.50) определит пре- 
дельную мощность волны Ню (см. § 18.4)

=  0,25 ] /  • - ( £ ) * •  <19'5 »

При значениях Я, близких к лкр= 2 а ,  волновод может пропус­
тить только очень малую мощность (ср. § 19.4). Кроме того, при 
А-^кр также резко возрастает коэффициент затухания волны. 
Поэтому на практике обычно требуют выполнения условия 
< 1 ,6 а вместо а < 2 а, что исключает приближение рабочих длин 
волн к Якр. Чтобы иметь достаточно сильное затухание вдоль вол­
новода местных полей, возникающих в реальном тракте около 
нерегулярностей (см. ч. V), вместо неравенства а < %  также вво­
дят более жесткое условие (например, 1,05а<Я). Таким образом, 
условия одноволнового режима (19.19) на практике заменяют 
ориентировочными неравенствами

1 ,0 5 а < Л <  1,6а при а >  26, (19.52)-

которым соответствует коэффициент перекрытия рабочего диапа­
зона г\ж 1,5.

Рассмотрим теперь, чем определяется выбор размера Ь. Обыч­
но можно принять, что магнитные проницаемости стенок и диэ­
лектрического ^заполнения одинаковы (^a^iiia^M 'o) и, следова­
тельно, г5 = К м 2а<о/2 а2^  V J1Z J 0 2 X. Подставив в (19.33) это зна­
чение гs и ЛкР= 2 а, получим расчетную формулу для волны Ню

у  [ ' + 2 т Ш Т  " 9 М >
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Вычисления по ф-ле (19.53) показывают, что при a =  const (раз­
мер а был выбран выше) коэффициент затухания уменьшается с 
увеличением Ь. Таким образом, для уменьшения а и увеличения 
предельной мощности (19.51) выгодно увеличивать сторону b как 
можно больше- Поэтому согласно фигурирующему в (19.52) усло­
вию Ь ^ а / 2  обычно принимают Ь =  а/2. Окончательный выбор 
размеров а и b следует производить в соответствии с существую­
щими стандартными волноводами (см., например, [42]).

Отметим, что в некоторых практических случаях на первое 
место выступает требование уменьшения габаритов и массы вол­
новода, а не увеличения предельной мощности и уменьшения ко­
эффициента затухания. В этих случаях выбирают 6 =  (0,1-=-0,2)а.

19.9. СТРУКТУРА ПОЛЕЙ БЕГУЩИХ ВОЛН ВЫСШИХ ТИПОВ

У волны Нт0 вдоль стороны по оси Ох укладывается т стоя­
чих полуволн, а вдоль стороны по оси Оу нет изменения поля. 
Соответственно этому для построения картины поля этой волны 
следует мысленно разделить волновод вдоль стороны а на т оди­
наковых ячеек и в каждой из них изобразить волну Ню, причем 
в соседних ячейках волны Ню противофазны (рис. 19.9а).

Картину поля волны Н0п легко получить из картины поля вол­
ны Ито (при т =  п), поменяв ролями стороны волновода вдоль 
осей Ох и Оу.

У волны Нц линии Е лежат в поперечных сечениях, соединя­
ют широкие и узкие стенки и ориентированы перпендикулярно к 
их поверхности (рис. 19.96). При этом вдоль каждой из сторон 
поперечного сечения укладывается одна стоячая полуволна. На 
рисунке изображено распределение поля в том поперечном сече­
нии, в котором в рассматриваемый момент времени продольная 
составляющая Н г равна нулю и, следовательно, Н =  Н ..  Лежа­
щие в этом сечении линии Н образуют семейство кривых, перпен­
дикулярных линиям Е и ориентированных у поверхности стенок 
по касательным к ней.

На рис. 19.96 показано также распределение поля в продоль­
ном ссчении волновода, которое примыкает к поверхности иде­
ально проводящей широкой стенки.

Для построения картины поля волны Hmn( m ^ l ,  t i ^  1) нуж­
но мысленно разделить волновод вдоль стороны по оси Ох на т 
и вдоль стороны по оси Оу  на п одинаковых ячеек (всего полу­
чится тп ячеек) и в каждой ячейке изобразить волну Нц, при­
чем в соседних ячейках волны Нц противофазны (рис. 19.9в). У 
волны Ец линии Н являются плоскими замкнутыми кривыми, ле­
жащими в поперечных сечениях (рис. 19.9г). На этом рисунке 
показано распределение цоля в том поперечном сечении, в кото­
ром Ег =  0. Лежащие в этом сечении линии Е перпендикулярны 
линиям Н и ориентированы по нормалям к поверхности стенок. 
Вдоль каждой из сторон а и b укладывается одна стоячая полу­
волна. На рис. 19.9г приведено также распределение поля в про- 
546



Нго
а

Ни П31

Л
i t  I I I I II
\ ) \ /
V /

( \ : < \  Г г .< \
I I  и м  м
V О  I  \  <*■> )

• • • ' Ж X XЧ ^
• • • • •  х X X X X

Г .>
f \ ( \II  ' I I I  II

у V * • / /\ • •• г
' V i  И  И

м  и
Vv Л Л ' )

i t  i t  

б)

±

8)

1  L

ш т
• •  X X X V

т т
о

РИС. 19.9

дольном сечении, проходящем через волноводную ось, для которого 
линии Е оказываются плоскими и лежащими в этом сечении, а 
линии Н — перпендикулярными к нему.

Для изображения структуры поля волны Етп нужно мысленно 
разбить волновод на тп ячеек и в каждой из них построить по­
ле волны Ец, причем в соседних ячейках волны Ец противофаз­
ны (рис. 19.9(3).

Остановимся кратко на местных затухающих полях, основные 
особенности которых были рассмотрены в § 18.2. Формулы, опре­
деляющие структуру местного поля типа Н т п  ИЛИ Е т п  В П рЯ М О - 

угольном волноводе, легко получить, подставив в (19.23) или
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{19.24) соответствующие индексы пг и п, воспользовавшись соот­
ношениями (19.10), (19.14), (19.17), (19.18) и перейдя от комп­
лексных амплитуд к мгновенным значениям составляющих век­
торов Е и Н.

Для примера на рис. 19.10 приведена структура местного по­
ля типа Ец в продольном сечении, проходящем через ось волно-

РИС. 19 АО РИС. 19 А 1

£

J ~ ~ L

вода. Поскольку по мере удаления вдоль оси z  от нерегулярно­
сти, на которой возникает местное поле, амплитуды его векторов 
убывают по экспоненциальному закону и каждый из векторов 
имеет фазу, одинаковую во всех точках волновода (см. § 18.2), 
го вдоль оси г периодичность местного поля отсутствует (ср. 
рис. 19.9а и рис. 19. 10).

19.10. ВОЛНОВОДЫ С ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ 
П- И Н-ОБРАЗНОЙ ФОРМЫ

Расширить рабочий диапазон в одноволновом режиме, а так­
же уменьшить размеры поперечного сечения можно при яямене 
прямоугольного волновода волноводами с поперечным сечением П- 
и Н-образной форм (см. рис. 17Ли, к).  Можно считать, что они полу­
чаются из прямоугольного волновода добавлением продольных ме­
таллических выступов, расположенных на середине широкой стен­
ки. Поскольку выступы расположены в области наибольших значе­
ний составляющих Еу и Нх основной волны Ню прямоугольного 
волновода, то они существенным образом изменяют, структуру 
поля этой волны, образуя при этом основную волну П- и Н-волно- 
водов. Эта волна характеризуется высокой концентрацией попе­
речных электрического и магнитного полей в зазоре d  (рис. 19.11) 
и сравнительно малыми значениями продольной составляющей Hz. 
Таким образом, благодаря введению выступов структура основ­
ной волны волновода становится более близкой к структуре попе- 
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речной волны Т и соответственно критическая длина этой волны 
увеличивается. С помощью графиков, приведенных, например, в 
[14], можно по известным размерам поперечного сечения опре­
делить Лкр волны основного типа П- и Н-волноводов.

С другой стороны, выступы расположены в области малых 
значений составляющих Еу и Нх волны первого высшего типа 
# 2о прямоугольного волновода и, следовательно, незначительно 
изменяют структуру поля этой волны и ее ХКр. Существенное уве­
личение Якр основной волны П- и Н-волноводов (по сравнению 
с Ккр волны Ню прямоугольного волновода, имеющего ту же ши­
рину а) и незначительное увеличение (на 20—30%) Акр волны 
первого высшего типа приводят к расширению рабочего диапазо­
на этих волноводов в одноволновом режиме. Коэффициент пере- 
крытия рабочего диапазона r\ П- и Н-волноводов имеет максимум 
при с / а = 0,2-^*0,3, возрастает с уменьшением зазора и может 
быть сделан равным 5—5,5. При пропускании одной и той же по­
лосы частот эти волноводы могут иметь значительно меньшие 
габариты, чем соответствующий прямоугольный волновод.

Недостатками П- и Н-волноводов являются более низкая по 
сравнению с прямоугольным волноводом предельная мощность 
и более высокий коэффициент затухания, обусловленный потеря­
ми в стенках. Усиление этих недостатков с уменьшением зазора 
ограничивает его минимальную величину, что приводит на прак­
тике обычно к значениям коэффициента перекрытия г) =  2,5-^3,5^

К р у г л ы й  в о л н о в о д

19.11. РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗА ДА Ч

Поскольку контур поперечного сечения круглого волновода 
(рис. 19.12) совпадает с координатной линией г = а  полярной си- 
стемы координат г, ф, то решение краевой задачи (18.6) или
(18.7) следует проводить в полярной системе.

1. О б щ е е  р е ш е н и е  д в у м е р н о г о  у р а в н е н и я  Г е л ь м ­
г о л ь ц а .  Согласно (П1.26) и (П1.34) ур-ния (17.15) в поляр­
ной системе имеют вид

а2Ф , 1 дф , 1 д2Ф . 2. л '—  +  - —  +  — - Ч - х 2ф =  °. (19.54)
дг2 г дг г2 д “ф2

При решении этого ур-ния методом разделения переменных, 
положим

Ф(г, ф) =  Д (г) ¥  (i|>). (19.55)

Подставив (19.55) в (19.54) и умножив результат на rzIW¥,  имеем 
1 сРУ г- d*R , г dR



Рассудив таким же образом, как при переходе от (19.3) к (19.4), и 
приравняв левую и правую части (19.56) к одной и той же постоян­
ной величине т 2, получим вместо (19.56) два дифференцированных 
уравнения:

+  0 ; (1 9 .5 7 )

—  +  — —  +  ( V  — — ")/? =  0. (19.58)
dr2 г dr \  г2 )

Общее решение ур-ния (19.57) представим в виде
¥  (ф) =  A cosm\|) +  £sinm\J;, (19.59)

где А и В — произвольные постоянные интегрирования.
Поскольку координатам г, ^  и г, \р +  2я соответствует одна и 

та же точка наблюдения М , то при приращении г|э на 2я поле

М

\V
-If7 = 0

РИС. 19.12

должно оставаться без изменения. Однозначность поля в точке 
наблюдения требует, чтобы выполнялось условие W (ф) =  ЧГ (г|) +  2 я ) . 
Для удовлетворения функцией (19.59) этому условию необходимо, 
чтобы т являлось любым целым числом (т =  0, 1, 2, 3 ...).

Уравнение (19.58) совпадает с (П2.1) и, следовательно, при 
помощи подстановки р = х г  приводится ik уравнению цилиндриче­
ских функций целого порядка т. Поскольку точка г =  0 принад­
лежит поперечному сечению волновода, то согласно (П2.9) ре­
шением ур-ния (19.58) является функция Бесселя:

R(r) =  CJm (xr), (19.60)

порядок которой совпадает со значением т в (19.59).
Подставив (19.59) и (19.60) в (19.55), получим общее реше­

ние двумерного уравнения Гельмгольца (19.54)

Ё0г (Г, Ч>) 

Hoz(r, t )
=  Ф ('■- Ч>) =  D  Jm (х г)»™$. (19.61)

Здесь двойная запись учитывает оба независимых част­
ных решения для функции Ч' (ф) и заменяет их линейную комби­
нацию (19.59).
2 5 0



2. П о л е  . к л а с с а  Е. Из граничного условия (18.1) на конту­
ре имеющем вид окружности г = а, и ф-лы (19.61) получаем 
Jm(Kea ) =  0. Таким образом, произведение кеа может быть равно 
любому корню етп функции Бесселя т -го порядка (см. приложе­
ние 2, п.2.5): Хетпй =  етп, где индекс т  указывает порядок функ­
ции Бесселя (га =  0, 1, 2, 3 ...), а индекс п — порядковый номер 
корня ( п =  1, 2, 3 ...).

Каждой паре фиксированных индексов т и п  соответствуют 
определенное значение гтп (см. табл. П.2.1), критическое волно­
вое число

Кетп = етп/а (19.62)
и продольная составляющая поля

(19.63)

Выражение (19.63) представляет собой сумму двух независи­
мых собственных функций, соответствующих одному и тому же 
критическому волновому числу (19.62), имеющих различную за­
висимость от угловой координаты г)? и в общем случае различные 
значения множителя Ё о .  Поскольку sin mi|) =  cos(/m|)—я/2), то эти 
собственные функции определяют две структуры электромагнит­
ного поля, отличающиеся друг от друга лишь поворотом вокруг 
оси волновода на угол я/2 и начальной фазой и амплитудой 
Ё о  ( Ё 0 =  Е0:те ^ ) .

Критическое волновое число (19.62) и продольная составляю­
щая (19.63) определяют поле типа Е тп в круглом волноводе.

3. П о л е  к л а с с а  Н. Дифференцирование по нормали к  кон­
туру Lj_, имеющему вид окружности, сводится к дифференциро­
ванию по радиусу, и граничное условие (18.5) принимает вид. 
д Н~ dr°z = 0  при г = а .  Из этого условия и ф-лы (19.61) получим

] /m{xha)=  0, где штрих означает дифференцирование по аргумен­
ту функции Бесселя. Следовательно, произведение х^а может 
быть равно любому корню j\хтп производной функции Бесселя 
т -ГО порядка: XhmnCL=\lmn-

Каждой паре фиксированных индексов т =  0, 1, 2, 3 ... и п =  
=  1, 2, 3 ... соответствуют определенное значение (imn 
(см.табл. П2.2), критическое волновое число

Khmn =  (19.64)
и продольная составляющая поля

Но 2 = / V m ( > w e .  (19.65)

Как и в предыдущем случае, критическому волновому числу 
(19.64) соответствует сумма двух независимых собственных функ­
ций, которые определяют две структуры поля, отличающиеся 
друг от друга лишь поворотом вокруг оси волновода на я/2 и на­
чальной фазой и амплитудой / /0.
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Критическое волновое число (19.64) и продольная составля­
ющая (19.65) определяют поле типа Ншп в круглом волноводе.

19.12. ПАРАМЕТРЫ ПОЛЕЙ ТИПОВ Hmn И Emn

В круглом волноводе поле каждого типа Нmn или Emп харак*
теризуется своим критическим волновым числом (19.64) или
(19.62), которому согласно (18.19) и (18.20) соответствуют сле­

дующие критические частота и длина волны:

/ кр hm n  =  Ц т п /Я л  а  У  Ea\ l at

/кр ет п =  & т п № ^  а  } ( 1 9 . 6 6 )

^кр hm n =  0-1\Ътп> ^кр ет п =  a /& m ri' ( 1 9 . 6 7 )

Остальные параметры бегущей волны или местного поля типа 
H mn или Етп определяются соотношениями (19.15) — (19.18), в 
которые следует подставить соответствующее значение A,Kpv из
(19.67).

Критические длины волн (19.67) зависят от значений индексов 
т  и п, которые определяют величину цтп или ет п, и радиуса а 
поперечного сечения и образуют бесконечную убывающую после­
довательность чисел. В табл. 19.2 приведена начальная часть 
этой последовательности. Из таблицы видно, что поле типа Нц 
.является полем основного типа в круглом волноводе.

ТАБЛИЦА 19.2

Корень coi И81 М-01» ец Hsi
Значение корня 1,841 2,405 3.U54 3,832 4,201
Тип поля Нц Eoi Н21 Hoi> Еп н31
^кр V 3,41а 2,61а 2,06а 1,64а 1,50а

Условие существования бегущей волны основного типа имеет 
вид Ж 3,41 а или А,<1,705d, где d — диаметр волновода, и, сле­
довательно, ограничивает наибольшие значения К в круглом вол­
новоде примерно теми же пределами, что и в случае прямоуголь­
ного волновода (см. § 19.2).

Согласно (18.56) и табл. 19.2 условия одноволнового режима 
в круглом волноводе имеют вид

2,61а <  X <  3,41а. (19.68)

Им соответствует наибольший коэффициент перекрытия рабоче­
го диапазона т] =  1,3 (вместо т] =  2 для прямоугольного волново­
да).

Поокольку одному и тому же критическому волновому числу
(19.62) или (19.64) соответствуют две различные структуры элек­
тромагнитного поля, отличающиеся друг от друга поворотом на
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угол \|; =  л/2 (см. § 19.11), ТО поле каждого типа E m n и H m n  яв­
ляется двукратно вырожденным по углу ур. Исключение состав­
ляют лишь поля типов Eon и Ноп, которые, как это следует из
(19.63) и (19.65) при т =  0, вообще не зависят от координаты г|), 
т. е. обладают цилиндрической симметрией. Отметим, что вырож­
дение по углу ур несимметричных волн Ет п и Нтп ( т ф 0) вызы­
вает неустойчивость поляризации несимметричных волн, т. е. воз­
можность самопроизвольного поворота структуры поля вокруг 
оси z даже из-за незначительных случайных нерегулярностей в 
волноводе (например, эллиптичности поперечного сечения).

Вырожденными являются также поля типов Н0гг и Ein, кото­
рые имеют одно и то же критическое волновое число (напри­
мер, поля Hoi и Ец). Действительно, согласно (П2.16) имеем 
/'о(р) = —/ i (р). Следовательно, корни уравнения / 'о (|lx) =  0 совпа­
дают с корнями уравнения / i  (е) =  0 ,  т. е. j.ion =  e i ?1 и Xhon =  X e in .

19.13. КОМПЛЕКСНЫЕ АМПЛИТУДЫ СОСТАВЛЯЮЩИХ ВЕКТОРОВ Е И Н

П о л е  т и п а  Нпгп. Согласно соотношениям (ПК23), (П1.31), 
[r°z°] = —-ф0 и [tf0z°] =  г0 имеем вместо (18.106) и (18.Юв):

Подставив в (19.70) /?oz из (19.65) и перейдя затем согласно 
(17.2) к комплексным амплитудам, получим:

(19.69)

или

(19.70)

Ег =  i(D̂ am f j ^ {m(*hmnr) slnm^ gtVhmn* ;
*h m n  *hm n Г COS ГП

(19.71)
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П о л е  т и п а  Emn. Из (18.126) и (18.12в) получим следующие 
формулы вида (19.70):

Ё0г =  =F
Уетп дЕ*

етп д г
» “I-

У етп дЕп

н пг =
> шеа дЕ,, я,Оф

1(оеа д £ п

х- drетп

(19.72)

Подставив в (19.72) £oz из (19.63) и умножив результат на
етп2е m t получим следующие выражения для комплексных ампли­

туд:

Er =  =p ^ £ 0/ m( > W ) S e =W ,
êmn

£ ф =  ±  ф e* W  ,

4 = ^ т (кетпг в е ^ - г , 

Hr =
*emn

1 (Oea г / NSinmiJ) -V  г■c 0̂  m КЛетп cosm̂  “I
i сое.

(19.73)

Яф =  -  — а£ < Л  (Х«»„ ŝin/mp е em71 , Я , =  0.
Кетп

Формулы (19.71) и (19.73) справедливы как для бегущих волн 
соответствующего типа (Xcih-pv, Vv = iPv),  так и для местных 
полей (л^>/.кру» Vv — ctv) •

19.14. МОЩНОСТЬ, ПЕРЕНОСИМАЯ БЕГУЩИМИ ВОЛНАМИ ТИПОВ
Нтпп И Етп

В о л н а  т и п а  Ншп. Подставим в (18.37) из (19.71) амплиту­
ды Нгт и Н^п бегущей волны, имеющей зависимость Н~ от \[, ви­
да cosm\J>:

а 2л
р _  7г  тп ср г. hmn

+

Щг-Н1„п f  f Г^т(*»«.0ак:
ĥmn о 0 1

“ /72 t|) - f -

fahmn r)
Jl(Xhmn r) sin2 тМр2 т rdrdty. (19.74)

При интегрировании -по г|э появляется множитель я  (при т ф 0) 
или 2я (при т =  0). При интегрировании по г учтем (П2.18) и при­
мем во внимание, что J'm{Khmna) =  J'm(М-mn) =0. Воспользовавшись

Рлттг ^кр hmn Г  /  Я \ 2 ,также соотношением ------= --------- 1 /  1 — / ----------- ) и ф-лои
Khmn К \ /  \  ХКр hmn I

(19.16) ДЛЯ Zhmny получим:

Р =  И2г тп cp Ozm X
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X  J 2m ( Ц я щ )  С  1 - - - - - - - - п р и  т  Ф  °> (19.75)

при т —0. (19.76)
В о л н а  т и п а  Emn. Аналогичным путем с помощью (П2.18) 

я при учете соотношения / m(xemna) = / m(emn) = 0  получим:

При выводе (19.78) было использовано также равенство (П2.16). 
Фигурирующее в ф-лах (19.75) — (19.78) произведение 5  =  яа2 есть 
площадь поперечного сечения круглого волновода.

Формулы (19.75) и (19.77) справедливы также и для бегущих 
волн, которые имеют зависимость Hz 'или Ег от -ф вида sin тф.

Формулы (19.75) — (19.78) по своей структуре близки к
(19.26) — (19.28). Поэтому следствия из этих формул совпадают 
с выводами, сделанными в конце § 19.4.

19.15. КОЭФФИЦИЕНТ ЗАТУХАНИЯ ВОЛН ТИПОВ Нт „ И Етп, 
ОБУСЛОВЛЕННЫЙ потерям и  в МЕТАЛЛИЧЕСКИХ СТЕНКАХ

Коэффициент затухания определим по ф-ле (18.55). Для круг­
лого волновода

В о л н а  т и п а  Нт „. Подставив в (19.79) амплитуды Н^т(а, ф) 
и Нгт(а, ф) бегущей волны из (19.71), вычислив иитепрал и вос­
пользовавшись соотношением (Pftmn/»<ftmn)2 =  (ЯкрЛтопА)2—1 и ф-лой
(19.75) или (19.76) для мощности, получим согласно (18.55) сле­
дующие выражения:

при т ф 0; (19.77)

при т =  0. (19.78)

2я

L 0'±

^hmn —
а  % с V"l (V^kP h т п ) 2

-f- (Х/ХКр h m7l)2j  при т ф 0, 

(19.80)

On —
а ( ^ / ^ к р Л о п ) 2

(* А ф  h 0 п)2 при т  =  0. (19.81)
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В о л н а  т и п а  Emn. Аналогичным путем из (18.55) с учетом 
соотношений (19.73), (19.77) и (19.78) получим

«етп =  --------  (19.82)
а  Z>c V  1 —  (Я/Якр е т п )2

Коэффициент затухания (19.81) симметричных волн Н0п моно­
тонно и неограниченно убывает с увеличением f (уменьшением X). 
Нетрудно показать, что причиной такого изменения аиоп является 
убывание с уменьшением X амплитуды единственной в данном слу­
чае касательной к стенкам составляющей # 2, которое происходит 
более быстро, чем возрастание rSj и, следовательно, приводит к 
уменьшению поглощаемой в стенках мощности.

На рис. 19.13 приведены зависимости a v (f ) в дБ/м от частоты 
/, рассчитанные для медного волновода радиуса а =  30 мм с воз­
душным заполнением. Из рисунка видно, что во всей области 
одноволнового режима коэффициент затухания основной волны Нц

РИС. 19.13

оказывается относительно большим; коэффициент затухания сим­
метричной волны Н01 становится меньше коэффициента затухания 
волны Нц лишь при а/Х>  1. Существенние уменьшение затухания 
волны Н01 в круглом вол/новоде при значениях а / Х > 3-1-4 стремят­
ся использовать для создания длинных линий передачи с малыми 
потерями.

19.16 СТРУКТУРА ПОЛЕЙ БЕГУЩИХ ВОЛН

v Наибольший практический интерес представляют волна основ­
ного типа Н1Ь волна первого высшего типа E0i (см. табл. 19.2), 
обладающая осевой симметрией, и волна Н0ь имеющая при опре­
деленных условиях наименьший коэффициент затухания. Рас­
смотрим эти волны, полагая для определенности, что они распро­
страняются в направлении +z°.

В о л н а  о с н о в н о г о  т и п а  Нц. Удержав в (19.71) верхние 
знаки, подставив п г = 1, п =  1 и у =  сохранив верхний набор три­
гонометрических функций и перейдя от комплексных амплитуд к
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мгновенным значениям, получим выражения, определяющие струк­
туру поля:

1
X

СО На

хг

£„,(/) = ----- ^  H0zmJm(хг)cosф sin(ш/ — р z + 'ф 9),

£ ,(0  =  0,

II r {t) =  Н0 z т J\ (хг) cosф sin (<в't — Р2 +  фо). 

и ^ )  =  — - ^ - ^ 0fW^ ^ s i n ^ s i n ( ® /  — pz +  Фв),

H z (t) =  Я 0 2 т Л  (хг) costJjcos ( о t  — p z  +  фо).

Векторные линии Е поля (19.83) лежат в поперечном сечении 
и ориентированы нормально к окружности его контура (рис. 
19.14а). На этом рисунке изображено распределение поля в том

(19.83)

а)

а

/С 'V 7 S X
1 -

\ \ \ ^ t

1 ' V  1
' V . Т .  ; 1 

V ' s . T i 1 '
• * 7 1  • • 0 ••

1

Г ' - ' ч

1
1

1 1 ( , ) 1 1 1

У Х~1Г < X  У
X X Х.дХ X х XXX 

1 1 * х * \ 1

1

1
I —  1 
1 1 ( * \ 1 . 1

• • • •  х х х х

' 1 х—? 'f . \  I I I

t 4  I И  I

6)

РИС. 19.14
*)

поперечном сечении, в котором в рассматриваемый момент вре­
мени продольная составляющая Нг равна «улю и, следовательно, 
H =  Hj.. Лежащие в этом сечении линии Н образуют семейство 
кривых, перпендикулярных линиям Е и ориентированных у по­
верхности стенок по касательным к ней. На рисунке приведено
9 -2 5 3  251!



также распределение поля Нц в продольном сечении, проходя­
щем через горизонтальный диаметр волновода (ф =  0 и ф =  я). 
В этом сечении отличны от нуля только две составляющие Нт и 
Hz, вследствие чего линии Н оказываются плоокими замкнутыми 
петлями, лежащими в сечении; линии Е  соответственно перпенди­
кулярны к сечению.

Плотность поверхностного тока на стенках при распростране­
нии волны Нц определяется ф-лой (3.52), в которой n°2i =  r°, и 
характеризуется картиной векторных линий ц, изображенной на 
рис. 19.15.

В о л н а  Hoi. Удержав в (19.71) верхние знаки, подставив 
т =  О, /г=1 и v =  ip, воспользовавшись соотношением (П2.16) и 
перейдя от комплексных амплитуд к мгновенным значениям, по­
лучим:

E^(t) =  ^ - H 0 z m J1 (xr)sin(co/ — pz +  Фо),

l i r (i) = -----z m J1 (к г) sin ( a t  — Р 2 +  ф0), (19.84)

Hz (t) =  H0 i m J0 (xr)cos(a)t  — р г +  ф0).

Поле (19.84) не зависит от угла ф, т. е. обладает осевой (ци­
линдрической) симметрией. Вектор Е имеет лишь одну состав­
ляющую Е\р, и его линии представляют собой концентрические^ 
окружности, лежащие в поперечных сечениях (рис. 19.146). Ли­

нии Н волны (19.84) представляю т собой замкнутые петли, кото­
рые леж ат в продольных плоскостях, проходящих через ось вол­
новода.

Х арактерной особенностью поля типа H 0i (« поля любого ти­
па Н 0я) является сущ ествование единственной касательной к 
стенкам продольной  составляю щ ей вектора Н, которой соответ­
ствует только азимутальная компонента г\  ̂ плотности поверхност­
ного тока:

Ч =  [Hz n°] =  [z° г°] Нг =  Г  Нг =  ф° ч* . (19.85)
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В о л н а  Eoi. Поступив таким же образом, «ак при выводе со­
отношений (19.84), получим из (19.73) следующие выражения:

£ ,(/) = -----Ц- Е0 г т Ji (х г) sin (со t — рг +  Фв),

Ez (t) = E 0 zm J0 (xr)cos(o/ — 02 +  фо),

=  — —  Е0 ^ J ^ x r )  sin (a>t — р 2 + ф 0).

( 1 9 . 8 6 )

Поле (19.86) обладает осевой симметрией. Вектор Н имеет 
лишь одну составляющую и его линии представляют собой 
концентрические окружности, лежащие в поперечных сечениях 
(рис. 19.14в). Линии Е волны (19.86) лежат в продольных плос­
костях, проходящих через ось волновода.

Рассмотрим теперь, какой смысл можно придать индексам т  
и п в круглом волноводе. Из ф-л (19.71) или (19.73) следует, что 
составляющие £ r, Н^ и Ег имеют одинаковую зависимость от 
угла г|). При этом в поперечном сечении волновода существуют 
диаметры, на которых эти составляющие равны нулю. Будем на­
зывать эти диаметры узловыми. К продольным сечениям, прохо­
дящим через узловые диаметры, линии Е ориентированы нормаль­
но, линии Н — по касательным. Следовательно, на этих сечениях 
выполняются граничные условия для 'идеально проводящей по­
верхности. Индекс т ,  характеризующий изменение поля типа 
Нтп или Emn вдоль концентрической окружности г = const, пока­
зывает число узловых диаметров. Например, у поля Нц т =  1 и, 
следовательно, существует один узловой диаметр [который для 
волны (19.83) определяется значениями гр =  0 и ф =  я].

Из ф-л (19.71) или (19.73) следует, что в поперечном сечении 
волновода существуют узловые окружности г =  const, на которых 
составляющие Е ^  НГ и Ez равны нулю. Одной из этих окружно­
стей является контур поперечного сечения волновода г = а .  На 
цилиндрических поверхностях, проходящих через узловые окруж­
ности, выполняются граничные условия для идеально проводя­
щей границы. Индекс п , характеризующий изменение поля типа 
Нтп или Emn вдоль радиуса г, показывает число узловых окруж­
ностей. Например, у полей типов Н 1Ь H0i и E0i существует одна 
узловая окружность, совпадающая с контуром поперечного се­
чения.

Такая интерпретация индексов т и п  облегчает построение 
картины полей высших типов Hmn и Ел- тп •

19.17. ОСОБЕННОСТИ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ КРУГЛОГО ВОЛНОВОДА

^  Изготовление круглого волновода проще и дешевле, чем пря­
моугольного. Однако одноволновый режим в круглом волноводе 
обладает рядом недостатков, которые затрудняют его использо­
вание. Во-первых, поскольку основная волна круглого волново­
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да Н и несимметрична, то ей свойственна неустойчивость поляри­
зации (см. § 19.12), которая затрудняет создание элементов свя­
зи с этой волной (см. § 19.23). Во-вторых, наибольший коэффи­
циент перекрытия рабочего диапазона одноволнового круглого 
волновода т) =  1,3 (см. § 19.12) существенно меньше соответству­
ющего коэффициента прямоугольного волновода. В-третьих, в 
круглом волноводе можно изменять лишь один размер (радиус), 
а в прямоугольном волноводе — два размера (ширину и высоту), 
что позволяет в последнем случае более гибко решать различные 
практические задачи.

Круглый волновод с волной Е01 используют в тех устройствах, 
в которых необходимо иметь поле с осевой симметрией. Волна E0i 
является волной первого высшего типа (см. табл. 19.2). Поэтому 
для существования в волноводе рабочей волны E0i нужно выбрать 
его радиус а согласно условиям 2,06а<Х<2,61а и принять меры 
к тому, чтобы в волноводе не могла возбуждаться единственная 
паразитная волна типа Нц.

Важной особенностью волны H0i является монотонное и неог­
раниченное убывание по мере уменьшения X ее коэффициента за­
тухания а (см. § 19.15). Существенное уменьшение а достигается 
в волноводе при значениях а / Х > 34-4, что делает перспективным 
применение такого волновода с волной H0i в длинных линиях пе­
редачи.

Использование миллиметрового диапазона волн в волноводе с 
рабочей волной H0i при а / Х > 3-^-4 предоставляет возможность 
создать чрезвычайно широкополосную (многоканальную) линию 
связи. Действительно, в миллиметровом диапазоне по одному вол­
новоду радиуса а =  30 мм можно, например, одновременно пропус­
тить на волне H0i с малыми потерями полосу частот от 35 ГГц 
( к ^ 8 ,6  мм) до 80 ГГц (А, =  3,75 мм), в которой возможна одно­
временная передача около 200 000 телефонных каналов или мно­
гих десятков телевизионных каналов.

Однако волновод с волной высшего типа Hoi является прин­
ципиально многоволновым, а при а / Х > 3-f-4 в нем могут одновре­
менно распространяться десятки или даже сотни волн различных 
типов. В этих условиях в реальном волноводе со случайными не­
регулярностями происходит преобразование волны H0i в паразит­
ные волны и образуется попутный поток (см. § 18.9). Для сниже­
ния потерь на преобразование волны H0i в паразитные волны 
необходимо выдерживать высокую точность изготовления и про­
кладки волноводов, что, в свою очередь, не позволяет при суще­
ствующей технологии применять волноводы с радиусами, превы­
шающими 30—35 мм. Преобразование одной волны в другую 
происходит особенно легко, если эти волны взаимно вырождены. 
Для ослабления преобразования волны H0i в волну Ец необхо­
димо устранить их вырождение путем нанесения на внутреннюю 
поверхность волновода диэлектрической пленки. Пленка мало 
влияет на параметры волны Нвь У которой напряженность элек­
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трического поля вблизи стенок очень мала, и существенно изме­
няет параметры волны Ец.

Для ослабления попутного потока необходимо применять спе­
циальные фильтры для подавления паразитных типов -волн, кото­
рые, не увеличивая затухания рабочей волны Н0ь создают весьма 
сильное затухание паразитных волн (см. § 24.5).

19.18. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЙ ВОЛНОВОД

Структура поля основной волны эллиптического волновода 
(см. рис. 17.1л) близка к структуре основной волны Н и круглого 
волновода. При деформации круглого волновода в эллиптический 
*две волны Нц с взаимно ортогональными поляризациями перехо-

О 0,2 0,4 0,6 е

РИС. 19.16 РИС. 19.17

|дят в волны Нсц и Hsn эллиптического волновода (рис. 19.16). 
Критические длины этих волн с увеличением эксцентриситета эл­
липса e = V  1 — (b/ а ) 2 (а и Ь — большая и малая полуоси) все 
.сильнее отличаются друг от друга (рис. 19.17), причем основной 
является волна Нсц. Для получения достаточно широкой полосы 
пропускания в одноволновом режиме используют эллиптические 
волноводы с отношением полуосей b/ а ж 0,5ч-0,6. Например, при 
Ь /а ж 0,5 поле первого высшего типа Hc2i имеет ХКр, которая в 
1,82 раза меньше, чем у поля Нсц.

Основная волна Нсц эллиптического волновода обладает ус­
тойчивостью поляризации подобно волне Ню прямоугольного вол­
новода. Эллиптический волновод характеризуется меньшими по­
терями на СВЧ и большей допустимой мощностью, чем коакси­

альный (см. § 19.19—19.21). В передвижных установках для быст­
рого соединения антенны с передатчиком удобно использовать гиб- 
[кий одноволновый эллиптический гофрированный волновод в рези­
новой оплетке, который при транспортировке можно наматывать 
на барабан.
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К о а к с и а л ь н ы й  к р у г л ы й  в о л н о в о д

19.19. ПОЛЯ В КОАКСИАЛЬНОМ КРУГЛОМ ВОЛНОВОДЕ

Поскольку поперечное сечение коаксиального круглого волно­
вода (рис. 19.18) имеет вид кольца и, следовательно, представ­
ляет собой двухсвязную область, то в этом волноводе могут су­
ществовать независимые поля классов Т, Е и Н. При этом основ­
ным типом является поле Т, критическая длина волны которого 
Хкр =  оо.

Контур поперечного сечения коаксиального круглого волново­
да состоит из двух окружностей, которые совпадают с координат­
ными линиями г = а  и г = Ь  полярной системы координат г, 
Поэтому решение краевых задач (17.21), (17.22), (18.6) и (18.7) 
следует проводить в полярной системе.

П о л е  к л а с с а  Т. Краевая задача (17.21), (17.22) характе­
ризуется в рассматриваемом случае круговой симметрией, потен­
циал ф не зависит от угловой координаты ^ и двумерное уравне­

ние Лапласа (17.21) согласно 
(П1.26) и (П1.34) принимает вид

# + 4 - 4 ? — ? - £ ( ' £ ) - *
(19.87)

Проинтегрировав это уравнение, 
получим

ф (г) =  A In г +  В. (19.88)
Подставив в (19.88) краевые усло­
вия ф (а) =  ф! и ф (b ) =  ф2, нахо­
дим постоянные инАэрирования А 
и В:

А ____ 4*1 — Ф 2 ______0  о
in (b/a) ' In (Ь/а) 1 ^

1
Здесь Оо =  Ц)1 — ф2 — напряжение между проводом и экраном при
2  =  0 [см. (18.31)], которое определяется условиями возбуждения, 
линии передачи. Из (19.88) и (19.89) следует ^

^ - - - Ъ Ш - Ъ г  +  В .  (19 .90)'
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Подставив (19.90) в (17.20) и приняв во внимание (П1.31) и
(18.27), имеем:

ОоЕ0х =  — gradx ф =  г° ■
1

1п (b/а) г

Чтобы получить выражения для векторов Е и Н волны Т, бе­
гущей, например, в направлении -f-z0, удержим во второй ф-ле 
(19.91) верхний знак, введем согласно (17.2) и (18.26) зависи­
мость от z  вида e-iftz и перейдем от комплексных амплитуд к 
мгновенным значениям:

Е (/) =  r° cos (со / -  k z  +  qJ0),

Н(0 =  1° - 4 -  COS (со t — kz +  Фо). (19.92)

5десь

Еот =  Um- - (19.93)om a In (6/a)

— наиоольшее значение амплитуды напряженности электрическо-
о поля, которое существует у поверхности провода (при г =  а).

Вектор Е волны Т (19.92) -имеет только радиальную состав- 
1 яющую, вектор Н — только азимутальную. Картина векторных 
т-иний этой волны приведена «а рис. 19.19а. Поскольку k =  2яД, 
;о периодичность поля вдоль оси 2  определяется длиной волны Я. 
Три /—>"0 и Х->оо эта периодичность исчезает и волновое поле Т
з коаксиальном волноводе переходит в стационарное поле посто- 
шного тока.

Напряжение U±(z)  между проводниками коаксиального вол- 
ювода выражается ф-лой (18.31). Ток во внутреннем проводе со- 
ласно (18.32) и (19.91) определяется соотношением

2 л
4 ( 2) =  (£ Нф^1ф =  ± е *  ‘-*2 j* IНох. \ r d $  =

L  0

=  ±  —  — ^ — e * ikz. (19.94)
z x In (bid)

'юлновое сопротивление (18.33) коаксиального волновода

ZB = t/+(z)

/+(*>
=  J - Z x ln— =  6 0 ] / ' - f - l n ~ =  138 l / - £ - l g  — •2л a j & й г в a

(19.95)
П о л я  к л а с с о в  E и H. Продольные составляющие £0. и 

hz определяются из .решения краевых задач (18.6) и (18.7). При
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этом общее решение двумерного волнового ур-ния (19.54) ищут 
методом разделения переменных в виде (19.55). Функция ^(rjj) 
вновь определяется соотношением (19.59) лри т  =  О, 1, 2. . .  По-

Т H r

а)

ч \ \

О
РИС. 19.19

Ъ \? л

i/V i

\

V  VV'< '< • 
fc/71

w

б)

скольку к поперечному сечению коаксиального волновода принад­
лежат значения то решение ур-ния (19.58) имеет вид 
(П2.15) при р =  хг. Таким образом, в рассматриваемом случае 
имеем [ср. с ф-лой (19.61)]

Eoz(r' ®  ) =Я(Г) Т(10 =  [С Jm {y.r) - г D N (19.96)
Hoz (г, Ч>) J

Граничные условия при г =  а и г =  Ь приводят к системе двух 
уравнений, из которой можно определить два неизвестных — кри­
тическое волновое число v.v и отношение постоянных амплитуд­
ных множителей D /С  (значение одного из этих множителей опре­
деляется условиями возбуждения).

Каждое критическое волновое число (хлтл или Хетп) и соот­
ветствующая ему продольная составляющая (H0z или Eqz) опре­
деляют согласно (19.70) или (19.72) компоненты поля определен-
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яого типа (Hmn или Emn). Анализ показывает, что полем первого 
высшего типа является Нц, У которого

Кр  ли =  2л;/хАц л (а +  Ь). (19.97)
Графическое изображение структуры поля бегущей волны Нц, 

которая может существовать при X<XKp/iii, дано на рис. 19.196.
Поскольку у волны основного типа Т >.кр =  °о, то согласно 

(18.56) одноволновый режим в коаксиальном волноводе обеспе­
чивается при выполнении условия

Х > я { а  +  Ь). (19.98)

Из полей класса Е наибольшую AKpv имеет поле типа Е0ь при­
чем при 1 < Ь / а < 7  (на практике отношение 6/а не выходит из 
этих -пределов — см. § 19.22) >.кр«»01~2(&—а). Картина векторных 
линий бегущей волны E0i приведена на рис. 19.19в.

19.20. МОЩНОСТЬ, ПЕРЕНОСИМАЯ БЕГУЩЕЙ Т-ВОЛНОИ 

Согласно (19.91) амплитуда напряженности электрического 
(j

поля Егт= -----------• Подставив это выражение в (18.36) и приняв
г tn (Ь/а)

во внимание (19.95), получим мощность, переносимую бегущей 
Т-волной в направлении ее распространения:

Рср =  —  f [ е * r d r d q  =  —------=  —  ZBР .
Ср 2Z , J  J  rm Z, In (Ь/а) 2 ZB 2 mл а О

(19.99)
Амплитуды й т и 1т связаны соглаоно (19.95) соотношением 

U m =  Z BIm. С помощью (19.93) выразим . мощность (19.99) через 
наибольшее значение амплитуды напряженности, электрического 
поля:

Р =  a2 In b/a. (19.100)

Если принять Еот — £предт» то (19.100) определит предельную 
мощность

Р прел =  — ^ т аЧпЬ/а. (19.101)

Предельная мощность (19.101) оказывается тем больше, чем 
больше размеры поперечного сечения коаксиального волновода 
(чем больше радиус а и отношение радиусов |  =  6/а). Эти разме­
ры, в свою очередь, зависят от условия (19.98), которое можно 
представить соотношением яа(1+£)< Х . При фиксированном зна­
чении 1 (см. § 19.22) с уменьшением Я для обеспечения одновол­
нового режима необходимо пропорционально уменьшать радиу­
сы а и Ъ, вследствие чего предельная мощность (19.101) умень­
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шает.ся как X2. В сантиметровом диапазоне длин волн Рпред ста­
новится значительно меньше мощности, которую можно передать 
по прямоугольному и круглому волноводам.

19.21. КОЭФФИЦИЕНТ ЗАТУХАНИЯ Т-ВОЛНЫ, ОБУСЛОВЛЕННЫЙ 
ПОТЕРЯМИ В МЕТАЛЛИЧЕСКИХ СТЕНКАХ

В коаксиальном круглом волноводе контур поперечного се­
чения -состоит из двух окружностей г =  а «и г =  Ь. Согласно (19.92) 
имеем H tm(a )=Eom/Z  и Htm( b ) = E 0malZ Ь. Отсюда находим

2n 2л  2w Е 2 а*
j>Hl n d l = ^ H * tm ( a ) a d y  +  f H lm(b)bd^  =  - ( ^  +  t ) '
L ’o о Z*

(19.102)
С помощью (19.102) и (19.100) получаем согласно (18.55) выра­
жение

а = ------ ^ --------(  —  +  — V (19.103)
2 I n  (b/a) \  а Ъ )

При укорочении длины волны X (увеличении частоты) прихо­
дится уменьшать радиусы а и b согласно (19.98) -и .возрастает 
поверхностное сопротивление rs (14.11). Эти два фактора приво­
дят в сантиметровом диапазоне волн к весьма сильному увеличе­
нию коэффициента затухания (19.103), значительно превышающего 
коэффициент затухания в прямоугольном и круглом волноводах. 
В сантиметровом диапазоне применяют лишь короткие отрезки 
коаксиального круглого волновода. Зато на дециметровых, мет­
ровых и более длинных волнах коаксиальный круглый волновод 
имеет сравнительно небольшие поперечные размеры .и достаточ­
но хорошие параметры Рпред *и а, чем и объясняется его широкое 
практическое применение.

19.22. ВЫБОР РАЗМЕРОВ КОАКСИАЛЬНОГО КРУГЛОГО ВОЛНОВОДА

Выбор размеров коаксиального круглого волновода определя­
ется требованиями, -изложенными в § 18.9.

Значение b/а, соответствующее максимальной мощности Рпред 
(при заданном радиусе Ь), получим в результате исследования 
функции (19.101) на максимум в зависимости от а . Это значение 
определяется из условия dP Uveji/da =  0, которое удовлетворяется 
при In {b/a) =  1/2 и b / a = Y  е ~  1,65. При этом волновое сопротив­
ление (19.95) принимает вид (полагаем для диэлектрика |ы=1) 
2 в =  ЗО/уГ0 . Таким образом, при наиболее часто используемых в 
коаксиальном волноводе диэлектриках (е—14-2,25) для передачи 
большой мощности оптимальное волновое сопротивление должно 
быть равно ZB =  20-f-30 Ом.



Значение Ь/а, соответствующее минимальному коэффициенту 
затухания а при фиксированном радиусе 6, найдем путем иссле­
дования функц-ии (19.103) на минимум в зависимости от а: b/ а =  
=  3,6. Этому значению соответствует волновое сопротивление ко­
аксиального круглого волновода ZB =  77/Ke, которое при e= l-f-  
4-2,25 равно ZB =  50-f-75 Ом.

Задавшись в зависимости от конкретных условий значением 
■ =■= Ь/а, нетрудно удовлетворить и требованию одноволнового ре­
жима. Для этого достаточно выбрать радиус а так, чтобы выте­
кающее из (19.98) условие я а (1 -Н )< Я  выполнялось на ЯМИн ра­
бочего диапазона длин волн.

19.23. СПОСОБЫ ВОЗБУЖДЕНИЯ ВОЛН В ВОЛНОВОДАХ

При практическом использовании волноводов важную роль 
играют методы ввода в них энергии, т. е. методы возбуждения 
волн требуемых типов, а также методы вывода энергии этих волн.

Возбуждение волны определенного типа или извлечение пере­
носимой ею энергии осуществляют при помощи элемента связи. 
В качестве элементов связи используют погруженные в волновод 
зонд (прямолинейный проводник) или петлю (плоская рамка из 
проводника), а также прорезанные в металлической стенке отвер­
стия (например, узкая щель).

Если в волноводе имеется элемент связи, то согласно теореме 
взаимности (см. § 10.4) условия проникновения через него поля 
снаружи внутрь волновода (ввод энергии) и изнутри наружу (вы­
вод энергии) будут одинако-выми. Следовательно, тот элемент 
связи, который эффективно выводит энергию волны определенно­
го типа, обладает одновременно способностью столь же эффек­
тивно возбуждать эту волну. Поэтому достаточно рассмотреть 
взаимодействие элементов связи с уже существующей в волново­
де волной и сформулировать принципы такого их расположения, 
при котором происходит эффективный вывод энергии этой волны.

Элемент связи нарушает регулярность волновода (см. § 21.1) 
и в общем случае изменяет структуру поля. Для простоты предпо­
ложим в первом приближении, что размеры элемента связи ма­
лы, вносимые им изменения структуры поля имеют местный ха­
рактер и ими можно пренебречь.

Возникающая в зонде электродвижущая сила определяется 
известной формулой Э =  гДе  ̂— длина зонда; Е — напря-

I
женность электрического поля волны рассматриваемого типа воз­
ле зонда; d\ — элемент длины зонда. Из формулы следует, что 
максимально возможная связь зонда с волной получается при 
его расположении в пучности электрического поля параллельно 
вектору Е. Связь зонда с волной отсутствует, если он расположен 
в узле электрического поля (Е =  0) или перпендикулярно векто­
ру Е этой волны (Edl =  0).
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Возникающая в петле электродвижущая сила согласно закону 
электромагнитной индукции определяется выражением Э =
=  — — I |xaHdS, где 5  — площадь петли; Н —'напряженность маг- 

s
нитного поля волны рассматриваемого типа в точках поверхно­
сти 5; d S — элемент площади петли. Из этого выражения следует, 
что максимальная связь петли с волной получается при ее рас-

а)

S)

г) О
РИС. 19.29

положении в пучности магнитного поля таким образом, чтобы 
плоскость петли была перпендикулярна вектору Н.

Чтобы прорезанная в стенке волновода щель излучала во 
внешнюю область энергию волны рассматриваемого типа, она 
должна перерезать л идеи и плотности поверхностного тока т), соот­
ветствующего этой волне. При этом на краях щели возникают пе­
ременные во времени заряды, а в плоскости самой щели — поле, 
векторы которого Е (поперек щели) и Н (вдоль щели) опреде­
ляют вектор Пойнтинга, направленный -наружу. Максимальная 
связь щели с волной получается при ее прорезании в пучности 
плотности поверхностного тока перпендикулярно его векторным 
линиям. Если же щель прорезана параллельно векторным ли­
ниям ц (перпендикулярно линиям Н на стенках), то связь с вол­
ной отсутствует и щель не излучает энергию.

С помощью этих правил, зная структуру поля волны требуе­
мого типа, можно определить положение элементов связи, обес­
печивающее возбуждение этой волны или извлечение переноси­
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мой ею мощности (рис. 19.20). Очень часто зонд и петля пред­
ставляют собой продолжение внутреннего провода коаксиального 
волновода, экран которого присоединен к наружной поверхности 
стенки возбуждаемого волновода. На рис. 19.20а—г изображены 
коаксиально-волноводные переходы, в которых осуществляется 
трансформация Т-волны коаксиального волновода в волну нуж­
ного типа прямоугольного и круглого волноводов (или наоборот).

Г л а в а  2 0

РЕГУЛЯРНЫЕ ОТКРЫТЫЕ ЛИНИИ ПЕРЕДАЧИ

+

20.1. СИММЕТРИЧНАЯ ДВУХПРОВОДНАЯ ЛИНИЯ ПЕРЕДАЧИ

Канализация энергии вдоль симметричной двухпроводной лл- 
нии (см. рис. 17.1а) возможна только Т-волнами (считаем прово­
да идеально проводящими). Основные свойства и параметры этих 
волн одинаковы в волноводах и в открытых линиях и рассмотре­
ны в § 18.3.

Любое электростатическое поле, создаваемое «бесконечно длин­
ными параллельными цилиндрическими проводниками с равно­
мерным распределением зарядов по их длине, .изменяется только 
в зависимости от поперечных координат, вследствие чего опреде­

ляющие его ур-ния (7.10) и (7.12) становятся двумерными: 
Е = —grad^ ф, у2̂Ф =  0- Таким образом, ур-ния (17.20) и (17.21) 
волны Т совпадают с уравнениями подобного электростатическо­
го поля, а граничные условия (17.22) соответствуют постоянным 
значениям электростатического потенциала ф на проводящих ци­
линдрических телах. Поэтому если геометрия контура поперечно­
го сечения двухпроводной симметричной линии (рис. 20.1) и зна­
чения на нем потенциалов совпадают с геометрией и потенциала­
ми симметричной двухпроводной системы (см. рис. 7.8), то на 
основании теоремы единственности решения краевых задач элек­
тростатики можно утверждать, что картина векторных линий Е 
волны Т в поперечном сечении линии передачи совпадает с кар­
тиной электростатического -поля, рассмотренного в п. 5 § 7.5.
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Структура поля волны Т, бегущей в направлении +z°, изобра­
жена на рис. 20.2. Согласно § 18.3 векторные линии Н  образуют 
семейство замкнутых кривых, ортогональных линиям Е и, следо­
вательно, совпадающих с окружностями равного потенциала. 
В каждой точке напряженности Е  и Н  колеблются в фазе и обра­
зуют с направлением распространения волны z° правую тройку 
векторов. В отличие от электростатического поля, которое не за­
висит от времени и продольной координаты 2 , векторы бегущей 
волны Т характеризуются множителем cos (сot^Fkz), вследствие 
чего в каждом поперечном сечении они 'Изменяются во времени 
по закону cos со̂ , а в фиксированный момент времени изменяются 
от сечения к сечению по закону cos kz.

Канализация электромагнитной энергии вдоль симметричной 
двухпроводной линии возможна лишь л<ри условии

(20.1)
Действительно, соответствующие друг другу небольшие участки 
двух проводов линии, по которым протекают равные по величине 
и противоположные по фазе токи частоты оз, можно рассматри­
вать как противофазные электрические -излучатели (см. гл. 9). 
Если расстояние D между этими излучателями удовлетворяет ус­
ловию (20.1), то создаваемые ими сферические электромагнитные 
волны окажутся почти в противофазе во всех точках простран­
ства и поэтому почти полностью погасят друг друга. Результи­
рующее поле -излучения линии при этом практически отсутствует. 
Если же условие (20.1) не выполняется, то возникают очень боль­
шие потери энергии на излучение линией в окружающее прост­
ранство.

Достоинствами симметричной линии передачи являются прос­
тота конструкции и низкая стоимость. Недостатком является отсут­
ствие экранировки направляемой линией электромагнитной вол­
ны, вследствие чего симметричная линия подвержена влиянию 
внешних помех и метеорологических условий и имеет сравнитель­
но большие пиiери энергии в расположенных вблизи нее метал­
лических предметах.

Симметричные двухпроводные линии обычно используют на 
длинах волн, не меньших нескольких метров. Применение этих 
линий на более коротких волнах требует в соответствии с (20.1) 
настолько малых расстояний D между проводами, что по линии 
без опасности пробоя можно пропустить лишь весьма незначитель­
ную мощность.

20.2. ПОЛОСКОВЫЕ ЛИНИИ ПЕРЕДАЧИ

На плоскости симметрии yO z  симметричной двухпроводной ли­
нии (см. рис. 20.2) тангенциальная составляющая Е (и нормаль­
ная составляющая Н )  равна нулю, т. е. выполняются условия, 
совпадающие по своему виду с граничными условиями на идеаль­
но проводящей поверхности. Поэтому если с этой плоскостью сов- 
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местить идеально проводящую поверхность, то в полупростран­
стве, ограниченном этой поверхностью и содержащем одиночный 
провод, структура поля не изменится. Здесь по-прежнему будет 
распространяться волна Т со всеми присущими ей свойствами.

• ••• •  •••
• • • •••
•  • • •
• •

X X
XX X*
XXX XXX
XX XXхххх
ххх XXX
XX XX
X X
• •

•  • • •
•  •• • ••

z
РИС. 20.2 РИС. 20.3

На рис. 20.3 последовательно изображен переход от симмет­
ричной двухпроводной линии с волной Т к несимметричной по­
лосковой (или ленточной) линии, у которой круглый проводник 
заменен конструктивно более удобной металлической полоской. 
Точно так же модификация коаксиального круглого волновода с 
волной Т в коаксиальный прямоугольный волновод, а затем в си­
стему, состоящую из двух параллельных металлических основа­
ний и расположенной между ними тонкой полоски, приводит к 
симметричной полосковой (ленточной) линии (рис. 20.4).
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Практически наиболее часто для получения симметричной по­
лосковой линии полоску заключают между двумя диэлектриче­
скими пластинами, -на внешние поверхности которых наносят ме­
таллические заземленные основания (рис. 20.5а). Несимметрич­

ную полосковую линию изготавливают нанесением на диэлектри­
ческую плату (подложку) металлических заземленного основания 
•и полоски (рис. 20.56). Для получения достаточно малого коэф­
фициента затухания в этих линиях необходимо, чтобы заполняю­
щий их диэлектрик обладал малыми тепловыми потерями (tg б 
« 10~3-f-10~4) и толщина t проводников была, по крайней мере,

а)
РИС. 20.5

W

W

Ю

в 3—5 раз больше глубины проникновения в них поля (что обес­
печивает наличие сильного поверхностного эффекта в полосках и 
основаниях).

В симметричной полосковой линии (рис. 20.5а) при достаточ­
но протяженных основаниях (Wr^ W  -\-2Ь) поле практически пол­
ностью локализовано в заполняющем линию диэлектрике; поэто­
му несмотря на существование границы раздела диэлектрик — 
воздух в линии распространяется поперечная волна Т. Чтобы 
предотвратить возможность распространения волн высших типов 
и устранить излучение электромагнитной энергии в окружающее 
пространство, при проектировании симметричной линии обычно 
принимают

W < A / 2, b < Л/2, W' > W + 2 b ,  / О .  (20.2)

где Л=А=А,о/j/~e — длина волны в линии (к0 — длина волны в ва­
кууме; е — диэлектрическая проницаемость диэлектрика). На
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рис. 20.6 изображена зависимость волнового сопротивления сим­
метричной линии от ее размеров и значения е.

В несимметричной полосковой линии (рис. 20.56), подложка 
которой имеет небольшую диэлектрическую проницаемость 
( е ^ 1 —2), значительное поле существует не только в подложке, 
но и в воздухе. Такая линия имеет большие потери энергии на 
излучение. При использовании в качестве подложки диэлектрика 
со сравнительно большим е > 1 0  поле концентрируется, главным 
образом, в области между полоской и заземленным основанием, 
что существенно ослабляет излучение. Поэтому на практике в ли­
ниях применяют подложки с большими е. Такие несимметричные

РИС. 20.6

•полосковые линии имеют значительно меньшие поперечные раз­
меры, чем в случае их воздушного заполнения (е=1), и называ­
ются микрополосковыми линиями.

В микрополосковой линии поле существует не только в под­
ложке, но и в воздухе. Граничные условия на поверхности разде­
ла двух диэлектриков (подложка — воздух) не могут быть удов­
летворены волной Т, вследствие чего основная волна микрополос­
ковой линии не может быть чисто поперечной. Строгая теория 
микрополосковой линии очень сложна, и точное определение ее 
характеристик требует применения машинных методов расчета. 
Поскольку, однако, выбором размеров поперечного сечения мож­
но обеспечить достаточно малые значения поля на поверхности 
подложка—воздух, то удовлетворительные результаты обычно 
дает приближенная теория, которая пренебрегает существованием 
этой поверхности и соответственно предполагает, что в микропо­
лосковой линии распространяется волна Т.
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Для обеспечения одноволнового режима и существенного ос­
лабления излучения обычно при проектировании микрополоско­
вой линии принимают

h < A / 4, W ' > 3 W ,  / « А ,  (20.3)
А АгПгде Л =  —р =  — длина волны в линии; еЭк — эквивалентная ди-

V еэк

РИС. 20.7

электрическая проницаемость подложки, значение которой возра­
стает с увеличением е и отношения W/h (рис. 20.7). Волновое со­
противление микрополосковой линии убывает с увеличением е и 
отношения W/h (рис. 20.8).

Zg; Ом

Формулы для расчета коэффициента затухания и предельной 
мощности полосковых линий довольно громоздки; они приведе­
ны, например, в [21] и [24].
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Полосковые линии применяют в диапазонах дециметровых и 
сантиметровых волн. Их основными достоинствами являются ши- 
рокополосность, малые габариты, простота конструкции и изго­
товления, которое может осуществляться по технологии печатных 
(пленочных) схем. Благодаря этим достоинствам полосковые ли­
нии в последнее время широко используют на СВЧ при конструи­
ровании компактных узлов (см. гл. 22—25). Микрополосковые ли­
нии широко применяют в интегральных схемах СВЧ при создании 
микроминиатюрных устройств (см. например [21]).

К недостаткам полосковых линий относятся сравнительно 
большое затухание и малые значения 'пропускаемой мощности. 
Эти линии применяют, главным образом, в тех устройствах, в 
которых не требуется передача значительной мощности и основ­
ное значение придается миниатюризации, надежности и точности 
изготовления.

20.3. ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛЯ В ЛИНИИ ПЕРЕДАЧИ 
ПОВЕРХНОСТНОЙ волны

В § 20.3—20.5 рассмотрены линии передачи поверхностной 
волны, обладающие осевой симметрией: диэлектрическая круглая 
линия (см. рис. 17.1d) и однопроводные линии (см. рис. \7Лв, г ) .

Пусть, например, диэлектрическая круглая линия радиуса а 
или однопроводная линия в виде металлического провода с ко­
нечной проводимостью расположена в безграничной диэлектриче­
ской среде (рис. 20.9). Первая пространственная область

О ^ г ^ а ,  занятая диэлектрическим стержнем или проводом, ха­
рактеризуется в общем случае параметрами ей, Ща, ои вторая 
область а ^ г ^ о о ,  занятая безграничной диэлектрической средой 
(обычно воздух), характеризуется параметрами е2а, Ц2а.

Для определения поля в линии передачи поверхностной волны 
нужно в каждой области найти общее решение ур-ний (17.15) для 
составляющих Ёо2 и Hoz и выразить через них согласно (17.12) и
(17.14) поперечные составляющие поля. Удовлетворив затем на
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поверхности линии граничным условиям (3.70), получим систему 
уравнений, которая позволяет определить коэффициент распро­
странения у» а затем и отношения всех произвольных постоянных 
интегрирования к одной из них (зависящей от условий возбуж­
дения) .

В случае круглого поперечного сечения линии передачи усло­
вия (3.70) имеют вид:

=  Ё и =  Ё2г, Й\^ =  н 2̂  Н\г =  Н2г при г =  а. (20.4)
Чтобы удовлетворить граничным условиям (20.4), общее ре­

шение ур-ний (17.15) следует искать в полярной системе коорди­
нат г, -ф (см. § 19.11). В первой области, содержащей точку г =  0, 
это решение имеет вид (19.61):

где постоянная интегрирования А =  Ё]0 для составляющей Ё\01 и 
А =  Й ю для составляющей Яю?; т =  0, 1, 2, 3...;

Поскольку вторая область содержит значение г-*оо,  то в ней 
решение ур-ния (19.58) имеет вид (П2.14) и соответственно

Для существования направляемой волны, распространяющей­
ся вдоль линии передачи, необходимо, чтобы поле во внешней ди­
электрической среде не имело бы характера волны, расходящей­
ся от линии в радиальных направлениях и уносящей с собой энер­
гию, и соответственно с возрастанием г убывало бы по амплитуде 
быстрее, чем 1 / У  г. Необходимым условием этого согласно (П2.13) 
является наличие у параметра х2 отрицательной мнимой части.

Из граничных условий (20.4) для составляющих Ё2 и Hz и 
выражений (20.5), (20.7) и (17.2) имеем

Необходимость выполнения соотношения (20.9) при любых значе­
ниях и z  (в любой точке поверхности раздела г =  а) приводит 
к равенствам:

г <  а, (20.5)

х 2  =  со2 е1а Цаа +  Y r  

е1а =  е1а — i К/со).

(20.6)

^20z
где В =  Ё2о для £ 2о.- и В =  Н 2о д л я  H 20z, m2 =  0, 1,2, 3...;

« 2  =  0 ) 2  е 2 а  И г а  +  У\-

(20.7)

(20.8)

m i  =  m 2 =  m ,  Yi =  Тг =  Y- (20.10>
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Таким образом, граничные условия предопределяют в обеих сре­
дах одну и ту же зависимость поля от координаты ур и одно и то 
же значение коэффициента (распространения вдоль оси z.

В линиях передачи поверхностной волны невозможно раздель­
ное существование несимметричных волн (т ф О )  Е и Н, так как 
эти волны не могут порознь удовлетворить граничным условиям
(20.4). Чтобы убедиться в этом, предположим, например, что в 
линии существует несимметричная волна класса Е. Ее касатель­
ные компоненты нетрудно определить с помощью (19.72), (20.5),
(20.7) и (20.10) (примем для определенности зависимость от z  
вида e_vz и зависимость составляющей Ёг от ур вида cos т \|)):

Ёlz =  Ею Jm (*1 Т) cos m \J) е""72,

Ё\ * =  Ё10 Jm (хх г) sin tn if e-TZ,
A r

Hi* =  - Ew J'm (Xi r) cos m i|) e ^ г; (2 0 . 1 1 )X1
Eiz =  Ё20 H™ (x 2 r) cos m г|з e~ v z,

£ 2it> =  —T2-  Ё20 H™ (x2 r) sin m tjj e~v *, 
x2 r

Я 24, =  — -'-” g2a Ё20 H'm’ (x2 r) cos m 1J3 e~ v г. (20.12}
Граничные условия. (20.4) и соотношения (20.11), (20.12) приво­
дят к системе трех уравнений:

(Х1 Я) Н\п (^2 О) ^20 =  

т~ Jm (% а) Ё10 — Нт (х2 а) Ё2о =  0,
X, Х5

■bs- Jm (Xl а) Ё10 -  -bL ' (х2 a) iT20 =  0. (20.13)
Х1 *2

Поскольку х21 =т^х22, то первое и второе уравнения, соответствую­
щие условиям Ё\х =  Ё2г и £ 16 =  £26, оказываются несовместимыми, 
а система (20.13)— неразрешимой.

Несимметричные волны удовлетворяют граничным условиям
(20.4) и, следовательно, могут существовать в линиях передачи 
поверхностной волны только в том случае, если они представляют 
собой гибридные волны, которые имеют одновременно обе про­
дольные составляющие Ё2 и Й2. Компоненты несимметричной вол­
ны, соответствующие составляющей Н2, определяются с помощью 
ф-л (19.70) таким же образом, как выше были определены ком­
поненты, соответствующие Ё2. Каждая поперечная компонента 
(Ёг, Ё , Яг, Н у ) гибридной волны в соответствии с (17.12) и
(17.14) представляет собой сумму двух слагаемых, одно из кото­
рых содержит постоянный множитель £ 10 (в первой среде) или
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Ё2$ (во второй среде), другое — множитель #ю или # 2<> Для удов­
летворения граничных условий (20.4) оба этих слагаемых у ком­
понент и Йу должны иметь одинаковую зависимость от угла 
if), что в соответствии с (19.70) и (19.72) возможно при различ­
ной зависимости Ёг и # 2 от этого угла. В рассматриваемом случае 
четыре граничных условия (20.4) приводят к системе четырех 
уравнений, из которых можно определить четыре неизвестных — 
коэффициент распространения у» а затем и отношение постоянных 
множителей к одному из них. Чтобы получить характеристическое 
( дисперсионное) уравнение , решение которого определяет у» нуж­
но исключить из системы уравнений постоянные множители £ю, 
£ 20, #ю. # 20. Для этого можно воспользоваться тем, что рассмат­
риваемая система является системой четырех линейных однород­
ных уравнений относительно этих четырех величин. Условием су­
ществования ненулевого решения этой системы является равен­
ство нулю ее детерминанта, составленного из коэффициентов при 
£ю, £ 20, #ю и # 20- Приравнивание нулю этого детерминанта и 
дает характеристическое уравнение для определения у.

Симметричные (т =  0) волны классов Е и Н удовлетворяют 
граничным условиям (20.4) независимо друг от друга и, следова­
тельно, могут существовать раздельно в линиях передачи поверх­
ностной волны. Действительно, например, для симметричных волн 
Е составляющая Ё$  тождественно равна нулю и одно из несов­
местимых уравнений системы (20.13) выпадает. В этом случае 
вместо (20.13) при учете (П2.16) имеем:

J0 (Xi й) ElQ # 2   ̂ (^ 2  ^20 =  0»

J,  К  а) Е10 -  i a -  Я (,2) (щ а) £ 20 =  0. (20.14)
* 1 х2

Исключив из системы (20.14) £ !0 и £ 20. получим характеристиче­
ское уравнение

*1 %  (*1 а) _  *%а Ц 2)(**а) ' (2015)
'el a J1 (X j а) Н[2) а)

которое содержит одну неизвестную величину — коэффициент 
распространения у, входящий в (20.15) через параметры xi и хг. 
После определение из (20.15) у неизвестное отношение Ёю/Ё10 
находится подстановкой y  в  о д н о  и з  ур-ний (20.14).

20.4. ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ КРУГЛАЯ ЛИНИЯ ПЕРЕДАЧИ. 
ВОЛОКОННЫЕ СВЕТОВОД

/  При определении полей будем полагать, что диэлектрический 
стержень состоит из идеального диэлектрика (cti =  0, eia =  eia). 
Рассмотрим вначале симметричные Е-волны. Представим ур-ние
(20.15) в виде
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где £ = x iа и г] =  i Х2а/Математическое исследование показывает, 
что трансцендентное ур-ние (20.16) удовлетворяется при вещест­
венных и положительных значениях переменных т) и £. Действи­
тельно, при изменении переменной т) от 0 до оо правая часть
(20.16) соответственно монотонно изменяется от 0 до —оо, оста­
ваясь вещественной отрицательной величиной Чтобы левая 
часть (20.16) принимала эти же значения, переменная g должна 
лежать в любом из интервалов

п 5 ^ 8jLn> п = 1 ,  2, 3 ..., (20.17)

где согласно (П2.19) через еоп обозначен п-и корень уравнения 
/ 0 (е) =  0, через ещ — я-й корень уравнения /i  (е) =  0. При £ =  еоп 
левая часть (20.16) равна нулю, при 1 =  Е\п она равна —оо, при 
промежуточных значениях £ она изменяется от 0 до —оо [см. на 
рис. П2.2 ход кривых / 0(£) и J\(l )  в интервале (20.17)]. Суще­
ствует .бесконечное число интервалов (20.17), причем согласно 
табл. П2.1 первый такой интервал есть 2,405<£<3,832, второй 
интервал есть 5 ,520<£<7,016 и т. д. Если в координатах £, г\ по­
строить согласно (20.16) кривую г\ =  /(£), то каждому интервалу
(20.17) будет соответствовать своя ветвь этой кривой (рис. 20.10), 
ход которой зависит от значений eia и ега-

Таким образом, при вещественных eia =  eia характеристическое 
ур-ние (20.15) имеет решения при вещественных положительных 
значениях xi и чисто мнимых отрицательных значениях хг. Второе 
из этих условий как раз и обеспечивает существование направ­
ляемой волны (см. § 20.3). Из второго условия и (20.8) следует, 
что коэффициент распространения у должен быть чисто мнимым: 
у =  i РуДействительно, в случае стержня из идеального диэлектри­
ка в нем отсутствуют тепловые потери мощности и, следователь­
но, направляемые волны не должны затухать вдоль его оси.

Итак^ согласно (20.6) и (20.8) для диэлектрической линии 
(cti =  0, eia =  eia) имеем соотношения:

«1 = + У  ela M-la — Р2 = I VI-
х2 =  — У  О)2 е2а fi2a — р2 =  — i I х2 I,

1**1 = К Р 2 — “ ’ЧаЦг*. (20.18)

в соответствии с которыми р должно лежать в интервале

® V%a Н'За <  Р <  Ю V  ®la (J-la- ' (20.19)

В частности, правая часть при г|=0 согласно (П2.8) стремится к нулю как 
т|21п (0,89т]), а при rj- ôo согласно (П2.11) стремится к —оо как —rj.
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Неравенства (20.19) возможны, если 8 2Ц2 < е 1 Ць т. е. диэлектри­
ческий стержень должен быть расположен в оптически менее 
плотном диэлектрике. /

Из (20.18) следуют выражения:
| 2 =  со2 а2 е1а ц1а — (р а)2,

r,2 =  (pa)2- c o 2a2e2a(i2a, (20.20)
которые дают соотношение

6* +  г? =  со2 а2 (е1а ц1а — егз ц2а), (2 0 .2 1 )
'устанавливающее наряду с (20.16) связь между переменными g 
и т]. В координатах g, г] соотношение (20.21) является уравне­
нием окружности с центром в начале координат и радиусом

р = 2 л / а / е 1ац1а — бгаЦгз. (2 0 .2 2 )
Точки пересечения кривой r] =  /(g), построенной согласно (20.16), 
с  окружностью (2 0 .2 1 ) дают пары значений £ и т), удовлетворяю­
щие всем условиям рассматриваемой задачи. В свою очередь, 
.знание пары этих значений позволяет с помощью формулы

02 =  S2 е-2 ̂ 2 +  Л2 £ 1 (20.23)
О2 (е1 Hi— М-э)

•вытекающей из (2 0 .2 0 ), определить коэффициент фазы.
Из рис. 20.10 следует, что при p<eoi =  2,405, т. е. на частотах 

/< eo i/2 n a К е и ц и —e2aH2a, вообще не существует точек пересече­
ния кривой r \ = f ( l )  и окружности. Следовательно, на этих часто­
тах в  диэлектрической линии вообще ' Н е в о з м о ж н о  существование 
направляемых симметричных Е-волн. При е<н<р<ео2 (на частотах 
_________®01_____,------------ —— < / < -------- ■ - -  ) существует одна

2 я а  ) /е 1аЦ1а — е2аЦга 2 л  а \  е1ац1а — е2а(i2a J
точка пересечения и в линии возможно распространение одной сим­
метричной волны типа Foi.  При значениях ео2 < р < е о з  существуют 
две точки пересечения, которым отвечают направляемые волны ти­
пов Е<)1 и Ео2-

Предыдущие рассуждения показывают, что каждая (п-я) 
ветвь кривой т]=/(£) соответствует волне типа Е0п, и позволяют 
ввести понятие критической частоты волны Е0п в круглой диэлек­
трической линии передачи

/крОЯ =  - - Vp воп . (20.24)
2 я a y  ela jila — e2a Hja

Если / > / Kpon, то волна Е0п может распространяться, если /<^кроп, 
то поле типа Еоп >в диэлектрической линии не существует.

Зависимости коэффициента фазы Pv и фазовой скорости vv =  
=to/Pv от частоты для направляемой волны каждого типа Еоп 
можно пояснить с помощью рис. 20.10. При /^кроп имеем р =  еоп 
и т] =  0. В этом случае из второго выражения (20.20) следует
Ру =  С0 1/ е2аЦ2а. V = 1 / У  б2аМ2а =  2̂. Где V2 — СКОрОСТЬ ВОЛНЫ, CBO-
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бодно распространяющейся во внешней среде. С увеличением ча­
стоты точка пересечения рассматриваемой ветви кривой r i= f( i) '  
с окружностью смещается кверху, причем при f-*-oo имеем 
и £-»-ein. В этом случае из первого выражения (20.20) следует

(8ia Hia -  Р > 2) а2 =  е 2 > 2 =  0, (20.25)*

откуда Pv =co)/eiapiia, v v = l / V e i a\i]2L =  v u где V\ — скорость вол­
ны, свободно распространяющейся в безграничной среде с пара­
метрами диэлектрического стержня^/При промежуточных значе-

щ / с

РИС. 20.10 РИС. 20.11

! - г
ниях f коэффициент фазы лежит в интервале (20.19) и соответ­
ственно фазовая скорость — в -интервале v \ < v v< v 2. На рис. 20.11 
для практически важного случая воздушной окружающей среды 
(ега =  ео, li 2a=^o, v2 =  с) и с учетом существующих обычно соотно­

шений |Hia»|Ho, P i » —Z-- изображена зависимость фазовой скоро-
У  e i  _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _

сти волн Е01 и Еог от радиуса [см. (20.22)] p =  2 n f a Y — h  
пропорционального частоте f.

С изменением частоты / изменяется также распределение поля 
направляемой волны (и соответственно переносимой им мощно­
сти) между стержнем и внешним пространством. На частотах /у 
близких к /Kpv, Pv близко к со V В 2&\1 2а, величина Iу>2 1 очень мала и 
аргумент к2г функций H0W(x2r) и Н\(2Цх2г),  описывающих соглас­
но (20.12) и (П2.16) при т =  0 поле вне стержня, медленно изме­
няется с г. В этом случае вне стержня поле слабо убывает с уве­
личением г, волна (и переносимая ею мощность) почти полностью 
локализована во внешнем пространстве и имеет u v, близкую к v 2. 
Чем больше частота /, тем больше значение |хг|, сильнее убыва­
ние поля во внешней среде [которое при значениях |х г |г » 1  горо-

1исходит с точностью до множителя —г по экспоненциально-
V I *2 I Г

му закону е а,г, как это следует из (П2.11)], выше концентрация 
поля (и переносимая им мощность) внутри стержня и ближе v ^
К V\.
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Волна, направляемая диэлектрической линией, во внешней 
среде является замедленной по отношению к -волне, свободно рас­
пространяющейся в этой среде ( % < ^ 2), и при значениях 
I>«2 1̂ 1 характеризуется приблизительно экспоненциальным за­
туханием компонент векторов поля в радиальном направлении. 
Эти два свойства не независимы, а сопутствуют друг другу ,и яв­
ляются отличительными признаками поверхностной волны (ср. 
§ 13.5). Чем больше замедление, тем больше величина |х2| и 
сильнее затухание. Внутри диэлектрического стержня направляе­
мая волна является ускоренной по отношению к волне, свободно 
распространяющейся в таком же безграничном диэлектрике 
(о >Wi), и характеризуется изменением компонент векторов поля 
вдоль радиуса г по закону стоячей волны. Чем больше замедле­
ние, тем сильнее концентрация поля внутри стержня. Отмеченные 
для обеих областей характерные особенности направляемой вол­
ны обусловлены полным внутренним отражением от поверхности 
раздела стержня с оптически менее плотной внешней средой (ср. 
§ 13.5). В частности, внутри стержня ускоренные волны образу­
ются в результате суперпозиции множества однородных плоских 
волн, распространяющихся со скоростью V\ и многократно отра­
женных от поверхности стержня (ср. § 19.7) . / Л : г /  ;

Полученные выше -результаты остаются качественно верны так­
же для симметричных Н-волн (пг =  0, Ег =  О, Н2Ф 0) и гибридных 
волн ( т ф 0, ЕгФ 0, НхФ 0 ) .  Исследование характеристического 
уравнения для гибридных волн показывает, что оно имеет два ви­
да решений, один из которых определяет волны, обозначаемые 
символом НЕ, другой — волны ЕН. Для гибридных волн НЕ или 
ЕН и для симметричных Н-волн на основе характеристического 
уравнения (при фиксированном т) строится кривая r \ = f ( Q , ко­
торая имеет бесконечное число ветвей (ор. рис. 20.10). Каждая 
(n-я) ветвь характеризует определенный тип волны (HEmn, ЕНтл 
или Ноп) со своими критической частотой и структурой. Хотя гиб­
ридные волны и имеют обе продольные составляющие поля, мож­
но сказать, что в поперечном сечении диэлектрического стержня 
структура поля HEmn более близка к структуре Н-волн, а струк­
тура поля EHmn более близка к структуре Е-волн. /  Волна типа 
НЕП имеет наименьшую критическую частоту, равную нулю , и 
является основной волной диэлектрической круглой линии пере­
дачи. Картина векторных линий этой волны (рис. 20.12) в попе­
речном сечении диэлектрического стержня напоминает структуру 
волны Нц круглого волновода./

Коэффициент затухания av волны каждого типа в диэлектри­
ческой линии передачи, обусловленный тепловыми потерями мощ­
ности в реальных диэлектриках, определяют по ф-ле (18.51), в 
которой теперь ^ п с р (2) есть приходящаяся на единицу длины 
средняя мощность тепловых потерь в стержне и окружающей 
среде; ^ vcp( z ) — средняя мощность, переносимая через попереч-
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наг сечение линии как внутри стержня, так и в окружающей сре­
де. Значение Р {̂ с (z ) находят путем интегрирования по объему 
первого соотношения (4.26), определяющего среднюю мощность 
тепловых потерь в единице объема. Чтобы найти точное значение

* г  /.
av, следует знать точные выражения для поля в реальной диэлек­
трической линии передачи, которые неизвестны. Поскольку, од­
нако, потери в высококачественном диэлектрике невелики, то 
приближенно полагают, что структура поля в реальной линии ос­
тается такой же, как и в рассмотренном выше идеализированном 
случае (ai =  0, аг =  0), и при вычислении а используют формулы 
для составляющих поля, полученные для идеализированного слу­
чая.

/  При практическом использовании диэлектрической линии пе­
редачи в ней обычно обеспечивают одноволновый режим. По­
скольку из волн высших типов наименьшей /кр обладают волны 
Е01 и Hoi (имеющие одинаковые /кр), то условие одноволнового 
режима принимает вид /макс</кроь где /макс — наибольшая частота 
передаваемого сигнала. Если для стержня и окружающей его 
среды можно принять jj,ia~ |Li2a =  Mo> то это условие согласно 
(20.24) и е01 =  2,405 приводит к выражению

2дА0 мнн<2,405/я Угг1 — е2, (20.26)
ГДе Яо мин=  £//макс-

Один из способов возбуждения волны НЕц изображен на 
рис. 20.13. Конец диэлектрической линии вставлен в круглый вол­
новод с волной Нц. Граничные условия (20.4) на поверхности ли­
нии обусловливают трансформацию .волны Н п волновода в по­
верхностную волну НЕц линии.

В диапазоне сантиметровых волн электрические параметры ди­
электрических линий передачи хуже, чем прямоугольного и круг­
лого волноводов. Диэлектрические линии целесообразно приме­
нять, начиная с диапазона миллиметровых волн и кончая диапа­
зоном световых волн (Л0= 0,75-1-0,4 мкм). J  / j  /,• г j- г7
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В последнее время происходит интенсивное развитие техники 
оптических волн (короче миллиметровых), толчок которому дало 
изобретение оптических квантовых генераторов (лазеров) ./Основ­
ными преимуществами оптических систем связи являются тюзмож- 
«ость передачи с высокой надежностью весьма широкополосных

L _

РИС. 20.13

сигналов (т. е. очень больших объемов информации) и обеспече­
ние очень высокой направленности излучения при небольших аб­
солютных размерах антенн. В диапазонах оптических волн перс­
пективной является диэлектрическая волоконная линия передачи 
(волоконный световод), состоящая из жгута диэлектрических ни­
тей (волокон) круглого поперечного сечения. Каждое волокно в 
наиболее простом случае является двухслойным — состоит из од­
нородных диэлектрических сердцевины и оболочки (рис. 20.14). 
Сердцевина изготовляется из оптически более плотного диэлек­
трика, чем оболочка, т. е. e i> e2 (обычно Ц1а ~ Ц 2а = Цо). Натрав­

ляемые волокном поверхностные вол­
ны обусловлены полным внутренним 
отражением на границе сердцевины и 
оболочки и подобны волнам в диэлек­
трической линии передачи (роль ди­
электрического стержня играет сердце- 
вина, роль окружающей среды — обо­
лочка). В зависимости от свойств гене­
ратора оптических волн используют 
одноволновый или многоволновый ре­
жим в волокне. Из (20.26) следует, что 
для получения на световых волнах не 
слишком малого радиуса сердцевины а 
одноволнового волокна значения ei и ег 
должны очень мало отличаться друг 
от друга. Параметры волокна выбира­
ют такими, чтобы поле направляемых 

волн было сконцентрировано в основном внутри сердцевины, при­
близительно экспоненциально затухало в оболочке с увеличением 
радиуса г и оказывалось пренебрежимо малым на поверхности во­
локна (г =  Ь). Это обеспечивается в существующих световых одно­
волновых волокнах, например, при 2а =  5 мкм и 2Ь =  75 мкм, в мно­
говолновых волокнах при 2а =  60 мкм и 2& =  100 мкм.

Основными причинами затухания волн в световом волокне яв­
ляются поглощение в материале и излучение из сердцевины, выз-
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ванное незначительным случайным изменением радиуса а вдоль 
оси волокна, непрямолинейностью этой оси и рядом других фак­
торов. Волокно изготовляют из специальных сортов стекла и плав­
ленного кварца, обладающих малым поглощением на световых 
волнах. Часто каждое волокно покрывают тонкой пленкой из ма­
териала с большими световыми потерями. Эта пленка поглощает 
волны, излучаемые из сердцевины в оболочку, что уменьшает ве­
роятность перекрестных помех между соседними волокнами в 
жгуте. В настоящее время уже достигнут низкий уровень сум­
марных потерь в волокне, который составляет около 5 дБ/км и не 
является п-редельным. э

20.5. ОДНОПРОВОДНАЯ КРУГЛАЯ ЛИНИЯ ПЕРЕДАЧИ

Практическое применение находит однопроводная линия в ви­
де металлического провода с диэлектрическим покрытием (см. 
рис. 17.1г). При определении направляемых такой линией поверх­
ностных волн обычно полагают, что диэлектрик покрытия и про­
водимость провода идеальные, т. е. пренебрегают тепловыми по­
терями (ср. § 20.4). Существование и характерные особенности 
этих направляемых волн обусловлены многократным полным от­
ражением множества однородных плоских волн от поверхности 
провода г =  а и от поверхности раздела г =  Ь диэлектрического 
слоя с оптически менее плотной внешней средой. Очевидно, что

А

А - А

- 4
А

РИС. 20.15

если пренебречь потерями, то распространение направляемых 
волн не будет сопровождаться затуханием (y =  ip, а =  0). Коэф­
фициент затухания а, учитывающий тепловые потери, определя­
ется тем же способом, что и в случае диэлектрической линии.

Анализ показывает, что в рассматриваемой линии могут суще­
ствовать две основные волны, имеющие равную нулю критическую 
частоту, — электрическая симметричная волна E0i и гибридная 
волна НЕц (в диэлектрической линии такую fKр имела лишь вол-
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на НЕц). Для передачи электромагнитной энергии наибольший 
практический «интерес представляет волна Е0ь позволяющая по­
лучить довольно высокую концентрацию поля внутри линии при 
сравнительно малых значениях коэффициента затухания а.

Способ возбуждения волны типа E0i и ее структура изображе­
ны на рис. 20.15. Внутренний провод коаксиального волновода с 
волной Т переходит в однопроводную линию с диэлектрическим 
покрытием, а экран — в конический рупор. Граничные условия на 
поверхностях г =  а, г =  Ь и наличие рупора обусловливают транс­
формацию волны Т коаксиального волновода в поверхностную 
волну Eoi, имеющую отличные от нуля компоненты Ет> Ег и . 
На приемном конце используется такой же рупорный переход от 
однопроводной линии к коаксиальному волноводу.

Однопроводная линия нашла применение в диапазоне длин 
волн от нескольких метров до нескольких сантиметров. Наиболее 
целесообразно ее использовать на дециметровых волнах. Важным 
достоинствохм этой линии передачи являются конструктивная про­
стота (например, медный провод, покрытый слоем полиэтилена) 
и возможность быстрой прокладки, что особенно существенно для 
различных передвижных установок. Основные недостатки одно­
проводной линии связаны с тем, что она является открытой (под­
верженность внешним помехам и влиянию метеорологических ус­
ловий, опасность возникновения потерь из-за рассеяния волн на 
окружающих предметах и вследствие излучения из линии, выз­
ванного непрямолинейностью ее оси и другими нерегулярностя­
ми) .

В заключение отметим, что вдоль однопроводной линии в ви­
де круглого металлического провода с большой (но конечной) 
проводимостью металла {о \ф о о ,  см. рис. 20.9) также могут рас­
пространяться направляемые поверхностные волны. Однако такая 
линия неудобна для практического использования, так как малые 
значения а получаются лишь при слабой концентрации поля внут­
ри провода (сопровождаемой малым замедлением волны) и со­
ответственно при локализации большей части мощности волны в 
окружающей провод среде.



Ч а с т ь  V

Л и н е й н ы е  у с т р о й с т в а  С В Ч

Г л а в а  2 1

ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ВОЛНОВОДОВ 
С НЕРЕГУЛЯРНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 

+
21.1 НЕРЕГУЛЯРНОСТЬ РЕАЛЬНЫХ ВОЛНОВОДОВ.

МЕТОД ЭКВИВАЛЕНТНЫХ СХЕМ

В реальных условиях волновод всегда входит в состав тракта 
СВЧ и является нерегулярным. Трактом сверхвысоких частот на­
зывают совокупность устройств СВЧ, сочлененных определенным 
образом. Эти устройства выполняют различные функции (напри­
мер, ввод энергии в тракт, вывод энергии из тракта, изменение 
направления движения энергии, распределение энергии между 
несколькими волноводами и др.) и носят название узлов  СВЧ. 
Как правило, узел связан с трактом при помощи отрезков волно­
вода, которые называются плечами узла. Различают одноплечные, 
двухплечные, многоплечные узлы. Нерегулярными элементами 
называют всевозможные диафрагмы, штыри, зонды, петли, отвер­
стия в стенках волновода, скачкообразные изменения его попе­
речного сечения и другие нерегулярности, которые являются со­
ставными частями узлов.

Пусть, например, внутри прямоугольного волновода имеется 
диафрагма, представляющая собой тонкую поперечную металли­
ческую перегородку с отверстием (рис. 21.1). На диафрагму па­
дает бегущая по волноводу волна основного типа Н 10, которая 
возбуждена источником. В плоскости диафрагмы (которую для 
простоты будем считать идеально проводящей и бесконечно тон-
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кой) должны выполняться следующие граничные условия: на пе­
регородке касательная к ней составляющая вектора Е равна ну­
лю, на отверстии поперечные (касательные) составляющие Е и 
Н  'непрерывны (физически в плоскости отверстия имеется неко­
торое поле, в которое должны обращаться поля, существующие 
по обе стороны отверстия). Этим граничным условиям может 
удовлетворить лишь сложное поле (которое и возникает вблизи 
диафрагмы), состоящее из трех волн типа Н 10 (падающей, отра­
женной диафрагмой, прошедшей через диафрагму) и множества 
полей высших типов.

Подобное сложное поле возникает вблизи любой нерегулярно­
сти внутри тракта. Как правило, тракт (или часть его, выполнен­
ная на волноводе определенного вида) проектируют таким обра­
зом, чтобы вдоль него распространялась бегущая волна только 
одного типа, называемого рабочим.  Очевидно, что легче всего это 
осуществить на волне основного типа, использовав одноволновый 
режим. Именно так и поступают в трактах на прямоугольном и 
коаксиальном волноводах. Если же, например, в круглом волно­
воде необходимо сделать рабочей волну типа Е0ь то, во-первых, 
следует применять только такие нерегулярности, на которых не 
возбуждается волна Нц, и, во-вторых, выбрать радиус волновода 
таким, чтобы возникающие на нерегулярностях поля более вы­
соких типов, чем Еоь представляли собой местные поля. Будем 
далее считать, что условия для возбуждения только одной бегу­
щей волны обеспечены. При этом вблизи нерегулярных элемен­
тов существуют сложные поля, состоящие из бегущих волн рабо­
чего типа и множества местных затухающих полей более высо­
ких типов; вдали от нерегулярных элементов местные поля отсут­
ствуют и по волноводу распространяются только волны рабочего 
типа.

С практической точки зрения основной интерес представляет 
учет влияния нерегулярных элементов на распространение волны 
рабочего типа. В такой постановке задачи можно заменить вол­
новод эквивалентной ему длинной линией (см. § 21.3), а нерегу­
лярности — их эквивалентными схемами (схемами замещения), 
состоящими из сосредоточенных элементов и включенными в эту 
линию (см. § 21.6, 21.7). Представление реального волноводного 
тракта эквивалентной схемой в виде длинной линии с включен­
ными в нее схемами замещения отдельных нерегулярностей очень 
полезно, так как позволяет с помощью сравнительно простых ме­
тодов теории линейных электрических цепей рассчитать прохож­
дение волны рабочего типа по всему тракту.

Параметры эквивалентной схемы нерегулярного элемента, оп­
ределяющие прохождение волны рабочего типа, могут быть опре­
делены лишь либо на основании решения соответствующей элек­
тродинамической задачи, либо на основании эксперимента. Та­
ким образом, эквивалентная схема является только одним из спо­
собов представления готового решения волноводной задачи, полу­
ченного другим методом (теоретическим или экспериментальным).
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21.2. ОПИСАНИЕ НАПРАВЛЯЕМЫХ Т-ВОЛН ТЕОРИЕЙ 
ДЛИННЫХ ЛИНИИ

Пусть на входе одноволнового коаксиального волновода илй 
симметричной двухпроводной линии имеется источник (например, 
генератор), который возбуждает Т-волну, распространяющуюся 
в направлении возрастающих значений г. На другом конце линии 
имеется приемник мощности (нагрузка), который поглощает в 
общем случае часть мощности падающей на него волны, а осталь­
ную часть отражает, возбуждая Т-волну, распространяющуюся в 
направлении убывающих значений г. В точке с поперечными ко­
ординатами и, V произвольного поперечного сечения z  результиру­
ющее поле Т определяется суммой падающей (Е±_|_, Н±+) и отра­
женной (Е±_  > ^  - )  волн:

Ё± (и, V, z) =  Ё±+ (и, V, г) +  Ёх_  (и, v y г) =  

=  Ёо1 + (и, v ) e ~ ih2 +  E0х_(и, v ) e i k z ,

Нх (и, V, z) =  Hi+  (и, V, г) +  Нх_ (и, V, г) =  

=  Нох+ (и, V) е“  ‘*2 +  Нох- (и, у) е‘ *г .

(21.1)

Введя согласно (18.31), (18.32) понятия напряжения и тока^ 
получим вместо (21.1):

U (z) =  U+  (z) +  U -  (г) =  U 0+ е~ 1 г +  Uo-  е1 *2 ,

/  (г) = / +  (г) +  /_  (г) =  / 0+ г -  / 0_  е‘ *г . (21,2а)
Напряжение и ток являются функциями только продольной коор­
динаты Z.

Выразив с помощью (18.33) токи падающей и отраженной волн 
через соответствующие напряжения, получим:

U (z) =  Uo+ е~‘ * 2 +  U о -  е‘ *2,

/  (г) =  ^ -  (О0+ e ~ ikz  — U о -  е1 * 2). (21.26)

Соотношения (21.26) представляют собой хорошо известные фор­
мулы теории длинных линий без потерь, характеризующие рас­
пределение напряжения и тока вдоль координаты z. Таким обра­
зом, если не интересоваться структурой поля направляемых 
Т-волн и перейти к напряжению и току, то эти волны можно опи­
сывать теорией длинных линий, которая значительно проще, чем 
электродинамическая теория.

Комплексная амплитуда падающей волны напряжения U+(z)  
определяется мощностью генератора. Отношение в данном сече­
нии линии 2  комплексной амплитуды напряжения отраженной 
волны U -( z )  к комплексной амплитуде напряжения падающей 
волны U+(z) зависит от нагрузки и носит название коэффициен­
та отражения по напряжению p ( z ) .  Если совместить для опреде­
ленности значение 2  =  0 с сечением, где подключена нагрузка, и
10— 2 5 3  2 8 9



по-прежнему считать, что координата z возрастает в 'направлении 
от генератора к нагрузке (>рис. 21.2), то для линии без потерь 
справедливо равенство

p ( z ) = ^ L = ^ = e l2kz =  p ( 0 ) e l 2 k \  (21.3)
u+(z) О0+

г  котором

р(0) =  М е ,ч>* (21.4)
есть коэффициент отражения в сечении линии 2 = 0 , т. е. у наг­
рузки.

При учете (21.3) вместо (21.26) получим:
и  (2) =  U+ (z) +  и -  (z) = U + ( z ) [ l + p  (.г)],

j  (г) =  - L  (гЯ =  [ 1 ~ р (г)1‘ (21‘5)

Важным параметром, характеризующим режим в длинной ли­
нии, являются сопротивление Z ( z )  в данном сечении г, равное 
отношению комплексных амплитуд напряжения и тока в этом се­
чении, или обратная сопротивлению величина проводимости 
Y(z):

Z (г) =  Щ -  =  ZB =  г (z) +  ix(z),
/ ( г )  1 — P (z )

Y ( z ) = - ^ - =  - i -  =  YB± ^ - = g ( z )  +  i 6(2), (21.6)
U { Z )  2  ( ? )  1 + P ( Z )

где YB= l / Z B — волновая проводимость линии передачи. Находя­
щийся вправо от данного сечения z  участок линии с оконечной 
нагрузкой представляет по отношению к остальной линии нагруз­
ку, определяемую соотношениями (21.6), и может быть заменен 
соответствующими сосредоточенными сопротивлением или прово­
димостью. Переходя к нормированным сопротивлению Z(z )  и про­
водимости ? ( z ) ,  получим согласно (21.6) соотношения:

л Z(z) 1 + р ( г ) 7 л Д
2  (2) =  - Z T  =  Т ^ й > = г (2) +  »*(*).

^  (г) =  ш .  =  - L -  =  ! = £ < * - = g  (г) +  i b(z). (21.?)
w  A  1 +  P ( г )  wz (z)

Из (21.7) можно выразить коэффициент отражения в сечении z  
через Z (z )  или ? ( z )  в этом же сечении:

z « + l  1 + rW
'гэо

(21.8)



Таким образом, в каждом сечении z  существует простая связь
(21.7) и (21.8) между параметрами p ( z )  и 2 ( z )  -или ? ( z ) ,  харак­
теризующими существующий в длинной линии -режим.

Широко распространено определение коэффициента отражения 
по экспериментально снятому распределению амплитуды резуль­
тирующего напряжения (или тока) вдоль линии. Амплитуда ре­
зультирующего напряжения в сечении 2 , удаленном от нагрузки 
к генератору на расстояние \z\  Ч равна модулю напряжения
(21.5), который в линии без потерь при учете (21.2) и (21.3) оп­
ределяется выражением

и т (г) =  IU+ (z) 111 +  р  (0) е '2*21 =  Um+ '| 1 +  IР I е - 1'2* * " 4’*’! =

=  U m + IK 1 +  |р|2 -Н 2 !pi cos (2^ |2| — Фо) I . (21.9)
Отсюда следует, что распределение амплитуды напряжения в 

зависимости от координаты 2  имеет вид волнообразной кривой с 
минимумами

(/м.шт(2')=г/«+ ( 1 - | р | )  (21.10)
в сечениях z', определяемых .равенством

2&|г'| — фв =  ( 2 п + 1 ) л ,  п =  0 ,1 ,2 . . . ,  (21.11)'
и максимумами

и ш к с т (г") =  и т + { 1 + \ р } )  (21.12)
в сечениях z", определяемых равенством

2*|2" | — ф0 =  2 п л , п =  0 , 1 ,  2 . . .  (21.13)
Таким образом, максимумы и минимумы чередуются, прячем 

расстояние между соседними максимумом и минимумом опреде­
ляется «з соотношения 2 k( \ z" \  — | z ' | ) = j t  и равно

|z"| — \z'\  =  л/2£ =  А/4. (21.14)
Кривая распределения Um(z )  оказывается периодической с пе­
риодом, равным Л/2 (рис. 21.3).

^Напомним, что при выбранном выше расположении начала отсчета коор­
динаты г (см. рис. 21.2) для всех сечений линии z принимает отрицательные 
значения (г=—|z|).
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Из ф-л (21.3), (21.11) и (21.13) видно, что в сечениях z'  и z " 
•коэффициент отражения по 'напряжению оказывается веществен­
ным, причем

p(z') =  - \ p \ ,  p{z") =  |р | .  (21.15)
Коэффициентом бегущей волны (КБВ) называют отношение 

/Сб.в = м̂ин ̂ макс m = ( l —IP l)/(l +  I P |), 0 < /Сб.. <  1 - (21.16)
Иногда вместо /Сб.в используют обратную величину, называе­

мую коэффициентом стоячей волны (КСВ):
tfc.B — 1//Сб.в =  ^макс т/^мин т  =  О “Ь I Р l)/0 I Р I)» ОО ^  /Сс.в ^  1 •

(21.17)
Из (21.16) и (21.17) следуют соотношения:

М = Т Т ^ '  1 р 1 = т ^ .  (21.18)
1 +  Дб.в С .в Т  1

которые позволяют определить модуль коэффициента отражения 
по предварительно измеренному /Сб.в или /Сс.в. Аргумент коэффи­
циента отражения при 2  =  0 можно найти из выражения (21.11) 
или (21.13), опустив в нем слагаемое 2пп (так как ei2jTTl =  l) и 
подставив измеренную координату любого минимума или макси­
мума на линии:

ср0 =  arg р (0) =  2 k I z' I — я =  2 k I z" /. (21.19)
Введем важную формулу трансформации сопротивлений, кото­

рая выражает сопротивление 2 ( z )  в сечении 2 , удаленном от наг­
рузки к генератору на расстояние | г| ,  через сопротивление наг­
рузки 2(0) = 2 и. Заменив в первом выражении (21.7) величину 
p ( z )  правой частью (21.3), воспользовавшись согласно (21.8) со­
отношением

л л
р  (0) =  z  (0) ~ 1 =  z" ~ '  (21.20) 

Z(0)+1 ZH + 1
и приняв во внимание равенства

=  — itg kz (21.21)l - e i2*z 

1 +  e i2to

и z  —— \ z \ ,  получим нужную формулу:
- л л
А _  ZH +  itgfe|z| _  ZHcosk\z\ +  is in £ |z | 22)

'  Л л
1 +  i ZH tg k\z\ cos k I z I +  i ZH sin k | z \

С помощью соотношений Z (z )  =  l l ? ( z )  и 2Н=1/Г Н выражение
(21.22) легко преобразовать в формулу трансформации проводи­
мостей 
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В сечениях линии z, удаленных от нагрузки на целое число 
полуволн ( \ z \ = n X / 2 ) y согласно (21.22) имеем 2 ( z ) = 2 H, т. е. со­
противление нагрузки трансформируется в свое первоначальное 
значение.

В сечениях линии, удаленных от нагрузки на целое нечетное 
число Х/4 [ \ г \  =  (2л +  1)Х/4], согласно (21.22) имеем

Z(z) =  1/2н или Z ( z ) = Z 2j Z tt. (21.24)

Формула (21.24) определяет трансформацию сопротивления наг­
рузки четвертьволновым отрезком длинной линии.

Если 2 Н=  1, то согласно (21.20) | р | =0 .  Таким образом, согла­
сованная с линией нагрузка, сопротивление которой равно волно­
вому сопротивлению линии, не создает отраженной волны и пог­
лощает всю мощность падающей волны. Линия с согласованной 
нагрузкой ведет себя подобно бесконечной регулярной линии — в 
ней существует режим бегущей волны, характеризуемый пара­
метрами 2 ( z )  =  1, \р\  =0, 7(б.в = 1, /Сс.в= 1.

Если 2 H =  i x H (сопротивление нагрузки реактивно), 2Я= 0  («ко­
роткое замыкание») или 2 и=  оо («холостой ход»), то в соответ­
ствии с (21.20) величина |р | =  1, т. е. нагрузки полностью отра­
жают падающую волну. В линии с такими нагрузками существует 
режим стоячей волны , характеризуемый параметрами 2 ( z )  =  
=  i x ( z ) ,  I р I =  1 ,  К б.в =  0 ,  К с . в  =  о о .

Режимы бегущей и стоячей волн являются предельными. В об­
щем случае в линии существует так называемый смешанный ре ­
жим, характеризуемый параметрами 2 H =  rH+ i x Hl 2 ( z ) = r ( z )  +  
+  i x ( z ) ,  0 <  \p \ <  1 , 1 > / ( б . в > 0 ,  1 </Сс.в<°°- В сечениях z ' и z", 
где согласно ( 2 1 . 1 5 )  коэффициент отражения принимает вещест­
венные значения, сопротивление 2 ( z )  в соответствии с ( 2 1 . 7 )  ока­
зывается активным, причем

л , Z (г') 
Z(z') =

А
Z(z") =

Zв
Z ( z " )

1 — 1 Р\

TTlpi
1 +  \р\ 

~ 1 — р\

/Сб.в м̂ин» 
1 (21.25)

б.в

Теория длинных линий имеет хорошо разработанный расчет­
ный аппарат. В частности, она широко использует круговые диа­
граммы коэффициентов отражения, полных сопротивлений и про­
водимостей, которые позволяют заменить довольно трудоемкий
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метод решения разнообразных задач с помощью приведенных вы­
ше формул очень простыми и быстро действующими графически­
ми методами решения.

21.3. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ МЕЖДУ ВОЛНОВОДОМ 
И ДЛИННОЙ ЛИНИЕЙ

Поскольку волны типов Нтп и Emn не имеют потенциального 
характера в поперечных сечениях волновода, то для «их, в отли­
чие от Т-волн, нельзя однозначно ввести напряжение и ток в обыч­
ном смысле этих слов (как линейные и-нтегралы от векторов по­
ля). Однако, как будет показано ниже, для волн типов Нтп и 
Emn можно ввести понятия, которые позволяют использовать ме­
тоды теории длинных линий и в этих случаях.

Заменив, как и прежде, индексом v полное наименование поля 
определенного типа Нт п (или Ет п в волноводе без потерь, имеем 
при существовании падающей и отраженной волн следующие со­
отношения:

Ev (и, V, г) =  Ev+ (и, V, z) -t-Ev_ (и, v , z) =

— I Pv 2 * 0v 2
=  E0v+ (и, v) e +  E0v -  (и, v) e , 2J 2

Hv (uy v , z) =  Hv+ (iи, v t z) +  Hv_ (и, v , z) =
— i Pv 2 iP v  2

=  H0v+ (Uy v)e +  H0v-  (u, v) e

Сопоставление этих соотношений с (21.2а) показывает, что нап­
ряженности Ё и Н волны рассматриваемого типа в регулярном 
волноводе и напряжение и ток в длинной линии изменяются вдоль 
продольной координаты z  по одному и тому же закону. Это на­
водит на мысль о возможности формального введения некоторых 
скалярных величин, пропорциональных слагаемым в (21.26), ко­
торые не зависели бы от координат и и v поперечного сечения

TiP 2
волновода, изменялись бы от z  по законам е v и играли бы 
роль напряжений и токов падающей [U (z), / v+(z)] и отражен­
ной [tfv_(z), / v_ (z )]  волн. Эти скалярные величины назовем ус ­
ловными напряжениями и токами. Они должны быть введены та­
ким образом, чтобы переносимая через поперечное сечение волно­
вода комплексная мощность выражалась через них формулой тео­
рии длинных линий

(г) =  Рср (г) +  i P q( z ) = ±  U ,  (z) / v (г), (21.27)

где 0 V= 0 v + + 0 y_\  / v = / v+ +  / v_ .  Поскольку эта мощность зави­
сит только от поперечных составляющих поля ЁХу и HXv. то ус-
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ловные напряжения и токи должны быть пропорциональны имен­
но поперечным составляющим. При этом условное напряжение 
й у пропорционально величине вектора Exv, а условный ток / v — 
величине вектора Н х , так как при коротком замыкании напря­
жение О— и Exv-  отражаются с изменением фазы на я, а ток /_ 
и H i  _  без изменения фазы (в сечении короткого замыкания 

0 = 0 + - { - 0 ——0 и ЁХу =  ЁХу4- +E_lv—=0, а / =  /+ + /_ = 2 /+ и Hj_v= 
=  Н _L v+ +  Н X V —  =  2Н J.V+)*

Чтобы ввести условные напряжения и токи, представим комп­
лексные амплитуды Ё j_v± и Hj.v± бегущей падающей или отра­
женной волны типа Hmn «ли Emn в волноводе без потерь следую­
щим образом:

E.lv± («. V, z) =  £/v± (z) в, (и, v), 

H±v± (и, V, z) =  / v± (г) hv (и, v). (21.28)
Здесь ev (u, v)  и h v fu, v)  — векторные собственные поперечные 
электрическая и магнитная функции, которые могут быть выбра­
ны вещественными и характеризуют зависимость поперечных век­
торов от координат и и v поперечного сечения; 0^± (г) и / v± (2) — 
скалярные комплексные амплитудные функции поперечных век­
торов, которые включают в себя зависимость от продольной коор­

динаты z  вида е v (для падающей волны) или е v (для отра­
женной волны).

Из (18.10в) и (18.12в) вытекает формула

El v±  =  ± Z c v [ Hxv±z°], (21.29)

где Zcv — характеристическое сопротивление поля рассматривае­
мого типа. При подстановке в (21.29) выражений (21.28) полу­
чим

0 Ч± еу =  ±  Zc v / v± [hv z0]. (21.30)

Соотношение (21.30) удовлетворим путем введения равенств:

ev =  - L [h v Z 0]; (21.31)
с

Uv±(z) =  ± C 2ZcJ v±(z), (21.32)

где С — произвольный безразмерный положительный множитель, 
выбор которого называют нормированием векторных скалярных 
функций. Из (21.31) следует, что лежащие в поперечном сечении 
векторы ev, h у и продольный орт z° образуют правую ортогональ­
ную тройку векторов.

В качестве примера приведем функции е ^ и  О ± прямоуголь­
ного волновода, которые легко получить с помощью ф-л (21.28),
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(19.23), (19.24) и Yv =  iPv - При этом для волны типа Hmn (кото­
рый обозначим индексом v =  ft) имеем:

. ч - (  п п п  тп х • п п  у Птп . тп х п п  и \ен (х, у) = A h I х°---- cos--------sin — ------ yo----- sm --------cos — ]
\ b a b a a b J

Uh± (г) =  2 b -  ъ ‘ h  (21.33)
*1 Ah

для волны типа Emn (который обозначим индексом \  =  е) имеем: 
/ ч л f  ( \т  71 т п х  . п п у . л л я  . тп х п пи  \ее (ху у) =  Ав I х °---- cos--------sin — — +  у0----- s in --------cos — — ],

^  \  a a b J b a b J
i (L p + i 0 z

^ ( 2 )  =  = ғ - Ғ - ^ е (2 I-34>A e

Здесь i4v — постоянный множитель, который будет определен 
ниже.

При существовании в волноводе падающей и отраженной волн 
получим согласно (21.28) и (21.32) соотношения:

E_lv (Uy Vy z) =  E±v+ +  E±v_  =  u v (z) ev (ut v),

H±v (Wf )̂ =  -f- Hj_v— =  I \  (2) hv (u9 v)y (21.35)
где

Uy (2 ) =  Uv+ (z) +  U y -  (2) =  Uoy+e- 1 “v 2 +  Uoy-e' г , 

ly (г) =  Iy+ (г) + K -  (z) =  (t/ov+ e~ ‘ Pv z — Uoy- e Pv ‘ ) .  (21.36)

С учетом (21.35) найдем комплексную мощность, которая пе­
реносится через поперечное сечение S ± волновода в направле­
нии z°:

Ъу =  - L  J [ E±v Hxv] z ° d S =  - J  Uy (z)/y (2) j  [ev hv ] z° dS. (21.37)

4j. 5X
Для выполнения соотношения (21.27) потребуем, чтобы удовлет­
ворялось равенство

j  [evhv]z °d S =  1. (21.38)
sx

Формулы (21.31) и (21.38) с помощью (П1.3), (П1.4) приво­
дят к следующим условиям нормирования:

j  (ey)*dS =  - L . ,  j  <hv)f dS  =  С2, (21.39)

sx
из которых определяют постоянный множитель i4v . В соответст­
вии с (21.39) единицей измерения е и hv является 1/м. При этом 
согласно (21.35) 0 v (z) измеряется в вольтах, / v — в амперах.
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Сравнение выражений (21.36) с (21.26) показывает, что функ­
ции Uv (z) и / v {z) играют роль напряжения и тока в эквивалент­
ной длинной линии, которая имеет коэффициент распространения 
Yv =  iPv и волновое сопротивление Z Bx= C 2Zcy;, где Z cv — характе­
ристическое сопротивление волны рассматриваемого типа, опреде­
ляемое соотношениями (18.16). Введение условных напряжения
О  (z ) и тока i v { z )  и переход к эквивалентной длинной линии 
позволяют распространить на волновод с волной типа Hmn или 
Е т п  методы теории длинных линий (см. § 21.2). В частности, в 
волноводе с волной v-ro типа коэффициент отражения по напря­
женности электрического поля согласно (21.28) и (21.3) равен 
коэффициенту отражения по условному напряжению:

Е±у__(ы, 2) _  ^Ov- J2Pvz _ /m J 23vzРу (2) =  - ^ -------- L = _ v - 1^ = _J!v^_e ,v = M 0 ) e
v' 2) Uv+ (z) ^0v+

(21.40)

эквивалентные нормированные сопротивление и проводимость в 
сечении z  согласно (21.36) и (21.40) определяются соотношения­
ми вида (21.7):

J v(z) =  _ i _ £ v ( f .  = i + M S 
2BV / v(2) 1 - P y W

Yy (г) =  ZBV =  ~ ^ v-  ~  . (21.41)
u„ (г) 1 +  Pv (z)

Если в результате решения электродинамической задачи о не­
регулярности в волноводе или экспериментальным путем опреде­
лен коэффициент отражения pv (z), то соотношения (21.41) ис­
пользуют при построении эквивалентной схемы этой нерегуляр­
ности.

Важно подчеркнуть, что в волноводной технике непосредствен­
ным объектом измерений является именно коэффициент отраже­
ния (21.40), а не величины Uv (z), i (z ) и 2BV , которые вводятся 
условно, являются неоднозначными и не могут быть определены 
экспериментально. Если, например, соответствующие значению 
С =  1 величины обозначить через ev, hv , ОхУ I и Z 1V , то согласно
(21.28), (21.31) и (21.32) величины, соответствующие значению 
С ф \ ,  окажутся равными: e'v =  ev/C, fy=Chv, CX= C U ^  =  / V/C, 
zhx =  C2Z BV . Однако эта неоднозначность является несуществен­
ной, так как волновой процесс в эквивалентной длинной линии 
полностью характеризуется относительными величинами (коэф­
фициент отражения, нормированное сопротивление и др.) и мощ­
ностью 5 = - ^ t /v / , которые не зависят от выбора значения С.
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В дальнейшем примем множитель С=1, при котором условия 
нормирования (21.39) имеют вид

j* (ev )2dS =  1, j ( h v )2d S = l .  (21.39а)

Подставив, например, ev из (21.33) и (21.34) в первую ф-лу 
(21.39а), получим для полей типов Нт „ и Ет „ в прямоугольном 
волноводе:

i4v =  1 /  —— — при т =  0 или п =  0; 
у  аЬ х у

(21.42)

A v =  y = r - - 1 -  при т ф  0 и п ф О ,  

где,1 как обычно,

Приведенные выше рассуждения отгюсились к бегущим вол­
нам v-ro (рабочего) типа. Однако их можно распространить и на 
местное поле v-ro типа, которое образуется вблизи 'нерегулярно­
сти. При этом эквивалентная длинная линия имеет коэффициент 
распространения Yv =  av и волновое сопротивление Z BV =  Z CV при 
С =  1, определяемое из (18.18) и являющееся мнимой величиной; 
условные напряжение t/v+ (z ) и ток iv+ (2) соответствуют местно­
му полю, экспоненциально^ затухающему в направлении положи­
тельных значений г (е v = е  v ), напряжение U - ( z )  и ток 
l - { z )  — местному полю, затухающему в направлении отрицатель-

• / Yv ’ V*ных значении г (е = е  ).

21.4. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛНОГО ПОЛЯ В ВОЛНОВОДЕ ВЕКТОРНЫМИ 
РЯДАМИ. МОЩНОСТЬ, ПЕРЕНОСИМАЯ ПОЛНЫМ ПОЛЕМ 

ВДОЛЬ ВОЛНОВОДА

Существующее в волноводе без потерь полное поле в самом 
общем случае представляет собой суперпозицию бесконечного 
числа полей всех типов, которые свойственны соответствующему 
регулярному волноводу. При этом, для поперечных векторов пол­
ного поля имеем с учетом (21.35) следующие векторные ряды:

оо оо
Ej. (и, V, г) =  2  Ej.v (и. ». г) =  2  £>v (2) ev (и, v),

V=1 V=1
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Нх (и, О, *) =  J  Hxv (и, V, г) =  £  / v (г) h v (и, у). (21.43)
V=1 v = l

Здесь  полю каж дого типа присвоен определенный порядковый 
номер. Эта нумерация мож ет быть проведена, например, в по­
рядке возрастания критических частот.

К ак  можно показать в общем виде (см., например, [16]), век­
торные собственные функции е и h регулярного волновода без 
потерь обладаю т важ ны м свойством ортогональности, которое 
заклю чается в том, что для двух полей различной структуры 
(v'=5̂ v ) выполняю тся равенства:

J e v < v d S  =  0, j  hv hV' dS  =  0, (21.44)
s x

где S j/  — поперечное сечение волновода.
Условия ортогональности (21.44) и нормирования (21.39а) 

объединяю тся следующими условиями ортонормирования вектор­
ных собственных функций:

с  л f l при v' =  V,
j e v « v < iS =  f hvhv 'dS  =  {Q v, ^ v (21.45)

s x к
П олная мощность, переносимая через поперечное сечение вол­

новода в направлении z°, определяется известной формулой

s '= - f  J  [f A ] z0dS= т  j [ К * \ dS• (21-46>
s±

П редставив поля векторным.и рядам и (21.43), имеем при учете 
(21.31) и С =  1:

[Н± г°] =  У / v-[hv. z ° ] = 2 W .
v'= l v '= l

Ё± [н ± z°] =  [ j  ev )  ( 2  К  е Л  =  2  2  Uv %. ev <v. (21.47)
\ V = 1  /  \ v ' = l  V = 1  V' =  l

Введение различных индексов v и v' в рядах для Е± и Н ± по­
казывает, что -в выражении (21.47) суммирование проводится по 
всем возможным значениям v и v', которые изменяются незави­
симо друг от друга.

Подставив (21.47) в (21.46), изменив очередность интегриро­
вания .и суммирования и использовав условия ортонормирования 
(21.45), получим

оо оо

? (z )= t 5 ^ v (z) 7* (2)= 5 P v {z)’ (21 -48)
V = 1  V = 1
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Таким образом, передача мощности вдоль регулярного волно­
вода без потерь осуществляется полями различных типов незави­
симо друг от друга. Свойство ортогональности векторных собст­
венных функций (21.44) физически означает отсутствие связи в 
регулярном волноводе без потерь между полями различных ти­
пов, которые не влияют друг на друга.

21.5. ЭКВИВАЛЕНТНАЯ СХЕМА НЕРЕГУЛЯРНОСТИ В ВОЛНОВОДЕ

Рассмотрим здесь в общем виде взаимосвязь между обуслов­
ленным нерегулярностью множеством полей различных типов и 
ее эквивалентной схемой. Пусть область нерегулярности V огра­
ничена поперечными сечениями S 1 и S ± двух в общем случае 
различных волноводов 1 и 2, в каждом из которых распростра­
няется бегущая волна только одного рабочего типа (рис. 21.4).

J L Z D
s"

РИС. 21.4

В волноводе 7, кроме падающей волны рабочего типа, существуют 
обусловленные нерегулярностью отраженная волна рабочего типа 
и местные поля высших типов. В согласованном с нагрузкой вол­
новоде 2 существуют падающая волна рабочего типа (прошед­
шая сквозь нерегулярность) и местные поля высших типов. При 
этом согласно (21.43) имеем:

00 оо
Ё = Ё 1 ,++  V  E lv - е; +  £  u'v- e v,

V=1 V=2

Hi =  H l1+ +  £ r i l v_ =  /ih i -  V  (21.49)
v=l v=2

t ' ™  r V  __  r V  I r V  i /  __  i f  I f 'V 1 — ^ 1+ “Г ^ 1-, I 1 — 1 1+Ti 1-,
00 Ш0

Ej_ =  — ^1+ “f" 2  ^v+ v̂»
v=l v=2

h i  =  v  h i v+ =  /;+ h i + £  /;+ и ;  (2 1 .5 0 )
v=l v=2

Здесь и далее одним штрихом обозначены величины, относящие­
ся к сечению S'  ̂ первого волновода, двумя штрихами — к сече­
нию S" второго волновода; волны рабочего типа обозначены ин­
дексом V =  1.
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/ v± (z) =  (2), (21.51)
где вместо характеристического сопротивления поля Zcv введена 
его характеристическая проводимость Y C\  =  \IZcv- Для бегущих 
волн рабочего типа характеристическая проводимость согласно
(18.16) является вещественной:

Ytl =  gt ; (21.52)
для местных полей высших типов ( v ^ 2 )  характеристические про­
водимости согласно (18.18) оказываются мнимыми:

Y cv =  \bv , V =  2, 3 (21.53)

причем для полей класса Н они имеют индуктивный характер 
(bh =  — ал/со (ia<0), для полей класса Е — емкостный (Ье =  
=  (оеа/ а £?> 0 ) .

Рассмотрим случай нерегулярности, при котором в боковых 
стенках волноводов нет щелей или отверстий. Применим теорему 
Умова—Пойнтинга (4.32) к объему V, ограниченному идеально 
проводящими боковыми стенками -и сечениями S ' L и S"± , приняв
во внимание, что внутри объема 6Ст =  0:

Рп.ср +  i 2 ш ( t t V c p  -  ^ э .с р )  -f J  [Е' Н ]  d  S' +  - L  j  [Ё" H"] d S" =  0.

П р едстави м  соотн ош ен и е (21 .32) (при С = 1 )  в виде

5 X

(21.54)

Использовав (21.49), (21.50), (21.31), (21.45), dS' =  — z°dS' и 
dS" =  z°dSr\  получим таким же путем, как при выводе (21.48)  ̂
выражения:

ОО1 п ■ •* 1 * 1 . *
i - J [Е-H ]d S ' =  —

s' v=2

I  J | E ”H V S " =  ± u ; + rl + + ±  (2 1 .5 5 )
s' v = 2

Подставив (21.55) в (21.54), найдем

T ° ' , b  =  - v  <>;+ т  S  •
V=2 

оо
4 г  5 ]  U'v+ +  1 2 “  ( ^ м . с р  -  ^ з . о р ) .  ( 2 1 . 5 6 )

V=2
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Н апиш ем  соотнош ение, ком плексно соп р я ж ен н ое с (2 1 .5 6 ):

v = 2

Поскольку эквивалентная входная проводимость в сечении 5', 
для волны рабочего типа определяется выражением Y= l ' i /U ' \ ,  то

У =  +  ёп +  i Ф’ +  b" +  М  =  g  +  ib, (21.58)

Из (21.58) следует, что активная часть эквивалентной прово­
димости обусловлена существованием в сечении S ”± второго вол­
новода бегущей волны рабочего типа и потерями в объеме 
У(ёп).  Реактивная часть эквивалентной проводимости обусловле­
на существованием местных полей высших типов в сечениях S'± 
первого волновода (У)  и S"± второго волновода (Ь") и разностью 
средних значений электрической и магнитной энергий в объеме 
V (b w ).  Если, например, определять У в сечении S'±, которое на­
столько удалено от нерегулярности, что местными полями можно

пренебречь, то составляющая Ь ' = 0. В этом случае влияние мест­
ных полей первого волновода на реактивную часть проводимости 
будет учтено соответствующим значением составляющей bw . Точ-

оо

ОО
+  Т  Ё  ^ + К +  +  i 2 “  (^з.ср - Гм.ср )• (21.57)

в (21.57) слева стоит —  10'\  | 2У. Заменив справа Iv±  согласно 

■ф-лам (21.51) — (21.53) и поделив (21.57) н а | # ' i | 2, получим

где

РИС. 21.5
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но так же расположение сечения S m± в области, в которой можно 
пренебречь местными полями, приводит к значению Ь" =  0, но в 
то же время изменяет значение bw  из-за существования во втором 
волноводе -местных полей.

Отобразив относительно сечения S'± нерегулярность схемой 
замещения согласно (21.58) и представив расположенный перед 
сечением S'± волновод 1 с бегущими волнами -рабочего типа эк­
вивалентной длинной линией с волновой проводимостью Y ' п =  

=  У/с1 = £ /1 , получим эквивалентную схему рис. 21.5.

21.6. ПЛОСКИЕ НЕРЕГУЛЯРНОСТИ В ВОЛНОВОДЕ

Наиболее просто решаются электродинамические задачи а  
плоских нерегулярностях, имеющих -нулевую протяженность вдоль 
оси волновода (например, бесконечно тонкие диафрагмы, скачко­
образные изменения поперечного сечения волновода).

Для построения эквивалентных схем таких нерегулярностей 
можно воспользоваться ф-лой (21.58). Поместим поперечные се­
чения S'± и S”± вплотную к плоской нерегулярности с обеих ее 
сторон. При этом объем V  оказывается равным нулю, вследствие 
чего И̂ м.ср= ^э.ср =  0, Рп.ср== 0 и соответственно bw =  0, £п =  0. Прг/ 
этом с учетом Усг= i и согласно (21.58) получаем

К =  п\ 2 ғ ;  +  i ( £  п> b'y +  V  п *  И  =  g  +  i b, (21.59)
\v=2 v=2 /

где введены обозначения az"i =  | 1/ 1 t/'i | , nv =  | 0'v_ / \ 0 ' \ ] f
nl  =  \V l+ \ l \V 'A -

Для определения фигурирующих в (21.59) отношений модулей 
условных напряжений нужно знать распределение в плоскости 
нерегулярности касательной к ней составляющей Е т полного по­
ля. Эта составляющая, как правило, остается синфазной на от­
верстии S0 плоской нерегулярности и обращается в нуль на 
идеально проводящих поперечных стенках, вследствие чего мо­
жет быть представлена следующим образом:

Ё  = р 0Е!(и> t »  н а  S 0, ( 2 1 6 0 >

т 1 0 на S x =7̂ S 0,

где Оо — амплитудный множитель, характеризующий величину и  
фазу касательного вектора Ёт; Е? (и, v)  — векторная веществен­
ная функция поперечных координат.

Поля (21.49) и Ej. (21.50) в плоскости нерегулярности 
должны обращаться в поле (21.60):

U'l e 1 +  '2 i Uv-<b =  U0 & ,
V=2
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£ t / ; + e ;  =  t /0E$. (21.61)
V=1

Для нахождения условного напряжения t f  , поля любого ти-
v+

па v' в сечении S"± второго волновода умножим скалярно второе 
выражение (21.61) нае* , проинтегрируем по площади S"± и исполь­
зуем условия ортонормирования (21.45). При этом в левой части 
равенства обратятся в нуль все слагаемые, за исключением одного, 
у которого v =  v':

и" , =  О0 j  Е?е^- dS =  U0$  Ет° v  dS. (21.62)
V+ s ' s0±

В этом интеграле площадь сечения 5", заменена площадью отвер­
стия S0, так как только на нем Е° =̂ =0.

Аналогичным путем из первого выражения (21.61) выводятся 
соотношения:

и \  =  U0 f Е?е[ dS, U \ -  =  и 0 f Ех ev.dS при v' ф  1, (21.63) 
S. ~  s.

определяющие условные напряжения в сечении S'± .
При учете (21.62) и (21.63) имеем:

Я1

*V =

1^+1
f Е® е, dS

_ So

т f
К

К -1
f E?e>S 

S0

K I j  E° ej dS 
S0

! ^ J
j E ° e " d S

_  Sc

J E? e! dS
S0

_ ! V4_! _ *bc /01 G/l\
%  — —Г~7Г -- ---------------  •

Если бы были известны точные функции Е° (ut v) ,  то ф-лы 
(21.59) и (21.64) определяли бы точные значения эквивалентных 
проводимостей У плоских нерегулярностей. Однако нахождение 
функций Е® представляет собой сложную математическую задачу, 
которую решают с различной степенью приближения к точным 
значениям методами теории интегральных уравнений и вариа­
ционного исчисления. Представив плоскую нерегулярность схемой 
замещения в соответствии с (21.59), получим эквивалентную схе­
му рис. 21.5, в которой g  =  n " 2Yci".
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Д и а ф р а г м ы .  Поскольку диафрагма разделяет на две час- 
один и тот же

(21.62) и (21.63)
ти один и тот же волновод, то Y'cv—Y"cx=  =е" = e v , согласно

U[ =  U‘i+ =  Ul =  U9 \  E U id S ,

U v -  =  Ul+ =  Uv =  Uо J  Е£ ev d  S при v Ф  1 
s.

и, следовательно, согласно (21.64)

J
n \ =  l, n; =  «; =  nv =  ^ ----------- при \ ф \ .

j  E° et dS

При этом соотношение (21.59) принимает вид

Y =  Y c l + \ 2 y i n lb v = Y cl +  ib,
V=2

а эквивалентная схема рис. 21.5 переходит в схему, изображенную 
на рис. 21.6. Таким образом, эквивалентной схемой диафрагмы

(21.65)

(21.66)

(21.67)

Ytt и Ya Yci Yet

РИС. 21.6 РИС. 21.7

является реактивная проводимость i 6, включенная параллельно 
в длинную линию, эквивалентную волноводу с волной рабочего 
типа.

Если в (21.67) ввести отдельную нумерацию для местных по­
лей класса Н (v =  h) и класса Е (v =  e) и учесть, что bh =  —Wco[Ха 
и Ьс =  (оба/а?, то для реактивной проводимости Ъ получим выра­
жение

6 -  2 W е. J  - L  _  - J L -  „» _  Ьс _  V  (21.68)
е h

И н д у к т и в н а я  д и а ф р а г м а  в п р я м о у г о л ь н о м  
в о л н о в о д е .  На рис. 21.7а указаны геометрические параметры 
диафрагмы, края которой параллельны узким стенкам волновода
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(х0 — координата середины отверстия). Поскольку геометрические 
размеры диафрагмы и вектор Ё=у°£  падающей рабочей волны 
основного типа Ню не изменяются вдоль координаты у , то и век­
тор Ёх полного поля в плоскости диафрагмы не изменяется вдоль 
координаты у , параллелен орту у0 и в соответствии с (21.60) мо­
жет быть представлен в виде

_ i U0 Ет (%) =  С*') У0 при X} ^  х  ^  л̂2» ^ 2 1 59)
0 при 0 <  х  <  х 1у х 2 <  х <  а.

При этом вместо (21.65) имеем 
х* ь

Uv =  U0 J  E?ev d S  =  U° j  £ ? {х) dx j* ev y° dy, v =  1,2,3...  (21.70)
S 0 x t 0

При подстановке в (21.70) векторных функций (21.33) и (21.34) 
ъ

интеграл |  у°dy не обращается в нуль только при п =  0, т. е. в 
о

случае полей типов Нт0. Это означает, что на рассматриваемой 
диафрагме возникают поля только типов Нт0, все пе= 0 и эквива­
лентная реактивность (21.68) имеет индуктивный характер (рис. 
21.76). Для местных полей типов Нт0 ( т ^ 2 )  в соответствии с 
(21.66), (21.70), (21.33) и (21.42) получим 

**
л тп х

(х) sin------- dx

=  =  ----------------------- , т =  2 ,3 ,4 ...  (21.71)
Xt
С n ЛХI (*) sin ——  dx

Для этих же полей согласно (19.10) имеем ahmo= \  к2то—k2 =  

=  J/ ~ т<1 — и для рабочей волны Н10 согласно

(19.16) и (19.36) имеем -Zd =  cofxa/pi =  со|ааЛ/2зх, где Л =  -—^ ^  .
С учетом этих соотношений получим в соответствии с (21.68) 
следующее выражение для эквивалентной нормированной индук­
тивной проводимости:

i=zab (2^2)
т—2

В квазистатическом приближении определение функции 
Е х(х)  и суммирование ряда (21.72) приводят к -выражению [13]

а  л  Г /  71 d я * 0 \ 2 1
6 - = ---- -  [ ( c o s e c c o s e c  —  J — l j .  (21.73)

A
Более точные формулы и графики Ъ приведены в [33].
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Е м к о с т н а я  д и а ф р а г м а  в п р я м о у г о л ь н о м  в о л ­
н о в о д е .  На рис. 21.8а указаны геометрические параметры диа­
фрагмы, края которой параллельны широким стенкам волновода 
(г/о — координата середины отверстия). Поскольку геометричес-

Уг 
Уо 
У1

%ZZZZZZZZZZZZZZ2\

УсI Ус

а) 8)
РИС. 21.8

кие размеры диафрагмы не изменяются вдоль координаты х, то 
при падении волны типа Ню вектор Ёх полного поля -изменяется 
вдоль координаты х по тому же закону, что .и вектор Ё волны Н]0:

U0Е?(х, у) =  Uоf { y ) sin- 

О

при У ! < У < У 2, 

при 0<У<Уг,  Уг<У<Ь-
( 2 1 . 7 4 )

При этом (21.65) принимает вид 

UV =  U0 ^ e v d S  =  U0 l/̂ i y ) d y ^ e y y os i n - ^ - d x ,  v =  1, 2, 3...
•̂ о У i о

(21.75)
Подставим в (21.75) соотношения (21.33) .и (21.34). Вследствие 
ортогональности функций sin(nx/a) и sin (тлх/а)  в промежутке

а
Г* я  х(О, а) интеграл I evy°sin —  dx *не обращается в нуль только при
о

т = 1 ,  т .е. на диафрагме возникают поля только типов Ню, Нщ 
и Ещ. Поступая таким же образом, как в предыдущем случае, 
нетрудно показать, что эквивалентная реактивная проводимость
(21.68) диафрагмы получается положительной, т. е. имеет емко­
стный характер (рис. 21.86). В квазистатическом приближении 
определение функции f ( y )  в (21.74) и суммирование ряда в-ида
(21.72) приводят к формуле

а 4 Ь (  п d 
Ъ =  -д— In (cosec cosec (21.76)

где Ъ — размер узкой стенки волновода. Более точные формулы 
л

и графики Ь приведены в [33].
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Р е з о н а н с н а я  д и а ф р а г м а  в п р я м о у г о л ь н о м  
в о л н о в о д е .  На рис. 21.9а изображена диафрагма, размеры 
а\ и Ь{ прямоугольного отверстия которой меньше сторон а и b 
волновода. Для рабочей волны Ню такая диафрагма имеет экви­
валентную схему в ьиде параллельного колебательного контура 
(рис. 21.96). Если а { и Ъ\ удовлетворяют соотношению

(21'77)
то рассматриваемая диафрагма становится резонансной, т. е. ее 
эквивалентная проводимость оказывается равной нулю. Волна 
Ню проходит через резонансную диафрагму без отражения, так

1 а
Я/.

V //,

Щ <5

Ш /////////Ш .
О х

а)
РИС. 21.9

как в этом случае волны, отраженные от эквивалентных индук­
тивности и емкости (рис. 21.96), имеют одинаковые амплитуды и 
противоположные фазы и компенсируют друг друга. Очевидно, 
что при заданных а, b и К одно ур-ние (21.77) не может опреде­
лить однозначно два размера а х и Ьх диафрагмы. Согласно (21.77) 
предельные случаи резонансной диафрагмы таковы: a i= a ,  Ь\ =  Ъ 
(диафрагма отсутствует) и ai-w./2, Ъ\-+ 0 (узкая полуволновая 
щель).

21.7. ШТЫРИ В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ВОЛНОВОДЕ

Будем полагать, что прямоугольный волновод работает в од­
новолновом режиме.

На рис. 21.10 изображена нерегулярность в виде металличе­
ской тонкой полоски, соединяющей широкие стенки волновода. 
Рассуждая таким же образом, как при исследовании индуктивной 
диафрагмы (см. § 21.6), легко прийти к выводу, что полоска на 
рис. 21.10 имеет эквивалентную индуктивную проводимость. От 
полоски нетрудно качественно перейти к нерегулярности в виде 
металлического штьгря радиуса г, соединяющего широкие стенки 
волновода и ориентированного вдоль линий Е рабочей волны Ню 
(рис. 21.11). Этот штырь характеризуется эквивалентной индук­
тивной проводимостью, нормированное значение которой при ма- 
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лом радиусе определено в [20] из решения соответствующей элек­
тродинамической задачи:

л
Ь =  —

А „ л d2 —  sin2 -----
а а

( 2 а  л d \  1 л d (  k2 а2 \

( + м /  „ i i i + i + i f t T -
V а 2 36а2)

(21.78)

и называется индуктивным.
В волноводной технике в качестве реактивного элемента очень 

часто используется штырь (или настроечный винт), ориентиро-
а

Z r

а)

РИС. 21.10

а) 6)

РИС. 21.11

ванный вдоль линий Е, но не соединяющий широкие стенки (рис. 
21.12). Схемой замещения такого штыря также является реактив­
ная проводимость, включенная в соответствующее сечение длин­
ной линии, эквивалентной волноводу с волной Ню. Нормирован- 

Л
ное значение b этой проводимости определено в [20] и зависит от 
длины штыря /, его радиуса г и места расположения на широкой 
стенке d :

А 2 n d 2 К А (1—со ski)2 /01
аъЬ In (2d/г) sin 2kl — k (2d — г) (2 +  cos 2kl) *  ̂ 1.79)

Эта формула выведена в предположении, что расстояние от тор­
ца штыря до стенки b—/ значительно больше диаметра штыря 2 г .  

При
Z =  /D« - -------2d-r_  (21 80v

p 4 2 l n  (2d/r) ’
Л

знаменатель в (21.79) обращается в нуль и проводимость б при­
нимает бесконечно большое значение, что равносильно включе­
нию в эквивалентную длинную линию последовательного резо­
нансного контура. Поэтому штырь длиной /р, которая близка к 
Л/4, называют резонансным. Волновод оказывается замкнутым 
накоротко резонансным штырем — между генератором и штырем 
устанавливается режим стоячей волны. Согласно (21.79) при дли­
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не /< /р  проводимость Ь > О, т. е. штырь характеризуется емкост­
ной проводимостью и называется емкостным; пр,и длине / > / р про- 

Л
водимость 6 < 0  и штырь является индуктивным.

Расположив в одном сечении волновода индуктивную диа­
фрагму и емкостный штырь, можно получить так называемый pa­

c t

Zr

РИ С . 21.12

1 1
1 1 X

а) 5)

РИС. 21.13

зонансный зазор (рис. 21.13), эквивалентная схема которого пред­
ставляет собой параллельный резонансный контур. Резонансный 
зазор легко перестраивать с одной резонансной частоты на дру­
гую путем изменения длины штыря, что выгодно отличает его от 
резонансной диафрагмы и определяет широкое применение в 
различных устройствах.

21.8. ВОЛНОВАЯ МАТРИЦА РАССЕЯНИЯ

Для исследования прохождения рабочего типа волны по слож­
ному волноводному тракту наряду с методом эквивалентных схем, 
позволяющим использовать теорию линейных электрических це­
пей, широко применяют метод волновых матриц рассеяния и пе­
редачи.  В волноводной технике объектами измерений являются 
■не параметры эквивалентных схем, а коэффициенты отражения и 
передачи, которые характеризуют волновой процесс и устанавли­
вают связь между падающими, отраженными и прошедшими че­
рез пассивный узел волнами рабочего типа. По этой причине для 
анализа электродинамических устройств удобно использовать 
волновую матрицу рассеяния, элементами которой как раз и яв­
ляются коэффициенты отражения и передачи. При известном ре­
шении электродинамической задачи для какого-либо узла легко 
определить теоретическим путем элементы его матрицы рассея­
ния и сравнить затем теорию с экспериментом. С другой стороны, 
элементы матрицы рассеяния узла, для которого отсутствует ре­
шение электродинамической задачи или внутреннее устройство 
которого неизвестно, могут быть легко определены из экспери­
мента.

Отметим здесь, что для .правильного экспериментального опре­
деления этих коэффициентов измерения должны производиться на 
таких расстояниях от нерегулярности, при которых можно прене-
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бречь местными затухающими полями высших типов и в волно­
воде существует поле простой структуры, образованное волнами 
рабочего типа.

Волновые матрицы передачи целесообразно применять при 
исследовании каскадного соединения двухплечных узлов (см. 
§ 21.9).

РИС. 21.14

М а т р и ц а  р а с с е я н и я  ч е т ы р е х п о л ю с н и к а .  Введем- 
матрицу рассеяния <на наиболее простом примере двухплечного 
узла (рис. 21.14а). Как и ранее, будем полагать, что в каждом 
плече распространяется лишь один (рабочий) тип волны. При 
этом условии каждое плечо можно заменить эквивалентной длин­
ной линией, а двухплечный узел — эквивалентным четырехпо­
люсником (рис. 21.146).

При введении волновых матриц волны условного напряжения 
(и тока), которые бегут к четырехполюснику, обычно называют 
падающими; обозначим комплексные амплитуды этих волн в выб­
ранных граничных поперечных сечениях линий («а зажимах че­
тырехполюсника) через и О2+ (см. рис. 21.146). Соответствен­
но волны, бегущие от четырехполюсника, называют отраженными, 
несмотря на то, что они обусловлены не только отражением от 
четырехполюсника, но >и прохождением волн с одной пары зажи­
мов (полюсов) на другую; обозначим комплексные амплитуды 
отраженных волн на зажимах через U i_ ,и U2-  (см. рис. 21.146) .

Как правило, пассивные волноводные узлы являются линей­
ными устройствами, к которым применим принцип суперпозиции. 
При этом амплитуды отраженных волн U\_ ,и U2-  линейно зави­
сят как от U1+, так .и от U2+:

U 1— =  Sn £/i-f +  512^2-И U2— =  s21 U\+ +  522^2+- (21.81)

Здесь 5ц, 5i2, 521 и 522 — комплексные постоянные коэффициенты 
пропорциональности.

311



1 . *
Согласно соотношениям Р Ср± =  -  Re U±I± и (21.32) мощности,

переносимые падающими и отраженными бегущими волнами че­
рез граничные поперечные сечения в плечах, определяются фор­
мулой Р Ср+= I ^ ± |2/2ZB, где ZB — волновое сопротивление длин­
ной линии, эквивалентной волноводу с волной рабочего типа 
(см. § 21.3). В общем случае в системе ур-ний (21.81) одновре­
менно фигурируют условные напряжения различных типов рабо­
чих волн в различных по устройству плечах узла, которым соот­
ветствуют различные волновые сопротивления ZBi и ZB2. В этих 
условиях в ур-ниях (21.81) следует перейти от комплексных ам­
плитуд Ui± к так называемым нормированным комплексным ам­
плитудам падающих (di) и отраженных (йг) волн условного на­
пряжения, которые определяются выражениями:

а\ =  1 V̂ Zbj., ^2 =  ^2+ / V В̂2»
6 ,  =  O x - 1 V Z Z  ь2 =  О г -  /  V z ^ .  ( 2 1 .8 2 )

Нормированные амплитуды (21.82) связаны с мощностями бегу­
щих волн соотношениями

D 1 ’ * 1 I * 12РсР+ =  —  аа =  —  \ а \ ,

Pcp- =  —  bb =  — \b\ (2 1 .8 3 )

1л имеют размерность корня квадратного из мощности. Чтобы вве­
сти нормированные амплитуды в систему (21.81), представим ее 
ъ  виде:

Ul~ -  ~и 
V I Z  11 y z Z

^ + и г у ^ . ) % .
п \  '  г » /  I Z,.

ут ъг \  У zB2J y z B1
и2+

Ъ22
V z Bi

Из (21.82) и (21.84) получим систему уравнений:

=  Sji а± — a2t Ъ2 — »S2i а± — S22 а2У 

которую можно записать в матричной (табличной) форме

(21.84)

(21.85)

(21.86)

где [5] — волновая матрица рассеяния четырехполюсника. Из 
(21.86) следует, что матрица рассеяния связывает нормирован­
ные комплексные амплитуды условных напряжений отраженных 
и падающих волн.

' k ' — Sn  S12 fll =  [S1 ai

. _ S21S22 _ . . -°2 .
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Из системы (21.85) вытекают формулы:

(Jt=0

(21.87)

которые определяют простой физический смысл элементов мат­
рицы рассеяния. При учете (21.82) из (21.87) следует, что эле­
мент S a  есть комплексный коэффициент отражения по напряже­
нию на i-x зажимах при отсутствии падающей волны на других, 
зажимах. Элемент S fii определяет отношение нормированных 
комплексных амплитуд отраженной волны на k^x зажимах и па­
дающей волны на i-x зажимах при отсутствии падающей волны, 
на k-x зажимах, т. е. S hi является комплексным коэффициентом 
передачи с i-x зажимов на k-e. Отсутствие падающей волны на 
k-x зажимах означает не только отсутствие генератора в k-n ли­
нии, но и наличие в ней согласованной нагрузки.

Значения элементов матрицы рассеяния [S] определяются' 
только конструкцией волноводного узла и положением гранич­
ных сечений. Если плечи узла можно рассматривать как линии 
без потерь, то при изменении положения граничных сечений эле­
менты матрицы рассеяния изменяются только по аргументу и 
остаются неизменными по модулю.

С в о й с т в а  м а т р и ц ы  р а с с е я н и я .  В большинстве случа­
ев пассивные волноводные узлы являются не только линейными,, 
но и взаимными и реактивными устройствами.

Во взаимном четырехполюснике (т. е. удовлетворяющем тео­
реме взаимности) коэффициенты передачи (21.87) в противопо­
ложных направлениях одинаковы:

Отметим, что если волновые сопротивления плеч узла различ­
ны, то равенство (21.88) не выполняется для коэффициентов пе­
редачи s 12 и s2b фигурирующих в ур-ниях (21.81). Это обстоятель­
ство и является причиной перехода от амплитуд Oi± к нормиро­
ванным амплитудам di и

В реактивном четырехполюснике (в котором можно пренеб­
речь потерями) сумма мощностей падающих волн равна на осно­
вании закона сохранения энергии сумме мощностей отраженных 
волн. Если, например, а2 =  0, то при учете (21.87) имеем

(21.88)

I а. I2 =  I Ъх |2 -f I b212 =  (|SU|2 +  \SnJ*) I а , I2, (21.89)
откуда

|Su|2 -f |S2ir-=  1. (21.90)

(21 .91)
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Если падающие волны отличны от нуля в обоих плечах, то

I «1Г +  10.212 =  I b\ |2 +  I ь212 =  £>1 Ьг +  Ь2 Ьг. (21.92)
Подставив в правую часть (21.92) 6 \ и 6 2  из (21.85) и приняв во 
внимание (21.90) и (21.91), получим

(21.93)

I ai I +  I Дг I =  I a i I +  I °21 +  (Sh S12 +  S21S22) as +
* * o * '

+  (^11 S 12 *̂21 *̂22) 2̂*
Из (21.93) следуют соотношения:

Si! *̂ 12 “Ь *̂21 *̂22 =

•^ii *̂ i2 +  *S2i S 2 2  =  0. (21.94)
Равенства (21 .90), (21.91) и (21.94) означают, что матрица 

рассеяния реактивного четырехполюсника является унитарной, 
т. е. для нее выполняется соотношение

■* * * 
•5ц S21 
* *
Si о So

с11 ^12S:
S2i S22

(21.95)
J12°22.

которое сокращенно можно представить в виде
[S]?[S] =  [1]. (21.96)

Здесь [S]** — транспонированная матрица [S] с комплексно-со­
пряженными элементами (транспонировать матрицу, значит заме­
нить у нее строки столбцами, а столбцы — строками); [ 1 ]— еди­
ничная матрица (квадратная матрица, у которой все элементы 
главной диагонали равны единице, а остальные элементы равны 
нулю).

Если четырехполюсник одновременно взаимный и реактивный, 
то согласно (21.88), (21.90), (21.91) и (21.94) имеем:

l^ iil2 - г  |S 21|2 =  1, |S 21I2 +  |S 22|’ =  1,

Sh iS2j -j- *S2i *-*22 =  0- (21.97)
Из этих равенств последовательно получаем: iS21 i =  V 1 — iS u l2,
|S 22| =  |S U| и

ISiil |S21| [e i((p,1_<pn) +  е‘<2<Рг,-ф,,)] =  0. (21.98)
В последнем выражении квадратная скобка должна равняться 
нулю, откуда следует е1ч,22= — При учете этих соотноше­
ний имеем

[S] = (21.99)
|5Ц| е'ф“ — |Su i2ei4>,t

y i — |5u |2ei<P21 — |SU| е‘(2фг1~ф” )_
Таким образом, у взаимного реактивного четырехполюсника

независимыми являются только три вещественных параметра 
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|5 ц | ,  фп и <р21» которые и следует найти теоретическим путем или 
измерить при экспериментальном исследовании узла.

М а т р и ц а  р а с с е я н и я  м н о г о п о л ю с н и к а .  Полу­
ченные выше результаты легко распространить на пассивный ли­
нейный 2/г-полюсник (я-плечный волноводный узел), изображен­

и е .  21.15

ный на рис. 21.15. Выбрав граничные сечения и введя нормиро­
ванные комплексные амплитуды падающих на многополюсник 
(di) и отраженных от него (йг) волн условного напряжения, по* 
лучим следующий аналог (21.86):

(21.100)

Ь\ *̂11 *̂12 • • • S ln

к = *̂21 *̂22 • • • Son

К _ SnlSn2 • • • Snn_
который сокращенно можно представить в виде

Й  =  [5][а], (21.101)
где [б] и [а] — матрицы-столбцы; [ 5 ] — квадратная матрица 
рассеяния порядка п (п равно числу плеч в узле). Как и ранее, 
элемент волновой матрицы рассеяния Su  есть коэффициент отра­
жения на i-x зажимах при наличии во всех остальных плечах со­
гласованных нагрузок (S u = b i / a i  при всех аШф г = 0). Элемент 
Shi является коэффициентом передачи с i-x зажимов на k-e 
(Ski =  6h/di при всех am^ i  =  0).
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В о  в з а и м н о м  м н о г о п о л ю с н и к е  а н а л о г  р а в е н с т в а  ( 2 1 . 8 8 )  и м е е т
'ВИД

Sih =  Shi. (21.102)
И з  у с л о в и я  у н и т а р н о с т и  ( 2 1 . 9 6 )  м а т р и ц ы  р а с с е я н и я  р е а к т и в ­

н о г о  2 л - п о л ю с н и к а  в ы т е к а ю т  с о о т н о ш е н и я  в и д а  ( 2 1 . 9 0 ) ,  ( 2 1 . 9 1 )  и  
( 2 1 . 9 4 )

2  Sh $kj —
k=\

1 п р и  i =  j  ( / ,  j  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n), 

0  п р и  i Ф j  ( / ,  j  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n).
(21.103)

П е р в о е  р а в е н с т в о  ( 2 1 . 1 0 3 )  о з н а ч а е т ,  ч т о  с у м м а  к в а д р а т о в  м о д у ­
л е й  в с е х  э л е м е н т о в  л ю б о г о  с т о л б ц а  м а т р и ц ы  р а с с е я н и я  р а в н а  
е д и н и ц е .  В т о р о е  р а в е н с т в о  ( 2 1 . 1 0 3 )  о з н а ч а е т ,  ч т о  д л я  л ю б о й  п а ­
р ы  с т о л б ц о в  м а т р и ц ы  р а с с е я н и я  с у м м а  п р о и з в е д е н и й  э л е м е н т о в  
о д н о г о  с т о л б ц а  н а  к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н ы е  з н а ч е н и я  с о о т в е т с т ­
в у ю щ и х  э л е м е н т о в  д р у г о г о  с т о л б ц а  р а в н а  н у л ю .

21.9. ВОЛНОВАЯ МАТРИЦА ПЕРЕДАЧИ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА.
ОСЛАБЛЕНИЕ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКА

О п р е д е л и в  и з  в т о р о г о  у р - н и я  ( 2 1 . 8 5 )  в е л и ч и н у  а\  и  п о д с т а в и в  
е е  з а т е м  в  п е р в о е ,  п о л у ч и м  с и с т е м у  у р а в н е н и й :

#1 — Тц Ь2 -{- T*j2 ^2’ —Т 21 2̂ Т22 2̂ »
к о т о р а я  в  м а т р и ч н о й  ф о р м е  и м е е т  в и д

« 1 —
~тп ь2

=  [ Г ]
&2

_ к . Т п • ^ 2 2  _ а2 аг

(21.104)

(21.105)

п р и ч е м  э л е м е н т ы  м а т р и ц ы  [Т]  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  э л е м е н т ы  м а т ­
р и ц ы  р а с с е я н и я  [ 5 ]  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

т  =

-  1

Тг 1 Т г , ] _ S21 S21

т21 Too J Sn 5n S22 — S12 S21
-  2̂1 S2i _

(21.106)

К в а д р а т н у ю  м а т р и ц у  в т о р о г о  п о р я д к а  [ Т ]  н а з ы в а ю т  волновой  
матрицей передачи  ч е т ы р е х п о л ю с н и к а .  С о г л а с н о  ( 2 1 . 1 0 5 )  в о л н о ­
в а я  м а т р и ц а  п е р е д а ч и  с в я з ы в а е т  н о р м и р о в а н н ы е  к о м п л е к с н ы е  
а м п л и т у д ы  у с л о в н ы х  н а п р я ж е н и й  п а д а ю щ е й  и  о т р а ж е н н о й  в о л н  
н а  в х о д е  и  о т р а ж е н н о й  и  п а д а ю щ е й  в о л н  н а  в ы х о д е .

В о л н о в ы е  м а т р и ц ы  п е р е д а ч и  у д о б н о  п р и м е н я т ь  п р и  и с с л е д о в а ­
н и и  к а с к а д н о г о  с о е д и н е н и я  ч е т ы р е х п о л ю с н и к о в  ( р и с .  2 1 . 1 6 ) .  Д л я  
к а ж д о г о  ч е т ы р е х п о л ю с н и к а  с о г л а с н о  ( 2 1 . 1 0 5 )  и м е е м :

Cl
=  [7’1]

a2-
=  [7’2] k

k . . a 2 _ i>2'_ a- - d .
(21.107)
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Поскольку отраженная (й2) и падающая (а2) волны на выходе 
первого четырехполюсника являются соответственно падающей 
(do' ) и отраженной (#2' ) волнами на входе второго четырехпо­

люсника, то
Ь2 a2'

bo'

ai 

k  J
=  [Т,] [Г2] k =  IT] Л  '

_аз . - аз _
(21.108)

Соответственно волновая матрица передачи каскадного соедине­
ния т четырехполюсников определится произведением матриц 
передачи всех четырехполюсников:

[Т\ =  1Тг] [Т 2] ...[Г т ]. (21.109)
Таким образом, при каскадном соединении нужно известные 

матрицы рассеяния всех четырехполюсников с помощью (21.105) 
преобразовать в волновые матрицы передачи. Затем согласно

Ь2 - а?'

6 —
1

-----------О----------
1
1 / [г,] г 1

1 г ' Ш  з
 0  
1

-----------О-------
1

az

РИС. 21.16

(21.109) найти волновую матрицу передачи всего соединения. 
Для определения матрицы рассеяния каскадного соединения, эле­
менты которой имеют простой физический смысл, нужно вос­
пользоваться преобразованием матрицы [Т] в матрицу [S ].  Что­
бы найти это преобразование, определим из первого ур-ния
(21.104) величину #2, подставим ее затем во второе ур-ние
(21.104) и получим систему (21.85) — (21.86), в которой

15] =
*5ц S12 

S 21S 22

Тп
Тг г 
1

Тп То2 --ТлъТо-

(21.110)

Функцией ослабления четырехполюсника А называют отноше­
ние мощностей падающей волны на входе и прошедшей через че­
тырехполюсник волны на согласованном выходе:

1
А  = Р\  с р + А .

^ 2  ср — Р 2 С Р + = ° ь 2 а  2 = 0
—  I Т ц  |2 = is21i2

(21.111)
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Если четырехполюсник реактивный, то для функции ослабления 
при учете (21.90) и (21.106) имеем

Л _ I'T’ 12 _ 1̂2112 ~f~ |5„Р
1 111 ISnl8

(21.112)

Величину А, выраженную в децибелах, называют ослаблени­
ем четырехполюсника и обычно обозначают буквой Ь:

Ь =  ЮШЛ =  10 lg— 1- ^ ± -
2 ср — 2 СР+:= 0

=  201g|Tn |. (21.113)

Г л а в а  2 2

О Б Ъ Е М Н Ы Е  Р Е З О Н А Т О Р Ы

22.1. ОСНОВНЫЕ КЛАССЫ ОБЪЕМНЫХ РЕЗОНАТОРОВ

Колебательный контур, состоящий из сосредоточенных индук­
тивности L и емкости С (рис. 22.1а), имеет резонансную частоту 
(о0=  1 / У  LC. Для увеличения ©о нужно уменьшать L и С конту­
ра. В результате приходят к системе, в которой роль конденсато­
ра играют две пластины и роль индуктивности — одиночный ви­
ток (рис. 22.16). Энергия электромагнитного поля, запасенная в

а) О

РИС. 22.1

такой системе, мала. Вместе с увеличением частоты со0 возраста­
ет относительная доля потерь энергии за период в контуре, кото­
рые обусловлены как сильным поверхностным эффектом в его 
элементах, так и излучением. Уменьшение запасенной энергии и 
увеличение потерь вызывают существенное уменьшение доброт­
ности контура с сосредоточенными элементами уже на волнах 
метрового диапазона.
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В диапазонах дециметровых и сантиметровых волн колеба­
тельной системой высокой добротности является закрытый объем - 
ный резонатор, представляющий собой окруженную замкнутой 
металлической оболочкой полость, в которую с помощью элемен­
тов связи (штырь, петля, отверстие) вводится (а также и выво­
дится) электромагнитная энергия. s Общими свойствами всех за­
крытых объемных резонаторов являются их способность запасать 
электромагнитную энергию и относительно малое значение собст­
венных потерь энергии за период, обусловленное почти полным от­
сутствием паразитного излучения из полости, малой плотностью 
тока в имеющих большую поверхность металлических стенках 
и их хорошей проводимостью, а также ничтожными потерями в 
заполняющем полость воздухе. Вследствие этого добротность хо­
рошо выполненных объемных резонаторов оказывается очень вы­
сокой.

В теории объемных резонаторов различают режимы их собст­
венных (свободных) и вынужденных колебаний. Собственные ко­
л еб а н и я — это возможные поля в объемном резонаторе при отсут­
ствии сторонних источников. Собственные колебания резонатора 
включают в себя бесконечное множество различных типов коле­
баний  (типов полей), каждый из которых характеризуется своей 
картиной векторных линий и определенной собственной длиной 
волны (собственной частотой). В резонаторе без потерь (стенки 
идеально проводящие и без отверстий, внутренняя полость — иде­
альный диэлектрик) собственные колебания любого типа были бы 
незатухающими, как в контуре без потерь. В реальном объемном 
резонаторе существуют некоторые потери энергии (например, в 
металлических стенках и вследствие излучения через отверстия), 
что приводит к затухающим собственным колебаниям.

Незатухающие колебания в реальном резонаторе существуют 
в режиме вынужденных колебаний, при котором в резонатор че­
рез элемент связи вводят энергию от стороннего источника (гене­
ратора). Для возбуждения резонатора нужно, чтобы частота ко­
лебаний генератора была равна одной из резонансных частот 
объемного резонатора. В этом случае в резонаторе наступает ре­
зонанс и амплитуды поля вынужденных колебаний достигают на­
ибольшего значения. В объемном резонаторе с малыми потеря­
ми (с большой добротностью) резонансные частоты приблизи­
тельно равны собственным частотам этого резонатора без потерь. 
Объемный резонатор является многорезонансной системой, в от­
личие от колебательного контура с сосредоточенными элемента­
ми, резонирующего на одной частоте.

На рис. 22.1 в изображено осевое сечение так называемого то­
роидального объемного резонатора, который получаем, заменив 
одиночный виток контура сплошной тороидальной поверхностью. 
Эту поверхность можно рассматривать как предельный случай 
параллельного подключения к конденсатору множества отдель­
ных витков. Тороидальный резонатор относится к классу квази- 
стационарных резонаторов, которые имеют малые линейные раз­
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меры по сравнению с собственной длиной волны рабочего типа 
колебаний и представляют собой своеобразные LC-контуры. По 
сравнению с контуром на рис. 22.16 тороидальный резонатор име­
ет меньшую индуктивность, что позволяет получить более высо­
кие собственные частоты, и значительно большую добротность.

С увеличением собственной частоты рабочего типа колебаний 
линейные размеры и объем квазистационарного резонатора неиз­
бежно уменьшаются, вследствие чего уменьшается запасенная в 
нем энергия и снижается его добротность. От этого недостатка 
свободны цилиндрические закрытые объемные резонаторы, в ко­
торых в качестве рабочего может быть использован не один, а 
несколько различных типов полей, причем наибольшая собствен­
ная длина волны соизмерима с линейными размерами резонато­
ра. Цилиндрические резонаторы представляют собой отрезки ре­
гулярных волноводов, замкнутые с двух сторон поперечными ме-

4)
РИС. 22.2

таллическими стенками. К этому классу относятся прямоуголь­
ный (рис. 22.2а), цилиндрический круглый (б) и цилиндрический 
коаксиальный (в) закрытые резонаторы. Соизмеримость наиболь­
шей собственной длины волны с линейными размерами цилиндри­
ческого резонатора делает удобным его применение на децимет­
ровых и сантиметровых волнах и препятствует его применению 
на более длинных волнах, где размеры резонатора становятся 
очень большими.

В технике СВЧ широко применяются также различные типы 
коаксиальных и полосковых резонаторов, в которых используют 
поля типа Т и которые просто анализировать при помощи теории 
длинных линий.

Различные типы объемных резонаторов используют на деци­
метровых, сантиметровых и миллиметровых волнах в качестве 
селективно резонирующих колебательных систем (в генераторах 
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и усилителях, частотных фильтрах, волномерах и других устрой­
ствах). В объемных резонаторах электронных приборов осущест­
вляется энергетическое взаимодействие электромагнитного поля 
резонатора с потоком электронов.

22.2. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО 
РЕЗОНАТОРА БЕЗ ПОТЕРЬ

Различные типы колебаний, которые могут существовать в  
объемном резонаторе, рассматривает задача о его собственных 
колебаниях. Эту задачу для облегчения решают в предположе­
нии отсутствия потерь в резонаторе.

Если читателю известна теория волн в регулярных волново­
дах (см. гл. 18, 19), то исследование собственных колебаний ци-

(*i) Е Е
Поперечная стенка

РИС. 22.3

линдрических объемных резонаторов легко осуществить на осно­
ве этой теории, рассматривая объемные резонаторы как замкну­
тые поперечными стенками отрезки соответствующих волноводов. 

Пусть произвольный регулярный волновод без потерь перего­
рожен в сечении z = О идеально проводящей поперечной стенкой 
(рис. 22.3). Рассмотрим бегущую волну произвольного v-ro типа, 
падающую на эту стенку (индекс v заменяет символ Нтп, Етп 
или Т). На идеально проводящей поперечной стенке вытекающее 
из (3.71) граничное условие Ё ± =  0 может быть удовлетворено 
полем только одного рассматриваемого типа. Поэтому при отра­
жении от стенки не возникают поля других типов и результирую­
щее поле в волноводе представляет собой сумму двух бегущих в  
противоположные стороны волн v-ro типа:

11—253

Ё х  (и, V, г)  =  Ё х +  (и, V, г) +  Ё ±_  (и, ъ>, г)  =  

=  Ё0х+ (и, V) е~  ‘ Pv * +  Ё 0 1 _  (и, у) е 'Pv * ; (22.1)
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аналогичные выражения получаются также для составляющих 
результирующего поля Н±и Ёг или Я2.

Из граничного условия Ё ± = 0  при 2 = 0  и (22.1) получаем со­
отношение E0j_ -= —Ео±+, подстановка которого в (22.1) дает при 
любом z

Ё± =  — i 2 Ё0±+ (и, v) sin Pv 2. (22.2)
Равным по величине и противоположным по направлению со­

ставляющим Ё0± падающей и отраженной волн соответствуют на 
идеально проводящей поперечной стенке согласно (18.10), (18.12) 
или (18.27) равные по величине и одинаково направленные сос­
тавляющие H0j_ и Eoz и равные по величине, но противоположно 
направленные составляющие H0z: H0j_ - = H 0±+, Ё0z_ = £ 0z+, 
Я02- = —# o z + . Отсюда с помощью ф-л вида (22.1) получим:

Hj_ =  2 H0j.+ (и, v) cospvz,

Ez =  2 Ё0г+ (и, v) cos Pv 2,
Hz =  — i 2 //oz+ (w, v) sin pv 2. (22.3)

Результирующее поле (22.2), (22.3) представляет собой стоя­
чую волну, особенности которой будут рассмотрены немного ни­
же. Зависимость амплитуд Е ±ш и Н ± т стоячей волны от коорди­
наты z, построенная согласно (22.2), (22.3) и pv = 2 я /Л г (Av — 
длина волны v-ro типа в волнозоде), приведена на рис. 22.3.

Из (22.2) следует, что в любом поперечном сечении z = l ,  удо­
влетворяющем соотношению $v l = p n  или

/ =  M v /  2, р =  0, 1 ,;2 ,3 ..., (22.4)
выполняются условия, которые совпадают с граничными условиями 
на идеально проводящей поверхности. Следовательно, если с 
одним из этих сечений совместить другую идеально проводящую 
поперечную стенку, то она не нарушит режима стоячей волны. В 
образовавшемся объемном резонаторе без потерь будут сущест­
вовать собственные (свободные) электромагнитные колебания, на 
поддержание которых поступления энергии больше не требуется. 
При этом стоячую волну в цилиндрическом резонаторе можно 
рассматривать как результат многократных упорядоченных отра­
жений исходной бегущей волны регулярного волновода от обеих 
поперечных стенок.

В цилиндрическом резонаторе длиной / согласно (22.2), (22.3) 
и условию резонанса р =рп/1  комплексные амплитуды поля про­

извольного типа колебаний классов Н, Е и Т выражаются соот­
ветственно соотношениями:

Ё j. =  — i 2 Ёох+ (и, V) sin , Н х =  2 Н01+ (и, v) cos

Н г =  —  i 2 Н о г +  ( и ,  V) sin ; (22.5)
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Ё± =  - \ 2 Ё 0 х + (и, v ) sinШ у -, = 2 H 0x+(« ,t> )cos-^£ ,

Ёг =  2 Н 0г+ (и, v) cos ; (22.6)

Ё ± =  — i 2 Ё0±+ (и, V) sin Нх =  2 H0i+ (и, v) c o s - ^  . (22.7)

Подставив в (22.5) — (22.7) полученные в гл. 19 функции E0j.+, 
Но±+ Я02+ и Eoz+, которые определяют распределение по попереч­
ным координатам и и v составляющих поля бегущей волны ис­
ходного v-ro типа в регулярном волноводе, и перейдя затем от 
комплексных амплитуд к мгновенным значениям, нетрудно полу­
чить математическое описание электромагнитного поля любого 
типа колебаний в цилиндрическом резонаторе без потерь. При 
этом согласно (22.5) — (22.7) индекс р  определяет число стоячих 
полуволн, укладывающихся вдоль длины I резонатора (по оси 
O z).  Таким образом, для обозначения некоторого типа колеба­
ний в цилиндрическом резонаторе нужно к обозначению исходно­
го v-ro типа волны в соответствующем волноводе добавить ин­
декс р\ Нтпр> Emnpt Тр.

Собственные колебания s-ro типа (индекс 5 заменяет символ 
Нтпру Етпр или Тр) в цилиндрическом резонаторе без потерь про­
исходят на длине волны Ks, которую можно определить путем 
подстановки Av из (18.25) в условие резонанса (22.4):

К  =  l /K lA 2p v + (p /2 0 2' . (22.8)
Таким образом, s-му типу колебаний в резонаторе с заданны­

ми геометрическими размерами соответствуют вполне определен­
ная собственная длина волны (22.8) и собственная частота <ds=
= 2nyA s=2nA sK eaH a (еа, Ца — параметры среды в полости ре­
зонатора). Поскольку в резонаторе может быть возбуждено бес­
конечное множество различных типов колебаний, то каждый ре­
зонатор обладает бесконечным дискретным набором собственных 
длин волн (частот).

Из (22.5) — (22.7) следует, что при р =  0 в цилиндрическом 
резонаторе могут существовать электромагнитные поля только 
типов колебаний Emn0, которые имеют отличные от нуля состав­
ляющие Н х и Ег и не изменяются вдоль продольной координаты 
г. В соответствии с (22.8) собственная длина волны типов Ет „о 
не зависит от длины резонатора I и определяется выражением 
Ae= X Kpv . которое согласно (18.25) выполняется при Av = о о  и 
pv — 2 л/А у — 0 •

Отметим особенности поля 5-го типа колебаний в цилиндриче­
ском резонаторе, которое представляет собой стоячую волну. Сог­
ласно (18.10), (18.12) или (18.27) в волноводе поперечные сос­
тавляющие Eoj.+ и Н0х+ бегущей волны (-у* = i p v) имеют одина­
ковые аргументы, которые отличаются на я/2 от аргумента про­
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дольной составляющей Ё0г+ или Й0г+ полей классов Н и Е. При 
учете этого из (22.5) — (22.7) следует, что в цилиндрическом ре­
зонаторе, во-первых, обе магнитные составляющие H i и Hz типа 
Hmnp и обе электрические составляющие E_l и Ez типа Етпр ко­
леблются в одинаковой фазе и, во-вторых, колебания векторов 
Е и Н сдвинуты друг относительно друга по фазе на я/2 [сдвину­
ты во времени на 7У4: один из векторов поля изменяется по за­
кону sin (cdŝ + ф ), а другой — по закону cos(cds£+<p)]. В стоячей 
волне каждая составляющая полей (22.5) — (22.7) имеет в любой 
фиксированный момент времени фазу, одинаковую во всех точ­
ках, и амплитуду, меняющуюся периодически от точки к точке 
вдоль длины I. Как это предопределено граничными условиями, 
«а идеально проводящих поперечных стенках (2= 0, z = l )  каса­
тельная к ним составляющая Е± и нормальная составляющая Н* 
обращаются в нуль (имеют узлы), а касательная составляющая 
И± и нормальная составляющая Ez принимают наибольшие значе­
ния (имеют пучности). Согласно (22.4) — (22.7) пучности попереч­
ных составляющих E i и Н , сдвинуты в пространстве друг отно­
сительно друга вдоль координаты z  на Av /4.

Тип колебаний в резонаторе, имеющий наибольшую собствен­
ную длину волны, называют основным. Типы колебаний, имею­
щие различные структуры, но одинаковые собственные длины 
волн, называют вырожденными. В качестве рабочих в резонаторе 
широко используют как основной тип, так и высшие типы коле­
баний: вследствие высокой частотной селективности резонатора 
вблизи собственной частоты рабочего типа колебаний поля дру­
гих типов практически отсутствуют. Вырождение рабочего типа 
колебаний приводит к усложнению структуры поля в резонаторе, 
увеличению потерь в нем и искажению его частотных характе­
ристик. Подавление вырожденного паразитного типа осуществля­
ется обеспечением его сильного затухания в резонаторе (ср. 
§ 24.5).

П р я м о у г о л ь н ы й  р е з о н а т о р .  Подставив XKpv из (19.14) 
в (22.8), получим следующее выражение для собственных длин 
волн прямоугольного резонатора (см. рис. 22.2а):

К  =  2/V(m/a)* +  (n/b)* +  (p/l)*. (22.9)

Поскольку все три оси координат прямоугольного резонатора де­
картовы и совершенно равноправны, то разделение на типы коле­
баний Hmnp и Етпр оказывается условным (продольной может 
быть выбрана любая ось) и в ф-лу (22.9) все три индекса т, п и 
р входят симметрично.

Согласно (22.9) наибольшее значение Xs, соответствующее ос­
новному типу колебаний, получается в том случае, если индекс 
при наименьшем ребре резонатора равен нулю и оба остальных 
индекса равны единице. Например, если направить вдоль наи­
меньшего ребра ось Оу (а>£?, 1 > Ь ) , то основным типом колеба­
ний является Hioi и XSMaHc=2a//]/ra2+ / 2; если же направить 
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вдоль наименьшего ребра этого резонатора ось Oz ( а > 1 ,  Ь > /) ,  
то тот же самый основной тип колебаний станет типом Ецо.

Из формулы для Явмакс следует, что наибольшая собственная 
длина волны сравнима с линейными размерами резонатора.

Поскольку В прямоугольном волноводе ПОЛЯ ТИПОВ H m n  и E m n  

с одинаковыми индексами имеют одинаковые XKpv> то согласно
(22.8) в прямоугольном резонаторе типы колебаний с тремя от­
личными от нуля индексами, по крайней мере, двукратно вырож­
дены. Поэтому целесообразно работать на типах полей с нулевым

( 1 У 2̂12 Еоп Нт

РИС. 22.5

«ндексом (Hioi, Нои, Ец0) и не применять кубических резонато­
ров, в которых эти типы трехкратно вырождены. Для примера на 
рис. 22.4 изображена структура поля типа Нюь

Ц и л и н д р и ч е с к и й  к р у г л ы й  р е з о н а т о р .  Подставив 
XKpv из (19.67) в (22.8), получим для собственных длин волн ци­
линдрического круглого резонатора (см. рис. 22.2б) выражение

К  =  2/У (8тп/ла)2 +  (р/Т)\ (22.10)
в котором при s=Hm np имеем 6mn=(imn, при s = E mnp имеем 
8 т п = е тп- Формулу (22.10) можно представить в виде

где D = 2 a —диаметр резонатора. В прямоугольной системе коор­
динат (D ll)2, (D/Xs) 2 ур-ние (22.11) для каждого s-ro типа коле­
баний представляет собой прямую линию, которая имеет угловой 
коэффициент, равный р2/4, и пересекает ось ординат (£>/Х3) 2 в 
точке (бтп/я)2. Семейство этих-прямых линий образует номо­
грамму (рис. 22.5), с помощью которой для рабочего типа коле­
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баний в резонаторе легко решать разнообразные задачи о соот­
ношениях между размерами резонатора D и I и длиной волны ге­
нератора X = X s -

Поскольку |ion=ein (см. §19.12), то в круглом резонаторе па* 
ры типов колебаний Нопр и Е0пр всегда вырождены и на рис. 22.5 
каждой такой паре соответствует одна прямая линия. Вследст­
вие того что в круглом волноводе каждый несимметричный тип 
поля Нтп и Emn (т ф О )  двукратно вырожден по углу о|э (см.

з-з

Л011

: !*• •'* *1* «и:
: **• *и • И* , * /v ^ :

А - А

а)

Е'ою

3 - 3

'*)

J A

J S

А -А

РИС. 22.6

§ 19.12), в круглом резонаторе каждый соответствующий тип ко­
лебаний Hmnp и Етпр также обладает этим свойством. В некото­
рых случаях вырождение собственных типов колебаний в резона­
торе возникает лишь при определенных условиях, которые харак­
теризуются точкой пересечения на рис. 22.5 прямых линий, соот­
ветствующих этим типам. В частности, из номограммы видно, что 
при (Z)//)2< 0,97 или £>2,03а основным является тип Нщ, а при 
обратных неравенствах — тип Е0ю.

Важное практическое значение имеют типы колебаний Hoip. 
Подобно полю Hoi в круглом волноводе типы колебаний Hoip в 
реальном круглом резонаторе имеют очень малые потери в стен­
ках, что позволяет получать весьма большие значения собствен­
ной добротности (см. § 22.5). Поэтому колебания типов Ноц> ис­
пользуют в волномерах высокой точности и для стабилизации ча- 
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стоты в передатчиках и гетеродинах. Высокую добротность резо­
натора для типа Hoip можно получить только в том случае, если 
будет подавлен паразитный вырожденный тип Ецр и размеры D 
и / будут выбраны таким образом, чтобы в рабочем диапазоне 
длин волн отсутствовали паразитные резонансы на других ти­
пах колебаний.

На рис. 22.6 изображены структуры полей типов Нщ, Н0ц, 
Е0ц и Еою, которые построены с учетом картин векторных линий

-ою
/ • < <х\ v • «
/ •« кх\\N • « V'
' •<
' *1

XX
кх1

• 1 ,
XX !

' •< XX •1

А -А

J /

_L*

волн Нц, Н01 и Eoi в круглом волноводе (см. рис. 19.14) и особен­
ностей полей в цилиндрическом резонаторе.

Ц и л и н д р и ч е с к и й  к о а к с и а л ь н ы й  р е з о н а т о р .  В 
этом резонаторе (см. рис. 22.2в) наиболее часто используют ко­
лебания типов Тр при малых значениях индекса р. Поскольку у 
волн Т в коаксиальном волноводе Xk pv = 0 0 , т о  согласно (22.8) 
собственная длина волны типа Тр определится соотношением 
As =  2l/p. Для поля типа Ti имеем Xs =  2l. При работе коакси­
ального резонатора на колебаниях типа Еою ( р = 0) в соответст­
вии с (22.8) получим As= X Kpeoi =  2 (Ь—а).  Из сравнения Л* для 
типов Ti и Еою следует, что основным при 1 > Ь — а является тип 
Ti, при 1 < Ь —а — тип Еою- Изображенные на рис. 22.7 структу­
ры полей типов колебаний Ti, Еоп и Еою в коаксиальном резона-
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торе построены с учетом картин вёкторных линий волн Т и Е01 в 
коаксиальном волноводе (см. рис. 19.19) и особенностей полей в 
цилиндрическом резонаторе.

22.3. КОАКСИАЛЬНЫЕ И ПОЛОСКОВЫЕ РЕЗОНАТОРЫ 
С УКОРАЧИВАЮЩЕЙ ЕМКОСТЬЮ

Эти резонаторы получают из соответствующих одноволновых 
линий передачи, в которых может распространяться только волна 
Т. Следовательно, поперечные размеры коаксиальных резонато­
ров должны удовлетворять условию (19.98), полосковых резона­
торов— условию (20.2) или (20.3).

Согласно (21.23) короткозамкнутый (Ун= о ° )  отрезок длиной 
I одноволновых без потерь коаксиального волновода или полоско­
вой линии имеет входную проводимость

Y  (I) =  — i (1/ZB) ctg р /. (22.12)
В случае /=Л о/4 эта проводимость вблизи значения 0о/=  

=  “  изменяется с частотой подобно проводимости па­
раллельного резонансного LC-контура и четвертьволновый корот­
козамкнутый на одном конце отрезок линии передачи играет роль 
резонатора.

Для уменьшения длины резонатора / часто используют уко­
рачивающую емкость. Схема такого резонатора в виде коротко- 
замкнутого отрезка I длинной линии с волновым сопротивлением 
Z„ и подключенной параллельно его входу емкости С приведена 
на рис. 22.8. Собственные частоты резонатора находят из усло­
вия, что при резонансе должна быть равна нулю на клеммах 
1— 1 сумма емкостной проводимости &с =  соС и индуктивной про­

водимости bL =  — —c tg p /=  — —  ctg (со V  e'ajia 0» которую созда- 
ет короткозамкнутый отрезок линии, т. е.

coCZb =  ctg (© у  8 > а I ) . (22.13)

Д л я коаксиального резонатора и резонатора на полосковой сим­
метричной линии £ха — ва, для резонатора на несимметричной полос­

ковой линии е/а =  еа.эк (см. § 20 .2 ).
Точки пересечения кривых для левой 

f и правой частей ур-ния (22.13), постро­
енные в функции от со, определяют собст- 

I венные частоты резонатора (рис. 22.9), 
Обычно используют резонатор на наи- 

7 меньшей собственной частоте cooi, при ко­
торой его длина I оказывается меньше 
четверти резонансной длины волны. Резо­
нансная частота подобных резонаторов 

РИС. 22.8 перестраивается изменением емкости,
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что приводит к изменению угла наклона прямой линии ©CZB на 
рис. 22.9.

Широко распространена конструкция коаксиального резонато­
ра, в которой укорачивающая емкость образована зазором меж­
ду торцом внутреннего проводника и крышкой резонатора 
(рис. 22.10). Резонансная частота коаксиального резонатора с за-

ctg (а>у/e'ajibl)

зором перестраивается изменением ширины зазора. В полоско­
вых резонаторах в качестве укорачивающей может быть примене­
на, например, сосредоточенная емкость.

Согласно (21.22) входное сопротивление короткозамкнутого 
(ZH= 0) отрезка линии передачи длиной /=Л о/2 вблизи значения
|30/ =  = п  изменяется с частотой подобно сопротивлению

А0 2
последовательного резонансного LC-контура. Такие полуволно­
вые короткозамкнутые на оД*ном конце коаксиальные и полоско­
вые резонаторы также находят применение в технике СВЧ.

В фильтрах СВЧ получили широкое применение полосковые 
резонаторы с распределенной электромагнитной связью (см. 
§ 23.5).

22.4. КВАЗИСТАЦИОНАРНЫЕ РЕЗОНАТОРЫ

Основной тип колебаний квазистационарного резонатора (яв­
ляющийся всегда рабочим) имеет собственную длину волны, ко­
торая велика по сравнению с линейными размерами резонатора, 
и характеризуется почти полным пространственным разделением 
электрического и магнитного полей. Последнее обстоятельство 
позволяет рассматривать квазистационарный резонатор без по­
терь как колебательный контур с сосредоточенными емкостью С 
и индуктивностью L и определять собственную частоту основного 
типа колебаний по формуле со0=  1 /V^ LC.
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Т о р о и д а л ь н ы й  р е з о н а т о р .  Электрическое поле основ­
ного типа колебаний тороидального резонатора почти полностью 
сконцентрировано в узком зазоре между его параллельными ос­
нованиями, а магнитное поле — в тороидальной области (см. 
рис. 22.1 в). Поэтому зазор характеризуется емкостью, величина 
которой определяется известной формулой емкости плоского кон­
денсатора

С =  еа S/d =  еа Jt a2/d, (22.14}
где S =  na2 — площадь пластин конденсатора; d  — ширина зазо­
ра. Формула (22.14) не учитывает краевых эффектов и примени­
ма при выполнении условия d<^a.

Рассматриваемый резонатор обладает осевой симметрией, и 
векторные линии Н в тороидальной области представляют собой 
концентрические окружности с центрами на оси резонатора. Ин­
дуктивность тороидальной области определяется по формуле

L =  <D/i, (22.15)
где i — ток, обтекающий внутреннюю поверхность тороида (и за­
мыкающийся в зазоре током смещения);

Ф =  f BdS =  (ia f HdS (22.16)
5  S

J . JL

—магнитный поток сквозь поверхность S±  осевого сечения торо­
ида (см. рис. 22.1 в), обусловленный током i. Применив закон пол­
ного тока в квазистационарном приближении (^)Hdl =  i к конту-

L
ру L, имеющему вид окружности радиуса г и совпадающему с ли­
нией Н, получим H =  i/2nr . При этом согласно (22.15) и (22.16)

Г ——- =  ~тг~ Г ̂  Г I in (22.17)
2я ,) г  2л J J г 2л а

s
-L

В соответствии с (22.14) и (22.17) для основного типа колеба­
ний тороидального резонатора имеем:

С|>„- - • ■' 24= _ j _ —
V L C  ' а г

h  =  v T 0 =  v ^ -  =  n a y  * L - \ n ± .  (22.18)

y i c  ' a. r  еа (ia I In (b/a)

2л
—^  ТГ n  I / ____ , , , ____

d a

Тороидальный резонатор широко используют в электронных 
приборах (клистронах). При этом в зазоре осуществляется эф­
фективное взаимодействие колебаний резонатора с потоком элек­
тронов.

М а г н е т р о н н ы й  р е з о н а т о р  является важной частью ре- 
зонаторного магнетрона (прибор для генерирования мощных ко­
лебаний СВЧ). На рис. 22.11а изображен квазистационарный 
магнетронный резонатор, а на рис. 22.116 — отдельная его ячей- 
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ка. В каждой ячейке электрическое поле основного типа колеба­
ний сконцентрировано в узком зазоре шириной d, магнитное по­
л е — в цилиндрической полости радиуса г. Емкость зазора

C =  eaS/d==eaA//d. (22.19)

Предполагается, что длина ячейки I достаточно велика, вследст­
вие чего магнитное поле приближенно совпадает с магнитным 
полем участка I бесконечно длинной цилиндрической полости,

О

РИС. 22.11

стенки которого обтекает в поперечном направлении ток i (замы­
кающийся в зазоре током смещения). Поскольку при этом век- 
ток Н направлен вдоль длины цилиндрической полости, то с по­
мощью закона полного тока в квазистационарном приближении 
нетрудно получить значение H = i / l .  В рассматриваемом случае 
индуктивность ячейки

1 =  у  =  J -J
5  S'

(22.20)

и в соответствии с (22.19) и (22.20)

V L C  г fY L C  г f 

Я0 =  2 n r V n h /d . (22.21)

Отметим, что резонатор магнетрона состоит из нескольких 
ячеек и, следовательно, является многоконтурной системой, час­
тота которой несколько отличается от резонансной частоты
(22.21) отдельной ячейки.
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22.5. ДОБРОТНОСТЬ ОБЪЕМ НЫ Х ЗА К РЫ Т Ы Х  РЕЗОНАТОРОВ

Одним из основных параметров любой реальной колебатель­
ной системы является ее добротность, которая определяет полосу 
пропускания системы и скорость затухания собственных колеба­
ний. Добротностью объемного резонатора (как и любой другой 
колебательной системы) для s-ro типа колебаний называют отно­
шение

где w — запасенная при резонансе внутри полости электромагнит­
ная энергия s-ro типа колебаний; wn — энергия полных потерь за 
время одного периода Ts; Лг.ср — средняя за период мощность 
полных потерь {wu=P n.cvTs) ; о)5= 2 я /7 ,в — собственная частота 
колебаний. Различным типам колебаний резонатора соответству­
ют различные структуры поля, различные значения w  и wn и, 
следовательно, различные добротности Qs.

Добротность (22.22), зависящую от мощности полных потерь, 
часто называют нагруженной добротностью резонатора. Мощ­
ность полных потерь

где Рс.ср — мощность собственных потерь (непосредственно в ре­
зонаторе) ; Р вн.ср — мощность внешних потерь, уходящая из резо­
натора через элементы связи во внешние цепи. Из (22.22) и
(22.23) следует, что

причем Qsc называют собственной добротностью резонатора; 
Qsbh — внешней добротностью. Приняв во внимание, что Р с.ср=  
=  Л*.ср+Яд.Ср, где Р  м.ср—мощность потерь в металлических 
стенках резонатора; Р дср — мощность потерь в диэлектрике, за ­
полняющем внутреннюю ПОЛОСТЬ, и P BH.cp =  ̂ BX.cp+^Bbix.cp, где 
Р вх.ср и Р вых.ср — соответственно мощности, отдаваемые через 
элементы связи во входную и выходную цепи резонатора, в соот­
ветствии с (22.24) получим:

Здесь QSM, Qsz, QSBX и QSBbix— добротности, соответствующие по­
терям в стенках, диэлектрике, входной и выходной цепях.

Введенные в (22.24) — (22.26) частичные добротности позво­
ляют при определении нагруженной добротности учесть порознь 
влияние каждого источника потерь. Из-за отсутствия строгого ре­
шения задачи об электромагнитном поле в реальном резонаторе 
с неидеально проводящими стенками и элементами связи опре­
деление частичных добротностей проводят приближенным мето- 
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дом. Этот метод справедлив для невырожденных типов колеба­
ний при небольших полных потерях, когда возможно основывать­
ся на электромагнитном поле, полученном для резонатора без по­
терь. При использовании приближенного метода мощности по­
терь Р д.ср.» Рм.ср, Рвх.ср и Рвых.ср рассматривают как независимые 
друг от друга величины и вычисляют раздельно. Например, Р м.ср 
находят в предположении отсутствия потерь в заполняющей по­
лость среде и потерь через элементы связи.

Из первой ф-лы (22.24) следует, что нагруженная добротность 
резонатора Qs меньше собственной добротности Qsc и внешней 
добротности Qsbh- Внешняя добротность зависит от устройства 
элементов связи резонатора со входной и выходной цепями, и в 
различных конкретных случаях могут применяться различные ме­
тоды ее нахождения. Чем сильнее связь резонатора с внешними 
цепями, тем больше мощность внешних потерь Р Вн.ср, меньше QeBн 
и, следовательно, меньше нагруженная добротность резонатора 
Qs. Пример расчета внешней добротности приводится в § 22.6. 
Здесь рассмотрим метод определения собственной добротности 
резонатора.

Поскольку в резонаторе все составляющие каждого из векто­
ров Е и Н имеют одинаковую начальную фазу, то согласно (3.54) 
получим Е (/) =  Emcos (со^+фя), где Em= u 0£um +v°£vm+ w 0£ u?m, и 
аналогичное выражение для Н(/) .  В этом частном случае в соот­
ветствии с (4.25) справедливы равенства:

|Ё| =  Еит -f- Evm -j- Ewtn =  Em,

|H|2 =  # L  +  Н\т +  H ln =  H2m, (22.27)

где E2m, H2m — квадраты амплитуд соответствующих векторов.
Поскольку существуют моменты времени, когда вся запасен­

ная в резонаторе энергия связана с электрическим или магнит­
ным полем, то, следовательно, ее можно выразить через макси­
мальную энергию одного из этих полей. При этом в случае одно­
родной среды, заполняющей внутреннюю полость У, согласно 
(4.13) имеем

W =  йУэ.макс =  “Y "  E2md V или w = w M,макс =  -*а- ^Н2тdV, (22.28)
V V

где ей, 1 а — параметры этой среды.
При заполнении внутренней полости средой с потерями (о \Ф

ФО) согласно § 4.3 и (22.27) имеем Р д.ср=  ——Г E 2mdV. Отсюда
JV

и из (22.28) получаем
Qsn =  ®S^!Pд.ср =  е1а/̂ 1 =  (22.29)

где tg 6 i— тангенс угла диэлектрических потерь среды [см. 
(3.69)] на частоте cos. Обычно полость заполнена воздухом, 0 8Я
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оказывается значительно больше других частичных добротностей 
и может вообще не учитываться.

Мощность потерь в металлических стенках Р м.ср определяется 
по ф-ле (14.19), где S  — площадь внутренней поверхности сте­
нок. С помощью (14.19), (22.27) и второго выражения (22.28) 
получим

f  К < *

Q, » =  •>. ■- г -  -  — т -----------• <22-30>
м'ср г* (J) н \т dS

S

где rs= V  Ц2а<в«/2сг2 — активное поверхностное сопротивление ме­
таллических стенок; Н Хт — амплитуда касательной к стенке ком­
поненты вектора Н. При определении QSM приближенно принима­
ют в (22.30) магнитное поле таким же, как в резонаторе без по­
терь (ср. § 14.3).

Можно показать (например, [48]), что в цилиндрическом ре­
зонаторе частичная добротность (22.30) для колебаний типа 
Нтппр> Ещпр или Тр выражается через коэффициент затухания a v 
соответствующей бегущей волны Hmri, Emn или Т в волноводе, 
обусловленный потерями в металлических стенках:

1 - - г  Г - к  + т г Н -  <22-31>Qs Н Я

где 6р=1 при р = 0 ;  бР= 2  при р = 1 , 2, 3...; Z^,— характеристи­
ческое сопротивление бегущей волны. При вычислении согласно 
(22.31) Q ям в формулах теории регулярных волноводов следует 
положить X = X S.

Например, по ф-ле (22.31) для колебаний типа Hioi в прямо­
угольном резонаторе с помощью (19.14) — (19.16), (19.33) и
(22.8) находим

QM =  ----------— (а2 +  /2)-------- ; (22.32)
Xs rs at (a® +  /J) +  2b (a3 +  /3) V ’

для колебаний типа Нои в цилиндрическом круглом резонаторе с 
помощью (19.15), (19.16), (19.81) и (22.8) получаем

QM =  ------------°L----------; (22.33)
Xs rs (2a — l)(Xs/2l)> +  l v '

для колебаний типа Tj в цилиндрическом коаксиальном резона­
торе с помощью соотношений ).S= A V = 2 1 ,  Z cv = Z \  = Z C и 
(19.103) получаем

Q JL?c.------- . (22.34)
rs l ( a  +  b ) + 4 a b \ n ( b / a ) v 1

Расчеты показывают, что в сантиметровом диапазоне волн 
собственная добротность прямоугольного резонатора достигает 
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десятков тысяч, круглого резонатора для колебаний типа Н0ц — 
сотен тысяч и коаксиального резонатора для колебаний типа Ti— 
нескольких тысяч.

22.6. ПРОХОДНОЙ ВОЛНОВОДНЫЙ РЕЗОНАТОР

Количественное исследование связи резонатора с его входной 
и выходной цепями проведем на примере проходного резонатора 
в волноводе, часто используемого на практике. Такой объемный 
резонатор образован отрезком волновода, ограниченным с торцов 
одинаковыми поперечными реактивными нерегулярностями, кото-

РИС. 22.12

1 2

'  [
1  ib  Kg 16

'
1

РИС. 22.13

г

рые не обладают резонансными свойствами (например, индуктив­
ная диафрагма или решетка из индуктивных штырей)—рис. 22.12. 
Вид и размеры торцевых нерегулярностей определяют величину 
связи резонатора с внешними цепями. Исследование проходного 
резонатора обычно проводят без учета собственных потерь в нем. 
Следовательно, найденная ниже нагруженная добротность этого 
резонатора является, по существу, его внешней добротностью.

Схема замещения проходного резонатора представляет собой 
длинную линию, эквивалентную волноводу с волной рабочего ти­
па, которая шунтирована двумя реактивными проводимостями 
ib, являющимися схемами замещения нерегулярностей (рис. 22.13). 
Проводимости расположены друг от друга на электрическом рас­
стоянии 0 =  Pv /, которое достаточно велико, чтобы пренебречь 
их взаимодействием через местные поля.

Прежде всего, определим функцию ослабления (21.111) четы­
рехполюсника рис. 22.13. Поскольку при согласованном выходе

л л
нормированная проводимость в точках 2—2 равна P22 = l+ ib \  то 
согласно (21.23) входная проводимость на зажимах 1— 1 опреде­
лится соотношением

д
(1 + i b) + i  tg 0

Y u  =  i b  + (22.35)
1 +  i (1 + if> )tg 0

335



Для коэффициента отражения S u от зажимов 1— 1 в соответствии 
с (21.8) и (22.35) получим

5 п  =  1 - У ч  =  - i  М 2 - M g  9)__________  (22  Зб)

1 + У и  2(1 — M g 0) +  i [6 (2 — 6 tg 0) + 2  tg 0]

Поскольку собственные потери в резонаторе не учитываются, то 
согласно (21.90) имеем |S 2i |2= l — |^ и |2- С помощью (21.111) и 
(22.36) находим

гл л \ 2
А = ------- ------- =  1 +  b fcos  0 ----- — sin oYl . (22.37)

1 — |SU |* L \  2 /  J

Так как нерегулярности являются нерезонансными, то &Ф0. 
При этом из (22.37) следует, что если на некоторой длине волны 
Ло (частоте fo)> которой соответствуют электрическое расстояние 
0О= 2 л //Л 0 и реактивная проводимость б = б 0, выполняется усло­
вие tg0o= 2 /tfo, то вся поступающая на вход резонатора мощ­
ность пройдет на его выход (Л = 1 ). Резонансное электрическое 
расстояние

% =  %  +  р п ,  р  =  0 ,1 ,2 . . . ,  (22.38)
где

Фо =  arc tg (2/й0), — л/2 <  ф0 <  л/2 (22.39)
—главное значение обратной тригонометрической функции. Под­
ставив в (22.38) 0о=2я//Ло, найдем резонансную длину резонато­
ра

I =  (Л0/2) (р +  ф0/л). (22.40)

При отсутствии связи (ffo=°°, нерегулярность — сплошная попе­
речная металлическая стенка) фо=0 и условие резонанса (22.40) 
переходит в (22.4). Если #о>0 (емкостная нерегулярность), то 
фо>0 и длина резонатора (22.40) больше значения (22.4); если 
#о< 0  (индуктивная нерегулярность), то I меньше значения 
(22.4).

На частотах f=£fo условие резонанса tg0 =  2/б  не выполняется 
и функция ослабления (22.37) больше единицы. Поскольку нере­
гулярности нерезонансные, то частотная характеристика A (f)  
вблизи резонансной частоты /0 определяется, главным образом, 
изменением электрического расстояния 0 с частотой, а реактив­
ную проводимость б можно приближенно считать постоянной и 
равной б0. Полагая в узкой полосе частот вблизи резонанса 0 =  
=  0о+А0, |Д0| < 1 ,  sinA 0^A 0 и cosA 0»l, найдем с помощью 
формул косинуса и синуса суммы углов:

cos 0 =  cos (0О -f- Д 0) »  cos 0 — Д 0О sin 0О,
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Подставляя (22.41) в (22.37) и учитывая равенство cosBo —
А

---- ^-sinBo =  0, получаем
л

А =  1 +  j&0 (s in 0О +  cos0О) Д е] • (22.42)

Представив приближенно вблизи резонанса функцию 6 (Л) двумя
первыми членами ряда Тейлора 0 (ао+АЛ) =  0о+ ( — ) АХ, полу-

\а л
чим при учете (18.25)

д в  =  ( — )  А к = ( — — )  ДА .= '— — , (22.43)
\  dX  / к = х ,  \ d  A  dX  А=Х» \  h  )

где ДА, =  X — Хо. Производя в (22.42) замену_#о/2 =  cos0o/sin0o, ис- 
иользуя затем равенство l/sin0o=V  l+ctg30o= ] ^  1 +  (#о/2)2 и 
соотношение (22.43), находим

А =  1 + . 4 t ) ' 4 V 1+ ( 4 - ) 2] ( - Н г ) ’ - (2244)
Из теории электрических цепей известно, что вблизи резонан­

сной частоты fo функция ослабления параллельного LC-контура, 
шунтирующего длинную линию, определяется выражением

А =  1 +  Q2 V2, (22.45)
где Q — нагруженная добротность контура, учитывающая парал­
лельное подсоединение к нему двух линий с волновыми проводи­
мостями Ув (Q =  woC/2YB) ;

v =  ^ - A  =  _bo-------— (22.46)
/о /  А. ^0 /о

A/ = / —/о; Д Я =а—Яо. Величина Af есть абсолютная расстройка 
контура; Д///0 — его относительная расстройка; v при малых рас­
стройках равно удвоенной относительной расстройке. Из (22.45), 
(22.46) следует, что ширина полосы пропускания 2А/0>5 на уровне 
половинной мощности [которому согласно (21.111) соответствует 
значение А — 2], резонансная частота /о и нагруженная доброт­
ность Q связаны соотношением

Q — /о/2 А/о,5 • (22.47)
Чем больше значение Q, тем меньше относительная ширина поло­
сы пропускания 2A/0,s//o.

Сопоставление (22.44) и (22.45) показывает, что вблизи резо­
нансной частоты /о частотные характеристики проходного волно­
водного резонатора и параллельного LC-контура, шунтирующего 
линию, подобны. Следовательно, вблизи f0 схемой замещения все­
го волноводного резонатора служит параллельный LC-контур, ко­
торый шунтирует длинную линию, эквивалентную волноводу с 
волной рабочего типа (рис. 22.14).
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Из тех же формул следует, что нагруженная добротность про­
ходного волноводного резонатора

<3 =  9» ( А .) *  Ы. \ +  ( к у .  (22.48>

Она возрастает с увеличением 0О и |#о|. Увеличение 0о означает 
увеличение числа полуволн, укладывающихся на длине резонато­
ра (р = 1 , 2, 3 . . .) ,  что приводит к увеличению запасенной в резо-

1
т

1

I
РИС. 22.14 РИС. 22.15

наторе энергии и, следовательно, Q. Увеличение |#о| сопровожда­
ется уменьшением связи резонатора с внешними цепями, что при­
водит к уменьшению мощности внешних потерь и увеличению Q.

Далее нам потребуется формула, определяющая вблизи резо­
нансной частоты ©о нормированную проводимость параллельного 
контура, который шунтирует линию с волновой проводимостью 
Ув. Очевидно, что схема, изображенная на рис. 22.14, имеет в се­
чении 1— 1 входную проводимость

Y  =  Y B +  i (со С — l/a>L) =  Y B +  i ©0Cv, (22.49>

где использованы соотношения ш о = 1  / V LC  и v = ( o / o l > o — с о о /ш . 
Эта проводимость, нормированная на Ув, равна ?  =  1 +  12Qv, где 
Q =  (d q C I 2 Y b, и , следовательно, нормированная проводимость соб­
ственно параллельного контура

22.7. ПЕРЕСТРОЙКА ЧАСТОТЫ ОБЪЕМНЫХ РЕЗОНАТОРОВ

Согласно (22.8) изменение собственной частоты рабочего ти­
па колебаний Hmnp или Етпр (р Ф  0) цилиндрического резонато­
ра наиболее просто осуществить изменением его длины I, для че­
го одну из торцевых стенок можно выполнить в виде подвижного 
поршня. При возбуждении в круглом резонаторе типов колебаний 
Нопр в стенках резонатора существуют только поперечные коль­
цевые токи (ср. рис. 22.66), которые допускают применение даже 
бесконтактного поршня для изменения длины I (рис. 22.15). Для 
остальных типов круглого резонатора и типов колебаний дру- 
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гих цилиндрических резонаторов существуют продольные состав­
ляющие тока в стенках, что приводит к появлению нежелатель­
ных потерь в подвижном контакте; собственные частоты типов 
Emno вообще не зависят от длины I, и их нельзя изменять переме­
щением торцевой стенки. Поэтому часто применяют резонаторы 
постоянной длины, а перестройку собственной частоты в неболь­
ших пределах и компенсацию ее изменения, вызванного неточно­
стью изготовления, производят либо незначительным изменением 
объема резонатора (путем прогиба стенки или введения внутрь 
полости металлического тела), либо изменением параметров сре­
ды в нем (путем введения, например, небольшого диэлектрическо­
го тела).

Пусть резонатор с внутренней полостью 1Л заполнен средой с 
параметрами ей, ци и имеет собственную частоту cos. Если внутрь 
полости ввести малое тело объема V2, которое характеризуется 
либо значением а2= о о  (металл), либо параметрами ега, |Ы2а (диэ­
лектрик), то собственная частота возмущенного типа колебаний 
изменится и станет равной сo's. Эту частоту можно определить 
приближенным методом малых возмущений (см., например, [29]):

— = 1 ^ -  <22-51)

Здесь w (V л) — 8ia dV =  Г H2m d V  — полная энергия
2  vt vt

электромагнитного поля, запасенная в объеме V\ невозмущенно­
го резонатора [ср. ф-лы (22.28)]. При введении металлического 
тела (или деформации стенок)
Ааум =  ^«.макс(К2) =  \ H I d V  и 4 ш ,  =  шэ.макс(V J  =  * - f  ( E ^ d V

V.
—максимальные энергии магнитного и электрического полей в 
объеме V2 невозмущенного резонатора. При введении диэлектри­
ческого тела с параметрами е2а, \х2а’

А Ц1а [H*md V  =  -  ^м.макс (V2),
2 vi *ia

AW3 =  l l a^eia. [ E2m d V =  ê ~ 6»  Ш э . м а к с  ( ^ .
^ J  6 l aV,

Проиллюстрируем приведенные результаты несколькими при­
мерами. Если через середину торцевой стенки цилиндрического 
круглого резонатора с типом колебаний Е0ю вводить металличе­
ский стержень (винт) 1 вдоль оси (рис. 22.16), то Ашм^ 0 ,  
Л ^ э> 0  (ср. рис. 22.62) и согласно (22.51) собственная частота 
уменьшается (о/ s < g) s ) .  Если же через боковую стенку этого ре­
зонатора вводить вдоль радиуса стержень 2, то частота увеличи­
вается, так как в объеме V2 у стенки Дадм> 0 ,  Дауэ« 0 .
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Таким образом, если введением металлического тела или де­
формацией стенок вытесняется электрическое поле невозмущенно­
го типа колебаний, то собственная частота уменьшается, если же 
вытесняется магнитное поле, то — увеличивается. Это позволяет 
иногда разводить собственные частоты вырожденных типов коле­
баний в разные стороны и тем самым уничтожать вырождение.

*

п

n J n

РИС. 22.16

Например, если в цилиндрическом круглом резонаторе через се­
редину боковой стенки ввести вдоль радиуса стержень, то собст­
венная частота типа колебаний Н011 увеличится (ср. рис. 22.66), 
а типа Еш — уменьшится, что приведет к снятию вырождения.

Пусть в цилиндрическом круглом резонаторе с произвольным 
типом колебаний класса Н в пучности электрического поля рас­
положен тонкий диэлектрический диск толщиной d<^X (рис. 
22.17). При этом согласно (22.5) имеем

=  E>_mdS. (22.52)
° 4.

Поскольку |i2a ~ | i i a ~ Цо, то Дшм= 0 ; поскольку тонкий диск рас­
положен в пучности электрического поля, то в пределах диска
sin (рп z/l) ^  1 и Д w3 =  -82a~ 8la d  j* E*±mdS. Подставив эти резуль-

5±
CDS—C0S d / е \

таты в (22.51), находим ----------  = -------( —  — 1 ).К ак правило,
C0S I \ 81а J

eia=eo (полость заполнена воздухом), 82a> e ia  и введение ди­
электрического диска уменьшает собственную частоту.

22.8. ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЗАКРЫТЫХ ОБЪЕМНЫХ 
РЕЗОНАТОРОВ

Методы возбуждения колебаний в объемных резонаторах и 
вывода энергии из них аналогичны соответствующим методам в 
волноводах. В качестве элемента связи резонатора с входной или 
выходной цепью можно использовать зонд, ориентированный 
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вдоль линий Е рабочего типа колебаний, петлю, плоскость кото-" 
рой перпендикулярна линиям Н рабочего типа колебаний, или 
щель (отверстие) в стенке резонатора, которая перерезает линии 
ц, соответствующие рабочему типу колебаний (ср. § 19.23).

В волноводной технике часто используют проходную схему 
включения резонатора, при которой через элемент связи на входе

резонатор возбуждается, а через элемент связи на выходе из ре-̂  
зонатора выводится энергия. В узкой полосе частот, примыкаю­
щей к резонансной частоте fs произвольного невырожденного s-ro 
типа колебаний, эквивалентную схему такого резонатора можно 
представить параллельным LC-контуром, шунтирующим входную 
и выходную цепи (ср. § 22.6). При изменении в широких преде­
лах частоты монохроматических колебаний, подводимых к эле­

менту связи на входе резонатора, получим целый ряд резонанс­
ных кривых, каждая из которых соответствует определенному 
типу колебаний, характеризуется экстремумом на резонансной 
частоте fs этого типа и имеет вид резонансной кривой обычного 
колебательного контура. Подобные резонансные кривые можно 
построить, например, по показаниям микроамперметра, подклю­
ченного через кристаллический детектор к зонду или петле, осу­
ществляющим связь с выходной цепью резонатора (рис. 22.18).

На рис. 22.19 изображен объемный резонатор, связанный с 
прямоугольным волноводом с волной Ню при помощи поперечной 
щели в широкой стенке волновода. Такая щель перерезает линии 
плотности поверхностного тока (см. рис. 19.5) и поэтому являет­
ся элементом связи между волноводом и резонатором. Поскольку

РИС. 22.18 РИС. 22.19

в

РИС. 22.20



поперечная щель перерезает линии плотности продольного  по­
верхностного тока на широких стенках волновода, то схема за­
мещения резонатора, представляющая собой вблизи резонансной 
частоты параллельный LC-контур, оказывается включенной по­
следовательно в эквивалентную волноводу с волной Ню длинную 
линию (рис. 22.20). На резонансной частоте проводимость конту­
ра обращается в нуль (при пренебрежении потерями), что озна­
чает разрыв цепи и полное отражение волны Ню к генератору. 
При удалении от резонанса проводимость контура возрастает и 
прохождение волны Ню со входа волновода на его выход увели­
чивается.

Г л а в а  2 3

С О Г Л А С О В А Н И Е  Н А Г Р У З К И  С  Л И Н И Е Й  П Е Р Е Д А Ч И .  

Ч А С Т О Т Н Ы Е  Ф И Л Ь Т Р Ы  С В Ч

С о г л а с о в а н и е  н а г р у з к и  с  л и н и е й  п е р е д а ч и

+

23.1. ПРИНЦИП СОГЛАСОВАНИЯ НАГРУЗКИ С ЛИНИЕЙ ПЕРЕДАЧИ

Прохождение волны рабочего типа по произвольному волно­
водному тракту можно рассматривать с помощью эквивалентных 
схем, пользуясь методами теории электрических цепей (гл. 21).

f _____________ _ Zо п Согласую­
щий четы­2 в ZHрехполюсник П

у
1 2

РИС. 23.1

При этом, в частности, остаются справедливыми все соотношения 
§ 21.2, в которых в случае волн классов Н и Е фигурируют ус­
ловные напряжения и токи и эквивалентные сопротивления и про­
водимости, а параметры k = 2 n /X  и 2 В длинной линии с волной Т 
заменены соответствующими параметрами pv = 2 n /A v и Zw эк ­
вивалентной длинной линии с волной рабочего типа (см. § 21.3).

Полным согласованием нагрузки с линией передачи называют 
обеспечение в линии передачи режима бегущей волны, который 
характеризуется параметрами Z (z)  =  1, |р |= 0 ,  /Сб.в=1, Дс.в=1 

и поглощением нагрузкой всей мощности падающей волны (см.
■S 21.2).
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Согласование произвольной нагрузки ZH с линией передач» 
осуществляется путем включения вблизи от нагрузки согласующе­
го реактивного (не вносящего потерь) четырехполюсника, от ко­
торого отражается компенсирующая волна (рис. 23.1). Если вол­
ны, отраженные от нагрузки и от согласующего четырехполюсника, 
имеют одинаковые амплитуды и противоположные фазы, то они 
полностью компенсируют друг друга, в линии устанавливается ре­
жим бегущей волны и вся отдаваемая генератором мощность по­
ступает в нагрузку. Согласование невозможно, если ZH= i x H (соп­
ротивление нагрузки реактивно), ZH= 0 («короткое замыкание») 
или ZH= o о («холостой ход»). Поскольку эти нагрузки полностью 
отражают падающую на них волну (см. § 21.2) и четырехполюс­
ник не вносит потерь, то вся мощность падающей волны возвра­
щается в генератор.

Согласующий четырехполюсник без потерь является трансфор­
матором полных сопротивлений, который преобразует эквивалент­
ное сопротивление Z22 (см. рис. 23.1) в сопротивление Z n = Z By 
что и обеспечивает режим бегущей волны (ср. § 21.2). Строгий 
анализ показывает, что с помощью такого четырехполюсника 
можно полностью согласовать комплексную нагрузку Z„ с линией 
передачи только на нескольких фиксированных частотах внутри 
заданного диапазона и невозможно получить бегущую волну на 
всех его частотах. Поэтому при осуществлении согласования в 
полосе частот приходится задаваться некоторым максимальным 
допустимым значением | р | Ма к с > 0  и считать, что согласование- 
обеспечено, если на всех частотах внутри полосы |р | ^  |р |Макс.

23.2. УЗКОПОЛОСНОЕ СОГЛАСОВАНИЕ

Целью узкополосного согласования нагрузки с линией переда­
чи является обеспечение режима бегущей волны только на одной 
фиксированной частоте /0. При этом полосой пропускания (сог­
ласования) называют некоторый интервал частот, включающий 
fo, в котором выполняется условие | р | ^ | р | МакС.

Пусть координата г  вдоль линии отсчитывается от нагрузки и 
возрастает в направлении к генератору. При этом условии для 
всех сечений линии координата z  принимает положительные зна­
чения и отличается только знаком от соответствующих значений 
в § 21.2.

М е т о д  п а р а л л е л ь н о й  р е а к т и в н о с т и .  Согласно
(21.25) в сечениях z r и 2", соответствующих минимуму и максиму­
му условного напряжения, нормированные проводимости ак­
тивны, причем одна из них больше, а другая меньше единицы: 
У (z) =  1//Сб.в>1 и У (z") =  Яб.в< 1 . Следовательно, между двумя 

любыми такими сечениями имеется сечение z = l ,  в котором ак­
тивная часть нормированной проводимости равна единице: Р(/) =
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=  1 +  iff (/). При замене в (21.23) k на р получим для сечения I 
равенство

_ J j l ± ! M L  =  1 + i £ ( Z ) ,  ( 2 3 .1 )

l + i F „ t g ( W

где Ўн =  i s  +  î H. Приравнивание в (23.1) вещественных частей 
дает уравнение, решение которого позволяет определить величи­
ну /:

Л  л / л  л ,  л  Л ,  

tgpZ =  6 f  (gHA ; + 6H +  • (23.2)
Sh +  Ьн Sb

'Приравнивание в (23.1) мнимых частей приводит к выражению
А * Д а Ал V А

6Л® =  ь' + ^ " , (23.3)
1 — 2*„tg Эг-f-

подстановка в которое tg|J(/) из (23.2) определяет 6 (/).

а  . л Г \ л л л
yt = 1 l 6 7 YH = gH + ibH.
cv-

РЯС. 23.2

Реактивную часть проводимости ti (/) легко компенсировать 
путем параллельного включения в сечение линии z = l  реактив­
ной проводимости tii =  —# (/), что приведет к результирующей 
проводимости Рр (/) =  1 и, следовательно, согласованию нагрузки 
с линией (рис. 23.2).

Из (23.2) следует, что существует много сечений, в которых 
можно осуществить согласование. При этом в соседних сечениях 
знаки компенсирующих реактивностей оказываются противопо­
ложными. Включать компенсирующую реактивность целесообраз­
но как можно ближе к нагрузке, чтобы образующийся при этом 
проходной резонатор был наименьшей длины [т. е. обладал наи­
меньшей добротностью (ср. § 22.6)] и, следовательно, пропуска­
лась бы наибольшая полоса частот, в которой |р |^ |р |м а к с .

Практически для осуществления согласования часто измеряют 
Л’б.в и находят ближайшее к нагрузке сечение z' минимума ус­
ловного напряжения. Согласно (21.25) отрезок линии с оконеч­
ной нагрузкой можно заменить в сечении z ' проводимостью 
? (z') =  1/ТСб.в. Подставив в (23.2), (23.3) gH =  l /Кб.в и tiH =  0, оп­
ределяют расстояние / от сечения z' до места включения согла- 
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tgp 1 =  ± V K ^ b, Ьг =  - Ь (/) =  tg р 1 1 ~ --б-в- =  ±  ■1 Z f c  . (23.4)
б .В К  б .в

В качестве согласующей параллельной реактивности широко 
используют реактивные штыри и диафрагмы, рассмотренные в 
гл. 21, и короткозамкнутые отрезки линий передачи, имеющие 
согласно (22.12) чисто реактивную входную проводимость, вели­
чина которой зависит от длины такого отрезка.

Ч е т в е р т ь в о л н о в ы й  т р а н с ф о р м а т о р .  Отрезок дли­
ной Л/4 эквивалентной длинной линии с волновым сопротивлени­
ем ZBi, нагруженный на активное сопротивление гш трансформи­
рует его согласно (21.24) в активное входное сопротивление

г.* =  2*,/rH. (23-5)
Для согласования комплексной нагрузки ZH с линией передачи, 
имеющей волновое сопротивление ZB, включим в линию в том се­
чении z, где она имеет активное входное сопротивление (21.25)

сующей реактивности 6 \  и ее величину:

Л/4 Z
г — - Г ---------- г 1
1 Z 1

z e 1 г  1«1 Z г

lb Z(z) = r

РИС. 23.3

(т. е. в ближайшем к нагрузке минимуме или максимуме услов­
ного напряжения), четвертьволновый трансформатор сопротивле­
ния (рис. 23.3). Если волновое сопротивление этого трансформа­
тора ZBi выбрать такой величины, чтобы активное сопротивление 
в сечении 2—2 трансформировалось в сопротивление ZB в сечении 
1—1У то согласование будет достигнуто. Приняв в (23.5) rBX=  ZB 
и ZH из (21.25), получим при совмещении сечения 2—2 с миниму­
мом напряжения (z = z ' ) значение Z B\ = Z By r К б .в < 2 в и при его 
совмещении с максимумом напряжения ( z = z  ) значение ZBi =  
=  ZB/K ^ 6 .B > Z B.

23.3. ШИРОКОПОЛОСНОЕ СОГЛАСОВАНИЕ АКТИВНЫХ  
СОПРОТИВЛЕНИИ

Задача согласования активных сопротивлений часто возникает 
при соединении двух линий передачи с различными волновыми 
сопротивлениями ZBo и ZB. В этом случае обычно требуется обес­
печить широкополосное согласование, при котором задаются ра­
бочая полоса частот и допуск на рассогласование | р | Макс. Целью
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широкополосного согласования активных сопротивлений является 
•обеспечение заданной зависимости от частоты модуля |р | (или 
функции ослабления Л), которую предварительно выбирают с уче­
том специфики работы всего устройства в целом.

Для широкополосного согласования двух линий передачи при­
меняют ступенчатые и плавные переходы. Ступенчатым переходом 
называют четырехполюсник, образованный каскадным соединени­
ем п отрезков линий передачи (ступенек), имеющих одинаковые 
длины / и различные волновые сопротивления Z BU ZB2, ..., ZBn 
(рис. 23.4).

Ограничимся рассмотрением случая, когда коэффициент фазы 
р=*2л/Л согласуемых линий передачи (и всех ступенек перехода) 
одинаков. Например, это условие выполняется, если в качестве 
рабочей используют волну Т.

РИС. 23.4

Исходными данными для расчета перехода являются перепад 
согласуемых сопротивлений R = Z J Z B0( R > l ) t рабочая полоса час­
тот, которой соответствует полоса длин волн в линиях передачи 
A i — Л2, и допуск на рассогласование |р |МакС. Расчет определяет 
параметры перехода, необходимые для его конструирования (чис­
ло пу длину / и волновые сопротивления ZBi ступенек).

Теория ступенчатых переходов строится при пренебрежении ак­
тивными потерями в них. Согласование, осуществляемое реактив­
ным переходом, можно охарактеризовать зависимостью от Л (от 
частоты) его функции ослабления, которая согласно (21.111) и 
-(21.90) определится выражением

А (Л) =  1/|S21 (Л)|2 =  1/(1 - 1р  (Л)|*). (23.6)
Здесь |р | =  |5 ц | — модуль коэффициента отражения от входа пе­
рехода при согласованном выходе.

Остановимся на переходах с монотонным возрастанием волно­
вых сопротивлений ступенек от Z B0 к ZB. Среди различных типов 
таких переходов наибольшее распространение получили переходы 
с  чебышевской и максимально плоской частотными характеристи­
ками.

С т у п е н ч а т ы е  п е р е х о д ы  с ч е б ы ш е в с к о й  ч а с ­
т о т н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  имеют функцию ослабления
3 4 6

-г- - Г
ta

ZfO
I 7 I 

7 I ^  *Z81 I 62 ' '



где л — число ступенек; Тп(х) — полином Чебышева первого рода
2 зхпорядка л от аргумента ж; 0 =  I — электрическая длина сту­

пеньки; h и S  — параметры, которые будут определены ниже по 
исходным данным для расчета перехода.

Согласно определению полиномов Чебышева

следующего вида:
А  =  1 -f Л2 Г„2 (cos 0 /5 )=  1 +  /г2 Т* (ж), (23.7>

Тп(х) =
cos (п  arc cos х) при |л:| <  1, 1 (23 8)
ch (п  А т  ch х) при \ х \ > 1 .  J

Согласно (23.8) каждому значению п соответствует определенный 
аолином п-й степени:

Т 1 (х) = х ,  Т2 (х) =  2 jc2 — 1, Т3 (х)' =  4х3 — Зл',
Г4 (л:) =  8х* — 8х2 +  1 и т. д. (23.9)

Перечислим основные свойства полиномов Чебышева. Все нули 
и экстремумы полинома Тп(х)  расположены в промежутке —1< 
< jc<1; нули определяются равенством

xk = c o s  (2* - 1) л £ =  1, 2, 3...... п (23.10)
2 п

и их число равно степени полинома п; число экстремумов равно 
п — 1; абсолютная величина всех экстремумов одинакова и равна 
единице. Таким образом, в промежутке (—1,1) Тп (х) представля-

ь = /01дА,дБ

РИС. 23.5

Ь = /01дА,дБ

- S О—о—
S

- о -
U

РИС. 23.6

ет собой знакопеременную изоэкстремальную функцию. На гра­
ницах этого промежутка Гп (1) =  1, Тп (— 1) =  (— 1)п. Вне указан­
ного промежутка полином неограниченно и монотонно возрастает 
по абсолютной величине с увеличением |* |.

Из этих свойств следует, что функция ослабления (23.7) имеет 
в промежутке — l ^ x ^ . 1  (где х =  cos 0/5) максимальные значе­
ния Лмакс=1+Л2, которые принимает и на границах * = ± 1 ,  а вне 
этого промежутка неограниченно возрастает. Таким образом, по­
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лосой пропускания чебышевского перехода является интервал 
— l=Sjcos 0 / 5 ^  1.

На рис. 23.5 изображен график ослабления, построенный для 
трехступенчатого перехода ( п = 3) с помощью (23.7), (23.9),
(23.10) и (21.113). На графике значения bMaKc(X) =  101g(l +  ft2) 
соответствуют | Тп (х)  | = 1 , значения Ь ( х ) =  0 соответствуют 
Т„(х) =  0.

Фундаментальное свойство полинома Чебышева Тп(х)  состоит 
в том, что в промежутке (—1,1) он имеет наименьшие экстре­
мальные значения по сравнению с любым другим полиномом той 
же степени л и с  тем же коэффициентом при старшем члене. Из 
этого свойства следует, что при заданных R, | р | м а к с  и Ai—Лг 
чебышевский ступенчатый переход имеет наименьшее число ступе­
нек п по сравнению с переходами других типов.

На границах полосы пропускания перехода имеем х =  cos 0/S =  
=  ±1, т. е. c o s6 i= —S, COS02=S и 0i +  02= jt. Подставив в послед­
нее равенство '0Х =  I и 02=  I, находим длину ступеньки 

Л, Л ,

/ =  Л1Л2/2(Л1 +  А2). (23.11)

Длине волны в линии Ло, для которой выполняется условие 
7=Ло/4, соответствует середина полосы пропускания перехода 
(cos 0о=О, x=cos0o/S=O ).

Из соотношения cos02=S при известном I можно определить S:
S  =  cos (2л//Л2). (23.12)

Из (23.6) видно, что в полосе пропускания перехода Л Ма к с =  
=  1/(1— I р 12макС) • С другой стороны, в случае чебышевского пе­
рехода согласно (23.7) А маКс = 1 + й 2. Приравняв эти значения, вы­
разим параметр h через |р |Макс-

h  =  И м а к с /  1 / 1 - К а к с  • ( 2 3 - 1 3 )

■Чтобы найти число ступенек п (при известном S)  или 5  (при 
-известном п), подставим в (23.7) значение cos 0 = 1 ,  имеющее мес­
то, например, при Л = /:

А =  1 + h ? T l ( l / S ) .  (23.14)

С другой стороны, входное сопротивление отрезка линии передачи 
длиной I =  Л равно сопротивлению его нагрузки (см. § 21.2). По­
этому в рассматриваемом случае входное сопротивление перехода 
равно Z„, согласно (21.8) коэффициент отражения равен р =  
=  (# —!) /(#  + 1) и согласно (23.6) А =  (R +  l ) 2/4R. Приравняв 
(23.14) и последнее выражение, получим

rp (  1 \  п __  п R— 1 R— 1 V 1 ^макс
Г "  ( т )  -  с , г д е  С  =  1 1 ? г  -  ш  ---------- (23.15)
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И з второго соотношения (23.8) и (23.15) находим:
п =  Аг ch С/Ат ch (1 /S); (23.16)

(23.17)

Итак, зная R, А {— Л2 и | р | Макс, определяют с помощью
(23.11) — (23.13) и (23.16) соответственно параметры I, S, h и п. 
После округления числа ступенек п до ближайшего большего це­
лого числа уточняют согласно (23.17) значение S, для которого из
(23.12) находят окончательную длину ступеньки /:

Определение волновых сопротивлений ступенек ZBi точным ме­
тодом основано на теории четырехполюсников и волновых матриц, 
довольно громоздко и производится при помощи ЭВМ. Оконча­
тельные результаты расчета представлены в виде таблиц (см., на­
пример, [42]), которые позволяют по известным значениям п, 
IР I макс и R легко найти нормированные по ZBо волновые сопро­
тивления всех п ступенек перехода с чебышевской характеристи-

С т у п е н ч а т ы е  п е р е х о д ы  с м а к с и м а л ь н о  п л о с ­
к о й  ч а с т о т н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  описываются функцией 
ослабления следующего вида:

где параметры п, 0, h и 5  имеют тот же смысл, что и в предыду­
щем случае.

На рис. 23.6 приведен график ослабления, построенный в соот­
ветствии с (23.19) и (21.113). Особенностью перехода с макси­
мально плоской частотной характеристикой является монотонное 
возрастание функции А с приближением к границам полосы про­
пускания, которое происходит тем медленнее, чем больше п. До­
пуск на рассогласование | р |Макс и соответствующее ему согласно 
(23.6) значение Лмакс=1/(1 — |р |2макс) достигаются лишь на грани­
цах полосы. Отсутствие выбросов ослабления в полосе пропуска­
ния и более линейная (чем у чебышевского перехода) фазо-час- 
тотная характеристика обеспечиваются за счет увеличения числа 
ступенек п и длины 1о  =  п1 рассматриваемого перехода по сравне­
нию с чебышевским.

Поскольку границам полосы пропускания соответствуют значе­
ния х =  cos 0/5 =  ± 1  и А = Л макс= 1+Л2, то вновь справедливы со­
отношения (23.11) — (23.13) и (23.18). Подставляя в (23.19) значе­
ние cos0 =  l и учитывая, что при этом А =  (R +  1)2J4R, получаем

I =  (Л2/2л) arccos 5. (23.18)

кой.

А  =  1 +  A2 (cos Q/Sf" =  1 + h 2x 2n, (23.19)
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Отсюда можно определить п (при известном S)  или S (при из­
вестном п):

При расчете перехода по заданным значениям R , Ai—Л2 и 
IР I макс находят в соответствии с (23.11) — (23.13) и (23.21) пара­
метры /, 5, h и п. После округления п до ближайшего большего 
целого числа уточняют согласно (23.22) значение S, которое за­
тем подставляют в (23.18) для уточнения длины ступеньки /. Как 
и в предыдущем случае, окончательные результаты расчетов точ­
ным методом нормированных по ZB0 волновых сопротивлений ступе­
нек перехода с максимально плоской характеристикой сведены в 
таблицы (например, [42]), с помощью которых легко по извест­
ным значениям п и R определить волновые сопротивления всех 
ступенек.

Плавным переходом называют нерегулярную линию передачи, 
размеры поперечного сечения и волновое сопротивление которой 
изменяются непрерывно (плавно) вдоль ее длины и которая при­
меняется для согласования волновых сопротивлений ZB0 и ZB двух 
регулярных линий передачи.

Теорию плавного перехода можно построить путем рассмотре­
ния предельного случая ступенчатого перехода, у которого неогра­
ниченно увеличивается число ступенек и стремится к нулю длина 
каждой ступеньки. В частности, от ступенчатых переходов с че­
бышевской и максимально плоской частотными характеристиками 
можно перейти к соответствующим плавным переходам с монотон­
ным изменением волнового сопротивления от ZB0 до ZB. Как и в 
случае ступенчатых переходов, чебышевский плавный переход име­
ет наименьшую длину из всех плавных монотонных переходов, 
удовлетворяющих одному и тому же исходному заданию на согла­
сование.

При заданных значениях R, | р | Макс и Ai — Л2 длина ступенчато­
го перехода всегда меньше длины соответствующего плавного пе­
рехода. Однако скачкообразное изменение поперечного сечения ли­
нии передачи у ступенчатого перехода снижает его электрическую 
прочность. Поэтому при передаче вдоль линии большой мощности 
применяют плавные переходы.

Электрическим частотным отражающим фильтром называют 
четырехполюсник, селективно пропускающий и отражающий элек­
тромагнитные волны различных частот. В полосе пропускания

п =  lgfi/lgS;

s = V b .

(23.21)

(23.22)

Ч а с т о т н ы е  ф и л ь т р ы  С В Ч

23.4 МЕТОД РАСЧЕТА ЧАСТОТНЫХ ОТРАЖАЮЩИХ 
ФИЛЬТРОВ СВЧ
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функция ослабления (21.111) фильтра не должна превышать не­
которого максимально допустимого значения А и (т. е. в полосе 
пропускания |р | ^  |р|макс), в полосе заграждения функция ос­
лабления за счет отражения не должна быть меньше минимально 
допустимого значения Л3(Л3> Л П). В зависимости от взаимного 
расположения полос пропускания и заграждения различают час­
тотные фильтры нижних частот (полоса пропускания занимает ин­
тервал частот 0—/п), верхних частот (полоса заграждения занима­
ет интервал 0 — /з), полосовые или полоснопропускающие (полоса

О о О о

-  Н *

а) О Ю
РИС. 23.7

г) *)

•пропускания ограничена частотами /_п—/п) и режекторные или по- 
лоснозаграждающие (полоса заграждения ограничена частотами 
/ _ з —  f 3) .  На рис. 23.7 приведены условные графические обозначе­
ния частотных фильтров в схемах (а — общее обозначение фильт­
ра; б — фильтр нижних частот; в — фильтр верхних частот; г — 
полосовой фильтр; д — режекторный фильтр).

С помощью частотных отражающих фильтров сверхвысоких 
частот создаются узлы, которые выполняют разнообразные важ­
ные функции частотной селекции в дециметровом, сантиметровом и 
миллиметровом диапазонах волн: выделение на входе приемника 
полезного сигнала из спектра шумов и помех, разделение частот­
ных каналов в многоканальных системах, обеспечение одновремен­
ной работы передатчика и приемника на одну антенну и др. Ряд 
подобных узлов будет рассмотрен в гл. 24, 25.

Все фильтры строятся из отдельных звеньев, конструкции ко­
торых на СВЧ могут быть весьма разнообразными. Основными 
конструктивными элементами отражающих фильтров СВЧ явля* 
ются объемные резонаторы и отрезки линий передачи волноводно* 
го или полоскового типа. При соответствующем подборе парамет­
ров отдельных элементов фильтр обеспечивает требуемую частот­
ную характеристику A (f) .  Проектирование фильтра СВЧ обычно 
проводится при упрощающих предположениях, что в его элементах 
отсутствуют активные потери (т. е. фильтр реактивный) и что со­
противления на его входе и выходе г активны и равны по величи­
не (равны волновому сопротивлению подводящих линий переда­
чи). Инженерный расчет фильтров СВЧ базируется на общности 
в линейных системах различных типов и частотных диапазонов 
основных физических явлений, которые обусловливают частотную 
селекцию (прохождение и отражение электромагнитных волн). Из 
этой общности вытекает возможность выбора прототипа фильтра 
СВЧ в виде применяемого на более низких частотах реактивного 
фильтра по лестничной схеме с сосредоточенными L- и С-элемен-
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тами, который имеет требуемую частотную характеристику и ме­
тоды расчета параметров которого хорошо разработаны в теории 
линейных цепей. Рассчитав по заданным техническим требовани­
ям параметры звеньев прототипа и выбрав конструкцию звеньев 
фильтра СВЧ, переходят к реализации фильтра СВЧ по его про­
тотипу. Разработан ряд специальных приемов, которые устанав­
ливают эквивалентность между звеньями фильтра и прототипа 
(например, путем отождествления в достаточно узкой полосе час­
тот LC-фильтра и схемы замещения фильтра СВЧ). Эквивалент­
ность каждого звена фильтра СВЧ звену прототипа приводит к 
тому, что обе системы в целом имеют подобные частотные харак­
теристики A (f ) .

Отметим, что при проектировании так называемых фильтров 
СВЧ с непосредственными связями в качестве прототипа более 
удобно выбрать ступенчатый переход, чем низкочастотный лест­
ничный фильтр (см. [41]).

23.5. ПОЛОСОВЫЕ И РЕЖЕКТОРНЫЕ ФИЛЬТРЫ

В технике СВЧ наибольшее распространение получили полосо­
вые и режекторные фильтры с максимально плоской и чебышев­
ской частотными характеристиками.

П о л о с о в ы е  ф и л ь т р ы .  Для полосовых фильтров любого 
диапазона частот в качестве аргумента частотной характеристики

6 =  ЯПдА,дБ

удобно принять частотную переменную (22.46) v=///o—f j f • Чтобы 
на граничных частотах полосы пропускания /_п и /п выполнялось 
условие V—п==—Vn> резонансная частота /о должна выбираться из 
условия /о =  К  /п/-п.
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Функция ослабления полосового фильтра с максимально плос­
кой частотной характеристикой удовлетворяет соотношению

А =  1 +  /г2 (y/Vh)2" (23.23)

и отличается отсутствием осцилляций (рис. 23.8). Полосовой 
фильтр с чебышевской характеристикой описывается выражением

А =  1 +  h2T„ (v/vn) (23.24)

и имеет ряд одинаковых выбросов ослабления в полосе пропуска­
ния (рис. 23.9). Использованные в (23.23) и (23.24) обозначения 
h и Тп (х) имеют тот же смысл, что и в § 23.3; п — число звеньев 
фильтра.

Прототипом полосового фильтра СВЧ можно выбрать полосо­
вой реактивный фильтр по лестничной схеме с контурами на со­
средоточенных элементах. Известная из теории линейных цепей

Л л
Zz Z+

схема этого прототипа содержит в параллельных ветвях парал­
лельные LC-контуры, в последовательных ветвях — последователь­
ные LC-контуры, настроенные на одну и ту же резонансную час­
тоту /о (рис. 23.10). Вблизи резонансной частоты нормированные 
по g  проводимости ?h параллельных ветвей и сопротивления 1\ 
продольных ветвей схемы рис. 23.10 имеют одинаковую частотную 
зависимость и определяются соотношениями вида (22.50):

Yh =  i2 Q k v, Z/ =  i 2Q/ V , (23.25)

где Qm — нагруженная добротность соответствующего резонансно­
го контура, выражаемая ф-лой (22.47).

Найдем нормированную входную проводимость ?вх фильтра 
рис. 23.10. Ее можно представить в виде суммы проводимости пер­
вой ветви и входной проводимости части лестничной схеАмы, начи­
нающейся со второй ветви: f Bx = Pi +  ?вх2. В свою очередь, 
Рвх2 = 1/(^2 +  ^вхз), где 2 вхз — входное сопротивление части схемы, 
начинающейся с третьей ветви. Учитывая, что 2 вхз =  1 /(Р з  +  Рвха), 
Р Вх4 =  1/(^4 +  Явхб) и т- Д-» получим общее выражение для Рвх поло- 
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сового лестничного фильтра в виде цепной дроби:

Y .x =  Y , +  — ---------------- ---------------------, (23.26)
Z2+ 7

' Л
Y n + l

откуда при учете (23.25)

Увх =  i 2 Qx V +  J • (23.27)
i 2 Q2 v + ------------------------------------------------

i 2 Q3 v +  • • • , 1
• 2 Qn v +  1

Л
Таким образом, зависимости Увх и, следовательно, р  и А от v 

определяются п значениями нагруженных добротностей контуров. 
В частности, как показано в теории фильтров с сосредоточенными

1 2 3 п

элементами, для получения максимально плоской частотной харак­
теристики (23.23) значения Qm должны определяться соотноше­
нием

Qm sin (2т~ 1)д . (23.28)
vn 2 п

где т =  I, 2, 3, п — порядковый номер звена. Для чебышевской 
характеристики (23.24) также существуют аналитические фор­
мулы, которые имеют рекуррентный характер, и поэтому проще 
воспользоваться в этом случае готовыми таблицами [42].

Полосовые фильтры СВЧ обычно состоят из каскадно соеди­
ненных объемных резонаторов. При этом различают два способа 
соединения соседних резонаторов в цепочку: с помощью отрезков 
линии передачи (фильтры с четвертьволновыми связями) и непо­
средственное соединение (фильтры с непосредственными связями).

Эквивалентная схема /г-резонаторного полосового фильтра СВЧ 
с четвертьволновыми связями приведена на рис. 23.11. Волновые 
проводимости Ув линий передачи на входе и выходе и соедини­
тельных отрезков между эквивалентными параллельными конту­
рами одинаковы. Контуры настроены на одну и ту же резонанс-
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ную частоту /0, вблизи которой их нормированные по Ув проводи­
мости определяются формулой вида (23.25)

Km= i 2 Q mv. (23.29)

Длина каждого соединительного отрезка равна Ло/4, где Ло — ре­
зонансная длина волны в линии передачи.

Определим входную нормированную проводимость Ў вх схемы 
рис. 23.11. Входная нормированная проводимость четвертьволново­
го отрезка эквивалентной линии, нагруженного на проводимость 
Рн, в соответствии с (21.24) равна ? =  1/Рн. Полагая, что это вы­
ражение приближенно справедливо в узкой полосе частот вблизи 
/о, находим с его помощью РВх =  Pi +  1/?вх2, где РВх2 — входная 
проводимость части схемы, начинающейся со второго контура. 
В свою очередь, Р вх.2 =  Р г+ 1 /Р в х з , Р вхз=  Р з +  1/?вх4 и т. д. В резуль­
тате получаем общее выражение входной проводимости полосового 
фильтра с четвертьволновыми связями в виде цепной дроби, ко­
торая при учете (23.29) имеет вид

Y BX =  i 2 Qx v + ----------------------- !---- j-------------------. (23.30)
i 2 Q2 v + ------------------------------------------------

i 2 Q3 v +  . . . 1
i 2 Qn v +  1

Сопоставление (23.30) с (23.27) показывает, что если нагружен­
ные добротности эквивалентных параллельных контуров фильтра 
с четвертьволновыми связями приравнять к нагруженным доброт­
ностям соответствующих LC-контуров фильтра на рис. 23.10, то у 
обоих фильтров величины ?вх и, следовательно, р и А будут иметь 
одинаковые зависимости от частотной переменной v.

Для пропускания значительной мощности применяют полосо­
вые фильтры СВЧ на волноводах, а параллельные контуры экви­
валентной схемы рис. 23.11 реализуют при помощи проходных ре-

Настроечные Д инт ы

Lj,z Lz
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О
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зонаторов с торцевыми нерегулярностями в виде индуктивных ре­
шеток или диафрагм (см. § 22.6). Полосовой волноводный я-резо- 
наторный фильтр с четвертьволновыми связями изображен на 
рис. 23.12. Наметим путь расчета такого фильтра.

Исходными данными для расчета являются вид частотной ха­
рактеристики, граничные частоты полос пропускания (/-ш /п) и за­
граждения (f-з, Ы и соответствующие этим частотам значения 
функции ослабления (Лп и Л3).

На границе полосы пропускания, где v =  vn, соотношения (23.23) 
и (23.24) имеют вид Лп= 1 + й 2, откуда h2 =  An—1. На границе 
полосы заграждения, где v =  v3, в соответствии с (23.23) имеем 
Л3=  1 +  (Ап—1) (va/vn)2n, откуда число звеньев п фильтра с макси­
мально плоской характеристикой

п = -------- --------l g ^ ^ - .  (23.31)
2 lg (v3/v n) Аи — 1

Б соответствии с (23.24) Л3=1 + (Л п—l ) r 2n (v3/vn), откуда приуче- 
те (23.8) число звеньев фильтра с чебышевской характеристикой

п = Ат ch (v3/v n)^ S - A r c h / ^ .  (23.32)

Значение п из (23.31) или (23.32) округляется до ближайшего 
большего целого числа.

По найденным при помощи ф-лы (23.28) или таблиц [42] 
значениям добротностей проходных резонаторов опреде­
ляют согласно (22.48) значения торцевых индуктивных реактив­
ностей бот =  — I &от I • Затем в соответствии с (22.39), (22.40) на­
ходят разонансные длины резонаторов 1т, которые при индуктив­
ных нерегулярностях будут короче длины p A j 2:

lm =  Р arc tg — 1 —  (23.33)
2Л !6„ml

Длины- соединительных отрезков волновода между соседними ре­
зонаторами 1т,т+\ из-за влияния торцевых индуктивных нерегу­
лярностей будут короче длины Л0/4 и корректируются так же, как 
и длины самих резонаторов:

/*. *+1 = - ^ г — т Ь 1  arc tg +  arc tg —  2---- ^ (23.34)
4 4 л I m\ I b0m+l\

Выбрав конкретный вид нерегулярностей (например, решетки 
из трех индуктивных штырей), по значениям Som определяют их 
конструктивные параметры.

Фильтры с четвертьволновыми связями просты в настройке — 
каждое звено можно в отдельности настроить на резонансную час­
тоту и затем произвести сборку всего фильтра. Недостатками этих 
фильтров являются сравнительно большая их длина из-за наличия 
четвертьволновых соединительных отрезков и большое число реак- 
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тнвных нерегулярностей, равное удвоенному числу проходных ре­
зонаторов.

Длину волноводного фильтра и число нерегулярностей в нем 
можно существенно уменьшить, если перейти от четвертьволновых 
связей между проходными резонаторами к непосредственным. Этот 
переход основан на том, что две шунтирующие линию индуктив­
ные проводимости, расположенные на расстоянии Ло/4 друг от 
друга, эквивалентны одной шунтирующей индуктивной проводи­
мости и двум небольшим отрезкам линии с обеих сторон от нее 
(см., например, [27]). Представив схему замещения фильтра с 
четвертьволновыми связями в виде линии, которая шунтирована

Ч

i f

, 1 Ло Ло

f i r -

Л О 1

РИС. 23.18

попеременно через интервалы 1т и Ло/4 индуктивными проводимо­
стями, и заменив каждую пару проводимостей, разделенных от­
резком Ло/4, эквивалентной одиночной проводимостью, получим 
схему замещения, которая является, по существу, схемой замеще­
ния волноводного полосового фильтра с непосредственными связя­
ми между резонаторами. Фильтры с четвертьволновыми и непо­
средственными связями имеют одинаковое число резонаторов и 
аналогичные характеристики. Основными недостатками фильтров 
с непосредственными связями являются необходимость обеспече­
ния высокой механической точности при их изготовлении и невоз­
можность раздельной настройки резонаторов, что усложняет их ре­
гулировку.

В последнее время узлы СВЧ на невысокие уровни мощности 
успешно проектируют на полосковых линиях (см. § 20.2), которые 
позволяют получить высоконадежные, компактные, дешевые и об­
ладающие хорошими электрическими характеристиками устройст­
ва. Как и в случае волноводных фильтров, различают полосовые 
полосковые фильтры с четвертьволновыми и непосредственными 
связями. Простой вариант фильтра с четвертьволновыми связями 
имеет топологию полоски, изображенную на рис. 23.13. В этом 
фильтре параллельные контуры эквивалентной схемы рис. 23.11 
реализуются при помощи параллельно подключенных к основной 
полосковой линии короткозамкнутых четвертьволновых резонато­
ров (см. § 22.3).

Выше было показано, что в эквивалентной схеме рис. 23.11, со­
держащей только параллельные резонансные контуры, эффект че­
редования параллельных и последовательных контуров полосово­
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го фильтра-прототипа (см. рис. 23.10) был достигнут при помощи 
четвертьволновых соединительных отрезков линии передачи. К эк­
вивалентной схеме рис. 23.11 можно привести и более компактные 
системы на связанных  линиях передачи с волной Т, представляю-

/Q— I Н
Н  П — °2

РИС. 23.14

щие собой полосовые фильтры с непосредственными связями меж­
ду резонаторами. На рис. 23.14 изображена конфигурация поло­
сок одного звена такого фильтра на связанных параллельных по­
лосковых линиях. В этом звене на интервале А0/4 осуществляется 
распределенная электромагнитная связь между боковыми участка­
ми соседних короткозамкнутых отрезков линий. Па схеме замеще 
ния звена (рис. 23.15) параллельные контуры отображают корот­
козамкнутые отрезки полосковых линий, в которые превращается

/ Z

РИС. 23.15

РИС. 23.16

система связанных линий при их взаимном удалении, а соединя­
ющий контуры отрезок длинной линии отображает распределен­
ную связь между полосками. Конфигурация полосок всего полосо­
вого фильтра на связанных параллельных полосковых линиях изо­
бражена на рис. 23.16.

Существуют модификации полосовых фильтров на параллельных 
линиях, дающие весьма компактные конструкции. На рис. 23.17 по­
казан принцип преобразования связанных параллельных линий в 
так называемую схему на встречных стержнях. Каждый коротко- 
замкнутый с обеих сторон полуволновый отрезок (рис. 23.17а) как 
бы разрезается посредине (в узле тока) и складывается вдвое* 
(рис. 23.176). При этом первоначальные зазоры связи между от­
резками сохраняются неизменными, а ширины отрезков суммиру­
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ются. В результате фильтр на рис. 23.16 преобразуется в фильтр 
на встречных стержнях (на рис. 23.186 крышка фильтра снята). 
Эти фильтры применяются в широком диапазоне частот — от 
300 МГц до 20 ГГц.

а '

■^j h' -
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РИС. 23.17

Полосовые фильтры СВЧ легко реализуются и на коаксиаль­
ном волноводе. Например, на рис. 23.19 изображен фильтр, по 
принципу действия аналогичный фильтру на рис. 23.13.

Р е ж е к т о р н ы е  ф и л ь т р ы .  Проектирование режекторных 
фильтров СВЧ проводится таким же образом, что и полосовых.

Прототипом режекторного фильтра СВЧ является режекторный 
лестничный фильтр с сосредоточенными реактивными элементами, 
который имеет в параллельных ветвях последовательные LC-кон­
туры, в последовательных ветвях — параллельные LC-контуры, на­
строенные на одну и ту же резонансную частоту f0 (рис. 23.20). 
Нормированная входная проводимость фильтра вновь выражается 
цепной дробью (23.26). Как и в предыдущем случае, требуемый 
вид частотной характеристики обеспечивается специальным подбо­
ром значений нагруженных добротностей контуров Qb Q2, ..., Qn.

Режекторные фильтры СВЧ проектируются с четвертьволновы­
ми связями. Две различные эквивалентные схемы такого фильтра 
приведены на рис. 23.21. Каждая из схем содержит контуры 
только одного типа, настроенные на одну и ту же резонансную
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частоту /о- Эффект чередования последовательных и параллель­
ных контуров режекторного фильтра-прототипа (см. рис. 23.20) 
достигается в обеих схемах рис. 23.21 при помощи четвертьволно-

TZA

РИС . 23.19

вых соединительных отрезков линии передачи. Как и в случае по­
лосовых фильтров, приравнивание нагруженных добротностей эк­
вивалентных контуров на каждой из схем рис. 23.21 к нагружен-
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ным добротностям соответствующих LC-контуров схемы рис. 23.20 
обеспечивает одинаковые зависимости РВх, Р и А обоих фильтров 
от частотной переменной v.
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Широко распространенная реализация волноводного режектор- 
ного фильтра по схеме рис. 23.21а показана на рис. 23.22. Присое­
диненные через поперечные щели в широкой стенке волновода объ­

емные резонаторы вблизи резонансной частоты /о имеют схему за­
мещения в виде параллельного LC-контура, включенного последо­
вательно в эквивалентную длинную линию (см. рис. 22.20).

Режекторные фильтры на полосковых линиях и коаксиальном 
волноводе удобно проектировать по эквивалентной схеме 
рис. 23.216. Например, эта схема просто реализуется при помощи 
параллельно подключенных к основной линии короткозамкнутых 
на одном конце полуволновых резонаторов (см. § 22.3). Таким об­
разом, если на рис. 23.13 длину Ло/4 короткозамкнутых отрезков 
заменить длиной Ло/2, то получим конфигурацию полоски режек- 
торного фильтра с четвертьволновыми связями. Аналогичным пу­
тем получается режекторный фильтр и в коаксиальном исполне­
нии (см. рис. 23.19).

23.6. ФИЛЬТРЫ ГАРМОНИК

Генераторы СВЧ наряду со спектром полезного сигнала (ос­
новная и боковые модуляционные частоты) создают также пара­
зитные спектры вблизи гармоник, частоты которых кратны основ­
ной частоте сигнала. Поскольку паразитные полосы пропускания 
полосовых фильтров СВЧ могут совпадать с этими паразитными 
сиектрами, то на выходе генераторов необходимо включать фильт-
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ры гармоник, которые пропускали бы полезный сигнал и подавля­
ли паразитные гармоники, исключая тем самым опасность возник­
новения вызываемых этими гармониками помех в другой аппара­
туре. Существуют фильтры гармоник отражающие, в которых 
энергия гармоник отражается обратно к генератору, и с поглоще­
нием энергии гармоник.
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Отражающие фильтры гармоник разделяются на резонансные 
и апериодические. Резонансный фильтр состоит из ряда резонанс­
ных элементов в линии передачи, которые настроены таким обра­
зом, что для волн рабочего типа они почти полностью отражают 
энергию паразитного спектра вблизи одной из гармоник и пропу­
скают энергию полезного спектра вблизи основной частоты.

В качестве резонансного элемента волноводного резонансного 
фильтра гармоник часто используют резонансный штырь, длина ко­
торого / близка к Яг/4, где Яг — длина волны на частоте /г той гар­
моники, мощность которой нужно отразить (см. § 21.7). Для увели­
чения ослабления, вносимого фильтром на частоте гармоники, вдоль 
волновода устанавливается несколько решеток из трех-четырех 
резонансных штырей, расположенных в поперечном сечении волно­
вода (рис. 23.23). Поскольку на основной частоте сигнала /о дли­
на волны Х0 в целое число раз больше Лг, то на /0 длина каждо­
го штыря оказывается значительно меньше резонансной, штырь 
характеризуется емкостной проводимостью (см. § 21.7) и модуль 
коэффициента отражения волны Н10 от одной решетки штырей 
\ р { \ получается существенно меньше единицы и равным 0,3—0,4. 
Чтобы на частоте /0 коэффициент отражения от всего фильтра был 
равным нулю (ослабление было бы равно нулю), в фильтре при­
меняют несколько решеток из штырей и для взаимной компенса­
ции отраженных от них волн специальным образом подбирают 
расстояния /i и /2 (см. рис. 23.23). Ослабление подобного фильтра 
с четырьмя решетками на частотах вблизи /г равно 35—40 дБ, а в 
пределах полосы частот сигнала равно 0,1—0,15 дБ [27].

Если нужно одновременно подавить путем отражения паразит­
ные спектры вблизи ряда гармоник, то либо каскадно включают 
несколько резонансных фильтров (что не всегда удобно и осуще­
ствимо), либо применяют апериодический фильтр гармоник. Та­
кой фильтр состоит из ряда одинаковых емкостных или индук­
тивных нерегулярных элементов, которые расположены вдоль ли­
нии передачи на равных расстояниях друг от друга. В качестве 
этих элементов в прямоугольном волноводе могут быть использо­
ваны, например, диафрагмы и поперечные решетки штырей, в ко­
аксиальном волноводе и полосковых линиях — параллельно под­
ключенные к основной линии разомкнутые или короткозамкнутые 
отрезки линии.

Расчет апериодического фильтра гармоник основывается на 
теории распространения волн в линии передачи с периодически 
расположенными одинаковыми нерегулярными элементами. Пра­
вильным выбором нерегулярностей и расстояний между ними уда­
ется добиться того, что фильтр пропускает основную частоту, а 
на частотах нескольких гармоник (например, второй, третьей и 
четвертой) создает область заграждения. Ослабление такого филь­
тра на частотах гармоник может превышать 70 дБ, а на основ­
ной частоте составляет 0,20—0,25 дБ [27].

Резонансные и апериодические фильтры гармоник имеют общий 
недостаток — отраженная фильтром энергия гармоник возвраща­
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ется в источник колебаний, что отрицательно влияет на его ре­
жим работы и нередко является недопустимым. Кроме того, при 
использовании этих фильтров энергия на частотах гармоник может 
переноситься в нагрузку волнами высших типов. Поэтому часто 
вместо отражающих фильтров применяют фильтры с поглощением 
энергии гармоник.

В широко распространенном поглощающем волноводном филь­
тре гармоник (рис. 23.24) главный прямоугольный волновод свя­
зан при помощи щелей, прорезанных во всех четырех его стен­
ках, с рядом дополнительных волноводов уменьшенного попереч­
ного сечения, каждый из которых оканчивается поглощающей 
оконечной нагрузкой (см. § 24.2). Ширина а { дополнительных вол­
новодов выбирается таким образом, чтобы в них на частотах сиг­
нала не могла распространяться даже волна основного типа Ню, 
а на частотах поглощаемой гармо­
ники она бы распространялась. Бла­
годаря этому энергия электромаг­
нитных волн на частотах, занимае­
мых сигналом, переносится по глав­
ному волноводу почти беспрепятст- 
венно, не проникая в дополнитель- 
ные волноводы и не испытывая в 
них поглощения. Рабочее затухание 
фильтра в пределах полосы частот 
сигнала может быть сделано 0,10—
0,20 дБ. Энергия гармоник, перено­
симая вдоль главного волновода 
как волной основного типа, так и 
волнами высших типов, проникает в 
дополнительные волноводы и погло­
щается в оконечных нагрузках.
Фильтр на рис. 23.24 имеет дополнительные волноводы, в которых 
может распространяться волна типа Ню частоты второй гармоники. 
При этом в волноводы, расположенные вдоль широких стенок глав­
ного волновода, интенсивно проникает и поглощается энергия вто­
рой гармоники, переносимая по главному волноводу волнами типов 
Н2о и Ню, а в волноводы, расположенные вдоль узких стенок глав­
ного волновода, — энергия второй гармоники, переносимая по глав­
ному волноводу волной Hoi-

Если двойные ряды дополнительных волноводов, расположен­
ных вдоль широких стенок главного волновода (см. рис. 23.24), за­
менить тройными рядами волноводов, то фильтр наиболее интен­
сивно будет поглощать энергию на частоте третьей гармоники. По­
этому для эффективного подавления второй и третьей гармоник 
поглощающие фильтры должны иметь и двойные, и тройные ряды 
дополнительных волноводов. Поглощающие фильтры могут обес­
печить очень большое ослабление на частотах поглощаемых гар­
моник. Их основным недостатком являются сложность конструк­
ции и большие габар.иты.
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24.1. ВОЛНОВОДНЫЕ КОНСТРУКТИВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ

К волноводным конструктивным элементам относят соединения 
двух волноводов одинакового сечения, короткозамыкающие пори> 
ни, изгибы волноводов и скручивание прямоугольного волновода.

В этом и последующих параграфах на рисунках устройств по­
казаны также их условные графические обозначения в схемах, ус­
тановленные стандартами.

Соединение волноводов одинакового сечения осуществляется 
при помощи фланцев, припаиваемых к концам волноводов и скреп­

ляемых болтами. Поскольку в сложном волноводном тракте ис­
пользуют большое число таких соединений, то необходимо прини­
мать специальные меры, чтобы они не ухудшали параметры трак­
та, т. е. не вносили потери и не создавали дополнительные отра­
жения волны рабочего типа. Применяют контактные и дроссель­
ные соединения волноводов. Осуществляемые с помощью плоских 
фланцев контактные соединения (рис. 24.1) эффективны только 
при очень точном их изготовлении, когда обеспечиваются хороший 
механический контакт по всему периметру поперечного сечения 
стыкуемых волноводов и полное совмещение поперечных сечений 
(отсутствуют взаимные сдвиги и перекос волноводов).

Прямоугольный Контактное 
волновод соединение

Контактный
фланец

РИС. 24.1
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Дроссельные (реактивные) соединения обеспечивают хороший 
электрический контакт стыка волноводов без его механического 
контакта. Например, в дроссельном соединении прямоугольных 
волноводов (рис. 24.2а) получается хороший электрический кон­
такт между точками А и В, который не зависит от качества меха­
нического контакта, осуществляемого в точке С. Рассмотрим это 
соединение. Один фланец (левый) имеет плоскую торцевую по­
верхность. Дроссельный фланец (правый) имеет кольцевую канав­
ку глубиной V Расстояние от канавки до середины широкой стен­
ки волновода равно /2. Часть торцевой поверхности дроссельного 
фланца, ограниченная снаружи канавкой, и плоский фланец обра­
зуют так называемую радиальную линию, представляющую собой 
две параллельные металлические плоскости, между которыми 
имеется зазор h. На эквивалентной схеме дроссельного соединения 
(рис. 24.26) короткозамкнутая линия с волновым сопротивлением 
ZBi отображает образованный кольцевой канавкой коаксиальный 
волновод с полем Нц, возбуждаемым при распространении в пря­
моугольном волноводе волны Я 10; линия с волновым сопротивлени­
ем ZB2 отображает радиальную линию. Между эквивалентными ли­
ниями включено сопротивление механического контакта гк. Глуби­
ну канавки U делают равной четверти длины волны типа Нц в ко-

-в— it-
Дроссельный

фланец

Z6x ZB2 z61

( (  I Q------------ ----------------j  lz I,

в )

РИС. 24.2

аксиальном волноводе на средней частоте диапазона /0 [см. ф-лы
(18.25) и (19.97)]. Расстояние /2 подбирают также равным четвер­
ти длины волны в радиальной линии на частоте /0.

Из рис. 24.2а видно, что входное сопротивление дроссельного 
соединения ZBX включено последовательно между сочленяемыми 
волноводами. На средней частоте /о входное сопротивление корот­
козамкнутого четвертьволнового отрезка линии равно бесконеч­
ности (см. рис. 24.26). При этом четвертьволновый отрезок линии 
/2 нагружен на бесконечно большое сопротивление, вследствие чего 
входное сопротивление дроссельного соединения ZBX= 0  при любом 
значении гк. Говоря иначе, в рассматриваемом случае механиче­
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ский контакт осуществляется в узле продольного тока и не вносит 
дополнительных потерь.

Дроссельные соединения характеризуются значениями Кб.в^  
^ 0 ,9 5  в полосе частот до ±10% . Если эти значения оказываются 
недопустимыми, то при работе в широкой полосе частот необхо­
димо использовать тщательно выполненные контактные соедине­
ния.

При использовании дроссельных соединений несущественны 
небольшие взаимные сдвиги и перекосы стыкуемых волноводов.

Дроссельные соединения круглого и коаксиального волноводов 
конструируются аналогичным образом. Благодаря осевой симмет­

рии этих волноводов существуют также их вращающиеся дрос­
сельные соединения, которые позволяют без нарушения электриче­
ского контакта между соединяемыми линиями вращать одну из 
них при неподвижной другой. При использовании вращающегося 
соединения рабочей является волна, обладающая осевой симмет­
рией. Эти соединения применяют, например, для передачи энергии 
из неподвижного передатчика во вращающуюся антенну.

Для примера на рис. 24.3 изображено вращающееся соедине­
ние круглых волноводов, которое имеет эквивалентную схему 
рис. 24.26. При вращении, например, правого волновода вокруг го­
ризонтальной оси качество трущегося контакта, осуществляемого 
в точке С (в узле тока), не влияет на электрический контакт 
между точками Л и б  по периметру соединяемых волноводов.

Короткозамыкающие поршни (подвижные короткозамыкатели) 
применяют для изменения длины короткозамкнутых отрезков 
линий передачи и объемных резонаторов. Чтобы короткозамыкаю­
щие поршни обеспечивали коэффициент отражения, очень близ­
кий к единице, они должны иметь малые потери. Получение ма­
лых потерь возможно лишь при хорошем электрическом контакте 
между подвижным поршнем и стенкой волновода. Ввиду трудно­
сти непосредственного обеспечения хорошего механического кон­
такта по всему периметру подвижного поршня широкое распро­
странение получили дроссельные (реактивные) короткозамыкаю­
щие поршни. Поршень рис. 24.4 действует таким же образом, что
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и приведенные выше дроссельные соединения волноводов. На его 
эквивалентной схеме (см. рис. 24.25) короткозамкнутая линия ZBl 
отображает дроссельный зазор, который образован внутренней по­
лостью поршня, линия ZB2 — дроссельный зазор между внешней 
боковой поверхностью поршня и стенками волновода. Между эк-

1У/УЛУ/У/У/У/У/У, V/
в с

/ / / / / / / / / / /

1У/У//ЛУ/ / / / / / /Y//Z
Li

£ 7777Z

РИС. 24.4

Бивалентными линиями включено сопротивление механического 
контакта гк, осуществляемого в точке С. Сопротивление ZBX экви­
валентной схемы характеризует электрический контакт между точ­
ками Л и В по периметру.

Дроссельные поршни работают удовлетворительно в полосе 
частот ±15% .

Необходимость использования дроссельных поршней отпадает, 
если продольные токи в волноводе равны нулю. Поэтому в круг­

л я ? 0

~ I 90°

лом волноводе с волной типа Hoi короткозамыкающим может 
служить бесконтактный поршень, представляющий собой диск, ко­
торый не касается стенок волновода (ср. рис. 22.15).

Изгибы волноводов служат для изменения направления оси 
волноводной системы. Применяют радиусные (рис. 24.5) и уголко­
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вые (рис. 24.6) изгибы. Изгиб прямоугольного волновода произ­
водится в одной из двух взаимно перпендикулярных плоскостей. 
Если изгиб осуществляется в плоскости поляризации волны рабо­
чего типа Н 10, проходящей через вектор Е и ось волновода, то его 
называют изгибом в плоскости Е (рис. 24.7); если изгиб осущест­
вляется в плоскости, проходящей через вектор Н волны Н 10 и ось 
волновода, то его называют изгибом в плоскости Н (рис. 24.8).

"Ҳ90°Е
90°Н

□ 1

Прямолинейный и изогнутый по радиусу волноводы отобража­
ются эквивалентными линиями с различными волновыми сопро­
тивлениями. В сечениях перехода от прямолинейного волновода к 
радиусному изгибу и обратно имеются скачки волнового сопротив­
ления эквивалентных линий, которые согласно (21.8) обусловлива­
ют местные коэффициенты отражения, равные по величине и про- 
ти вони* южные по знаку. Для компенсации этих коэффициентов от­
ражения изгиб должен иметь среднюю длину L, равную целому 
числу полуволн в изогнутом волноводе. При увеличении радиуса 
коэффициенты отражения от концов изгиба уменьшаются. Поэто- 
Aiy для обеспечения достаточно широкополосной работы радиус­
ного изгиба на угол 0 =  90° обычно выбирают длину L не меньше 
удвоенной длины волны в волноводе.

Изображенный на рис. 24.6 уголковый изгиб прямоугольного 
волновода на угол 90° (в плоскости Е или Н) представляет собой 
комбинацию двух поворотов на 45°, разнесенных на такое рассто­
яние L, при котором происходит компенсация коэффициентов от­
ражения от них. Величина L близка к четверти длины волны в 
волноводе.

Скручивание прямоугольного волновода применяется для по­
ворота з пространстве плоскости поляризации волны Н 10 (рис. 
24.9). Анализ этого устройства проводится так же, как и радиус­
ного изгиба. Для компенсации коэффициентов отражения от кон- 
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цов скрученного волновода его длина L должна быть равна цело­
му числу полуволн в нем. Для обеспечения достаточно широкопо­
лосной работы длина скрученного волновода при повороте на 
угол 90° должна быть не меньше 2Л0.

24.2. ПОГЛОЩАЮЩИЕ ОКОНЕЧНЫЕ НАГРУЗКИ

Поглощающие оконечные нагрузки являются одноплечными уз­
лами, применяемыми для полного поглощения всей мощности, пе­
реносимой рабочей волной по линии. Это поглощение осуществля­
ется путем преобразования мощности электромагнитной волны в

Поглоицанлцая 
пластина

РИС. 24 ЛО

мощность тепловых потерь в веществе. Используемые на практике 
хорошие поглощающие нагрузки характеризуются значениями 
/Сб.в=== 0,95—7—0,98 в полосе частот свыше 30% от средней частоты; 
очень хорошие нагрузки имеют коэффициент бегущей волны около 
0,99 в той же полосе.

Оконечная волноводная нагрузка, предназначенная для погло­
щения низкого уровня мощности (средняя мощность — менее 
1 Вт), обычно представляет собой короткозамкнутый отрезок вол­
новода, в который вдоль его оси введены диэлектрические пласти­
ны, покрытые слоем поглощающего вещества (графит, окись оло­
ва и др.) и расположенные параллельно вектору Е поглощаемой 
волны. При этом вектор Е обусловливает в поглощающем вещест- 
зе токи проводимости, наличие которых приводит к превращению 
электромагнитной мощности в тепло (ср. § 4.1). Для получения 
наибольшего значения коэффициента бегущей волны в широкой 
полосе частот пластинам на входе придают клиновидную форму, 
которая подбирается экспериментальным путем. В качестве при­
мера на рис. 24.10 изображена поглощающая оконечная нагрузка 
для прямоугольного волновода с волной Н 10.

В оконечных нагрузках, предназначенных для поглощения и 
рассеяния высокого уровня мощности, поглотитель (твердое веще­
ство или вода) занимает значительную часть объема волновода; 
при этом принимаются меры для улучшения отвода тепла.
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Д в у х п л е ч н ы е  у з л ы

24.3. АТТЕНЮАТОРЫ

Аттенюатор (ослабитель) является двухплечным узлом, пред­
назначенным для уменьшения проходящей через него мощности 
волны рабочего типа. Различают поглощающие и предельные ат­
тенюаторы, постоянные и переменные. Переменным аттенюатором 
можно изменять величину ослабления мощности.

Поглощающие аттенюаторы действуют по тому же принципу, 
что и поглощающие нагрузки. Для примера на рис. 24.11 изобра­

жена одна из разновидностей пе­
ременного поглощающего атте­
нюатора для одноволнового пря­
моугольного волновода. Чем бли­
же расположен поглощающий 
слой к середине сечения волново­
да, тем больше вектор Е рабочей 
волны Ню, параллельный поверх­
ности этого слоя, и, следователь­
но, тем больше токи проводимо­
сти в слое и поглощение мощно- 

Согласующии сти. Путем перемещения пласти-
клин ны перпендикулярно оси волново-

РИС. 24.11 да можно изменять величину по­
глощаемой мощности.

Предельные аттенюаторы выполняются обычно в виде отрезка 
круглого волновода с изменяющейся длиной I, в котором на рабо­
чих длинах волн могут существовать только затухающие местные 
поля (A,>AKpv ) и вход и выход которого соединены одинаковыми 
элементами связи с коаксиальными волноводами (рис. 24.12).
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Если возбуждаемое на входе отрезка волновода местное поле ра­
бочего типа имеет амплитуду А т, то на его выходе это же поле 
имеет амплитуду Лт е“̂  1 (см. § 18.2). Мощность, извлекаемая 
выходным элементом связи, пропорциональна квадрату амплиту­
ды поля на выходе отрезка волновода А т2е _2ctv 1 . При этом ослаб- 
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ление аттенюатора (21.113) является линейной функцией длины I 
и коэффициента затухания a v • Изменением I можно регулировать 
величину ослабления Ь.

В качестве рабочего используют либо основной тип поля Н и, 
для которого элементом связи служит петля (см. рис. 24.12), либо 
первый высший тип Е0ь для которого элементом связи является 
совмещенный с осью волновода зонд. Поскольку коэффициент за­
тухания a v = V x > l —k2=  K (2 jtA Kp v ) 2— (2яД )2 увеличивается с 
уменьшением XKpv, то в случае рабочего поля типа Нц или Eoi 
возникающие вблизи элемента связи другие местные поля затуха­
ют значительно быстрее и не вносят существенных погрешностей в 
работу аттенюатора.

Если Х'Жкяч I то для рабочего типа поля a v ~ 2 л Д Крг и ат­
тенюатор в широкой полосе частот практически не изменяет своих 
параметров. Абсолютная градуировка, широкополосность, прямая 
пропорциональность между ослаблением и длиной I и возможность 
обеспечивать очень большое ослабление являются достоинствами 
предельного аттенюатора.

Мощность, не прошедшая в нагрузку, отражается в предель­
ном аттенюаторе обратно к генератору. Чем больше ослабление 
аттенюатора, тем больше уровень отраженной мощности. Поэто­
му для нормальной работы генератора необходимо улучшить со­
гласование с ним аттенюатора, которое достигается введением на 
концах коаксиальных линий поглощающих шайб. Наличие этих 
шайб создает большое начальное (минимальное) ослабление ат­
тенюатора, что является его недостатком.

24.4. ФАЗОВРАЩ АТЕЛИ

Фазовращателем называют двухплечный узел, при прохожде­
нии через который волна рабочего типа приобретает определен­
ный сдвиг по фазе. Различают нерегулируемые и регулируемые 
фазовращатели. Регулируемые фазовращатели позволяют изме­
нять сдвиг по фазе между волнами на его выходе и входе. На рис.

У?

РИС. 24.13
И- 9

а) О

24.13 приведены условные графические обозначения нерегулиру­
емого (а) и регулируемого (б) фазовращателей.

Широко распространенный фазовращатель представляет собой 
участок волновода с продольной диэлектрической пластиной, ко­
торая расположена параллельно вектору Е волны рабочего типа и 
делает фазовую скорость этой волны меньше, чем'в волноводе без
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пластины. Пластина наиболее сильно уменьшает фазовую ско­
рость, и следовательно, увеличивает коэффициент фазы (3 при ее 
размещении в той области волновода, где параллельный пластине 
вектор Е принимает наибольшие значения. Проходя участок вол­
новода с диэлектрической пластиной, волна рабочего типа приоб­
ретает дополнительный фазовый сдвиг по сравнению с прохожде­
нием участка такой же длины, но без пластины. Величину этого 
сдвига можно регулировать путем перемещения пластины перпен­
дикулярно оси волновода. Для уменьшения коэффициента отраже­
ния от пластины ее концам придают клиновидную форму.

Регулируемый фазовращатель для прямоугольного волновода 
с волной Н 10 имеет такой же вид, что и соответствующий аттеню­
атор (см. рис. 24.11), только на пластине отсутствует слой погло­
щающего вещества.

24.5. ФИЛЬТРЫ ДЛЯ ПОДАВЛЕНИЯ ТИПОВ ВОЛН

Эти фильтры предназначены для пропускания по многоволно­
вому волноводу волны рабочего типа и подавления волн других ти­
пов. По принципу действия различают излучающие, поглощающие 
и отражающие фильтры для подавления типов волн.

В излучающем фильтре используют систему щелей, прорезан­
ных в стенках волновода таким образом, чтобы энергия волны ра­
бочего типа не излучалась из них, а энергия подавляемых типов

излучалась. Например, излуча- 
Металлические Диэлектрические ющим является фильтр кольце­

вого типа в многоволновом 
круглом волноводе, широко 
применяемый для пропускания 
рабочей волны Hoi и ослабле­
ния попутного потока (ср. 
§ 19.17). Такой фильтр пред­
ставляет собой набор чередую­
щихся металлических и диэлек­
трических колец, имеющих об­
щую ось (рис. 24.14). Узкие 
кольцевые щели между метал­
лическими кольцами практиче­
ски не влияют на условия рас­
пространения симметричных, 
волн Ноп, имеющих на стенках 
только кольцевой ток (19.85). 
Волны всех остальных типов 
имеют продольную составляю* 

щую плотности тока, которую перерезают кольцевые щели. Энергия 
этих волн интенсивно излучается из волновода через щели.

Поглощающие фильтры представляют собой покрытые слоем 
поглощающего вещества тонкие диэлектрические пластины, кото- 
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рые расположены в волноводе ортогонально векторным линиям Е 
волны рабочего типа. При этом рабочая волна не создает в по­
глощающем веществе токов проводимости и не ослабляется филь­
тром. Волны других типов, линии Е которых не перпендикулярны 
поверхности пластин, поглощаются. Например, фильтр, который со­
стоит из радиальных пластин в круглом волноводе (рис. 24.15)

РИС. 24.15 РИС. 24.17

пропускает волну Н0ь имеющую единственную отличную от нуля 
компоненту и поглощает все волны класса Е и типов 
Hmn ( т > 0). При этом наиболее интенсивно поглощаются волны 
Еоп, линии Е которых параллельны поверхности пластин.

Иногда требуется применение отражающих фильтров для по­
давления нежелательных типов волн. Такой фильтр представляет

■на]-

РИС. 24.18

а) В)

РИС. 24.19

собой решетку из тонких проводников, ориентированных ортого­
нально линиям Е волны рабочего типа, вследствие чего эта волна 
не возбуждает в проводниках токов и проходит сквозь решетку 
почти без отражения. С другой стороны, волны подавляемых ти­
пов, имеющие составляющую Е, направленную вдоль проводнико-в, 
возбуждают в них токи и отражаются решеткой. Наиболее интен­
сивно возбуждение токов и, следовательно, отражение от решетки
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происходят в том случае, когда вектор Е подавляемой волны ори­
ентирован параллельно проводникам. Например, решетка из ради­
альных проводников в круглом волноводе (рис. 24.16) пропуска­
ет волну Н01 и наиболее интенсивно отражает волну £ 01; решетка 
из кольцевых проводников (рис. 24.17), наоборот, пропускает вол­
ну Eoi и сильно отражает волну Н0ь На рис. 24.18 изображен от­
ражающий фильтр, который пропускает в квадратном волноводе 
волну Н 10 и отражает волну H0i.

24.6. ПОЛЯРИЗАТОРЫ

Поляризаторами называют устройства для поворота плоскости 
поляризации линейно поляризованной волны Нц в круглом волно­
воде или для преобразования линейно поляризованной волны Н п 
в волну с круговой поляризацией.

На рис. 24.19 изображено устройство для поворота плоскости 
поляризации волны Н п на указанный на условном обозначении 
угол, состоящее из участка круглого волновода с продольной ди­
электрической пластиной. Пусть на входе поляризатора плоскость 
поляризации волны Нц образует с нормалью к поверхности пла­
стины угол if) (рис. 24.19а). Разложим это волну на две синфаз­
ные линейно поляризованные волны Н 1Ь одна из которых поляри­
зована перпендикулярно поверхности пластины, а другая — парал­
лельно ей (ср. § 12.1). Волна, у которой вектор Е перпендикуля­
рен диэлектрической пластине, проходит вдоль нее почти с такой 
ж е фазовой скоростью, что и в волноводе без пластины. Волна, у 
которой вектор Е параллелен пластине, обладает уменьшенной фа­
зовой скоростью и увеличенным коэффициентом фазы р =  ,вог Если 
длина пластины / подобрана таким образом, что на выходе поля­
ризатора эти волны приобретают сдвиг по фазе (Р2 — РО / =  я, то их 
сумма вновь образует линейно поляризованную волну Нц с плос­
костью поляризации, повернутой на угол 2г|э относительно плоско­
сти поляризации волны на входе (рис. 24.19о). Обеспечив возмож  
ность поворота пластины вокруг оси волновода в пределах от 0 до 
90°, можно поворачивать плоскость поляризации распространяю­
щейся в волноводе волны Н п в пределах от 0 до 180°.

Чтобы участок круглого волновода с диэлектрической пласти­
ной преобразовывал линейно поляризованную волну Н п в волну с 
круговой поляризацией, нужно обеспечить на его выходе равенство 
амплитуд волн, поляризованных параллельно и перпендикулярно 
пластине, и сдвиг по фазе между ними на я/2 (ср. § 12.2). Для  
получения равных амплитуд плоскость поляризации волны Н п на 
входе должна образовывать с нормалью к пластине угол 45° 
(рис. 24.20); сдвиг фаз на выходе (р2— Pi) I =  я/2 достигается пу­
тем подбора длины пластины /. Очевидно, что это устройство пре­
образует также волну Нц с круговой поляризацией в линейно по­
ляризованную волну, у которой плоскость поляризации образует с 
нормалью к пластине угол 45°.
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24.7. ПЕРЕХОДЫ С ОДНОГО ВОЛНОВОДА НА ДРУГОЙ

Рассмотрим кратко устройство переходов с одного типа вол­
новода на другой. Переходы с коаксиального волновода на прямо­
угольный или круглый (коаксиально-волноводные переходы) схе­
матически изображены на рис. 19.20. Разработаны специальные
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способы согласования этих переходов в довольно широкой полосе* 
частот и увеличения пропускаемой через них мощности. Для при­
мера на рис. 24.21 показано условное графическое обозначение 
перехода с коаксиального волновода на прямоугольный.

Плавные переходы с прямоугольного одноволнового волновода 
на круглый волновод с волной Нц (рис. 24.22) или H0i (рис. 24 .23 }

РИС. 24.23

осуществляются постепенной деформацией прямоугольного попе­
речного сечения в круглое, при которой распределение поля волны 
Ню плавно (на участке в несколько длин волн) трансформируется 
в распределение поля волны типа Нц  круглого волновода.
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Устройства на рис. 24.22, 24.23 служат также и обратными пе­
реходами с круглого волновода с волной соответственно Нц или 
H 0i на прямоугольный волновод с волной Н 10.

Т р е х п л е ч н ы е  у з л ы

24.8. Т-ОБРАЗНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ВОЛНОВОДОВ

Широко распространенными трехплечными узлами являются 
соединения под прямым углом двух одноволновых прямоугольных 
волноводов, называемые Т-образными соединениями (волноводны­
ми тройниками). Подобно изгибам прямоугольного волновода (см. 
§ 24.1) различают Т-образное соединение волноводов в плоскости

я )

РИС. 24.24

Е рабочей волны Ню, или Е-тройник (рис. 24.24а), и Т-образное 
соединение волноводов в плоскости Н  волны Ню, или Н-тройник 
(рис. 24.25а).

На рис. 24.246 приведена примерная структура поля в Е-трой- 
нике при поступлении волны в плечо 2  и наличии согласованных 
нагрузок в плечах / и 3. В плечах 1 и 3, расположенных симмет­
рично относительно плеча 2, в противоположные стороны бегут 
волны Н 10, У  которых на одинаковых расстояниях от разветвления 
векторы Ех равны по величине и противофазны, а векторы Н ± 
равны по величине и синфазны (продольные составляющие векто­
ра Пойнтинга этих волн направлены в противоположные сторо­
ны). Поскольку условное напряжение U пропорционально величи­
не вектора Е \ волны Н 10, а условный ток /  — величине вектора 
Н  ̂ (см. § 21.3), то в эквивалентных плечам 1 и 3 длинных линиях 
на одинаковых расстояниях от разветвления напряжения Ux и £/3 
равны по величине и противофазны, а токи 1 Х и / 3 равны и синфаз­
ны. Упрощенной схемой замещения Е-тройника является последо­
вательное соединение длинных линий (рис. 24.26а), которое как 
раз и обеспечивает нужное распределение напряжений и токов в 
эквивалентных линиях.

На рис. 24.256 изображена примерная структура поля в Н-трой- 
нике при нахождении источника энергии в плече 2  и согласован­
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ных нагрузок в плечах 1 и 3. В плечах 1 и 3, расположенных сим­
метрично относительно плеча 2 , в противоположные стороны бегут 
волны Ню, у которых на одинаковых расстояниях от разветвления 
векторы Ej. равны и синфазны, а векторы Н± противофазны. Прк
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РИС. 24.25

этом в эквивалентных плечам 1 и 3 длинных линиях на одинаковых 
расстояниях от разветвления напряжения Ux и V3 равны и синфаз­
ны, а токи 1\ и / 3 равны и противофазны. Упрощенной схемой за-

а )

РИС. 24.26

мещения Н-тройника является параллельное  соединение длинных 
линий (рис. 24.266), обеспечивающее нужное распределение на­
пряжений и токов в эквивалентных линиях.

Если плечо 2  Н-тройника перегородить короткозамыкателем в 
сечении, которое совпадает с плоскостью узкой стенки волновода, 
образованного плечами 1 и 3 (см. рис. 24.25а), то плечо 2 переста­
ет влиять на распространение волн Н 10 в этом волноводе. Чтобы 
отразить это на эквивалентной схеме, отмеченному выше сеченик> 
в плече 2 соответствуют на рис. 24.266 точки аа , удаленные на 
всех частотах от точек 66 на расстояние А/4. Действительно, при 
коротком замыкании точек аа четвертьволновый отрезок длинной 
линии имеет согласно (21.24) бесконечно большое сопротивление в 
точках 66 и не шунтирует длинной линии, эквивалентной плечам
1 и 5.
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Изображенные на рис. 24.26 эквивалентные схемы Т-образных 
соединений волноводов являются упрощенными, так как они не 
учитывают существование в области разветвления затухающих 
местных полей высших типов. Известны уточненные эквивалент­
ные схемы, которые определены электродинамическими методами. 
Однако при решении многих практических задач оказывается до­
статочным использование упрощенных эквивалентных схем.

24.9. ПОЛЯРИЗАЦИОННЫЙ ФИЛЬТР

Поляризационным фильтром называют трехплечный узел для 
разделения двух бегущих волн, отличающихся одна от другой по­
воротом плоскости поляризации на 90°. Поляризационные фильт­
ры чаще всего используют в волноводных трактах тех систем, в 
которых передатчик и приемник работают на одну антенну, при­
чем излучаемые и принимаемые ею волны имеют взаимно перпен­
дикулярные плоскости поляризации.

На рис. 24.27 схематически изображен поляризационный 
фильтр, состоящий из Т-образного соединения квадратных волно­
водов и двух отражающих фильтров, которые аналогичны пока-

2

РИС. 24.27 РИС. 24.28

занному на рис. 24.18. От передатчика волна основного типа с в е р ­
тикальным вектором Е поступает в плечо 1У пропускается фильт­
ром 4 и полностью отражается фильтром 5. Для этой волны Т-об­
разное соединение волноводов представляет Е-тройник и все уст­
ройство имеет эквивалентную схему в виде последовательного 
•соединения длинных линий с замкнутым накоротко на расстоянии 
Л/2 от точек аа  плечом 2 (рис. 24.28). При этом в точках аа  
входное сопротивление плеча 2  равно нулю и волна практически 
полностью проходит из плеча 1 в плечо 3 и излучается антенной, 
подключенной к плечу 3.

Принимаемое антенной электромагнитное поле поступает в пле- 
'40 3  в виде волны основного типа с горизонтальным  вектором Е,
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которая отражается фильтром 4 и пропускается фильтром 5. Д ля  
этой волны плечи 3 и 2 и наклонная отражающая решетка 4 обра­
зуют разновидность уголкового изгиба в плоскости Н. Этот изгиб 
можно спроектировать таким образом, чтобы из плеча 3 волна 
практически полностью проходила в плечо 2, к которому подклю­
чен приемник.

М о с т ы  и  н а п р а в л е н н ы е  о т в е т в и т е л и

24.10. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ПАРАМЕТРЫ

Мосты и направленные ответвители представляют собой реак­
тивные взаимные четырехплечные узлы. Если волна от источника 
поступает в одно (любое) из плеч, а в остальных трех плечах 
включены согласованные нагрузки, то в идеальном случае мощ­
ность этой падающей волны без отражения от узла делится только 
между двумя плечами, а третье плечо оказывается развязанным 
от входного — волна в него через узел не передается.

Пусть, например, волн’а поступает в плечо 1, а развязанным яв­
ляется плечо 3 , т. е. S 31 =  0, S 2\ ф 0 и 5 41=т̂ 0. У взаимного узла 
коэффициенты передачи в противоположных направлениях одина­
ковы, вследствие чего при поступлении волны в плечо 3 развязан­
ным оказывается плечо У, т. е. 5 13 =  О, S 23¥=0 и S4i=^=0. Поскольку 
* S i2= v S 2 i =7*̂ =0 и 5 з 2 = 5 2з:т^0, т о  при поступлении волны в плечо 2  
развязанным оказывается плечо 4 и наоборот. Таким образом, у 
мостов и направленных ответвителей плечи попарно развязаны.

Если поступающая во входное плечо мощность делится поров­
ну между двумя другими плечами, то узел называют мостом. При 
существенно неравном делении мощности узел с попарно развя­
занными плечами называют направленным ответвителем.

Направленный ответвитель представляет собой конструктивно 
две линии передачи, соединенные между собой определенным уст­
ройством связи. Его условное графическое обозначение в схемах 
показано на рис. 24.29. Наряду с входным плечом, в которое по­
ступает мощность от источника, и развязанным плечом, в которое 
мощность не передается, будем различать плечо прямой связи со 
входом, которое расположено в одной линии со входным плечом, и 
плечо направленной связи, которое расположено в одной линии с 
развязанным плечом. Пусть, например, 1 есть входное плечо. Если 
при этом 4 является плечом направленной связи, а 3 — развязан­
ным плечом (см. рис. 24.29), то ответвитель называют сонаправ- 
ленным; если же, наоборот, 3 — плечо направленной связи, а 4 — 
развязанное плечо, то ответвитель называют противонаправлен­
ным.

Переходным затуханием  направленного ответвителя С называ­
ют выраженное в децибелах отношение мощности, поступающей

379'



во входное плечо (например, У), к мощности, ответвляемой в пле­
чо направленной связи (например, 4) \

с =  I01g -^H ± - =  lO lg i^ i l  = 201g— . (24.1) 
^ 4 с р - I 6 j *  IS41I

Если P 4cp— P icp4- и переходное затухание принимает большие 
значения, то имеем направленный ответвитель со слабой связью; 
если P 4Cp-=P icp+ и С =  0, то имеем направленный ответвитель с 
с полной связью. При Р  4ср— — 0,5Р icp-f 
(мощность делится поровну между 

.двумя выходными плечами) и С =
=  3 дБ четырехплечный узел явля­
ется мостом.

В реальном направленном ответ­
вителе в развязанное плечо поступа­
ет некоторая мощность. Количест­
венно это явление характеризует 
направленность D, равная выражен-

Х годЪ 2

40 дБ

---------------4

РИС. 24.29

лому в децибелах отношению мощности в плече направленной связи 
(например, 4) к мощности в развязанном плече (например, 3 ):

D =  1 0 lg Р4ср-  =  1 0 1 g i ^ -  =  201g— . (24.2)
^зср- 1*3 I* ЕпГ

У идеально направленного ответвителя Рзср- =  0 и направленность 
равна бесконечности. (На рис. 24.29 верхнее число означает пере­
ходное затухание, ниж нее— 'направленность.)

Широко 'расгтростр а.неыными мостами являются двойной трой­
ник, кольцевой, квадратный и щелевой мосты, которые будут рас­
смотрены ниже.

24.11 ДВОЙНОЙ ВОЛНОВОДНЫЙ ТРОЙНИК

Двойной волноводный тройник (двойное Т-образное соедине­
ние волноводов) представляет собой соединение в одном узле Е- 
и Н-тройников, плоскости симметрии которых совмещены (рис. 
.24.30). Входящее в Е-тройник плечо, ось которого лежит в плос­
кости симметрии, называют плечом Е  двойного тройника (плечо 
2 ), а входящее в Н-тройник плечо, ось которого лежит в плос-
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кости симметрии, называют плечом Н  (плечо 4 ) .  Оставшихся 
два плеча называют боковыми (плечи 1 .и 3).

Плеч,и Е  и И  двойного тройника всегда развязаны между со­
бой. Действительно, при падении на узел волны Ню из плеча Е  
электрическое поле в плечах 1 и 3 на равных расстояниях от 
плоскости симметрии противофазно (ср. рис. 24.246), вследствие 
чего в плече Н  возбуждаются поля высших типов класса Н (на­
пример, Н2о). При падении волны Ню « з  плеча Н  электрическое 
поле в плечах I и 3 синфазно (ср. рис. 24.256) и направлено па­
раллельно оси плеча Е. При этом в плече Е  возбуждаются поля 
высших типов класса Е (например, Е ц ). Поскольку в каждом из 
плеч узла может распространяться волна только основного типа 
Ню, то высшие типы представляют собой затухающие местные 
поля и энергии не переносят.

При падении волны из плеча Е  или Н  благодаря геометриче­
ской симметрии двойного тройника в боковые плечи 1 к 3 с согла­
сованными нагрузками проходят одинаковые мощности. При этом 
в случае отсутствия согласования двойного тройника со стороны 
.входного плеча часть мощности отражается от узла в это плечо.

Согласование со стороны плеча Е можно получить введением 
в него односторонней индуктивной диафрагмы (см. рис. 24.30), 
с помощью которой удается компенсировать отраженную от узла 
в это плечо волну. Согласование со стороны плеча Н  можно по­
лучить введением реактивного штыря. Покажем, что если двойной 
тройник согласован и со стороны плеч Н  и £ , то, во-первых, он 
согласован и со стороны боковых плеч, во-вторых, мощность, по­
ступающая из источника в одно из боковых плеч, делится поровну 
между плечами Я  и £  и, в-третьих, боковые плечи взаимно раз­
вязаны. Другими словами, в этом случае двойной тройник обла­
д ает всеми свойствами моста.

Из согласованного плеча Н  в боковое плечо (например, 1) 
проходит половина мощности. Согласно теореме взаимности и в 
обрат)но.м направлении — из «бокового плеча в плечо Н  — прохо­
дит половина мощности. Такое же утверждение справедливо от­
носительно прохождения мощности из согласованного плеча Е  в 
боковое плечо и обратно. Таким образом, действительно, мощ­
ность из бокового плеча не отражается обратно в него, делится 
поровну между плечами Я и £  и не проходит в другое боковое 
плечо.

Эти результаты могут быть получены (и при рассмотрении мат­
рицы рассеяния двойного тройника. Благодаря геометрической 
симметрии этого узла имеем: S 33= S n , S 32 = —S 12 (из плеча Е  
электрические поля в плечи 1 и 3 расходятся в противофазе), 
•S34 =  5i4 (из плеча Н  электрические поля в плечи У и 3 расходят­
ся в фазе). Приняв во внимание также развязку между плечами 
И  и Е  (S24= S 42= 0 ) ,  согласование узла со стороны этих плеч 
(S 22 =  5 44= 0 )  и условия взаимности узла (21.102), получим мат­

рицу рассеяния двойного тройника (восьмиполюсника) в следую­
щем виде:
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S 21 S 22 *̂ 23 •̂ 24 S 12 0 S 12 0

S 31 S 32 *̂ 33 S 34 S 13 S 12 S u S 14

U t S 42 S 43 U 4 0 0  _
Поскольку двойной тройник потерь «е имеет, то его матрица 

рассеяния является унитарной и, следовательно, сумма квадра­
тов модулей всех элементов любого столбца (равна единице (см. 
§  2 1 .8 ) :

IS.il*+ | S 1, |* + |S 13|,  +  |SU|* = 1 ,
2 |S ltl* =  l ,  2 |S14|2 =  1.

Из этих соотношений следует, что |5 i2 | =  |5 i4| =  l / ] / r2H |S n |2 +  
+  |5 i3 |2 =  0. Из последнего равенства вытекает, что | 5 ц | = 0  и 
| 5 13|= 0 .

Таким образом, двойной тройник согласован и со стороны бо­
ковых плеч (5n  =  S 33 =  0), поступающая в боковое плечо мощ­
ность поровну делится между Н  и Е  плечами ( |S 2i| =  l^ 4i | =  
=  1/ У"2) и боковые плечи взаимно развязаны (5 i3 =  S 31 =  0).

Граничные сечения в плечах узла можно выбрать таким обра­
зом, чтобы аргументы элементов матрицы S \ 2= 6 \ /d2 и *Si4 =  б i/a4 
обратились в нуль (точнее, были бы кратны 2тс). При этом усло­
вии 5 i 2 = |5 i 2|, 5 i 4 = |S i 4| и  матрица рассеяния двойного тройни­
ка принимает вид (на частоте / 0 полного согласования узла со 
стороны плеч Н  и Е)

(24.3)

" 0 1 0 r
1 1 0 —  1 0

V 2 0 —  1 0 1
1 0 1 0

Двойной тройник имеет сравнительно широкий диапазон ра­
бочих частот, определяемый полосой, в пределах которой сохра­
няется хорошее согласование узла со стороны плеч Н  и Е, и при 
/Сс.в<1,1 достигающий (10— 15) % от средней частоты /о-

24.12. КОЛЬЦЕВОЙ МОСТ

Кольцевой мост состоит из замкнутой на себя линии переда­
чи длиной 1,5Ло, к которой через три интервала в— Л0 и один ин-

4

тервал в —  Лв присоединены четыре плеча. Если кольцевой мост 
4

выполнен из полосковых линий (топология его полоски изобра­
жена на рис. 24.31а) или коаксиальных волноводов (рис. 24.316), 
то на эквивалентной схеме моста плечи соединены параллельно 
с  замкнутой на себя длинной линией (рис. 24.32). Если мост вы-
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полнен из прямоугольного волновода, который свернут в кольцо 
в плоскости Е  волны Ню, и присоединения к нему плечей обра­
зуют три Е-тройника (см. рис. 24.31 в), то согласно § 24.8 его эк-

Оа )

РИС. 24.31

Бивалентная схема содержит последовательные соединения длин­
ных линий (рис. 24.33). В настоящее время наибольшее распро­
странение имеет кольцевой мост из полосковых линий.

Рассмотрим мост с параллельным соединением длинных ли­
ний (см. рис. 24.32). Пусть волна частоты f0, которой соответ-

/— 3 3
v2Zg ЦЛд ЦЛ0

ствует длина волны Ло, от источника поступает в плечо У, а в 
остальных плечах включены согласованные с ними напрузки. Из 
плеча 1 по кольцу распространяются две волны. Поскольку в точ­
ках аа  обе волны имеют одинаковые <и синфазные напряжения 
(напряженности электрического поля Е ± ), а длины их путей до 
точек вв  подключения плеча 3 отличаются на Ло/2, то в точках вв  
обе волны оказываются в противофазе и здесь существует узел 
(нуль) напряжения. При этом волна в плечо 3 >не проходит, т. е. 
плечи 1 и 3 являются развязанными (S 3i =  S i3 =  0).

Точки вв  с узлом напряжения можно замкнуть накоротко, не 
нарушив режима работы устройства с входным плечом 1 . Обра-

РИС. 24.32 РИС. 24.33
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зовавшиеся при этом два короткозамкнутых отрезка дли н ой

— Л0 и Ло/4 имеют бесконечно большие входные сопротивления в 
4

точках бб  .и гг ;и могут вообще быть исключены из схемы. Следо­
вательно, в рассматриваемом случае четвертьволновые отрезки 
аб  и аг  кольцевой линии с волновым сопротивлением ZB.K оказы^ 
ваются нагруженными на сопротивления, равные волновому со­
противлению плеча ZB, .имеют в точках аа  входные сопротивления 
Z = Z 2B.K/ZB и  подключены в этих точках параллельно. Чтобы в. 
точках аа  нагрузить плечо 1 на сопротивление ZB и тем самым 
согласовать узел со стороны этого плеча, нужно выполнить усло­
вие Z 2b.k/2Zb= Z b. Таким образом, при ZB.K =  J/"2ZB отсутствует от­
ражение от плеча 1 (5ц  =  0) и вся поступающая в него мощность 
делится поровну между плечами 2 и 4 ( |S 2i| =  | 5 4 i I =  1 /1 /2 ) . По- 
скольку, проходя пути / а б  =  / а г = /  =  Ло/4, волны приобретают сдви­

ги по фазе р/ =  я /2 , то 5 21 =  5 41 =  —~  e- i ^ = -----
У 2 У 2

Таким же путем легко показать, что при поступлении волны 
частоты f0 в плечо 2 развязанным оказывается плечо 4 (5 42 =  0) 
и мощность поровну делится между плечами 1 и 3 , причем S \2 =  
=  — i/V~2, 5 32 =  i / ] / 2 . Согласование (5 22 =  0) вновь имеет место 
при ZB.K= ] / 2 Z b.

Из соображений -симметрии очевидны следующие равенства: 
5 44 =  5ц , 5 33 =  S 22, S 34 =  5 2i, 5г4 =  5 з1 . Приняв во внимание условия 
взаимности узла (2 1 . 1 0 2 ) и приведенные выше соотношения, полу­
чим матрицу рассеяния кольцевого моста (на частоте /о)

15] =

" S u ‘-*12 S » . s « “ " 0 1 0 r

*S21 <$22 •$23 S u
i 1 0 —  1 0

S 31 S 32 S 33 S 34 V 2 0 —  1 0 1

Л г S 42 S 43 S 44- 1 0 1 0

(24.4)

Сравнение (24.4) с (24.3) показывает, что свойства двойного 
тройника и кольцевого моста одинаковы (на средней частоте /0)- 

Аналогичным способом можно рассмотреть кольцевой мост с 
последовательным соединением длинных линий (см. рис. 24.31 в и 
24.33). Как (И в предыдущем случае, плечи 1— 3 «и 2— 4 попарно 
развязаны. Другими словами, при поступлении мощности в одно 
из плеч она делится поровну между двумя плечами, примыкаю­
щими с обеих сторон ко входному. При последовательном соеди­
нении линий условие согласования моста имеет вид ZB-K =  ZB/ К  2- 

С отходом от средней частоты / 0 (Л=т^Ло) быстро нарушаются 
согласование моста со стороны входного плеча, одинаковое рас­
пределение мощностей между выходными плечами и изоляция 
развязанного плеча. Основными недостатками кольцевого моста 
являются сравнительно узкая полоса рабочих частот (около 5 % 
от f0) и -большие габариты.
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24.13. КВАДРАТНЫЙ МОСТ

Квадратный мост представляет собой «квадрат» .из четырех 
четвертьволновых отрезков линий передачи, к которому в точках 
соединения этих отрезков подключены четыре плеча. Если квад­
ратный мост выполнен из коаксиальных волноводов или полос­
ковых линий, то -его эквивалентная схема содержит параллельные 
соединения длинных линий (рис. 24.34). Если же мост выполнен

Ло
4

а 6
ZS/V2 Zb г

г
h

а

h
в

в

3 Zg Z)/Vz Zg 4
г в

РИС. 24.34 РИС. 24.35

при помощи Т-образных соединений прямоугольных волноводов в 
f -плоскости, то эквивалентная схема состоит из последователь­
ных -соединений длинных линий (рис. 24.35).

Рассмотрим мост с параллельным соединением длинных ли­
ний (см. рис. 24.34). Можно таким образом подобрать волновые 
сопротивления отрезков длиной Ло/4, образующих «квадрат», что­
бы при поступлении в плечо 1  волны частоты f 0 (которой соот­
ветствует длина волны Ло) и включении в остальные плечи согла­
сованных нагрузок, во-первых, плечо 3 оказалось развязанным, 
во-вторых, отсутствовала отраженная волна в плече 1 и, в-треть­
их, поступающая мощность поровну делилась между плечами 2  
и 4.

Если плечи 1 и 3 действительно развязаны, то при поступле­
нии волны в плечо 1 в точках г г  существует узел напряжения 
и их можно замкнуть накоротко, не нарушив режима работы 
устройства. Исключив два короткозамкнутых четвертьволновых 
отрезка аг  и вг  (ср. § 24.12) и отобразив плечи 2 и 4 подключе­
нием их волновых сопротивлений ZB к точкам 66 и в в , получим 
схему рис. 24.36. Чтобы участок схемы б в  имел в точках 66 вход­
ное сопротивление ZBX =  ZB и, следовательно, мощности поровну 
распределялись между плечами 2 и 4, волновое сопротивление 
отрезка линии бв  должно быть равно Z B. Поскольку общее со­
противление в точках 66 равно ZB/2, то, чтобы получить в точках 
аа  входное сопротивление ZB и тем самым согласовать узел со 
стороны плеча У, нужно выбрать волновое сопротивление отрез­
ка аб  равным Z B/ Y 2. Если обозначить напряжение в точках аа
13—253 385



через Q\ л учесть, что поступающая из плеча 1 мощность яоров- 
ну делится между плечами 2 и 4 и что фазы воля в точках 66 и 
вв  запаздывают по отношению к фазе в точках аа  соответствен­
но на л/2 и я, получим:

I *
и  -  U l Г  ~  и  бб — ------- е

У  2 V  2
U u \] — * я _____ Lь'м  — е  —

}^2 / 2
■ f/|.

Рассмотрим теперь участок схемы, который в предположении 
возможности короткого замыкания точек гг  ранее был исключен 
(•рис. 24.37). Если подобрать волновые сопротивления отрезков 
аг  и бг  таким образом, что суммарный ток в короткозамыкателе 
окажется равным нулю, то параметры схемы будут одинаковыми 
как при наличии короткозамыкателя, так и при его отсутствии — 
в точках гг  будет существовать узел напряжения и, следователь-

Vt

A j
4

Ав
4

в

' y f z u'

РИС. 24.37

но, плечи 1 и 3 будут развязаны. Как известно, ток в коротко­
замыкателе / н четвертьволнового короткозамкнутого отрезка 
длинной линии выражается через напряжение на его входе £?вх, 
а его волновое сопротивление ZB — соотношением 1и =  i 0 BX/Z B. 
Следовательно, чтобы эти токи для четвертьволновых короткозам­
кнутых отрезков линий аг  л вг  (см. рис. 24.37) были равны по 
величине и противоположны по знаку, т. е. чтобы суммарный тик 
в короткозамыкателе был равен нулю, достаточно принять вол­
новые сопротивления этих отрезков соответственно равными ZB 
и Z Bi V 2 .

Таким сбразом, при поступлении волнц в плечо 1 имеем: 
5 ц  =  О, S 21 =  — i/V^2, 5 3i =  0 и S 4\ =  — 1 /^ 2 . Благодаря геометри­
ческой симметрии квадратного моста (см. рис. 24.34) получаем 
равенства: S u  =  S \u  S 43 =  S2i, S 42 = S 3ь S 32 =  5 4i. С помощью при­
веденных выше соотношений и условий взаимности узла (21.102) 
находим матрицу рассеяния квадратного моста (на частоте f0)

[5 ] =

' 5 „ S u S u ' ‘ 0 i 0 1 "

•$21 S 22 *$2S •$24 1 i 0 1 0

S 3 1 •S32 S 33 S 34 у т 0 1 0 i

. 5 « S 42 S 43 •$ 4 4 - _ 1 0 i 0 _

(2 4 .5 )
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Аналогично можно рассмотреть квадратный мост с последо- 
вательным соединением длинных линий. Значения волновых со­
противлений сторон «квадрата», обеспечивающие согласование 
такого моста и попарную развязку смежных плеч 1 — 3  и 2—4, 
приведены на рис. 24.35.

Подобно кольцевому мосту квадратный мост имеет узкую по­
лосу пропускания и довольно большие габариты.

24.14. ВОЛНОВОДНЫЙ ЩЕЛЕВОЙ МОСТ

Волноводный щелевой мост состоит ,из двух прямоугольных 
одноволновых волноводов, связанных между собой щелью (по 
всей высоте волновода) в общей узкой стенке (рис. 24.38). При 
определенной длине щели / и согласовании узла мощность посту­
пающей в плечо 1 волны Ню делится поровну между плечами 2

Н10

И #

РИС. 24.39

и 4, причем волна в плече 4 отстает по фазе на я/2 от волны в 
плече 2. Благодаря геометрической симметрии моста аналогичное 
деление мощности .и то же соотношение фаз в выходных плечах 
имеют место при поступлении волны в любое другое плечо.

Для рассмотрения возбуждения моста из плеча 1 применим 
следующий прием. Предположим, что в плечи 1 ;и 3 одновременно 
поступают равные по амплитуде волны Ню, которые в одном слу­
чае синфазны, а в другом — противофазны (рис. 24.39). Супер­
позиция этих двух режимов эквивалентна тому, что в плечо /  
поступает волна двойной амплитуды, а в плече 3 падающая вол­
на отсутствует.

Участок без узкой стенки образует отрезок / прямоугольного 
волновода с размером широкой стенки а' =  2а. Поскольку в этом 
широком волноводе для рабочих длин волн выполняется условие 
Х < а ' ,  то в нем могут распространяться волны двух типов: H w 
и Нго- При поступлении в плечи 1 и 3 противофазных волн в ши-
13* Ж
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роком волноводе возникает поле, структура которого соответствует 
волне Н2о- При р-аапространении по .волноводу длиной / волна Н20
приобретает отставание по фазе 0i =  —  / = —  Z К 1— (Х/а')2. По-

Л20 X
скольку на входе и на выходе щели тонкая металлическая стен­
ка между волноводами оказывается в узле электрического поля 
волны Н20, т о  граничное условие на стенке Е т= 0  автоматически 
выполняется. При этом противофазные волны проходят из плеч 1 
и 3 в плечи 2 и 4 практически без отражения.

При поступлении в плечи 1 и 3 синфазных волн в широком 
волноводе возбуждается волна Н 10, которая при своем распро-

странёнии отстает по фазе на 1 *— (~2а'~) ’

входе и -выходе щели (Металлическая степка оказывается © пучно­
сти электрического -поля волны Н 10 и граничное условие £ т =  0 на­
рушается. Вследствие этого 'преобразование синфазных волн в 
плечах 1 и 3 в волну Н 10 широкого волновода и обратное преобра­
зование волны Н 10 в две синфазные волны в плечах 2  и 4 сопро­
вождаются отражениями. Благодаря симметрии узла и синфаз- 
ности падающих волн отраженные волны в плечах 1 и 3 одина­
ковы по амплитуде и по фазе. Поместив в центре щели винт, 
можно добиться компенсации отраженных волн. Этот винт не на­
рушает согласования при поступлении противофазных волн в 
плечи 1 и 3, так как он находится в узле электрического поля 
волны Н20. Так :как шгнт расположен в -центре симметричного уст­
ройства, он обеспечивает согласование со стороны любого плеча.

Суперпозиция режимов синфазного и противофазного возбуж ­
дения плеч 1 и 3 показывает, что при согласовании моста эти 
плечи развязаны — при поступлении волны только в плечо У в пле­
че 3 отсутствует отраженная волна. При согласовании амплиту­
ды синфазных и противофазных волн Н 10 в плечах 2  и 4 одина­
ковы, т. е. I U2c I =  I О4с I =  I 0 2щ) I =  I t'4np |. Однако если в плече 1 
условные напряжения U]c и 0 \ пў были синфаэны, то в плече 2 
между U2с и О2пр существует разность фаз, 'равная Д0 =  02—01 =  
=  2я/(1/Лю — 1/Л20); если U3c и £/3пр были противофазны, то меж ­
ду О4с и £/4пр разность фаз равна я —ДО (рис. 24.40).

Из рисунка видно, что при наличии согласования напряжения 
результирующих волн U2 и в выходных плечах, вообще гово­
ря, не равны друг другу и в случае, если входным является пле­
чо /, волна в плече 4 отстает по фазе от волны в плече 2 на я/2. 
Только при Д0 =  я/2 выполняется равенство | t/г| =  1 1 , и, следо­
вательно, мощность падающей волны делится поровну между 
плечами 2 и 4. Значение Д0 =  я/2 обеспечивается на частоте 
для которой длина щели моста / =  ЛюЛ2о/4(Л2о—Лю).

Таким образом, при поступлении волны в плечо 1> обеспече­
нии условий согласования и равного деления мощности между 
плечами 2 и 4 имеем: Sn =  0, 5 2i =  i /V 2 , S3i =  0, S41 =  1 /1 /2 . Бла-
M s



годаря геометрической симметрии моста получаем равенства: 
S u  =  S Uy 5 43 =  5 21, S 42 =  S 3i, S 32 =  S 4b Учитывая также условия 
взаимности узла (21.102), находим матрицу рассеяния щелевого 
моста (на частоте / 0)

' S a ■SjL2 Sa - V “ 0 i 0 1 -

<S21 <S22 $23 S24 1 i 0 1 0
S31 SS2 S33 S34 V 2 0 1 0 i

_S4i •S42 S43 S44J 1 0 i 0 .

Сопоставление (24.6) с (24.5) показывает, что на средней ча­
стоте /о свойства квадратного и щелевого мостов одинаковы.

Полоса рабочих частот щелевого моста определяется допусти­
мой неравномерностью распределения мощностей между выход­
ными плечами и достигает (10— 15)% от средней частоты, т. е. 
является сравнительно широкоц.

24.15. НАПРАВЛЕННЫЕ ОТВЕТВИТЕЛИ СО СВЯЗЬЮ ЧЕРЕЗ 
НЕСКОЛЬКО ОТВЕРСТИЙ

На рис. 24.41 показан направленный ответвитель, в котором 
связь между прямоугольными волноводами осуществляется через 
два небольших отверстия, прорезанных в общей узкой стенке вол­
новодов. Отверстия связи разнесены вдоль длины волноводов на 
расстояние /.

Пусть, например, волна Н ш поступает в плечо 1 верхнего вол­
новода (рис. 24.42). Каждое отверстие возбуждает в ответвляю­
щем (нижнем) волноводе две одинаковые волны Ню, которые 
распространяются .в противоположные юторснны. Поскольку отвер­
стия малы и связь слабая, то можно пренебречь изменением ам­
плитуды волны в верхнем (основном) волноводе при прохожде­
нии отверстий. Направив ось z  волноводов слева направо (в на­
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правлении бегущей волны в основном волноводе) и совместив се­
чение г =  0 с левым отверстием, имеем для условного напряже­
ния суммарной волны Ню в плече 4 следующее выражение:

t /4+ =  f / i+ (s 1 +  s2) e - |p2. (24.7)
Здесь U 14- — условное -напряжение волны Н ]0 в основном вол­

новоде в сечении левого отверстия; S[ и s2 — соответственно ко­
эффициенты передачи через левое и правое отверстия. Аналогич-

II о 1
' N

— С

\ о  О О О  о

РИС. 24.42 РИС. 24.43

ным путем для напряжения волны Ню в плече 3, бегущей справа 
налево, получим

t/з- =  Ox+ (si + s2e - ,2pz)eipz. (24.8)
Таким образом, при распространении волны в основном вол­

новоде слева направо в плече 4 ответвляющего волновода обе 
волны оказываются в фазе и складываются независимо от рас­
стояния / между отверстиями и частоты (см. р.ис. 24.42); в пле­
че 3  волна, возбуждаемая правым отверстием, отстает по фазе на 
угол 2р/ от волны, возбуждаемой левым отверстием, так как про­
бегает дополнительный путь в основном и ответвляющем волно­
водах, равный 21. При s\ =  s 2 =  s согласно (24.7) и (24.8) имеем:

t /4_  =  2 t /i  + s e _ i M , t /3_  =  t/,+  s ( l + e - i2 p ')e ip ‘ =

=  2 f / i + s c o s p /e - i p / el p z . (24.9)
На частоте / 0, для которой / равно четверти длины волны в 

пол'новоде и, следовательно, р0/ =  л/2, обе волны в плече 3 ока­
зываются в противофазе и при равенстве амплитуд полностью 
компенсируют друг друга (выражение для £/3_ обращается в 
нуль). Плечи 1 и 3  оказываются взаимно развязанными. Вслед­
ствие геометрической симметрии устройства взаимно развязанны­
ми являются также плечи 2 и 4. Согласно (24.9) при условии 
/=^=/о (р/=т^л;/2) в плечо, которое на частоте f0 было развязанным, 
проходит волна >и двухдырочный ответвитель теряет направлен­
ные свойства. Недостатком этого ответвителя является узкопо- 
лосность по направленности Д  определяемой согласно (24.2) и
( 2 4 .9 )  выражением Z) =  20 lg  ——1—— . С уходом от частоты /0 нап-

fcos р /|
р а в л е н н о с т ь  р е з к о  п а д а е т .
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Для расширения полосы частот, в которой сохраняется высо­
кая направленность, применяют н-аправ лепные ответвители .с 
несколькими отверстиями связи, расположенными обычно на рав­
ных -расстояниях / вдоль длины волноводов. При этом вместо 
(24.7) и (24.8) имеем:

Оа— =  U \+  (Si +  s2 - f  ... +  Sn+i) e 1 ^z, 

й г -  =  t/i+  (sx +  s, e ~ 12p 1 +  ... +  s„+, e " 12np' ) e1 , (24.10)
где r t+ 1 — общее число отверстий. Диаметры отверстий делают 
неодинаковыми (рис. 24.43), что обеспечивает изменение коэф­
фициента передачи s k от отверстия к отверстию. Пусть отноше­
ния Sh/si (где й = 1 , 2, 3, . . . ,  п + 1) равны соответствующим чле­
нам биномиального .ряда степени п

2'1= ( 1 - Ц ) п =  1 + п +  П(П~ 1} + Я(П~ 1 )(Я ~ 2)1-2 1-2-3
+  я + 1 .  (24.11)

При этом соотношения (24.10) принимают вид:

U л— =  L/1- f . 1 +  я Н-----л 1 j е I^z =

=  2n f / 1 + S le - l p %

n ( n — 1) _  I 4 з l 
1-2

+

+  ... +  e- 12np 'j e‘ рг =  й , +  sx( l  +  е - ' ^ е * р г =

=  2nt /1+Slcosnp / - e - |n p 'e 1M 

и направленность ZD =  20 lg  —— —20/ zl g — 1

(24.12)

J
_____ . Таким обра-

| cosp/ |n |cosfH|
30M, вновь на частоте f0> для которой / =  Л о / 4  и co s |W  =  0 ,  плечи
1 и 3, 2 и 4 оказываются попарно взаимно развязанными. Чем 
больше я, тем в более широкой полосе частот многодырочный от­
ветвитель сохраняет высокую -направленность.

24.16. НАПРАВЛЕННЫЕ ОТВЕТВИТЕЛИ И МОСТЫ НА СВЯЗАННЫХ 
ЛИНИЯХ ПЕРЕДАЧИ С Т-ВОЛНОЙ

В технике СВЧ широко применяют направленные ответвители 
на параллельных связанных полосковых линиях и коаксиальных 
волноводах, в которых рабочей является волна типа Т. Типичные 
конструкции направленных ответвителей на полосковых линиях 
с так называемой боковой связью показаны на рис. 2 4 . 4 4  (а — 
конфигурация полосок двух связанных линий; б  и в  — соответ­
ственно поперечные сечения ответвителей на симметричных и не­
симметричных линиях с заземленными основаниями).

Д ля анализа работы направленного ответвителя на связанных 
линиях с волной Т при его возбуждении, например, из плеча 1
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применим следующий пр.ием. Предположим, что в плечи 1 и 3 
одновременно поступают -равные по амплитуде волны Т, которые 
в одном случае синфазны, а в другом — противофазны. Суперпо­

зиция этих двух режимов эквивалентна тому, что в шлечо 1 по­
ступает 1вол1на Т двойной амплитуды, а в плече 3 падающая волна 
отсутствует.

Для примера на рис. 24.45 показаны структуры поля бегущих 
волн Т в поперечном сечении симметричных связанных полоско­
вых линий при синфазном (а )  и противофазном (б )  возбуждении

РИС. 24.45

плеч 1 и 3. В случае противофазного возбуждения на плоскости 
симметрии ВВ  связанных линий выполняется условие £ т=  0, сов­
падающее по своему виду с граничным условием на идеально 
проводящей поверхности. Следовательно, если с этой плоскостью 
совместить идеально проводящую стенку, которая разделит свя­
занные линии на две изолированные системы, то в каждой из 
этих систем электромагнитный процесс при противофазном воз­
буждении будет протекать так же, как и в отсутствие стенки.

В случае синфазного возбуждения на плоскости симметрии 
В В  выполняется условие Н х =  0, совпадающее с граничным усло-
3 9 2



вием на поверхности идеального магнитного  проводника Следо­
вательно, если с этой плоскостью совместить стенку ш  идеально­
го магнитного проводника, то в каждой из двух образовавшихся 
изолированных систем электромагнитный процесс при синфазном-

РИС. 24.46

возбуждении будет таким же, как и в отсутствие магнит ю й  
стенки.

Таким образом, анализ двух взаимодействующих связанных 
линий благодаря принципу суперпозиции и введению синфазного 
и противофазного режимов сводится к рассмотрению изолирован-

Понятие идеального мапнитного проводника является логическим следст­
вием введения в теорию понятия фиктивных магнитных токов. Граничные ус­
ловия на поверхности идеального магнитного проводника имеют вид [Н п°]=0, 
[Еп°] = —т|м, где “Пм — плотность поверхностного магнитного тока, и связаны с 
граничными условиями на поверхности идеального электрического проводника 
(3.71) перестановкой вида (10.5). Как и в случае идеального электрического 
проводника, переменное поле внутри идеального магнитного проводника равно 
нулю.
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ной полосковой линии в присутствии электрической и магнитной 
стенок.

На рис. 24.46а схематически изображен направленный ответ­
витель длиной / на связанных полосковых линиях, каждое плечо 
которого нагружено на активное сопротивление Z0 (являющееся, 
по существу, волновым сопротивлением подключенных к ответ­
вителю линий передачи) и который возбуждается источником на­
пряжения 2(7, включенным последовательно в плечо 1. Рисунки 
24.466 и в  иллюстрируют синфазный и противофазный режимы 
возбуждения плеч 1 и 3, суперпозиция которых приводит к ис­
ходному случаю рис. 24.46а. Волновые сопротивления изолиро­
ванной полосковой линии в присутствии магнитной стенки ZBM 
(рис. 24.466) и электрической стенки ZB.3 (рис. 24.46в) различны 
и зависят от геометрических параметров поперечного сечения ли­
нии и свойств заполняющего ее диэлектрика; расчет ZB.M и ZB.a 
приведен, например, в [24].

С помощью принципа суперпозиции получаем для входного 
сопротивления натравленного ответвителя (см. рис. 24.46а)

Подставив эти соотношения в (24.13), находим, что ов случае

для всех значений р/, т. е. для всех частот (на которых сущест­
вует одноволновый режим), выполняется условие согласования на­
правленного ответвителя ZBX =  Z0 и в плече 1 отсутствует отражен­
ная волна. Практически выполнение условия (24.14) осуществля­
ется изменением ширины полосок в области связи.

Будем далее считать, что равенство (24.14) выполняется и 
ответвитель согласован. При ZBx=Zq напряжение, подводимое к 
плечу 1 (на вход ответвителя), U\ =  U \+ = U  (см. рис. 24.46а). Н а­
пряжения ^ 1м=^зм и 02м = 0 ш  легко определить по формулам 
§ 21.2 из анализа длинной линии, которая имеет электрическую 
длину 0 =  р/ и волновое сопротивление ZB.M, нагружена «а каж­

(24.13)

1м — 7  1 7  » и 1м — Z1M 71м
“г ^ im

и согласно (21.22)
4- i Z to  ft /

(см. рис. 24.466), i l3 =  — U—  , 0 13 =  Zu /;„

(24.14)
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дом конце на сопротивление (24.14) и возбуждается последова­
тельно включенным .источником напряжения U (ом. р:ис. 24.466). 
Напряжения 0 ]э= — £/3э и U 2э =  —  U4э находим аналогичным путем 
из анал.иза такой же линии, но с волновым сопротивлением ZB.3 
(см. рис. 24.46в). Затем с помощью принципа суперпозиции полу­
чаем:

О 2-  =  и ш  +  и гз =  ___ V l - v v ---------; (24.15)
Y 1 — К2 cos 0 +  i sin 0

и  г -  =  и , м +  и Яэ =  и 1м -  и 1з =  ____ [ ^ s i n e t / ------------. (2 4 . i 6)
1 — /С2 cos 0 -f- i sin 0

U 4_  =  Um  +  U ib =  и ш  -  и гъ =  0, (24.17)
где

К  =  (24.18)

Таким образом, ответвитель на связанных линиях с волной Т 
противонаправленный. Согласованный ответвитель в соответствии 
с (24.17) обладает бесконечной направленностью, которая, как к 
согласование, не зависит от частоты. Отсутствие в плече 4  выхо 
дящей волны обусловлено тем, что при Z^ — V  ZB.MZB.3 напряжения 
0 ш = — й 4э и при суперпозиции две волны компенсируют друг 
друга. Согласно (24.16) волна, выходящая из ллеча направлен­
ной связи, достигает максимума при 0 =  л /2 , т. е. на частоте, для 
которой 1 = А / 4, и обращается в нуль при 0 =  я (/ =  Л /2).

Подставив в (24.16) 0 =  я /2, получаем равенство ^змакс-/Сгц-=  
=  К  у в соответствии с которым параметр К  (24.18) называют мак­
симальным коэффициентом связи ответвителя по напряжению. 

Наименьшее изменение в полосе частот вытекающего из (24.16)
| l / 1 + |2 1 - ^ C O S * 0

выражения — =  " ^  ■ я 9— и’ слеД°вательно> переходного за-
I 3—,

\ц] I2
тухания С =  10 lg —!-±— имеет место вблизи 0 =  я /2. Поэтому сред- 

\0з-\*
ней частоте / 0 рабочей полосы обычно соответствуют длина вол­
ны Л0 =  4/ и минимум переходного затухания CMHn = 2 0  lg ( l//C ). 
При расчете направленного ответвителя задаются значением Смин,

—С /20
по которому определяют / ( = 1 0  мин/ . И з (24.14) и (24.18) сле­
дуют соотношения:

£».„ =  Z 0 Y  ZB., =  Z0 У  (24.19)

которые позволяют по известным значениям Z0 и К  найти ZBM и 
ZB.3. Размеры поперечного сечения связанных линий, обеспечиваю­
щие требуемые значения ZBM и ZB.3, определяют по формулам или 
графикам, приведенным в специальной литературе (например,
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[24]), после выбора типа линий ,и вида связи между ними. В част­
ности, для ответвителей со слабой связью (большое переходное 
затухание, СМИн =  20ч-30 дБ) удобно применять полосковые ли­

нии с боковой связью (см. р;ис. 24.44). Направленный ответвитель 
со слабой связью на коаксиальных волноводах показан на рис. 
24.47.

Для направленных ответвителей с сильной связью, например 
для получения моста (СМИн =  3 дБ ), целесообразно использовать 
так называемую лицевую связь между линиями передачи с вол-

РИС. 24.48

ной Т (рис. 24.48). К мосту, изображенному на рис. 24.48, присое­
диняют коаксиальные волноводы. Существуют аналогичные мос­
ты, к которым присоединяют полосковые линии. Мост на связан­
ных линиях с волной Т конструктивно более прост, чем кольце­
вой и квадрата ый мосты, и имеет более широкую (полосу рабо­
чих частот.
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24.17. ПРИМЕНЕНИЕ МОСТОВ И НАПРАВЛЕННЫХ ОТВЕТВИТЕЛЕЙ

Мосты и направленные ответвители весьма широко применя­
ются в трактах СВЧ для выполнения разнообразных функций. 
Рассмотрим некоторые типичные случаи использования этих уст­
ройств.

Использование мостов совместно с частотными фильтрами 
СВЧ позволяет создать так называемые разделительные фильт­
ры, которые разделяют в трактах сигналы различных частот (ча-

S b f z j z ^  1 Ф 2

Л ± -  3 Ф 4

Ф 2

т - Ф Ч

в )

РИС. 24.49

стотные каналы и стволы). На рис. 24.49а схематически изобра­
жена ячейка разделительного фильтра, состоящая из двух щеле­
вых мостов и двух режекторных фильтров между ними, которые 
отражают волны на частоте f\ и пропускают на других частотах. 
Волны на частоте f¥=f\  проходят из плеча 1 в плечо 4 двумя пу­
тями (рис. 24.496), оказываются в плече 4 синфазными и скла­
дываются. Волна на частоте f¥=f\,  проходящая из плеча 1 в пле­
чо 2 через два щелевых моста (см. рис. 24.496), отстает по фазе 
на я по отношению <к .волне, .непосредственно (прошедшей -из пл«ғ 
ча I в плечо 2. В плече 2 две тротивофазньге вол:ны >с равнъши а- 
плштудами компенсируют друг друга. Таш м образом, на часто^'
/ 2, /з— волны из плеча 1 проходят только в плечо 4 (плечо 3 
вязано с плечом 1 ).

Волна, поступающая в плечо 1 на частоте / ь делится щ е вМ_ 
мостом; каждая из двух образовавшихся волн отражается /ИЛЪ 
ром и вновь делится щелевым мостом (рис. 24.49в). При ?о и  дви 
отраженные волны в плече 1 имеют противоположные Ф ^ ы 
компенсируют друг друга, а ..в плече 3  имеют одинако»ые
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и складываются. В результате волна на частоте / 1 из пл-еча 1 пол­
ностью проходит в плечо 3.

Подключив к плечу 4 следующую ячейку, можно выделить вол­
ну «а частоте / 2 и т. д. Таким способом осуществляется последо­
вательное разделение сигналов всех частот.

Разделительный фильтр является взаимным устройством и 
может служить также для объединения в одном тракте сигналов 
различных частот (все стрелки на рис. 24.49 можно повернуть в 
противоположную сторону). Таким образом, при помощи раздели­
тельных фильтров можно осуществить частотное уплотнение трак­
та СВЧ, при котором один тракт используется для одновремен­
ной передачи нескольких сигналов различных частот.

Использование мостов совместно с разрядниками позволяет 
создать антенные переключатели, которые применяются в им­
пульсных радиолокационных станциях для попеременного под­
ключения передатчика и приемника, работающих на одной и той

Передатчик-

Антенна

/

- н

3

VГ
\ - н
Г

Приемник
Пог /тощающая
4 нагрузка

РИС. 24.50

же частоте, к общей антенне. Попеременное подключение произ­
водится переключателем автоматически, и его частота может дос­
тигать нескольких тысяч раз в секунду.

Одна из схем антенного волноводного переключателя состоит 
из двух щелевых мостов и двух разрядников между ними. Ее ус­
ловное графическое обозначение приведено на рис. 24.50. При ра­
боте передатчика разрядники закорачивают выходные плечи ле­
вою мое!а и мощность из плеча 1 (из передатчика) проходит в 
плечо 3  к антенне (ср. рис. 24.49в). Мощность, просочившаяся в 
режиме передачи через разрядники, проходит из плеча 1 в пле­
чо 4 (ср. рис. 24.496) и рассеивается в поглощающей нагрузке, 
но не попадает на вход приемника. В режиме приема разрядники 
не шунтируют волноводы, мощность из плеча 3 (из антенны) про­
ходит в плечо 2 к приемнику (ср. рис. 24.496) и не попадает на 
вход передатчика и в поглощающую нагрузку.

Мосты нашли применение в различных схемах измерительной 
^ники и в устройствах с намагниченным ферритом, волны в ко- 
чых не удовлетворяют теореме взаимности (см. гл. 25).

ду ^ зр я д н и к — газоразрядный прибор, в котором при передаче по волново- 
разпя ого УР0ВНЯ мощности возникает и поддерживается высокочастотный 
ющей^’ взывающий режим короткого замыкания волновода и отражение пада­
е м  На Разрядник волны. При передаче по волноводу низкого уровня мощно- 

разР ^ н е  возникает и волна без отражения проходит через разрядник.



Поскольку -направленные ответвители со слабой связью ответ­
вляют из основной линии передачи незначительную часть падаю­
щей «ли отраженной бегущей волны, то их широко используют

Линия передачи
От генера-  ̂ ^ қ  нагрузке

тора.
Поглощающая (------- i / X  Л ГЛ  ИзмеР имельный

н агр у зка  прибор

РИ С. 24.51

для контроля и «измерения параметров режима в основной линии. 
Например, для измерения или контроля мощности падающей вол­
ны, бегущей в линии слева направо (рис. 24.51), к ней присоеди­
няют направленный ответвитель, у которого в плечо направлен­
ной связи включен (измеритель мощности, а в развязанное пле­
чо — поглощающая нагрузка. Для измерения мощности отражен­
ной волны нужно поменять местами измеритель мощности и пог­
лощающую нагрузку.

От
генератора, — ——  қ  нагрузке

РИС. 24.52

Двумя направленными ответвителями, присоединенными к ли­
нии передачи навстречу друг другу (рис. 24.52), измеряют мо­
дуль коэффициента отражения (отношение амплитуд отраженной 
и падающей волн).

Направленные ответвители на связанных полосковых линиях 
(см. § 24.16) применяются для создания разделительных направ­
ленных фильтров, .имеющих значительно меньшие габариты и 
массу, чем разделительные фильтры на мостах. Ячейка раздели­
тельного направленного фильтра состоит из двух одинаковых чет­
вертьволновых направленных ответвителей с довольно слабой 
связью, вторичные полосковые ЛИ'Н,И|И которых соединены в коль­
цо с периметром, -равным целому числу длин волн А 0 в полоско­
вых линиях (рис. 24.53). Такое кольцо является резонатором бе­
гущей волны — ответвленная из входного плеча (например, 1 ) в 
кольцо волна резонансной частоты f 0 накладывается в ф азе  на 
бегущую по кольцу волну, вследствие чего амплитуда этой бегу­
щей волны возрастает и может существенно превысить амплитуду 
волны, поступающей из входного плеча. Если оба направленных 
ответвителя согласованы (см. § 24.16) и обладают бесконечной 
направленностью, в кольце нет отражений (распространяется чис­
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то бегущая волна) и специальным образом подобраны коэффи­
циенты связи ответвителей по напряжению (см. [24]), то на резо­
нансной частоте / 0 волна из входного плеча 1 не попадает в пле­
чо прямой «связи 2 и, следовательно, полностью 'проходит \в пле­
чо 3 узла. На частоте / 0 в плече 2  происходит взаимная компен­
сация двух противофазных волн с равными амплитудами (волны, 
прошедшей из входного плеча У, и волны, ответвленной из коль­
ца и равной незначительной части бегущей по кольцу волны). 
Вблизи /о мощность волны, поступающей из плеча 7, делится меж-

М / 2 + / з

ду плечам;и 3 и 2 . Вдали от резонансной частоты кольца и часто­
ты минимального переходного затухания направленного ответви­
теля волна из плеча 1 полностью проходит в плечо 2 . Таким об­
разом, устройство ведет себя относительно цепи направленной 
связи (плечи 1 —3) как полосовой фильтр, а относительно цепи 
прямой связи (плечи 1 —2 ) — как дополняющий режекторный 
фильтр. Так как в очень широкой полосе частот отраженная от 
входного плеча волна отсутствует, ячейки вида рис. 24.53 легко 
объединять при создании систем частотного разделения (или 
объединения) каналов (рис. 24.54).

24.18. УСТРОЙСТВА СВЧ С ПРИМЕНЕНИЕМ рш-ДИОДОВ

В последнее время в технике СВЧ широкое распространение 
получили регулирующие устройства (например, переключатели, 
фазовращатели) на полупроводниковых /?т-диодах, управляемые 
постоянным напряжением. Основными достоинствами этих уст­
ройств являются большое быстродействие (до 1 0 _6— 1 0 - 7 с), ма­
лая управляющая мощность (десятки милливатт), большой срок 
службы (до 2 0 0  0 0 0  ч) и способность работать при весьма значи­
тельных высокочастотных мощностях (импульсная мощность мо­
жет достигать десятков киловатт, средняя мощность — сотен 
ватт). Использование pm-диодов с полосковыми линиями позво­
ляет тозда-вать сверхминиатюрные электрически управляемые ре­
гулирующие устройства.

Эквивалентная упрощенная схема на СВЧ полупроводниково­
го диода с p-i-  и f-я-переходами (pm-диода) представляет собой 
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параллельное соединение активного сопротивления гд и весьма 
малой емкости Сд, причем изменение напряжения смещения на 
диоде изменяет в 1 0 2— 1 0 4 раз значение гд и почти не влияет на 
Сд. Емкость Сд часто компенсируют параллельным подключением 
к pin-д и о д у  индуктивности. При прямом напряжении смещения 
(плюс источника соединен с областью р ) у сопровождаемом не­
большим управляющим током через диод, p in -диод  обладает на 
СВЧ очень малым комплексным сопротивлением и в первом приб­
лижении представляет собой короткозамкнутую цепь. При нуле­

вом или обратном напряжении смещения комплексное сопротив­
ление p in -диода  становится очень большим, что в первом приб­
лижении можно считать разрывом цепи.

Многообразные виды pin -диодов приспособлены к применению 
в различных типах линий передачи, параллельному и последова­
тельному способам включения, работе с различными уровнями 
высокочастотной мощности, различному быстродействию, крепле­
нию при помощи введения в линию передачи специальных кон­
структивных элементов или без них.

Эквивалентная схема простейшего узкополосного двухканаль­
ного переключателя представлена на рис. 24.55. Можно так по­
добрать дополнительные согласующие элементы (на рисунке не 
показаны), что для электромагнитных волн СВЧ в узком диапа­
зоне частот параллельно включенный pm -диод будет представ­
лять собой либо короткое замыкание линии передачи (при поло­
жительном напряжении смещения), либо очень большое сопротив­
ление, практически не шунтирующее линию передачи (при отри­
цательном напряжении смещения). Пусть, например, управляю­
щие напряжения таковы, что левый диод открыт и отражает элек­
тромагнитную волну, а правый диод закрыт и пропускает ее. При 
этом на частоте / 0 (которой соответствует длина волны в линии 
передачи Ло) плечо 2  имеет согласно (21.24) в точках аа  беско­
нечно большое сопротивление и сигнал из плеча 1 полностью (про­
ходит в плечо 3. При противоположной полярности управляющих 
напряжений сигнал из плеча 1 поступает в плечо 2. Для расши­
рения полосы пропускания и увеличения ослабления по закрыто­
му каналу следует применить в каждом плече каскадное включе-
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ние нескольких параллельных pm -диодов через отрезки линии 
длиной Л0/4 .

На рис. 24.56 изображены два каскадно соединенных моста и 
между ними параллельно включенные в линии передачи управ­
ляемые pin-диоды. Если на диоды подать отрицательное напря­

жение смещения, то вся мощность из входного плеча 1 пройдет в 
плечо 4 (ср., например, рис. 24.496). Если на диоды подать поло­
жительное смещение, при котором они замыкают накоротко ли­
нии передачи, то вся мощность из плеча 1 пройдет в плечо 3  (ср. 
рис. 24.49б). Таким образом, схема на рис. 24.56 может быть ис­
пользована в качестве управляемого двухканального переключа­
теля.

Переключатели на большое число каналов получаются путем 
каскадного включения двухканальных переключателей (р:ис. 
24.57а) либо на основе разветвительных цепей (рис. 24.576).

а )  д)

РИС. 24.57

Очень важным классом регулирующих устройств являются фа­
зовращатели на p in -диодах с электрически управляемым дис­
кретным изменением фазы, которые широко используются в ан­
тенной технике (фазированные антенные решетки). Находят при­
менение отражательные и проходные дискретные фазовращатели. 
Простейший узкополосный отражательный одноступенчатый фа-
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зовращатель представляет собой короткозамкнутый отрезок ли­
нии передачи СВЧ с параллельно включенным управляемым 
pm-диодом (рис. 24.58). Поскольку волна проходит через отраж а­
тельный фазовращатель дважды — в прямом и обратном направ­
лениях, — то в случае отражения от открытого pi/г-диода ее фа­
зовый сдвиг на выходе фазовращателя будет на величину 2 р/ 
меньше, чем в случае отражения от короткозамкнутого конца ли­
нии при закрытом рш-диоде.

Простейший проходной одноступенчатый фазовращатель пред­
ставляет собой устройство с попеременным подключением к схе­
ме с помощью управляемых pm-диодов двух согласованных от­
резков линии передачи различной длины (рис. 24.59, рт-диоды  
включены последовательно). При этом на выходе фазовращателя 
разность фазовых сдвигов, соответствующих двум различным уп­
равляющим напряжениям, будет равна P (/i— /2).

Проходной одноступенчатый фазовращатель можно также по­
лучить -из двух одинаковых и синхронно работающих одноступен­
чатых отражательных фазовращателей и моста (рис. 24.60). При 
этом волна, поступающая во входное плечо У, делится мостом на 
две волны одинаковой амплитуды, которые отражаются от фазо­
вращателей в плечах 2 и 4 , приобретают один из двух возможных 
фазовых сдвигов и проходят в выходное плечо 3 (ср. рис. 24.49в).

Наибольший практический интерес представляют многоступен­
чатые фазовращатели, обеспечивающие скачок фазы Дф и число 
фазовых состояний т. Обычно принимают Дф =  2 л /т , чтобы фа­
зовращатель мог изменять фазу от 0 до 2л через Дф.

Проходной многоступенчатый фазовращатель можно создать, 
например, каскадным соединением р одноступенчатых проходных 
фазовращателей, каждый из которых характеризуется значения­
ми фазового сдвига 0  или л /2 h~ \  где k — номер каскада (рис. 
24.61). Такой фазовращатель позволяет изменять фазу через 
Дф =  я /2 Р- 1  от 0 до 2 л, причем для выбора любого из т  =  2 р воз­
можных фазовых состояний фазовращателя требуется использо­
вать всего р управляющих сигналов (по числу каскадов), каждый
14* 4 0 3
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из которых принимает условные значения 0  (фазовый сдвиг кас­
када равен нулю) или 1 (фазовый сдвиг равен 1). Потери 
мощности в фазовращателе существенно зависят от параметров 
pm-диодов и увеличиваются с ростом числа каскадов р. Для дли­
ны волны А = 10-7-15 см ослабление трехкаскадного фазовращате­

л я  достигает 1,0— 1,5 дБ. Поэтому на практике обьгчно ограничи­
ваются значением р  =  3 (Д<р =  я/4, т  =  8 ).

Отражательный многоступенчатый фазовращатель можно по­
лучить путем короткого замыкания выхода проходного фазовра­
щателя. Поскольку волна проходит отражательный фазовраща­
тель дважды, то фазовый сдвиг в каждом его каскаде получится 
в 2  раза больше, чем в исходном проходном фазовращателе. Это 
необходимо учитывать при проектировании отражательного мно­
гоступенчатого фазовращателя.

Г л а в а  2 5

УСТРОЙСТВА СВЧ С НАМАГНИЧЕННЫМ ФЕРРИТОМ

$

25.1. ВИДЫ НЕВЗАИМНЫХ УСТРОЙСТВ СВЧ 
С НАМАГНИЧЕННЫМ ФЕРРИТОМ

Д о сих пор мы рассматривали взаимные устройства, волны в 
которых подчиняются теореме взаимности и которые, следова­
тельно, имеют одинаковые коэффициенты передачи в двух проти­
воположных направлениях (Sik =  Sk i). Электромагнитные волны 
в устройствах с намагниченным ферритом не подчиняются теоре­
ме взаимности, ©следствие чего эти устройства называют (невзаим­
ными. При распространении в линии передачи с намагниченным 
ферритом волн в противоположных направлениях можно создать 
условия, при которых эти волны будут иметь различные фазовые 
скорости, повороты плоскости поляризации или затухания. Бла­
годаря этому удается создать ряд очень ценных для техники СВЧ 
невзаимных устройств, условные графические обозначения кото­
рых приведены на рис. 25.1.
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В невзаимном фазовращателе (рис. 25.1а) волна при распро­
странении в направлении большей стрелки приобретает больший 
сдвиг по фазе, чем в обратном направлении; на обозначении фа­
зовращателя указывается разность фазовых сдвигов ср в прямом 
и обратном направлениях. В невзаимном поляризаторе происхо-

а )

0,5 дБ /20 дБ

_^ —

X
-----  ---- ос

О

РИС. 25.1

дит невзаимный поворот плоскости поляризации волн на опреде­
ленный угол. В вентиле или невзаимном аттенюаторе (рис. 25.16) 
волна в прямом направлении (в направлении неперечеркнутой 
стрелки) имеет малое затухание (например, 0,5 дБ ), а в обрат­
ном направлении — большое (например, 20 д Б ). На рис. 25.1в 
приведено условное обозначение четырехплечного циркулятора, в 
котором волна из плеча 1 полностью проходит в плечо 2 , из пле­
ча 2 — в плечо 3 и т. д. (1-+2-+3 >4-+ 1 ) .  Находят применение и 
трехплечные циркуляторы.

В реальных невзаимных устройствах СВЧ ферритовый элемент 
представляет собой стержень или пластину, которые занимают 
незначительную часть внутреннего объема устройства. Теория 
распространения направляемых неоднородных плоских волн в ли­
ниях передачи, частично заполненных намагниченным ферритом, 
значительно сложнее, чем исследованные в гл. 16 идеализирован­
ные случаи распространения однородных плоских волн в безгра­
ничной намагниченной ферритовой среде. Однако в качественном 
отношении рассмотренные выше эффекты наблюдаются и в линиях 
передачи с ферритом — сохраняется эффективное управление с 
помощью постоянного магнитного поля параметрами распростра­
няющихся волн. Проектирование ферритовых устройств должно 
производиться с учетом конечных размеров ферритового образ­
ца. При этом приведенные выше зависимости параметров безгра­
ничного феррита от Н 0 могут быть использованы только для ка­
чественного рассмотрения процессов в этих устройствах. В част­
ности, существование размагничивающего эффекта в малом фер- 
ритовом образце заставляет для получения внутри феррита необ­
ходимого поля Н 0 увеличивать внешнее постоянное магнитное 
поле Н '0.

Невзаимные ферритовые устройства в круглом и прямоуголь­
ном волноводах удобно осуществлять на волнах сантиметрового
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диапазона. В дециметровом диапазоне габариты невзаимных уст­
ройств в этих волноводах становятся настолько большими, что их 
целесообразно применять только для пропускания большого уров­
ня мощности. В остальных случаях в дециметровом диапазоне и 
на более длинных волнах используют ферритовые устройства в 
коаксиальном волноводе и полосковой линии, позволяющих полу­
чить очень компактные конструкции. Полосковые невзаимные 
устройства применяют также и в сантиметровом диапазоне при 
конструировании миниатюрной аппаратуры.

Поскольку теория распространения волн в устройствах, частич­
но заполненных намагниченным ферритом, сложна, ограничимся 
лишь качественным описанием принципов их работы.

В круглом волноводе наибольшее применение получили цирку­
ляторы и переключатели, ib .которых используется эффект Фарадея.

Важной частью этих устройств является невзаи.мный по­
ляризатор. Он представляет собой отрезок круглого волновода, 
на оси которого с помощью диэлектрической (пенопластовой) 
втулки укреплен тонкий ферритовый стержень, заостренный с 
обоих концов для уменьшения отражений (см. среднюю часть

25.2. НЕВЗАИМНЫЕ ФЕРРИТОВЫЕ УСТРОЙСТВА 
В КРУГЛОМ ВОЛНОВОДЕ

Магнитная 
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устройства, изображенного на рис. 25.2а). Вокруг волновода рас­
положен соленоид с током или цилиндрический постоянный маг­
нит, создающий продольное намагничивание ферритового стерж­
ня. Пр;и распространении в .волноводе волны Нц, имеющей в об­
ласти расположения тонкого ферритового стержня поперечный и 
линейно поляризованный вектор Н, и при наличии продольного 
постоянного поля Н0, величина которого значительно меньше ре­
зонансного значения (ср. рис. 16.3, область Л ), в устройстве су­
ществуют условия для волноводного эффекта Фа-радея, который 
состоит в невзаимном повороте структуры поля волны Нц. Прой­
дя вдоль стержня, линейно поляризованная волна Нц повернется 
вокруг оси поляризатора по часовой стрелке, если смотреть в на­
правлении вектора Н0, независимо от направления распростране­
ния волны, причем угол поворота определяется величиной Н 0 и 
длиной стержня I [ср. рис. 16.4 и ф-лу (16.35)].

На рис. 25.2а изображен четырехплечный циркулятор, в кото­
ром используется эффект Фарадея. Прямоугольные одноволновые 
волноводы 2 и 4 повернуты вокруг оси поляризатора относитель­
но одноволновых волноводов 1 и 3 и г  угол 45° по часовой стрел­
ке, если смотреть в направлении от плеча 1 к плечу 2 . Поляриза­
тор создает поворот структуры поля Нц также на угол 45° по ча­
совой стрелке, если смотреть в том ж е 'направлении (внутри фер­
рита вектор Н0 направлен от плеча 1 к плечу 2 ).

Поступающая в прямоугольный волновод 1 волна Ню преоб­
разуется в волну Нц круглого волновода, которая, проходя через 
поляризатор, поворачивается и затем преобразуется в волну Ню, 
выходящую из плеча 2 (рис. 25.26). При этом в волноводах 3 и 4 
могли бы возбудиться волны класса Е; однако, поскольку волно­
воды сделаны одноволновыми, этого не происходит. При поступ­
лении волны Ню в плечо 2  и распространении волны Нц в поля­
ризаторе справа налево вновь происходит поворот структуры по­
ля на 45° по часовой стрелке, в результате которого создаются 
условия для полного прохождения волны Ню в плечо 3 (см. рис. 
25.26). Аналогичным образом из плеча 3 волна проходит в пле­
чо 4, а из плеча 4 — в плечо 1 (см. рис. 25.26).

При противоположном направлении намагничивающего поля 
Н0 поляризатор поворачивает структуру поля Нц на 45° против 
часовой стрелки, если смотреть в направлении от плеча 1 к пле­
чу 2 (поворот осуществляется по часовой стрелке относительно 
направления Н0). В результате этого рассмотренная выше после­
довательность коммутации плеч 1-+2—>3 >4 > 1 заменяется на об­
ратную 1 -+ 4 -+ 3 -+ 2 ^ 1 .  Это обстоятельство используют для созда­
ния быстродействующих переключателей плеч, управляемых из­
менением направления тока соленоида. Таким переключателем 
может быть рассмотренный нами выше циркулятор (без плеча 3 ), 
у которого направление передачи 1->2  изменяется на 1-+4  при 
изменении направления тока.

Достоинством невзаимных ферритовых устройств, использую­
щих эффект Фарадея, является малая величина намагничивающе­
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го поля Н 0. Э т о  обстоятельство, в частности, позволяет получить 
весьма быстродействующие переключатели, производящие пере­
ключение каналов за время около 0,15 мкс. Основными недостат­
ками устройств, использующих эффект Фарадея, являются срав­
нительная сложность конструкции, большие габариты, трудность 
обеспечения хорошего согласования переходов от прямоугольных 
волноводов 3 и 4 (см. рис. 25.2а) к круглому, необходимость при­
менения длинных соленоидов. 2  большинстве случаен более прос­
тыми и компактными оказываются невзаимные ферритовые уст­
ройства в прямоугольном волноводе.

25.3. НЕВЗАИМНЫЕ ФЕРРИТОВЫЕ УСТРОЙСТВА 
В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ВОЛНОВОДЕ

Из (19.37) видно, что .в пря)моу го льном волноводе .составляю­
щие Н х и H z прямой волны типа Ню колеблются со сдвигом по 
фазе на я /2 , причем амплитуда Н хт изменяется в зависимости от 
координаты х  по закону sin {л х /а ) ,  а амплитуда Н 1Ш— по закону 
I cos (лх/а)  I. Поэтому в прямоугольном волноводе существуют два 
значения х =  х { и х = х 2, при которых Н хт= Н 2Ш и, следовательно, 
конец вектора Н, лежащего в плоскости r/= const, описывает с те­
чением времени окружность (ср. § 12.2). С помощью (19.37) лег­
ко найти, что Х\ =  —  arc tg -^ — и х2 =  а—xi. Поскольку H x (t, х2) =  

л 2а
=  H x (t , х\)  и H z ( t y Х2) = — Hz ( t , Х\),  то в точках х\ и х2 направле­
ния вращения вектора Н будут противоположны. Если, например,

смотреть на прямоугольный вол- 
х новод в направлении — у0 (см.

рис. 25.3 и рис. 25.4), то в точке 
Xi вращение вектора Н падающей

^ -------волны (распространяющейся в на-
(х(.Л правлении z°) будет происходить
^  - -----— по часовой стрелке, а в точкех2 —

2 против часовой стрелки (рис. 
25.3).

РИС. 25.3 Аналогичным образом легко
убедиться, что вектор Н отражен­

ной волны Ню (распространяющейся в направлении — z°) также 
описывает в точках Xi и х2 окружность, причем при наблюдении в 
направлении — у 0 вращение в точке Xt теперь происходит против 
часовой стрелки, а в точке х2 — по часовой стрелке (см. рис. 25.3).

Поместим внутри волновода смещенную с его середины про­
дольную пластину феррита (рис. 25.4), которая заострена с обоих 
концов для уменьшения отражений и намагничена до насыщения 
постоянным полем Н0, направленным перпендикулярно широким 
стенкам. При этом внутри феррита векторы Н падающей и отра­
женной волн Ню лежат в плоскости, перпендикулярной Н0, и вра­
щаются в противоположные, стороны. Следовательно, одна из 
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этих волн, вектор Н которой вращается по часовой стрелке, если 
смотреть в направлении Н0, является волной с положительным 
направлением вращения (совпадающим с направлением прецес-

а)

РИС. 25.4

сии J в намагниченном феррите), интенсивно взаимодействует с 
ферритом и характеризуется скалярной эквивалентной магнитной
проницаемостью |иэк+ (ср. § 16.1), которая учитывает, что феррит 
заполняет лишь часть поперечного сечения волновода. Волна Ню, 
распространяющаяся вдоль волновода в противоположном нап­
равлении, имеет в феррите вектор Н, вращающийся против часо­
вой стр-елки, является волной с отрицательным направлением вра­
щения (противоположным направлению прецессии J), испытывает 
малое затухание при всех значениях Н0 и характеризуется ска­
лярной эквивалентной магнитной проницаемостью |иЭк— Различ­
ные значения ^к для падающей и отраженной волн создают эф­
фект .невзаимности — зависимость .коэффициента распространения 
волны Ню от направления  ее распространения.

Если, например, пластина феррита помещена в области х ж х 2 
и постоянное поле Н0 приложено в направлении —у 0 (рис. 25.5), 
то падающая., волна, распространяющаяся в направлении z°, ха­
рактеризуется магнитной проницаемостью цэк- ,  а отраженная
волна — мапнипной проницаемостью jli3h+. Сделав .при этом 
величину Н 0 примерно равной 
резонансному значению (ср. 
рис. 16.3, область С), обеспе­
чим для отраженной волны 
условие ферромагнитного ре­
зонанса, вызывающего ее силь­
ное поглощение в феррите.
В то ж е время потери падаю­
щей волны в феррите окажутся 
очень малы. Полученное невза­
имное устройство представля­
ет собой вентиль, в котором 
не пол ьзов ано яв ление ф ер р о -
магнита ого резонанса. РИС. 25.5
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С изменением частоты f дисперсия волны Н 10 приводит к до­
вольно быстрому изменению значения х 2 и, следовательно, к на­
рушению условий существования внутри феррита круговой поля­
ризации Н. Для обеспечения внутри феррита круговой поляриза­

ции в более широкой полосе частот обычно применяют специаль­
но подобранные диэлектрические пластины, расположенные рядом 
с ферритом и концентрирующие электромагнитное поле. Кроме 
того, .пр!и (изменении f постоянное поле Я 0 'Перестает (соответство­
вать резонансному значению и для расширения полосы частот вы-

1 %/2 г

3

РИС. 25.7

годно использовать ферриты с пологой кривой вблизи резонанса. 
Относительная полоса частот, в которой резонансный вентиль 
обеспечивает достаточно большое затухание отраженной волны 
(20— 25 дБ ), обычно не превышает 10— 12%.

Устройство на рис. 25.5 превращается в невзаимный фазовра­
щатель, если сделать величину Н 0 значительно меньше резонанс­
ной (ср. рис. 16.3, область А ) .  Поскольку в этом случае ju9i ± ~  
~ м / Эк± и |и/эк->|ы/эк+> то в соответствии со справедливым для 
волны Н 10 соотношением Р±= 1^а)2еацо n W — (я /а ) 2 получим 
Р -> Р + . Таким образом, падающая волна при прохождении вдоль 
ферритовой пластины получит больший сдвиг по фазе, чем отра­
женная.

Если в устройстве на рис. 25.5 изменить ориентацию поля Н0„ 
направив его по +у°, то падающая волна будет иметь положитель­
но



ное направление вращения Н, а отраженная .волн-а — -отрицатель­
ное. Сделав при этом Н 0 такой величины, при которой внутри 
феррита м /+< 0 (ср. р;ис. 16.3, область В ), получим вытеснение из 
феррита поля падающей волны; для отраженной волны феррит 
является теперь практически диэлектриком, в котором концентри­
руется ее поле (рис. 25.6). В результате на поверхности феррита 
напряженность электрического поля падающей волны становится

Магнит

1

О

РИС. 25.8

малой, а отраженной волны — большой. Для получения вентиля, 
основанного на использовании эффекта смещения поля, к поверх­
ности феррита приклеивается пленка из поглощающего материа­
ла, в которой происходит сильное поглощение отраженной волны. 
Преимуществами этого вентиля по сравнению с резонансным яв­
ляются меньшие значения намагничивающего поля Я 0 (что сни­
жает габариты и массу постоянного магнита) и более широкая 
полоса рабочих частот, доходящая до 20— 25%. Вследствие этого 
вентиль со смещением поля — наиболее распространенный в нас­
тоящее время вентиль на невысокие уровни мощности.

На рис. 25.7 схематически изображен фазовый циркулятор, 
который состоит из двух щелевых мостов, двух невзаимных вклю­
ченных навстречу друг другу фазовращателей с фазовым сдви­
гом я / 2  и одного взаимного фазовращателя, обеспечивающего 
сдвиг на я / 2  в обоих направлениях. Волна из плеча 1 проходит в 
плечо 2  двумя путями. Одна волна, идущая непосредственно из 
плеча 1 в плечо 2 , получает сдвиг по фазе я/2 +  я/2 =  я. Вторая 
волна, проходящая в плечо 2  через щелевые мосты, получает так­
же сдвиг по фазе, равный я. Следовательно, обе волны в плече 2 
складываются. В плечо же 4 из плеча 1 волны приходят в про- 
тивофазе и гасят друг друга. В результате вся энергия проходит
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из плеча 1 в плечо 2 . Аналогичным путем легко убедиться, что 
циркулятор работает но схеме

Основным достоинством фазовых циркуляторов является их 
способность работать на больших уровнях мощности (например, 
при А, =  4 см Р Ср=Ю  кВт). Это обусловлено делением мощности 
поровну между двумя каналами и расположением ферритовой 
пластины не в максимуме электрического поля (что повышает 
электрическую прочность). Главными недостатками этих циркуля­
торов являются большие габариты и масса.

В миллиметровом и сантиметровом диапазонах волн широкое 
распространение получили простые по конструкции и компакт­
ные волноводные трехплечные Y-циркуляторы. Такой циркулятор 
часто состоит из симметричного тройника в плоскости Н  и намаг­
ниченной ферритовой шайбы в его центре (рис. 25.8а). Величину 
Н 0 выбирают значительно меньше резонансной (ср. рис. 16.3, об ­
ласть А ) .  Упрощенно действие этого циркулятора можно пред­
ставить следующим образом. Можно считать, что пр.и поступлении 
волны из плеча 1 поля в плечах 2  и 3 являются результатом су­
перпозиции двух волн — первичной и вторичной. Первичные вол­
ны в плечах 2  и 3 симметричного тройника имеют одинаковые 
амплитуды .и фазы. Амплитуды и фазы вторичных волн в пле­
чах 2 и 3 зависят от размеров и электрических характеристик на­
магниченных ферритовых шайб. Можно так подобрать эти пара­
метры, чтобы первичные и вторичные волны имели одинаковые 
амплитуды и были бы в плече 2 синфазны, а в плече 3 противо­
фазны. При этом волна из плеча 1 проходит в плечо 2. Вследст­
вие симметрии устройства действие циркулятора происходит по 
схеме l -*~ 2-+ 3-* l . При противоположном направлении поля Но 
циркулятор действует по схеме Для расширения по­
лосы рабочих частот Y-циркулятора оказывается целесообразным  
надеть на ферритовую шайбу диэлектрическое кольцо. Подобные 
серийные циркуляторы работают в полосе частот 10— 15%, вно­
сят потери не более 0,5 дБ, обеспечивают развязку между пле­
чами не менее 20 дБ и имеют /Сс.в=  1,08-М , 1 0 .

25.4. НЕВЗАИМНЫЕ ФЕРРИТОВЫЕ УСТРОЙСТВА 
В КОАКСИАЛЬНОМ ВОЛНОВОДЕ И ПОЛОСКОВЫХ ЛИНИЯХ

Как уж е отмечалось выше, компактны ферритовые устройства 
в коаксиальном волноводе и полосковых линиях.

Направляемые этими линиями передачи Т-волны не имеют об­
ластей с вращающемся вектором Н. Поэтому для осуществления 
в коаксиальном волноводе и полосковых линиях резонансных фер­
ритовых вентилей необходимо, прежде всего, в некоторой облас­
ти создать такое искажение поля Т, чтобы в ней наряду с попе­
речной составляющей появилась продольная составляющая Н г 
высокочастотного ноля и результирующий вектор Н приобрел 
вращение. Этого можно достигнуть, например, введением внутрь 
линии передачи диэлектрического вкладыша. Подбором формы,
412



размеров и диэлектрической проницаемости вкладыша удается  
добиться, чтобы возле его поверхности вектор Н был поляризован 
по кругу (вращение векторов Н падающей и отраженной волн 
происходит в противоположных направлениях). Резонансный вен­
тиль получается благодаря расположению намагниченной ферри­
товой пластины в области с вращающимся вектором Н, причем 
направление постоянного поля Н0 выбирается таким, чтобы он© 
было перпендикулярно плоскости, в которой вращается вектор Н,

а величина Н 0 соответствует области ферромагнитного резонан­
са. Диапазон рабочих частот коаксиальных и полосковых резо­
нансных вентилей, в которых используются диэлектрические вкла­
дыши, определяется шириной области ферромагнитного резонанса 
феррита и может соответствовать даж е двукратному изменению 
частоты. В диапазоне рабочих частот затухание в прямом нап­
равлении составляет 1 — 1,5 дБ, в обратном направлении состав­
ляет 15— 20 дБ.

В качестве примера на рис. 25.9 показано поперечное сечение> 
коаксиального резонансного вентиля с диэлектрическим вклады­
шем.

Основными недостатками подобных вентилей являются необ­
ходимость экспериментального подбора формы и размеров фер~ 
рито-диэлектрической вставки и довольно большое затухание в  
прямом направлении, обусловленное потерями в диэлектрическом 
вкладыше.

Если в устройстве на рис. 25.9 величину Я 0 выбрать достаточ­
но далеко от резонансной, то получим невзаимный фазовраща­
тель, у которого волна одного направления распространения (с 
отрицательным вращением Н) имеет больший сдвиг по фазе, чем 
волна противоположного направления (с положительным враще­
нием Н). При помощи двух мостов на коаксиальных волноводах

Металлические
полоски

Диэлекп

РИС. 25.9 РИС. 25.10
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и невзаимных фазовращателей можно спроектировать фазовый 
циркулятор.

Однако наибольшее распространение на дециметровых и мет­
ровых волнах (а также в малогабаритной аппаратуре на санти­
метровых волнах) получил компактный и обладающий хорошими 
электрическими параметрами Y-циркулятор на полосковых ли­
ниях (рис. 25.10), который действует таким же образом, что и 
волноводный Y-циркулятор (см. § 25.3).

Диапазонные свойства полосковых Y-циркуляторов определя­
ются частотными характеристиками намагниченного феррита. Для 
обеспечения хорошего согласования узла в возможно более ши­
рокой полосе частот оказывается целесообразным надеть на ферри­
товые диски специальные диэлектрические кольца. При этом 
удается создать даж е такие циркуляторы, у которых верхняя 
частота рабочего диапазона вдвое больше нижней. В рабочем 
диапазоне серийные полосковые циркуляторы вносят потери 
0,3—0,5 дБ, обеспечивают развязку между плечами 20—30 дБ и 
имеют /Сс.в=1,25.

25.5. ПРИМЕНЕНИЕ НЕВЗАИМНЫХ ФЕРРИТОВЫХ УСТРОЙСТВ

Рассмотрим некоторые типичные случаи применения в трактах 
СВЧ невзаимных устройств с намагниченным ферритом.

Для устранения влияния произвольной нагрузки на генератор 
(для развязки) часто используют вентиль, который поглощает 
отраженные от нагрузки волны. Это обеспечивает стабильность 
работы генератора по мощности и частоте. Вместо обычного вен-

А н т е н н а

РИС. 25.11 РИС. 25.12

тиля, непосредственно поглощающего отраженную волну, часто 
применяют трехплечий циркулятор, который направляет эту вол­
ну в плечо с оконечной поглощающей нагрузкой (рис. 25.11). Эту 
схему наиболее целесообразно использовать при работе мощного 
генератора на плохо согласованную нагрузку, когда поглотить
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большую мощность отраженной ©олны .непосредственно в венти­
ле становится затруднительным.

Циркуляторы можно применять для одновременной работы пе­
редатчика и приемника на одну антенну (рис. 25.12).

Использование циркуляторов совместно с частотными фильт­
рами СВЧ позволяет создать разделительные фильтры значитель­
но меньших габаритов и массы, чем в случае использования мос­
тов (ср. § 24.17). Несколько высокочастотных сигналов, которые

Вход К следую щ ем у  
ц и р к ул я т о р у

РИС . 25.13

поступают одновременно в тракт СВЧ, например, из антенны, раз­
деляются между различными каналами с помощью циркулятора 
и включенных в его плечи полосовых фильтров, отражающих вол­
ны вне своей полосы пропускания (рис. 25.13). Очевидно, что это 
ж е устройство может объединить в одном тракте сигналы от нес­
кольких передатчиков, работающих на различных частотах.

ПР ИЛОЖЕ НИЕ  J

ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ 

1.1. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ

Скалярное произведение векторов
АВ =  ГАВ) =  (ВА). (П 1.1/

Векторное произведение векторов
[АВ] =  [А, В] =  — [ВА]. (П 1.2)

Смешанное (-векторно-скалярное) произведение векторов
А [ВС] =  В [СА] =  С [АВ]. (П1.3)

Двойное векторное произведение векторов
[А [ВС]] =  В (АС) — С (АВ). (П 1.4)
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1.2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ

Теорема Остроградского — Гаусса. Если произвольный вектор А и его пер­
вые частные производные однозначны и непрерывны в объеме V и на ограни­
чивающей этот объем замкнутой поверхности S, то

ф  A d S =  f  d iv A d t \  (П 1.5)
S  V

Теорема Стокса. Если произвольный вектор А и его первые частные про­
изводные однозлачны и непрерывны на поверхности 5  и на ограничивающем ае 
замкнутом контуре I ,  то

(j) A d I =  J  rot А dS, (П1.6)
L  S

причем направление обхода контура L и положительная нормаль к поверхности
5  образуют правовинтовую систему.

1.3. ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА (НАБЛА-ОПЕРАТОР)

Сведение разнообразных дифференциальных пространственных операций к 
простой и однотипной схеме осуществляется при помощи дифференциального 
оператора Гамильтона. В декартовой системе координат оператор Гамильтона 
раскрывается следующим образом:

д д д
V  =  х° —  +  у0 —  + z °  —  , (П 1.7)

дх ду дг
где х°, у0, 1 ° — единичные векторы (орты) по осям х, у, г.

1.4. НЕКОТОРЫЕ ФОРМУЛЫ С ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ 
ОПЕРАЦИЯМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

grad ф =  V  ф; (П1.8)
div А =  V  А; (П 1.9)

rot A =  [V  А]; (П1.Ю)
grad (ф +*ф) =  grad ф - f  grad (П1.11)
div (А +  В) =  div А +  div В; (П1.12)
rot (А +  В) =  rot А +  rot В; (П1.13)

grad (ф^) =  ^  grad Ф +  ф grad 'ф; (П1.14)
div (ф А) =  A grad ф + ф  div А; (П1.15)

div [АВ] =  В rot А — A rot В; (П 1.16)
rot (ф А) =  ^ ^ ф ,  А] + ф г о !  А. (П 1.17)

1.5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАЦИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

div grad ф =  V  (V  ф) =  V 2 Ф (П1.18)
—  оператор Лапласа (лапласиан) от скалярной функции ф;

divrotA  =  V [V  А] = 0; (П 1.19)
r o t g r a dy  =  [ V , V ф] = 0; (П1.20)

rotrot А =  [V  [V  А]] =  V (У  А) — (V V ) А =  grad div А — V 2 А; (П 1.21)
V 2 А =  grad div А — rot rot А (П 1.22)

— лапласиан от векторной функции А.
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1.6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАЦИИ В НЕКОТОРЫХ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ КООРДИНАТ

1. Обобщенная цилиндрическая система координат ( и, v , z):
1 д ф 1 д ф д<р д фgrad ф =  ио _ _ + у о _ _ + 2 о _  =  gradx ф +  z» -  ; (П 1.23)

divА =  " м Г [ * Г (Ми) +  ~ t (М о) ] + ^  =  divLA + | 7  : <Ш -24>

rot а  _  „о ГJ _  ^  +  „  _ ±  Щ  + z o J _  \ ±  (М о )  __
L hv dv дг \  [  дг hu ди J huhv [ ди

— (П1.25)

div grad ф =  V 2 ф =  - L -  Г±  ( ±  *JL) +  A  (Ih L  t l ) ]  +  * 1  =  
ё  v  т  huh0 (_ аы \  л„ ди J d v \ h v  dv ) \  т  dz2

д2 ф о д2 ф
=  div gradx  ф +  —  =  V 2X ф + —  , (П 1.26)

где и0, V0, z° — координатные орты в точке наблюдения; /ги, hv (hz=  1 ) — коэф­
фициенты Ламе; gradj.q\ div±A, div d r a d ^  =  V 2 ^ф— дифференциальные опе­
рации по поперечным координатам и и и.

2. Декартова прямоугольная система координат (х, у, г ):
д ф д ф д ф 

grad Ф =  х° —  +  у0 —  + z °  —  ; (П 1 .27)
дх ду дг

д/4 г дАи дАг 
div А =  — * +  — у +  — г ; (П 1.28

дх ду дг
ГдАг дЛ«\ о f d Ax дА Л  [д А у дАх\  

rot А =  х ° (  — — —  ) + у г ( —^  — —  ) + z °  ( — — -  ) ; (П 1.29)  
\  ду дг )  \  дг д х )  \  дх ду  J

д2 ф д2 ф ~ w
divgradV =  V 2 9 =  —  +  —  + —  . (П1.30)

3. Цилиндрическая система координат (г, г|э, г ):
д ф 1 д ф д ф

grad ф =  г0 — - +Ч Г0 — Г Т  +  ^ Т - ' (П 1.31)
дг г  д $  дг

д А т 1 1 д А ^ дА г
d i v A  =  —  + — A r + — ^ ± + - ,  (П 1.32)

1 дАг
rot А =  г° I —  ~дг~

дАг дАг 
+ЧР° 1 1 F - а 7

1 Г а дАг~\

+ z° ~ r l >  (ri4* ) ~ 5 1 > J ;
(П 1.33)

д2 ф 1 д ф 1 д2 ф д2 ф 
div grad Ф =  У 2Ф =  - Г Т + —  ~ Г + —  +  (П1.34)

дг2 г  дг гг д tp  дг2

4. Сферическая система координат (R, 0,
_д ф  1 дф „ 1  д ф™ *  I g o -------- X I ---------  —X

т  R дв  т  t f s i ne дЦ>



dAR 2  1 a 1 dJL,
dlv?L =  ~dR + “j? +  я  sine a ir (slt1® ^ e ) +  я  sine at|> : n̂ i  -36  ̂

1 [ д  а л е ] l г dAR a ]
rot a  =  r° ^ sin e [ 5 0 - (s in e  Aj, ) — + 00 ^ s i n e i ' a i F - a #  ( ^ s in 0 /4 ) J  +

l г a dAR I
+  чгох [ а ^ ( ^ е ) -  т е г  (n i -37>

r?2 (p 2 d ф 1 д f  ш п д 1 d2 ф
div grad ф =  v 2 Ф =  +  “  —  +  T q ^ " 1* д в  )  "r /?*sin*e д ў*  '

(П 1.38)
5. В декартовой системе координат

V 2 А =  х° V M j c + y 0 V 2Ay + z  v 2 Az , (П1.39)
где VMx, V 2i4y, V 2A Z определяются ф-лой (Ш.ЗО).

В криволинейной системе координат выполнение операции V 2A производит­
ся по ф-ле (Ш .2 2 ).

1.7. СВОЙСТВА ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ

Будем полагать, что вектор А и его первые частные производные одно­
значны и непрерывны во всех точках поля. Тогда:

1. Векторное поле А задано однозначно, если известны его ротор и дивер­
генция как функции пространственных координат:

rot А =  F (R), div А =  /  (R), (П 1.40)

причем эти функции должны отличаться от нуля в ограниченной области про­
странства.

2 . Векторное поле А называют потенциальным, если
А = — ( ^ 1 ф , (П1.41)

где функцию ф именуют скалярным потенциалом поля А. Введение знака минус 
в (П1.41) не имеет принципиального значения и вызвано тем обстоятельством, 
что в физических задачах принято направлять вектор А в сторону убывания 
потенциала ф.

Необходимым и достаточным условием потенциальности поля А является 
равенство

rot А =  0. (П1.42)
В частности, необходимость этого условия следует непосредственно из (П1.41)
при учете (П1.20). В соответствии с (Ш .40) условием однозначного задания 
потенциального поля А является известное во всех точках поля значение его 
дивергенции:

div А =  /  (R ). (П1.43)
3. Векторное поле А называют соленоидальным, если

А =  rot С, (П1.44)
где функцию С именуют векторным потенциалом поля А.

Необходимым и достаточным условием соленоидальности поля А является 
равенство

div А =  0 . (П1.45)
В частности, необходимость этого условия следует непосредственно из (П1.44) 
при учете (П1.19). В соответствии с (Ш .40) условием однозначного задания со- 
леноидального поля А является известное во всех точках поля значение его 
ротора:

rot А =  F (R). (П1.46)
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4. Векторное поле А общего типа удовлетворяет уравнениям (П1.40), в ко­
торых F (R )4 t 0 и /(R)=7̂ 0. Это поле может быть единственным образом пред­
ставлено суммой потенциального Aj и соленоидального А2 векторных полей:

А =  А1 +  А2, (П1.47)

где
rotA1 =  0, divA 2 =  0 . (П1 .48)

Взяв дивергенцию и ротор от обеих частей (П1.47), с учетом соотношений 
(П1.48) получим:

divA1 =  d i v A = / vR); (П1.49)

rot А2 =  rot А =  F (R ). (П1.50)

Таким образом, все истоки поля А включаются в потенциальную часть Aj 
разложения (П1.47) (определяют потенциальные свойства поля А), а все вих­
ри— в соленоидальную часть А2 разложения (определяют соленоидальные свой­
ства поля А ).

ПР ИЛОЖЕНИЕ 2

СВЕДЕНИЯ О ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ 
ЦЕЛОГО ПОРЯДКА

2.1. УРАВНЕНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
И ЕГО ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ

Многие обладающие осевой симметрией задачи электродинамики приводят 
к следующему дифференциальному уравнению:

d2R 1 dR (  m? \

где R — функция от г в полярной системе координат (г, г|э); m — постоянная, 
которая принимает только целые значения ( т  =  0, 1, 2, 3 ...) . Введение незави­
симой переменной

р =  x r  (П2.2)

преобразует (П2.1) в дифференциальное уравнение 
d2R  1 dR f  m2 \
—  + —  —  -b ( 1 — —  > ^  =  0, (П2.3)
d  p2 p d p  \  p1 J

называемое уравнением цилиндрических функций (уравнением Бесселя) т -го  
порядка. Общее решение ур-ния (П2.3) есть линейная комбинация его двух не­
зависимых частных решений:

R (Р) =  AJm (Р) +  BNm (р) (П2.4)
или

7 ? ( р ) = С Я ^ ( р ) + О Я ^ ( р ) .  (П2.5)
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где А, В, С, D — произвольные постоянные. Частные решения ур-ния (П2.3) — 
цилиндрические функции — связаны между собой соотношениями:

(р) =  / m ( p ) + i t f m (p),

Н™  (р) =  Jm (р) -  lN m (р) (П 2.6)

и имеют следующие названия: Jmi(p) — функция Бесселя m -го порядка, 
М т (р )— функция Неймана т -го  порядка; НО)т ( р ) — функция Ханкеля перво­
го рода тчго порядка; Н&)тi(p) — функция Ханкеля второго рода m-го по-
Р я дх а.

2.2. ВЫБОР ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ В РАЗЛИЧНЫХ  
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБЛАСТЯХ

Для электромашитного поля вид общего решения ур-ния (П2.3) в различ­
ных областях определяется свойствами цилиндрических функций.

а ) О

РИС. П2.1
1. Вид решения в области О г ^ /^ а  (рис. П2.1 а) определяется свойствами 

цилиндрических функций при нулевом значении аргумента р =  хл
При малых значениях модуля аргумента ( | р |< ) 1  можно применять при­

ближенные формулы:
г /  \ 1 I  г  Y т I  \ D 1 /  О \ 8 1 /  О \ т

•̂ О (р) 1 — ( о ) » А  (р) :

(т — 1)! {  2 \т  

л  V Р )

при т =  2 ,3  . .

No (Р) «  — ln(0,89p), Nm (р) «  
л

при т =  1, 2, 3 . . .; 

н £ >  (р) да 1 +  i —  ln(0,89p) = i  —  1п ( — i 0 ,89р),
Л  Л

2 2 
н о2) (р) »  1 — i —  In (0,89р) =  — i —  In (i 0 ,89p),

(П 2.7)

. (m — 1)1- Q 1 / 2  \n  
л  \  p J при m == 1, 2 ,3  . .

(П2.8)

где факториал нуля принят равным единице. 
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Из этих формул видно, что при р =  0 функции Nm(p) ,  tf(1)m(p) И HWm(pJ 
обращаются в бесконечность, а функции /т (р )  остаются конечными. Посколь­
ку электромагнитное поле должно быть конечным, то для его представления в  
точке г = 0  -могут быть использованы только функции Бесселя. Таким образом, 
в области О ^ г ^ а ,  включающей точку г= 0 , решение ур-ния (П2.3) имеет вид

* ( p ) = A M p ) ,  (П 2.9)
к которому мы пришли от (П2.4), положив В =  0.

2. Вид решения в области (рис. П2.16) определяется свойствами
цилиндрических функций при весьма больших значениях модуля аргумента 
р =  хг.

Ори этих значениях ( | р |» 1 ,  | р | > т )  справедливы асимптотические фогк 
мулы:

■'m (Р) *  ЧИ [р -  -J- ( ”  +  — ) ] " "  (Р) *  sl" Х

х [р - - г ( “ + - 5 - ) ] :

«У* о» ■* /  J ^  »!? (Р) -  V w ‘~' ^ ' ^"+ •
(П 2.11)'

Если параметр х2 в (П2.1) есть комплексное или вещественное отрицатель­
ное число, то условимся в соотношении

х =  Y y? =  х' +  i у." (П 2.12)'*

оставлять то значение квадратного корня, которое дает отрицательную .мнимую** 
часть х:

Im х =  х" <  0 . (П2.13У
Представив косинус и синус в (02.10) в виде суммы двух экспонент и под­

ставив в них и в (П2Л1) соотношения (П2;2) и (П2Л2), легко убедиться, что 
при выполнении условия (П2.13) функции Jm (р), N m (p) и Я (1)т (р ) возрастают 
с увеличением г по закону е_и"г=е1*"1/’ , а функция HWm(p) убывает по за ­
кону ек'/г= е - 1х"1г . Поскольку при г-^оо функции J m (р), М п(р) И ЯО)т (р) 
стремятся к бесконечности, а функция Я(2)т (р) — к нулю, то для представления 
поля в области в случае выполнения условия (П2.13) могут быть'
применены только функции Ж 2> тп (Р):

R ( p ) = D H j * > ( p ) .  (П 2.14/

Если параметр х2 есть вещественное положительное число, то условимся 
брать квадратный корень со знаком плюс: х = + У г х2. При вещественных поло­
жительных значениях р =  хг^>1 функция H ^ m (xr) согласно (02,11) описывает 
(при временной зависимости eiw*) бегущие волны, сходящиеся вдоль радиусов г 
из бесконечности к оси, и, следовательно, должна быть исключена из решения 
для R(r )  в области Невозможность существования сходящихся из
бесконечности к оси волн обусловлена отсутствием источников поля на беско­
нечности. В этом случае для представления -поля в области вновь 
следует воспользоваться решением (П2.14), так как функция tf<2)m(xr) при 
хг^> 1 согласно (П2.11) определяет бегущие волны, расходящиеся по ра­
диальным направлениям в бесконечность. Волновые поверхности этих волн опи­
сываются уравнением г = const и имеют форму цилиндров, вследствие чего 
волны называют цилиндрическими. При отсутствии потерь амплитуды цилиндри­
ческих волн с возрастанием г убывают по закону 1 / V  т.

Что касается функций / m(xr) и N m (xr),  то согласно (П2.10) при вещест­
венном р = х г > 1  они соответствуют стоячим в радиальных направлениях вол­
нам, возникшим в результате наложения расходящихся и сходящихся вдоль ра­
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диусов волн. Следовательно, и при вещественных р эти функции непригодны 
для представления R(r )  в области б г ^ г^ о о .

3. В области (рис. П2.1в) все цилиндрические функции конечны.
3  этой области удобно записать общее решение ур-ния (П2.3) в виде (П2.4)

R ( p ) = A J m ( p ) + B N m (p).  (П2.15)
2.3. НЕКОТОРЫЕ ФОРМУЛЫ С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ

Если через Z m (p) обозначить произвольную цилиндрическую функцию т-то 
г.осялкл. та спзапсллизы следующие Форуутм-

Z'0 (Р) =  — Z1 (р) ;

j  pm+ ‘ Zm (p) d  p =  pm+ 1 Zm+l (p);

m24 ( P )  . P2 Г . . { .  m2 \
p d p  =  T [ Z M( p ) ^ l — - )  

}■

P* -Zm (P) +

+  Zm (p) Zm (p) -j- Zm (p)

(П2.16)

(П2.17)

(П2.18)

2.4. ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ / m(p) И N m(p)
ОТ ВЕЩЕСТВЕННОГО ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО АРГУМЕНТА

В частном случае вещественных положительных значений аргумента р 
функции Уш(р) и N m (p) принимают лишь вещественные значения. На рис. 
П2.2, П2.3 изображены графики этих функций. В рассматриваемом случае

РЯС. П2.2 РИС. П2.3

функции / m (р) и N m (p) имеют осциллирующий характер, (принимают беско­
нечное число раз нулевые и экстремальные значения и их экстремальные зна­
чения монотонно убывают с увеличением аргумента р[ср. ф-лы (П 2.10)].

2.5. КОРНИ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ И ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИЙ
БЕССЕЛЯ

Корни функции Бесселя целого порядка, т. е. корни уравнения

J m ( z ) =  О, (П2.19)
образуют бесконечную последовательность вещественных положительных значе­
ний Етп. Символ 8тл обозначает п-й корень функции Бесселя m-го порядка (ин-
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деке т =  О, 1, 2, 3... указывает порядок функции Бесселя, индекс п =  1, 2, 3...— по­
рядковый номер корня). Корни Етп равны значениям аргумента р, при кото­
рых функции Jт (р) пересекает ось абсцисс (см. рис. П2.2). В табл. П2.1 при­
ведены значения первых трех корней нескольких функций Бесселя.

Корни производной функции Бесселя целого порядка, т. е. корни урав­
нения

4 ( ^ = 0 ’ (П 2-2°)
также образуют бесконечную последовательность вещественных положительных 
значений jLimn. Символ jХтп обозначает л-й корень производной функции Бес­
селя m-го порядка. Корни |Нтп равны значениям аргумента р, при которых 
функция Jт (р) экстремальна и, следовательно, ее производная равна нулю* 
(см. рис. П2.2). Несколько значений ц тп приведено в табл. П2.2.

Т А Б Л И Ц А  П.  2.1 Т А Б Л И Ц А  П.  2.2

т
гтп

т
У'тп

п = 1 1 п = 2 п= 3 п = 1 п = 2 п= 3

0 2,405 5,520 8,654 0 3,832 7,016 10,173
1 3,832 7,016 10,173 1 1,841 5,331 8,536
2 5,136 8,417 11,620 2 3,054 6,706 9,969
3 6,380 9,761 13,015 3 4,201 8,015 11,346
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