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ВВЕДЕНИЕ
Дифференциальные уравнения занимают особую роль среди

математических дисциплин. Любой летательный аппарат летит по
траектории, являющейся решением некоторого дифференциального
уравнения.

Операционное исчисление - один из методов математического
анализа, позволяющий в ряде случаев сводить исследование
дифференциальных и некоторых типов интегральных операторов к
рассмотрению более простых алгебраических задач.

Операционное исчисление играют важную роль при решении
прикладных задач, особенно в современной телемеханике,
автоматике, физике, телекоммуникации.

Применимость многих интегральных преобразований к
дифференциальным уравнениям существенно ограничивается тем, что
эти преобразования определены для функций, интегрируемых на всей
прямой. Эти преобразования невозможны для функций, растущих
при х->оо или х-»-оо. а также для функций, являющихся
решениями дифференциальных уравнений, но эту трудность можно
преодолеть введением преобразования Лапласа.

Немаловажную роль играют ряды в задачах прикладного
xapaKTqja. С из помощью например можно решать задачи, которые не
имеют точного решения. Например, не всегда удается вычислить
интеграл по формуле Ньютона-Лейбница, но после разложения в
некоторых случаях в ряд Тейлора мы можем вычислить этот интеграл
с заданной точностью (заданная точность указывает на то, сколько
слагаемых в разложении нам стоит брать).

Д^ое пособие рекомендуетоя бакалаврам всех направлений
любого Втуза, а также молодым специалистам, желающим повысить
свое математическое образование.
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ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

1.1 Основные понятия и определения.

При рассмотрении функций нескольких переменных
ограничимся подробным описанием функций двух переменных, т.к.
все полученные результаты будут справедливы для функций
произвольного числа переменных.

Определение 1.1. Если каждой паре независимых друг от друга
чисел (х, у) из некоторого множества по какому - либо правилу
ставится в соответствие одно или несколько значении переменной z,
то переменная z называется функцией двзос переменных.

z = f{x,y)
Определение 1.2. Если паре чисел (х, у) соответствует одно

значение z, то функция называется однозначной, а если более одного,
то - многозначной.

Определение 1.3. Областью определения функции z
называется совокупность пар (x,y), при которых функция z
существует.

Определение 1,4. Окрестностью точки А/о(х;о, Уо) радиуса г
называется совокупность всех точек (х, у), которые удовлетворяют
условию V(x-Xo)'+(y-yJ' <г.

Определение 1.5. Число А называется пределом функции
/(х,у) при стремлении точки//(х, у) к точке //o(-*o'.Vo). если для
каждого числа е > О найдется такое число г > О, что для любой точки
^{.х, удля которых вфно условие

АШо<г
также верно и условие \f{x,y)-A\ < е.
Записывают: Ы/{х,у)=А

У-*Уа

Опреяеленне 1.6. Пусть точка Wo(W«). 4>инам«квт
облает опреяелснил функция
называетсявепрерывной вточкв

}-*Уа-



причем точка М[х,у) стремится к точке (л;,, ,Vo)произвольным
образом.

Если в какой - либо точке условие (1) не вьшолняется, то эта
точка назьгеается точкой разрыва функции fipc^y). Это может быть в
следующих случаях;

1) Функция z = f{x^y) не определена в точке Л/о(-*о»л)-
2) Не существует предел lim /(х,у).

3) Этот предел существует, но он не равен
Свойство 1. Если функция /(х,у, ...) определена и непрерывна в
замкнутой и ограниченной области D, то в этой области найдется по
крайней мере одна точка Nipc^^y^^ ...), такая, что для остальных точек
верно неравенство ...)'/(х,у, ...), а также точка
ЛГ, (Хо, ,уд,, ...), такая, что для всех остальных точек верно неравенство

/(JCoi.J'oi. ..)^Дх,у, ...),
тогда /(Хо„Уор ...)^/(х,у, ...),/(Хо,У(„ ...) -М- наибольшее
значение функции, а /(Х(„,Уо,, ...) =т- наименьшее значение
функции f(x,y, ...) в области D.

Непрерывная функция в замкнутой и ограниченной области D
достигает по крайней мере один раз наибольшего значения и один раз
наименьшего.

Свойство 2. Если функция /(х,у, ...) определена и непрерывна
в замкнутой ограниченной области Z), а Л/ и m - соответственно
наибольшее и наименьшее значения функции в этой области, то для
любой точки ^s[ni,M] существует точка Мд(х^,у^, ...) такая, что
/(Хо,Уо, ...) =//.

Проще говоря, непрерывная функция принимает в области D все
промежуточные значения между Мит. Следствием этого свойства
может служить заключение, что если числа Мит разных знаков,
то в области D функция по крайней мере один раз обращается в ноль.

Свойство 3. Функция /(х,у, ...), непрерывная в замкнутой
ограниченной области D , ограничена в этой области, если
существует такое число К, что для всех точек области в^рно
неравенство 1/(х,у,...)| < К.

Свойство 4. Если функция /(х,у, ...) определена и непрерывна
в замкнутой ограниченной области D, то она равномерно
непрерывна в этой области, т.е. для любого положительного числа е
существует такое число Д > О, что для любых двух точек (д^,у,) и



(atj, У2) области, находящихся на расстоянии, меньшем А, выполнено
неравенство

Приведенные вьпне свойства аналогичны свойствам функций одной
переменной, непрерьшных на отрезке.

1.2. Производные и дифференциалы функций
нескольких переменных.

Определение 1.7. Пусть в некоторой области задана функция
2=fix,у). Возьмем произвольную точку М{х,у) и зададим
приращение Ах к переменной х. Тогда величина
Д,2=/(х+Дх,з;) - fix,у) называется частным приращением
функции по X.
Можно записать

- fix+Ax,y)'f(x,y)
Ах Ах

называется частной производной функции z = fix,у)
по X.

Обозначение: —; г';

Аналогично определяется частная производная функции по у:
fe ^^fix,y^Ay)-fix,y)
ду Ay

Геометрическим смыслом частной производной (допустим —)
дх

является тангенс угла наклона касательной, проведенной в точке
к сечению поверхности плоскостью >> = Уо-

1-3. Полное приращение и полный дифференциал.

Определение 1.8. Для функции fix,y) выражение
^^'=f(x+Dx,y+Dy) -fix,y) называется полным приращением.
Если функция f(x, >;)имеет непрерывные часпше ^оизводные, то

=[f(x+Дх,J.+Д;>) - f(x,y * AV)]+ Ах,у)]

10



Применим теорему Лагранжа к вьфажениям, стоящим в квадратных
скобках.

/(х, V + Av) - f{x,y) =

fix + Дх, >•+Ди) - /(X, у+Ду) = Д*
ОХ

здесь у е (у,у+Ду); х е (х,х+Дх)
Тогда получаем

д, = д,»ХЫ1М*д^1Ы)
дх ду

Так как частные производные непрерывны, то можно записать
равенства:

^(х.у-нДу) Щх,у)
дх дх

i/r-tO

ц^д б/(х,у) _ №.у)

Определение 1.9. Выражение

дх ^ „
называется полным приращением функции f(x,y) в некоторой
точке (х, у), где ai и Ог - бесконечно малые функции при Дх -> О н
Ду -» О соответственно.

Определение 1.10. Полным дифференциалом функции
z = fix, у) называется главная линейная относительно Дх и Ду
приращения функции Д2 в точке (х, у).

dz = f^ix,y)dx+fyix,y)dy
Для функции произвольного числа переменных:

dfix,y,z,...,t) = ̂ dx + ̂ dy+... + ̂ dt
дх ду dt

Пример 1.1. Найти линии уровня следующих функции:

11) z = 2x+y 2) z =
бх' + v'

Решение: 1) уравнение линий уровня данной функции можно
записать в виде 2х + у = С или з'=-2х+С. Линии уровня являются
прямыми.

11



(xj, ) области, находящихся на расстоянии, меньшем Д, вьтолнено
неравенство
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функции по X.
Можно записать

Д^г f{x+Lx,y)-f(x,y)
Ах Ах

Д 2 ^
Тогда lim— называется частной производной функции z = f{x,y)

йх-*0 Ау

по X.

Обозначение: —; z': f'(x,y).
ас' " ас

Аналогично определяется частная производная функции по у:

^  Ау
bzГеометрическим смыслом частной производной (допустим —)
ох

является тангенс угла наклона касательной, проведенной в точке
^ сечению поверхности плоскостью у = у^.

1.3. Полное приращение и полный дифференциал.

Определение 1.8. Для функции f{x,y) выражение
Dz=f{x+iyx,y+Dy) -/(х,у) называется полным приращением.
Если функция /(х, у) имеет непрерывные частные производные, то

Да = fix+Дх,у + Ду) - /(х,у)+fix, у+Ду) - fix, у + Ду) =
= \fix+Ах,у+Ду) - /(х,у + Ду)] + [/ix,y + Ду) - /(х,у)]
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Применим теорему Лагранжа к вьфажениям, стоящим в квадратных
скобках.

л  Ч л +f{x + Дх, >• + Ду) - fi.x, У + Ду) = Д* ^^
здесь у е (у,у+Ду); х е {х,х+Дг)
Тогда получаем

i.-=ArSHiZlM* 4,SM)
fir ду

Так как частные производные непрерывны, то можно записать
равенства:

.г._ ^(^0'+4v) Щх,у)
urn = —

йг йг

6f{x,y) cf(x,y)

Определение 1.9. Выражение
дг = Дх + дд; + о;^дх + a-jAy

дх ду
называется полным приращением функции /{Хуу) в некоторой
точке (д:, у), где ai и аз — бесконечно малые функции при Дх —у О и
Ду О соответственно.

Определение 1.10. Полным дифференциалом функции
z = f(x,y) называется главная линейная относительно Дх и Ду
приращения функции Az в точке (д:, у).

= /ж(ХуУ)(1х+f'y{Xyy)dy
Для функции произвольного числа переменных:

df(x,yyZ,...yt) = ̂ dx + ̂ dy + ...+Ц-dt
ш  ду dt

Пример 1.1. Найти линии уровня следующих функций:

11) я = 2х+у 2) z =
6х^ + v=

Решение: 1) уравнение линий уровня данной функции можно
записать в виде 2х + у = С или у=-2*+С. Линии уровня являются
прямыми.
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2) уравнение линий уровня данной функции можно записать в виде
2  2

1  = С или С(6хЧ у') = 1 (С>0) или^ + ̂  = 1 (С > 0). Линии
_L ±
бС С

уровня являются эллипсами.

-  J. ху-2Пример 1.2. Найти точки разрыва функции z = -=5 .
X -у

Решение: Для данной функции знаменатель не должен обращаться в
ноль. Если х^-у = 0, то у = х- - уравнение параболы.
Следовательно, данная функция имеет линией разрыва параболу
у^х'.

Пример и. Найти полный дифференциал функции ii = x'^'.
Решение:

ди , ди , ди ,
аи = —ах+—ау +—az

дх ду dz

дх by dz

du = ̂ z^'~^dx + 2х^*><г1пдаз^ + уV"'* ]nxdz

Пример 1.4. Найти полный дифференциал функции z = —r—j-
X ~ у

Решение:
dz _ -2ух

dz у'{х^ -у^)-у(-2у) _х--у^+ 2у' х' + у^
гу~ {х'-уУ {х'-уУ [х'-уУ

2ху . .
dz = , i^dx+—-—(х-/)

Геометрический смысл полного дифференциала.
Касательная плоскость и нормаль к поверхности.
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касательная плоскость

Пусть N и Nf^- точки данной поверхности. Проведем прямую
NNf^. Плоскость, которая проходит через точку называется
касательной плоскостью к поверхности, если угол между секущей
NNq и этой плоскостью стремится к нулю, когда стремится к нулю
расстояние NN^.

Определение 1.11. Нормалью к поверхности в точке
называется прямая, проходящая через точку Nf^ перпендикулярно
касательной плоскости к этой поверхности.

В какой - либо точке поверхность имеет либо только одну
касательную плоскость, либо не имеет ее вовсе.

Если поверхность задана уравнением z = f(x,y\ где f(x,y) -
функция, дифференцируемая в точке Мо(хо, Уо), касательная плоскость
в точке существует и имеет уравнение;

Z -/(л'о.л) = /х(Хо^Уо)(х-Хо) + /у{х^>Уо)(у-Уо)
Уравнение нормали к поверхности в этой точке:

х-Хд у-уа z-2o

/,'(-Wo) /у(Хо,Уо) -1
Геометрическим смыслом полного дифференциала функции

двух переменных /(х^у) в точке (дго, >ь) является приращение
аппликаты (координаты z) касательной плоскости к поверхности при
переходе от точки (х^,, Уо)к точке (х^ + Dx, + Dy). Как видно,
геометрический смысл полного дифференциала функции двух
переменных является пространственным аналогом геометрического
смысла дифференциала функции одной переменной.
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Пример 1.5. Найти уравнения касательной плоскости и
нормали к поверхности

2 = х^-2ху + у^-х + 2у
в точке М{1, 1, 1).
Решение:

— = 2х-2у-1; ^ = -2.х + 2;'+2
дх ду

= 2:

Уравнение касательной плоскости:
г-1 = -(А:-1) + 2Си-1); x-2y + z=0-.

Уравнение нормали:
JC-1 _ у-1 _ z-l_
-1 ~ 2 " -Г

1.4. Приближекныс вычисления с ' о /ног.»
дифференциал

Пусть функция fix,у) г: рснцируема в точке (л г).
Найдем полное приращение этс ; 41>'нкции:

Дг = /(л-+^,у+Ау) -/(х,7)
f{x + 1хх,у+Ау)=f{x,y)+Az

Если подставить в эту формулу выраяссине

--л

то получим приближенною фор ./у. ; .•

/(д:+Дж,y+Ay)- ; !■ Лу
су

Пример 1.6. В)*ч!5СЛ1ГГь приблн:т:еняо 1,0/'"'. .

Решение: Иско\гое чис.ло будем рассматривать как значение функции
z' при х = 1 + 0,2, з; = 3+0,1. Значение функции в точке (1,3) равно:
z(l,3) = l' = l, Дх = 0,02, Ду = 0,01. Используя формулу

dz dz/(х+Дх,у+Ау)я/(х,у) + —Дх+—Ay, получим
дх ду
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Лг Si dz = • Ал* + x'' In v • Д)' = 3 • 1 • 0,02 +1 • Inl • 0,01 = 0,06.

Следовательно, 1,02*^' =1 + 0,06 = 1,06.

Пример 1.7. Вычислить приближенно значение >/l,04'''' + lnl,02
исходя из значения функции м = >/х' +1пг при х= l,j'= 2,г= 1.
Решение: Из заданного выражения определим
Д.у= 1,04 - 1 = 0,04, Д;'= 1,99 - 2 = -0,01, Az= 1,02-1 =0,02.
Найдем значение функции u(x,y,z) =л/1^+1п1=1
Находим частные производные:

^ = — = 1с.г 2л/х*' + 1п2 2лЯ

сг/ x^Idx

^3' +lnz

_  г 1
dz 2л/х^ + 1п2 2

Пслтгый дифференциал функции и равен:

,.'v =-- 0.04 • - 0,01 + 0,02 • —- = 1.0,04 - О 0,01 + - - 0,02 =
дх ду дх 2

0.04+0,0) = 0,03

-]п],02 =;;(},2.1)-r(/u = i + 0,05=l,05
Точки: значс.чяо з:ого выражения: 1,049275225687319176.

1.5. Частные производные высших порядков.

Если функция f(x, у) определена в некоторой области D, то ее
частные ир^ и . д аше f^ix,y) и /Дж.у) тоже будут определены в той
же области или ее части.
Будем называть эти npo}v ? частными производными первого
порядка.
Производные этих функций будут частными производными второго
порядка.
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ОХ ф
3^2 .„, - 3^2 .

= ах,уУ, ■— = f„{x,y)\дхду ■ дудх

Продолжая дифференцировать полученные равенства, получим
частные производные более высоких порядков.

Определение 1.12. Частные производные вида
3^2 3'2 3^2 3^2
Зх^' ̂ йх' Зх^йх' дхдуду

и т.д. называются смешанными производными.
Теорема 1.1. Если функция fix,y) и ее частные производные

определены и непрерывны в точке М(х,у) и ее
окрестности, то верно соотношение:

3^/ ^ зу
дхду дудх

То есть частные производные высших порядков не зависят от порядка
дифференцирования.
Аналогично определяются дифференциалы высших порядков:

^ = fKx,y)dx + /у(х,у)

d'z'=/;i.x,y)(dxf+3f;^(x,yXdxfdy*3f;^(x.y)dxm'+f'A'-y'l(.<^)'

d"zJ^dx+-^d}j f(x,y)
Здесь п- символическая степень производной, на которую
заменяется реальная степень после возведения в нее стоящего в
скобках выражения.

1.6. Производная функции в данном направлении.
Производной функции 2 = /(х,у) в данном направлении

&  /(М,)-/(М)ЫММ, называется -^=11111^
01 М,М-><1 JV1,1V1

где /(М) и /(М,)- это значения функции в точках МиМ,. Если
функция дифференцируема, то справедлива формула
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dz dz dz .
(1)

где a - угол, образованный вектором I с осью ОХ^ ар- угол,
образованный вектором I с осью 0Y, причем а+Р=90:

У

Аналогично определяется производная в данном направлении I
для функции трех аргументов и = fix,y,z). В этом случае

ди ди ди „ ди
— =—cosa+ —cos/ff+ —cosy,
о/ ах д}> dz (2)

где (x,p,Y — углы между направлением I и соответствующими
координатными осями. Производная в данном направлении
характеризует скорость изменения функции в этом направлении:

Градиентом функции 2 = f(x,y) назьгаается вектор проекциями
которого на координатные оси являются соответствующие частные
производные данной функции:

,  dz . dz .
ax dy (3)

Производная данной функции в направлении I связана с
градиентом функции следующей формзоюй:

— = np,gradz, то есть производная в данном направлении равна
проекции традиента функции на направление дифференцирования.

Пример 1.8. Найти производную функции z = 2jc" -Зу^ в точке
М(1,0) в направлении, соответствующем с осью ОХ угол в 60®.
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Решеняе: Найдем частные производные данной функции и их

—  —значения в точке М: — = 4л:, —
дх дх

= 4 ^ = ^
'  ду ау

1  Rcosa = cos60" = —, cos = cos30° = Применяя формулу (2),

dz . 1 л ^полувдм 2 ~2~~

Пример 1.9. Найти и построить градиент функции z = x^y в
точке М( 1,1).

Решение: Вычислим частные производные и их значения в точке М;

& ~ dz
"i:дх дх м  ду ду

= 1.

Следовательно, grad z = 2z + у:

2

1

> X

1.7. Экстремум функции нескольких переменных.

Определение 1.13. Если для функции z—f{x.,y\ определенной
в некоторой области, в некоторой окрестности точки (д^, верно
неравенство

/(Xo.JHo) >/(*.>')
то точка Mq называется точкой максимума.
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Определение 1.14. Если для функции z = f{x,y\ определенной
в некоторой области, в некоторой окрестности точки д',,) верно
неравенство

/(^o,Vo) </(•*. у)
то точка Мо называется точкой минимума.

1.7.1. Необходимые п достаточные условия экс фсмухга.

Теорема 1.2. (Необходимые условия экстремума).

Если функция fix,у) в точке имеет экстремум, то в этой
точке либо обе ее частные производные первого порядка равны нулю
Л'(-*о'Л) = 0, /Д-То,Уо)=0 либо хотя бы одна из них не существует.

Эту точку (лр, д'о) будем называть критической точкой.
Теорема 1.3. (Достаточные условия экстремума).
Пусть в окрестности критической точки (дгр, ур) функция /(х, г)

имеет непрерывные частные производные до второго порядка
включительно. Обозначим через D выражение:

1) Если£>(Хо,з;о) >0 , то в точке (хр.Уо) функция fix,y)
имеет экстремум, если //г(Хр,ур)<0- максимум, если
/,"К.:>'о)>0- минимум.

2) Если 1)(Хр,Уо) <0, то в точке (хр, Ур) функция /(х,у) не
имеет экстремума

3) Если£) = О , вывод о наличии экстремума сделать нельзя.

1.7.2. Условиьш экстремум.
Условный экстремум находится, когда переменные х и у,

входящие в функцию и=/(х,у), не являются независимыми, т.е.
существует некоторое соотношение <р{х, у) = О, которое называется
уравнением связи.
Тогда из переменных х и у, только одна будет независимой, так
как другая может быть вьфажена через нее из уравнения связи.
Тогда м = /(х,у(х)).

dx дх ду dx
В точках экстремума:

^»=2;+2;4:=о (1)
dx дх ^ dx
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Кроме того:
.  dtp ^d<pdy

йх ду dx
Умножим равенство (2) на число X и сложим с равенством (1).

(2)

\дх dydx) \,ах dydx)

{дх дх) 8}')dx

Для выполнения этого условия во всех точках найдем
неопределенный коэффициент X так, чтобы выполнялась система трех
уравнений:

дх дх

ду ду
(р{х,у) = 0

Полученная система уравнений является необходимыми
условиями условного экстремума. Однако это условие не явмется
достаточным. Поэтому при нахождении критических точек требуется
их дополнительное исследование на экстремум.
Выражение м = /{х,у) +Я^(х,у) называется функцией Лагранжа.

Пример 1.15. Найти экстремум функции f{x,y) -ху, если
уравнение связи:

2х + Зу - 5 = О
Решение:

ы =s jj' + Х(2х+3 у—5)

дх

ди ^ .— = х+3л,;
ду

у + 2Х = О
дс + ЗА. = О
2х + Зу-5 = 0

^=-15=
5

^ = 4'
5

у = _
6'

Таким образом, функция имеет экстремум в точке

Использование функции Лагранжа для нахождения точек экстремума
функции называется также методом множителей Лагранжа.
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Выше мы рассмотрели функцию двух переменных, однако, все
рассуждения относительно условного экстремума могут бьпъ
распространены на функции большего числа переменных.
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;  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ. ■ " ■ . "

2.1. Осповпые понятия и определения.
Решение различных геометрических, физических и инженерных

задач часто приводят к уравнениям, которые связывают независимые

переменные, характеризующие ту пл иную задачу, с какой - либо
функцией этих переменных и производными этой функции различных
порядков.

В качестве примера можно рассмотреть простейший случай
равноускоренного движения материальной точки. Известно, что
перемещение материальной точки при равноускоренном движении
является функцией времени и выражается по формуле:

_  ,, at^

в свою очередь ускорение а является производной по времени t
от скорости V, которая также является производной по времени / от
перемещения, то есть

л' " л л"
fiO-t

тогда получаем: = уравнение связывает

функцию /(г) с независимой переменной / и производной второго
порядка функции /(/).

Определение 2.1. Дифференциальным уравнением
называется уравнение, связывающее независимые переменные, их
функции и производные (или дифференциалы) этой функции.

Определение 2.2. Если дифференциальное уравнение имеет
одну независимую переменную, то оно называется обыкновенным
дифференциальным уравнением, если же независимых переменных
две или более, то такое дифференциальное уравнение называется
дифференциальным уравнением в частных производных.
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Определение 23. Наивысший порядок производных, входящих
в уравнение, называется порядком дифференциального уравнения.

Определение 2.4. Общим решением дифференциального
уравнения назьшается такая дифференцируемая функция у = <р{х,С),
которая при подстановке в исходное уравнение вместо неизвестной
функции обращает уравнение в тождество.

2.1.1. Свойства общего peuiewnn.
1) так как постоянная С - произвольная величина, то вообще

говоря дифференциальное уравнение имеет бесконечное множество
решений.

2) При каких- либо начальных условиях х = х;,, >'(хо) =
существует такое значение С = Q, при котором решением
дифференциального уравнения является функция у =<р{х, С^).

Определение 2.5. Решение вида у =q>(x, Q) называется
частным решением дифференциального уравнения.

Определение 2.6. Задачей Коши (Опостен Луи Коши (1789-
1857)- французский математик) называется нахождение любого
частного решения дифференциального уравнения вида v =q>{x, Q),
удовлетворяющего начальным условиям

Теорема 2.1. (Коши) (теорема о существовании и
единственности решения дифференциального уравнения I- го
порядка)

Если функция f(x, у) непрерывна в некоторой области D в
плоскости XOY и имеет в этой области непрерывную частную
производную у'=f(x,y), то какова бы не была точка (хр, в
области D, существует единственное решение у = д){х) уравнения
У'-/{Хуу), определенное в некотором интервале, содержащем
точку хо, принтшющее при х = х^ значение 9?(хо) = т.е.
существует единственное решение дифференциального уравнения

Определение 2.7. Интегралом дифференциального уравнения
называется любое уравнение, не содержащее производных, для
которого данное дифференциальное уравнение является следствием.

23



Пример 2,1. Найти общее решение дифференциального
уравнения ху'+ у = 0

Решение: Общее решение дифференциального уравнения
ищется с помощью интегрирования левой и правой частей уравнения,
которое предварительно преобразовано следующим образом:

ах

xdy = -ydx

dy _ Л
У  X

rdy tdxТеперь интегрируем: J — = -j —
J  ̂

1пу = -1пж+Со lny+lnjc = Co Injy = Сц ;о' = е'^ =С
■' i » » '

£ . эхо общее решение исходного дифференциального уравнения.
X

Допустим, заданы некоторые начальные условия: = 1;>'о = 2, тогда
имеем 2 = у; С-2;

При подстановке полученного значения постоянной в общее решение
получаем частное решение при заданных начальных условиях
(решение задачи Коши) у = ^

Определение 2.8. Интегральной кривой называется график
у = <р{х) решения дифференциального уравнения на плоскости XOY.

Определение 2.9. Особым решением дифференциального
уравнения называется такое решение, во всех точках которого условие
единственности Копш не выполняется, т.е. в окрестности некоторой
точки (х, у) существует не менее двух интегральных кривых.

Особые решения не зависят от постоянной С .
Особые решения нельзя получить из обшего решения ни при каких
значениях постоянной С . Если построить семейство интегральных
кривых дифференциального уравнения, то особое решение будет



изображаться линией, которая в каждой своей точке касается по
крайней мере одной интегральной кривой.

Отметим, что не каждое дифференциальное уравнение имеет особые
решения.

Пример 2.2. Найти общее решение дифференциального
уравнения: у'+у=0. Найти особое решение, если оно существует.

Решение:

dy

У

1^4^J у i

\лу = -х + С

у = е"* ■

y=q-e-'

Данное дифференциальное уравнение имеет также особое
решение у = О . Это решение невозможно получить из общего, однако
при подстановке в исходное уравнение получаем тождество. Мнение,
что решение у = О можно получить из общего решения при С, = О
ошибочно,ведь С^=е^ф0.

2.2. Дифференциальные уравнения первого порядка.

Определение 2.10. Дифференциальным уравнением первого
порядка называется соотношение, связывающее функцию, ее первую
производную и независимую переменную, т.е. соотношение вида:

F(x,y,y')=0
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Если такое соотношение преобразовать к виду у' = /(:с,>») то это
дифференциальное уравнение первого порядка будет называться
уравнением, разрешенным относительно производной.

Преобразуем такое выражение далее:

^ = /(х,у); dy = f{x,y)dx-, f{x,y)dx-dy = (i\
ах

Р(х у)Функцию /(дг,у) представим в виде: /(x,y) Q{x,y)^0.,
Qix,y)

тогда при подстановке в полученное выше уравнение имеем:

P(x,y)dx + Q{x,y)dy = О
-  это так называемая дифференциальная форма уравнения первого

порядка.
Уравнения вида .у'=/(х).

Пусть функция fix) - определена и непрерывна на некотором
интервале а<х<Ь.

В таком случае все решения данного дифференциального уравнения
находятся как y = ̂ fix)dx-¥C. Если заданы начальные условия х^ и
у^ , то можно определить постоянную С .

2.2.1. Уравнения с разделяющи.мися переменными
Определение 2.11. Дифференциальное уравнение У = /(х,у)

называется уравнением с разделяющимися переменными, если его
можно записать в виде

у' = а{х)0{у)

Такое уравнение можно представить также в виде:

У-а(х)Д(у) = 0; dy-aix)fiiy)dx = 0\ -^^-aix)dx = Q
npH/?Cy)9tO;

Перейдем к новым обозначениям а(х) = -Х(х); = Y(y);
РСу)

Получаем: Xix)dx + Yiy)dy = 0;
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