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KIRISH

Muhtaram Prezidentimiz Sh.M.Mirziyoyev ta'kidlaganidek,
"Matematika hamma fanlarga asos. Bu fanni yaxshi bilgan bola aqlli,
keng tafakkurli bo'lib o'sadi, istalgan sohada muvaffaqiyatli ishlab
ketadi". Haqiqatdan ham matematika fanl inson aqlini charxlaydi,
diqqatini rlvojlantiradi, ko'zlangan maqsadga erishish uchun qat'iyat
va irodani tarbiyalaydi, algoritmik tarzda tartib-intizomlilil^a
o'rgatadi va eng muhimi mulohaza yuritishga chorlaydi hamda
tafakkurni kengaytiradi. Hozirgi kunda respublikamizda ta'lim
sohasida oiib borilayotgan islohotlar Milliy o'quv dasturi talablari
asosida o'qitishni tashkil etish, taiabalar uchun zamon talabiga javob
beradigan darslik, o'quv qo'llanmalar yaratish dolzarb masalaligicha
qolmoqda. Ushbu o'quv qo'llanma yuqoridagi talablarni hisobga olib
yaratildi. O'quv qo'llanma "Hisob(Calculus)" fanining integrallar
moduliga to'g'ri keladi. Unda aniqmas integral, aniq integral va
ulaming xossalari, xosmas integrallar, ikki va uch karrali integrallar
va ulaming xossalari yetarli darajada o'rganilgan. Bundan tashqari bar
bir mavzuga doir misollar yechib ko'satilgan hamda ushbu darsda
mustaqil yechish uchun misollar ham keltiriladi

O'quv qo'llanmada keltirilgan mavzular iloji boricha qat'iy va
tushunarli bo'lishiga harakat qilindi hamda ko'p miqdordagi misollar
bilan ta'minlandi, bu esa nazariy mazmunning ma'nosini ochishga
yordam beradi.

O'quv qo'llanma kamchiliklardan holi emas albatta, shu sababli
muallif uni takomillashtirishga qaratilgan fikr va mulohazalarni
mamnuniyat bilan qabul qiladi va oldindan o'z minnatdorchiligini
bildiradi.



I BOB. ANIQMAS INTEGRAL
1.1. Boshlang'ich funksiya va aniqmas integral

Berilgan fiinksiyaning hosilasini topish differensial hisobning
asosiy masalalaridan biridir. Matematik analizning geometriya,
mexanika, fizika va texnikadagi masalalarga keng miqyosdagi tatbiqi
teskari masalani yechishga, ya'ni berilgan f{x) funksiya uchun

hosiiasi shu fiinksiyaga teng bo'lgan F{x) flinksiyani topishga olib
keladi.

Funksiyaning berilgan hosilasiga ko'ra uning o'zini topish
masalasi integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.

y = f{x) funksiya {a\b) intervalda aniqlangan boMsin.
l-ta*rif. Agar {a\b) intervalda differensiallanuvchi F{x)

fimksiyanig hosiiasi berilgan f{x) fiinksiyaga teng, ya'ni
F\x) = fix) ( yoki dFix) = fix)dx)

bo'lsa. Fix) fiinksiyaga ia;b) intervalda fix) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi deyiladi

Masalan: fix) = x" funksiya butun sonlar oqida fix) = 6x'
funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi, chunki xsRda(jr'')' = бд:';
Fix) = funksiya (-1;1) intervalda fix) = —. ^ ^ funksiyaning

Vl - x'

boshlang'rch funksiyasi bo'ladi, chunki x6(-l;l)da(Vr^)' = —
-X

Lemma. Agar Fix) va Ф(дг) funksiyalar ia;b) intervalda fix)
fjnksiyaning boshlang'ich funksiyalari boMsa, u holda Fix) va Ф(^^)
bir- biridan o'zgarmas songa farq qiladi.

Isboti. Fix) va Ф(л:) funksiyalar ia,b) intervalda fix)
funksiyaning boshlang'ich funksiya boMsin: F'ix)=fixX o'ix)=fix).

и holda istalgan xe(a;6)da
(Ф(л:) - Fix))'=Ф'(^с) - F"W = fix) - fix) = 0

bo'ladi. Bundan Ф(дс) - F(jc) = С yoki Ф(л) = Е(х) + с kelib chiqadi, bu
yerda C-ixtiyoriy o'zgarmas son.

Shunday qilib, fix) funksiya ia;b) intervalda biror Fix)
boshlang'ich fiinksiyaga ega bo'lsa, uning qolgan barcha boshlang'ich
funksiyalari {F(x) + C} to'plamni tashkil qiladi.



2-ta'rif. f{x) funksiyaning {a,b) intervaldagi boshlang'ich
funksiyalari to'plamiga f{x) funksiyaning aniqmas integrali deyiladi
va J/(.v)f/jckabi belgilanadi.

Shunday qilib, ta'rifga ko'ra
\f{x)dx = F{x) + C, (1.1)

bu yerda f{x)- integral ostidagi funksiya, /(дг)й&с-integral ostidagi
ifoda; jc- integrallash o'zgaruvchisi, J - integrallash belgisi deb
ataladi.

Aniqmas integralni topish, ya'ni berilgan funksiyaning
boshlang'ich funksiyalari to'plamini aniqlash masalasi funksiyani
integrallash deyiladi.

Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani
differensiallashga teskari amal bo'ladi.

Berilgan f{x) funksiya qachon boshlang'ich funksiyaga ega
bo'ladi degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teoremani
isbotsiz keltiramiz).

1-teorema. Agar /(x) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u
holda u bu kesmada uzluksiz bo'lgan boshlang'ich funksiyaga ega
bo'ladi.

Ko'p hollarda F{x) funksiya /(x) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi bo'ladigan (a;6) interval ko'rsatilmaydi. Bunday holda {a\b)
interval sifatida /(x) funksiyaning aniqlanish sohasi tushuniladi. Shu
sababli bundan keyin integral ostidagi flinksiyalar uzluksiz va (1.1)
formula ma'noga ega deb hisoblaymiz. Masalan, /(x) = - funksiya

X

(-oo;0) va (0;oo) intervalda uzluksiz.
Shuning sababli uning aniqmas integrali deb
(dx { Inx + C, x>0,J—= =In|x|+C (x^O)X  I ln( -x) + C, X < 0

funksiya tushuniladi.



y=Fix)+a

y=F(x)

Boshlang'ich funksiyaning
grafigi integral egri chiziq deb
ataladi.

Aniqmas integral geometrik
jihatdan ixtiyoriy С o'zgarmasga
bog'liq bo'lgan barcha integral3'=^W+Cj ggj.j chiziqlar to'plamini

y = Fix) + C, ifodalaydi. Agar F(x)
funksiyaning grafigi integral egri

i.sijaU chiziq bo'lsa, boshqa integral egri
chiziqlar uni Oy o'qi bo'yicha

parallel ko'chirish yordamida hosil qilinadi.

1.2. Aniqmas integralning xossalari
Aniqmas integral quyidagi xossalarga ega.
Г. Aniqmas integralning hosilasi integral ostidagi /(x)

funksiyaga teng:
i\nx)dxy = Ax);

Isboti. F(x)funksiya /(x)funksiyaning boshlang'ich flinksiyasi,
ya'ni ^"(x)=/(x) bo'lsin. U holda

"  (//(х)с&у = (F(x) + cy = F'ix) + 0 = /(X).
Bu xossa integrallashning to'g'riligini differensiallash orqali

tekshirish imkonini beradi.
Masalan, J(3x^+5>&=x'+5x+C to'g'ri, chunki

(x'+5x+C)'=3x'+5.
2". Funksiya difFerensialining aniqmas integrali shu funksiya

bilan o'zgarmas sonning yig'indisiga teng:
JdF(x) = F(x) + C.
Isboti. FXx)=fix) bo'lsin. U holda

idFix) = lFXx)dx=lfix)dx = Fix) + C.
3". O'zgarmas ko'paytuvchini aniqmas integral belgisidan

tashqariga chiqarish mumkin:
\ffix)dx = k\fix)dx, к = const, кФО.

Isboti. FXx)=fix) bo'lsin. Bundan
J trfix)dx = J kFXx)dx = J ikFix))'dx = ki Fix) + C) = кFix) + C^-k\f ix)dx

iQ=kC deb olindi).



4". Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig'indisining aniqmas
integral i shu funksiyalar aniqmas integrallarining algebraik
yig'indisiga teng:

J (/(.V) ± g(x))dx = J f{x)dx ± J gix)dx.
Isboti. F\x)=f{x), GXx) = gi,x) bo'lsin. и holda

J (/(X) ± g(,x))dx = J (F\x) ± GXx))cbc = ± G{x)ydx = J d{F{x) ± G(x)) =
= F{x) ± G{x) + С = (F(;c) + C,) ± (G(.r) + С) = J f{x)dx ± Jg{x)dx, C, ± C, = C.

5".Agar J/(a:)c&c = F(.v) + C bo'lsa, u holda x ning istalgan
differensiallanuvchi funksiyasi u = u{x) uchun ^f{u)du = F{u) + C
bo'ladi.

Isboti. Л- erkli o'zgaruvchi, /(л) uzluksiz funksiya, F{x)
funksiya f{x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi boMsin. U holda
\f{x)dx = F{x) + C bo'ladi.

n = (p{x) bo'lsin, bu yerda ^(jc)- uzluksiz hosilaga ega bo'lgan
funksiya.

Birinchi differensialning invariantlik xossasiga ko'ra
dF(u) = F\u)du = f{u)du bo'ladi.

Bundan

\f{u)du = \d{F{u))=F{u) + C.
Bu xossa integrallash formulasining invariantligi xossasi deyiladi.

Demak, aniqmas integral integrallash o'zgaruvchisi erkli o'zgaruvchi
yoki erkli o'zgaruvchining uzluksiz hosilaga ega bo'lgan ixtiyoriy
funksiyasi bo'lishidan qat'iy nazar bir xil formula bilan topiladi.

1.3. Asosiy elementar funksiyalarning integrallar jadvali

Integrallash differensiallash amaliga teskari amal bo'lgani uchun
asosiy integrallar jadvalini differensial hisobning mos formulalarini
qo'llash va aniqmas integrating xossalaridan foydalanish orqali hosil
qilish mumkin.

Masalan, i/(sinM) = cosMi/M ekanidan JcostAafM = Jc/(sinM)=sin w + C.
Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallar jadvali

deyiladi.



Asosiy integrallar jadvalida integrallash o'zgaruvchisi и erkli
o'zgaruvchi yoki erkli o'zgaruvchining funksiyasi (5" xossaga ko'ra)
boMishi mumkin.

Jadvalda keitirilgan formulalaming to'g'riiigiga uning o'ng
tomonini differensiallash va bu differensialning formula chap
tomonidagi integral ostidafi ifodaga teng bo'lishini tekshirish orqali
ishonch hosil qilish mumkin.

Asosiy integrallar jadvali
Quyidagi integrallarga odatda jadval integrallari deyiladi.
1. \u''du=— hC, {аФ-\) ; 2. = In |m1=C;

a + \ и

3. \a''du = -^ + C, (0<аг9ь1); 4. \e"du = e" +C\
ma

5. \smudu = -cosu+C\ 6. Jcosz^/m = sin м + С;
7. h |cosm|=C; 8. Jc/gio/M = In | sin м|=С;

9. J-^^=rgi/ + C; 10. [-^=-ctgu + 0.
COS и sm и

sinu

и + C; 12. I—= b
cosu

/и 7tЧ2П.
du

I5.|

13. J , r = arcsin —4-C; 14. J . f" =1п|ц + л/ц^ ±а'| + С,
yja^—u^ a ■Ju'±a '

du 1  и ^ r du u-a

+ C;

= -arctg- + C; \6.l— ;
a +u a a и -a'

= —In
2a u + a

+ C;

17. ±a^du =—ylu^ ±a^ ±— In u + yju^ ±a^ +C.
J  2 2 I

18. {>Ja^-u'du =—'\ja^ -u^ +—arcsin —+ C;
J  2 2 a

19. \shudu=<diu + 0, 20. \chudu = shu-\-C\

21. J-^ = rAu + C; 22. \-^ = -cthu + C.
ch и sh и

Bu integrallardan birining, masalan 13- formulaning to'g'riligini
ko'rsatamiz:

J  • гЛ ^ ^ ^ dud\ arcsin — + С = , '—du= ,i  . ^

Amaliy mashg'ulotda yechiladigan misollar.



Berilgan aniqmas integrallarni toping.

l.j(x'+5x + -)(tc 2.J(3-x')'dx

3. |(3--^)>/.v-7Id;r 4. ja"il--^)dx
5. f_Ei2^ 6.

•' sin" jrcos" .V •' COS" .t

7. Г^еЗ-тЛ: 8. f(sin7.t ^— + —l":"
J  •' 4x+4 cos 4д:

dx. 10. f JL-dxh-x- •'л/9+7 •' V9-9.t

Mustaqil yechish uchun misollar.
Berilgan aniqmas integrallarni toping.
l.J4^ 2.J(3a:-,/^+^4—)dr

•'e +3 •' sm 4jc ^ 2x +5

4.f-j£= 5.Г^Л•I7JI7 Jx"+4 •'>/772

1.4. Aniqmas integralda integrallash usullari

Bevosita integrallash usuli
Integral ostidafi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlar bajarish

va aniqmas integralning xossalarini qo'llash orqali berilgan integralni
bir yoki bir nechta jadval integraliga kelnitib integrallash usuliga
bevosita integrallash usuli deyiladi.

Misollar

1. ( = K-V =
COS*Xsin"A* COS'ATSin^X Vsin^X COS'X J

f dx , dx ^ 2 ^
= f-ri--J — = -<^^8x-tgx+C = —r— + C\

sm д: cos x sm 2jr

2. jfssinx—^— + a:' |rf)c = 5fsin xrf)i:-2f— +1х'аЬс =
\  x' + \ ) ' x' + l ^

= -5cosx - larctgx + — + С;

l + x^ 1+x' M+x^

= -ldx + lx^dx + j-^^ = -x + — + arctgx+C.
1+x' 3



д f л _гл/д:-3 + л/д:-7 dr
л/х-З -л/х-7 у1х-3 + yJx — 7 у/х — 3 - у/х -7

=-Ujx^ + yf7^)dx = -Jix-3y +-Мх-7У +С.
4  6 6

"  f , f . f
^у1з+х+7 ^ {пТП ^ •*+ ДГ + ДГ >ят

и = х+—, а =
2

Г>/п1
2

= 1п х+
,/гт \2

+ С =

= 1п + - + л/з + X + JC + С.

Berilgan integralni jadval integral lariga keltirishda
differensialning quyidagi almashtirishlari («differensial amali ostiga
kiritish» jarayoni) qo'llaniladi:

du=diu + a), a -son; du = -d{au); udu = cosudu = d{sm u)\
a  2

sinMrfM = -cf(cosM); -du = dQiiuy, —\—du = d{tgu).
и  cos и

Umuman olganda, fXu)du=d(J{u)). Bu formuladan integrailarni
topishda ko^p foydalaniladi.

Misollar
.  fCosx + sinx, fflf(sinx-cosjf) . . . ,I.J-^ dx = \—^ ^ = ln|sinx-cosxi+C.

smx -cosx sm л: - cosj:

n  t dx 1, d(3x) 1 1 Здг _ 1 Зле ^ ^2. f r = -f ^—— = = arci£— + C =—arctg— + C;U6 + 9x' ri6 + (3xy 3 4 ^4 12 ^4 '
O'miga qo'yish (o'zgaruvchini almashtirish) usuli
Ko'pchilik hollarda integralda o'zgaruvchini almashtirish uni

bevosita integrallashga olib keladi. Integrallashning bu usuli o'rniga
qo'yish (o'zgaruvchini almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul
quyidagi teoremaga asoslanadi.

1-teorema. Biror T oraliqda aniqlangan va differensiallanuvchi
x = <p{t) flinksiyaning qiymatlar sohasi ^^dan iborat bo'lib, A'da fix)
funksiya aniqlangan bo'lsin, y'ani Г oraliqda /{(piO) murakkab
fimksiya aniqlangan boMsin. Agar F(j:) funksiyaX oraliqda/(дг)
funksiyaning boshlangMch funksiyasi bo'lsa, u holda

J fix)dx = J /((pit ))<p'ii )dt (1.1)

10



bo'ladi.

Isboti. X oraliqda /(.v) va F(.v) funksiyalar aniqlangan.

Shu sababli va F(^(/)) murakkab funksiyalar T oraliqda

aniqlangan, differensiallanuvchi hamda
= Р(фаш1)=шtшt)

bo'ladi.
Bundan

\ПФШт = j (Р{ф{1Ш + с = (F(.x) +
hisobga olinsa,

if(x)dx=lfigKtW{t)dt
(1.1) formula aniqmas integralda o'zgaruvchini almashtirish formulasi
deb yuritiladi.

Ayrim hollarda t = ̂ (x) o'rniga qo'yish bajarishga to'g'ri keladi.
и holda lf(<p{x))tpXx)dx=jf(Odt bo'ladi. Demak, (1.1) formula

o'ngdan chapga qo'llanishi ham mumkin.
Misollar.

l.J integralni topamiz. l + ha: = F bo'lsin.
jcln JC

dxBundan In ДГ = -1, — = 2tdt.
x

(1.1) formulaga ko'ra

= 2jfl H- = 2
x\nx t -\ I -\ л F-l/

= 2/ + In (^-1)^ + С = 2"\/l + In AT + In (Vl + In x)^
+ C

/ + -!n
2

/-1

/ + 1
+ C =

-1 l + hjc-l
 =

= 2yll + ]nx + 21njVl + lnjc -1| - bijln jcj + С
2.jxyjx-3dx integralni topamiz. Bunibg uchun Vjc-3 =t o'miga

qo'yish bajaramiz. U holda jc = F +3, dx = 2tdt.
Shu sababli

lxyf^dx = \it' +3)^2tdt = 2l(t* +3t')dt =
= 2j/V/ + 6j/V/ = 2-y+ 6y+ C = |V(^-3)' +2у1{х-ЗУ +C.
3. JVl + cos- xsin 2xrfxintegralni topamiz. Bunda l + cos^x = /^

deymiz.
Bundan — 2cosxsin xdx= 2tdt yoki sin 2x = —2tdt.

n



и holda

J-v/l + cos^ xsin 2xdx=^\t{-2t)dt = -2 • у + С = ~ j д:)' +C.
4. f ;—dx integralda x = 3sni/, dx = 3costdt, y/9-x^ =3cos/

X

deymiz. Bunda / = arcsin-. U holda

,  fCos"/ , fl-sin'/ . r dt t , _f— = d/ = J-—rf/=f—-Jrfr = -c/gr-( + C =
X  sm t sm t sm t

.S^-, + C = -2/E^-, + C = --
sin / sin f X. 3

'-'з; . ,- arclg— + С =

л/9-х^ . X ^
=  arcsm - + С

X  2

Izoh. Ayrim hollarda integrallashning o'zgaruvchini almashtirish
usuli takroran qoMlaniladi, ya'ni bunda bajarilgan o'rniga qo'yishdan
so'ng shunday integral hosil boMadiki, bu integralni boshqa o'rniga
qo'yish orqali soddalashtirish yoki jadval integraliga keltirish
mumkiin bo4adi.

Bo'laklab integrallash usuli
Bo'laklab integrallash usuli ikki flinktsiya ko'paytmasining

difTerentsiali formulasiga asoslanadi.
2-teorema. u{x) va v(x) flinksiyalar qandaydir X oraliqda

aniqlangan va differentsiallanuvchi bo'lib, u\x)v(x) funksiya bu
oraliqda boshlang'ich funksiyaga ega, y'ani ^u\x)v{x)dx integral
mavjud bo'Isin. U holda X oraliqda w(x)v'(x) funksiya boshlang'ich
funksiyaga ega va

I M(x)v'(x)ab[: = m(x)v(x) - J v{x)u'{x)dx (1.2)
bo'ladi.

Isboti. (m(x)v(jc))'=w'(x)v(Jf)+v'(x)M(x)tenglikdan
«(x)v'(x) = (m(x)v(x))' - уСхЗм'С-"^) •

(M(x)v(x))'va uXx)v(x) flinksiyalar X intervalda boshlang'ich
funksiyaga ega bo'lgani uchun v'(x)M(x)ham X intervalda
boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi. Oxirgi tenglikning chap va o'ng
tomonini integrallasak, formula kelib chiqadi.
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(1.2) formulaga aniqmas integralni bo'laklab integrallash
formulasi deyiiadi.

Ma'lumki, v\x)dx = dv, м'(д:)а[х = ̂ /м. Bundan (1.2) formula
^udv = uv-^vdu (1-3)

ko'rinishga keltiriladi.
Bo'laklab integrallash usulining mohiyati berilgan integralda

integral ostidagi f{x)dx ifodani udv ko'paytma shaklida tasvirlash va
(1.3) formulani qo'llagan holda berilgan \udv integralni oson
integrallanadigan \vdu integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Bo'laklab integrallash orqali topiladigan integrallami asosan uch
guruhga ajratish mumkin:

1) j P(x)arctgxdx, J P{x)arcctgxdx, j P(x) In xdx, J P{x) arcsin xdx^
\ P{x)arccosxdx (bu yerda P{x)- ko'phad) ko'rinishdagi 1-guruh

integral lar.
Bunda dv=P{x)dx, qolgan ko'paytuvchilar «bilan belgilanadi;
2) JР(д:)е*'^х-, J/'(x)sinb:i&, JP(x)cosAxdE!c ko'rinishdagi 2-guruh

integrallar. Bunday bo'laklashda u = P(x), qolgan ko'paytuvchilar dv
deb olinadi;

3) ^e^'coskxdx ko'rinishdagi 3-guruh integrallar
bo'laklab integrallash formulasini takroran qo'llash orqali topiladi.

Misollar

1./ = Jsin xe^'dx^ u = e^\ du = 2e^'dx
dv=:sm xdx, v = -cosx

u = e^\ du = 2e^'dx
dv = cosxdx, v = sinjc

= e^'(2sin X - cosjc) - 41.
Bundan

= - e'" cosx + 2je^* cosjcab:=

= -e^' cosx + 2(^'sin jc - sin xdx) =

/ = -e^'(2sin X - cosx) + C.

2.\arctgxdx =
u = arcfgpc, du =

dx

= xarctgx- f -dx =
1 + x

1 + x''

dv = dx, v = x

1 fi/(l+X^) J 1 1 It il x-t= xarctgx--I — -AJx = xarctgx—In I + x + C.
2  1 + V 2 ' '
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3.

^x^dx=

4. xdx=

u = x, du = dx

dv — e^dx^ v = e'
= xe' - Je'dx = xe* -e^ + С = e''(x — l) + C.

dx1n^x = u, du = 2lnx
X

dx = dv, v = x

hx = u, du = ̂ ,
X

dx = dv, v = x

~ xh ̂  X - 2jln xdx=

= xh^ X - 2xln X + 2jd[r =xln ̂  X - 2xln X + 2x + С

5.

Jx^ sm.2xdx=
x^ = M, du = 2xdx,

sm2xdx=dv, v = -
cos2x = ——x^cos2x + |xcos2xfj[x=

x = u, du = dx,
_  , , sin 2x

cos2xdx=dv, v =
= -—x^cos2x +—xsin 2x- — fsin 2xdx-

2  2 2^

=-—x^ cos2x +—xsin 2x +—cos2x + С
2  2 4

Ko'rsatilgan uch guruh boMaklab integrallanadigan barcha
integrallami o'z ichiga olmaydi.

Masalan,
6.

Jsin xlncosx<&=
,  , sin X ,
Incosx = M, du = dx

cosx

sinx£&=dv, v = -cosx
= -cosxln cosx - jsin xdx =

= -cosxh cosx + cosx + С = cosx(l - In cosx) + C.
u = x, du = dx

cos X
,  dxdv = v = tgx

cos X

8. Г'^Л =
COS X

.  . , cosx .
lnsinx = M, du = ——dx

dxj  =dv, v = tgx
cos X

= xtgx-\tgxdx=xtgx- In I cosxl +C.

= /gxlnsinx-jcfir =sm X

= tgxh. sin X - X + C;
Amaliy mashg'ulotda yechiladigan misollar
Berilgan aniqmas integrallami toping
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1 .J arccos.Y(Zv(yflvo/>-Tarccos.r- Vl - v* +c ) l.^xe'dx {Javob^" - e" + c)

3. f e' cos xdx{Javob.~(cosx + sin .x) + c). 4. f cos.xctx ^ ^
J  2 ■' sin* л: sin.x

5. f—^—dx{ JavobAn /gf —+—1 +c)Jcosa: ^[2 4)
, f sinx + cosx , , , ,3 уп—г— , ' r dx t т и ^ , \6. —j=== dx(Javob.— vl - sin Ix + c) 7. . {Javob. :— + c)

''vsin.v-cosx 2 (arcsinx)"vl--x* arcsinx

8. f ^ ^ dx {Javob. — arctg ^ r- + f —, {Javob. - ̂  dctg^x + c)
Л" +1 \l2 x\J2 sin" xijctgx 3

10. f—;—— r— {Javob.-\= arctgi^^1+c) 11. f-r~f Javob.Xn tg— +c |
sin* x + 2cos* ДС -Jl W2 / •'sin.xl^ 2 j

С  "* -V 112. sin*.Yctv( Javob.'- sin2ac + c)
j  2 4

Mustaqil yechish uchun misollar.
Berilgan aniqmas integrallami toping

l.J(3jif-Vjr^ + 2sinj:-3)i& 2.j-^^aJx 3. J (sin 3x + Wl + x^ )dx
4.|(дг'-■^ + 2'')a[x 5.J^y—^dx 6.|со$(Здг-4)пЬг

1.5. Sodda ratsional kasriarni integrallash

I va II turdagi sodda kasriar jadval integrallari orqali topiladi:

=  (1.1)
x-a x-a

\-J^ = A\(x-ay'd(x-a) =
(jc - d)

= /|(^-") "' +C = П- + С. (1.2)
-A + 1 (l-t)(i-a)' '

III turdagi sodda kasmi qaraymiz. f ^ dx integralining
^ X + px-\-q

suratida kasming maxrajidan olingan hosila (jc^+;7дс + ^)'= 2x+pni
ajratamiz va natijani integrallaymiz:

Ч  ЖГ Лф
Mx + N у ^ 2x+dJ ^ dx = \-^ ; 2дг + р

X 4-px + q x'+px + q 2 x+px 4-q

15



^р\ ^ —^Т , (\т ^рЛJ-Tf^ = T-^.+r-'vK-X + px-k-q 2 V 2^2

Integrallardanbirinchisi J^=\i{\x^ + px + q\.
Ikkinchi integral maxrajida to'liq kvadrat ajratamiz va uni

integrallaymiz:

_, =-jJ=^arc,gx' + px + q 4^4^ yj^q- P' '

bunda 4^-/7^ >0, chunki D<Q.
Natijada quyidagiga ega bo'Iamiz:
f Mx+N j M 2 I 2N-Mp 2x +p _ -54J-l dx = — ̂ \^-^px + q\+, '[arclg . +C. (1.3)>x'+px + q 2 yj'iq-p' -J^q-p
Misol

integralni topamiz.
Jjc46jc + 13

Sx+ll |(2дс + б)+11-?.6f  f-2 2—=^x'+6x + 13 ^ x'+6jc + 13
Лг.5£±^-4Г—* = 5|n|x'+6x + 13|-4J,

2^х'+6л: + 13 Ч'+6д: + 13 2
У, Integralni topamiz:
.  e dx r c/(x + 3) 1 x + 3
'"•'(x + 3)'+4~''(;c + 3)'+2' ~2^''^^~2Г'

Bundan
r_5x^jj_l—^ = .^in I + 6x +131 -2arctg^^-^ + C.
Jx46jc + 13 2 2
IV turdagi sodda kasming integralni topamiz:

,  Mx + N {2x + p)dx ^
(x^ + px + q)' 2 (x^ + px + q)'

l"f)^  (1-4)2 /(r „V

Bunda birinchi integral j ad valdagi integralga keltirib, topiladi:
,J2^+£)^ r 1
^{х'л-px + qy J' У 4J к p q)
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Ikkinchi integralga (uni /, bilan belgilaymiz)

kiritamiz va Q<q-~ = a' almashtirish bajaramiz.

ЛС + — = / belgilash

и holda

'.=\
d\ x-\r

f/ j N

г) A

7 =Л =^  -"(/'ч-а')' ar^ (/'+a-)'

_ 1 r dt I f t'dt
+a^)' '

Bunda birinchi integral / ga o'xshash bo'iib, unda maxrajning
darajasi bir biriikka kichik. Shu sababli uni /,_, bilan belgilaymiz.
Ikkinchi integralni bo'laklab integrallaymiz:

f  /V/ _ ^ f ^
(t'+a'y 2^it'+a'Y~2

t  I

-t 1  f dt

2(j-l)(/'+а'Г' 2(5-1)
Demak, / integralni hisoblash uchun s darajani pasaytirish

formulasini hosil qilamiz:
/  1

Л --7C1 +

yoki

/ =

2a4^-l)

25-3 (1.5)
2a"(5-l)(/*+a")'"' 2a"(5-1)

Shunday qilib, (1.5) formula bo'yicha /.integralni topamiz, /,
dagi barcha /ni л+— bilan almashtiramiz va birinchi va ikkinchi

2
integralni (1.4) tenglikka qo'yib IV turdagi sodda kasr integralini
topish uchun ifoda hosil qilamiz.

(1.5) formula bo'yicha / integralni topish indeksi bittaga kichik
bolgan , integralni topishga, /, , integralni topish esa o'z navbatida

integralni topishga keltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval
integralni topishgacha davom ettiriladi:

.  f dt 1 t/, =\- - = -arctg- + c.
t'+a' a a
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Demak, (1.5) formula orqali /,dan ,ga , so'ngra qaytiladi va

hokazo. Shu sababli bunday formulalar keltirish yoki rekurrent
(qaytuvchan) formulalar deyiladi.

Misol

2x "f" 5f_ ^ integralni topamiz.
•' +4x+8)-

r  2.x + 4 + 1 , f 2x + 4 , r dx
—; ^ 7dx= —; —; - ="'(jc +4jc + 8) "^(jc +4jc + 8) ""(л: +4jc + 8)

_  1 , f dix+2) 1 ^ f dt
x^+4jc+8 •'[(x+2)"+ 4]* x" + 4x+8 ■'(r^+a")*

buyerda t=x+2, a=2.
Bundan

t  \ t ХЛ-2 1 x + 2
I = —; r- + —-arctg— = —; + —arctg .

2a{t +a) 2a a 8(x +4j[: + 8) 16 2
Demak,
f  2x+ 5 . 1 jc + 2 1 x + 2
I—; — Tiix= ; H f- QfCtg— h C =J(jc'+4x + 8)' x'+4x + 8 8(x'+4jc + 8) 16 2

x-6 1 x+2 ^
+ — arctg + C.

8(x'+4x + 8) 16 2

1.6. Ratsional kasr funksiyalarni integrallash

Yuqorida aytilganlardan kelib chiqadiki, ushbu R(x) =

ratsional kasr funksiyani integrallash quyidagi tartibda amalga
oshiriladi:

1)berilgan ratsional kasming to'g'ri yoki noto'g'ri kasr ekanini
tekshirish; agar kasr noto'g'ri bo'lsa, kasrdan butun qismini ajratish;

2)to'g*ri kasming maxrajini ko'paytuvchilarga ajratish;
3)to'g'ri kasmi sodda kasrlar yig'indisiga yoyish va yoyilmaning

koeffitsiyentlami topish;
4)hosil bo'lgan ko'phad va sodda kasrlar yig'indisini integrallash.
Misol

J  3 ^ integralni topamiz.
X* + 6—— noto'g'ri kasr, chunki m = 4, n = 3 (m>n).

X - 2x + 2x
Suratni maxrajga bo'lish orqali kasrdan butun qismini ajratamiz:
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л-'+6

л:-* - 2л-' + 2л-'

л^' -2л' + 2л
л + 2

2л' - 2л' + 6

2л' - 4л' + 4л

2л-' - 4л + 6
Bundan

п/ ч 1 2л' - 4л + 6/?(л) = л + 2 +
л' - 2л' + 2л

To'g'ri kasrning maxrajini ko'paytuvchilarga ajratamiz:
л' - 2л' + 2л = л(л' - 2л- + 2).
To'g'ri kasrni sodda kasrlar ga yoyamiz:
2л'-4л + 6_4^ Mx-¥N

л(л - 2л + 2) л л' - 2л + 2
Yoyilmaning koeffitsiyentlarini topamiz:
2л' - 4л + 6 = /4(л' - 2л + 2) + Мх' + Nx.
Bundan

' л' : А-\-М = 2,
л' : -2.4+ Л^ = -4,
л": 24 = 6.

yoki 4 = 3, М=-1, N = 2.
Shunday qilib,
п/ ч 3 -л + 2Л(л) = л + 2 + - + — .

л  л - 2л + 2
Ko'phad va sodda kasrlar yig'indisini integrallaymiz:
r  (л'' + 6)а!,г (Ъс1х f -Л + 2 , л* _ ,
—i——:г"~ (л+2)£/г+ + —; dx = — + 2л + 31п л -J л'-2.т-+2д- J J д: •'.г-2л + 2 2 '

'(2л-2) + 1-2 ,
-f-2— a!y = —+ 2л+31п|л|--[ , й[уч-fJ  Л--2Л + 2 2 2Тг-2л + 2 Мл-1)' + 1

л'=—+2л+31п I л| - - [п I л' - 2л + 21 +arctg{x -1) + С.
^  2

Amaliy mashg'ulotda yechiladigan misollar.
Berilgan aniqmas integrallami toping

* • I ^ In |л| + In |л -1| +1 In |л - 2| + с)
7  nT—7;;^(JabobX In•'(л-1)(л + 1) 4

Л-1

Л+1
+  + c)

2л+!
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+ с)

3. f dxiJavob.-en\x - ll - - In |x' +1|+arctgx + c)
J(;c-lX*- + l) 2 ' ' 4 ' ' 2

4 fjc'+jc^-s j ^ , д:*(д:-2)'4. —; dx{Javob.—I—+4jc+In —^
J x^-4x 3 2 (x+2)'

5. f ^\dbc(Javob-y+ — +In +c)
^ ДГ - X X |x|

X--2X+3(■ r X -ix+j . .. , 1 , J(x-l)(x-3)O. I r—— dxUavob. + In + c)J(x-l)(x'-4x'+3x) x-1 |x|
1-х

l+x
+ c)7. J -^—^ix{Javob.^arctgx+^ In

Mustaqil yechish uchun misollar.
Berilgan aniqmas integral lam i toping.
1. f —dx(Javob.ln

J r* —Sro. A

(x-2)^
^-3|

+ c)
х'-Зх+б

2. [-— ^ —:^{Javob.—In
Mx-l)(x+2)(x+3) 12

(x-l)(x+3)'
ix+2Y

+ c)

3.f-^
J Гт-

2

Ч

дГ-Зх-3 , ,, , , J(x"-2x+5)' 1 x-1 ^

13

x(x +6x+13
■dx{Javob.\n

2

X  г . ■'^+3 . ..  , + ̂ arclg —— + c)
y]x^+6x+l3 2

Ч dx{Javob. in , * + c)
Nx(x^-l)

1.7. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Trigonometrik funksiyalami integrallas usullaridan ayrimlari
bilan tanishamiz. Faqat trigonometrik o'zgaruvchlar ustida ratsional
amallar (qo'shish, ayirish, ko'paytirish va boMish) bajarilgan ifoda
berilgan bo'lsin. Bunday ifodani barcha trigonometrik funksiyalami
sinx va cosx funksiyalar orqali ratsional ravishda ifodalash va
A(sin x,cosjf) ko'rinishga keltirish mumkin.

1. J/?(smx,cosx)rfx ko'rinishidagi integrallar
X  • •J/?(smx,cosx)dt ko'rinishidagi integralni ^g- = ^ o'miga qo'yish

orgali hamma vaqt t o'zgaruvchili ratsional flmksiyaning integraliga
almashtirish, ya'ni ratsionallashtirish mumkin.

Haqiqatan ham, J/?(sin x,cosx)f& ifodadan
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^^2 2/ 2 1-'^5тлг = ^ = 7—Г ' cosx = 7 = 7-7Г. x^ardgt,
l + lg-" ' + ' l + tg'- ' + '

^2 2
2dtcLx=y^ o'miga qo'yishlar yordamida t o'zgaruvchili

/ 2^ j / * ^dt
jR -—7»:;—г ■;—7 = J/?, ratsional funksiya kelib chiqadi.{\ + f \ + t ) \ + f j -I

X

(g'- = ( o'rniga qo'yish orgali J/?(sin x,cosA:)atc ko'rinishidagi bar
qanday integraini topish mumkin. Shu sababli bu o'miga qo'yish
universal trigonometrik o'rniga qo'yish deb ataladi.

Misol. f integraini topamiz. Bunda tg- = t o'rniga
■'3sin jc + 2cosj: + 3 2

qo'yish bajaramiz. U holda
Idt

f  dx f = 2f -2f
•'3sinjc + 2cosx + 3 2/ ^ ^ [zJL + 2 ^^ + 6/+ 5 •'(/ + !)(/+ 5)

1+/' 1 + /'

= f( — + = /I In I / + 11 +Д In I / + 51 +C.
1,/ + 1 t + 5j

No'malum koeffitsiyentlami aniqlaymiz: ^ =

Demak,

■/ + 1■  — = -(ln|/ + I|-In|/ + 5|) + C = -
3sinx + 2cosA: + 3 2 2 t + 5

= -ln
2 ^  iT«2+5

+ C.

Universal trigonometrik o'rniga qo'yish R{smx,cosx)
ko'rinishidagi har qanday funksiyani ratsionallashtirish imkonini
beradi, ammo amalda ko'pincha ancha murakkab ratsional flmksiyalar
hosil bo'lishi mumkin. Shu sababli ba'zan yuqorida keltirilgan
integraini topishda quyidagi sodda o'rniga qo'yishlardan
foydalaniladi:

a) agar i?(sinjf,cosx) ifoda sinx ga nisbatan toq, ya'ni
/?(-sin x,cosx) =-/?(sin a:,cos,y) bo'lsa, u holda cosjc=r o'miga qo'yish
bu funksiyani ratsionallashtiradi;
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b) agar R(smx,cosx) ifoda cosjc ga nisbatan toq, ya'ni
/?(sinx-cosj:) = -/2(sinx,cosx) boMsa, u holda sinx = r o'rniga qo'yish
orqali bu funksiya ratsionallashtiriladi;

c) agari?(sm X,cosx) ifoda sin.T va cosxlarga nisbatan juft, ya'ni
/?(-smx-cosx) = /?(sinx,cosx) bo'Isa, u holda tgx=t o'miga qo'yish bu
fiinksiyani ratsionaliashtiradi.

Bunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

sm x= ° , = r, cos jc = r- = Г» x = arctgt, ax~-l + tg^x 1 + r- \ + tg'x 1 + r 1 + /'
Misollar

1- f ^ cosx^ integraini topami. Integral ostidagi funksiya
■'sm"x-4sinx + 5

cosx ga nisbatan toq funksiya. Shu sababli sinx=/, cosxdx=dt deb
olamiz.

и holda
f  cosx^ dt f d{t-2) _
''siii'x-4smx + 5 ^ -At+ 5~^ it-if +\
= arctg{t - 2) + С = arctg{s,in x - 2) + C.

dx2. f ^ , 'integraini topamiz. Integral ostidagi funksiya sinx
'l-2sin X

ga nisbatan jufl funksiya, shu sababli tgx=t o'miga qo'yishdan
foydalanamiz:

dt

f  ̂ -f ^ + f dt 1
4-2sin^x j_ 2/' 2

t + \

t-\
= iln

2

tgx+l
tgx-\

+ C.

1 + r
2. {sin'xcos'xdbc ko^rinishidagl integrallar
Jsin'xcos'xdtc ko'rinishidagi integrallar m n butun sonlarga

bog'liq holda quyidagicha topiladi:
a) w>Ova toq bo'lganida cosx=r o'rniga qo'yish integraini

ratsionaliashtiradi;
a) m>0 vatoq bo'lganida sinx = ̂  o'miga qo'yish orqali integral

ratsionallashtiriladi;
c) ikkala m va w daraja ko'rsatkichlar juft va nomanfiy

bo'lganida
.  2 l-cos2x 2 l + cos2x

sm x = , cos x =
2  2
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formulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;
d) m + n<0 va juft bo'Iganida tgx=t yoki ctgx=t o'miga

qo'yishdan foydalaniladi. Bunda /w<0 va /7<0 boMsa, u holda suratda

1 = (sin" ЛС + cos^v)*, = 1Ж±Л! _ 1 j almashtirishdan iborat sun'iy usul
qo'llab, ratsional funksiyalarni integrallashga keltiriladi;

e) w,n<o va ulardan biri toq bo'Iganida sinjc va cosxlardan qaysi
birining darajasi toqligiga qarab, surat va maxrajni shu fiinksiyaga
qo'shimcha ko'paytirishdan foydalaniladi.

Misollar
1. Jsin'xcos-.x:<3[v («>0 va toq, cos.r = /)= ^siп^rcos^rsin =
= -J(l-r)vV< = -J(=rfr + 2JrV(-J/V( = -y + ^-y + C =

I  J 2 , I , ^
= — COS j: + -cos л: — cos x + C.

3  5 7
2. Jsin^ («,w^0 va y////) = J(sin дгсо5л:)^51п^лгс1!у=

=J
^sin*2x^ (1 -cos2x^
I  4 J I  2 Jdx = -/(sin ■ 2jr - sin ■ 2xQ.os2x)dx =

I ,1 -cos4x , 1 f . 2 ^ Ч= -J ——dx fsin 2jci/(sin 2x) =
8  2 16

1б1^
sin Ax

J-7sin

4

dx

sin' 2j: ^ 1
+ C = —

48 16

sin4;: sin'2x^
X- + C.

XCOS*JC

4  3

integralda n=-A, m = -2, w + /« = -6<0,

2
Demak,

dx
f-7

sm xcos X
=J

(sin^ДГ + cos^jc)^ , rsin^x + 2sin^xcos^x + cos'x ,Г-: : dx = ] . . , dx =
sm xcos X sm xcos X

■cos^ X= J —^ + 2| = tgx- 2ctgx - Jctg'xd(ctgx) =
cos X sm X sm X ■"

1  .= tgx- 2ctgx - - ctg X + С.
3

3. \tg"xdx va \ctg"xdx ko'rinishidagi integrallar
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\tg'xcbc va \ctg"xdx (bu yerda л>0 butun son) ko'rinishidagi
integrallar mos rasvishda tgx=t va ctgx=t o'miga qo'yish orqali
topiladi.

Bunday integrallami omiga qo'yishllardan foydalanmasdan,
bevosita

tg X = 1, Ctg X = -^^ 1
COS* x Sin" j:

formulalar yordamida hisoblash ham mumkin.
Misol
Jrg^jcficintegralni ikki usul bilan topamiz.

t'dt1-USUl. \tg^xdx= tgx-t, dx = —= \

•' M + Z' 4 2 2^ 1 + /' 4 2 2

=\tg*x - i tg^x - i In I cos^ д: 1+C = - - - tg^x - h | cos л: | +C.
4  2 2 4 2

2-USUl. jtg'xdx = Jtg^x ■ tg'xdx = Jtg^x • f — lltic =
cos JC

~  V ~ ̂ - J'8^xd{tgx) - JZgx • Г —\ 1 \& =cos X ^cos X J

= 7 tg*x - Jtgxd{tgx) - J tgxdx= i tg*x ——tg^x-\n I cosx| +C.
4  * 4 2

4. Jsin mxcosnxrfx, Jsinwxsin nxcfcc, Jcoswxcosnjcz/x' ko'rinishidagi
integrallar

Bu ko'rinishdagi integrallar

sin mxcosnx = ~(sin( m + n)x + sin( m - /i)x),

sin mjcsin nx = ̂ (cos(m - n)x - cos(w + w)x),
cosmxcos/Bc=^(cos(m + n)x + cos(w - n)x)

trigonometrik formulalar yordamida topiladi.
Misol

J cos3x • cos Sxdx=i j (cos 8x + cos 2x)dx -
= —I isin 8x +—sin 2x l + C = — (sin 8x + 4sin 2x) + C.

2\,8 2 у 16
Amaliy mashg'ulotda yechiladigan misollar.
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Berilgan aniqmas integrallami toping

•^3sin^ x -^—dx{Jahoh. -1= arctg 2^^ + c)
+ 5со5*л: Vis >/5

—  dx{Jabob. - In
5со5дг 4

-1

2 + /g-

2-/g:
+c)

3. f 5 ^ In
•'3sin x+3sin jccosAT+cos* .r >/13

■/5ЭГ + з->/з

2tgx+3 + yf3
+ c)

4. Jsin"* 3xdx{Javob. ̂  x — ^sin бдг + ~sin 12x+c)
96

COS x+sin X , , , , 1,5—^ :r-dx{Javob.-In
cos x-sin"x 4

l + lgx
l-tgx

+—sinxcosx+c)
2

6.1 ^ , dx(Javob. In |/gx| - / ,—I- c)
cosxsin X 2sin" X

T f 3 ■ w . ,i . cos"x cos'^x7. 1 cos xsin xdx(Javob.—7: 7;:— + c)
II 13

sm X -dx{Javob.y/2arclg\ |-x + c)^••fcos';c+r^
Mustaqil yechish uchun misollar.
Berilgan aniqmas integrallami toping.

1. f ^ dx{Javob.-In
M-Ssinx 3 2rgf-.

+ c)

2.J-
J C1

s

si

inx

nx+l
xix{Javoh. + X + c)

3. г cos2x— 1.73 + 4sin2x + c)
•' \/3 + 4sin2x 2

8-4sinx + 5cos" x
rr-dx{Ja\'ob.\n

,l-s
+ C)
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1.8. Giperbolik funksiyalarni integrallash

Giberbolik funksiyalarni integrallash trigonometrik funksiyalarni
integrallash kabi amalga oshiriladi. Bunda giperbolik funksiyalar
uchun o'rinli bo'ladigan quyidagi formulalardan foydalaniladi:

ch X—sh X = 1, 2shx ■ chx = sh2x, ch'x = —^— ,ch2x =
,2 ch2x-\ , ,, 1 , Ishx = —-—, \-th'x = —-, cth^x-\ = -^,=ch\x-\-shx

2  ch X ^

2th- 1 + /Л'-
shx = chx =

л  X . 12 ^

2  2
Misollar

i  Jshx '

dx
dx

=l
1

^ .X .X ■» , X ,, X
2sh-ch- th- ch^-

2  2 2 2

Ith^2  _j I 2^ = tn
th'

I Xth—
2

+ C.

3. J/Л^xdx = ̂ thx' th^.xdx=jthJ^ —■jrr^dx = ^thxdx-\thxd{thx) =
tshxdx 1 j rd{chx) 1 , , , , 1 ,2 -

4-J
dx^  , . integralni hisoblashda th- = t belgilash kiritamiz.

3chx + 2shx 2

dx = Y~, jrAx = y^^, chx = ~^ o'rniga o'yishlar yordamida topamiz:
2dt

j  dx _ f 1 _ / 2 2 r dt. = f LzT =±f-3cfa + 2sto 3 /' + "( + 1
1-/' 1-/- 3

3  2
4"f)

/ +

у
J_

Гл/5^
1

/ 1з J
=-7= arc/

' л/5
2^ 2

^  X ^
3th +2

2

4~5
+ C.
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Giberbolik funksiyalarni o'z ichiga olgan integrallami R{e')
ratsional funksiyaning integraliga keltirib topish mumkin. Bunda

ko'rinishdagi integrallar

f - =/ o'rniga qo'yish yordamida ratsionallashtiriladi.
Misollar

t  f dx r ^dx e'dx , , , , j.4 if
1.J— = f = ̂\— = (^ =', e'dx^dt) = l\-—- =

chx e' +e " e'" +\ / +1

= 2arg/g/ + C=larctge' + C.

2.\—^^—lL-c/x = (e'=f, fiv = —l=f——dt=f dt.
Ratsional kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:

2/ -1 A в с
= —н +

t(t + 1)(/ — 2) t / + 1 t — 2
Yoyilmaning koeffitsiyentlarini topamiz:
2/ -1 = 2) + - 20 + C{t' + 0.
Bundan

t' \ A в + С = 0,

/' —A — 2B + С = 2,
д:": -2A = -l.

yoki ^ = 5 = -l, C' = ^.
Shunday qilib,

\-r^-^-^—dx=[——dt = -\—-\— + -\-^ =
h(/ + l)(t-2) 2^ t •'/ + 1 2"'/-2

= ^ln/-ln(/ + l) + -iln(/-2) + C =
2  {t +1)= 2 (e- +1)-

1.9. Irratsional ifodalarni integrallash

Irratsional ifodalarni o'z ichiga olgan ayrim integrallashni ko'rib
chiqamiz.

Я1| nt^ nw^

-  f _ rox+^V' fox + ^V^ fax + b^"t
{^J

V

integrallar

dx ko'rinishidagi
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3. 3. ̂
ax+b^'H (ax+A^"i (ax+b^"i
cx+d) \cx+dj ' ЛСХ+'' dx{R -ratsional funksiya,

butun sonlar) ko'rinishdagi integrallar =t'
cx + d

o'rniga qoMsh yordamida ratsional fiinksiyaning integraiiga keitiriladi,
bunda s=EKUK(nf,ii^,...,nt).

Misoliar

1. integralni topamiz. Bunda EKUK(2,3) = 6.
^  Vl + JC

l+x = /® deymiz.
и holda
■J\ + x = t\ ^1 + д: =/-, dx = 6t^dt.
Demak,

f£l±^£^ = -1)'+^ .5^5^^^ ^^12 _2fb ^
^  Vr+7 d

(t'' /' t' t'\ It'= 6j^—-2- + У + -l + C = ^(3/"-10/'+9/'+15) + C =
=  (3(1 + *)' -10(1 + x) + 9'Vm +15) + C.
2. integralni topamiz. Bunda EKUK(2,3) = (i.

*  V2x + 1
2x4-1 = /'' deymiz.
и holda
л/2х4-1 =/', ^2x4-1 =/^, dx = 3t^dt.
Demak,

=  "|з •3rV/ = 3j/4^" -2/' +/' +1)/// =

= -^^ (12x' -8x4-9V2x4-l4-8)4-C.
2. J/?(x,V^c^ + &c + c>& ko'rinishidagi integrallar
\R(x,^ax' +bx + c)dx ko'rinishidagi integrallar Eyleming uchta

o'miga qo'yichi orqali ratsional funksiyalardan olingan integrallarga
keltiriladi:
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a) fl>0 bo'lganida ylax' +bx + c=t±^Iax almashtirish orqali
integral ostidagi funksiya ratsionaiiashtiriladi (Eyleming birinchi
o'rniga qo'yishi);

b) oO bo'lganida ^lax' +bx + c=tx±^ almashtirish yordamida
integral ostidagi funksiya ratsionaiiashtiriladi (Eyleming ikkinchi
o'rniga qo'yishi);

c)ax'+hx + c kvadrat uchhad fl(x-A:,)(-T-JCj)ko'rinishda
ko'paytuvchilarga ajralganida integral ostidagi funksiya
yjax- +hx + c =t{x-x^) almashtirish bilan ratsionaiiashtiriladi
(Eyleming uchinchi o'rniga qo'yishi).

Misollar

1. f ^ integralni topamiz. Bunda a>0. Shu sababli
h + ̂x'+2x + 2

-Jx' +lx-\-l=t-x o'rnigaqo'yishbajaramiz.
и holda
X' +2x + 2 = t' - 2tx + 2x + 2tx = t^ -2.

Bundan
-2 , t'+2t + 2 . I г . ^ ''-2 /'+4Г + 4x = , cbc = 1 + vx +2x + 2 = I + /-—— г = ~г7; r~

2(1 + 0 2(1 + /)' 2(1 + 0 2(1 + /)

Topilganlami berilgan integralga qo'yamiz:
г  ̂ f 2(1+ /)(/' +2/+ 2)^^ _ f г + 2/ + 2
^ \ + ^Jx' +2x + 2 •'(/'+4/+ 4)2(1 + 0' "^(1 + 0(2 + 0'
Integral ostidagi to'g'ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:

/'+2/+ 2 A В С
+  +

(l + /)(2 + /)- 1 + / 2 + / (2 + 0'
Koeffitsiyentlarni tenglashtirish usulini qo'llaymiz:

A = \, B = 0, C = -2.

Bundan

f  ;=^== = f—-2f—^ = ln|l+/|+-^ + C.
' \ + + 2x + 2 М + / '(2 + 0' 2 + 1
X o'zgaruvchiga qaytamiz:
f  1 = = hll + X + >/.r' + 2дг + 2! + .^ =-\-C.

1 + V.v" + 2д: + 2 ' ' x + 2 + л/лг'+2,r + 2

2. J— ^ integralda oO. Shu sababli л/л-' +д: + 1 =/x+l
Лл/л' + л + 1

deymiz.
и holda
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—1 va X- +х+\ = Гх- +2xt + \, x-xr =2t-\.

Bundan
r -t + \x = 7, dx = 2 -v/jc" + -v +1 = — г

1-r (1-r)' 1-'-
Topilganlami berilgan integralga qo'yamiz:

|- dx
x^Jx^ + JC + 1

Bundan

=J <2t-\
\-t

2  \ f Л

[" {I-t'Y
dt =\

2dt

2t-\

J
dx

\
Idt

x-Jx' -i-x + X '2t-\

3. ' ^f-V

= lnl2;-l|+C = ln

integraini

2у]х' +д: + 1 - 2-х
x

topamiz.

+ C

Bunda
x' -3jc + 2

-3x+2={x-\){x-2) bo'lgani uchun ^(x-\)ix-2) ={x-\)t o'rniga
qo'yish bajaramiz.

и holda

(лг-1)(д:-2) = (д:-1)=,", ( =
V x-1

Bundan

t'-2 2tdt, dx = yJx'-3x + 2 =
/'-1t'-\'

Topilganlami berilgan integralga qo'yamiz:
f-=£==== = _2 =
4x'-3x+2 ' (/'-1)'/ ~ J/'-l'

\-2t + t'/-1
+ C

t = —
t'-\

= -1л
/ + 1

= -b
r-1

+ c

Eski o'zgaruvchiga qaytami:
r  dx

4x'-3x + 2

- h

x-2 x-2
+

x-\ x-\

^-2_i
JC-1

+ C = -h|3-2x + 2Vx^^^3x^|+C.

Eyler o'miga qo'yishlari ko'p integrallarda murakkab
hisobiashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashning
quyidagi usullaridan foydalaniladi.
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\R{x,yjax- +bx + c)cLx ko'rinishidagi integrallami hisoblashning
boshqa bir usuli kvadrat uchhaddan to'la kvadrat ajratish usulidir. Bu
usulda \Rix,yjax- +bx + c)dx ko'rinishidagi integrallar kvadrat
uchhaddan to'la kvadrat ajratish yo'li bilan ushbu integrallardan biriga
keltiriladi;

a) agar я>0 va b^-Aac<0 bo'lsa, u holda Jj?(/,vn?+nVyr, bu
yerda

2  b' - Aac ^ b
n' = a, m , / = д: + —,

4a 2a

b) agar a>0 va h' — Лас > 0 bo'lsa, u holda lR{t,yln4- -m-)dt, bu
,  , 2 b^-4ac , b ^yerda w =a, m = , t = x + — ;

4a 2a

c) agar жО va ь' -Лаоо bo'lsa, u holda -n4')dt, bu
yerda

b^ - 4ac b
n' =-a, m' = , t = дгн .

4a 2a

Mos ravishda t = —tgz, t = ——, / = —sinz o'miga qo'yishlar
n  /ism z n

orqali oxirgi integrallar J/?(sin z,cosz)cfe ko'rinishga keltiriladi.
Misol

l^Js + Ax-x^dx integralni topamiz. Buning uchun kvadrat
uchhaddan to'la kvadrat ajratamiz, yangi /o'zgaruvchi kiritamiz va
trigonometrik o'miga qo'yishdan foydalanib, topamiz:

J y/S + Ax-x^dx = J у]9-{х-2Ус1х = x-2 = t,

dx = dt
= jV9-/V/ =

/ = 3sin z,

dt = cos zdz
— JV9 — 9sin ' z3coszf/z = JQcos^zJz =

= ~ J(1 cos2z')dz = ^^z + + С = —(2 +sin z-v/l — sin ^z) + C =
z = arcsm -

3

^  t t I 7^ 9 t t I i"arcsin- + --/l +C = — arcsin - +-V9-/"+C =^  3 3V 9 l 2 3 2
=—arcsin -—- +—(д: - 2)yl5 + 4x-x^ + C.

Bundan tashqari lR{x,y/ax' +bx + c)dx ko'rinishidagi integrallami
hisoblashda quyidagi usullami qo'llash mumkin:
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a) j ko'rinishidagi integrallar, bu yerda Я„(.х) n- darajali
Vox^ + + с

ko'phad:
1) /1=0 da f bo'ladi; bu integrallar a>0 bo'lganda

VaP+fcc + c
jadvaldagi 14- integralga, a<0 bo'lganda jadvaldagi 13- integralga
keltiriladi;

2) /1 = 1 da г (yix + B)dx bo'ladi; bu integrallar suratda kvadrat
л/ах' +bx + c

uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri jadvaldagi i-
integralga va ikkinchisi 1) banddagi integralga keltiriladi;

3) /12:2 bo'lganda berilgan integraldan keltirish formulalari
yordamida quyidagi ko'rinishdagi ifoda hosil qilinadi:

j  ̂„(x)dx _ (х)л/ах'+bx + c+Mf , ^
4ax'-\rbx + c ' 4ax'+hx + c

bu yerda koeffitsiyentlari nomaMum bo'lgan //-i- darajali
ko'phad,

M' qandaydir o'zgarmas son. Bunda ko'phadning noma'lum
koeffitsientlari va Л/soni oxirgi tenglikni differensiallash hamda x
ning chap va o'ng tomondagi bir xil darajalari oldidagi
koeffitsientlami tenglashtirish orqali topiladi.

b) f • ko'rinishidagi integral ooc + p = -

almashtirish yordamida 1) banddagi integralga keltiriladi;
dxc) f ===== (/igZ,/i>1) ko'rinishidagi integrallar

(CDC+^у4ах' +bx+c
+ = 1 o'miga qo'yish orqali 3) banddagi integralga keltiriladi.

Misol

I  , f! integralni topamiz. Bunda x-2 = - deymiz. U(jc-2) Vjc -4x+5 f
dt

Bundan
dt

holda dbc = -^, -4x + 5 = ̂  + l.

dx ^'dt
~~ J 1 п J{х-2Ул/х'-4х + 5 ^ 1 /1 . ,

i4?
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b) banddagi integral hosil qilindi. n = 2 bo'lgani uchun

f  = {At + BW/- + 1 + Ml
v7=+i v/' + i

Tengiiknlng bar ikkala tomonini differensialiaymiz:

= a4\+/■ +
{At + B)t M

\ + у1х' -4x + 5
+ C.

V/^ +i V/' +1 л//" + 1
yoki

r = A(\ +1') + {At + B)t + M.
X ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglab,

topamiz:
b=0,

2  2

и holda

f  _ i f -14 H. VTT?!+с.
JVIT? 2 2 2 I I

Eski o'zgaruvchiga qaytamiz:
f  __ л/jf" -4x + 5 ^ 1
^(.T-2)V.t'-4A:+5 2{х-2У' "^2 x-2

3. + binominal differensial integrali \x'"{a + bx''ydx
ko'rinishidagi integral binominal differensial integrali deyiladi. Bunda
integral ostidagi ifoda x^ia-^-bxYga binominal ditferensial deyiladi,
bu yerda m,n,p- ratsional sonlar

Binominal differensial integrali uchta holdagina ratsional
funksiyalarni integrallashga keltiriladi:

a) p butun son bo'lganida integral x = r (bu yerda
s = EKUKim,n)) o'miga qo'yish orqali ratsionallashtiriladi;

b) ^LjzJ. butun son bo'lganida integral a + ft.r"=/'(bu yerda s — p
n

sonning maxraji) o'miga qo'yish yordamida ratsionallashtiriladi;
c) ^^^ + /7 butun son bo'lganida integralda a-\-bx"=t'x" (bu

n

yerda s - psonning maxraji) almashtirish bajariladi.
Agar yuqorida keltirilgan shartlar bajarilmasa binominal

differensial elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi, ya'ni
integral lanmaydi.
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Masalan, jyjl+x^dx integralning integral osti funksiyasi
binominal differensial

1  /П + 1 1 m + 1 5

m = 0, /7 = 3, P = 2 Bunda

n=—, = -, + p = - sonlardan birortasi butun son emas. Shu
^2 /7 3 /7 ^ 6
sababli bu integral elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi.

Misol

|^-~==integralni topamiz.Shartga ko'ra m = -3, n = 4, P = --,
m + \ -3 + 1 1 ,

+ p= = -1.
/1 4 2

и holda

\ + x*=Px\ x = {P-\)"\ «& = --/(/'-l)'^
2  ̂

Dem'ak,

дг'л/Г+х

1 I Л
"V/

=  с - = -- f Л = --/ + С = -')* ni

/(/^-l) =

•\/l +дг^
2x'

+ C.

Amaliy mashg'ulotda yechiladigan misollar.
Berilgan aniqmas integrallarni toping.
\A—^=dx (Jlivoft.— ln|>/jF + 4|+c)

Чх'-^Л 3 3 I I

2. f —f^^—pxbc (Javob.—yf^ + — + — In|'\/^-1| + c)
5  5 5 I I

3.J^— (УауобД In |>/jr + 4| + c)
—- ^2^—4^ (УдуобД л/Зд:+4 - 2^3дс+4 + 4 in +4 + 21j+c)

S.^^ {JmюbA{^^|x■^■l>Jx+49\n]^fx-^^+c)
yl\ + X-yJl-X6 + 2arc/gJ +c).fJ—— iJavob.-\nJ\l+j X 3 yJ\+X + yJ\-X Vl+л
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Mustaqil yechish uchun misollar.
Berilgan aniqmas integrallarni toping.

1.J.t'^/o+PT'dLr (Javob.^^(] + x'Y--^(l + x'y +c)

2. f ̂  dx {Javob.-{^-\n\^+ \\ + c)
^</7+1 3 I I

v-t' +2 3

AA^'^dx (Javob.(-^-—'^+c)
•' V-t 9 13

5.f —dx (Jflvo6.6(Vjf-—+ —-ln(l +V^)+c)
^^ + yfx 2 3 ^ '

6. f —dx (Javob.-(d(3x-SY +-(3*-8)+c)
^#7^-2^/371 + 4 3 9

1.10. Boshlangich funksiyasi elementar funksiyalarning chekli
yigindisi ko^rinishida tasvirlanmaydigan funksiylar

Biz integrallashning elementar flinksiyalaming keng sinfini
qamrab olgan muhim usullarini ko'rib chiqdik. Bu usullar ko'pchilik
holiarda aniqmas integraini topish, ya'ni boshlangMch funksiyalami
aniqlash imkonini beradi.

Ma'lumki, bar qanday uzluksiz funksiya boshlang'ich fimksiyaga
ega bo'ladi. Agar biror /(дг) elementar fiinksiyaning boshlang'ich
funksiyasi ham elementar funksiya boMsa, u holda lf{x)dx integral
elementar funksiyalarda olinadi deyiladi. Bunda integral elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi (yoki integraini topsa bo'ladi). Agar
integral elementar funksiyalar orqali ifodalanmasa, u holda lfix)cix
integral elementar funksiyalarda olinmaydi (yoki integraini topib
bo'lmaydi) deyiladi.

Masalan, jV7 -cosxotcintegral elementar funksiyalarda olinmaydi,
chunki hosilasi yfx-cosx ga teng bo'lgan elementar funksiya mavjud
emas. Amaliy tatbiqda muhim ahamiyatga ega bo'lgan elementar
funksiyalarda olinmaydigan integrallarga misollar keltiramiz:

je "'dx- Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);
dxj- integralli logarifm (sonlar nazariyasi);
In X

JcosAT^cftf, /sin д:^й6г-Ргепе1 integrallari (fizika);
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J^^^-integralli sinus va kosinus;
X  X

J—d!x-integralli ko'rsatkichli funksiya.
^  1

J  -Д- 1 2 • ,Elementar funksiyalarda ifolanmasada, e ,со5д: ,smx , ^
cosx

X  X

fiinksiyalaming boshlangMch funksiyalari yetariicha о rganilgan,
ulaming qiymatlari uchun л: argumentning turli qiymatlarida mufassal
jadvallM- tuzilgan.
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II BOB. ANIQ INTEGRAL
l.l.Aniq integral tushunchasiga olib keluvchi masalalar. Egri

chiziqli trapetsiyaning yuzasni hisoblash masalasi

Aniq integral iqtisodiyotda va texnikaning bir qancha masalaiarini
yechishda, xususan, bar xil geometrik va fizik kattaliklami
hisoblashda keng qo'llaniladi.

Tekislikda Oxy to'g'ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi
kiritiigan va [a-,b],b>a kesmada uziuksiz va manfiy bo'lmafan y-f{x)
, ya'ni /(^) ̂ 0 funksiya aniqlangan bo'Isin.

Yuqoridan y = f{.x) funksiya grafigining yoyi bilan, quyidan Ox
o'qning [a;6] kesmasi bilan, yon tomcniaridan x = a, 0<y<f{a) va

jc = b, 0<y</(6) to'g'ri chiziqiar

bilan chegaralangan oABb figuraga
egri chiziqli trapetsiya deyiladi.
(2-shakl)

aABh egri chiziqli trapet
siyaning s yuzasiga ta'rif beramiz.
[a,b] kesmani n ta kichik
kesmalarga bo'lamiz: bo'linish
nuqtalarining abssissalarini
a=x, <x, <.x, =/

bilan belgilaymiz.
bo'lish nuqtalari

to'plamini [a-,b] kesmanining bo'linishi deymiz. x. bo'linish nuqtalari
orqali Oy o'qqa parallel x = x. to'g'ri chiziq o'tkazamiz. Bu to'g'ri
chiziqiar aABb trapetsiyani asoslari bo'lgan n ta bo'lakka
bo'ladi. aABb trapet-siyaning s yuzasi n ta tasma yuzalarining
yig'indisiga teng bo'ladi. n yetarlicha katta va barcha
kesmalar kichik bo'lganida har bir n ta tasmaning yuzasini hisoblash
oson bo'lgan mos to'g'ri to'trburchakning yuzasi bilan almashtirish
mumkin bo'ladi. Har bir [a,.,;a,] kesmada biror nuqtani tanlaymiz,
/(a) funksiyaning bu nuqtadagi qiymati /(^,) ni hisoblaymiz va uni
to'g'ri to'rtburchakning balandligi deb qabul qilamiz. [a,.,;aJ kesma
kichik bo'lganida /(a) uziuksiz funksiya bu kesmada kichik
o'zgarishga ega bo'ladi. Shu sababli bu kesmalarda funksiyani
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o'zgarmas va taqriban /(^i)ga teng deyish mumkin. Bitta tasmaning
yuzasi bo'lganidan aABh egri chiziqli
trapetsiyaning S yuzasi taqriban S, teng bo'ladi:

5«5„=1;/(^.)Ax., Лг. =х, -л:,, (2.1)
1=1

(2.1) taqribiy qiymat d = max{x:i — x:i_i},(/=b") kattalik qancha
kichik bo'lsa shuncha aniq bo'ladi. d kattalikka {x,} bo'linishning
diametri deyiladi. Bunda «—>oo da ->o.

Shunday qilib, egri chiziqli trapetsiyning S yuzasi deb, to'g'ri
to'rtburchaklar yuzasining bo'linish diametri nolga intilgandagi
limitiga aytiladi, ya'ni

S = lim 5 =lim Х/(^,)Д^,- (^•^)rf -»o "

Demak, egri chiziqli trapetsiyaning yuzasini hisoblash masalasi
(2.2) ko'rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib o^tilgan уоЧ masalasi
Agar moddiy nuqtaning harakat qonuni s = fit) (bunda t- vaqt, s-

bosib o'tilgan yo'l) tenglama bilan berilgan bo'lsa fit) funksiyaning
/'(Ohosilasi material nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi v ga
teng, ya'ni v=f'{t) bo'ladi Fizikada quyidagi teskari masalani tez-tez
yechishga to'g'ri keladi. Material nuqta to'g'ri chiziq bo'ylab v tezlik
bilan harakat qilayotgan bo'lsin. v tezlik /vaqtning uzluksiz funksiyasi
bo'lsin deymiz. Material nuqta vaqtning t=a dan t = b gacha bo'lgan
biror [a\b\ oralig'ida bosib o'tgan yo'l s ni topamiz. [а;Л] kesmani

<r„ =6 nuqtalar bilan vaqtning n ta
yetarlicha kichik oraliqlariga bo'lamiz. Vaqtning kichik [t|_^;t.]
oralig'ida v(f) tezlik dey2u*li o'zgarmaydi va uni bu vaqt oralig'ida
o'zgarmas va v(|.) (^. _,;/.]) ga taqriban teng deyish mumkin.
Bunda harakat kesmada tekis bo'ladi. U holda bosib o'tilgan
yo'l bu vaqt oralig'ida v(4;)(r,-/,.,) ga, [a-,h] vaqt oralig'ida
5«5„ = £у(^,)А/„А/. =r^-/._,ga teng bo'ladi. Bu taqribiy qiymat

/-I

f/ = max А/ (i=kw) kattalik qancha kichik bo'lsa shuncha aniq bo'ladi.
i

Shunday qilib, s bosib o'tilgan yo'l deb, s„ yig'indining d^o
dagi limitiga aytiladi, ya'ni
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=  (2.3)

Demak, bosib o'tilgan yo'lni hisoblash masalasi (2.3)
ko'rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan bar ikki masalada biror ko'rinishdagi yig'indining
limitini topishga olib keluvchi bir xil usul qoMlanildi. Tabiatda bilim
va texnikaning bir qancha masaialari yuqoridagi kabi yig'indining
limitini topishga keltiriladi. Shu sababli (2.2) va (2.3) ifodalami, aniq
talqiniga qiziqmasdan, o'rganib chiqamiz.

2.2. Integral yig'indi va aniq integral

y = f{^) funksiya [а-,ь] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo'lsin.
[a;6]kesmani ixtiyoriy ravishdaa=JCo <x^ <x. <...<x^_^ <x^ -b
nuqtalar bilan n ta qismga bo'lamiz, bunda {л.} ga [a\b] kesmaning
bo'linishi, d = так(х -x .),{i=ln) kattalikka bo'linish diametri deymiz.

Har bir qismiy kesmadan ixtiyoriy nuqtani tanlaymiz va
fix) funksiyaning bu nuqtadagi qiymati /(^,) ni hisoblaymiz, bunda

nuqtalarga belgilangan nuqtalar deymiz.
/(^.) qiymatni mos Ax. =x. -x,_, uzunlikka ko'paytiramiz va

barcha ko'paytmalarni qo'shamiz, ya'ni

(2.4)
1=1

yig'indini tuzamiz. (2.4) yig'indiga fix) funksiya uchun [а,ь\
kesmaning {x} bo'linishidagi Riman integral yig'indisi deyiladi.

{xj bo'linishni maydalaymiz, ya'ni yangi bo'linish nuqtalarini
qo'shamiz va yig'indining rf ^odagi limitini (agar u mavjud bo'lsa)
topamiz.

w yig'indining rf ^odagi limiti tuzunchasini kiritamiz.
l-ta'rif. Agar V £:>o son uchun shunday J>o son topilsaki,

tengsizlik [а-,ь] kesmaning diametri cl<S bo'lgan istalgan
{x,} bo'linishida belgilangan nuqtalaming tanlanishiga bog'liq
bo'lmagan holda bajarilsa, I soniga Riman integral yig'indisining
limiti deyiladi / = itm w deb yoziladi.
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2-ta'rif. Agar Riman integral yig'indisi rf->oda chekll llmltga
ega bo'lsa, u holda bu limitga [аМ kesmada /(x) funksiyadan olingan

h

aniq (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiiadi va \nx)dx kabi
belgilanadi.

Shimday qilib, ta'rifga ko'ra,
J/(x)fitc=to (2*5)

bu yerda /(.r)- integral ostidagi funksiya, л:- integral lash
o'zgaruvchisi, a, b- integralning quyi va yuqori chegarasi, [«;/?]-
integrallash sohasi (kesmasi) deyiiadi.

[a;b] kesmada \f{x)dx anig integral mavjud bo'lsa, y = f{x)
taksiya shu kesmada integral lanuvchi (Riman bo'yicha
integrallanuvchi) deyiiadi.

Izoh. Oliy matematika kursida bosha aniq integrallar qaralmagani
sababli bundan keyin «Riman integrali» va «Riman bo'yicha
integrallanuvchi» iboralarini mos ravishda «integral» va
«integrallanuvchi» deb yozamiz.

Keltirilgan ta'riflarda a<b bo'lsin deb faraz qilindi. Aniq integral
tushunchasini a=b va a>b bo'lgan hollar uchun umumlashtiramiz.

a>b bo'lganida2-ta'rifga ko'ra
]f(x)dx = -]nx)dx (2.6)
a  Ь

bo'ladi. (2.6) tenglik integrallash chegaralari almashtirilganida aniq
integralning ishorasi teskarisiga o'zgarishini bildiradi.

2-ta'rifga ko'ra a=b bo'lganida
]f{x)dx = Q (2.7)
a

bo'ladi. Bu tenglik bir xil chegaralari integrallashda aniq integralning
nolga teng bo'lishini bildiradi.

(2.4) integral yig'indi berilgan fiinksiyaning argumenti qanday
harf bilan belgilanishiga bog'liq bo'lmagani sababli, uning limiti va
shuningdek aniq integral integrallash o'zgaruvchisining belgilanishiga
bog'liq bo'lmaydi:

J / {x)dx = J fit)dt = j f{z)dz.
K^isol
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\x'dx integralni uning ta'rifidan foydalanib hisoblaymiz. [0;i]
0

kesmada y = r funksiya uzluksiz. [0;i] kesmani
0=дГо <д:, <...<X,,, <jc. <...< <x„=\ nuqtalar bilan uzunliklari
дс, =i(/ = i^)bo4gan wta teng ЬоЧакка bo'lamiz. Bunda d=-,

n  "

nuqta sifatida qismiy kesmalaming oxirlarini olamiz:

=^. =-•
n

Ч=tm)^,=ё4 • -=Лс' +2=+...+,,')=
|.| 1-1 n n n

Tegishli integral yig'indini tuzamiz:

1-1 n n

n(n + \\2n +1) (w + 1)(2/7 +1)
6/?'

Bundan
(/z +1X2/7 + 1) _!

lim

Demak, ta'rifga ko'ra
6/7*

\x'dx= lim И' =-.j  3

End! nuqta sifatida qismiy kesmalaming boshlarini olamiz:
с  /-1
^1=^1-1=—•

n

Bundan

= Z/(#, )Д., = = in-1^2.-I) ̂  (1.-1X21.-1)
1-1 1-1 /7 n 6/7 6/7

yoki
!■ . , .. .. (л-1)(2/7-1) 1\xdx= Imri vv =lim ; =-.
0  Я-+0 3

Berilgan integralning qiymati [o;i] kesmani boiish usuliga va bu
1  j

kesmada nuqtani tanlash usuliga bog'liq emas va |jc^d!x = -.
0  3

Funksiya integrallanuvchi bo'ladigan shartlami keltiramiz.
1-teorema (funksiya integral lanuvchi bo'lishining zaruriy sharti).

Agar y = f{x) funksiya [a;6] kesmada integral lanuvchi bo'lsa, u holda
u bu kesmada chegaralangan bo'ladi.

Isboti, [a;A] kesmada integrallanuvchi y = f{x) funksiya bu
kesmada chegaralanmagan boisin deb faraz qilamiz. U holda bu
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kesmaning istalgan {xj bo'linishida kesmalarning hech
bo'lmaganida bittasida fiinksiya chegaralanmagan bo'ladi. Bu holda

nuqtani turli usullar bilan tanlash orqali
ko*paytmani yetarlicha katta qilish mumkin. Demak, integral faqat

nuqtalami tanlash hisobiga yig'indi yetartlicha katta
bo'ladi va i/->oda hech bir limitga intilmaydi. Shu sababli y = f{x)
funksiya [а,ь\ kesmada integrallanuvchi bo'lmaydi. Olingan
ziddiyatdan teoremaning isboti kelib chiqadi.

2-teorema. (fiinksiya integrallanuvchi bo'lishining yetarli sharti).
[a,b\ kesmada uzlukziz bo'lgan funksiya bu kesmada integrallanuvchi
bo'ladi.

Teoremani isbotsiz qabul qilamiz.
Funksiyaning uzluksizligi uning integrallanuvchi bo'lishini faqat

yetarli sharti bo'lad. Boshqacha aytganda [а\Ь\ kesmada uzilishga ega
bo'lgan, ammo bu kesmada integrallanuvchi funksiyalar mavjud
bo'lishi ham mumkin.

Shuningdek, funksiya integrallanuvchi bo'lishinngi kuchsizroq
shartlarini ifodalovchi quyidagi teoremalar o'rinli bo'ladi.

3-teorema. {а-,ь\ kesmada uzlukziz bo'lib, chekli sondagi birinchi
tur uzilish nuqtalariga ega bo'lgan funksiya bu kesmada
integrallanuvchi bo'ladi.

4-teorema. ' [a,b\ kesmada monoton funksiya bu kesmada
integrallanuvchi bo'ladi.

23.Aiiiq integralning geometrik va mexanik ma'nolari

Egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi masalasiga qaytamiz. (2.2)
tenglikning o'ng tomoni integral yig'indidan iborat. U holda (2.5)
formuladan aniq integralning geometrik ma'nosi kelib chiqadi: agar
/(jc) funksiya [а-,ь] kesmada integrallanuvchi va manfiy bo'lmasa, u
holda [a;6] kesmada fix) funksiyadan olingan aniq integral
y=/(jc)>0, y=0, л:=а, x = b a<b chiziqlar bilan chegaralangan egri
chiziqli trapetsiyaning yuzasiga teng.

Misol

\^J9-x^ctc integralni uning geometrik ma'nosiga tayanib
-3

hisoblaymiz.
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Bunda X ning -з dan з gacha o'zgarishida tenglamasi
y = yl9-x- bo'lgan chiziq д:'+/=9aylananing yuqori bo'lagidan
iborat boMadi. Shu sababli x = -3, х = ъ, ^^ = 0, y = ^l9-x^ chiziqiar
bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya х"+У=9 doiraning

97Г
yuqori qismidan tashkil topadi. Uning yuzi ^ = g^teng.

Demak,

'U9-x'dx = —.
-3 2
End! bosib o'tilgan yo'l masalasiga o'tamiz. (2.3) tenglikning

o'ng tomoni integral yig'indidan iborat bo'lgani uchun (2.5)
formuladan ushbu xulosaga kelamiz: agar v(/) flinksiya [а;Ь],а<Ь
kesmada integrallanuvchi va manfiy bo'lmasa, u holda v(/) tezlikdan
[a;h] vaqt oralig'ida oiingan aniq integral material nuqtaning t=a dan
t = h gacha vaqt oralig'ida bosib o'tgan yo'liga teng.

Bu jumla aniq integrating mexanik ma'nosini anglatadi.

2.4. Aniq integralning xossalari

r. Agar integral ostidagi funksiya birga teng bo'lsa, u holda
h

jdx=b-a

bo'ladi.
Isboti. Aniq integralning ta'rifiga ko'ra

f(5fcc = limУ1 Ax, =limУ(д:, -x, ) = \}m{b-a) = b-a.
a  •-«

2". Ozgarmas ko'paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga
chiqarish mumkin, ya'ni

л  ь

Jkf{x)dx = ^ J f{x)dx, к = const.

Isboti. Jkf{x)dx = lini )^, = кIm 2/(^,)Ax = A:J/(x)tix.
a  »=' ' ~ ' '=1 a

3°. Chekli sondagi funktsiyalar algebraik yig'indisining aniq
integrali qo'shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig'indisiga
teng, ya'ni

f (fix) ± (pix))dx = J fix)dx ± I <p(x)dx.
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Isboti. + = =
"  Ь h

=Sm ffil )Д(, + Em ЁрС#, )Д^. = J ± J «'W'bf •
^-♦0 ' Л-»0 a a

4".Agar [a;6] kesma bir necha qismga bo'lingan bo'lsa, u holda
[a;b] kesma bo'yicha olingan aniq integral bar bir qism bo'ylcha
olingan aniq integraliar yig'indisiga teng bo ladi. Masalan,

(f ^ ^\f{x)dx = ^f{x)dx+^f{^x)dx■) ce[a;6].
a  <• '

Isboti. a<c<b bo'lsin deylik. Integral yigMndi [a;/>] kesmani
bo4ish usuliga bogMiq emas. Shu sababli cni {a,b^ kesmani bo'lish
nuqtasi qilib olamiz. Masalan, agar c = a: deb olsak, u holda w, ni ikki
yig'indiga ajratish mumkin:

=2;/й)дд:,+i/(« )дх,
i=i

Bunda £^->0 da limitga o'tamiz:
J f{x)dx = I f{x)dx + f f{x)dx
a  ° '

a, b, с nuqtalaming boshqacha joylashishida xossa shu kabi
^  с Ь с

isbotiadi. Masalan, a<b<c bo'lsa, ^f{x)dx = \f{x)dx + ^f{x)dx bo'ladi.
a  о Ь

Bundan

}/{x)dx = J f{x)dx - j f{x)dx
a  a b

yoki integrallash chegaralarining almashtirilishi xossaga ko'ra
j / {x)dx = ] fix)dx +1 f{x)dx.
a  a с

Agar [a,b\ kesmada fimksiya o'z ishorasini o'zgartirmasa, u
holda fimksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir
xii bo'ladi, ya'ni:

ь

[a;6j da bo'lganda \f{x)dx>Q\
0

b

[a,b] da /(jf)^Obo'lganda \f{x)dx<0.
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Isboti. /(a:)>0 funksiya uchun integral yig'indi ]t;>0 bo'ladi,

chunki At >0. Bundan J/(jc)rfr>0. Shu kabi Ax^ >0, /(x)<0 ekanidan
b

<0 va lf{x)dx<0 kelib chlqadi.
a

6". Agar [a;h] kesmada f{x) > (p{x) boMsa, u holda

lf{x)dx>\<pix)dx
a  о

bo'ladi.
Isboti. f{x)>(p{x) dan /(x)-^(x)>0bo'ladi. U holda 5"xossaga

ko'ra
Л  b ь
\[f{x)-(p{x))dx>Q yoki 3" xossaga ko'ra \f{x)dx-\(p{x)dx>Q.
a  ' "

Bundan

\f{x)dx>\(p{x)dx.
a  о

Т. Agar m \a M sonlar /(x)funksiyaning [a;b] kesmadagi eng
kichik va eng katta qiymatlarii bo'lsa, u holda

m{b - fl) < f / (x)rfr <M{b-a)
a

bo'ladi.
Isboti. Shartga kora rn < /(x) < M. U holda 6" xossaga ko'ra

^mdx<\ f{x)dx<\Mdx.
a  о о

Bunda
h  h f f
\mdx~m\dx = m{b-d), \Mdx = M\dx = M{b-a).
a  a a о

и holda

mib - a)<\ f{x)dx<M{b- a).
a

Bu xossa aniq integralni baholash haqidagi teorema deb yuritiladi.
8". Agar /(x) funktsiya [аМ kesmada uzlyksiz bo'lsa, u holda

shunday ce[o;6] nuqta topi lad iki,
I f{x)dx = f{c){b - a) (2.8)

bo'ladi.
Isboti. 7" xossaga ko'ra
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Bundan

f/(x>fa

m{b-a)<\f{x)dx<M{b-d),

\f{x)dx
m<^- .

b-a

=  deymiz. U holda Bolsano-Koshining
b-a

ikkinchi teoremasiga ko'ra shunday се[а;Ь] nuqta topiladiki, /(c)-//
bo'ladi.

Shu sababli

\f{x)dx ь
= f{c) yoki \f{x)dx = f{c){b-a).

b-a a

(2.8) formulaga o'rta qiymat formulasi, /(c) ga f{x) funktsiyaning
[a;6]kesmadagi o'rtacha qiymati deyiladi.

Bu xossa o'rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi.
O'rta qiymat haqidagi teorema quyidagi geometrik talqinga ega:

b

agar /(x)>0 bo'lsa, u hoida \f{x)dx integral qiymati balandligi /(c)
a

ga va asosi (6-fl)ga teng boMgan to'g'ri to'rtburchakning yuzasiga
teng bo'ladi.

Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelub chiqadi.
1-natija. [a-b] kesmada aniqlangan f{x) funktsiya uchun

\f{x)cix ^ Jl /(x)|c6f

bo'ladi.
2-natija. Agar [а-,ь] kesmada |/(д:)|<А: bo'lsa, u holda

\f{x)d^<k{b-a\ {k = const.)
bo'ladi.

I  I

Misollarl. \x^cos^xdx va [xsm^xdx integrallarni taqqoslaymiz.
0  0

X e[0;i] nuqtalarda x' cos' x ^ xsin' X tengsizlik bajariladi.
и holda aniq integralning 8" xossasiga ko'ra

I  I

J cos^ xck < Jxsin ̂  xdx
II 0
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bo'ladi.

2.
dx

f, 4 + 3sin ̂  X
integraini baholaymiz.

0 ̂ sin " ДГ < 1 ekanidan -< !— bo'ladi. U
7  4 + 3sin*."c 4

holda aniq integraini baholash haqidagi

teoremaga ko'ra-f--0 <J—7v2 j b4 + 3stn'x 4V2 ^
yoki

lA J .14 b4
dx 71

3-shakl

 + 3sin*A: 8
3. у = 2л + 2 funksiyaning [-i;2] kesmadagi

o'rtacha qiymatini topamiz. Bunda o'rta qiymat
haqidagi teoremadan foydalanamiz:

/.V,
b-Qa

Aniq integralning geometrik ma'nosiga ko'ra \{2x + l)dx
-1

integralning qiymati uchburchakning yuzasiga teng, ya'ni (3-shakl)

5 = i(2 + l)-6 = 9.
2

Bundan

•9 = 3.
2-(-l)

4. Uzunligi 12 sm. bo'lgan AB kesmada с nuqta olingan.
Tomonlari AC va CB kesmalardan iborat to'g'ri to'rtburchakning
o'rtacha yuzasini topamiz.

Bunda A nuqtani hisob (koordinata) boshi deb olamiz. U holda
AC = x va CB=\2-x bo'ladi. Bu kesmalami tomonlar qilib yasalgan
to'g'ri to'rtburchakning yuzasi 5 = x(12-x) bo'ladi. Bu yusaning o'rta
qiymatini aniq integralning s- - xossasi bilan topamiz:

12

Jx(12-x)^& .
—-r— = —I [\2xdx-\x^dx\ =

12 I2V-0 o

12
(б.- 1= — (864-576) = 24 sm\
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Amaliy mashg'ulotda yechiladigan misollar.
Berilgan aniq integrallarni hisoblang.

4  14
\.^^dx{Javob.—)

1

2.J (2дс^ + ~)clx{Javob}^)
?  \

3 f—p= dx{Javob.2)
•j хл/1 + 1пдг
1  j 1

4. f -1 r dxiJavobjarctg -)
Jjr + 4x+5 7
4  1

5. f dx(Javob.l - In 2)
J 1 +л/2х+1
£
2  4

6. f vcos X - cos^ xdx{Javob.-)
_£ ^

2

2  ̂
7. f V 4 - dxiJavobMrct^)

0

8.[ ' dx{Javob.]xJ )
1 x>/x' + 5x+l 9
i  I •. 1

9. f — dx(Javob.— In 112)
|2х + >/з7ГТ 5

Mostaqil yechish uchun misollar.
Berilgan aniq integrallarni hisoblang.
I  (2x+-j=)dx(Javob.21)

2.j ^ ' dyiJavob—)
iyfy + l 3
Ч  fZ

3. f — dx(Javob3 + 4 In 2)
0 VJf+1

4. f X In^ xdx{Javob.—(c^ -1)
4
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2.5. Yuqori chegarasi o'zgaruvchi aniq integral

l-shaki

>' = /U) funksiya [a\b] kesmada
aniqiangan va uzluksiz bo'lsin. U holda u
ixtiyoriy [a;x] {а<хйЬ) kesmada
integrallanuvchi bo'ladi, ya'ni istalgan
.ге[а;Л] uchun

F(.v) = |/«)rf( (2.9)
a

integral mabjud bo'ladi.
Agar ixtiyoriy ^e[c;6]da /(/)>0

bo'lsa, u holda F(.v) = J/(/V/ integral asosi
a

[я;л] kesmadan iborat bo'lgan egri chiziqli trapetsiyaning o'zgaruvci
yuzasi 5(.y) ni ifodalaydi (1-shakl).

{a\h] kesmada (2.9) tenglik bilan aniqlanuvchi F(x) flinksiya
yuqori chegarasi o'zgaruvchi aniq integral deyiladi.

F(Ar) funksiya [а;л] kesmada uzluksiz va differensiallanuvchi
bo'ladi. Shunindek, bunda F(x) funksiya uchun quyidagi teorema
o'rinli bo'ladi.

1-teorema [а\Ь] kesmada uzluksiz /(/) flinksiyaning yuqori
chegarasi o'zgaruvchi integrali F{x) dan yuqori chegara bo'yicha
olingan hosila mavjud va u integral ostidagi flinksiyaning yuqori
chegaradagi qiymatiga teng bo'ladi, ya'ni

F'{x) = {]f{t)dt =f{x), xe[a;bl (2.10)
V" Jx

Isboti. д:е[а;б] va .v +Ате[а;Л] bo'lsin. U holda aniq integralning
4° xossasini qo'llab, topamiz:

jf+Ar X х+Лт

F(Ar + Ax)= J fU)dl = lf(r)dl+ |/(0Л.
a  о X

Bundan (2.9) tenglik va o'rta qiymat haqidagi teoremaga ko'ra
x-^.\r

AF = F(x + Ax)-F(x) = J/(/)£// =/(c)Ax, bu yerda с е[дг,х + Дх].
X

F(x) flinksiyaning hosilasini aniqlaymiz:

F'(x) = lim — = lim = |im f{c).Лг—Ax Лг-Ю Ax At->0
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Ax->oda JC+ va с— chunki се[х,дг + дх].
и holda f{x) fiinksiyaning uzluksizligidan

F'ix) = ̂ nc) = fix)
At-*0

bo'ladi.
teoremasi matematik analizning asosiy teoremalaridan biri

hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan aniq integral tushunchalari
orasidagi mimosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [а\Ь\ kesmada uzluksiz bar qanday f{x) funksiya
shu kesmada boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi va uning
boshlang'ich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o'zgaruvchi F{x)
integral bo'ladi degan xulosa kelib chiqadi.

f{x) fiinksiyaning boshqa bir boshlang'ich funksiyasi F{x)
fimksiyadan с o'zgarmas songa farq qilgani uchun aniqmas va aniq
integrallar orasidagi ushbu bog'lanish kelib chiqadi;

J f{x)cix = I fiOdt + C, xe[a,b].
о

2.6. Nyuton-Leybnis formulasi

Aniq integralni integral yig'indining limiti sifatida hisoblash hatto
oddiy fiinksiyalar uchun ham ancha qiyinchiliklar tug'diradi. Shu
sababli aniq fntegralni hisoblashning (2.10) formulaga asoslangan,
amaliy jihatdan qulay bo'lgan hamda keng qo'llaniladigan usuli bilan
tanishamiz.

2-teorema ( integral hisobning asosiy teoremasi). Agar Fix)
funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo'lgan fix) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda [а-,Ь] kesmada fix)
funksiyadan olingan aniq integral F(j:) funksiyaning integral lash
oralig'idagi orttirmasiga teng bo'ladi, ya'ni

\fix)dx = Fib)-Fia). (2.11)
a

Isboti. Fix) funksiya fix) funksiyaning boshlang'ich
funksiyalaridan biri bo'lsin. U holda 1-teoremaga asosan ]fit)dt
funksiya ham fix) funksiyaning [а\Ь\ kesmadagi boshlang'ich
funksiyasi bo'ladi. Boshlang'ich fiinksiyalar с o'zgarmas songa farq
qilganidan
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jf(t)dt = F(x) + C.
a

Bu tenglikka д:=оп1 qo'yamiz va bir xil chegarali aniq
integralning xossasini qo'llaymiz:

]ni)dt = F{a) + C=0.
a

Bundan C = -F{a). U holda istalgan л е[а;б] uchun

]f(t)dl = F(x)-F(a)
bo'ladi.

Oxirgi tenglikda x=b deymiz va t o'zgaruvchini x bilan
almashtiramiz. Natijada (2.11) formula kelib chiqadi.

(2.11) formulaga Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.
F{b)-F{a) ayirmani shartli ravishda F(a:)|' deb yozish kelishilgan.
Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi

(2.12)
<3

ko'inishda ifodalanadi.
Misollar

1. f , ^ = Inlx + Vl + ;c'|| =1п|з + л/Го|-1п1 = 1п|з +VTol.
i Vl+x' ' llo I I I I

.  f dx f dx 1 x-\
и'-2хШ 3 " 3 = Й-

Nyuton-Leybnis formulasidan uning qoMlanish shartlarini hisobga
olmagan holda formal foydalanish xato hatijaga olib kelishi mumkin.

Masalan, —!—7 funksiya uchun boshlang'ich funksiya sifatida
4 + jc"

^orc/g^ni yoki ^arcctg- ni olish mumkin. Avval Fix) = ^arctg^ deb
olamiz:

dx 1 Xr  их I X

7 = -arctg~i4 + x' 2 ®2
1  1

= -(arctg\ - arctg{-\)) = -
7Г л-

4/y
It

4'
Bunda Nyuton-Leybnis formulasi to'g'ri qoilanildi, chunki

F{x) = arctgx funksiya [-2;2] kesmada uzluksiz va F{x)=fix) tenglik
butun kesmada bajariladi.

Endi F(x) = -arcctg- deb olamiz:
2  X
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} dx 1 2 1, , , ,44 I Гл- Зя-^ л-
= - (arcctgl - arcctgi-1)) = - h= —

2  2U 4 J 4
Bunda Nyuton-Leybnis formulasi noto'g'ri (formal) qo'lianiidi,

chimki x=0 da arcctg- flmksiya uzilishga ega va u [-2;2] kesmada
X

boshlangMch fimksiya boMa olmaydi. Natijada xatolik ^_:^:^^jkelib
chiqdi.

Demak, Nyuton-Leybnis formulasini qo'llashda F{x)
boshlang'ich funksiya berilgan kesmada uzluksiz deb faraz qilinadi
(ayrim shartlarda Nyuton-Leybnis formulasi uzilishga ega bo'lgan
funksiyalar uchun ham o'rinli bo'lishi mumkin).

2.7.Aniq integralda o'zgaruvchini almashtirish

1-teorema. y=f{x) funksiya {a;b\ kesmada uzluksiz bo'lsin.
Agar: 1) х=ф{{) funksiya kesmada differensiallanuvchi va

^'(Ofiinksiya [«;/?]kesmada uzluksiz; 2) х = ф{1) funksiyaning
qijmiatlar sohasi [a;6] kesmadan iborat; 3) ф{а) = а va ф{Р)=^Ь bo'lsa,
u holda

\f{x)dx = \f{(p{t))(p\t)dt (2.13)
bo'Iadi.

Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko'ra
\f{x)dx = F{b)-F{a),
a

bu yerda Fix) funksiya fix) funksiyaning [a;b] kesmadagi
boshlang'ich funksiyalaridan biri. Ф(0 = /^(^(0) murakkab funksiyani
qaraymiz.

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan
ФЦ)=Г(фЦ))фХО=Дф(0)ф'(1).

Demak, Ф(/) funksiya \a\p) kesmada /(^0)^'(0 uzluksiz
funksiya uchun boshlang'ich funksiya boMadi. Nyuton-Leybnis
formulasi bilan topamiz:

p  h

jПФШт = Фт - ф(а) = Р(ф{Р)) - F(^^(or)) = РФ) - РФ) = Inx)dx.
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(2.13) formula aniq integralda o'zgaruvchini almashtirish
formuiasi deb yuritiladl. Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniq
integralda o'rniga qo'yish usuli deyiladi.

Izoh. Aniq integralni (2.13) formula bilan hisoblashda yangi
o'zgaruvchidan eski o'zgaruvchiga qaytish shart emas, chunki
integrallash chegarasi o'miga qo'yishga mos tarzda o'zgaradi.

Misollar
V3

1. J-jA-x^dxintegralni hisoblaymiz. Bunda jc = 2sm/, 0<r< —
0  3

belgilash kiritamiz. Bu o'zgaruvchini almashtirish 3-teoremaning
barcha shartlarini qanoatlantiradi: birinchidan f{x) = ̂A-x- funksiya

[0;л/3] kesmada uzluksiz, ikkinchidan A: = 2sin/ funksiya j^o;yj
kesmada differensiallanuvchi va x' = 2cos/ bu kesmada uzluksiz,

uchinchidan t o'zgaruvchi о dan j gacha o'zgarganda jc = 2sin/
funksiya 0 dan л/з gacha o'sadi va bunda ^(0) = 0 va 7з. Bunda
dx = 2costdt.

(6) formuladan topamiz:
*  X

3  3 / 1I v4-? dx = 4| cos^ tdt = 2|(1 + cos2/)dIf = 2  . .
/ + -sin It

2 ~ 3 2 '

2. jxyl\ + x'dx integralni hisoblaymiz. Bunda t = ̂ J\+x^ o'rniga
0

qo'yish bajaramiz. U holda
x = y/t^~l, dx= , x = 0 da / = 1, :r=da t = yl2.

V/'-i

[1;V2] kesmada V/* -1 funksiya monoton o'sadi, demak o'miga
qo'yich to'g'ri bajarilgan. Bundan

\xyl\ + x^dx= JV/'-l /- I^!— = ^t^dt = —
0  1 \t^ —\ I 3

2yf2-\

Izoh. (2.13) formulani qo'llashda teoremada sanab o'tilgan
shartlarning bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa
keltirilgan formula bo'yicha o'zgaruvchini almashtirish xato natijaga
olib kelishi mumkin.
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2.8.Aiiiq integralni bo'laklab integrallash

1-teorema. Agar м(х) va v(x) flinksiyalar u'{x)\a у'(д:) hosilalari
bilan [a;6] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda

Judv = Mv|^ - j vdu (2.14)
boMadi,

Isboti. Teoremaning shartiga ko'ra u{x) va у(л:) funksiyalar
hosilaga ega.

и holda ko'paytmani differensiallash qoidasiga binoan
(m(x)v(jc))' =m(jc)v'(x-) + v{x)u'{x).

Bundan «Wv(x) funksiya m(jc)v'(x) + v(jc)m'(-x) funksiya uchun
boshlangich

funksiya boMishi kelib chiqadi. м(д:)у'(л:) + v(x)m'(x) funksiya {a-,b\
kesmada uzluksiz bo'lganidan u bu kesmada integrallanuvchi boMadi.

и holda aniq integralning з" xossasiga va Nyuton-Leybnis
formulasiga ko'ra

I M(jc)v'(jc)cfcc + J у(х)м'(х)йЬг= ы(л:)у( д:)|*
a  a

yoki
b  ̂ b
\udv = io\^-^vdu.
a  a

(2.14) formula aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi
deb ataladi.

Misol
arcsin x = u, dv = dx

I  Jarcsinxt&= J  dxdu= I—=, v = x
.  |i f xdx= д:arcsin 4,

0 vl - X

= arcsin l + -s/l -xH = —-1,
lo 2
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2.9. Aniq integralning geometrik masalalarga tatbiqlari

1. Aniq integralning qo41anish sxemaiari
X o'garuvchi aniqlangan [a;6]kesmaga bog'liq biror geometrik

yoki fizik A kattalikning qiymatini (tekis shakl yuzasini, jism hajmini,
kuchning bajargan ishini va hokazo) hisoblash talab qilingan boMsin.
Bunda A kattalik additiv deb faraz qilinadi, ya'ni [a\b\ kesmaning
ce[a;6] nuqta ЬНап [o;c] va [c;6] qismlarga bo'linishida A
kattalikning [«;/,] kesmaga mos qiymati uning [a;c] va [с;Л] kesmalarga
mos qiymatllarining yig'indisiga teng qilib olinadi.

kattalikning qiymatini hisoblash ma'lum tartibda (sxema
asosida) bajariladi. Bunda ikki sxemadan biriga amal qilish mumkin: /
sxema (integral yig'indilar usuli) va //sxema (differensial usuli).

/ sxema aniq integralning ta'rifiga asoslanadi. Bunda:
r. [a:h] kesma а=х^ <a- <...<jr,., <д:. <x„=b nuqtalar bilan

n ta kichik kesmalarga boMinadi. Bunda A kattalik mos n ta
AA., ii = hn) «elementar qo'shiluvchilar» ga bo'linadi:
A = AA^ +AAl, + ...+AA^;

2". Har bir «elementar qo'shiluvchi» masalaning shartidan
aniqlanuvchi funksiyaning mos kesma istalgan nuqtasida hisoblangan
qiymati bilan kesmaning uzunligi ko'paytmasi ko'rinishiga keltiriladi:

M ning taqribiy qiymatini topishda ayrim soddalashtirishlar
qilish mumkin: kichik bo'lakda yoyni uning chekkalarini tortib
turuvchi vatar bilan almashtirish mumkin; kichik bo'lakda
o'zgaruvchi tezlikni o'zgarmas deyish mumkin va hokazo.

Bunda A kattalikning taqribiy qiymati integral yig'indidan iborat
bo'ladi:

1=1

3". у4kattalikning haqiqiy qiymati bu integral yig'indining w^oo
dagi (bunda Я = птах Лх,) limitiga teng bo'ladi:

^ = Ijm Z/(^, )^, = J f{x)dx.
i-| a

//sxema /sxemaning o'zgargan ko'rinishi hisoblanadi va
«differensial usul» yoki «yuqori tartibli cheksiz kichiklarni tashlab
yuborish usuli» deb ataladi. Bunda:
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l°-[a;6]kesmada ixtiyoriy x qiymatni tanlaymiz va o'zgaruvchi
[a;x] kesmani qaraymiz. Bu kesmada A kattalik л: ning funksiyasi
bo4adi: A = A(x), ya'ni A kattalikning bo'lagi .4(.r)noma'lum ftinksiya
boMadi, buyerda xe[a;b]- A kattalikning parametrlaridan biri;

2°.jcning kichik ^=dx kattalikka o'zgarishida AA orttirmaning
bosh qismini topamiz: dA = f{x)dx, buyerda /(x)- x o'zgaruvchining
masala shartidan kelib chiquvchi fiinksiyasi (bunda mumkin bo'lgan
soddalashtirishlar qilinishi mumkin);

3".A^wd[^deb, dA ni adan b gacha integraliash orqali ^ning
izlanayotgan qiymati topiladi:

A = \f{x)dx.
й

2. Tekis shaki yuzasini hisoblash
Yazani dekart koordinatalarida hisoblash
Aniq integralning geometrik ma'nosiga asosan abssissalar o'qidan

yuqorida yotgan, ya'ni yuqoridan y = f{x) (/(x)>0) ftinksiya grafigi
bilan, quyidan Ox o'q bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b to'g'ri
chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi

S = \f{x)dx (2.15)
a

integtegralga teng bo'ladi.
Shu kabi, abssissalar o'qidan pastda yotgan, ya'ni quyidan

y = f{x) (f{x)^{i) ftinksiya grafigi bilan, yuqoridan Ox o'q bilan, yon
tomonlaridan x=a va x=b to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan egri
chiziqli trapetsiyaning yuzasi

S = -\nx)dx (2.16)
a

integtegralga teng bo'ladi.
(2.15) va (2.16) formulalami bitta formula bilan umumlashtirish

mumkin:

S=|j/W(&|. (2.17)
Misol. ^=0 va x=l chiziqlar bilan chegaralangan tekis

shakl yuzasini (2.15) formula bilan topamiz:
'  ' 1

S=\x^dx = —
J  3 3
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Yuzani hisoblashga oid murakkabroq masalalar yuzaning
additivlik xossasiga asoslangan holda yechiladi. Bunda tekis shakl
kesishmaydigan qismlarga ajratiladi va aniq integralning 4°xossasiga
ko'ra tekis shaklning yuzasi qismlar yuzalarining yigMndisiga teng
bo'ladi.

Misol. y = cosx, >' = 0, x=0 va х=7Г chiziqlar bilan
chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblaymiz. Bunda berilgan tekis
shaklni yuzalari 5, va boMgan kesishmaydigan qismlarga ajratamiz.
и holda yuzaning additivlik xossasiga asosan berilgan tekis shaklning
yuzasi qismlar yuzalarining yig'indisiga teng boMadi.Demak,(6-shakl)

к

5 = 5, +5, = Jcosjcd^-Jcosxf3[x=sin -sin.x|![ =l-(-l) = 2.

V = COSJC

5- shakl.
6-shakl.

[o;^»]kesmada ikkita y=f^ix) va у,=/Дх) uzliksiz funksiyalar
berilgan va xe[a;b] da bo'lsin. Bu flmksiyalaming
grafiklari va x=a, x = b to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan tekis
shaklning yuzasini topamiz.

Har ikkala flinksiya musbat bo'lganda bu tekis shaklning yuzasi
yuqoridan yj=/j(x) va y, =y;(jc) funksiyalar garfiklari bilan, quyidan
Ox o'q bilan, yon tomonlardan x = a va x = b to'g'ri chiziqlar bilan
chegaralangan egri chiziqli

trapetsiyalar yuzalarining ayirmasiga teng boMadi:
5 = }/,(x)a!;c -]f,{x)dx = }(/, (x) - Ux))dx. (2.18)

a  a a

(2.18) formula [a,b] kesmada uzluksiz va musbat boMmagan
Уг = /зС^) va =у[(лг)funksiyalar uchun ham o'rinli bo'ladi.
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Haqiqatan ham, agar y.=f^{x) va y^^fXx) flinksiyalar [a\b]

Уг=М^)

x = a :и, =/,(x) х = Ъ

>'. =/iW + C

7-shakl 8-shakl

kesmada manfiy qiymatlar qabul qilsa (bunda y, >y,), bar bir
flmksiyaga bir xil o'zgarmas y = C qiymatlar qo'shish orqali

+ C va fimksiyalar grafiglarini Ox o'qidan
jmqorida joylashtirish mumkin (6-shaki).

tekis shakl tekis shaklni parallel ko'chirish orqali hosil qilindi.
Shu sababli yuzaning ko'chishga nisbatan invariantlik xossasiga ko'ra
bu tekis shakllar teng yuzalarga ega bo'ladi.

yuza uchun (2Л 8) formula o'rinli, ya'ni

S=\(fi w w+C)d=' = Ш w + C) - (/ W + C))dx.
^  О a

Bundan

a

Demak, (2.17) formula 7-shakldagi tekis shakl uchun ham o'rinli
bo'ladi.

Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning
ko'chishga nisbatan invariantlik xossasidan foydalangan holda
soddalashtiriladi. Bunda tekis shakl yuzasi (2.18) formulada x va у
o'zgaruvchilar {Ox Oy o'qlar) ning o'rnini almashtirish yo'li bilan
hisoblanadi, ya'ni (9-shakl)

S = i{f2{x)-Mx))dx=l{g,{y)-g^{y))cfy. (2.19)
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о

>'2 =/:(^)

V, = Ц(х)
1 =52^

9-shakl 0-shak.

Misollar
1. у'=х+\ va y = x--l chiziqlar bilan chegaralangan tekis

shaklning yuzasini hisoblaymiz.
Tekis shakl umumiy 5(0;-l) va C(3;2) nuqtalarga ega boMgan

parabola va to'g'ri chiziq bilan
chegaralangan. Tekis shaklni
uchta qismga, ya'ni yuzalari 5,
ga teng bo'lgan AOD va AOB
parabolik sektorlarga va yuzasi
Sj ga teng boMgan BCD
parabolik uchburchakka
ajratamiz.

Bunda (2.15) va (2.18)
formulalarni qo'llab, topamiz:

S — 2iSi, + — 2 J-Jx + \dx + j (Vx~4

= -yl(x + \y +\-yj{^x + iy- — + x ll-shakl

Bu yuza у o'zgaruvchi bo'yicha hisoblanganda tekis shaklni
qismlarga ajratiish shart bo'lmaydi:

2. x = ^y\ y = -3, y=\ chiziqlar va ordinatalar o'qi bilan
chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblaymiz:
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о_г1 2. 1 1 3|. 1,, 14^-\-ydy= V =-(1 + 27) =—.
-г2 2 3 6 3

Agar egri chiziqli trapetsiya yuqoridan x = (p(t\ у = у/ a<t<p
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiya grafigi bilan
chegaralangan bo'lsa (2.15) formulada x = (p{t), dx = <p'{t)dt o'rniga
qo'yish orqali o'zgaruvchi almashtiriladi.

и holda

5" = I \f/{t)q>'{t)dt (2.20)
a

bo'ladi, bu yerda, a = q){a) va = <p{P).
Misol
Radius! R ga teng doira yxizasini hisoblaymiz. Buning uchun

koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz. Bu
doiraning aylanasi x=Rcost, y = Rsmt parametrik tenglamalar bilan
amqlanadi va doira koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik bo'ladi.
Shu sababli uning birinchi chorakdagi yuzasini hisoblaymiz ( bunda д:
o'zgaruvchi 0 dan R gacha o'zgarganda t parametr ^ dan 0 gacha
o'zgaradi) va natijani to'rtga ko'paytiramiz:

я

S=4Sj= 4j/?sm t(-Rsin t)dt = 4/?^ Jsin ^tdt =

JT

= 2/?'}(1 - cos20^ = 2R^[t -
0  V. 2

= 71R'

3. Yuzani qutb koordinatalarida hisoblash
Qutb koordinatalar (r- qutb

radiusi, (p- qutb burchagi)
sistemasida berilgan r = r(^)
funksiya (p&{a-,p\ kesmada
uzluksiz bo'lsin.

r = r{(p) funksiya grafigi
hamda О qutbdan chiqqan (p=a
va (p = P nurlar bilan
chegaralangan tekis shaklga egri
chiziqli sektor deyiladi.

>4 OB egri chiziqli sektor i2-shaki
yuzasini hisoblaymiz. Bunda II sxemadan foydalanamiz.
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г. Izlanayotgan yuza (p burchakning funksiyasi bo'lsin deymiz:
S = S{(p), bu yerda a<(p<p {<p = a boMganda 5(a) = 0, (p = p
bo'lganda 5(yff) = 5).

2". Joriy (p qutb burchagi ^(p = d<p orttirma olganida A5 yuza
OAB «elementar egri chuiiqli sektor» yuzasiga teng orttirma oladi.

Bunda dS differensial Д5 orttirmaning d(p-^^ dagi
orttirmasining bosh qismini ifodalaydi va radius! r ga, markaziy
burchagi d(p ga teng bo'lgan OAC doiraviy sektor yuzaasiga teng
bo'Iadi. (12-shakl)

Shu sababli

dS = -r4(p.
2

3°.Oxirgi ifodani (p = a dan
(p = p gacha integral lab
izlanayotgan yuzani topamiz:

S = ]^\r\(p)d<p. (2.21)
Misol
r = 2cosZ<p egri chiziq bilan

chegaralangan figuraning yuza-
sini hisoblaymiz. Bu figura uch yaproqli gul deyiladi. (2.21) formula
bilan topamiz:

13-shakI

1 16 6 ,
-5 = -j4cos^3^^ = J(l + cos6^)i/^= <p
6  2 0 0

Bundan S = n.
4. Tekis egri chiziq yoyi uzunligini

hisoblash
Tekislikda AB egri chiziq [a\b\

kesmada uzluksiz y = f{x) funksiya
grafigi bilan berilgan bo'lsin. AB egri
chiziq uzunligini //sxemadan
foydalangan holda topamiz.

Г. [a;6] kesmada ixtiyoriy д: qiymatni
tanlaymiz va o'zgaruvchi [а;д] kesmani
qaraymiz. Bu kesmada / kattalik x ning funksiyasi bo'Iadi: l = lix)
(/(a) = 0 va l{b) = /).

дг+Дх

14-shakl
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2".j:ning kichik dsx=dx kattalikka o'zgarishida dl differensiaini
,  u

topamiz: dl=l\x)dx. MN yoyni uni tortib turuvchi vatar bilan

almashtiramiz va l'{x) ni topamiz:

I'ix) = йп ^ = lim = = lim Jl + f =^1 + (у'У.Д.-ЛДД- Дг-rt Ду VAx j

Demak, dl=^ + {yydx yoki y[=— ekanidan <//=
dx

y.dlm a dan b gacha integrallab, topamiz:

l = (2.22)
a

(2.22) tenglikka yoy differensialining to'g'ri burchakli
koordinatalardagi formulasi deyiladi.

Agar egri chiziq x = g{y), у & [c,d] tenglama bilan beriigan bo'lsa,
yuqorida keltirilganlarni takrorlab, AB yoy uzunligini hisoblashning
quyidagi formulasini hosil qilamiz:

l=]^li + (Kydy- (2.23)
С

Agar egri chiziq x = (p(t), y = y/{t), a<t<p parametrik
tenglamalar bilan beriigan bo'lsa, (2.22) formulada x-(p{t\ у = ц/{х\
dx=(p{t)dt o'riniga qo'yish orqali o'zgaruvchi almashtiriladi.

Bunda

/ = J 4(p'\t)yii/'\t)dt (2.24)
a

kelib chiqadi, bu yerda a = (p{d) va = <p{P).
Egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r = r{(p\ a<(p<p

tenglama bilan beriigan bo'lsin, bunda r{(p\ r\(p) funksiyalar \a\P\
kesmada uzluksiz va A,В nuqtalarga qutb koordinatalarida a,p
burchaklar mos keladi.

jc = rcos^, >; = rsin ^ekaninidan
jr'(9?) = /*'(^)cos^-r(^)sin (p, y\(p) = r\(p)s^(p-r{(p)zGS(p.
(2.24) formulaga x\(p) va y(x)hosilalarni qo'yamiz va

almashtirishlar bajarib, topamiz:

/ = J ̂ jr' (g>) + r'' (g})dq>. (2.25)

62



Misollar:

1 y = x- yarim kubik parabolaning x=0 dan x=5 gacha yoyi
3  'uzunligini topamiz. Bunda y = x- dan /=2^^ kelib chiqadi.

и holda (2.22) formula bilan topamiz:

/ = J |l + ?.ta[y = —[l + ^x
^^' 4 27I, 4 j

335

27 '

2. y = -x\fx--\fjp- egri chiziq yoyining Ox o'q bilan kesishish
8  4

nuqtalari orasidagi uzunligini hisoblaymiz. Buning uchun awal 3^ = 0
deb egri chiziqning Ox oq bilan kesishish nuqtalarini aniqlaymiz:
x^ = 0, Xj = 2V2.

Hosilani topamiz:
,  3 4 1 3 2 -; If ;у  x' X ' = -l X^ - ,

•^ 8 3 4 3 2

1 N

Yoy uzunligini hisoblaymiz:

lYf ; 1^3 1 3 ;= - 1 X +x ' px = - -x'+-x'
2 U / 2U 2

x^ -t-x ' dx =

= 3.

3. г tenglama bilan berigan egri chiziq uzunligini
[y = flsin t

topamiz. Berilgan tenglama astroidani ifodalaydi.
Astroidaning uzunligini (2.23) formula bilan topamiz:

/ = 4I ̂ J{-Зacos^ ts'm (У +{3asm^ l costYdl =

= At] 3a^cos^ / sin ^ • (cos^ / + sin" t)dt =
h

к

= 12a|cos/sin/f// = 6flstn^/|^ =6a.
(1 ^

4. A-= <3(1-Hcos^), a>0 kardioida uzunligini topamiz. Bunda egri
chiziqning simmetrikligini hisobga olamiz. U holda
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1 = 21 = 2^yjа^(\ л-cos<рУ + fl ^(-sin <pfd(p = 4дJ =
о  о V 2

= 4a| cos = 8a sin ^ = 8a.

5. Aylanish sirti yuzasini hosoblash
ABt^\ chiziq y = f{x)>(i funksiyaning grafigi bo'lsin. Bunda

xe[a;6], y = f{x) flinksiya va uning y'=f\x) hosilasi bu kesmada
uluksiz boMsin.

^fiegri chiziqning Ox o'q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan
jism sirti yuzasini hisoblaymiz. Buning uchun //sxemani qo'llaymiz.

r.Istalgan x&[a,b\ nuqta orqaii Ox o'qqa peфendikuIaг tekislik
o'tkazamiz. Bu tekislik aylanish sirtini radiusi ;' = /(л:) bo'lgan aylana
bo'ylab kesadi. Bunda aylanish sirtidan iborat S kattalik x ning
fiinksiyasi bo'ladi: S = S{x) (5(a) = 0 va S{b) = S).

2". jcargumentga Ax = a[r orttirma beramiz va х + Адг€[а;6] nuqta
orqaii Ox o'qqa perpendikular tekislik o'tkazamiz. Bunda S = S{x)
funksiya «belbog'» ko'rinishida A5
orttirma oladi.

Kesimlar orasidagi jismni
yasovchisi dl bo'lgan va asoslarining
radiuslari у va y + dy bo'lgan kesik
konus bilan almashtiramiz. Bu kesik
konusning yon sirti
dS = 7u{y + у + dy)dl = 27iydl + Tvdydl ga
teng. dydl ko'paytmani dS ga
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik
sifatida tashlab yuboramiz: dS = 27iydl
.  Bunda dl = yj\ {у'у dx ekanini
hisobga olamiz: dS = 27iy^\ + {y[ydx.

S^.d^ni adan b gacha integrallab, topamiz:
5 = 2ж\ y^^ + iy'ydx (2.26)

a

Shu kabi x = giy), ye[c;d] funksiya grafigining Oy o'q atrofida
aylantirshdan hosil bo'lgan jism sirtining yuzasi ushbu

5 = 2л\ Xy]\ + (xl.ydy (2.27)

y = fix)

15-shakI
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formula bilan hisoblanadi.

Agar sirt X = (pUX у = a<t<p parametrik tenglamalar bilan
berilgan boMsa, u holda AB egri chiziqning Ox{py) o'q atrofida
aylanishidan hosil boMgan jism sirti yuzasi quyidagicha hisoblanadi:

S - {t) + y/'' {t)dt S = 2n\(p{t)yly/''{t) + (p'^{t)dt , (2.28)
a  \ a,

bu yerda a = <p{a) va b = (piP) {c = y/(a^)\a d = y/{P)).
ABQgvx chiziq qutb koordinatalar sistemasida r = r{(p\ a<(p<p

tenglama bilan berilgan bo'lganida quyidagi formulalar o'rinli boMadi:
p  , p ,

S = 2л'|г81п y>y/r' + r'^d(p (jOx), S = 27г[гсо^ф)^r' +r''dq) (Oy). (2.29)
a  a

Misollar
1. Radiusi R ga teng bo'lgan shar sirti yuzaini hisoblaymiz..Shar

parametrik tenglamasi x = Rcost, y = Rsmt bo'lgan yarim aylananing
Ox o'q atrofida aylanishidan hosil bo'ladi. Shaming koordinata
o'qlariga simmetrik bo'lishini inobatga olib, hisoblaymiz:

S = 2- 2n\Rsin t-J(-Rsin + (/?cosO^«/? =
0

r

2  X

=  Jsin tdt = - AjiR' cos/|^^ = 4яЛ".

2. zanjir chizig'i .r=0 dan x-a gacha bo'lagining Ox
o'qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sirt yuzasini hisoblaymiz.

Buning uchun avval/ = 5/j- hosilani va у]1 + (у[У' =ch- ifodani
a  a

topamiz.
и holda (2.26) formulaga ko'ra
S = 27г\асИ^ —dx = mrjf l + ch—^

0  a o\ a j
dx =

a , 2x
-sh— + x
2  a

4" (\ Л
-sh2 + \

Л a
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3. y=—,x>(i parabola boMagining У = ^ to'g'ri chiziq
bilan kesilgan qismining Oy o'qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan

sirt yuzasini hisoblaymiz. Misol shartidan topamiz: x = yfly, x' =
(2 .27) formula bilan topamiz:

лДу

1^-shakl 17-shakl

^  I 2 1
a = 2/rj л/^ Jl + —dy = Itt] -yjly + \dy = 27Г-{2у +1)^

2y 0 3
14 л-

1"'

6. Hajmlarni hisoblash
Hajmni ko'ndalang kesim yuzasi bo'yicha hisoblash
Hajmi hisoblanishi lozim boMgan qandaydir jism uchun uning

istalgan ko*ndalang kesim yuzasi S ma'lum bo'lsin. Bu yuza
ko'ndalang kesim joylashishiga bog'liq bo'ladi: S = S(xy д:е[а;/)], bu
yerda 5(jc)- [a,b] kesmada uzluksiz funksiya.

Izlanayotgan hajmni //sxema asosida topamiz.
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г. Istalgan x€[a\b] nuqta orqali Ox o'qqa рефепс11ки1аг tekislik
o'tkazamiz. Jismning bu tekislik bilan kesimi yuzasini 5(j:) bilan va
jismning bu tekislikdan chapda
yotgan bo'lagining hajmini F(.r)
bilan belgilaymiz. Bunda V
kattalik x ning funksiyasi boMadi:
V = V{x) (V(a) = 0 va V(b) = y).

2°. V(.r) funksiyaning dV
differensialini topamiz. Bu
difFerensial Ox o'q bilan л- va
x + Ax nuqtalarda kesishuvchi
parallel tekisliklar orasidagi
«elementar qatlam» dan iborat
bo'ladi. Bu differensialni asosi
5'(jc)ga va balandligi dx ga teng
silindr bilan taqriban almashtirish mumkin. Demak, dV = Six)dx.

3°. dVm a dan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz
=  (2.30)

Misollar
?  1 ->

У

18-shakl

1 + ^ + ̂  = I ellipsoidning hajmini hisoblaymiz.
b' c'

Ellipsoidning koordinatalar boshidan x(-a<jc<a) masofada
o'tuvchi Ox o'qqa peфendikulyar tekislik bilan kesa^iiz. Kesimda

yarim o'qlari b(x) = bJl-^ va c(x) = cJl-^ bo'lgan ellips hosil
bo'ladi. Uning yuzasi S(x) = лЬ(х)с(х) = яЬс11 -^ . U holda

y = f^b( 1-^ dx = 7d)c\ x -
.3 \

Ъа'
=—mbc.

3
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2  ̂ ^

hfliminib- ui ^ ^ "^^'=9 silindrlar bilan chegaralangan jismjmini hisoblaymiz. Berilgan jismning I
o^tda (x>0,3;>0,z>0) joylashgan
sakkizdan bir bo'lagini qaraymiz. Uning
Cb: o'qqa perpendikular tekislik bilan
kesimi kvadratdan iborat. Kesim
abssissasi (гДО) nuqtadan o'tganda
kvadratning tomonlari a = y = z = ^f9^
ga va yuzasi S{x)=9~-x^ ga teng bo'ladi,
buyerda o^x^g.

Jismning hajmni (2.30) formula
bilan hisoblaymiz:

^' = 8j(9-x=)<ic = 8 9x- = 144. 19-shakl

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash
Yuqoridan y = f(x) uzluksiz fiinksiya grafigi bilan, quyidan Ox

o q bilan, yon tomonlaridan x=a va x = b to'g'ri chiziqlar bilan
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning Ox o'q atrofida
aylantinshdan hosil bo'lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning
ixtiyoriy ko'ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sababli jismning
A' = x tekislik bilan kesimining yuzasi 5(х)=яи' bo'ladi.

и holda (2.'30) formulaga ko'ra
V = л•]y'dx. (2.31)

a

Shu kabi yuqoridan y = f(x) uzluksiz funksiya grafigi bilan,
quyidan Ox o'q bilan, yon tomonlaridan x = a va x = b to'g'ri
chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyani Oy o'qi
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan jismning hajmi quyidagi formula
bilan hisoblanadi:

V = 2;[^yxcbc. (2.32)
a

Agar egri chiziqli trapetsiya x = (p{y) uzluksiz funksiya grafigi,
Oy o'qi,

у = cva y = ci to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan bo'lsa, u holda

V = 7u\x^dy (Oy) = 27r\xydy (Cbc)^ (2.33)
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г(дО

bo'ladi.
г = п(р) egri chiziq va <p=a, tp=p nurlar bilan chegaralangan egri

chiziqli sektorning qutb o'qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan
jismning hajmi

V = —\r^ sm(fxiq) (2.34)
3 a

formula bilan topiladi.
Misollar

=  = 0 va A = fl (fl>0) chiziqlar bilan chegaralangan tekis
shaklning

Ox o'q aylanishidan hosil
bo'lgan jismning hajmini (2.31)
formula bilan hisoblaymiz:

V = л\{4хУ dx = n\xdx=Л—
0  0 2

2. Radiusi R ga va
balandligi H ga teng bo'lgan
konusning hajmini hisoblaymiz.
Bunda konusnni katetlari R va
H bo'lgan to'g'ri burchakli

uchburchakning balandlik bo'yiab yo'nalgan Ox o'q atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism deyish mumkin. Gipotenuza
tenglamasi y = kx bo'lsin deymiz.

и holda

/  , R Ry = kx, k = tgg} = — , y = — x.
ii ti

Bundan

Г/ 'r x'V =я\у dx = 7[\—гд: dx=—
г  {h' 3

3. у = со5дг va y = -l chiziqlar
bilan chegaralangan tekis
shaklning -n<x<n da y=-\
to'g'ri chiziq atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan jismning hajmini
hisoblaymiz. Egri chiziq y = -l

20-shakl

У

1

л л

2/ \ 2
/  0 \  ̂

-1

3

ЛП"

~2
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to'g'ri chiziq atrofida aylangani uchun yangi koordinatalar
sistemasiga o4ish maqsadga muvofiq bo'ladi: x' = x, y'= у+ \.

и holda aylanish jismining hajmi
V = 7г"\{у'У dx' = n ̂ {y + \y dx =

я  ж

= л\ (cosx + = = Л" J(1 + 2cos^ + cos' (p)d<p =
-Я -Я

^  1 ,T 1 ^ 1
= ̂ (^ + 2sm +—n\{\-\-CQs2q))d(p= л-—ж ^ + -sin 2(p

'  2 0 2 \ 2
= Ъж'.

4. r = a(l-cos^) kardioidaning qutb o'qi atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan jismning hajmini hisoblaymi. Bunda (p burchak о dan ж
gacha o'zgaradi. U holda (2.34) formulaga ko'ra

2.10. Aniq integralning mexanika masalalariga tatbiqlari
1. Momentlar va og'irlik markazini hisoblash
Tekis shakl va aylanish sirti yuzalarini, tekis egri chiziq yoyi

uzunligini, hajmlarini hisoblashga oid yuqorida keltirilgan masalalarni
/ sxema asosida yechishda aynan bir xil usul qo'llaniladi. Bunda
izlanilayotgan Q kattalikni hisoblash integral yig'indi limitini
topishga keltiriladi. Barcha masalalarda Q kattalik biror [a;6] kesma
va bu kesmadagi uzluksiz flinksiaylarga bog'liq holda o'rganiladi.

Shu kabi Q kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz qilamiz:
Г. Additivlik xossasi. [a;b] kesma istalgancha bo'laklarga

bo'linganida ham

Q = Y.Qi boMadi, bu yerda Q. - Qning i-boMakdagi qiymati;
2\ Kichiklikdagi chiziqlilik xossasi. [a;A] kesmadagi istalgan

kichik xj kesmada Q «AAx, bo'ladi, bu yerda Дх, =x,
Quyida keltiriladigan momentlami, og'irlik markazi va kuchning

bajargan ishini hisoblash formulalari ham yuqoridagi singari hosil
qilinadi. Shu sababli bu formulalami keltirib chiqarmaymiz va ulardan
masalalarni yechishda foydalanamiz.

Cbrytekislikda massalari mos ravishda bo'lgan
у4,(х,;у,),>4,(х,;у,),...,^„(х„;у„) nuqtalar sistemasi berilgan bo'lsin.
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Sistemaning Ox (6^)o'qqa nisbatan statik momenti M, (M^.) deb
nuqtalar massalarini ulaming ordinatalariga (absissalariga)
ko'paytmalari yig'indisiga aytiladi, ya'ni

= E 'WiX =E ) •
Sistemaning Ox (Q>') oqqa nisbatan inersiya momenti (J^.) deb

nuqtalar massalarini ularning ordinatalari (absissalari) kvadratiga
ko'paytmalari yig'indisiga aytiladi, ya'ni

(м м
Sistemaning og'irlik markazi deb koordinatalari — ^

^ w m

bo'lgan nuqtalarga aytiladi, bu yerda m = ^m. .

2. Tekis egri chiziqning momentlari va og4rlik markazi
Ocytekislikda AB egri chiziq y = f{x) (a<x<b) tenglama bilan

berilgan va egri chiziqning bar bir nuqtasida г = гМ zichlik va f(x)
funksiya f'{x) hosilasi bilan birga uzluksiz bo'lsin.

и holda AB egri chiziqning momentlari va og'irlik markazining
koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniqlanadi:

^^y=lrxdl; (1)

Л = J Jу = f (2)

(3)
J )xdl J yydl

\ yd I ]ydl
a

bu yerda у = f{x), у = y(x), dl = ф + y''dx, a<x<b.
Misol

Zichligi y = \ ga teng bo'lgan y = ^R^-x\ |л:|</г yarim
aylananing momentlari va og'irlik markazini topamiz. Bunda
y = —I ^ , bo'lgani uchun dl= , .

yjR'-x' ^
и holda (1) - (3) formulalardan topamiz:
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МУ\4¥^ -j:^ = R]dx = Kxt = 2R\
М=[ xRdx

л/F^
= -R^R'-x'^ =0.

J, = }(Л' - j') . ^ = Й JVF^ak = Л j Д' cos= tdi =
TF::

=«'ll± COS 2/ ( sin 2/—  Л=— t +
2  2 I 2

7di'
2

2

Jd/=J-7=^ = «an:sbi^
i  -'4¥^ R

.  2Й= 2Д
тт. к

= 71R,

3. Tekis shaklning momentlari va og'irlik markazi
Cfccj'tekislikda [a;fe] kesmada uzluksiz bo'Igan =/(x) funksiya

grafigi. Ox o'q, x=a va x = b to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan
egri chtziqii trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning bar bir
nuqtasida у = у{х) zichlik uzluksiz boMsin. U holda tekis shaklning
momentlari va ogMrlik markazining koordinatalari quyidagi
formulalar orqali topiladi:

ь

(4)
I A Ь

^x=-::\yy^dx, M^=\yxydx\
^ a a

Jx=\\ry'dx, J^=\yK'yclx;
Zt a a

b  I Л
\укусЬс

X. = Ус =

(5)

(6)
J yydx J yycbc
a  a

buyerda у = y(x), у = y(x),, a<x<b.
Misollar
1. y = smx sinusoida yoyi va Ox o'qining 0<х^л- boMagi bilan

chegaralangan, zichligi y = \ ga teng figuraning og'irlik markazini
7U •topamiz. Bunda. sinusoidaning simmetrikligidan =-^ bo'ladi.
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и holda

I f , , 1 f . 2 , 1 fl-cos2.t ,M.=i:\y dx = -z\^^ xdx = -\ dx
Z (I Z 0 Z 0 ^

7t

xdx=-cosj^l=2,y,=^ = ^.
0  0 Z О

Demak,

\ f sin 2jc
^4Г 2

я

4"

22-shakl

2. Asosi i ga va balandligi h ga
teng uchburchakning asosiga nisbatan
momentini toping.

Ox o'qni uchburchakning asosi
bo'yiab va Oy o'qni balandlik bo'ylab
yo'naltiramiz. Uchburchakni qalinligi
dy ga teng cheksiz yupqa gorizontal
tasmalarga bo'lamiz. Bu tasmalar
elementar massalar rolini o'ynaydi.

Uchburchaklaming o'xshashlik
alomatiga ko'ra:

dm = b-——dy,
h  ̂

dJ^ = y^dm = jy\h- y)dy.
h

Bundan

J =—jy\h-y)dy = -y^f ~
'  hi 3 4/i 12

3. 4x^ + 9y' =36 eilips va x' +y^ =9 aylanalar bilan chegaralangan
tekis shaklning birinchi charokdagi bo'lagi og'irlik markazini
topamiz:
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-yt)dx = jJ^j9-x^ --V9-A:0fl6c=-jW9-.v*fic =
о  о V 3 J 3 и

М'/У////,

4:с^+9/=36

= ~jV9-jr'f/(9-j:') = -i(9-,r)-
О о У

Z О Z

= 3.

|/(9-д:' dx =

18i 18^ 3j,
Radiusi 3 ga teng doiraning yuzasi

9к— ga, yarim o'qiari a = 3, b = 2 bo'lgan
23-sbakl

ellips chorak qismining yuzasi Зп
ga

teng bo'lgani uchun qaralayotgan tekis shaki yuzasi S = ̂ -~ = ^
ga teng bo'ladi. Sunday qilib,

4  Af, 20
S ~ 3n'

4. Kuchning bajargan ishini hisoblash
Material nuqta o'zgaruvchan F kuch tasirida Ox o'qi bo'ylab

harakatianayotgan bd'lsin va bunda kuchning yo'nalishi harakat
yo'nalishi bilan bir xil bo'lsin. U holda F kuchning material nuqtani
Ox o'qi bo'ylab x=a nuqtadan x = b(a<b) nuqtaga ko'chirishda
bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

A = jFix)dx, (7)
bu yerda Fix) fiinksiya [a;b] kesmada uzluksiz.

Misollar:
1. Agar prujina 1Я kuch ostida \ sm ga cho'zilsa, uni 6 sm

cho'zish uchun qancha ish bajarish kerak bo'lishini topamiz. Guk
qonuniga muvofiq F kuch va x cho'zilish o'zaro F = kx bog'lanishga
ega. Proporsionallik koeffitsiyentini masalaning shartidan topamiz:

x = l sm = 0,0\ mda F = \H, ya'ni 1 = A: 0,01.
Bundan, A: = 100 va F = lOOx.
и holda
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у4 = 11 OO.ra[r = 50jc* 1^' = 0,18 (J).
и

2. wimassali kosmik kemani erdan A masofaga uchurish uchun
qancha ish bajarish kerak bo'lishini topamiz. Butun olam tortishish
qonuniga ko'ra yerning jismni tortish kuchi F = ga teng, bu
yerda Л/-yerning massasi, x- yer markazidan kosmik kemagacha
bo'lgan masofa, k- gravtasiya doimiyligi. Yer sirtida, ya'ni а:=/? da

ga teng, bu yerda g- erkin tushish tezlanishi.
и holda

, тМ

Bundan kM-gR} va F = mg—.
X'

Izianayotgan ishni (7) formula bilan topamiz:
R*h D2 1

f nig—(Ix=-mgR^-
R  X' X

R*h / . , \

=  =mgR
h

R + hR + h Rj
Agar kosmik kema cheksizlikka ketsa, ya'ni A-^oo da A = mgR

bo'ladi.
3.. Ikkita va e elektr zaryadi mos ravishda Ox o'qining jTq

\a x^= a nuqtalrida joylangan. Ikkinchi zaryadni =b (6 > a) masofaga
ko'chirish uchun kerak bo'ladigan ishni topamiz. Kulon qonuniga
ko'ra ^0 zaryad e zaryadni

F = ̂  kuch bilan itaradi, bu yerda x-zaryadlar orasidagi masofa.
.V*

Izianayotgan ishni (18.4) formula bilan topamiz:
,  'c dx 1* /i i"! e„e{b-a)

5. Jismning bosib o'tgan yo4i
Material nuqta Qism) to'g'ri chiziq bo'ylab o'zgaruvchan v=v(t)

tezlik bilan harakatlanayotgan bo'isin. Bu nuqtaning t^ dan gacha
vaqt oralig'ida bosib o'tgan yo'lini topamiz.

Hosilaning fizik ma'nosiga ko'ra nuqtaning bir tomonga
harakatida «to'g'ri chiziqli harakat tezligi yo'ldan vaqt bo'yicha
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olingan hosilaga teng», ya'ni v(0 =—. Bundan dS = v{t)dt. Bu
dt

tenglikni /, dan gacha integrallaymiz:

S = ]v{t)dt. (8)
/,

Izoh. Bu formulani aniq integralni qo'llash sxemaiari bilan topish
mumkin.

Misol

Material nuqtaning tezligi v=2(6-0 m/s qonun bilan o'zgaradi.
Nuqtaning harahat boshidan eng katta uzoqlashishini topami:

S = \2{e-t)dt = \2t-t\
0

Nuqtaning eng katta uoqlashishini yo'lni vaqtning funksiyasi
sifatida qarab, topamiz: s' = \2-2t. / = 6 da 5' = 0 boMadi.

Bundan

5„„ = 12-6-6' =36 m.

6. Suyuqlikning vertikal plastinkaga bosimi
Paskal qonuniga ko'ra suyuqlikning gorizontal plastinkaga bosimi

P = gySh

formula bilan topiladi, bu yerda g- erkin tushish tezlanishi, y-
suyuqlik zichligi, S- plastinkaning yuzasi, h- plastinkaning botish
chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida suyuqlikning plastinkaga
bosimini bu formula bilan topib bo'lmaydi, chunki plastinkaning bar
xil nuqtalari turli chuqurlikda yotadi.

Suyuqlikka x = a, x = b,

yj =/,(jf)chiziqlar bilan chegaralangan plastinka vertikal
botirilayotgan bo'lsin. Bunda koordinatalar sistemasi 24-shaklda
ko'rsatilganidek tanlangan bo'lsin. Shuyuqlikning plastinkaga P
bosimini topish uchun П sxemadan foydalanamiz.

Bunda: 1°. Izlanayotgan P kattalikning bir qismi ^rning funksiyasi
bo'lsin:

=  ya'ni p = p{x)- plastinkaning x o'zgaruvchi {a\x]
kesmasiga mos qismiga suyuqlik bosimi, bu yerda x&[a,b\ (/7(a) = 0
va p{b) = P).
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л:

x+dx

Vi =/,W

2". Arargumentga Ax = rfr orttirma beramiz . Bunda p{,x) funksiya
A/? orttirma oladi (24-shaklda - dx
qalinlikdagi tasma). Funksiyaning dp
differensiaini topamiz. dx kichik
ekanidan tasmani barcha nuqtalarl bitta
chuqurlikda yotuvchi to'g'ri
to'rtburchak deb hlsobiaymiz, ya'ni
plastinka gorisontal boMsin deymiz. U
holda Paskal qonuniga ko'ra

dp = gy[y.-y^)dxx.
'  s ' *

3". dp ni x=adan x = b gacha 24-shakl
integral laymiz:

ь

P = grliy2-yi)xdx

yoki

a

Misol
Asoslari a va 6 ga, balandligi h ga teng bo'lgan teng yonli

trapetsiya shaklidagi plastinka suyuqlikka с chuqurlikda botirilgan.
Suyuqlikning plastinkaga bosimini

Q  topamiz.
*y Izlanayotgan bosim (9)

formulaga ko'ra
c+A

P = gr\yxdx

ШУ////У//Уу.
у м

УУ/У/УУШ.

в

25-shakl

Bundan у = а + ̂ -^{х-с).
и holda

bo'ladi.
у o'zgaruvchini х

o'zgaruvchi orqali ifodalash uchun
CMN va СКВ uchburchaklaming
o'xshashligidan foydalanamiz:

y-a _x-c

b~a h
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P^gy] a +
b-a

{x-c) xdx=gy
^ ax^ b-a

1

2  h 3

cx

T

.2 N

=g
a + b .

ch +—(fl + lb)
2  6

Amaliy mashg'ulotda yechiladigan misollar.
1. r=2Rsm(p bir jinsli aylananing og'irlik markazini toping.
2. x=acos4, y=asm4 bir jinsli astroidaning Ox o'qdan yuqcrida

yotgan yoyining og'irlik markazini toping.
3. 4д: + Зу-12 = 0 bir jinsli to'g'ri chiziqning koordinata o'qlari

orasida joylashgan kesmasining koordinata o'qlariga nisbatan statik
momentlarini toping.

4. j: = 0, y = 0, x + y = 2 ciziqlar bilan chegaralangan bir Jinsli tekis
shaklning koordinata o'qlariga nisbatan statik va inersiya
momentlarini, og'irlik markazini toping.

5. y=4-x^ va y=0 bir jinsli chiziqlar bilan chegaralangan
figuraning og'irlik markazini toping.

6. Yarim o'qlari a=5 va b=4 bo'lgan bir jinsli ellipsning
koordinata o'qlariga nisbatan inersiya momentini toping.

7. x^+y^=BP aylananing birinchi chorakda joylashgan
bo'lagining o'girlik markazini toping. Bunda aylananing bar bir
nuqtasidagi chiziqli zichligi shu nuqta koordinatalarining
ko'paytmasiga proporsional.

8. x = 8cos'/, 8 = 4sin'/ astroida birinchi chorakda yotgan yoyining
koordinata o'qlariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping.
Bunda astroidaning bar bir nuqtasidagi chiziqli zichligi x ga teng.

9. Prujinemi 4 5m.ga cho'zish uchun 24 J ish bajariladi. 150 J ish
bajarilsa, prujinana qanday uzunlikka cho'ziladi?

10. Agar prujinani 1 s/M.ga siqish uchun 1 kG kuch sarf qilinsa,
prujinaning 8 sw.ga siqishda sarf bo'ladigan F kuch bajargan ishni
toping.

11. Uzunligi 0,5 от . va radiusi 4 mm. bo'lgan mis simni 2 mm.
cho'zish uchun qancha ish bajarish kerak? Bunda
F = £y, £ = 1210' N/mm'.
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12. Og'irligi /'=1,5 Т bo'lgan kosmik kemani yer sirtidan
/1 = 2000 km. masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak boMadigan
ishni toping.

Mustaqil yechish uchun misollar.
1. Jismning to'g'ri chiziqli harakat teziigi v=2/ + 3/^ [mis) formula

bilan ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan 5 s. davomida
bosib o'tgan yoMini toping.

2. Nuqtaning harakat teziigi v = 0,h' {mis) ga teng. Nuqtaning
10 s. davomidagi o'rtacha tezligini toping.

mg(
3. Sportchining parashutdan tushish teziigi ^ = ~

л V

formula bilan ifodalanadi, bu yerda g^-erkin tushish tezlanishi, m-
sportchining massasi, к - proporsionallik koeffitsiyenti. Agar
parashutdan tushish 3min. davom etgan bo'lsa, sportchi qanday
balandlikdan sakragan?

4. Nuqtaning harakat teziigi v=0,le'°'"' {mis) ga teng. Nuqtaning
harakat boshlanishidan harakat to'xtaguncha bosib o'tgan yo'lini
toping.

5. Suyuqlikka vertikal botirilgan asoslari a va b{b>a) ga,
balandligi h ga teng bo'lgan teng yonli trapetsiya shaklidagi
plastinkaga suyuqlikning bosimini toping.

6. Asosi 18 m. Va balandligi 6 m. bo'lgan to'rt burchakli shluzga
SUV bosimini toping.

7. Diametri 6 m. bo'lgan va suv sathida joylashgan yarim doira
shaklidagi vertikal devorga suv bosimini toping. Suv zichligi
^^ = 1000 kglm\

2.11. Xosmas integrallar

lf{x)dx integral mavjud bo'lishi uchun ikkita shartning bajarilishi
talab qilingan edi: 1) integrallash chegarasi chekli [a-,b\ kesmadan
iborat bo'lishi; 2) integral ostidagi flinksiya [a;6] kesmada aniqlangan
va chegaralangan bo'lishi.
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Agaraniq integral uchun keltiriigan shartlardan biri bajarilmasa, u
holda Integralga xosmas integral deyiladi. Agar faqat birinchi shart
o'rinli bo'lmasa, integralga cheksiz chegarali xosmas integral (yoki 1
tur xosmas integral) deyiladi. Agar faqat ikkinchi shart bajarilmasa,
ya'ni integral ostidagi ftinksiya {a\b] kesmada uzilishga ega bo'lsa,
integralga chegaralanmagan fiinksiyaning xosmas integrali (yoki 11 tur
xosmas integral) deyiladi.

1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar
(I tur xosmas integrallar)
l-ta'rif./(x) flmksiya [а;+<зо) oraliqda uzluksiz bo'lsin. Agar

ь

lim \f{x)dx chekli limit mavjud bo'lsa, bu limitga yuqori chegarasi
a

4<r

cheksiz xosmas integral deyiladi va \f{x)dx kabi belgilanadi, ya'ni

"\f{x)dx = ̂ \f{x)dx. (1)
a  й

<fao

Bu holda \f{x)dx integralga yaqinlashuvchi integral deyiladi.
a

Ь

Agar lim J/(x)t/A: limit mavjud bo'lmasa yoki cheksiz bo'lsa
a

♦« •

\f{x)dx integralga uzoqlashuvchi integral deyiladi.
л

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas
integrallar shu kabi aniqlanadi:

\f{x)dx = ̂ \f{x)dx, (2)
-CD a

Jfix)dx = lim [/{x)clx + lim J/{x)dx, (3)
о  r

bu yerda c- o'qning istalgan fiksirlangan nuqtasi.
Bunda (3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o'ng

tomondagi har ikkala xosmas integral yaqinlashganda yaqinlashadi.
Misollar

*^dx1. J—(ar>0) integralni yaqinlashishga tekshiramiz. аФ\ bo'lsin.
и holda'

J^=limJ^ = lim
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1
Bunda: 1) a<l bo'Iganda f— = (lim fe'"-l) = +oo,

i.v" \-a

2) a>I bo'Iganda,
***> fly ^ Ay L

3) a=l bo'Iganda J— = limr— = limlnx =linilnfe = +oo,
•  j /)-♦+«: I Л-»+оо

Demak, f— xosmas integral a>l da yaqinlashadi va 0<q:£1 da
. .y"

uzoqiashadi.
0

2. J.vcosxi/.t integraini yaqinlashishga tekshiramiz.

Jjrcosjfiir= l^Jjrcosjra[Y= lim |^A:sin jc|° - Jsin xdxj —
= lim (-crsin a + cosjcl" = lim (-asin a - cosa +1).

0

Bu limit mavjud emas. Shu sababli Jjccosxtic integral uzoqiashadi.
^  dx

—2—77^ integraini yaqinlashishga tekshiramiz. Oraliq-■сДГ* + ox + 10
nuqtani c=0 deymiz. U holda(3) tenglikga ko'ra

7  dx _ °f dx 7 dx
•' л-2-ccX + блг + 10 -xX + 6,Y + 10 0 x^ + 6jc + 10

Bundan

r  dx ? die , .,,,0J ~l—7 rr = Itm J ; = lim arctg{x + 3) =-.х'+бх + Ю ™;(x + 3)'+l ™

= arctgЪ - arctg{a + 3) = arctgЪ + ̂ ,
J— — = lim f = lim arctg(x + З)!* =iix*+6x+10 ''^*^i(x + 3)-+ I °

=  arctg{b + 3) - arctg3 = ^ - arctgS.
и holda

7  dx _ "л dx 7 dx
Л-йг-J-in " J ...2 . . in ^ J '-«X +6x + 10 -xX^+6x+10 ox^+6x+10

Ug3 + — + — - arctg3 = n.

Demak, xosmas integral yaqinlashadi.
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2. Chegaralanmagan funksiyalarning xosmas integrallari
(П tur xosmas integrallar)
2-ta'rif. f(x) fimksiya [a',b) oraliqda aniqlangan va uzluksiz

bo'Iib, lim lf{x)dx chekli limit mavjud bo'isa, bu limitga f(x)
a

b

funksiyadan olingan xosmas integral deyiladi va \f{x)dx kabi
belgilanadi.

Shunday qilib,

J f{x)dx = ton f f{x)dx. (4)
о  a

Shunga o'xshash: 1) agar f{x) fimksiya x ning a ga o'ngdan
yaqinlashishda uzilishga ega boMsa

f f{x)dx = ton J f{x)dx\ (5)
a  o^c

boMadi;
2) agar f(x) fimksiya с&{а-,ь\ da uzilishga ega bo4sa, u holda

\f{x)dx = ^ ]f{x)dx-^M \f{x)dx (6)
a  a

boMadi.
Bu xosmas integrallar uchun yaqinlashish (uzoqlashish)

tushunchalari cheksiz chegarali integrallardagi kabi kiritiladi.
Misollar

1. I integralni yaqinlashishga tekshiramiz. .v = l da integral
0 vl - JC^

ostidagi fimksiya ikkinchi tur uzilishga ega.
и holda (4) tenglikka ko'ra
J  / ^ ■ = lim f -■ ^ = lim arcsin jd' =
= ^(arcsin( 1 - 6:) - 0) = arcsin 1 =
Demak, xosmas integral yaqinlashadi
2. J—= integralni yaqinlashishga tekshiramiz. jc=0 da integral

-\x\lx
ostidagi fimksiya uzilishga ega.

и holda (6) tenglikka ko'ra
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}-^ = lini J-^ + lm \— = -гЫу"'
-\x\fx -iXVX *сх4х

J

-ЗШпд: ^
c-»0

Demak, xosmas integral uzoqlashadi. Bunga Nyuton-Leybnits
formulasi formal tarzda qo'llanilsa, u holda xato natija kellb chiqadi:

\ dx _ 3
У  3 i = -6.
-\x\fx yfx

3. Xosmas integrallarning yaqinlashish alomatlari
Ko'pincha xosmas integralni (1) - (6) formulalar orqali hisoblash

shart bo'lmasdan faqat uning yaqiniashuvchi yoyi uzoqlashuvchi
boMishini bilish yetarli boMadi. Sunday hollarda berilgan integralning
yaqiniashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo'lishi yaqiniashuvchi yoki
uzoqlashuvchiligi oldindan ma'lum bo'lgan boshqa xosmas integral
bilan taqqoslash orqali aniqlanadi. Xosmas integrallarning taqqoslash
alomatlarini ifodalovchi teoremalami isbotsiz keltiramiz.

1-teorema (I tur xosmas integralning yaqinlashish alomati).
[fl;+oo) oraliqda f[x) va (p{x) funksiyalar uzluksiz bo'lsin va

tengsizlikni qanoatlantirsin. U holda:

1) agar \<p{x)dx integral yaqinlashsa \f{x)dx integral
a  a

yaqinlashadi;

2) agar \f{x)dx integral uzoqlashsa J^(x)a[r integral uzoqlashadi.
** a

Misollar
■КС

\.\e'''dx integralni yaqinlashishga tekshirami. Puasson integrali
0

deb ataluvchi bu integral boshlang'ich funksiya ega emas.
Bunda

^e"'dx = \e~^dx + ^e"''dx.
0  (t I
1

\e'" dx integral xosmas integral emas va u chekli son qiymatiga
0

ega.
•MD

le '^dx integralni qaraymiz. [!;+<») oraliqda ^<6"' <6" bo'ladi,

va e" funksiyalar uzluksiz. U holda
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Demak, bu integral yaqinlashadi va 1-teoremaning birinchi
bandiga asosan

Puasson integral! ham yaqinlashadi.
2-teorema (II tur xosmas integrating yaqinlashish alomati).

[a\b) oraliqda f(x) va (p(x) funksiyalar uzluksiz bo'lsin va
0<f{x)<<p{x) tengsizlikni qanoatlantirsin, x=bda. f(x) va (p(x)
funksiyalar aniqlanmagan yoki uzilishga ega boMsin. U holda:

6  f
1) agar \<p{x)dx integral yaqinlashsa ]f{x)dx integral

a  *'

yaqinlashadi;

2. f——— integralni yaqinlashishga tekshiramiz. Integral
0 e' -cosx

ostidagi funksiya jc=o da uzilishga ega.

x 6 (0;1] da ^ ^ — •
e'-cosx xe

Bundan

f—= -!-lim f—= ilimlnjcl' =-!-(0-lim In |г:|) = -нх).
oxe c-^^icX 6'^° e

Demak, |— integral uzoqlashadii va 2-teoremaning ikkinchi
0 xe

bandiga asosan berilgan integral ham uzoqlashadi.
ft ^2) agar \fix)dx integral uzoqlashsa l<p{x)dx integral
a  "

uzoql2ishadi.
Taqqoslash teoremasi faqat nomanfiy funksiyalarga tegishli.

Ishorasi almashadigan funksiyalaming xosmas integrallari uchun
quyidagi alomat o'rinli bo'ladi.

3-teorema. Agar J] f(x) \ dx Q| fix) \ integral yaqinlashuvchi
bo'lsa, u holda \fix)dx integral yaqinlashuvchi bo'ladi.
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Agar j| /(^) I || /(^) I integral yaqinlashuvchi bo' Isa
\ ь

*<ж. /h \

lf{x)dx lf{x)dx xosmas integral absolyut yaqinlashuvchi xosmas

integral deyiladi.

Agar \ f{x)dx j integral yaqinlashuvchi bo'lib,
Jl /WI I integral uzoqlashuvchi bo'Isa
\^f{^)dx integral shartli yaqinlashuvchi xosmas integral
deyiladi.

Misol
?COS JCJ—^-dx integralni yaqinlashishga tekshiramiz. Integral ostidagi

I  X

funksiya [1;-н») oraliqda ishorasini almashtiradi.
Ma'lumki,

yaqinlashuvchi.

COSJC

ЛГ'
<Д-. va 1-misolga ko'ra integral

л:* , X'

и holda, 1-teoremaga asosan J cosx dx integral yaqinlashuvchi va

3-teorema va 3-ta'rifga ko'ra integral absolyut■ cos л:

x^
yaqinlashuvchi bo'ladi.

(2), (3) ko'rinishdagi ((5),(6) ko'rinishdagi) xosmas integrallar
uchun taqqoslash alomatlari hamda absolyut va shartli yaqinlashish
tusunchalari yuqorida (1) ko'rinishdagi ((4) ko'rinishdagi) integrallar
uchun keltirilgandagi kabi kiritiladi.
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га BOB, IKKIKARRALIINTEGRALLAR

3.1. Ikki karrali integral va uning xossalari

oxy tekislikning L silliq (yoki boMakli
silliq) yopiq chiziq bilan chegaralangan D
sohasida z = fix,y) yoki z=fiP) funksiya
berilgan boMsin.

Quyidagi ishlami bajaramiz.
1. D sohani ixtiyoriy ravishda umumiy

ichki nuqtalarga ega boMmagan va yuzalari i-chizma
Acr,,A(T2,.-.,Ao', bo'lgan n ta bo'lakka boMamiz.

if

=  bunda cr-D sohaning yuzasi.
i=l

2. Act. yuzalaming bar birida Pi{x.,y.) nuqtani tanlab, bu nuqtada
z = fix,y) funksiyaning qiymatini hisoblaymiz va uni Act ga
ko*paytiramiz:

3. Barcha shunday ko'paytmalaming yig'indisini tuzamiz:

Bu yigMndiga пх,у) funksiya uchun D sohadagi integral
yig 'indi deyiladi.

A(T, yuza chegaraviy nuqtalari orasidagi masofalarning
(vatarlaming) eng kattasiga shu yuzaning diametri deyiladi va d. bilan
belgilanadi, bunda /г-> oo da i/, -> 0.

1-ta'rif. Agar (1) integral yig'indining max^/,->0 dagi chekli
limiti D sohani bo'laklarga bo'lish usuliga va bu bo'laklarda
nuqtani tanlash usuliga bogMiq bo'lmagan holda mavjud boMsa, u
holda bu limitga f{x,y) funksiyadan D soha bo'yicha olingan ikki
karrali integral deyiladi va \\f{x,y)da bilan belgilanadi.

D

Demak,

\\f{x,y)d<T= Im l;/(x„y,)Ao-,, (2)
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2 = f(x,y)

2-chizma

bu yerda, D- integrallash sohasi, integral ostidagi fiinksiya,

jXx,y)dcT- integral ostidagi ifoda, x, у - integrallash
о 'zgaruvchilari, d<j~ yuza elementi deb ataladi.

Ikki karrali integralning mavjudlik teoremasi deb ataiuvchi
teoremani isbotsiz qabul qilamiz.

1-teorema. Chegaralangan yopiq sohada uzluksiz bar qanday
z = /(.Y,.v) funksiya uchun ikki karrali integral mavjud bo'ladi.

Mavjudlik teoremasidan D sohani istalgan ravishda bo'laklarga,
masalan, koordinata o'qlariga
parallel chiziqlar bilan tomonlari
Ax, va Ay,ga teng bo'lgan to'g'ri
to'rtburchaklarga bo'lish mumkin-
ligi kelib chiqadi.

Bunday bo'lishda Act. = Ax^ Ay,
ekanidan

Я  =Я '
n  D

2-ta'rif. Quyidan D soha bilan,
yuqoridan tenglamasi z = f{x,y)
bo'lgan sirt bo'lagi bilan, yon tomondan Oz o'qqa parallel
yasovchilardan tashkil topgan silindrik sirt bilan chegaralangan jism
silindrikjism deyiladi.

Agar D sohada bo'lsa, u holda (2.1) integral
yig'indidagi har bir /(x,,y,)Acr, qo'shiluvchi asosi Acr,ga va
balandligi /(Arpy,)ga teng bo'lgan silindrik Jism hajmiga teng bo'ladi,
ya'ni =/(^,,y,)Acr,. Bunda I„='^f{x„yjls<j. integral yig'indi АГ,

■'I

hajmlar yig'indisini, boshqacha aytganda zinasimon silindrik jismlar
hajmlari yig'indisini aniqlaydi. U holda f{x,y) funksiyadan D soha
bo'yicha olingan ikki karrali integral quyidan D soha bilan, yuqoridan
tenglamasi z = fix,y) bo'lgan sirt bo'lagi bilan chegaralangan silindrik
Jismning V hajmiga teng bo'ladi, ya'ni

F = jjfix, y)dxdy. (3)
Bu ifoda ikki karrali integralning geometrik ma 'nosini bildiradi.
Agar D sohada fix,y)^\ bo'lsa, u holda ikki karrali integral D

soha yuzasiga teng bo'ladi, ya'ni
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<j = \\dxdy> (4)
О

Agar integral ostidagi funksiya D yassi plastinkada massa
taqsimotining zichligi y{x,y) bo'lsa, u holda ikki karrali integral D
yassi plastinkaning massasiga teng bo'ladi, ya'ni

m = \\yix,y)dxdy' (5)
D

Bu ifoda ikki karrali integrating mexanik ma 'msm\ anglatadi.
Ikki karrali integral aniq integrating hamma xossalariga ega

bo'lib, u aniq integrating umumlashmasidir. Ikki karrali integral
xossalarining isboti aniq integral xossalarining isboti kabi bajariladi.
Shu sababli ikki karrali integrating quyidagi xossalarini isbotsiz
keltiramiz.

l"- \\Wx.y)dcr = k\\f{x,y)d<j, k&R.
О  D

2°- Я if ± gix,y))d(T = Я fix,y)dcT ± Я gix,y)dcT.
D  I) D

3°. Agar D soha umumiy ichki nuqtaga ega bo'lmagan chekli
sondagi

sohalardan tashkil topgan bo'lsa, u holda
Я fix,y)dcr = JJ f{x,y)dcF + JJ f{x,y)d(T +... + Я fix,y)dcr •
D  l\ »j />,

4'. Agar D sohada fix,y)>0 (/(x,y)<0) bo'lsa, u holda

Я fix,y)dcT ̂  0 ^Я fix,y)d<y < 0 j.
5". Agar D sohada fix,y)-5Lgix,y) bo'lsa, u

holda

\\fix,y)d<T^Яgix,y)da [Яfix,y)dcF<Яgix,y)d<T\.
D  D \ P P J

6*. Agar D sohada funksiya uzluksiz bo'lsa, u holda
shunday

^о(^о'Л)^^ nuqta topiladiki
Я fix,y)d<T = /(x„ ,y^)a.
D

Bu xossa о 'rta qiymat haqidagi teorema deb yuritiladi.
\\fix,y)dcr

И^й^Уо)-- qiymatga /(x.y) Junbiyaning D sohadagi
<j

о 'rta qiymati deyiladi.
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7". Agar D sohada fix,y) funksiya uzluksiz bo'lib, wva M
funksiyaning shu sohadagi eng kichik va eng katta qiymatlari bo'lsa, u
holda

mc7 < f (x, y)da' < Mar •
t>

Bu xossa integralmng chegaralanganligi haqidagi teorema deb
yuritiladi

3.2. Ikki karrali integrallar yordamida tekis figuraning yuzini va
jismning hajmini hisoblash.

Ushbu mustaqil ishni bajarishdan maqsad. Ikki karrali
itegrailami hisoblashga doir berilgan nazariy tushunchalardan
foydalanib, shu integrallning geometrik tatbiqlari biian talabaiami
tanishtirish va ikki karrali integrallar yordamida tekis figuraning
yuzini va jisimning hajmini mustaqil hisoblay bilish.

Umumiy tushunchalar. Bu qism bo'yicha misollar yechishga
kirishishdan oldin /(x,y) funksiyadan olingan ixtiyoriy D soha
bo'yicha ikki karrali integralning mavjudlik shartlari va uni hisoblash
usullarini takrorlang.

Ikki karrali integrallami hisoblashda quydagi muhum shartlarga
e'tibor qilish kerakligini eslatib o'tamiz:

D soha quyiagicha bo'lsin:

7 =

У = «'i W

I

D sohaquyidan y = (Px{x) yuqoridan y = 9'2W egri chiziqlar bilan,
yon tomonlardan esa x = a va x = b to'g'ri chiziqlar bilan
chegaralangan. Bu yerda shuni esda tutish kerakki, v = <p,(-r) va
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j = ̂2W fiinksiyalar [а,ь\ oraliqda aniqlangan boMishi talab etiladi, bu
oraliqning tashqarisida esa, ya'ni x<a va x>b qiymatlarda (p^{x) va
<Pj{x) funksiyalaming aniqlangan bo'lishi yoki bo'lmasligi bizni
qiziqtirmaydi.

Agar x ning [a,b] oraliqdagi bar bir o'zgarmas qiymati uchun
Ax)= \f{x,y)dy (1)

integral mavjud bo'lsa, u holda takroriy integral

\j{x)clx=lclx \f{x,y)dy (2)
a  о 9((x)

ham mavjud bo'ladi va quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:
h  СзСх)

JJfix,y)dD = Jrfx Jfix,y)dy (3)
D  a Pi(x)

Endi ikki karrali integrating geometrik ma'nosiga kelsak, (3)
integral ostki asosi XOY tekisligida yotuvchi D soha bo'lgan, ustki
asosi esa z = f{x,y) sirt bilan chegaralangan va yasovchilari oz o'qiga
parallel bo'lgan silindrsimon jismning (g'o'laning ) hajmini aniqlaydi.
Bu yerda shuni yodda tutingki, agar fix,y) = i bo'lsa, u holda

JJ fix,y)dD =\ldD = (D) (D) - D sohaning yuzi
D  D

Agar (p^{x) = c{const), (p^{x) = d{const) bo'lsa, u holda D soha
ia,b]x[c,d^ to'g'ri to'rtburchakdan iborat bo'lib, (3) integral ustki
asosi z = f{x,y) sirt bilan chegaralangan, qolgan yoqlari x=a^
x=h,y=c,y=d va xOy tekisliklarda yotuvchi parallelopipedning
hajmini aniqlaydi.

Endi yuqorida aytilgan mulohazalami tipik misollar yechishga
qo'llaymiz.

Tekis figuraning yuzini hisoblash
1-misol. xy=4 va x+y = 5 chiziqlar bilan chegaralangan sohaning

yi4zini toping.
Yechim. Avvalo berilgan sohani koordinatalar tekisligida

tasvirlaymiz.
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D sohada x ning eng katta va eng kichik qiymatlarini topish sizga
1-kurs matematik analiz kursidan ma'lum. Buning uchun har ikkala
tenglamani birgalikda yechamiz:

\xy = A fjc(5-x) = 4 r.v^-5jc+4 = 0 fx, =4;x2=l
[x + y = 5 \з' = 5-х [y = 5-x [y = 5-x
Demak, x o'zgaruvchi [1,4] oraliqdagi qiymatlami qabul qilar

ekan. D sohaning chegaralari v=- va y=5-x chiziqlaridir. fl =l; 6=4
.r

bo'ladi. (3) fomulada f(x,y) = \, (p,=- va <p,(x)=5-.v lami o'miga
Л"

qo'ysak va D sohaning yuzini 5 bilan belgilasak, quyidagini hosil
qilamiz:

5 = JJf/D = Jif*- |6(j;=j(5-x-—)<ic = (5x-^-4hx)

= 20-8-4in4-5 + —= 7,5-4in4 {kvbirlik).

2-iiiisoL = ax parabola va y = a to 'g 'ri chiziq bilan
chegaralangan sohaning yuzini toping, (fl > 0).

Yechim. Berllgan chiziqiaming grafigini chizamiz.a ning son
qiymati aniq berilmagani uchun parabolaning formal (yuzaki)
grafigini chizamiz. To'g'ri chiziq va parabolaning kesishish
nuqtalarini topamiz:
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fy' =ax fx^ = ax fjc(.x -a) = 0 Jjc, = 0; x^ = a
[y = x 1>' = JC \y = x Lv = Ji^

A
У

y'^cx

Demak, x ning chegaralari 0 ya a sonlari ekan. Parabolaning
yuqori boMagida uning tenglamasi y = yf^ ko'rinishda bo'ladi.
Yuqoridagi shakldan ko'rinadiki, (p^{x) = x,(p,{x) = 4ax. Bularni (3)
formulaga qo'ysak va /(•^,y) = l ekanini hisobga olsak, quyidagini
topamiz:

a  ̂ax о *1

5 = JJ</D = Jflbf ^cfy = ^{-J^-x)cbc = 4a-^4xcbc-

-]xdx=ra'.'l 2 f— r~ 'л -= -VaflVa--fl- = (---)a =-a

(kv birlik).
V'3-niisol —+^ = 1 ellips bilan chegaralangan sohaning yuzini

a' b'

toping.
Yechim. Ellipsning grafigini chizamiz.
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Berilgan D sohaning yuzini hisoblash uchun uning koordinatalar
tekisligi I choragida joylashgan qismi yuzini hisoblab, natijani 4 ga
ko'paytirish kifoya. Demak, (D) = 4•{D^)

Ellips tenglamasini у ga nisbatan yechamiz

b  a a a a

Shaklidan ko'rinadiki, D sohaning yuzi uchun <p,(x) = o va
<Pj(,x) = -Ja^-X' , xe[0,al.

a

Bularni (3) formulada o'rniga qo'ysak va /(*,>')=i ekanini hisobga
olsak, quyidagini topamiz:

b  ] j-\ о -X ^ ^ ^ ^ -

S = jf c/D = 4ff dD, = 4jdx j = ' • dx = 4j- dx^
n  l\ 0 0 0 0

bu yerdajc = asin/ belgilash kiritamiz:
It

dx- a cos tdt, X = 0=>/ = 0, A* = a=>/ = —.

Bularni o'rniga qo'ysak,
я  я я

„  ЛЬ\ f—, , . ; , .л 1 л .M + COS2/S = — J л/о" — о" stn / -acostdt = 4/»J ocos tdt = 4aoJ =

2  I
= 2ab^ (1 + COS 2t)dt = 2ab{t + - sin 2t)

0  2
= 2ab\ — + -sin л- 1 = 2ab• — = лаЬ

2  2 2

(kv birlik).
4-iiiisol. = lemniskata bilan chegaralangan

sohaning yuzini toping.
Bu misolni yechishga kirishishdan oldin ma'ruzadan ikki karrali

itegrallarni hisoblashda qutb koordinatalarini qo'llanilishi mavzusini
takrorlang. Sizga ma'lumki, agar D soha konturining qutb
koordinatalaridagi tengiamasi r = r{(p) bo'lsa, (r-qutb o'qi, ^-qutb
burchagi), bu yerda (p o'zgaruvchi [a,p\ oraliqda n qiymatlar qabul
qilsa, u holda D sohaning yuzi quydagicha aniqianadi:

S = ^^dD = \dq) jrdr
n  a 0

Endi 4-misolni yechishga o'tamiz. Oldin lemniskata grafigini
chizamiz:
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Lemniskataning qutb koordinatalardagi tenglamasiga o'tish uchun
uning tenglamasidagi x,y lar o'miga x = rcos^,y = rsm^ larni qo'yamiz.

[r^(cos^ ̂9+sin^ g))f - 2a V(cos^ ̂-sin^ (p) =>
=>И =2aV^ cos2^=>r^ =2a^cos2^?=>

=>r = aV2cos2«)
4 4 4 4

Shaklda ko'rsatilgan D^ soha uchun 0<<p<— oraliqda qiymatlar

qabul qiladi.
S-4^{D^) ekanini hisobga olib, quyidagini topamiz:

*  r

av2cos29>

d(p =S = 4j| dD^ -4^d(p J rdr = 4j—
Д  0 0 0 2

= 2jla" zos2<pd(p = la' sin 2^'" = 2a'(sin - - 0) = 2a' (kv birlik).
о  " 2

S-misol. Egri chiziqli koordinatalar kiritish yordamida quyidagi
chiziqlar bilan chegaralangan sohaning yuzini hisoblang:

y^ -2px, y^=2qx, =2iy ,x^-2sy.
Buyerda 0<p<q , {}<r<s .
Yechim. Bu misoini yechishga kirishishdan oldin ma'ruzadan

"ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish" mavzusini
takrorlang. Bu yerda yangi ^, tj egri chiziqli koordinatalarni
quyidagicha kiritamiz:

у^=2фс {p<^<q) x^=2Tjy (r<q<s)
Bu tenglamalardagi x,y larni ^ lar orqali ifodalaymiz:
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Л-' = 27ТУ
.1

X -

2^

^ = 2^' / =8^V
У
2#

4iJ^^x = 2-\I^; y = 2\l^
X =

2^

Endi X \SL у laming ^,r] lar bo'yicha xususiy hosilalarini
hisoblaymiz:

дх дх

ду ^
д4 дт]

determlnantning xossasiga ко'га uning satrlaridagi umumiy
ko'paytuvchilarni determinant belgisidan tashqariga chiqaramiz:

Bulami /(^,/7) = yakobianda o'miga qo'yamiz va

Л.4,п)=\4гМп')''\Ы'- n 2^
2/7 ^

=\шпГ'Л-Ъ4гт)=-\

y'^Qqx

H^=2px

Bu yerda shuni esda tutish kerakki, yangi ^,77 o'zgaruvchilar
bo'yicha integrallash sohasi A={t/>,<7]x[r,.v]} to'g'ri to'rtburchak
boMadi.

Demak,
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D a 3 р , J
Yuqorida yechilgan misollarda shunday xulosaga kelamiz: D

sohaning konturi (chegarasi) silliq yopiq egri chiziq bo'lgan hollarda
qutb koordinatalari kiritish, egri chiziqli to'rtburchak bo'lgan hollarda
esa egri chiziqli koordinatalar yordamida o'zgaruvchilarni
almashtirish maqsadga muvofiqdir.

Jismning hajmini hisoblash

6-misoL Koordinatalar tekisliklari va - + — + - = ! tekisUsi bilan
a  b с

chegaralangan jismning hajmini toping.
Bu misolni yechishga kirishishdan oldin "ikki karrali integrallar

yordamida jismning hajmini hisoblash" mavzusini ma'ruzadan
takroran o'qing.

Yechim.

Qaralayotgan jism uchburchakli piramida bo'lib, uning uchta
yoqlari koordinata tekisiiklarida yotadi.

Z) sohaning chegaralari д:=о.:>/=о va - + ^ = \ to'g'ri chiziqlardir.
a  b

Demak,
D = {x,y.Q^x^a,0^y^b(\--))

a

\  a h)
Bulami (3) formulaga qo'ysak va qaralayotgan jism hajmini V

bilan belgilasak, quyidagini hosil qilamiz:
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= cj •fciJl
2ba  2b

dx = ̂ b\ 1--
aj

oi\-y
= bc\ —dx - ~ abc • -——

0  2 6

abc
(kub birlik).

7-inisoI. z = x^ +y^ aylanma paraboloid, y = x' silindr va у = \
tekislikJar bilan chegaralangan jismning hajmini toping.

Yechim.
D soha quyidagicha bo'ladi:

^ = ((^»;') 1 < < 1;ЛГ" < у < l}, f{x,y) = x^+y\
Bularni (3) ga qo'yamiz:

^ Я y)dD = Я (лс^ + y^ )dxdy =\dx\(x^ + y^ )dy =j(x^y + ̂
3 J

»  4 л . , r д: дг j:
=  -^)dx=\— +-1 3 3 I 3 3 5 21

-1 X

«  „7 \

dx =

ЛЗ 3 5

= 2. ^ = —; {kubbirlik).
105 105
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2  2 2
•  X V z8-misoI. —+^+— = 1 ellipsoidning hajmini toping.

Yechim. Berilgan tenglamadan z ni aniqlaymiz:

V  a' b'
y-

Buyerda D sohaning konturi —+ ̂ = i ellips boMadi.
a' b'

O'zgaravchilami x = arcos<p, y=brs\n(p formulalar yordamida
almashtiramiz.

Natijada 1>' = {(^,г):0<^<2л-;0<г<1}
дх . дх
— = -arsm<p; — = acos<p
д(р dr

= brcos ̂  = bsin (p
0(p dr

Yakobian

I{<p,r) = abr = abri-ski V - cos V) = ~^t>r; |/(^, r)\ = abr.-sin^ cos^
cos^ sin (p

Ellipsoidning XOY tekisligidan joiqcrida joylashgan bo'lagining
hajmini hisoblab, natijani 2 ga ko'paytirsak, uning hajmi kelib
chiqadi.

- Г = ff с Jl - ̂  - ̂ dxdy= c\\ ̂ l\-r^cos^ (p-r^s\n^<p • \1{(р,г)\ • d(pdr =
2  о V Д b if

I  2я > Л
= cjdrj VI—Й • abrdfp = аг^>с ■ 2 л'J V1 — г V * cfr* = — яобс • ^—:r—^

n  fl (1

= — лаЬс
3

2  0

(kub birlik).
4

Bundan И = -лп6с kelib chiqadi.

JC9-misol. xy = a\ xy=2a^ silindrlar, >^=2 '
tekisliklar hamda z = — + — paraboloid bilan chegaralangan

p  Ч

jismning hajmini toping.
Yechim. Integrallash sohasini XOY kocrdinatalar tekisligida

tasvirlaymiz:
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^■ шхЧ

Shaklda ko'rsatilgan sohalar simmetrik boMgani uchun va
paraboloid tenglamasida

г = = — + ^ tenglik o'rinli boMgani uchun
P  Ч p Ч

x>0, >^>0 bo'lgan sohada jism hajmini hisoblab natijani 2 ga
ko'paytirsak, izlanayotgan jismning hajmi kelib chiqadi.

Egri chiziqli koordinataiami
xy = ua^, 1<M<2;

1
y = vx , - <v<2

tengliklar yordamida kiritamiz. Bu tengliklardan

o'zgaruvchilarniiarni aniqlaymiz: x = aj^ , y = a4iiv. Bundan
л:, у

дх дх аи

ди zVmv dv
ду _ av ду

Ivyfuv
аи

ди 2Vhv' dv 2Vwv
xususiy hosilalarni aniqlaymiz. Bulami /(m,v) yakobianda o'miga
qo'ysak va umumiy ko'paytuvchilarni determinant ishorasidan
tashqariga chiqarsak, quyidagi kelib chiqadi:

/(m,v) =
4ш'

1 a- - a-
2w = —.

4гл' 2v

Natijada
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^y = li /и, y)dD =J| f(x(u, V), y(u, v))|/(», vpudv =
= JrfvJ

О  ir

f  2 2 Л
a и a uv

1
ypv q

— du = — \udii]
2v 2 ^ ^

1  v'
1

4)
-dv =
V

4
\( 1 1'̂  3a' ^

dv = —
1_^ V

^ pv q

8

1  1
—+-

P Я

9a\p + q)
Spq

= ̂ f__L+^+l_±l-5£fA + Al "
2p q p 2q) 4 [ip 2q^

(kub birlik).
Bundan

f, 9а'(Р + Я)
4pq

kelib chiqadi.

3.3. Ikki karrali itegrallarning mexanikada qo'llanilishi

Ikki karpali integrallami jismning massasini, o'qqa va tekislikka
nisbatan statik va inersiya momentlarini, shuningdek og'irlik
markazlarini hisoblashda qoMlanilishi.

Umumiy tushunchalar. Bu qism bo'yicha misollar yechish
uchun ikki karrali va uch karrali integrallami mexanikada qo'llanilishi
mavzuni mukammal takrorlab chiqing. Endi ba'zi muhum formulalar
bilan tanishamiz.

Agzir (P) biror tekis figura (masalan, plastinka ) bo'lib, uning
M(x,y) nuqtalaridagi zichligi p{M)=pix,y) bo'lsa, u holda (P)
figuraning (palstinkaning) massasi

m = \\p{x,y)dp (0
p

formula bilan aniqlanadi . Agar {P) figura bir jinsli bo'lsa , ya'ni
hamma nuqtalarida zichligi bir xil bo'lsa , u holda р{х,у)=-а(спп.ч1)
bo'ladi, (1) formula esa,

m = a JJ dp (2)
p

ko'rinishni oladi.
ox va OY koordinata o'qlariga nisbatan statik momentlar

quyidagi formulalar bilan aniqlanadi.
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= JJ v/7(.v, y)dp = JJx^p{x, y)dp (3)
p  p

Inersiya momentlari esa,

К = Я VV(.v, y)dp, /,. = Я y)dp, (4)
I* !•

formulalar yordamida topiladi. Qaralayotgan j'ismning ogMrlik
markazining koordinatalari quyidagicha topiladi:

\\xp{x,y^dp \\yp{x,y)dp
^u = -^ ; Уо = ^ (5)

m  m

Agar jism bir jinsli bo'lsa, ya'ni p(x,y)=comt bo'Isa, (5)
formulalar soddalashadi va

\\xdp \\ydp
\=-—; y,=-— (6)

p  p
ko'rinishini oladi. Bu yerda p berilgan figuraning yuzi.

v^,y)

Yasovchilari Oz o'qiga parallel, ostki asosii xOy tekisligida va
ustki asosi esa 2 = /(x,y) sirt bilan chegaralangan silindrik g'o'lani
qaraymiz.

G'o'la bir jinsli bo'lsin, ya'ni p(x,y) = const. Soddalik uchun
Pix,y) = \ deb olamiz. Shu g'o'lani xoy, zox va yoz koordinata
tekisliklariga nisbatan statik momentlari deb quyidagi formulalar bilan
aniqlanuvchi kattaliklarga aytiladi:

~ о Я = Я y^^P' ~ Я ̂ ^Pz p p ■ p

Bular yordamida g'o'laning og'irlik markazining koordinatalarini
osongina aniqlay olamiz.

M. M \\y^P M
 у yЛГп =

_ _ P

г  ' V
—  l _ iS, p (8)
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Shunga o'xshash silindrik g'o'laning koordinata tekisliklariga
nisbatan inersiya momentlari quyidagicha aniqlanadi:

I^=\\x-zdp (9)
P  P

Oz o'qiga nisbatan inersiya momenti esa

I, = /^ +1y, = JJ (jc" + y' )zdp (10)
P

formula bilan hisoblanadi. Agar g'o'laning yasovchilari Ox yoki Oy
o'qiga parallel bo'lsa, u holda (7), (8), (9) va (10) formulalarda z
o'zgaruvchi x yoki у bilan almashtiriladi. Agar qaralayotgan jismning
zichligi xOy tekisligiga parallel qismda yotuvchi nuqtalari uchun
p(x,y^ ga teng bo'lib, Oz o'qiga parallel ustunchalarida
o'zgarmas bo'lsa, u holda (7), (8),(9) va (10) formulalarda integral
ostidagi ifoda pix,y) ga ko'paytiriladi.

Ikki karrali integralning mexanik tatbiqlariga misollar.
1-misol. (P) tekis figiira egri chiziqli trapetsiya ko'rinishida

bo'lib, х = \,х = ъ va y = o to'g'ri chiziqlar, y = l giperbola bilan
X

chegaralangan bo'lsin. Uning hamma nuqtalarida zichligi p{x,y) = \
bo 'Isa shu tekis Jiguraning massasini va koordinata о 'qlariga
nisbatan statik momentlarni toping.

Yechinr.

P = {(x,y)e/?^ :l^x<3; 0^y<-}, (1) formulada p(x,y) = \ qo'ysak,
X

figuraning massasi kelib chiqadi.
3

m = ||ф = J(i)cJ</v' = J—etc = 3 In xj' = 3in3
I' 1 0 I X

Shunga o'xshash (3) formulalarda ham p(x,y} = ] qo'ysak
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M.=\\ydp = \dx\ydy = \^ dx = \-^dx= ^
p  i n 1 ^ n I 2x

= _^+2=:^+l=3
6^2 2'^ 2~

M ̂ = JJ xdp = j dx^ xdy = ̂x• — dx = Ъ^2 = (i
p  1 0 I

Ox va Oy o'qiariga nisbatan statik momentlar kelib chiqadi.
2-niisol. z = {^,z = ky {k>0) tekisliklar jc^+/=a^ slindr bilan

chegaralangan bir jinsli silindrik g'o'la kesimi og'irlik markazining
koordinatalarini toping

Yechim. Qaralayotgan jism bir jinsli bo'lgani uchun zichligi
p(x.y,z) = \ deb olamiz. bo'lgani uchun 2 = A>'ao boMadi.

Demak, /? = {(д:,у)еЛ':-a<x<a; 0<y^da^-x^} -bu slindfik
g'o'laning xOy tekisligida yotuvchi asosi. (7) formulalarga ko'ra
quyidagilarni topamiz:

^ry=\\\z'dp = Y\dx J k'y'dy = f^]^° dx = — k^a^
16

kf^=\\yzdp = k^dx j y^dy = -\{a^-x^ydx = —kd'
p  -a 0 3 -a 8

A/„ = JJ xzdp = A J J xydy = A J xy- ijEr = — J (a'jc - x')й6с = 0
2 -fl

Berilgan Jisimning hajmi Fbo'lsa, u holda

V = \\zdp = ]dx J kydy=f^]{a' -x')dx = ̂ {a'x~)
P  -a 0 Z -a Z

= к{сУ-—) = -kd
3  3

Bularni (8) formulalarga qo'ysak, og'rlik markazining
koordinatalari kelib chiqadi:

Л/,.

у

" ka^ - . А/
3  z„ =

3

= 16 = 3£;to.
V  2,j Ъ1— kd

3

3-misol. Tekis Jigura R radusli doira shaklda bo'ha, uning
urunmasiga nisbatan inersiya momentini toping,

Yechim. Bu yerda shu narsaga e'tibor qilish kerakki, doira
aylanasiga urinmalar soni cheksiz ko'p, lekin shu urinmalarga
nisbatan inersiya momentlari hamma urinmalar uchun bir xil boMadi.
Shuning uchun Ox o'qiga koordinatalar boshida urinuvchi doiraning
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shu Ox o'qiga nisbatan inersiya momentini aniqlasak, masala
yechilgan bo'ladi.

y>f.

////Z

Aylana tenglamasi x^+{y-Rf = R\ bundan

<y<R+^JR^-x^

P = {{x,y)GR':-R<x<R; R-yl R^ - x' < у < R + yj R' - x^}
(4) formulaga ko'ra quyidagini topamiz (j}ix,y) = \):

/, =jly'dP=]ck ^^^(fy=- |[(/? + -{R-yjR'-x')]cix =
3-Я Д-Уй'-х' -V

2?-3'R(R'-x') + {R'-x'ydx = -l6R4R'-x' +2{R'-x'f | dx
3 0

x=Rs'mt belgilash kiritamiz.
!T

dx = Rcostdt; x = 0=>t = 0; x = R=>t = —
2

Bulami o'miga qo'ysak,
я  я

= —1(37?^ -Rcost + R^ CDs' t)Rcostdt = — R* j(3cos^ t + cos* t)dt =
'  3 0 3 0

J  0

l + cos2/ ^ А + со52гУ
2  2 J dt = nR*-\--R*]\ 1 +

3  n V 2

l + cos4/
dl =

_4 1 _4 3 7t _4 jd^
= 7d{^ +-R^ = 7dr +

"  5
= -7di.

4  43  2 2

4-misol. doiraviy plastinkaning har bir м(х,у')
nuqtasidagi zichligi shu nuqtadan А^а,о) nuqtagacha bo 'Igan
masofaga proporsional bo'lib, plastinkaning markazida aga teng
bo 'Isa, uning og'irlik markazi koordinatlarini toping.

104



Yechim.

^ = {(л",>') e Л" :-я ̂  л-< я; -yjR^-x' <y<ylR^-x^}.
Shartga ko'ra A/(j:,}/)nuqtadagi zichligi p{M)-\M/^-k, demak,

p(x,y) = ку}(х-аУ +y\pi0,0) = a bo'lgani uchun
к • у/(0 — аУ +0* = a=>ka = a=>k = \
Bundan p{x,y) = kyjix-ay +y^ kelib chiqadi.
Plastinkaning massasini topamiz.

m = \\p{x,y)dp=]dx \^(х-аУ +y'dy
x-a = rcos^?]

= rsin <p
Bu yerda x,y lami qiymatlarini platinka aylanasining

tenglamasiga qo'ysak, r ning ^^orqali ifodasi kelib chiqadi.
{a+rcos(рУ +r^ s\n^ (p = a^ =>a^ + 2arcos^ (cos^ +sin^

/• = -2acos^

Qutb boshi A(a,0) nuqtada yotadi (shaklga qarang).
Natijada,

m

2  -Zocojp 1 2 i ^ ^
= \d(p J r^dr = - J(-Sa^cos^ (f)d(p = —— J (1 - sin * 9?)f/(sin ф) =

Я П 3 * 3 я
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Saf .
=  sin© —

3l 3 J ЗУ 3 3) 3 V 3j 9

Endi o'qiarga (^Ox^Oy) nisbatan statik momentlami aniqlaymiz.

—

T
2  -2асмрMy = IIyp(x,y)dp = \dq) |r'sm(pdr=\^^^ ^sm(f)d(p =

P

3* Зя

= -Aa* I cos^ ^(cos^) = - 4a 4 COS (p
= 0

2  -2acoi<p 2

My = II yp{x, y)dp =\d(p I (r COS + d)r^dr = |
Зя

2 ^
r

—  if|^4a^cos'^-y8a^cos^^^^= |

 r
— cosc> + a- —
4  3

(4a4l -sin"^)

-2ocoS7>

d(p =

d(s\n9

3jr

(1 - 2sin^ <p + sin"* <(?) -1 o\I - sin' (P) d{s'm(p) =

.  чГ . • ^sinV sinV^ 8 4^ . sinVl

L'f-24il = 4a'ri0±i2z6_8„'f-l— a
3

о .
15 3  V 3

64 4 32 4 -192 + 160 4 32 4
=  a*+ — a* = a = a

15 9 45 15
Bulami (5) formulalarga qo'yib, og'irlk markazining

koordinatalarini topamiz:

я.=^ = -—a' :^a'=--.
5m  45

3'о= —= - = 0,
m  m .  ̂ У
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IV BOB. иен KARRALINTEGRALLAR

4.1. Uch karrali integral
Uch karrali integral ham ikki karrali integral kabi aniqlanadi.

Fazoda hajmi v ga teng bo'lgan jism berilgan boMsin. Bu jismning
(sohaning) bar bir nuqtasida uzluksiz u-f{P) yoki u = fix,y,z)
funksiya aniqlangan boMsin.

Sohani ixtiyoriy ravishda umumiy ichki nuqtaga ega boMmagan
va hajmlari boMgan nta boMakka boMamiz, bunda
V = ^diV. . Har bir bo'lakda ixtiyoriy nuqta tanlab, bu

/«I

nuqtada /(^) = ni hisoblaymiz va
/(x,y,,z )ДК ko'paytmani tuzamiz. Bu ko'paytmalardan

(1)

yig'indisini hosil qilamiz. Bu yig'indiga u = f{,x,y,z) funksiya uchun
V  sohada integral yig'indi deyiladi. л->оо da bo'laklar
diametrlarining eng kattasi nolga intiladi, ya'ni max</, ->o.

1-ta'rif. Agar (1) integral yigMndining maxc?. ->0 gi chekli limiti
V sohani bo'laklarga bo'lish usuliga va bu bo'laklarda Pfx.^y.yZ.)
nuqtani tanlash usuliga bog'liq bo'lmagan holda mavjud boMsa, u holda
bu limitga /(x,y,z) funksiyadan V soha bo'yicha olingan uch karrali
integral deyWadl va \^^f{x,y,z)dv kabi belgilanadi.

г

Demak,

Uch karrali integral uchun ham ikki karrali integraldagidek
mavjudlik teoremasi o'rinli bo'ladi.

Uch karrali integralni ikki karrali integralga o'xshash quyidagicha
belgilash mumkin:

[\\f(x,y,z)clxd\'dz.
Г

Agar V sohada f(^x,y,z) = \ bo'lsa, u holda uch karrali integral bu
sohaning v hajmigateng bo'ladi, ya'ni

V = JJJ dxdydz. (3 )
Bu ifoda uch karrali integralning geometrikma'nosim anglatadi.
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Agar /i=/{x,y,z) funksiya V sohada massa taqsimotining
zichligi boMsa, u holda uch o'lchovli integral v hajmdagi modda
massasini beradi:

= /Я z)dxdydz (4)
V

Bu ifoda uch karraii integralning mexanik ma 'nosim bildiradi.
Uch karraii integral ikki karraii integral ega bo'lgan xossalarga

ega. Shu sababli ikki karraii integralda keltirilgan xossalar uch karraii
integral uchun to'laligicha ko'chiriladi.

Я/kf{x,y, z)dV = k\\\ f{x, y, z)dv.
V  у

2*- \\\{fix,y,z)±g{x,y,z))dV = \\\f{x,y,z)dV±\\g{x,y,z)dV.
I- ,

^  = \\\f(^x,y,z)dV, +\\fix,y,z)dV^ + ■■■ +\\f(<x,y,z)dV^,
'* '"i »•>

bunda V soha o'zaro kesishmaydigan sohalardan
tashkil topgan.

4*. Agar V sohada /(jc,y,z)>0 (/(x,y,z)<0) bo'Isa, u holda

Щ Й 0 njlf(,x,y,z)dV й oj.
5-. Agar V sohada f(x,y,z)^4<x,y,z) {/(•t.J'.z)<«)(i,^z)) bo'lsa, u

holda

Ш fi.x,y,z)dV^ JJJ(p{x,y,z)dV JJJ fix,y,z)dV < JjJ<p{x,y,z)dV
= f{x„y,,z,)V, bu yerda nuqta v

У

sohada yotadi.
7". Agar V sohada /(*,>^,z)<A/bo'lsa, u holda

fix, y, z)dV ^ MV .
r

4.2. Uch karraii integrallar yordamida jismning hajmini hisoblasb

Ushbu mustaqil ishni bajarishdan maqsad. Uch karraii
integrallami hisoblashga doir berilgan nazariy tushunchalardan
foydalanib, shu integrallami geometrik jismlarning hajmlarini
hisoblashda qo'llay bilish. Uch karraii integrallar yordamida turli xil
sirtlar bilan chegaralangan jismlaming hajmlarini hisoblay bilish.

Umumiy tushunchalar. Bu qism bo'yicha misollar yechishga
kirishishdan oldin f(x,y,z^ funksiyadan v soha bo'yicha olingan uch
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karrali integrallarning mavjudlik shartlari va uni hisoblash usullarini
ma'ruzadan takrorlab o'qing. Bu yerda v uch o'lchovli soha (jism)
bo'lib, u siiliq yoki bo'lakli-sllliq sirt bilan chegaralangan. Agar v
soha quyidan z=^f^{x,y) yuqoridan z=/j(x,y) sirtlar bilan
chegaralangan bo'lsa, bundan tashqari V sohada x,y lar orasida

^,(.Y)<y^^2W tengsizlik o'rinli bo'lib, x esa shu sohada
oraliqda qiymatlar qabul qilsa, u holda agar /(х,з'.=) fiinksiyadan V
soha bo'yicha olingan uch karrali integral mavjud va quyidagi tenglik
o'rinli bo'ladi:

Ь  <^1J) /jU^y)

]\\f(x,y,z)dv^\dx \dy \f(x,y,z)dz (5)
V  a Pi(x)

agar /(x,y,z) = i bo'lsa (4) tenglik Кsohaninghajminianiqlaydi:
\\\dv-^dx ^dy Jfife (6)

V  a /iCx.y)

(6) tenglik o'ng tomonini z bo'yicha integrallasak,
Ь  p.(x)fffdv^fdx lifMy)-f,U,y))dy

V  a

kelib chiqadi. Bu tenglikning o'ng tomonini bizga tanish bo'lgan ikki
karrali integrating takroriy integrallar orqali ifodalanishidir. Uch
karrali integrallarning geometrik tatbiqlariga doir misollar yechishda
juda zarur bo'lgan quyidagi mavzularni ma'ruzadan qaytarib chiqing:

1. Uch karrali integrallarni hisoblashda sferik va silindrik
koordinatalardan foydalanish.

2. Uch karrali integrallarda o'zgaruvchilami almashtirish.
Endi tipik misollarni yechishga o'tamiz.
1-misoL л^-i = 0,y-i = 0,r = 0 va x+y+z = 4 tekisliklar bilan

chegaralangan jismning (piramidaning) hajmini toping.
Yechim.
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x+y+z = 4 tenglamada z=0 qo'ysak, x+y = 4 bo'ladi. Bu XOY
tekislikda (AB) to'g'ri chiziq tenglamasidir. x+y = 4 tenglamada y = \
qo'ysak, A nuqtaning absissasi kelib chiqadi д: + 1 = 4=> jc = 3. Demak,
V  sohada: 1<j:<3; l<y<4-r, 0<z<4-jc-y. Bularni (5)
formulaga qo'ysak,

\\\dv = \d)c \ dy J fifeJ dx^ cty Jcfe = Jc6fj(4-x - y)dy =
^  ' ' o i l 1 1 1

{Л-хУ.2 \

=\\^y-^y-Y c6c = j 4(4 d- jc) - jc(4 -x)- —4+X+-
2  2

x =

= J(16-4x-4x+x' -8+4x-^x' +x-X5)dx = \j^x^ =
^  i t 1

kub birlik bo'ladi.

= ̂ _^ + ,3,5_l + l_4,5 = 13,5-12-i = l,5-l = ^6  2 6 2 6 6 3

2-misoL

z = x' + /,z = 2(x' + y^\y = X,y = x'
sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmini toping.

Yechim. Berllgan sirtlarning
dastlabki ikkitasi aylanma paraboloid
bo'lib, uchinchisi Oz o'qidan o'tuvchi

^  tekislikdir, y=x^ esa yasovchilari Oz
o'qiga parallel bo'lgan parabolik
silindr ekani bizga ma'lum.
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/

У  з=2(л'+т/)
ё— 2:^

Demak, 1-shaklda tasvirlangan jismning z=x^+y^ va z = 2(x-+y')
aylanma paraboloidlar orasiga olingan bo'lagining hajmini hisoblash
talab etiladi. r " ̂  sistemadan x ni topamiz:

[y =

1..-ДГ
b=-v

|r-x = 0 fx, =0,.r, =1
=^1 2[y = X' ty = X' = X

Bundan F = {.t.>',r:0<j:<l;.r^ <r<2(x4/)}. Bularai
(6) fomnulaga qo'ysak, quydagi kelib chiqadi:

1  X 2(x'*y') I X
У = JJj^/v = Jdxji/y I dz = jdxj(x^+y^)c/y =

у  O r 0 i'

3

_1 1 I , 35-21-5 9 _ 3 (kub birlik)^
3  5 21 105 105 55

6 N

ЧЗ 5 21,

3-misol. (лг*+У+2"У =a\vvz s/r/ bilan chegaralangan jismning
hajmini toping.

Yechim. Tenglikning chap tomoni kvadratlar yig'indisi bo'lgani
uchun manfiy bo'la olmaydi. Demak, tenglik o'rinli bo'lishi uchim
xyz ko'paytma manfiy bo'lmasligi kerak. xyz^

^  1) x^0,}/^0,2^0; 2) x^0,>'^0,z<0
3) x<0,3'^0,r<0; 4) x^0,v<0,z^0

Berilgan jism kordinatalar sistemasining 4ta oktantida yotar ekan.
Agar iV/(x.>',r) qaralayotgan jismning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsa, imga OX
o'qiga nisbatan simmetrik л/,(х-д',-г) nuqta, OY o'qiga nisbatan
simmetrik A/j(-x,y,-z) nuqta va OZ o'qiga nisbatan simmetrik
M-ii-x-y,z) nuqtalar mavjuddir. Bundan berilgan jismning yuqorida

111



ko'rsatilgan 4 ta oktantdagi bo'laklarining kattaliklari bir xil ekani
kelib chiqadi. Shuning uchun jismning 1 oktantdagi bo'Iagining
hajmini hisoblab, natijani 4 ga ko'paytirsak, berilgan jismning hajmi
kelib chiqadi. Sferik koordinatalar kiritamiz:

A!: = rsin^cos^; _y = rsiny/sin^; z = rcos^

1- oktantda va (i<(p<— bo'ladi. Yakobian
2  2

\l{r,(p,y/)\ = r^ va sferik koordinataiarni berilgan tenglamaga
qo'ysak, quyidagiga ega bo'lamiz:

[/•* sin^ ̂ (cos^ ̂ +sin" y>)+ cos^ y/J = aV sin' ̂«/^cos^cos^^/'sin^^/^ =>
=> =a'sin'^//cos^?cos^</'sin r = a\/srn ̂  (pcos<pcost//sin у/
Demak,

я  л

2  2

V = JJJ dV = 4j dy/^ d(p J sin y/dr =
г  0 0 0

^ } г } J . i 4 ,f= — sm <^/^cos^cos^sin ^£/^=—a I cos^sin
3 0 0 3 n

■ j sin' ^ cos y/dy/ = — a
0  3

sin*^ sin^ = -a' — (kub birlik).
3  2 4 6 ^ ^

4-misol bilan chegaralangan

jismning hajmini toping.
Yechim. Tenglikning bar ikkala tomoni kvadratlar yig'indisi

bo'lgani uchun berilgan Jismning hamma oktantlardagi bo'laklarining
kattaliklari bir hil bo'ladi.

Shuning uchun jismning 1 oktantdagi bo'Iagining hajmini
hisoblab , natijani 8 ga ko'paytirsak , berilgan jismning hajmi kelib
chiqadi .Umumlashgan sferik koordinatalardan foydalanamiz,

ДС = or sin cos ̂ ; у= sin ^ sin

z = crcos(p

Уakobian |/(r, y/j^ = abcr^ sin <p
X , у , z \г.т uchun sferik koordinataiarni berilgan tenglamaga

qo'yib quyidagini topamiz:
[r sin ^cos^ у/ + s\s\^ ^)+ cos^ sin^ ^cos^ + sin^ У^^
=> /*''=r^ sin ^ sin ^ = sin
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Yechim. O'zgaruvchilarai

Bundan V = JJJ dv = 8} dif/]d<p \abcr^ sin <pdr = Zabc (kub birlik).
I' О О О

5-m isol. {x + 2y-\-zf + 0'+2zf + {2x+zf = ellipsoidning hajmini
toping.

jr + 2^ + z = M

y + 2z = 3 formulalar yordamida
2л: + z =

almashtiramiz .Natijada ellipsoidning tenglamasi -^-v" -\-co^ =r^
ko'rinishni oladi, bu esa uSo) koordinatalar sistemasida sfera
tenglamasidir. Yuqoridagi almashtirishlar orqali V soha (ellipsoid) V
sohaga (sharga ) o'tadi .

V = ^u,S,co)gR':-R<u<R\-JR'-u^ ; |iu|s>//?'-м'-5'}
Endi tenglamalar sistemasini yechib x,y,z lami aniqlaymiz:

A =

A. =

A. =

1  2 1

0  1 2

2  0 1

и  2 1

&  1 2

0) 0 1

1  и 1

0  5 2

2  й) 1

2  и

=1+8-2=7

= и -2& + Зсо:

= 5 + 4м - 25 - 2бэ = 4м - 5 - 2fi);

О  1 5

2  О О)

= бУ + 45 - 2м.

Bundan
Ад: 1

л: =-—= - (м - 25 +Збу),
А  7

Av 1:H = -f = -(4м-5-2бу),
А  7

z = —= -!-(бу + 45-2м),
А  7

kelib chqadi.
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дх_\
'дй~1 '
ду _А
ди 7'
dz _ 2
^~~7'
Yakobian

^=л.
д& V
^ _ 1
э5~~7

дЗ~7'

дх_Ъ
^~7'
ф _ 2
Эй? 7

& _ 1
Эй? 7

dx dx dx 1  2 3

du дЗ да) 7  7 7

ду ду ду 4 _1 2
ди дЗ да) 7  7 7

bz dz dz _2 4 1
ди дЗ да) 7  7 7

1(и,3,а}) =

-!-(-l-8+48-6+8+8) = -!--49 = i
7' V I

8?

1  -2 3

4 -1 -2

-2 4 I

\R'-u^ VR'-u'-v^ I Д \'Д^-и-V = jjldV = llj\l(u,S,(i)pudSd(>) = -jdu |rfv |rffi)=-|rf« j -jR'-u'-a'd&i
У  у 7o o o 7o o

fl 2

Lekin fVa'-Jc'iic=— ekani bizgama'Ium .
0  ̂

Bu erda a ni yja^-u' ga almashtirsak,

I  ylR^-u^-S^d3=-{R^-u^) kelib chaqdi .
Natijada

8 гл-Г = -Г-(Л'-м'>/м =—I Л^и- —7J4' 7 1, 3
Bu yerda ellipsoidning hajmini hisoblashda uning birinchi

oktantdagi bo'lagining hajmini hisoblab, natijani 8 ga ko'paytirdik.

.3\

7  3

2л^ 2R^ 4л/г' 1 u' i-i \= y—= — (kubbirilk).
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4.3. Uch karrali integrallarning mexanikaga tatbiqiari.

Jismning hajmi V bo'lib, ixtiyoriy M[x,y,z) nuqtaning zichligi
Дм)=р(дс,у,2) bo'lsa, uning massasi

m = JJJ p{\ y^)dV (7)
r

formula bilan aniqlanadi.
Koordinata tekisliklariga nisbatan statik momentlari

= Ш = JJJ y. M„ = JJJxp{x,y,z)dV;
r  r г

(8)
Og'iriik markazining koordinatalari

^^^xp{x,y,z)dV \\\yp{x,y,z)dV ^^^zp{x,y,z)dV
•Vo = -^ ; Vo = -

m

(9)
Koordinata o'qlariga nisbatan inersiya momentlari
h = JJJ G'' + =^)p{x,y.=)ciy; Iу = JJJ G' +x^)p{x.y,z)dV-,

r  Г

г

formula bilan aniqlanadi.
Koordinata tekisliklariga nisbatan inersiya momentlari esa

quyidagicha topiladi:
JJJ ' /„ = JJJy^p{x,y,z)dv-, /^, = \\\x^p{x,y,z)dV',
I' r V

Qaralayotgan jism massasi nuqtani Nyuton qonuni
bo'yicha tortish kuchini F bilan belgilasak, F ning o'qlardagi
proyeksiyalari quyidagi formula bilan aniqlanadi: (A nuqta massasi m
ga teng bo'lsa)

F, = p(x,y,z)dV\ F = ^JJJ p(x,y,z)dV\
у  /' г '*

F,=k\\\m^^^p(x,y,z)dV', (11)
i- f

Bu yerda
г = 7(лг-^)"+Су-7У+(.—f)'; Р = к.'ч./^)

к- Nyuton koeffitsenti ( gravitatsion doimiylik).
Sunga o'xshash berilgan jismning A nuqtaga potensialini

aniqlaymiz:
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p{x,y,z)dV
(12)

Bu yerda ikkita holga e'tibor berish kerak:
1) Agar A{^,T],Q nuqta berilgan jismdan tashqarida yotsa, u holda

(11), (12) integrallar xosmas integrallar hisoblanadi, lekin bu holda
ham (11), (12) integrallar mavjuddir. End! tipik misollar yechishga
o'tamiz.

1-misol. Birlik hub (0<х<1; 0<у<1; 0<z<l) har bir М{х,у, =)
niiqtasidagi zichligi p{x,y,z) = x-\-y + z formula bilan
berilgan. Massasini hisoblang.

Yechim. (^) formulaga ko'ra
1 1 1 I I

m = ,z)dV = J6fccjc(vj(jc + y + 2)flfe = Jfibcj JCZ + yz H
2

dy =

= ]dx\{x+y+^dy = \{xy+^ + \-y
0  o\ oV ^ ^ ,

dx = f(x + l)dx = — + jc = - + 1 = 1,5
2

2-misol. z = x^ -hy^ paraboloid х-ьу = а, x = 0; y = 0; z = 0;
tekisliklar bilan chegaralangan bir jinsli og'irlik markazining
koordinatalarini topining.

Yechim. Berilgan jism bir jinsli bo'lgani uchun p = (x,y,z) = l
deb olamiz. Bu holda jism massasi son jihatdan uning hajmiga teng,
ya'ni fn = V bo'ladi F soha quyidagicha boMadi:

V = {(x,y,z)e :0<X< a; 0<y<a-x,0<z<x^ +y^}
jism massasi

a  a-x x^+y^ a a-x a a-x

^ = \\\dV = ̂ dx^ dy J dz = ̂ dx^{x^-\-y^)dy=^dx^{x'+y')dy=

]f'y+Y
(a-x)

12

4 N

~T~T"^T2~ 6
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