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KIRISH

Muhtaram  Prezidentimiz Sh.M.Mirziyoyev ta’kidlaganidek,
“Matematika hamma fanlarga asos. Bu fanni yaxshi bilgan bola aqlli,
keng tafakkurli bo‘lib o‘sadi, istalgan sohada muvaffagiyatli ishlab
ketadi”. Hagiqatdan ham matematika fani inson aqlini charxlaydi,
diqqatini rivojlantiradi, ko‘zlangan maqsadga erishish uchun qat’iyat
va irodani tarbiyalaydi, algoritmik tarzda tartib-intizomlilikka
o‘rgatadi va eng muhimi mulohaza yuritishga chorlaydi hamda
tafakkurni kengaytiradi. Hozirgi kunda respublikamizda ta’lim
sohasida olib borilayotgan islohotlar Milliy o‘quv dasturi talablari
asosida o‘qitishni tashkil etish, talabalar uchun zamon talabiga javob
beradigan darslik, o‘quv qo‘llanmalar yaratish dolzarb masalaligicha
golmoqda. Ushbu o‘quv qo‘llanma yuqoridagi talablarni hisobga olib
yaratildi. O‘quv qo‘llanma “Hisob(Calculus)” fanining integrallar
moduliga to‘g‘ri keladi. Unda anigmas integral, aniq integral va
ularning xossalari, xosmas integrallar, ikki va uch karrali integrallar
va ularning xossalari yetarli darajada o‘rganilgan. Bundan tashqari har
bir mavzuga doir misollar yechib ko‘satilgan hamda ushbu darsda
mustaqil yechish uchun misollar ham keltiriladi

O‘quv qo‘llanmada keltirilgan mavzular iloji boricha qat’iy va
tushunarli bo‘lishiga harakat qilindi hamda ko‘p miqdordagi misollar
bilan ta’minlandi, bu esa nazariy mazmunning ma’nosini ochishga
yordam beradi.

O‘quv qo‘llanma kamchiliklardan holi emas albatta, shu sababli
muallif uni takomillashtirishga qaratilgan fikr va mulohazalarni
mamnuniyat bilan qabul qiladi va oldindan o‘z minnatdorchiligini
bildiradi.



I BOB. ANIQMAS INTEGRAL
1.1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral

Berilgan funksiyaning hosilasini topish differensial hisobning
asosiy masalalaridan biridir. Matematik analizning geometriya,
mexanika, fizika va texnikadagi masalalarga keng miqyosdagi tatbiqi
teskari masalani yechishga, ya’ni berilgan f(x) funksiya uchun
hosilasi shu funksiyaga teng bo‘lgan F(x) funksiyani topishga olib
keladi.

Funksiyaning berilgan hosilasiga ko‘ra uning o‘zini topish
masalasi integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.

y=f(x) funksiya (a;b) intervalda aniqlangan bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar (a;b) intervalda differensiallanuvchi F(x)
funksiyanig hosilasi berilgan f(x) funksiyaga teng, ya’ni

F'(x)=f(x) (yoki dF(x)= f(x)dx)
bo‘lsa, F(x) funksiyaga (a;b) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi deyiladi

Masalan: F(x)=x* funksiya butun sonlar ogida s(x)=6x*
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi, chunki xe Rda(x*y =6x";

X

F(x)=+i-x* funksiya (=1;l)intervalda f(x)=- N funksiyaning
—x-

. T T . 1. T x
bushlang‘ich funksiyasi bo‘ladi, chunki x € ( Lhda(1-xy=- =

Lemma. Agar F(x) va ®(x) funksiyalar (a;6) intervalda f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsa, u holda F(x) va ®(x)

bir- biridan o‘zgarmas songa farq qiladi.

' Isboti. F(x) va ®(x) funksiyalar (a;b) intervalda f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiya bolsin: F'(x)= 1 (x), @'(x)=f(x)-

U holda istalgan x e (a;b)da

(D(x) - F(x)) =®'(x) — F'(xX)=f(x) - f(x)=0

bo‘ladi. Bundan ®(x)- F(x)=C yoki ®(x)=F(x)+C kelib chigadi, bu
yerda C -ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Shunday gilib, f(x) funksiya (a;6) intervalda biror F(x)
boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lsa, uning golgan barcha boshlang‘ich
funksiyalari {F(x) + C} to‘plamni tashkil giladi.
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2-ta’rif. f(x) funksiyaning (a;b) intervaldagi boshlang‘ich
funksiyalari to‘plamiga f(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi
va [ f(x)dxkabi belgilanadi.

Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra

[ f(Ddx=F(x)+C, (1.1)
bu yerda f(x)- integral ostidagi funksiya, f(x)dx-integral ostidagi
ifoda; x- integrallash o‘zgaruvchisi, | - integrallash belgisi deb
ataladi.

Anigmas integralni topish, ya’ni berilgan funksiyaning
boshlang‘ich funksiyalari to‘plamini aniglash masalasi funksiyani
integrallash deyiladi.

Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani
differensiallashga teskari amal bo‘ladi.

Berilgan f(x) funksiya gachon boshlang‘ich funksiyaga ega
bo‘ladi degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teoremani
isbotsiz keltiramiz).

1-teorema. Agar f(x) funksiya [a;5] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u
holda u bu kesmada uzluksiz bo‘lgan boshlang‘ich funksiyaga ega
bo‘ladi.

Ko‘p hollarda F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘ladigan (a;b) interval ko‘rsatilmaydi. Bunday holda (a;b)
interval sifatida f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi tushuniladi. Shu
sababli bundan keyin integral ostidagi funksiyalar uzluksiz va (1.1)
formula ma’noga ega deb hisoblaymiz. Masalan, f (x)=i funksiya
(—;0) va (0;) intervalda uzluksiz.

Shuning sababli uning anigmas integrali deb

dx hx+C, x>0,
I?={ln(-x)+c, x<o - MIFIHC (x=20)

funksiya tushuniladi.



¥y Boshlang‘ich  funksiyaning
: grafigi integral egri chiziq deb
T~ V=F@I+G ataladi.
7= F(®) Anigmas integral geometrik
jihatdan ixtiyoriy C o‘zgarmasga
o x . ¢ .
bog‘liq bo‘lgan barcha integral
T =G ey chiziglar to‘plamini

T~ FW+C ifodalaydi. Agar F(x)
funksiyaning grafigi integral egri
1-shakl chiziq bo‘lsa, boshqa integral egri

chiziglar uni Oy o‘qi bo‘yicha
parallel ko‘chirish yordamida hosil gilinadi.

1.2. Anigmas integralning xossalari

Aniqmas integral quyidagi xossalarga ega.

1. Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi s(x)
funksiyaga teng:

([ f@axy =193

Isboti. F(x)funksiya f(x)funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi,

ya’ni F'(x)= f(x) bo‘lsin. U holda
([ f(x)dx) = (F(x)+C) = F'(x)+0= f(x).

Bu xossa integrallashning to‘g‘riligini differensiallash orqali
tekshirish imkonini beradi.

Masalan, J(3x* +5)dx=x* +5x+C to‘g‘ri, chunki
(x> +5x+C) =3x* +5.

2°. Funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan o‘zgarmas sonning yig‘indisiga teng:

[dF(x)=Fx)+C.

Isboti. F'(x)=f(x) bo‘lsin. U holda

[dF(x)=[ F'(x)dx =] f(x)dx = F(x) + C.

3. O‘zgarmas ko‘paytuvchini anigmas integral belgisidan

tashqariga chiqarish mumkin:
[kf(x)dx=k[ f(x)dx, k=const,k+0.

Isboti. F'(x)= f(x) bo‘lsin. Bundan

[/ (x)dx = [kF'(x)dx = [(kF(x)) dx = k(F(x) + C) = kF(x) + C, = k[ f (x)dx
(C, =kC deb olindi).



4", Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining anigmas
integrali shu funksiyalar aniqmas integrallarining algebraik
yig‘indisiga teng:

JU) £ glxNdx = [ f(x)dx £ [ g(x)dx.

Isboti. F'(x)=f(x). G'(x)=g(x) bo‘lsin. U holda
[(f(x) % g = [(F'(x) £ G'(x))be = [ (F(x) £ G(x))cbe = [d(F(x) £ G(x)) =
=F(x)£ G(x)+C=(F(x)+C) £(G(x)+C,)=[ f(x)dx + [g(x)dx, C,+C, =C.

5"Agar [f(x)dx=F(x)+C bo‘lsa, u holda x ning istalgan
differensiallanuvchi funksiyasi w=u(x) uchun j f@)du=Fu)+C
bo‘ladi.

Isboti. x erkli o‘zgaruvchi, f(x) uzluksiz funksiya, F(x)
funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. U holda
[f(x)dx=F(x)+C bo‘ladi.

u=g(x) bo‘lsin, bu yerda ¢(x)- uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan
funksiya.

Birinchi  differensialning  invariantlik  xossasiga  ko‘ra
dF (u) = F'(u)du = f(u)du bo‘ladi.

Bundan

[ fw)du =[d(F(u))=F(u) +C.

Bu xossa integrallash formulasining invariantligi xossasi deyiladi.
Demak, aniqmas integral integrallash o‘zgaruvchisi erkli o‘zgaruvchi
yoki erkli o‘zgaruvchining uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan ixtiyoriy
funksiyasi bo‘lishidan qat’iy nazar bir xil formula bilan topiladi.

1.3. Asosiy elementar funksiyalarning integrallar jadvali

Integrallash differensiallash amaliga teskari amal bo‘lgani uchun
asosiy integrallar jadvalini differensial hisobning mos formulalarini
qo‘llash va aniqmas integralning xossalaridan foydalanish orqali hosil
qilish mumkin.

Masalan, d(sin ) = cosudu ekanidan Jeosudu = [d(sin u)=sinu+C.

Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallar jadvali
deyiladi.



Asosiy integrallar jadvalida integrallash o‘zgaruvchisi » erkli
o‘zgaruvchi yoki erkli o‘zgaruvchining funksiyasi (5° xossaga ko‘ra)
bo‘lishi mumkin.

Jadvalda keltirilgan formulalarning to‘g‘riligiga uning o‘ng
tomonini differensiallash va bu differensialning formula chap
tomonidagi integral ostidafi ifodaga teng bo‘lishini tekshirish orqali
ishonch hosil gilish mumkin.

Asosiy integrallar jadvali

Quyidagi integrallarga odatda jadval integrallari deyiladi.

a+l
1. ]u“du=:+l+C, (a@=-1);2. [%:lnlul=C;

3. ja"du:h‘:—+C, (0<a=l); 4. [e"du=¢e" +C;
a

5. [sin udu=—cosu+C; 6. [cosudu=sinu+C;
7. j’tgudu——hﬂcosul-c 8. [ctgudu=In|snu|=C;

-tgu+C 10. j———-—ctgu-i—C

o]
cosu

=arcsin £ + C; 14.
a J‘-\/uz + a?

du : =_l_ln
-a 2a

2
|7.I u’ia’du=%s}u’ﬂ:a’i§ lnu+sjuzia’|+c.
2
]8.] a? —utdu =2 o~ + L arcsin L+ C;
2 2 a
19. [shudu=chu+C; 20. jchudu shu + C;
du
21. [——=thu+C, 22. Y _cthu+C.
‘[ch’u " Is hu

11. j—-h +C; 12, -4

tg

13. ] =In'u+\/u ia’|+C,

Ja’ --u2
di
15.
f—

u—a

+C;
u+a

Bu integrallardan birining, masalan 13- formulaning to‘g‘riligini

ko‘rsatamiz:
d(arcsin £+C)=._l—. .ldu=i

a u l a az_uz
[
a

Amaliy mashg‘ulotda yechiladigan misollar.



Berilgan aniqmas integrallarni toping.

l.j(x’+5x+%)dx 2.](3—x2)=¢r
3. [ G- Trax Nl
) t
5 Iﬁ I cjsagt
7,jtg3x¢r 8. I(sin Tx- Yy + EO_SIZK)

J Ax ¥ v
[ 9IJ9+\ .10.]‘\/9_9 d

Ad

Mustagqil yechish uchun misollar.
Berilgan anigmas integrallarni toping.

e "dx 1 dx
Lf =3 2.[@r-1x* -1 b 3, | T3
Sx-2 x+1
g slene I

1.4. Anigmas integralda integrallash usullari

Bevosita integrallash usuli

Integral ostidafi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlar bajarish
va aniqmas integralning xossalarini qo‘llash orqali berilgan integralni
bir yoki bir nechta jadval integraliga kelnitib integrallash usuliga
bevosita integrallash usuli deyiladi.

Misollar
cos2x coszx—sin’x 1
1. j 2 o2 6bC=I 2 ai 2 _I( )dl=
cos* xsin’x cos® xsin’x sin’x cos x
=j —j =—ctgx—tgx+C=— _2 +C;

sin’x “cos’x sin 2x

2 +x")dx=5jsh1xdx-—2[ zdx
+1 x +1

4
=-5cosx - 2arcigx + x: +C;

2. I(Ssm x-—xz +Ix3dx=

! 1-x* -1
3. -2 d=- de=—[(1-x
jl-&-x2 I 1+ x? I

3 —-—x+—j—+arclgx+C.

dx
=—[dx+[x*dx +
I I Il+x
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4 g iy o
Jx-3- Jx 7 ‘Jx-3+Jx-7 \fx—3—\/x—7

=Z[(Jx—3+Jx—7)dx=—J(x—3) +%\/(x—7)’ +C.

dx -—

> 3+d;+;r—I 1 (1 = : :
e -2

2 2
=(u=x+—l-, a=(J—ﬁ—]J=lnx+-l-+ (x+l) +[[l—l]
2 2 2 2 2
x+%+\/3+x+x’ +C.

Berilgan  integralni  jadval integrallariga  keltirishda
differensialning quyidagi almashtirishlari («differensial amali ostiga
kiritish» jarayoni) qo‘llaniladi:

+C=

=

du=d(u+a), a—son; du= —]—d(au); udu = %d(u’); cosudu = d(sin u);
a

sin udu = —d(cosu), ldu =d(Inu); l, du =d(tgu).
u cos u

Umuman olganda, f'(u)du=d(f(«)). Bu formuladan integrallarni
topishda ko*p foydalaniladi.
Misollar

]Icosx+smxdx d(sin x — cos x) = In |sin x — cosx| +C.

SMXxX—COoSXx sin x —cosx
d 1 dGx) 11 3x 1 3x
. =— === te>x + C=—arctg>= + C;
Hovor "3 Ter oy = =3 178 % 12787

O‘rniga qo‘yish (o‘zgaruvchini almashtirish) usuli

Ko‘pchilik hollarda integralda o‘zgaruvchini almashtirish uni
bevosita integrallashga olib keladi. Integrallashning bu usuli o‘rniga
qo‘yish (o‘zgaruvchini almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul
quyidagi teoremaga asoslanadi.

1-teorema. Biror T oraliqda aniglangan va differensiallanuvchi
x=¢(t) funksiyaning qiymatlar sohasi X dan iborat bo‘lib, X da f(x)
funksiya aniqlangan bo‘lsin, y’ani Toraliqda f(¢(/)) murakkab
funksiya aniqlangan bo‘lsin. Agar F(x)funksiya.Xx oraliqda f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda

[fx)dx = [ f(@tN@'()at (1.1)
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bo‘ladi.

Isboti. X oraliqda f(x) va F(x) funksiyalar aniglangan.

Shu sababli f(e()) va F(e(t)) murakkab funksiyalar T oraliqgda
aniqlangan, differensiallanuvchi hamda

(F () = F(g)g(1) = ()1

bo‘ladi.

Bundan

[ @8 @t = [(Fgamdt =F@O)+C = (F)+ O] g = [ (21|

hisobga olinsa,

x=g@(t)

[S(x)dx = [ f(@()e@'(t)dt
(1.1) formula anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish formulasi
deb yuritiladi.
Ayrim hollarda ¢ =g(x) o‘rniga qo‘yish bajarishga to‘g‘ri keladi.
U holda [ s(p(x))¢'(x)dx=]f(r)dt bo‘ladi. Demak, (1.1) formula
o‘ngdan chapga qo‘llanishi ham mumkin.

Misollar.
V+hx
1| —-—dx integralni topamiz. 1+In x=¢* bo‘lsin.
Bundan nx=¢*~1, @ _ 2tdt.
X

(1.1) formulaga ko‘ra

I\/1+lnxdx=jtt-22u{1=zjltzdtl 2[(1+’ 1 1}” [1+ =t

)+C=
1

xhhx t+
2:+In( +C yNET +ln( l:‘hx)l
x—

=2m+2h|m—ll-h|m.x{+c.

2.[{xJx-3dx integralni topamiz. Bunibg uchun Vx-3=¢ o‘rniga
qo‘yish bajaramiz. U holda x =1’ +3, dx =2tdr.

Shu sababli

[xvx=3dx={(t* +3)¢- 2dt =2[(t* +3¢*)dr =

S 3
=2jt‘dl+6]tzdt=2~-’§+6-£3—+C=§\/(x—3)5 +2(x-3) +C.

3. [Jl+cos® xsin 2xdrintegralni topamiz. Bunda 1+cos’x=¢’
deymiz.
Bundan - 2cosxsin xdx=2tdt yoki sin 2x =-2tdt.

1



U holda
i+ cos” xsin 2ade=[i(-20)dt =25+ C= =2 [T+ cos?x) +C.

’ - 2
4. | 2 zx dx integralda x=3sint, dx=3costdl, V9 —-x* =3cost
x

deymiz. Bunda ¢ =arcsin f. U holda

1“9 dx= jcos’ _jl sin_ tdt j —jdt =—ctgt—t+C=
x sm-¢
o - ("
=-S5 == Vi-sin ¢ 3 —arcig> Z+C=
sm ¢ sin ¢ X
3
2
—-P-x —arcsin§+C

Izoh. Ayrim hollarda integrallashning o‘zgaruvchini almashtirish
usuli takroran qo‘llaniladi, ya’ni bunda bajarilgan o‘rniga qo‘yishdan
so‘ng shunday integral hosil bo‘ladiki, bu integralni boshqa o‘rniga
qo‘yish orqali soddalashtirish yoki jadval integraliga keltirish
mumkiin bo‘ladi.

Bo*laklab integrallash usuli

Bo‘laklab integrallash usuli ikki funktsiya ko‘paytmasining
differentsiali formulasiga asoslanadi.

2-teorema. u(x) va v(x) funksiyalar qandaydir X oraliqda
aniglangan va differentsiallanuvchi bo‘lib, u'(x)w(x) funksiya bu
oraligda boshlang‘ich funksiyaga ega, y’ani [u'(x)w(x)dx integral
mavjud bo‘Isin. U holda x oraliqda u(x)v'(x) funksiya boshlang‘ich
funksiyaga ega va

JuCx' (e)dx = u(x)v(x) - [v()u'(x)dx (1.2)
bo‘ladi.

Isboti. (u(x)V(x)) =u'(x)v(x)+v'(x)u(x)tenglikdan

u(x)V'(x) = (u(x)n(x)) —~ v(x)u'(x).

@(xm(x))'va u'(x)n(x) funksiyalar X intervalda boshlang‘ich
funksiyaga ega bo‘lgani uchun V(x)u(x)ham X intervalda
boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi. Oxirgi tenglikning chap va o‘ng
tomonini integrallasak, formula kelib chigadi.
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(1.2) formulaga anigmas integralni bo‘laklab integrallash
formulasi deyiladi.

Ma’lumki, v'(x)dx = dv, u'(x)dx =du. Bundan (1.2) formula

_[udv=uv—_[vdu (1.3)
ko‘rinishga keltiriladi.

Bo‘laklab integrallash usulining mohiyati berilgan integralda
integral ostidagi f(x)dx ifodani udv ko‘paytma shaklida tasvirlash va
(1.3) formulani qo‘llagan holda berilgan judv integralni oson
integrallanadigan [vdu integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Bo'‘laklab integrallash orqali topiladigan integrallarni asosan uch
guruhga ajratish mumkin:

1) [P(x)arctgudx, [ P(x)arccigxds, [P(x)inxdx, |P(x)arcsin xdx,

jP(x) arccosxdx (bu yerda P(x)- ko‘phad) ko‘rinishdagi 1-guruh
integrallar.

Bunda dv = P(x)dx, qolgan ko‘paytuvchilar «bilan belgilanadi;

2) [P(x)e"dx, [P(x)sinkxdx, [P(x)coskxdx ko‘rinishdagi 2-guruh
integrallar. Bunday bo‘laklashda u = P(x), qolgan ko‘paytuvchilar dv
deb olinadi;

3) Ie"' sin kxdyx, Ie"' coskxdx ko‘rinishdagi 3-guruh integrallar
bo‘laklab integrallash formulasini takroran qo‘llash orqali topiladi.

Misollar

u=e", du=2e"dx
dv =sin xdx, v=—cosx
u=e*, du=2edx
dv=cosxdx, v=sin x

1.7= Isin xe¥dx = = —e* cosx + 2fe™ cosxdx=

=—e" cosx + 2(**sin x — 2f e sin xdx) =

=e*(2sin x — cosx) — 4.
Bundan

I= %e”‘(Zsin x~cosx)+C.

u=arctgx, du= dx ,

2.]arclgxdx= 1+x? =Xxarclgx— I]_x_z¢ﬁ=
+
dv=dx, v=x o
_ 1 d(l+x?) 1
—xarctgx—aj T =xarctgx—-£ln|l+x’|+C.
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3.

u=x, du=dx
[xedx= =x¢ - [e'dr=xe" —e" +C=e"(x-1)+C.
dv=e'dx, v=e"
dx
2 = = o —_—
4. [in?xdx=| M FTH M= it -2 in xdx=
dx=dv, v=x
bx=u, du=Z
=| P T = xint x— 2xh x + 2[dr =xIn® x — 2xIn x + 2x + C.
dx=dv, v=x
5.
x* =u, du=2xdx, i
x*sin 2xdx= =——x?cos2x + | xcos2xdx=
I sm 2xdx=dbv, v=—COS2x 2 I
x=u, du=dx, 1 0 1
= i =——x"cos2x +—xsin 2x — = | sin 2xdx=
cos2xdx=dv, y="SB2% [T T3 ¥ COSXTST Al

=-—l-x2 cos2x +lxsin 2x+10052x +C.
2 2 4

Ko‘rsatilgan uch guruh bo‘laklab integrallanadigan barcha
integrallarni oz ichiga olmaydi.
Masalan,
6.
sin x
[sin xIn cosxdx = ncosx =u, du= T cosx

sin xdx=dv, v=—cosx
=-cosxlncosx+cosx+C=cosx(l -Ihcosx)+C.

=—cosxln cosx - [sin xdx=

v u=x, du=dx
7. = dx = xtgx— [tgxdx=xtgx—In | cosx|+C.
Voosn | dvet v g |TFE f1gx gx
cos’ x
In sin x Insin x=u, du=cf)ﬁdx
8‘.[ T dx= dx Sm x =lgxlnsinx—j'dx=
cos’x —dv, v=1gx
cos’x
=tgxlnsin x - x+ C;

Amaliy mashg‘ulotda yechiladigan misollar
Berilgan anigmas integrallarni toping
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I.Iarccos xdx(Javob.xarccosx—v1-x* +¢ ) 2. Ixe'dx (Javobxe™ —¢" +¢)

3.[0‘ cos xdx(Javob. 22.— (cosx +sinx)+c). 4. IM(J ob.——— + In

S.I o ]sxdx( Javob.In lg(£+%] +c)

6. J' j;:‘:'—c::‘ dx (Javob J‘ 1-sin2x+¢) 7. j p— J_”“"o” 1 —— +c)
3[1‘4—:: dx (Javob. —}a,.clg%_ﬂ +e) 9jsm = (Javob.—-gifctg_Sx-&c)
IO.Im (Javob. 3 arclg( 5‘2: )+ c) 11 .Im(lavob. In tg% +c]

12.Isin: xdx( Javob.X —lsin 2x+c¢)
2 4

Mustagqil yechish uchun misollar.
Berilgan anigmas integrallarni toping

1.j<3x-3/?+25inx-3)dx 2, j'“‘ 3.j(sin3.r+xJ1+x2)dx

4.J(x’——l-+2')dx 5. J‘St 2

Ux

dr 6.[cos(3x-4)dx

1.5. Sodda ratsional kasrlarni integrallash

I va Il turdagi sodda kasrlar jadval integrallari orqali topiladi:

jAd Ajd(" D _ At |x—al|+C; (1.1)
xX—a -a
Adx e
I(x—a)"_A'[(x_a) d(x—a)
_ (x_a)-kol __;_—
A O e 4 C (1.2)
Mx+ N . ..
Il turdagi sodda kasrni qaraymiz. [——————dx integralining
X +px+q

suratida kasrning maxrajidan olingan hosila (x* + px+g)'=2x+ pni
ajratamiz va natijani integrallaymiz:

M Mp
2x+ p)+ N-—-—+~
M+ N dx=jz(x » 2 g M 2x+p ..
xX+px+gq xX+px+q 2 ' x*+px+gq
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+(N'——A—{£ —;———“dr——=—'ﬂ£.]! +( —%—p—}]z.

Integrallardan birinchisi J, =ln|x* + px+g¢|.
Ikkinchi integral maxrajida to‘liq kvadrat ajratamiz va uni
integrallaymiz:

N S d(H'zRJ 2 2xap

S 5 —= arclg =,
X Hpriq (HE) +q-F Jag - p? Jagq-p’
2 4

bunda 4q - p* >0, chunki D<O0.
Natijada quyidagiga ega bo‘lamiz:

I-—j‘—hidx=ﬂhl|x2+px+q|+2N_MP wdull el (1.3)
xX+px+gq 2 J4q J q-p’
Misol
S5x+11 . . .
————dx integralni topamiz.
jx’+6x+l3 gr P
3 (2x+6)+11-2-6
x*+6x+13 x?+6x+13
SO i) 61314
x*+6x+13 x*+6x+13 2

J, lntegralm topamiz:

dx d(x+3) 1 x+3
J = = = - {
N Foeorvil aeis

(x+3)*+2° 2 2
Bundan
I——zsx-'.—udx =-5-ln | x? +6x+13|—2arctgx+3 +C.
x +6x+13 2 2

IV turdagi sodda kasrning integralni topamiz:
I Mx+ N abc=-A21j' (2x + p)dx +

(x* + px+q)' (x* + px+q)’
M "(”e)
+(N—Tp]j' - 2 —.
((Hg] +q_%]

Bunda birinchi integral jadvaldagi integralga keltirib, topiladi:

(2x + p)dx . o 2 1
d = .
j‘(x +px+q) =[G+ preTdG 4 preg) (1 -5)}x*+ px+qg)"

16
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Ikkinchi integralga (uni 7, bilan belgilaymiz) (x+§)=l belgilash

kiritamiz va 0< g - % =a’ almashtirish bajaramiz.

U holda
P
I =J- d(x+2) =j~ dt J'(t +a) r
! ( Y P’ ‘ (tz+a1) Tat? (P +ad)
X+ +q-
( 2) 4)
_ 1 dt
__I(l +a) I(11+a’)"

Bunda birinchi mtegral I, ga o‘xshash bo‘lib, unda maxrajning
darajasi bir birlikka kichik. Shu sababli uni 7 _, bilan belgilaymiz.
Ikkinchi integralni bo‘laklab integrallaymiz:

| t’dt It21dt _1 -t L] | dt _
E+a’y 27 +a’y 2Us-D)E +a)" s-17( +a?)"
t 1
+ I,
2s - +a*)" 2As-1)
Demak, 7/ integralni hisoblash uchun s darajani pasaytirish
formulasini hosil gilamiz:

1:=_Iflv-l+ 2 tz Iysd zl 1:-I
a T 2a'(s-Dt+a’)y’ 2a’(s-1)

yoki
= 2 t'\ 2\ s~ + 2"5—3 PR (]'5)
2a° (s’ +a’)”"  2a°(s-1)
Shunday qilib, (1.5) formula bo‘yicha 1 integralni topamiz, I,

dagi barcha ¢ni x+—‘;Z bilan almashtiramiz va birinchi va ikkinchi

integralni (1.4) tenglikka qo‘yib IV turdagi sodda kasr integralini
topish uchun ifoda hosil qilamiz.

(1.5) formula bo‘yicha 7, integralni topish indeksi bittaga kichik
bolgan 7, integralni topishga, /., integralni topish esa o‘z navbatida
I,., integralni topishga keltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval
integralni topishgacha davom ettiriladi

=2

———arct +C.
' +a ga

17



Demak, (1.5) formula orqali 7,dan /, ga, so‘ngra / _, qaytiladi va

hokazo. Shu sababli bunday formulalar keltirish yoki rekurrent
(qaytuvchan) formulalar deyiladi.

Misol

2x+5 . . .

integralni topamiz.

I():24-4x+8)z g P

2x+4+1 de= 2x+4 dx _
I 2 2 "I 2 2 .[ 2 2 =
(x* +4x+8) (x*+4x+8) (x* +4x+8)
! +.[ d(x-:—2)’=_1l *I dtH
. X +4x+8 [(x+2)'+4F X*+4x+8 Y (P +a’)’

bu yerda t=x+2, a=2.
Bundan
t 1 t x+2 l x+2

— e —_—— 4+ —arct .
L= va) 22 B R raxn) 160 8 2
Demak,

I 12x+5 S 1 + 2x+2 iarctg +C=
(x> +4x+38) x*+4x+8 8(x’+4x+8) 16 2
x-6 1

= +—arctg-£—£ +C.
8(x* +4x+8) 16 2

1.6. Ratsional kasr funksiyalarni integrallash

Yugorida aytilganlardan kelib chigadiki, ushbu R(x)=%)2
ratsional kasr funksiyani integrallash quyidagi tartibda amalga
oshiriladi:

1)berilgan ratsional kasrning to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanini
tekshirish; agar kasr noto‘g‘ri bo‘lsa, kasrdan butun gismini ajratish;

2)to‘g‘ri kasrning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratish;

3)to‘g‘ri kasrni sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish va yoyilmaning
koeffitsiyentlarni topish;

4)hosil bo‘lgan ko‘phad va sodda kasrlar yig‘indisini integrallash.
Misol

4
j-~5+2—6~—dx integralni topamiz.
x —-2x" +
x*+6 6 o .
R(x)=——————— noto‘g‘ri kasr, chunki m=4, n=3 (m>n).
x’ =-2x" +2x

Suratni maxrajga bo‘lish orqali kasrdan butun gismini ajratamiz:
18



x'+6 x=2x*+2x

X' =20+ 207 x+2
2x' - 2x* +6
2x’ —4x* +4x
2x —4x+6
Bundan
R(x)= x+2+2—jﬁ—§-
x*=2x" +2x

To‘g‘ri kasmmg maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
X =2x* +2x=x(x* -2x+2).
To‘g‘ri kasrni sodda kasrlar ga yoyamiz:
20 -4x+6 _A _Mx+N

x(x*=2x+2) x x'-2x+2
Yoyilmaning koeffitsiyentlarini topamiz:
2x" —4x+ 6= A(x* —2x +2) + Mx* + Nx.
Bundan

X A+ M =2,

x': 24+ N=—4,

x": 2A4=6.
yoki 4=3, M=-1, N=2.

Shunday qilib,

RGx)=x+2+34 X2
x x'-2x+2
Ko‘phad va sodda kasrlar yig‘indisini integrallaymiz:

(x'+6)dx 3dx —x+2 __,ﬁ _
Ix,_zx:+2x—.|'(.\'+2)dt+‘[ S + | ———dx= 5 +2x+3In] x|

X' =2x42
1
- (2x=2)+1-2
2( x-2)

x* 1 2x-2 dx
—|E—————dx=—+2x+3In|x|-= | —= d =
I x*~2x+2 2 |l 2Ix‘—2x+§ux+j(x-l)’+l

2
=“‘?+2x+3ln[x|—%ln [x* = 2x+2|+arctg(x 1) +C.

Amaliy mashg‘ulotda yechiladigan misollar.
Berilgan aniqmas integrallarni toping

-[x(x |)( (Jabob.—gIn|x|+ln|x—||+-;-ln|x..2|+c)

2f —"—,dxuabob 11n

(x=Dx+1)

-1
x+1

11
+———+0)
2 x+1
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1
(Javob.lenlx— - % In |x2 + l|+ -Z-arctgx +¢)

3
(x—1I)}x"+1)

x’+x -8 X X H(x-2)
4]’ avob. -+~ +4x+1n T ‘+c)
5. j' —‘f—i]—dx(.lavab.x+ ! +ln("I xll) )
X
xX-2x+3 S ,/(x }(x-3)
N3 e e ol Gl 1 W

7. I—dr(Javob—arclgx-l— m +c)

Mustagqil yechish uchun mlsollar.
Berilgan aniqmas integrallarni toping.
(x-2)
j (Javob.In 2= o +c)
1 u avob L Inl&= )(x+3)°
) (x-l)(x+2)(x+3)‘t' 12 | (x+2)°

2[ +c)
3] 2x* -3x-3 (Jav obm\/(xz—2x+5)3 1
4.]

5 f———x

x-1
N t-ardgT—+c
(-1 ~2x45) o 277 O

de(Javob In——L——-+5arcl £+c)
x(x‘+6x 13 U +6x+13 €72

- \‘ 2_
(Javob.In x -1

1.7. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Trigonometrik funksiyalarni integrallas usullaridan ayrimlari
bilan tanishamiz. Faqat trigonometrik o‘zgaruvchlar ustida ratsional
amallar (qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish) bajarilgan ifoda
beriigan bo‘lsin. Bunday ifodani barcha trigonometrik funksiyalarni
smx va cosx funksiyalar orqali ratsional ravishda ifodalash va
R(sin x,cos x) ko‘rinishga keltirish mumkin.

1. [R(sin x,cosx)dx ko‘rinishidagi integrallar
[ R(sin x,cosx)dx ko‘rinishidagi integralni tg-;f:l o‘rniga qo‘yish

orgali hamma vaqt ¢ o‘zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga
almashtirish, ya’ni ratsionallashtirish mumkin.
Hagiqatan ham, IR(sin x,cosx)dx ifodadan
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ug” 1-tg?*

%2 =2 cosx = £ 2 1=z

1 i Y 2 X 1427 *=arcigt,
+1ig s =

2 . . . -
civ:=1—+d:—z o‘rniga  qo‘yishlar yordamida ¢  o‘zgaruvchili

sin x =

2 1-7
IR(M[’2 ,1+: ) lidt =[R ("dt ratsional funksiya kelib chigadi.

fg§=' o‘rniga qo‘yish orgali [R(sin x,cosx)dx ko‘rinishidagi har

qanday integralni topish mumkin. Shu sababli bu o‘rniga qo‘yish
universal trigonometrik o‘rniga qo‘yish deb ataladi.
Misol. [— d
3sin x+2cosx+3

qo‘yish bajaramiz. U holda

integralni topamiz. Bunda tg% =t o‘rniga

2dt
I- dx =I l+t 2 =Zfzd’ =2I a
3sinx+2cosx+3 21 +3 1" +61+5 @+ +5)
Y I+1
—j(i-:-i t=Aln|t+1|+Bhn|t+5|+C.
t+1 t+5
No‘malum koeffitsiyentlarni aniqlaymiz: A4 ——]?: B= —é.
Demak,
|@£+l
[ & '(|n|:+1|—ln|z+5|)+c—-l|’+'|_1 2_l.C
3sinx+2cosx+3 2 | ﬂ 2 ,tx
g5+5

Universal  trigonometrik  o‘rniga  qo‘yish  R(sn x,cosx)
ko‘rinishidagi har qanday funksiyani ratsionallashtirish imkonini
beradi, ammo amalda ko‘pincha ancha murakkab ratsional funksiyalar
hosil bo‘lishi mumkin. Shu sababli ba’zan yuqorida keltirilgan
integralni  topishda  quyidagi sodda o‘rniga  qo‘yishlardan
foydalaniladi:

a) agar R(smxcosx) ifoda smx ga nisbatan toq, ya’ni
R(-sin x,cosx) = —R(sin x,cosx) bo‘lsa, u holda cosx=r o‘rniga qo‘yish
bu funksiyani ratsionallashtiradi;
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b) agar R(smnx,cosx) ifoda cosx ga nisbatan tog, ya’ni
R(sin x,~cosx) =—R(sm x,cos x) bo‘lsa, u holda sin x=¢ o‘rniga qo‘yish
orqali bu funksiya ratsionallashtiriladi;

c) agarR(sin x,cosx) ifoda sinx va cosxlarga nisbatan juft, ya’ni
R(-sm x,~c0sx) = R(sm x,cos x) bo‘lsa, u holda sgx=: 0°‘rniga qo‘yish bu
funksiyani ratsionallashtiradi.

Bunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

2 dt

sin?x= ig'x =———t: » cOs’ x= L — = ! T X =arclgt, dx = 2°
1+1g’x 1+ l+ig'x 1+2° L+

Misollar

1. | cos xdx integralni topami. Integral ostidagi funksiya

sin®x—4snx+5
cosx ga nisbatan toq funksiya. Shu sababli sinx=¢, cosxdx=dr deb
olamiz.

U holda
| cosxdx - dt - d(t-2) _
sm’x—4snx+5 Y —4r+5 J(t—2) +1

=arctg(t-2)+ C=arctg(sin x-2) + C.
2. ]T—-z%integra]ni topamiz. Integral ostidagi funksiya sinx
- X

ga nisbatan juft funksiya, shu sababli (gx=: o‘rniga qo‘yishdan
foydalanamiz:

dt
e B L B e
1-2sin’x ° 20 C1-7 2 =117 2" Jege—1]

1+£

2. fsin" xcos" xdx ko‘rinishidagi integrallar

fsin* xcos” xdx ko‘rinishidagi integrallar m va n butun sonlarga
bog‘liq holda quyidagicha topiladi:

a) n>0va toq bo‘lganida cosx=¢ o‘rniga qo‘yish integralni
ratsionallashtiradi;

a) m>0 va toq bo‘lganida sin x=¢ o‘rniga qo‘yish orqali integral
ratsionallashtiriladi;

c) ikkala m va n daraja ko‘rsatkichlar juft va nomanfiy
bo‘lganida

., l-cos2x 2 1+cos2x
sin’x= > cos’ x =
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formulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;

d) m+n<0 va juft bo‘lganida ;gx=r yoki cigx=¢r oO°rniga
qo‘yishdan foydalaniladi. Bunda »<0 va n<0 bo‘lsa, u holda suratda
1=(sin’* x + cos’ x)*, (k:""—;"—l—l) almashtirishdan iborat sun’iy usul

qo‘llab, ratsional funksiyalarni integrallashga keltiriladi;

€) m,n<o va ulardan biri toq bo‘lganida sin x va cosxlardan qaysi
birining darajasi toqligiga garab, surat va maxrajni shu funksiyaga
qo‘shimcha ko‘paytirishdan foydalaniladi.

Misollar

I. [sin®xcos’xdx (n>0 vatog, cosx=1)=[sin’ xcos’ xsin xdx =
3 2 7

=—[(1=£) % dt = [Fdr + 2[1*dt - [t°dt === + == ’7+c=

1 2 1
=-—cos’ x+=cos' x~=cos’ x+C.
3 5 7
2. jsin * xcos’xdx (n,m20 va jufi)= [(sin xcosx)’sin’xdx=

_I(Sln 2X) (]—Coszx)dx=%j(si!]ZZX_Sin:zxcoszx)dxz

2
1 1—cos4x 1 .., .
=— [————dx — —[sin’ 2xd(sin 2x) =
8 2 16
. « 3 . 3
=i(x_sm4xJ_sm 2x+C=_l_ x_sm4x_sm 2x)+c.
16 4 48 16 4 3
dx .
3. J"-ﬁ— integralda »n=—4, m=-2, n+m=-6<0,
sin* xcos’ x
p=tmrnl gy
Demak,
" .4 . 2 2 4
j- _ dx : j(sm x +cos’ x)’ C&=Ism x+25.m‘ xcos2 x +cos xdx:
sin xcos x sin ' xcos’ x sin®* xcos” x
—I j' o +Icos Xdx = tgx —2ctgx — jclg xd(ctgx) =

cos’x “sin’x “si'x
1

=1gx—2ctgx — —ctg'x +C.
J

3. [1g"xdx va [c1g"xdx ko‘rinishidagi integrallar
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ftg"xdx va [ctg"xdx (bu yerda n>0 butun son) ko‘rinishidagi
integrallar mos rasvishda igx=r va crgx=¢ o‘rniga qo‘yish orqali
topiladi.

Bunday integrallarni orniga qo‘yishllardan foydalanmasdan,
bevosita

tg’x= ! -1, ctgix=— l, -1
cos® x sin® x
formulalar yordamida hisoblash ham mumkin.

Misol
J2g’xdxintegralni ikki usul bilan topamiz.

5
1-usul. jtg’xdx=|tgx=t, dx=—% tdt

= > =[rdt -
1+¢ 1+1¢2

4 2 4
—jtdt+ _tdL=§__t_+l da+¢) ¢ ¢

7 =———t= ln|l+t |[+C=
I+¢ 4 2 27 1+ 4 2

1 1 1
=z‘8‘x—§tgzx—%ln | cos® x| +C=%tg‘x - Etgzx —In|cosx|+C.

2-I.ISU|. Itgsxdx=’[tg3x.tg:xdx=jtg3x.( ]2 —l)dx=
COos™ x

= Jig'x -
Cos

1
—ftg’xdx= [10° - . -1 lax =
" J1g’xdx= [1g°xd(1gx) - [18x (cos,x ldt

1
=z g‘x_jtgxid(tg) -Itgxdx= %tg‘x—%tg’x— In{cosx|+C.

4. Isin mxcos nxdx, j'sin mxsin nxdx, Icosmxcosnxdx ko‘rinishidagi
integrallar
Bu ko‘rinishdagi integrallar

sin mxcosnx=%(sin( m+ n)x +sin{ m — n)x),
sin mxsin nx = %(cos(m ~ n)x — cos(m + n)x),

COSMXCOS X = % (cos(m + n)x + cos(m — n)x)

trigonometrik formulalar yordamida topiladi.
Misol

[cos3x - cosSxdx= %j'(cos8x +cos2x)dx =
2\8

Amaliy mashg‘ulotda yechiladigan misollar.
24
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Berilgan anigmas integrallarni toping

1 1 Vrgx
1. ———dv(Jabob.—= arct, +c
j3sm x+5cos’x ¥(Jabo J_Sarcg J_ )
) 2+lg£
2. j———dx(Jabob ~In 214 ¢)
3+5cosx 4 2.4 X
—1g
2
) 1tgx+3-\/§
3. —dx(Jabob.—= In|*——|+c¢
J‘_’)sin’x-i-3sinxcosx+cos.‘.wc W(Ja Ji3 21gx+3+\/§ )

4, Isin‘ 3xdx(Javob.§x— -I—sin 6x+ 9—l6$in 12x+¢)

5. Icmx—-m“d (Javob n|LHex +lsinxcosx+c)
cos” x—sin 4 l—1gx] 2

6. I Y -—
Imdr(Ja\ob.lnllgtl +c)

2s| 'n’\'
COS T COS x
13

tgx
Javob.ﬁarcl (-——) -Xx+c)
‘ 82

7. Jcos xsin' xdx(Javob. +0)

I sm X
COS

Mustaqll yechish uchun misollar.
Berilgan anigmas integrallarni toping.

1 th—Z
1. j———-——dx(.lavab—ln 2 +c)
4-5sinx 3 2 X
g—-1
2
2. Iﬂt—dx(.lavob 2 +x+c)
sinx+1 1+lg%‘
cosZ\ 1
3. (Javob.— 3+4sin2x +¢)
‘[J3+4sm2x 2

x
1 IgE—S
4. j _—  d\(Javob.In +c)
§-4sinx+5cos” x lg£—3
2
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1.8. Giperbolik funksiyalarni integrallash

Giberbolik funksiyalarni integrallash trigonometrik funksiyalarni
integrallash kabi amalga oshiriladi. Bunda giperbolik funksiyalar

uchun o‘rinli bo‘ladigan quyidagi formulalardan foydalaniladi:
ch2x+1 ch2x=

Chzx-shzx = l, 2shx -chx = sh2x, ch:x =

sh2x=@éﬂ, 1-th'x = hlz , cthix—1=
ch’x

—,=ch’x+shx

2uh*x 1+t %
shx = 2 . chx=———2.
-t X 1- 2
2 2
Misollar
d" d(thx)
1.] ]' dx J‘.___2_=j' 2 =mlnZ|+C
shx 2shxchf th— L 2
2 2 2
2.] dx I ! —J'(l—th’x)d(lhx) thx——th’x+C

hx ch’x
3. jm’m fthx- th’xdx—j'hx(

=IM—lth’x=]‘M—lth’x=lﬂ ]chxl——th2x+C.
chx 2 2

)dx Jthxdx— [thxd(thx) =

chx 2
dx .
4, [—— i i hi th——t belgilash kiritamiz.
| PR ntegralni hisoblashda g
2dt 2t l+t
dx= = =
-1’ shx —p e
zdt
| dx < 1= ‘ZJ i _
= ! =< =
3chx + 2shx 1_"'5_.,.2.-}’.: 3 12+—‘!t+1
1-7 1-£ 3
d(t+g) 3th” +2
2 3 2 3+2 2 "2
= =g =—=arctgl —— |+ C =—F=arc! +C.
/ ' g( Js J J5 J5

3 I(Hg)z[gé)’ g
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Giberbolik funksiyalarni o‘z ichiga olgan integrallarni R(e’)
ratsional funksiyaning integraliga keltirib topish mumkin. Bunda
[R(e)dx ko'rinishdagi integrallar

' =1 0‘rniga qo‘yish yordamida ratsionallashtiriladi.

Misollar
2dx e“dx dt
I = =(e' =1, ’dx:dt =2 _—=

I Ie +e’" 2‘[e:’+l (e ¢ ) It'+l
= 2argtgt +C =2arctge* +C.

2.2 2¢" -1 d\‘(e - dv_f'i)—j 2121

T—et -2 t (e -t=2) (+0t-2)
Ratsional kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
2t -1 A4 B . C

(+DE=2) ¢ 1+l =2
Yoyilmaning koeffitsiyentlarini topamiz:
A-1=A -t-2)+B(’ -2)+C(t* +1).
Bundan

’: A+B+C=0,

t': —A-2B+C=2,

x*: —2A=-1.
yoki A=l, B=-1, C=l.

2 2

Shunday qilib,

I 2e" -1 !'=I 2t —1 .[ __dt_=
t(t+l)(t

t+l 27t-2
Int—In(t+1)+— In(t—2)+C—

(t+l) 2 (e'+l)‘

1.9. Irratsional ifodalarni integrallash

Irratsional ifodalarni o‘z ichiga olgan ayrim integrallashni ko‘rib
chigamiz.

ax+b :'.' ax+b .:2 ax+b ':: Gt s ms .
1. jR{x.(cHdJ '(awd) ..... (c.r+d) ]av ko‘rinishidagi

integrallar
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b =3 b n b By
[r x,(ax+ )'" ,(aﬁ )"’ ,...,(a” ) ( R-ratsional funksiya,
ox+d ox+d ox+d

ax+b

m,n,my,n,,....,m.,n, - butun sonlar) ko‘rinishdagi integrallar

o‘rniga qo‘ish yordamida ratsional funksiyaning integraliga keltiriladi,
bunda s=EKUK(n,,n,,...,n,).
Misollar

1. I" ""”‘" X 2 ¥ v integralni topamiz. Bunda EKUK(2,3)=6.

l+x—t‘5 deymlz.

U holda

Vi+x=r, N+x=2, de=61%t.

Demak,

Ix +\/ﬁ_
V+x

j(t 3 +1 6°dt =6[ (1% —=2t° +1* +Ndt =
tli t9 lS
=6 ——2—+— +t +C_E(3tu_10’6+912+15)+C=

=2 (3(1+x)‘-10(1+x)+9J x +15)+C.

j4x—+——dx V2x+1 . integralni topamiz. Bunda EKUK(2,3)=6.

2x+1=¢ deymlz.

U holda
V2x+1=2, 2x+1=¢, dx=3t%L.
Demak,
4x® +32x ls—l)z'i'tz 5 2,,12 6 2
3dr=3|2@" -2t +2° + Ddt =
I sz+| I r I ( )

’ . 13
—_—— +C= 12 _ 6 2 =
15 3) —-15(31 106 +9¢* +15)+C

-(12x* —8x+942x +1+8)+ C.
2. [R(x,Jax’ + bx + c)dx ko‘rinishidagi integrallar
fR(x,ax* + bx +c)ix ko‘rinishidagi integrallar Eylerning uchta

o‘rniga qo‘yichi orqali ratsional funksiyalardan olingan integrallarga
. keltiriladi:
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a) a>0 bo‘lganida ar’ +bx+c=t+Jax almashtirish orqali
integral ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning birinchi
o‘rniga qo‘yishi);

b) ¢>0 bo‘lganida vax® +bx+c =txt+/c almashtirish yordamida
integral ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning ikkinchi
o‘rniga qo‘yishi);

C)ax® +bx+c kvadrat  uchhad a(x - x,)(x - x,) ko‘rinishda
ko‘paytuvchilarga  ajralganida  integral  ostidagi  funksiya
Jax +bx+c=t(x—x,) almashtirish  bilan ratsionallashtiriladi
(Eylerning uchinchi o‘rniga qo‘yishi).

Misollar

. [———%_____ integralni topamiz. Bunda a>0. Shu sababli
Il-n/x’ +2x+2 & P

Vx* +2x+2=¢-x o‘rniga qo‘yish bajaramiz.

U holda

X +2x+2=0 =2x+x°, 2x+2x=1"-2.

Bundan
-2 3 +2t+2 5.5 t*=2 *+4+4

= . dx = N 1 ? 2x+2 =1+t~ = .
*T0+0 20+ 0 T VE X 20+0 2(+0

Topilganlarni berilgan integralga qo‘yamiz:
.[ dx j2(l+t)(t’+2t+2)’,’=j 2042

- ‘u ,“t-
1+Jx  +2x+2 7 (0 +dt+ )20 +1) 1+ 02 +1)}
Integral ostidagi to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
C+2042 A4 N B C
(1+0DQ2+)° 1+t 2+t (2+1)}
Koeffitsiyentlarni tenglashtirish usulini qo‘llaymiz:
A=1, B=0, C=-2.
Bundan
dx dt dt 2
—_— = [— -2 =ln|l+¢|+—+C.
'[l+Jx’+2x+2 IH—I Q2+1t) ! | 2+1

x o‘zgaruvchiga qaytamiz:

dx 2
—— =l 242x+2 C.
I]+ Troris |+x+\/x +2x+ |+ +

x+2+x  +2x+2

2. jﬁﬁ integralda c>0. Shu sababli Vx* +x+l=smx+1

deymiz.
U holda
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A +x+1-1

va x*+x+1=x"+2xt+1, x—xt =2t 1.
S :

Bundan

I 3 -t
x= 2-1 dx=2£—t,+—l-dt, «/x'+x+1-¢

1-1’ 1-¢)? 1-¢°
Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:

_ 2 - 2 2_
i dx =J~1 t)'(zl £ (5 t:-,ldt =j2dt.
xJx*+x+1 -1\t —t+1 (a-) 2t -1

Bundan
| dx | 2dt =ln|2t—l|+C=ln|2\/x2+x+ —2—x|+C
xJIx* +x+172-1 | x |
3. & integralni topamiz. Bunda
J‘\/Jt’—3x+2 g P

X =3x+2=(x-1)(x-2) bo‘lgani uchun J(x—1)(x—2)=(x—-1) o‘rniga
qo‘yish bajaramiz.

U holda
G-Dx-2)=(x-1yr, 1= |X22,
x—1
Bundan
-2 -
x=="%, dx= _ddt ¥ 3xe2-= t2 2_1 - 2,
-1 (t ) 7] T

Topilganlarni berilgan integralga qo‘yamiz:
J' dx j_(t —I)ZIdl__J' dr_
Vx*-3x+2 1y’

t-1

t+1

Eski o‘zgaruvchiga qaytami:
dx

IJx’-3x+2

‘]_2 ’f___z,.*.f_"_g
="h]\ x-1 x-1

1- 2:+t'

=-lnf—+C=-In +C

+C=-I|3-2x+2Jx* —3x+2|+C.

x-2

72

x—1

Eyler o‘rniga qo‘yishlari ko‘p integrallarda murakkab
hisoblashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashning
quyidagi usullaridan foydalaniladi.
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[R(x,Jax’ + bx+c)x Ko‘rinishidagi integrallarni hisoblashning
boshga bir usuli kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratish usulidir. Bu
usulda  [R(x.Vax +bx+c)x ko'‘rinishidagi integrallar kvadrat
uchhaddan to‘la kvadrat ajratish yo‘li bilan ushbu integrallardan biriga
keltiriladi:

a) agar a>0 va b’ —4ac<0 bo‘lsa, u holda IR(t,\]m2+n2t2)dt, bu

yerda

n=a, m’=—b-—4ac, l=x+-£;
4a 2a

b) agar a>0 va »* —4ac>0 bo‘lsa, u holda [R(,Vn** —m*)dt, bu
yerda n’ =a, m’ =b —4ac , =X +i
4a 2a

C) agar a<0 va b* —4ac>0 bo‘lsa, u holda jRr(,vm* —n’r)dt, bu
yerda

2 _ g
b 4a‘,t=x+£.

n*=-a, m'=-
4a 2a

. m m . . .
Mos ravishda t=—1gz, (= , t=—sinz o‘rniga qo‘yishlar
n n

nsin z
orqali oxirgi integrallar [ R(sin z,cosz)dz ko‘rinishga keltiriladi.

Misol

[V5+4x-xdx integralni topamiz. Buning uchun kvadrat

uchhaddan to‘la kvadrat ajratamiz, yangi {o‘zgaruvchi kiritamiz va
trigonometrik o‘rniga qo‘yishdan foydalanib topamiZ'

[V5+4x—xtde=[{9-(x-2) j,/g Pt =
t=3sin z,

~| dt =coszdz = [V9~9sin” z3cos zdz = [9coszdz =

=§I(1+COS2Z)d2=g( szzz) C=—(4+smm/l -sin*z)+C=

.t 9 .t t 9 t 3
z= —|= -] aresin - + =, /1 — — |+ C = —arcsi —+—\/9—t'+C=
arcs"13| 2( 373 9] 23T

=garc in—-—+ (x 2)V5+4x-x* +C.

Bundan tashqan { R(x,Jax® + bx + c)dx ko‘rinishidagi integrallarni
hisoblashda quyidagi usullarni qo‘llash mumkin:
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a.[ P, (x)dx
Jax* +bx+c
ko‘phad:

1) n=0da |

ko‘rinishidagi integrallar, bu yerda P,(x) n- darajali

T A+dzx__+c bo‘ladi; bu integrallar z>0 bo‘lganda
jadvaldagi 14- integralga, a<0 bo‘lganda jadvaldagi 13- integralga
keltiriladi;

2) n=1da | M bo‘ladi; bu integrallar suratda kvadrat

ax’ +bx+c
uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri jadvaldagi 1-
integralga va ikkinchisi 1) banddagi integralga keltiriladi;

3) n>2 bo‘lganda berilgan integraldan keltirish formulalari
yordamida quyidagi ko‘rinishdagi ifoda hosil gilinadi:

P,(x)dx T dx
'[w/ax +bx+c = Q.. (x)ax +bx+C+MJ.\/ax’+bx+c:’
bu yerda Q,,(x)- koeffitsiyentlari noma’lum bo‘lgan »-1- darajali
ko‘phad,

M - qandaydir o‘zgarmas son. Bunda ko‘phadning noma’lum
koeffitsientlari va Af soni oxirgi tenglikni differensiallash hamda x
ning chap va o‘ng tomondagi bir xil darajalari oldidagi
koefTitsientlarni tenglashtirish orqali topiladi.

dx
b/ STl kotinishidagi  integral e+ p = :

almashtirish yordamida 1) banddagi integralga keltiriladi;

) I wc+ﬁ) \F1+bx+c
ax+ ﬁ:; o‘rniga qo‘yish orqali 3) banddagi integralga keltiriladi.
Misol
dx
I(x—Z)’x/x’—4x+5
holda ¢x=-%, X odreS= il

(nezZ,n>1)  ko‘rinishidagi integrallar

integralni topamiz. Bunda x—2=} deymiz. U

Bundan

: a

f e o e[

(x-2yVx*-4x+5 1 ,--',+| N/
tZ

t]
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b) banddagi integral hosil qilindi. »n=2 bo‘lgani uchun

tidt 3 dt
=(At+BWr +1+ M .
j.\/t’+l ( I £ +1

Tenglikning har ikkala tomonini differensiallaymiz:

N e B G
r*+1 N/ RN S

yoki
F=A0+)+(At+ By +M.
x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab,
topamiz:
“Lopoo M=-1.
2 2
U holda
I vdt N1+

2
= _lj dt ,=' L+t —1ln|t+\/1+t2|+C.
Jv2 2 2+ 2 2
Eski o‘zgaruvchiga qaytamiz:

I dx __Vx—ax+s 1 i+ -axes|
(-2Vr-dx+5  26-2¥ 2| x=2 |

3. [x"(a+bx") dx binominal differensial integrali [x"(a+bx")"dx
ko‘rinishidagi integral binominal differensial integrali deyiladi. Bunda
integral ostidagi ifoda x"(a+bx")"ga binominal differensial deyiladi,
bu yerda m,n, p - ratsional sonlar

Binominal differensial integrali uchta holdagina ratsional

funksiyalarni integrallashga keltiriladi:
a) p butun son bo‘lganida integral x=: (bu yerda

s = EKUK (m,n)) o‘rniga qo‘yish orqali ratsionallashtiriladi;

b) 71 putun son bo‘lganida integral a +sx" ="(bu yerda s—p

n
sonning maxraji) o‘rniga qo‘yish yordamida ratsionallashtiriladi;
c) mly, p butun son bo‘lganida integralda a+bx"=¢'x" (bu

n
yerda s — p sonning maxraji) almashtirish bajariladi.
Agar yuqorida Kkeltirilgan shartlar bajarilmasa binominal
differensial elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi, ya’ni
integrallanmaydi.
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Masalan, Nl+x’dx integralning integral osti funksiyasi

1
binominal differensial: m=0, n=3, p= 5 Bunda

I m+1 1 m+1
Pey Th T3 T i
sababli bu integral elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi.

Misol

+ p=§ sonlardan birortasi butun son emas. Shu

i
dx . . . 3 — = -
integralni topamiz.Shartga ko‘ra m=-3, n=4, p=——,
j‘x’«]l+x‘ gra P 2
m+1 -3+1 1
+p= —— =
P=—4"73
U holda
. t 1 -5 1+ x*
T+x'=0x*, x=(@*-1)"*, dx=—Ez(z’-l) , 1= e
Demak,
dx -3 4 -3
— o (x?Q+x*) tdx=
e

N!-

=—-"I(t’- —l)—:‘"’(t’)";((:’ - 1)’:“‘) -1y =

———j(: _,)3*’5% d=—tfa=-Ltirc=-
" 2 2 2x’

Amaliy mashg‘ulotda yechiladigan misollar.
Berilgan anigmas integrallarni toping.

Jx 45 16 15
].IW (Javabg X —-3—]]1] X +4|+C)
Jx 6 207, 12, 1T
2'[.{7_4\"—_‘&(# (Javab.-s— x‘+? X +5ln| x |+c)
1 2
Javob.—1 +4|+
3°‘[3x-4 = (Javo 3 nls/; | )

! dx (Javob.i;-(%Jst-N‘ 3x+4+4|n(J‘ 3x+4+2|)+c)

4'j\/3:r+4+2£/3;.:+4

5[—_‘—#:4: (Javob.4(l\/; +7x +49|n|4/§ -7|+ ¢)

4= lJ‘+20rclg1’ +c)
N+x+fl-x +x

6[1——’55 (Jav bln
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Mustagqil yechish uchun misollar.
Berilgan anigmas integrallarni toping.

l.j’x’e/(nx’)’dr (Javob.%{[(nx’)" —%{/(l+x’)5 +c)
Jx 4.5 1S

ZIW—de (Javab.g(\/; -lnlJ}_ +l|+c)

(= +2 )
3

3
3. I—?——d.\ (Javoh.(

Vel +2
k)
4.!%_:—d;dt (Javab.(%{/?—%'@-&-c)

1 o o Jx )
S.IWx (Javob.é(\/_-Tx+Tr~ln(l+~/;)+c)

8
6. ———“x——dt (Javob.l(\’/(Sx-S)‘ +=(3x-8)+c)
j,‘/(3x—8)1 -2i3x-8+4 3 9

1.10. Boshlangich funksiyasi elementar funksiyalarning chekli
yigindisi ko‘rinishida tasvirlanmaydigan funksiylar

Biz integrallashning elementar funksiyalarning keng sinfini
qamrab olgan muhim usullarini ko‘rib chiqdik. Bu usullar ko‘pchilik
hollarda anigmas integralni topish, ya’ni boshlang‘ich funksiyalarni
aniqlash imkonini beradi.

Ma’lumki, har qanday uzluksiz funksiya boshlang‘ich funksiyaga
ega bo‘ladi. Agar biror f(x)elementar funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi ham elementar funksiya bo‘lsa, u holda [f(x)dx integral
elementar funksiyalarda olinadi deyiladi. Bunda integral elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi (yoki integralni topsa bo‘ladi). Agar
integral elementar funksiyalar orqali ifodalanmasa, u holda [f(x)dx
integral elementar funksiyalarda olinmaydi (yoki integralni topib
bo‘lmaydi) deyiladi.

Masalan, [+/x-cosxdxintegral elementar funksiyalarda olinmaydi,
chunki hosilasi v -cosx ga teng bo‘lgan elementar funksiya mavjud
emas. Amaliy tatbiqda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan elementar
funksiyalarda olinmaydigan integrallarga misollar keltiramiz:

e~ dx — Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);

j% —integralli logarifm (sonlar nazariyasi);
[cosx’dx, [sin x*dx —Frenel integrallari (fizika);
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J §in—xabc, | 08X 1 — integralli sinus va kosinus;
x x

Iidx—integralli ko‘rsatkichli funksiya.
) : 1 . sinx

Elementar funksiyalarda ifolanmasada, e ,E;,cosx’,sm =

cosx e*
_’_5

X X ] . .
funksiyalarning boshlang‘ich funksiyalari yetarlicha o‘rganilgan,
ularning qiymatlari uchun xargumentning turli qiymatlarida mufassal

jadvallar tuzilgan.
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I1 BOB. ANIQ INTEGRAL
2.1.Aniq integral tushunchasiga olib keluvchi masalalar. Egri
chiziqli trapetsiyaning yuzasni hisoblash masalasi

Aniq integral igtisodiyotda va texnikaning bir gancha masalalarini
yechishda, xususan, har xil geometrik va fizik Kkattaliklarni
hisoblashda keng qo*llaniladi.

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi
kiritilgan va [a;5],b>a kesmada uzluksiz va manfiy bo‘lmafan y= f(x)
, ya’'ni f(x)20 funksiya aniglangan bo‘lsin.

Yuqoridan y= f(x) funksiya grafigining yoyi bilan, quyidan Ox
o'qning [a:5) kesmasi bilan, yon tomonlaridan x=a, 0<y< f(a) va

x=b, 0<y< f(b) to‘g'ri chiziqlar
! bilan chegaralangan a4Bb figuraga
egri chiziqli trapetsiya deyiladi.
(2-shakl)

adBb egri chiziqli trapet-
siyaning S yuzasiga ta’rif beramiz.
[a:b) kesmani » ta kichik
kesmalarga bo‘lamiz: bo‘linish

y=f(x)

)
-____________J\

. Ll Z = nuqtalarining abssissalarini
E . X
Xy &g x:-lgi X; ""f,, L a=x, <.xl <...<.)C'_I <x, <...<xn_, <xn =b
2-shak! bilan belgilaymiz.

{x,}={x,,x,,....x,} bo‘lish nugqtalari
to‘plamini [4;5] kesmanining bo‘linishi deymiz. x, bo‘linish nuqtalari
orqali Oy o‘qqa parallel x=x, to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri
chiziglar a4Bb trapetsiyani asoslari [x_;x,] bo‘lgan » ta bo‘lakka
bo‘ladi. a4Bb trapet-siyaning S yuzasi » ta tasma yuzalarining
yig‘indisiga teng bo‘ladi. n yetarlicha katta va barcha [x_;x]
kesmalar kichik bo‘lganida har bir # ta tasmaning yuzasini hisoblash
oson bo‘lgan mos to‘gri to‘trburchakning yuzasi bilan almashtirish
mumkin bo‘ladi. Har bir [x_;x] kesmada biror &, nuqtani tanlaymiz,
J(x) funksiyaning bu nugtadagi qiymati f(£) ni hisoblaymiz va uni
to‘g‘ri to‘rtburchakning balandligi deb qabul qilamiz. [x _;x,] kesma
kichik bo‘lganida f(x) uzluksiz funksiya bu kesmada kichik

o‘zgarishga ega bo‘ladi. Shu sababli bu kesmalarda funksiyani
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o‘zgarmas va taqriban f(£)ga teng deyish mumkin. Bitta tasmaning
yuzasi f(£)x,-x,) ga teng bo‘lganidan aABb egri chizigli
trapetsiyaning S yuzasi taqriban §,teng bo‘ladi:

SzS,,:if(é)Axi’ Ax, =x, — X, 2.1)

i=1

(2.1) taqribiy qiymat d = max{x; — x;—1},(i=1n) kattalik gancha
kichik bo‘lsa shuncha aniq bo‘ladi. o kattalikka {x} bo‘linishning
diametri deyiladi. Bunda n—o0 da d —0.

Shunday qilib, egri chizigli trapetsiyning S yuzasi deb, §, to‘g‘ri
to‘rtburchaklar yuzasining bo‘linish diametri nolga intilgandagi
limitiga aytiladi, ya’ni

S=lm S, =Im 3 /(£)As, (2.2)

Demak, egri chiziqli trapetsiyaning yuzasini hisoblash masalasi
(2.2) ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib o‘tilgan yo‘l masalasi

Agar moddiy nuqtaning harakat qonuni s = f(¢) (bunda - vaqt, s-
bosib o‘tilgan yo*l) tenglama bilan berilgan bo‘lsa f(t) funksiyaning
f'(Hhosilasi material nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi v ga
teng, ya’ni v=f'(f) bo‘ladi Fizikada quyidagi teskari masalani tez-tez
yechishga to‘g‘ri keladi. Material nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab v tezlik
bilan harakat qgilayotgan bo‘Isin. v tezlik ¢ vaqtning uzluksiz funksiyasi
bo‘lsin deymiz. Material nuqta vaqtning =a dan =5 gacha bo‘lgan
biror [a;5) oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘l s ni topamiz. [a;4] kesmani
a=t,<1,<..<t <t <..<t_ <t =b nuqtalar bilan vaqining »n ta
yetarlicha kichik oraliglariga bo‘lamiz. Vaqtning kichik [, ;]
oraligida w(t) tezlik deyarli o‘zgarmaydi va uni bu vaqt oralig‘ida
o‘zgarmas va W¢&) (& €ft;t]) ga tagriban teng deyish mumkin.
Bunda harakat [r_;!] kesmada tekis bo‘ladi. U holda bosib o‘tilgan
yo'l bu vaqt oraligida wWEXE, —1.) ga, [ap) vaqt oralig'ida

sxs§, = ‘“Z;v(g‘i)At,,At, =t,—1,ga teng bo‘ladi. Bu taqgribiy qiymat
d=max Ar,(i=1,n) kattalik gancha kichik bo*Isa shuncha aniq bo‘ladi.

Shunday qilib, s bosib oftilgan yo‘l deb, s, yig‘indining d—0
dagi limitiga aytiladi, ya’ni
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s=lim s, =lm 3 ()AL, (2.3)
-0 -0 0

Demak, bosib o‘tilgan yo‘lni hisoblash masalasi (2.3)
ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan har ikki masalada biror ko‘rinishdagi yig‘indining
limitini topishga olib keluvchi bir xil usul qo‘llanildi. Tabiatda bilim
va texnikaning bir gancha masalalari yuqoridagi kabi yig‘indining
limitini topishga keltiriladi. Shu sababli (2.2) va (2.3) ifodalarni, aniq
talqiniga qizigmasdan, o‘rganib chigamiz.

2.2. Integral yig‘indi va aniq integral

y=f(x) funksiya [4;5] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘Isin.
(a;p)kesmani ixtiyoriy ravishdaa=x,<x <..<x,<x <..<x,_ <x =b
nuqtalar bilan n ta gismga bo‘lamiz, bunda {x} ga [4;) kesmaning
bo‘linishi, 4 =max(x -x.,), (i= 1,n) kattalikka bo‘linish diametri deymiz.

Har bir [x,;x,] qismiy kesmadan ixtiyoriy £, nuqtani tanlaymiz va
f(x) funksiyaning bu nuqtadagi qiymati f(£) ni hisoblaymiz, bunda
¢ nugqtalarga belgilangan nuqtalar deymiz.

J(&) qiymatni mos Ax,=x,—x_ uzunlikka ko‘paytiramiz va
barcha ko‘paytmalarni qo‘shamiz, ya’ni

W, =§f (£)Ax, (2.4)

yig‘indini tuzamiz. (2.4) yig‘indiga f(x) funksiya uchun [4;5]
kesmaning {x} bo‘linishidagi Riman integral yig‘indisi deyiladi.

{x} bo‘linishni maydalaymiz, ya’ni yangi bo‘linish nugtalarini
qo‘shamiz va yig‘indining 4 —o0dagi limitini (agar u mavjud bo‘lsa)
topamiz.

w, yig‘indining 4 — 0dagi limiti tuzunchasini kiritamiz.

1-ta’rif. Agar V £>0 son uchun shunday &>0 son topilsaki,
[/-w,|<¢ tengsizlik [a;5] kesmaning diametri 4 <5 bo‘lgan istalgan
{x} bo‘linishida & belgilangan nuqtalarning tanlanishiga bog‘liq
bo‘lmagan holda bajarilsa, / soniga w, Riman integral yig‘indisining
limiti deyiladi 7 = m w, deb yoziladi.
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2-ta’rif. Agar Riman integral yig'indisi ¢ —o0da chekli limitga
ega bo‘lsa, u holda bu limitga (a:] kesmada f(x) funksiyadan olingan

aniq (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va f[ S(x)dx kabi
belgilanadi,

Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,

[ FCode=1tm 32 /€)%, (2.5)

bu yerda f (x)-ﬂ integral ostidagi funksiya, x- integrallash
o‘zgaruvchisi, a, b- integralning quyi va yuqori chegarasi, (a:p)-
integrallash sohasi (kesmasi) deyiladi.

la;b] kesmada j’ f(x)dx anig integral mavjud bo‘lsa, y=f(x)

funksiya shu keasmada integrallanuvchi ~ (Riman  bo‘yicha
integrallanuvchi) deyiladi. o .

Izoh. Oliy matematika kursida bosha aniq integrallar qaralmagani
sababli bundan keyin «Riman integrali» va «Riman bo‘yicha
integrallanuychiy  jboralarini mos ravishda «integraly va
«integrallanuvchi» deb yozamiz. ) o

Keltirilgan ta’riflarda « <b bo‘lsin deb faraz gilindi. Aniq integral
tushunchasini =5 va a>» bo‘lgan hollar uchun umumiashtiramiz.

a>b bo‘lganida 2-ta’rifga ko‘ra

f S(x)de = -] f(x)dx (2.6)
bo‘ladi. (2.6) tenglika integrallash chegaralari almashtirilganida aniq
integralning ishorasi teskarisiga o‘zgarishini bildiradi.

2-ta’rifga ko‘ra a=b bo‘lganida

[fx)ax=0 (2.7)
bo‘ladi. Bu tenglik bir ):il chegaralari integrallashda aniq integralning
nolga teng bo‘lishini bildiradi.

(2.4) integral yig‘indi berilgan funksiyaning argumenti qanday
harf bilan belgilanishiga bog‘liq bo‘lmagani sababli, uning limiti va
shuningdek aniq integral integrallash o‘zgaruvchisining belgilanishiga
bog‘liq bo‘lmaydi:

[ fx)dx = £yt = | f(2)dz.

Misol
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[x’dx integralni uning ta’rifidan foydalanib hisoblaymiz. [o;1]
kesmada y=x’ funksiya uzluksiz. [o;1] kesmani
0=x,<X <..<X_ <X <..<x_<x,=1 nuqtalar bilan uzunliklari
Ax, = l(i =1,n)bo‘lgan nta teng bo‘lakka bo‘lamiz. Bunda « =%, ¢

n
nuqta sifatida qismiy kesmalarning oxirlarini olamiz:
E=x= L
n
Tegishli integral yig‘indini tuzamiz:
w, =3 f(&)Ax, =ii}-l =l3(1’ +2 4 n?) =
i=l ==n- n n
_n(n+1)(2n+1) _ (n+1)(2n+1)
- 6n’ 6n’ '

Bundan
fim (n+ l)(?:n +1) ___1.
s 6n’ 3
Demak, ta’rifga ko‘ra

[}
J¥idx=_lm w =-1—.
0 3

A0 (n-sz) "
Endi £ nugqta sifatida qismiy kesmalarning boshlarini olamiz:
i-1
S=x,=—.
n
Bundan
v, =3 @) =5 D
yoki

2

1 _(n- Dn(2n—-1) _(n—=1)(2n-1)
n 6n’ 6n’

jx’dx: im w =km (n-1@2n-1) 1

° 120 (no) " nax 6n2 3.

Berilgan integralning giymati [o;1] kesmani bo‘lish usuliga va bu
kesmada ¢, nuqtani tanlash usuliga bog‘liq emas va jx’dx:%.
0

Funksiya integrallanuvchi bo‘ladigan shartlarni keltiramiz.
1-teorema (funksiya integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti).
Agar y=f(x) funksiya [4;5) kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
u bu kesmada chegaralangan bo‘ladi.
Isboti. [a;6) kesmada integrallanuvchi y=f(x) funksiya bu
kesmada chegaralanmagan bo‘lsin deb faraz gilamiz. U holda bu
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kesmaning istalgan {x} bo‘linishida [x,_;x] kesmalarning hech
bo‘lmaganida bittasida funksiya chegaralanmagan bo‘ladi. Bu holda
& €lx,;x] nugtani turli usullar bilan tanlash orqali f(&)Ax
ko‘paytmani yetarlicha katta gilish mumkin. Demak, integral faqat
& €[x;x] nuqtalarni tanlash hisobiga yig‘indi yetartlicha katta
bo‘ladi va d—0da hech bir limitga intilmaydi. Shu sababli y=f(x)
funksiya (4] kesmada integrallanuvchi bo‘lmaydi. Olingan
ziddiyatdan teoremaning isboti kelib chiqadi.

2-teorema. (funksiya integrallanuvchi bo‘lishining yetarli sharti).
la;] kesmada uzlukziz bo‘lgan funksiya bu kesmada integrallanuvchi
bo‘ladi.

Teoremani isbotsiz qabul qilamiz.

Funksiyaning uzluksizligi uning integrallanuvchi bo‘lishini faqat
yetarli sharti bo‘lad. Boshqacha aytganda [4;5] kesmada uzilishga ega

bo‘lgan, ammo bu kesmada integrallanuvchi funksiyalar mavjud
bo‘lishi ham mumkin.

Shuningdek, funksiya integrallanuvchi bo‘lishinngi kuchsizroq
shartlarini ifodalovchi quyidagi teoremalar o‘rinli bo‘ladi.
3-teorema. [4;5) kesmada uzlukziz bo‘lib, chekli sondagi birinchi

tur wzilish nuqtalariga ega bo‘lgan funksiya bu kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi.

4-teorema. '[o;5) kesmada monoton funksiya bu kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi.

2.3.Aniq integralning geometrik va mexanik ma’nolari

Egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi masalasiga qaytamiz. (2.2)
tenglikning o‘ng tomoni integral yig‘indidan iborat. U holda (2.5)
formuladan aniq integralning geometrik ma’nosi kelib chiqadi: agar
f{x) funksiya [4;5] kesmada integrallanuvchi va manfiy bo‘lmasa, u
holda [4;5) kesmada f(x) funksiyadan olingan aniq integral
y=f(x)20, y=0, x=a, x=b a<b chiziglar bilan chegaralangan egri
chiziqli trapetsiyaning yuzasiga teng.

Misol

iw/9—x’dx integralni uning geometrik ma’nosiga tayanib
hisoblaymiz.
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Bunda x ning -3 dan 3 gacha o‘zgarishida tenglamasi
y=v9_x* bo‘lgan chiziq x’+y’=9aylananing yuqori bo‘lagidan
iborat bo‘ladi. Shu sababli x=-3, x=3, y=0, y=+9-x* chiziglar
bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya x*+y°=9 doiraning

yugori gismidan tashkil topadi. Uning yuzi S = ?2£ ga teng.
Demak,

j\/9—x’ =9—”.
3

2

Endi bosib o‘tilgan yo‘l masalasiga o‘tamiz. (2.3) tenglikning
o‘ng tomoni integral yig‘indidan iborat bo‘lgani uchun (2.5)
formuladan ushbu xulosaga kelamiz: agar V() funksiya [q;b],a<b
kesmada integrallanuvchi va manfiy bo‘lmasa, u holda v(f) tezlikdan
[a:6] vaqt oralig‘ida olingan aniq integral material nuqtaning ¢t=a dan
¢t =b gacha vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘liga teng.

Bu jumla aniq integralning mexanik ma’nosini anglatadi.

2.4. Aniq integralning xossalari

1-. Agar integral ostidagi funksiya birga teng bo‘lsa, u holda
idx =b-a
bo*ladi. °
Isboti. Aniq integralning ta’rifiga ko‘ra
[ = im 31 4% =lim 35 - x,0) = Im(6-a) =b-a.

2. Ozgarmas ko‘paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga
chigarish mumkin, ya’ni

ikf(x)dx = kj S (x)dx, k=const.

Isboti. [#7(x)dx = Im S k(£ )Ax, =klm 3 £(&)Ax = K[ F(x)ck.

3. Chekli sondagi funktsiyalar algebraik yig‘indisining aniq
integrali qo‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig‘indisiga
teng, ya’ni

[0+ @b = | £ () £ [ plx)dx.
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Isboti. [ (f(X) £ p(x))dx= lan(f (&) £ P(E)Ax, =

—m&uw+mﬁﬁw.mmwwma

4-0

4. Agar [4,5) kesma bir necha gismga bo‘lingan bo‘lsa, u holda
la;5] kesma bo‘yicha olingan aniq integral har bir qism bo‘yicha
olingan aniq mtegrallar yig‘indisiga teng bo‘ladi. Masalan,

j S()ds= jf(x)dx+jf (x)dx, cefasbl.

Isboti. a<c<b bo‘lsin deyllk Integral yig‘indi [q;) kesmani
bo‘lish usuliga bog‘liq emas. Shu sababli cni [4;5) kesmani bo‘lish
nugtasi qilib olamiz. Masalan, agar c¢=x deb olsak, u holda w, ni ikki
yig‘indiga ajratish mumkin:

w =3 S = T fEA+3 (£,

Bunda d -0 da limléa o tamiz'_l

If (x)dx = ff (x)dX+If (x)dx

a, b, c nuqtalammg boshqacha Joylashlshlda xossa shu kabi
isbotladi. Masalan, a <#<c bo‘lsa, j S (x)dx=j f (x)dx+j f(x)dx bo‘ladi.

Bundan ) a b

[ =] £ e)e =] T
yoki integrallash chegaralarining almashtirilishi xossaga ko‘ra
[ = £+ ).

5s* Agar [a;»] kesmada funksiya o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u
holda funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir
xil bo‘ladi, ya’ni:

[a:6) da f(x)20 bo‘lganda j’ f(x)dx=0;

(a;6] da f(x)<0bo‘lganda i f(x)dx<0.
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Isboti. f(x)>0 funksiya uchun integral yig‘indi w,20 bo‘ladi,
chunki Ax, >0. Bundan i f(x)dx 2 0. Shu kabi Ax, >0, f(x)<0 ekanidan

w, <0 va [ f(x)dx <0 kelib chiqadi.
6. Agar [a;5] kesmada f(x) 2 ¢(x) bo‘lsa, u holda
[ f@x)dx = [(x)ax
bo‘ladi.
Isboti. f(x)2@(x) dan f(x)-@(x)20bo‘ladi. U holda s5-xossaga
ko‘ra
[(f(x) - @(x)}dx 20 yoki 3- xossaga ko‘ra [ f(x)dx - [p(x)dx20.
Bundan
[ f(x)dx 2 [p(x)ax.
7-. Agar m va M sonlar f(x)funksiyaning (a;5] kesmadagi eng
kichik va eng katta giymatlarii bo‘lsa, u holda
m(b—a)< [ f(x)}dx < M(b-a)
bo‘ladi.
Isboti. Shartga kora m< f(x) €M . U holda 6°xossaga ko‘ra
[mae < | £x)de< | M. |

Bunda
b b b b
[mdx=m[dx=m(b~a), [Mdx=M[dx=M(b-a).
U holda

[

mb-a)<[f(x)dx<M(b-a).

a

Bu xossa aniq integralni baholash haqidagi teorema deb yuritiladi.
g. Agar f(x) funktsiya [a;5) kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda

shunday ce[a;5] nuqta topiladiki,
[ fx)dx = f(c)b-a) (2.8)

bo‘ladi.
Isboti. 7° xossaga ko‘ra
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m(b-a)<] f(X)dx<M(b-a).

Bundan \
[ f(x)dx
m<e <M.
b—a
b
X
£f( = =y (m<pu<M) deymiz. U holda Bolsano-Koshining
b-a

ikkinchi teoremasiga ko‘ra shunday c e[a;5] nuqta topiladiki, f(c)=#
bo‘ladi.

Shu sababli

0% y
= =/(c) yoki [ 7Gx = f(e)b~a).
~a a
(2.8) formulaga orta qiymat formulasi, f(c)ga f(x) funktsiyaning
ta;51kesmadagi o‘rtacha qiymati deyiladi.
Bu xossa o‘rta giymat haqidagi teorema deb ataladi.
O‘rta giymat hagidagi teorema quyidagi geometrik talginga ega:
agar f(x)>0 bo‘lsa, u holda [f(x)dx integral qiymati balandligi f(c)

ga va asosi (b=a)ga teng bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzasiga
teng bo‘ladi.
Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelub chigadi.
1-natija. [4;5] kesmada aniqlangan f(x) funktsiya uchun
ljf(x)dX| <fi feorlax

bo‘ladi.
2-natija. Agar (4;5] kesmada |/(x)| <k bo‘lsa, u holda

if(x)d»jsk(b—a), (k = const.)

bo‘ladi.
Misollarl. l]x’ cos’ xdx va [xsin’ xdx integrallarni taqqoslaymiz.

x e[0;1] nuqtalarda x* cos* x < xsin*x tengsizlik bajariladi.
U holda aniq integralning 8- xossasiga ko‘ra

1 1
[x? cos® xdx < [xsin® xdx
o 0
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bo‘ladi.

j’—L integralni  baholaymiz. y
a4 +3sin’x

1
4 +3sin’ x

holda aniq integralni baholash hagidagi

teoremaga ko‘ra %(’_2’ - o) < ]__‘t‘_ < f‘_(_’{ _ 0)

0<sin’x<1 ekanidan -;-s s% bo‘ladi. U

o4 +3sin*x 4\ 2
yoki
ﬁsIJ-x———SE
14 54+3sn"x 8
3. y=2x+2 funksiyaning [-1;2] kesmadagi 3-shakl

o‘rtacha giymatini topamiz. Bunda o‘rta giymat
hagidagi teoremadan foydalanamiz:

fon == ).
—Qa

Aniq integralning geometrik ma’nosiga ko‘ra I(2x+ 2)dx
integralning qiymati uchburchakning yuzasiga teng, ya’ni (3-shakl)
S=%-(2+l)~6=9.

Bundan
1
j:;.n - 2_ (—l)

4. Uzunligi 12 sm. bo‘lgan 4B kesmada C nuqta olingan.

Tomonlari 4C va CB kesmalardan iborat to‘g‘ri to‘rtburchakning
o‘rtacha yuzasini topamiz.

Bunda A nuqtani hisob (koordinata) boshi deb olamiz. U holda
AC=x va CB=12-x bo‘ladi. Bu kesmalarni tomonlar qilib yasalgan
to‘g'ri to‘rtburchakning yuzasi s=x(12-x) bo‘ladi. Bu yusaning o‘rta
qiymatini aniq integralning s- - xossasi bilan topamiz:

Tx(' 2-x)dx 12 1”2
S, =t———= ——(_[ledx— Ix’dx)=
12-0 12\a °

-9=3.

= ili(s“ -576)=24 sm".
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Amaliy mashg‘ulotda yechiladigan misollar.
Berilgan aniq integrallarni hisoblang.

4 14
1. j J;dx(Javob.—s—)
1
2 2 21
2, < b._
2.!(2; +—3)dx(Javob.77)

dx(Javob.2)

< 1
3'! xf1+Inx
1
1
4'7!{+4x+5
4 1
5Jl+J2x+l
6. i«,/ cos x — cos® xdx(Javob. —)
3

dx(Javob.arctg %)

dx(Javob.2—1n2)

2

I x*dx(Javob.arctr)

0

3

I dx(Javob.lnM)
) XNX~ +5x+

5

j dx(.lavob Lint 12)
Jax+ x4l 5

Mustagqil yechish uchun misollar.
Berilgan aniq integrallarni hisoblang.

4
I j (@2x+ 73_-)dx(.lavob.2 1
2 j dy(Javab —)
b3+4In2
3 .! -ﬁ:l- dx(Javob.3+ )

4.[ xIn? xab:(Javab.%(e’ -1
1
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2.5. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral

y=f(x) funksiya (a5) kesmada »
aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. U holda u
ixtiyoriy  [a:x] (asx<b) kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi, ya’ni istalgan
x e[a;b] uchun

F()=] st 2.9)

integral mabjud bo‘ladi.

Agar ixtiyoriy re[a;p)da f(£)>0 H

1-shakl

bo‘lsa, u holda F(x):j f(t)d:t integral asosi

la;x] kesmadan iborat bo‘lgan egri chiziqli trapetsiyaning o‘zgaruvci
yuzasi S(x) ni ifodalaydi (1-shakl).

[a:] kesmada (2.9) tenglik bilan aniglanuvchi F(x) funksiya
yuqori chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral deyiladi.

F(x) funksiya [s;s) kesmada uzluksiz va differensiallanuvchi
bo‘ladi. Shunindek, bunda F(x) funksiya uchun quyidagi teorema
o‘rinli bo‘ladi.

1-teorema [4;5) kesmada uzluksiz f(r) funksiyaning yuqori
chegarasi o‘zgaruvchi integrali F(x) dan yuqori chegara bo‘yicha
olingan hosila mavjud va u integral ostidagi funksiyaning yuqori
chegaradagi qiymatiga teng bo‘ladi, ya’ni

F'(x)= (jf(f)df) = S(x), xela;b]. (2.10)
Isboti. x e[a;5] :'a X+ A;e[a:h] bo‘lsin. U holda aniq integralning
4° xossasini qo‘llab, topamiz:
F+av)=| foyde=]r@yde+ | raat.
Bundan (2.9) tenglik va o:rta qiymaat haqidagix teoremaga ko‘ra

AF = F(x+Ax)= F(x)= | f(dt =f(c)Ax, bu yerda ¢ e[x,x + ax].
F(x) funksiyaning hosilasini aniqlaymiz:
AF . f(c)Ax

F(x)=lim = = lim === =1m_ 1 (c).
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Ax—0da x+Ax~>x va ¢ > x, chunki c e[x,x + Ax].
U holda f(x) funksiyaning uzluksizligidan
F'(x)=lm f(c)=/(x)
bo‘ladi.

teoremasi matematik analizning asosiy teoremalaridan biri
hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan aniq integral tushunchalari
orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [4;5) kesmada uzluksiz har qanday f(x) funksiya
shu kesmada boshlang‘ich - funksiyaga ega bo‘ladi va uning
boshlang‘ich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o‘zgaruvchi F(x)
integral bo‘ladi degan xulosa kelib chiqadi.

f(x) funksiyaning boshqa bir boshlang‘ich funksiyasi F(x)
funksiyadan Cc o‘zgarmas songa farq qilgani uchun anigmas va aniq
integrallar orasidagi ushbu bog‘lanish kelib chiqadi:

[f)dx =] f(t)de +C, xelasb).

2.6. Nyuton-Leybnis formulasi

Aniq integralni integral yig‘indining limiti sifatida hisoblash hatto
oddiy funksiyalar uchun ham ancha qiyinchiliklar tug‘diradi. Shu
sababli aniq integralni hisoblashning (2.10) formulaga asoslangan,

amaliy jihatdan qulay bo‘lgan hamda keng qo‘llaniladigan usuli bilan
tanishamiz.

2-teorema ( integral hisobning asosiy teoremasi). Agar F(x)
funksiya [q;5) kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda [4;5) kesmada f(x)
funksiyadan olingan aniq integral F(x) funksiyaning integrallash
oralig‘idagi orttirmasiga teng bo‘ladi, ya’ni

[ f(x)dx = F(b) - F(a). 2.11)

Isboti. F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich

funksiyalaridan biri bo‘lsin. U holda 1-teoremaga asosan [ f(OHdr

funksiya ham f(x) funksiyaning [4;5) kesmadagi boshlang‘ich
funksiyasi bo‘ladi. Boshlang‘ich funksiyalar C o‘zgarmas songa farq
qilganidan
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[fWdi=F)+C.
Bu tenglikka x=ani qo‘yamiz va bir xil chegarali aniq
integralning xossasini qo‘llaymiz:
j f@t)dt=F(a)+C=0.

Bundan C=-F(a). U holda istalgan x e[a;5] uchun
[f@dt=F) - F@)

bo‘ladi.

Oxirgi tenglikda x=b6 deymiz va ¢ o‘zgaruvchini x bilan
almashtiramiz. Natijada (2.11) formula kelib chigadi.

(2.11) formulaga Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.

F(b)~ F(a) ayirmani shartli ravishda F(x) deb yozish kelishilgan.

Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi

f Sf(x)dx=F(x) (2.12)
ko‘inishda ifodalanadi.
Misollar
1. ;[\/l_?x_z=ln|x+\/_l+x’”3=ln|3+s/E|—lnl=tn|3+\/E|.

4 4 1

|

2. I 7= 54
L x -2x+10 1(x - I) +3° 3
Nyuton-Leybnis formulasidan uning qo llamsh shartlarini hisobga
olmagan holda formal foydalanish xato hatijaga olib kelishi mumkin.

x-1
rclg——! = l(ar(:tgl —arctg0)= 12

Masalan, e funksiya uchun boshlang‘ich funksiya sifatida
e

-Z-arctg-;-m yoki %arcclg-z- ni olish mumkin. Avval F(x)=%arclg-§ deb
X

olamiz:
2

1 | 1 V4 b 4
=—arctg—~| =—(arctgl-arctg(-))=—| —=| -—||=—.
Jave —p ey =3 g -areig-1)= ( ( 4J) 2

Bunda Nyuton-Leybnis formulasi to‘g‘ri qo‘llanildi, chunki
F(x)=arcigx funksiya [-2;2) kesmada uzluksiz va F(x)= f(x) tenglik
butun kesmada bajariladi.

Endi F(x)=%arcclg§ deb olamiz:
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2

2

I & =larcctg-2— = %(arcclgl —arcctg(-1)) = %(f - 3—”) =z
x

SA+x 2 4 4 4
Bunda Nyuton-Leybnis formulasi noto‘g‘ri (formal) qo‘llanildi,

-

chunki x=0 da arcctgl funksiya uzilishga ega va u [-2;2] kesmada
X

boshlang‘ich funksiya bo‘la olmaydi. Natijada xatolik (_ Ze %)kelib
chiqdi.

Demak, Nyuton-Leybnis formulasini  qo‘llashda  F(x)
boshlang‘ich funksiya berilgan kesmada uzluksiz deb faraz gilinadi

(ayrim shartlarda Nyuton-Leybnis formulasi uzilishga ega bo‘lgan
funksiyalar uchun ham o‘rinli bo‘lishi mumkin).

2.7.Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish

1-teorema. y= f(x) funksiya [a;5] kesmada uzluksiz bo‘lsin.

Agar: 1) x=4(t) funksiya [a;p1kesmada differensiallanuvchi va
¢'(0)funksiya [a;pkesmada uzluksiz; 2) x=¢(r) funksiyaning
giymatlar sohasi [4;5) kesmadan iborat; 3) ¢(a)=a va #(f)=b bo'lsa,
u holda

. b B
[f®)dx=]f(@@)e' ()t (2.13)

bo‘ladi.

Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra

| fx)ae = F(b) - F(a),

bu yerda F(x) funksiya f(x) funksiyaning [a;6) kesmadagi
boshlang‘ich funksiyalaridan biri. ®(f)=F(¢(r)) murakkab funksiyani
garaymiz.

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan

D(@)=F (g ()= F(HNF ().
Demak, ®(/) funksiya [a;8] kesmada f(@(1)¢'(1) uzluksiz

ﬁlnksiya uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi. Nyuton-Leybnis
formulasi bilan topamiz:

s b
[ 76@)¢ (0t = D(B)- W) = FB)- F($la) = Fb)- Fla)=[ f(x)dx.
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(2.13) formula aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish
formulasi deb yuritiladi. Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniq
integralda o‘rniga qo‘yish usuli deyiladi.

Izoh. Aniq integralni (2.13) formula bilan hisoblashda yangi
o‘zgaruvchidan eski o‘zgaruvchiga qaytish shart emas, chunki
integrallash chegarasi o‘rniga qo‘yishga mos tarzda o‘zgaradi.

Misollar

1. T«/4—x’dxintegralni hisoblaymiz. Bunda x=2sint,0$ts§
belgilash kiritamiz. Bu o‘zgaruvchini almashtirish 3-teoremaning
barcha shartlarini qanoatlantiradi: birinchidan s(x)=v4-x* funksiya
[0;43] kesmada uzluksiz, ikkinchidan x=2sin: funksiya [Oﬂ

kesmada differensiallanuvchi va x'=2cosr bu kesmada uzluksiz,

uchinchidan ¢ o‘zgaruvchi 0 dan % gacha o‘zgarganda x=2sin¢

funksiya 0 dan +/3 gacha o‘sadi va bunda ¢(0)=0 va q{ J f Bunda

dx =2costdt.
(6) formuladan topamlz

;ZE‘/E

3 2
2. Ixs/]+x2dx integralni hisoblaymiz. Bunda r=+1+x* o‘rniga

I\/4 x'dx= 4Icos tdt = 2I(l+c0521)dt (H%sin%)

0

qo‘yish bajaramiz. U holda

tdt
x=t* =1, dx= , x=0da =1, x=da t=42.
NE =1

[;v2] kesmada /=1 funksiya monoton o‘sadi, demak o‘rniga
qo‘yich to‘g‘ri bajarilgan Bundan
O Y e PR B =2ﬁ_].
I x I =3 =T
lzoh. (2.13) formulam qo‘llashda teoremada sanab o‘tilgan
shartlarning bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa

keltirilgan formula bo‘yicha o‘zgaruvchini almashtirish xato natijaga
olib kelishi mumkin.
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2.8.Aniq integralni bo‘laklab integrallash

1-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar «'(x)va v'(x) hosilalari

bilan [4;5) kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda
_i'udv= wf, - ivdu (2.14)

bo‘ladi.

Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra u(x) va v(x) funksiyalar
hosilaga ega.

U holda ko‘paytmani differensiallash qoidasiga binoan

(X)) =u(x)V'(x) + v(x)u'(x).

Bundan u(x)v(x) funksiya u(x)v'(x)+v(x)u'(x) funksiya uchun
boshlang‘ich

funksiya bo‘lishi kelib chigadi. u(x)v'(x)+v(x)u'(x) funksiya [a;)
kesmada uzluksiz bo‘lganidan u bu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

U holda aniq integralning 3 xossasiga va Nyuton-Leybnis
formulasiga ko‘ra

]u(x)v'(x)dx + jv(x)u’(x)dx= u(x)v(x)[,
yoki
Judv=awf, - [vdu.

(2.14) formula aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasi
deb ataladi.

Misol

. arcsin x=u, dv=dx L dy
j. Jarcsin xdr= dx = xaresin 3|, - [ —=
* 0 du:ma = ovl—x

—arcsin 1+ V1—x7) =% 1.
02
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2.9. Aniq integralning geometrik masalalarga tatbiqlari

1. Aniq integralning qo‘llanish sxemalari

x o‘garuvchi aniqlangan [4;5)kesmaga bog‘liq biror geometrik
yoki fizik 4 kattalikning qiymatini (tekis shakl yuzasini, jism hajmini,
kuchning bajargan ishini va hokazo) hisoblash talab gilingan bo‘lsin.
Bunda 4 kattalik additiv deb faraz gilinadi, ya’ni [q;5] kesmaning
cela:b] nuqta bilan [ac] va [c;p] qismlarga bo‘linishida A4
kattalikning [4;5) kesmaga mos qiymati uning [a;c] va [c;5] kesmalarga
mos giymatllarining yig‘indisiga teng qilib olinadi.

Akattalikning qiymatini hisoblash ma’lum tartibda (sxema
asosida) bajariladi. Bunda ikki sxemadan biriga amal qilish mumkin: 7
sxema (integral yig‘indilar usuli) va /I sxema ( differensial usuli).

I sxema aniq integralning ta’rifiga asoslanadi. Bunda:

1. [a:6] kesma a=x, <x, <..<x,_, <X, <..<x,, <x, =b nugqtalar bilan
n ta kichik kesmalarga bo‘linadi. Bunda 4 Kkattalik mos » ta
A4, (i=1n) «elementar qo‘shiluvchilar» ga bo‘linadi:

A=M +MM, +...+ A4 ;

2-. Har bir «elementar qo‘shiluvchi» masalaning shartidan
aniqlanuvchi funksiyaning mos kesma istalgan nuqtasida hisoblangan
giymati bilan kesmaning uzunligi ko‘paytmasi ko‘rinishiga keltiriladi:
A4, = f(5)Ax,;

A4, ning taqribiy qiymatini topishda ayrim soddalashtirishlar
qilish mumkin: kichik bo‘lakda yoyni uning chekkalarini tortib
turuvchi vatar bilan almashtirish mumkin; kichik bo‘lakda
o‘zgaruvchi tezlikni o‘zgarmas deyish mumkin va hokazo.

Bunda A kattalikning taqribiy qiymati integral yig‘indidan iborat
bo‘ladi:

A= 1),
3. Akattalikning haqiqiy qiymati bu integral yig‘indining n—o
dagi (bunda 2= max Ax, ) limitiga teng bo‘ladi:
A=lm 3. /(&)Ax, =[ £ (x)a.

IIsxema [sxemaning o‘zgargan ko‘rinishi hisoblanadi va
«differensial usul» yoki «yuqori tartibli cheksiz kichiklarni tashlab
yuborish usuli» deb ataladi. Bunda:
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I°.[a;b]kesmada ixtiyoriy x qiymatni tanlaymiz va o‘zgaruvchi
[2;x] kesmani qaraymiz. Bu kesmada A4 kattalik x ning funksiyasi
bo‘ladi: 4= A(x), ya’ni 4 kattalikning bo‘lagi 4(x)noma’lum funksiya
bo‘ladi, bu yerda x e[a;b]- A4 kattalikning parametrlaridan biri;

2°. xning kichik Ax=dx kattalikka o‘zgarishida A4 orttirmaning
bosh gismini topamiz: d4 = f(x)dx, bu yerda f(x)- x o‘zgaruvchining
masala shartidan kelib chiquvchi funksiyasi (bunda mumkin bo‘lgan
soddalashtirishiar qilinishi mumkin);

3°.Ad=~dAdeb, d4 ni adan b gacha integrallash orqali 4ning
izlanayotgan giymati topiladi:

A=[f(x)dx.

2. Tekis shakl yuzasini hisoblash

Yuzani dekart koordinatalarida hisoblash

Aniq integralning geometrik ma’nosiga asosan abssissalar o‘qidan
yuqorida yotgan, ya’ni yuqoridan y= f(x) (f(x)>0) funksiya grafigi
bilan, quyidan Ox o‘q bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi

S={ f(x)dx (2.15)
integtegralga teng bo‘ladi.

Shu kabi, .abssissalar o‘qidan pastda yotgan, ya’ni quyidan
y=f(x) (f(x)<0) funksiya grafigi bilan, yugoridan Ox o‘q bilan, yon
tomonlaridan x=q va x=»b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chiziqli trapetsiyaning yuzasi

S =—f f(x)dx (2.16)

integtegralga teng bo‘ladi.
(2.15) va (2.16) formulalarni bitta formula bilan umumlashtirish
mumkin:

S=

[ 2.17)

Misol. y=x*, =0 va x=1 chiziglar bilan chegaralangan tekis
shakl yuzasini (2.15) formula bilan topamiz:

x3

1 ! 1
S=_|'x2dx=?l =3

1]
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Yuzani hisoblashga oid murakkabroq masalalar yuzaning
additivlik xossasiga asoslangan holda yechiladi. Bunda tekis shakl
kesishmaydigan qgismlarga ajratiladi va aniq integralning 4°xo0ssasiga
ko‘ra tekis shaklning yuzasi gismlar yuzalarining yig‘indisiga teng
bo‘ladi.

Misol. y=cosx, =0, x=0 va x=x chiziglar bilan
chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblaymiz. Bunda berilgan tekis
shaklni yuzalari S, va S, bo‘lgan kesishmaydigan gismlarga ajratamiz.
U holda yuzaning additivlik xossasiga asosan berilgan tekis shaklning
yuzasi gismlar yuzalarining yig‘indisiga teng bo‘ladi.Demak,(6-shakl)

§=§+8,= jcosxdx—]'cosxdx= sin xlé —sine =1-(-D)=2.

y
y
| 17 y=cosx
/ 2 ,
(0, X 1 L
5- shakl. _6-shakl.

[a:blkesmada ikkita y =f(x) va y,=f,(x) uzliksiz funksiyalar
berilgan va xe[a;b] da f,(x)=f(x) bo‘lsin. Bu funksiyalarning
grafiklari va x=q, x=5b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan tekis
shaklning yuzasini topamiz.

Har ikkala funksiya musbat bo‘lganda bu tekis shaklning yuzasi
yuqoridan y, = f,(x) va y, = f,(x) funksiyalar garfiklari bilan, quyidan
Ox 0‘q bilan, yon tomonlardan x=qa va x=b to‘g'ri chiziqglar bilan
chegaralangan egri chiziqli

trapetsiyalar yuzalarining ayirmasiga teng bo‘ladi:

S =] £ = 0= [~ fi(Nee 2:18)

(2.18) formula [a;b] kesmada uzluksiz va musbat bo‘lmagan
¥, = £.(x) va y, = f,(x)funksiyalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi.
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Haqiqatan ham, agar y,=f,(x) va y =/f(x) funksiyalar [a;b]

Y Yy

=/, () +C

7-shakl 8-shakl

kesmada manfiy qiymatlar qabul qilsa (bunda y,>y,), har bir
funksiyaga bir xil o‘zgarmas y=C qiymatlar qo‘shish orqali
»=f(0)+C va y =f,(x)+C funksiyalar grafiglarini Ox o‘qidan
yuqorida joylashtirish mumkin (6-shakl).

tekis shakl tekis shaklni parallel ko‘chirish orqali hosil qilindi.
Shu sababli yuzaning ko‘chishga nisbatan invariantlik xossasiga ko‘ra
bu tekis shakllar teng yuzalarga ega bo‘ladi.

yuza uchun (2:18) formula o‘rinli, ya’ni

§ = J(£,06)+ O~ () + o = [ () + ©) ~ () + O
Bundan
§ = (.00~ £,y

Demak, (2.17) formula 7-shakldagi tekis shakl uchun ham o‘rinli
bo*ladi.

Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning
ko‘chishga nisbatan invariantlik xossasidan foydalangan holda
soddalashtiriladi. Bunda tekis shakl yuzasi (2.18) formulada x va y
o‘zgaruvchilar (Ox va Oy o‘qlar) ning o‘rnini almashtirish yo‘li bilan
hisoblanadi, ya’ni (9-shakl)

S=(h®- fNd=]@O-gN. . (2.19)
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7
7

B Y

9-shakl 10-shakl.

Misollar

1. y’=x+1 va y=x-1 chiziglar bilan chegaralangan tekis
shaklning yuzasini hisoblaymiz.

Tekis shakl umumiy B(0;-1) va C(3;2) nuqtalarga ega bo‘lgan
parabola va to‘g‘ri chiziq bilan
chegaralangan. Tekis shaklni
uchta gismga, ya’ni yuzalari S,
ga teng bo‘lgan AOD va AOB
parabolik sektorlarga va yuzasi
S, ga teng bo‘lgan BCD
parabolik uchburchakka
ajratamiz.

Bunda (2.15) va (2.18)
formulalarni qo‘llab, topamiz:

§=28, +8, =2[Jx+lde+ (x4
= %,/(x+ )} +(-§—,/(x+l)’ —%1+xj

Bu yuza y o‘zgaruvchi bo‘yicha hisoblanganda tekis shakini
qismlarga ajratiish shart bo‘lmaydi:

3

11-shakl

0

2. x=%y’, y=-3, y=1 chiziglar va ordinatalar o‘qi bilan
chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblaymiz:
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i1 14
=13 3

Agar egri chizigli trapetsiya yuqoridan x=g(1), y=w(), a<t<p
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiya grafigi bilan
chegaralangan bo‘lsa (2.15) formulada x=g(1), dr=g(r)dr o‘rniga

qo‘yish orqali o‘zgaruvchi almashtiriladi.

2 1 l 3! 1
=—.- =—(1+27)=
y'dy i 6( )

3_

U holda
B
S = [ ()ds (2.20)
bo‘ladi, bu yerda, a=g(a) va b= (8).
Misol

Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblaymiz. Buning uchun
koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz. Bu
doiraning aylanasi x=Rcost, y=Rsin¢ parametrik tenglamalar bilan
aniqlanadi va doira koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik bo‘ladi.
Shu sababli uning birinchi chorakdagi yuzasini hisoblaymiz ( bunda x

o‘zgaruvchi 0 dan R gacha o‘zgarganda ¢ parametr % dan 0 gacha

o‘zgaradi) va natijani to‘rtga ko‘paytiramiz:

0 2
§ =48, =4[ Rsin t(~Rsin {)dt = 4R’ [sin*tdt =

2

=2R*f(1- cos2t)ds = 2R1(z A

3. Yuzani qutb koordinatalarida hisoblash

Qutb koordinatalar (r- qutb
radiusi, ¢@- qutb burchagi)
sistemasida  berilgan  r=r(p)
funksiya g@ela;8] kesmada
uzluksiz bo‘lsin.

r = r(p) funksiya grafigi
hamda O qutbdan chigqan p=a
va o= nurlar bilan
chegaralangan tekis shaklga egri "
chiziqli sektor deyiladi.
AOBegri  chizigli  sektor 12-shakl

yuzasini hisoblaymiz. Bunda /I sxemadan foydalanamiz.
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I°. Izlanayotgan yuza ¢ burchakning funksiyasi bo‘lsin deymiz:
S=S(p), bu yerda a<p<pf (p=a bo‘lganda S(a)=0, ¢=4
bo‘lganda S(B8)=S5).

2. Joriy ¢ qutb burchagi Ap=dp orttirma olganida AS yuza
04B «elementar egri chuiigli sektor» yuzasiga teng orttirma oladi.

Bunda dS differensial AS orttirmaning dp—0 dagi
orttirmasining bosh qismini ifodalaydi va radiusi » ga, markaziy
burchagi dp ga teng bo‘lgan OAC doiraviy sektor yuzaasiga teng
bo‘ladi. (12-shakl) ‘

Shu sababli

1,
ds=1Lrdo.
e

3°.0Oxirgi ifodani ¢=a dan
o= gacha integrallab
izlanayotgan yuzani topamiz:

s
S=-;— [r(p)de. (221)

Misol
r=2cos3p egri chiziq bilan
chegaralangan figuraning yuza-
sini hisoblaymiz. Bu figura uch yaprogli gul deyiladi. (2.21) formula
bilan topamiz:

6 6
—;—S = %j'4cos2 3pdp = _[(l + cos6p)dy =((p =10
v 0

13-shakl

x

y=fQszjB

Bundan §=7. A xy

4. Tekis egri chiziq yoyi uzunligini M ;
hisoblash ax

Tekislikda 4B egri chiziq [a;b] A
kesmada wuzluksiz y=f(x) funksiya i
grafigi bilan berilgan bo‘lsin. 4B egri ; :
chiziq uzunligini 11sxemadan ; i
foydalangan holda topamiz. x|=56 ° x+Ax T p v

I°.[a;blkesmada ixtiyoriy x giymatni 14eshakl

tanlaymiz va o‘zgaruvchi [a;x] kesmani
garaymiz. Bu kesmada / kattalik x ning funksiyasi bo‘ladi: /=1/(x)
(l(a)=0 va I(b)=1).
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2°. xning kichik Ax=dx kattalikka o‘zgarishida 4/ differensialni
topamiz: dl=!'(x)dx. MN yoyni uni tortib turuvchi vatar bilan
almashtiramiz va /'(x) ni topamiz:

1'(x)=1imﬂ=ﬁm —_‘M"'(Ay):==& 1+(%) =,/1+(y;)2,

Demak, di=.f1+(y')*dx yoki y! =% ekanidan d/ = \/(dx)* + (dy)’.
3°.dIni adan b gacha integrallab, topamiz:
I=[ T+ (Y (2.22)

(2.22) tenglikka yoy differensialining to‘g‘ri  burchakli
koordinatalardagi formulasi deyiladi.

Agar egri chiziq x=g(y), y e[c;d] tenglama bilan berilgan bo*lsa,
yuqorida keltirilganlarni takrorlab, 4B yoy uzunligini hisoblashning
quyidagi formulasini hosil qilamiz:

1= I+ () dy. (2.23)

Agar egri chiziq x=¢(), y=w@), a<t<p parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, (2.22) formulada x=¢(1), y=w(x),
dx=¢/()d: o‘riniga qo‘yish orgali o‘zgaruvchi almashtiriladi.

Bunda

1=[o" O +o" Ot (2.24)

kelib chiqadi, bu yerda a = p(a) va b= ¢(5).

Egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r=r(p), a<p<p
tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda r(p), r'(¢) funksiyalar [a;f]
kesmada uzluksiz va 4,8 nugqtalarga qutb koordinatalarida «,p
burchaklar mos keladi.

x=rcosep, y =rsin g ekaninidan

x'(@)=r'(p)cosp—r(p)sin @, y'(p)=r'(g)sin ¢ —r(p)cosp.

(2.24) formulaga x'(¢) va j'(x)hosilalarni qo‘yamiz va
almashtirishlar bajarib, topamiz:

4 2
1= [r (@)+r" (p)dop. (2.25)
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Misollar:
1. y=x; yarim kubik parabolaning x=0 dan x=5 gacha yoyi
uzunligini topamiz. Bunda y=xg dan y’=-i—x5 kelib chiqadi.

U holda (2.22) formula bilan topamiz:
5
335

3
) )
=j"l+2xdx=£(l +2x)1 ==
0 4 27 4

27°
0

2. y=%x§/}—%-‘\/;7 egri chiziq yoyining Ox o‘q bilan kesishish
nuqtalari orasidagi uzunligini hisoblaymiz. Buning uchun avval y=0
deb egri chizigning Ox oq bilan kesishish nugqtalarini aniqlaymiz:
x, =0, x,=2v2. '

Hosilani topamiz:

;343 32
Y=33% %
Yoy uzunligini hisoblaymiz:

2,2 1/ ! 1\? lz V2
l= j l+z(x~‘—x 3) =—2‘ x +x

2
=X
3

3
xX=acos{, . . . . o
3. {v=asin’1 tenglama bilan berigan egri chiziq uzunligini

topamiz. Berilgan tenglama astroidani ifodalaydi.
Astroidaning uzunligini (2.23) formula bilan topamiz:

l= 4IF3acos’ tsin )’ + (3asin*tcost) dt =
0

=4]3ayfcos’ tsin’ 1 (cos’ { +sin* £)dl =
0

x

= IZaicostsin tdt = 6asin? 1|E =6a.

0

4. r=a(l+cosp), a>0 kardioida uzunligini topamiz. Bunda egri
chizigning simmetrikligini hisobga olamiz. U holda
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1=21=2] Ja*(1+cosp)® +a*(—sin p) dp=4a] '—’“—C;’ﬂdgp -
0 o

z

=4a;[cos%d¢= SaSill %’o =8a.
5. Aylanish sirti yuzasini hosoblash

ABegri chiziq y=f(x)>0 funksiyaning grafigi bo‘lsin. Bunda
xelab], y=f(x) funksiya va uning j'=f’(x) hosilasi bu kesmada
uluksiz bo‘lsin.

ABegri chiziqning Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
jism sirti yuzasini hisoblaymiz. Buning uchun /7 sxemani qo‘llaymiz.

1°.Istalgan xe[a;b] nuqta orqali Ox o‘qga perpendikular tekislik
o‘tkazamiz. Bu tekislik aylanish sirtini radiusi y= f(x) bo‘lgan aylana
bo‘ylab kesadi. Bunda aylanish sirtidan iborat S kattalik x ning
funksiyasi bo‘ladi: §=S(x) (S(@)=0 va S(b)=>S).

2°. xargumentga Ax=dx orttirma beramiz va x+ Axe[a;b] nuqta
orqali Ox o‘qga perpendikular tekislik o‘tkazamiz. Bunda S=S(x)
funksiya «belbog‘» ko‘rinishida AS
orttirma oladi.

Kesimlar  orasidagi  jismni
yasovchisi 4/ bo‘lgan va asoslarining
radiuslari y va y+dy bo‘lgan kesik

konus bilan almashtiramiz. Bu kesik

konusning yon sirti /
dS=n(y+y+dy)dl =2nydl + mdydl ga

teng. dydl ko‘paytmani dS ga -
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik
sifatida tashlab yuboramiz: ds =2zyd!

y=f(x) B

Bunda di=fi+()’dx ekanini 15-shakl
hisobga olamiz: dS = 2ay./1 + (y.)* dx.
3°.dSni adan b gacha integrallab, topamiz:
§=2afyT¥ Gy d (2.26)

Shu kabi x=g(y), ye[c;d] funksiya grafigining Oy o‘q atrofida
aylantirshdan hosil bo‘lgan jism sirtining yuzasi ushbu

S=2zfx T+ () dy 2.27)
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formula bilan hisoblanadi.

Agar sirt x=g¢(), y=w(), a<:<p parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa, u holda AB egri chizigning Ox(Oy) o‘q atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan jism sirti yuzasi quyidagicha hisoblanadi:

S= 27rlj'z//(t) O3 () +y i ()dt (S = 27:?:;;(1) v (O + e (1) dt) (2.28)

bu yerda a =g(a) va b=¢(f) (c=w(e,)va d =y(B)).
ABegri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r=r(p), a<@<p
tenglama bilan berilgan bo‘lganida quyidagi formulalar o‘rinli bo‘ladi:
S= Zfrj,rsin oV +r'%de (Ox), S = Zzzfrcostp)\/r2 +r'de (Oy). (2.29)
Misollar
1. Radiusi R ga teng bo‘lgan shar sirti yuzaini hisoblaymiz..Shar
parametrik tenglamasi x = Rcost, y=Rsin¢ bo‘lgan yarim aylananing

Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘ladi. Sharning koordinata
o‘qlariga simmetrik bo‘lishini inobatga olib, hisoblaymiz:

§=2.2z| Rsintf(—-Rsn 1)’ + (Rcost) dt =

£

= 47R’ [sin tdt = - 4R’ cosi|? =4nR’ .
o0

2. zanjir chizig‘i x=0 dan x=a gacha bo‘lagining Ox
o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzasini hisoblaymiz.

Buning uchun avvaly '=shX hosilani va ,/1+(y,)' =chZ ifodani
a a

topamiz.
U holda (2.26) formulaga ko‘ra

S= 271j'acl12 dx= mj‘(l+ch de—

= lw(—shé +xj = ﬂa’(lshZ + ]).
2 a o 2
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, :
® 3. y=-x§—,x>0 parabola bo‘lagining y=% to‘g‘ri chiziq

bilan kesilgan gismining Oy o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
) 1
sirt yuzasini hisoblaymiz. Misol shartidan topamiz: x=+2y, x'= F
y

(2 .27) formula bilan topamiz:

Yi
Y ]
v - .;i
’ 2
a i
: |
: 1
1 ]
| |
| a
o \/3 X
16-shak! 17-shakl
3
147

3 3
5 3>

o =21].2y l+-;;dy=27rjz',/2y+]dy=27t%(2y+1)2 .

6. Hajmlarni hisoblash

Hajmni ko‘ndalang kesim yuzasi bo‘yicha hisoblash

Hajmi hisoblanishi lozim bo‘lgan gandaydir jism uchun uning
istalgan ko‘ndalang kesim yuzasi § ma’lum bo‘lsin. Bu yuza
ko‘ndalang kesim joylashishiga bog‘liq bo‘ladi: S =S(x), x€[a;b], bu
yerda S(x)- [a;b] kesmada uzluksiz funksiya.

Izlanayotgan hajmni I sxema asosida topamiz.
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1°. Istalgan xe[a;b] nuqta orqali Ox o‘qqa perpendikular tekislik
o‘tkazamiz. Jismning bu tekislik bilan kesimi yuzasini S(x) bilan va
jismning bu tekislikdan chapda
yotgan bo‘lagining hajmini V(x)
bilan belgilaymiz. Bunda V
kattalik x ning funksiyasi bo‘ladi:
-V=V(x) (V(@)=0 vaV()=V).
2°. V(x)funksiyaning av
differensialini  topamiz. = Bu
differensial ox o‘q bilan x va
x+Ax nuqtalarda kesishuvchi
parallel  tekisliklar  orasidagi
«elementar gatlam» dan iborat
bo‘ladi. Bu differensialni asosi 18-shakl
S(x)ga va balandligi dx ga teng
silindr bilan tagriban almashtirish mumkin. Demak, dV = S(x)dx.
3°.dvVni adan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

V =[S0, (2.30)

D
\

/-...S‘l’:.'.:t-

M |sollar

1. =<+ i— += =1 ellipsoidning hajmini hisoblaymiz.

a
E]llpsmdmng koordinatalar boshidan x(-a<x<a) masofada
o‘tuvchi Ox o‘qqa perpendlkulyar tekislik bllan kesamiz. Kesimda

yarim o‘qlari b(x)=b5 l--—z va c(x)=c l——— bo‘lgan ellips hosil
a a

bo‘ladi. Uning yuzasi S(x) = zb(x)c(x) = n‘bc(l - 57) U holda
a

a 2 3 \|*
V= ﬂb l—x— '=;1b _i_
.'[ C( a’}t‘ c(x 302]1

= 4 mabc.
3

67



2. X +y*=9 vq o,
hajmini hisoblaymiz. Beri]
oktantda (x>0,y>0,z> 0) joylashgan 2
sakkizdan bir bo‘lagini qaraymiz. Uning
Ox o°qqa perpendikular tekislik bilan
kesimi  kvadratdan iborat.  Kesim
abssissasi  (5,0;0) nugtadan o‘tganda
kvadratning tomonlari - y=z=9-x?
82 va yuzasi §(x)=9-x" ga teng bo‘ladi,
bu yerda 0<x<9,

Jismning hajmni (2.30) formula
bilan hisoblaymiz:

V=8](9—x1)dx=g(9x_%J

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash . )

Yuqoridan y= f(x) uzluksiz funksiya grafigi bilan, 'lelyldan Ox
0°q bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘ri Chl‘Zlqlal‘ b;!zn
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Ox o'q atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bg jismning
ixtiyoriy ko‘ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sa}babll jismning
X = x tekislik bilan kesimining yuzasi S(x)=n* bo‘ladi.

U holda (2.30) formulaga ko‘ra

V=ﬂ'j"y2dx. (2.31)

Shu kabi yuqoridan = f(x) uzluksiz funksiya grafigi tbila‘n:

i ‘q bi idan x=a va x=b to‘g'ri
uyidan Ox o‘q bilan, yon tomqnlan_ an a x: 11
ghiziqlar bilan chegaralangan egri chizigli tl.'ap.etSIya.ml (}y l;)u?;
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmi quyidagi for
bilan hisoblanadi:

z' =9 silindrlar bilan chegaralangan jism
gan jismning |

’ =144 19-shakl

Vedzfyde  (2.32)

Agar egri chiziqli trapetsiya x=¢(y) uzluksiz funksiya grafigi,
o‘qi, ‘
” y=cva y=d to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan bo‘lsa, u holda
v =] xdy (Oy) (V =2}y (Ox)) 2.33)
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bo‘ladi.

r=rip) €gri chiziq va g=a, p=p nurlar bilan chegaralangan egri
chiziqli sektorning qutb o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
Jjismning hajmi

V= 2.3’1f, sin odo 2.34)
formula bilan topiladi.
Misollar
l.x=y*,y=0 va x=a(a>0) chiziglar bilan chegaralangan tekis
shaklning

Ox o‘q aylanishidan hosil
bo‘lgan jismning hajmini (2.31)
formula bilan hisoblaymiz:

V=ﬂ'j[(w/;)’dx=7rjxdx=7rx— =2
x ° 0 2, 2
2. Radiusi R ga va
balandligi H ga teng bo‘lgan
konusning hajmini hisoblaymiz.
Bunda konusnni katetlari R va
H bo‘lgan to‘g‘ri burchakli
uchburchakning balandlik bo‘ylab yo‘nalgan Ox o‘q atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan jism deyish mumkin. Gipotenuza
tenglamasi y = kx bo‘lsin deymiz.
U holda

R R
=kx, k=igp="", y=""x.
d 8w ' H”

1
Bundan x
R x| 2,

(o,

-1

S(x)

20-shakl

Y

" H R2
V=r|y'de=r[—x‘dx=
o o

/
A

H' 3|
3. y=cosx va y=-1 chiziqglar
bilan chegaralangan tekis

shaklning -zr<x<zr da y=-I1
to‘g‘ri chiziq atrofida aylanishidan
hosil bo‘lgan jismning hajmini
hisoblaymiz. Egri chiziq y=-1
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to‘g‘ri chiziq atrofida aylangani uchun yangi koordinatalar
sistemasiga o‘tish maqsadga muvofiq bo‘ladi: x'=x, y'=y+1.
U holda aylanish jismining hajmi

V=nj(y')’dx'=nf(y+1)’dx=

= ﬂj(me +)’dx== nj(l +2cos@ +cos’ p)do =

I

=7(p+2snp)_+ %ﬂ?(l +cos2p)dp =27 + %/r((p + %sin Z(p) =37z’
[}

4. r=a(l-cosp) kardioidaning qutb o‘qi atrofida aylanishidan
hosil bo‘lgan jismning hajmini hisoblaymi. Bunda ¢ burchak o dan 7
gacha o‘zgaradi. U holda (2.34) formulaga ko‘ra

2.10. Aniq integralning mexanika masalalariga tatbiqlari

1. Momentlar va og‘irlik markazini hisoblash

Tekis shakl va aylanish sirti yuzalarini, tekis egri chiziq yoyi
uzunligini, hajmlarini hisoblashga oid yuqorida keltirilgan masalalarni
I sxema asosida yechishda aynan bir xil usul qo‘llaniladi. Bunda
izlanilayotgan Q Kkattalikni hisoblash integral yig‘indi limitini
topishga keltiriladi. Barcha masalalarda ¢ Kattalik biror [a;b] kesma
va bu kesmadagi uzluksiz funksiaylarga bog‘liq holda o‘rganiladi.

Shu kabi Q kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz gilamiz:

1°. Additivlik xossasi. [a;b] kesma istalgancha bo‘laklarga
bo‘linganida ham

Q=__,V"‘_Q bo‘ladi, bu yerda Q, - Q ning i —bo‘lakdagi qiymati;

2°. Kichiklikdagi chiziglilik xossasi. [a;6] kesmadagi istalgan
kichik [x_;x] kesmada Q ~kAx, bo‘ladi, bu yerda Ax, =x, —x,,.

Quyida keltiriladigan momentlarni, og‘irlik markazi va kuchning
bajargan ishini hisoblash formulalari ham yuqoridagi singari hosil
gilinadi. Shu sababli bu formulalarni keltirib chigarmaymiz va ulardan
masalalarni yechishda foydalanamiz.

Oxytekislikda massalari mos ravishda m,m,...,m, bo‘lgan

n

A(x; ¥, A (x5 ¥,), .., A4,(x,; ¥,) nuqgtalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
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Sistemaning Ox (Oy)o‘qqa nisbatan statik momenti M, (M,) deb
nuqtalar massalarini  ularning  ordinatalariga  (absissalariga)
ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

Mx =imiyi (MJ =imixi)'

Sistemaning Ox (Oy) oqqa nisbatan inersiya momenti J, (J,) deb
nuqtalar massalarini ularning ordinatalari (absissalari) kvadratiga
ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

‘].x = imi),iz (J,v = im:xiz)‘

Sistemaning og‘irlik markazi deb koordinatalari (K’--AL)

bo‘lgan nuqtalarga aytiladi, bu yerda m = Z”:'”: .

2. Tekis egri chizigning momentlari va og‘irlik markazi
Oxytekislikda 4B egri chiziq y= f(x) (a<x<bd) tenglama bilan
berilgan va egri chizigning har bir nuqtasida y =y(x) zichlik va f(x)
funksiya f’(x) hosilasi bilan birga uzluksiz bo‘lsin.
U holda 4B egri chizigning momentlari va og‘irlik markazining
koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniqlanadi:
b b

M, =[pdl, M, =|nd, )
Jo=[widl, J,=fwd; @)
f;xdz [ wi
X, =% s Y= ’ (3)
[ ri [t
buyerda y=f(x), y=y(x), dl=J1+y" dx, a<x<b.
Misol

Zichligi y=1 ga teng bo‘lgan y=+R'-x’, |x|<R yarim
aylananing momentlari va og‘irlik markazini topamiz. Bunda
X . Rdx
bo‘lgani uchun al = .
R2 — xl ’RZ - xZ
U holda (1) - (3) formulalardan topamiz:

y=-

Y



R Rz_xz -R
_f xRdx _ = _
M, = [ 2= =~ RVE =< =0
R Rdx R 2
J =[(R*-x* =R[JVR* ~x*dx=R|[R*cos*tdt =
L =l !
3 3 . H 3
=stl+cos2tdt=R_ H_stt) =ﬂ_’
) 2 2 ). 2
2 2
% x'Rdx e R\ 7R’
= [ A =R - xR - _de|=Rlo+ B |2
J, __L o R( xR xl_R+_j;«[R x ) ( > ) 5
R R R
[dl=] R = Rarcsin > =R,
Y R Rz_xz R
2R* 2R
x‘=0,yc=—=—.
m

3. Tekis shaklning momentlari va og‘irlik markazi .
Oxytekislikda [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lgan y = f(x)funksiya

grafigi, Ox 0‘q, x=a va x=5b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
egri chiziqgli trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning har bir
nuqtasida y =y(x) zichlik uzluksiz bo‘lsin. U holda tekis shaklning
momentlari va og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi
formulalar orqali topiladi:

] ] ]
M, =5!}y’dx, M, =!;xydx; @
b b
J, =%I)y’dx, J, =;f}x’ydx; (5)
f » dx e
»wy =
X, =5 s Y.< 2: s (6)
[ et [ et

bu yerda y =y(x), y= y(x),, a<x<bh.

Misollar o
1. y=sin x sinusoida yoyi va Ox o‘gining 0<x<x bo‘lagi bilan

chegaralangan, zichligi y=1 ga teng figuraning og‘irlik markazini

. . . . o qs s Ty v as
topamiz. Bunda. sinusoidaning simmetrikligidan x, =3 bo‘ladi.
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U holda

M, =—Iy2dx _[sm rcdv= j] —cos2x l( sir12x)l
0

dx=—|x-
4 2

I
N

Nl-hi-‘i

_[ydx —jsm xdx=-cosx, =2,y, =
Demak,

oo.l 5

X.=7=).= 7_‘:

2 °° 8

Y 2. Asosi b ga va balandligi » ga

teng uchburchakning asosiga nisbatan
momentini toping.

Ox o‘qni uchburchakning asosi
bo‘ylab va Oy o‘qni balandlik bo‘ylab
yo‘naltiramiz. Uchburchakni qalinligi

h dy ga teng cheksiz yupqa gorizontal
“ 2L tasmalarga bo‘lamiz. Bu tasmalar
y elementar massalar rolini o‘ynaydi.
Uchburchaklarning  o‘xshashlik
, O ¥ alomatiga ko‘ra:

db d’
mh)

—

22-shakl
&, = ydn =2y’ (- ).
Bundan

h
7=y -y =2y - ooy = 5on
3. 4x’ +9y* =36 ellips va x* +y* =9 aylanalar bilan chegaralangan
tekis shaklning birinchi charokdagi bo‘lagi og‘irlik markazini
topamiz:
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M, =ix(yz —y.)dx=ix(J9 mye §J9 —x }zx =§ix\/9 Xde=

3
=3.

0

=—%I\/9—xzd(9—x:)=—%(9—x:);

_l) 2 __ 42 __l_s - _é oyl -
M,—zg(yz y.)dx—zl:{@ x?) 9(9 x)de_

=%i(9—x’)dx=i(9x—£J =s.

18 3),
Radiusi 3 ga teng doiraning yuzasi

97” ga, yarim o‘qlari a=3, b=2 bo‘lgan

23-shakl
* ellips chorak qismining yuzasi 37” ga

teng bo‘lgani uchun qaralayotgan tekis shakl yuzasi S 297” —37” =37”
ga teng bo‘ladi. Sunday qilib,
M,_4 M _2
XS T Y TS T

4. Kuchning bajargan ishini hisoblash
Material nuqta o‘zgaruvchan F kuch tasirida Ox o‘gi bo‘ylab
harakatlanayotgan bg‘lsin va bunda kuchning yo‘nalishi harakat
yo*nalishi bilan bir xil bo‘lsin. U holda F kuchning material nuqtani
Ox o'qi bo‘'ylab x=a nuqtadan x=b (a<b) nuqtaga ko‘chirishda
bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:
A=[Fde, (7

bu verda F(x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz.

Misollar:

1. Agar prujina 1H kuch ostida 1sm ga cho‘zilsa, uni 6 sm
cho‘zish uchun qancha ish bajarish kerak bo‘lishini topamiz. Guk
qonuniga muvofiq F kuch va x cho‘zilish o‘zaro F =kx bog‘lanishga
ega. Proporsionallik koeffitsiyentini masalaning shartidan topamiz:

x=1sm=0,01 mda F=1H, ya’ni 1=k-0,01.

Bundan, k=100 va F=100x.

U holda
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0.06 410,06
A= [100xdx=50x"| " =0,18 (J).

2. mmassali kosmik kemani erdan # masofaga uchurish uchun
gancha ish bajarish kerak bo‘lishini topamiz. Butun olam tortishish

gonuniga ko‘ra yerning jismni tortish kuchi F =k%’czM ga teng, bu
yerda M -yerning massasi, x- yer markazidan kosmik kemagacha
bo‘lgan masofa, & - gravtasiya doimiyligi. Yer sirtida, ya’ni x=R da
F=mg gateng, bu yerda g - erkin tushish tezlanishi.

U holda

2

Bundan kM =gR* va F=mg 5—
X

Reh 2

Izlanayotgan ishni (7) formula bilan topamiz:
LS| e g S A B
A= {mgx:dx——ng o --ng( " )—ng 7
Agar kosmik kema cheksizlikka ketsa, ya’ni #—>o da A=mgR
bo‘ladi.
3.. Ikkita ¢, va e elektr zaryadi mos ravishda Ox o‘qining x,=0
va x, =a nuqtalrida joylangan. Ikkinchi zaryadni x, =b (b>a) masofaga

ko‘chirish uchun kerak bo‘ladigan ishni topamiz. Kulon qonuniga
ko‘ra e, zaryad e zaryadni

F= 995- kuch bilan itaradi, bu yerda x -zaryadlar orasidagi masofa.
X

lzlaﬁayotgan ishni (18.4) formula bilan topamiz:

|°__e{1_1)_eoe(b—a)
xX, “\b a ab

L dx
A= j‘e(,e—2 =—g,e—
« X

5. Jismning bosib o‘tgan yo‘li

Material nuqta (jism) to‘g‘ri chiziq bo‘ylab o‘zgaruvchan v=1v(r)
tezlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsin. Bu nuqtaning ¢ dan , gacha
vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo*lini topamiz.

Hosilaning fizik ma’nosiga ko‘ra nuqtaning bir tomonga
harakatida «to‘g‘ri chiziqli harakat tezligi yo‘ldan vaqt bo‘yicha
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olingan hosilaga teng», ya’ni v(t)=£:£:. Bundan dS=w{)dr. Bu
tenglikni , dan ¢, gacha integrallaymiz:
S = fwo)ar. (8)

Izoh. Bu formulani aniq integralni qo‘llash sxemalari bilan topish
mumkin.

Misol
Material nuqtaning tezligi v=2(6-f) m/s qonun bilan o‘zgaradi.
Nugqtaning harahat boshidan eng katta uzoqlashishini topami:

S=[2A6-0di=12-1",

Nuqtaning eng katta uoglashishini yo‘lni vaqtning funksiyasi
sifatida qarab, topamiz: s'=12—-2s. =6 da s'=0 bo‘ladi.
Bundan
S,.=12-6-6>=36 m.

6. Suyuglikning vertikal plastinkaga bosimi
Paskal qonuniga ko‘ra suyuqlikning gorizontal plastinkaga bosimi
P=g-y-S-h
formula bilan topiladi, bu yerda g- erkin tushish tezlanishi, -
suyuqlik zichligi, s- plastinkaning yuzasi, h- plastinkaning botish
chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida suyuqglikning plastinkaga
bosimini bu formula bilan topib bo‘lmaydi, chunki plastinkaning har
xil nugtalari turli chuqurlikda yotadi.

Suyuqglikka x=a, x=5, y, = f,(x),

v, =f:(x)chiziglar bilan chegaralangan plastinka vertikal
botirilayotgan bo‘lsin. Bunda koordinatalar sistemasi 24-shaklda
ko‘rsatilganidek tanlangan bo‘lsin. Shuyuqlikning plastinkaga P
bosimini topish uchun 7/ sxemadan foydalanamiz.

Bunda:r". Izlanayotgan P Kkattalikning bir qismi xning funksiyasi
bo‘lsin:

p=px),ya’ni p=p(x)- plastinkaning x o‘zgaruvchi [a;x]
kesmasiga mos qismiga suyuqlik bosimi, bu yerda xe[a;b] (p(a)=0
va p(b) = P).
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2°. xargumentga Ax=dx orttirma beramiz . Bunda p(x) funksiya

Ap orttirma oladi (24-shaklda - dx
qgalinlikdagi tasma). Funksiyaning dp
differensialni topamiz. dx kichik
ekanidan tasmani barcha nuqtalari bitta
chuqurlikda yotuvchi to‘g‘ri
to‘rtburchak deb hisoblaymiz, ya’ni
plastinka gorisontal bo‘lsin deymiz. U
holda Paskal qonuniga ko‘ra
dp=g-y-(y,—y)-dx-x.
SEARL Sl

3.dpni x=adan x=b gacha

. \ \’z=fz(x)
x+dx I\
b = fi(x) W

24-shakl
integrallaymiz:
1”=g-r-i(y2 - y,)xdx
yoki )
P=g-7-J(,() - fiCxds. ©
Misol ’

Asoslari a va b ga, balandligi # ga teng bo‘lgan teng yonli
trapetsiya shaklidagi plastinka suyuqlikka ¢ chuqurlikda botirilgan.
Suyugqlikning plastinkaga bosimini

o topamiz. .
Izlanayotgan  bosim  (9)

D 8 C formulaga ko‘ra

Yy M
I LA

>2

25-shakl
Bundan y=a+ 9—;—a(x -0).

U holda
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c+h

P=gy [yxdx

bo‘ladi.

yo‘zgaruvchini x
h o‘zgaruvchi orqali ifodalash uchun
CMN va CKB uchburchaklarning

o‘xshashligidan foydalanamiz:
y-a_x-c¢

b-a h



c+h

P= grc]&(a + ———(x c))xdx o] 2y b_‘_“(ﬁ _ &’J] _

2 h\3 2
= y(ﬁi’—bch+’—( +2b))

Amaliy mashg‘ulotda yechiladigan misollar.

1. r=2Rsin p bir jinsli aylananing og'‘irlik markazini toping.

2. x=acos’t, y=asn’t bir jinsli astroidaning Ox o‘qdan yuqorida
yotgan yoyining og‘irlik markazini toping.

3. 4x+3y-12=0 bir jinsli to‘g'ri chizigning koordinata o‘qlari
orasida joylashgan kesmasining koordinata o‘qlariga nisbatan statik
momentlarini toping.

4. x=0, y=0, x+ y=2 ciziglar bilan chegaralangan bir jinsli tekis
shaklning koordinata o‘glariga nisbatan statik va inersiya
momentlarini, og ‘irlik markazini toping.

5. y=4-x* va y=0 bir jinsli chiziglar bilan chegaralangan
figuraning og‘irlik markazini toping.

6. Yarim o‘qlari 4=5 va b=4 bo‘lgan bir jinsli ellipsning
koordinata o‘qlariga nisbatan inersiya momentini toping.

7. x*+y’=R’ aylananing birinchi chorakda joylashgan
bo‘lagining o‘girlik markazini toping. Bunda aylananing har bir
nuqtasidagi  chiziqli zichligi shu nuqta koordinatalarining
ko‘paytmasiga proporsional.

8. x=8cos’t, 8=4sin’¢ astroida birinchi chorakda yotgan yoyining
koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping.
Bunda astroidaning har bir nuqtasidagi chiziqli zichligi x ga teng.

9. Prujinani 4 sm.ga cho‘zish uchun 24 J ish bajariladi. 150 J ish
bajarilsa, prujinana qanday uzunlikka cho‘ziladi?

10. Agar prujinani 1sm.ga sigish uchun 1kG kuch sarf qilinsa,
prujinaning 8 sm.ga siqishda sarf bo‘ladigan F kuch bajargan ishni
toping.

11. Uzunligi 0,5 m. va radiusi 4 mm. bo‘lgan mis simni 2 mm.

cho‘zish  uchun qancha ish  bajarish  kerak? Bunda

F=E—SIZ, E=12-10' N/mn’.
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12. Og‘irligi P=15T bo‘lgan kosmik kemani yer sirtidan
h=2000 km. masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak bo‘ladigan
ishni toping.

Mustagqil yechish uchun misollar.

1. Jismning to‘g‘ri chiziqli harakat tezligi v=2¢+3¢* (m/s) formula
bilan ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan 5s davomida
bosib o‘tgan yo‘lini toping.

2. Nugtaning harakat tezligi v=0,lf’ (m/s) ga teng. Nuqtaning
10 5. davomidagi o‘rtacha tezligini toping.

K]
3. Sportchining parashutdan tushish tezligi v=£;(§(l—e")

formula bilan ifodalanadi, bu yerda g-erkin tushish tezlanishi, m-
sportchining massasi, &- proporsionallik koeffitsiyenti. Agar
parashutdan tushish 3min. davom etgan bo‘lsa, sportchi qanday
balandlikdan sakragan?

4. Nuqtaning harakat tezligi v=01le™" (m/s) ga teng. Nuqtaning
harakat boshlanishidan harakat to‘xtaguncha bosib o‘tgan yo‘lini
toping.

5. Suyugqlikka vertikal botirilgan asoslari a va b (b>a) ga,
balandligi # ga teng bo‘lgan teng yonli trapetsiya shaklidagi
plastinkaga suyuqlikning bosimini toping.

6. Asosi 18 m. Va balandligi 6 m. bo‘lgan to‘rt burchakli shluzga
suv bosimini toping.

7. Diametri 6 m. bo‘lgan va suv sathida joylashgan yarim doira

shaklidagi vertikal devorga suv bosimini toping. Suv zichligi
y=1000 kg/m’.

~0,01¢

2.11. Xosmas integrallar
[ f(x)dx integral mavjud bo‘lishi uchun ikkita shartning bajarilishi

talab qilingan edi: 1) integrallash chegarasi chekli [4;5] kesmadan
iborat bo‘lishi; 2) integral ostidagi funksiya [4;5]) kesmada aniqlangan
va chegaralangan bo‘lishi.
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Agar aniq integral uchun keltirilgan shartlardan biri bajarilmasa, u
holda integralga xosmas integral deyiladi. Agar faqat birinchi shart
o‘rinli bo‘Imasa, integralga cheksiz chegarali xosmas integral (yoki I
tur xosmas integral) deyiladi. Agar faqat ikkinchi shart bajarilmasa,
ya’'ni integral ostidagi funksiya [4;5) kesmada uzilishga ega bo‘Isa,
integralga chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali (yoki II tur
xosmas integral) deyiladi.

1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar

(I tur xosmas integrallar)

1-ta’rif. f(x) funksiya [a;+0) oraligda uzluksiz bo‘lsin. Agar

m} S(x)dx chekli limit mavjud bo‘lsa, bu limitga yuqori chegarasi
cheksiz xosmas integral deyiladi va T f(x)dx kabi belgilanadi, ya’ni
[ reode=lim [ roodx. (1)
Bu holda Tf (x)dx integralga yaqinlashuvchi integral deyiladi.
; : .
Agar blgnj' S(x)dx limit mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa

T S (x)dx integra]ga uzoglashuvchi integral deyiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas
integrallar shu kabi aniqlanadi:

I f(ds=m | £(x)dx, (2)

[ 7Gx = im [ £ (x)ds+ im [ £ 0, (3)

bu yerda c- o‘qning istalgan fiksirlangan nugqtasi.
Bunda (3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o‘ng
tomondagi har ikkala xosmas integral yaqinlashganda yaqinlashadi.
Misollar

B

L %(a>0) integralni yaqinlashishga tekshiramiz. a =1 bo‘lsin.

1
=—(lm 6™ 1),
l_a(b—»w )



Bunda: 1) a<1 bo‘lganda Téa = ﬁ(lim b ~1)=+0,
1 X - e

2) a>1 bo‘lganda,
3) a=1bo‘lganda j——hmj——hmlnx| =lm Inb=-+w.

b

Demak, j'—a xosmas integral o>1 da yaqinlashadi va 0<a <1 da
' X

uzogqlashadi.

0
2. jxcosxdx integralni yaqinlashishga tekshiramiz.

j'xcos xdx= lim ]xcosxdx— hm (xsin x|° - quin xdx) =

-

—hm(—asma+cosx| = lim (-asina-cosa+1).

a-—p-x

Bu limit mavjud emas. Shu sababli jxcosxdx integral uzoqlashadi.

Tx—+z—x—]0 integralni yaqinlashishga tekshiramiz. Oraliq
nuqtani c= 0 deymlz U holda(3) tenghkga ko‘ra
e o |2
Sox? +6t+10 Zx? +6\7+10 ox’ +6x+10°
Bundan
¢ dx . ¢ dx 0
—_— l - = Y =
I Te0 ey i marcigtx+3),

=arctg3 - m arctg(a +3)=arctg3 + % R

° dx .k dx . b
T v6er10 = sy Timareig(x+3), =

= :!EI.L arcig(b+3)-arctg3 = % —arctg3.
U holda

1@

I= - j

wx? +6x+10 =t +6x+10 :,[x +6x+lO

=arctg3+—2—+%—arctg3=7r.

Demak, xosmas integral yaqinlashédi.

81



2. Chegaralanmagan funksiyalarning xosmas integrallari
( I tur xosmas integrallar)

2-ta’rif. f(x) funksiya [a;b) oraligda aniglangan va uzluksiz
bo‘lib, ln_po Tf(x)dx chekli limit mavjud bo‘lsa, bu limitga f(x)

funksiyadan olingan xosmas integral deyiladi va [f(x)dx kabi

belgilanadi.
Shunday qilib,

[ eopax=tim | o). (4)
Shunga o‘xshash: 1) agar f(x) funksiya x ning a ga o‘ngdan
yaqinlashishda uzilishga ega bo‘lsa
¥ (x)dx =lm [ f(x)dx; (5)
bo‘ladi;
2) agar f(x) funksiya ¢ e[a;5] da uzilishga ega bo‘lsa, u holda
[/ e =lim T () + iy [ £)de (6)
bo‘ladi. . .
Bu xosmas integrallar uchun yaqinlashish (uzoglashish)

tushunchalari cheksiz chegarali integrallardagi kabi kiritiladi.
Misollar

1%
01— x?
ostidagi funksiya ikkinchi tur uzilishga ega.
U holda (4) tengllkka ko‘ra

Iﬁ ‘_’oj\/_—hmarcsmxl

=l£n’o(arcsm(l—£)—0)=arcsin 1 =%.

integralni yaqinlashishga tekshiramiz. x=1 da integral

Demak, xosmas integral yaginlashadi
2. i_;de__ integralni yaginlashishga tekshiramiz. x=0 da integral
-1 XNV X

ostidagi funksiya uzilishga ega.
U holda (6) tenglikka ko‘ra
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-€ 1
~3lmx
0

I
= —=+ -—3limx 3
AxVx o0 el l’m‘[ 0

A
3 =

"

Demak, xosmas integral uzoglashadi. Bunga Nyuton-Leybnits

formulasi formal tarzda qo‘llanilsa, u holda xato natija kelib chigadi:
tae 3

3. Xosmas integrallarning yaqinlashish alomatlari

Ko‘pincha xosmas integralni (1) - (6) formulalar orqali hisoblash
shart bo‘lmasdan fagat uning yagqinlashuvchi yoyi uzoqlashuvchi
bo‘lishini bilish yetarli bo‘ladi. Bunday hollarda berilgan integralning
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo‘lishi yaqinlashuvchi yoki
uzoqlashuvchiligi oldindan ma’lum bo‘lgan boshqa xosmas integral
bilan taqqoslash orqali aniglanadi. Xosmas integrallarning taqqoslash
alomatlarini ifodalovchi teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

1-teorema (I tur xosmas integralning yaqinlashish alomati).
[a;+0) oraligda f(x) va ¢(x) funksiyalar uzluksiz bo‘lsin va
0< f(x)<p(x) tengsizlikni qanoatlantirsin. U holda:

=-6.

1) agar Tgo(x)dx integral yaqinlashsa Tf (x)dx  integral
yaqinlashadi; a )

2) agar Tf (x)dx integral uzoqlashsa T(o(x)dx integral uzoqlashadi.

Misollarﬂ |

I.Te"*dx integralni yagqinlashishga tekshirami. Puasson integrali

deb ataluvchl bu mtegral boshlang‘ich funksiya ega emas.
Bunda

Ie" dx = J'e""dx+ Te":dx.
[} o 1
[e~dx integral xosmas integral emas va u chekli son qiymatiga
ega.
fe~dx integralni qaraymiz. [1;+©) oraligda 0<e™ <e™ bo‘ladi,
2
e

va e funksiyalar uzluksiz. U holda
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|

St A

Demak, bu integral yaqmlashadl va |-teoremaning birinchi
bandiga asosan

Puasson integrali ham yaqinlashadi.

2-teorema (II tur xosmas integralning yaginlashish alomati).
[2b) oraligda f(x) va ¢(x) funksiyalar uzluksiz bo‘lsin va
0<f(x)<¢(x) tengsizlikni ganoatlantirsin, x=bda f(x) va ¢(x)
funksiyalar amqlanmagan yoki uzilishga ega bo‘lsin. U holda:

1) agar jq;(x)d.r integral yaginlashsa I f(x)dx integral

je"dx kmje"dx hm(— ™),

yaqmlashadl
2. I

ostidagi funksnya x=0 da uzilishga ega.

integralni yagqinlashishga tekshiramiz. Integral

: 1 1
xe(0;1] da Z—.
e —cosx Xxe
Bundan
JZ=dim [E Lo =1 0-tmn| D=1
o xe e“".; e e 0

Demak, j'— integral uzoglashadii va 2-teoremaning ikkinchi
0 Xeé

bandiga asosan berilgan integral ham uzoqlashadi.

2) agar i f(x)dx integral uzoqlashsa ](o(x)dx integral

uzoglashadi.

Taqqoslash teoremasi fagat nomanfiy funksiyalarga tegishli.
Ishorasi almashadigan funksiyalarning xosmas integrallari uchun
quyidagi alomat o‘rinli bo‘ladi.

3-teorema. Agar T| f(x)|dx (h f(x)|dx) integral yaqinlashuvchi

bo‘lsa, u holda T S (x)dx (} f(x)dx) integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
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L [
Agar ||f (x)ldx(flf (X)ld’f) integral yaqinlashuvchi bo‘lsa

‘o b
[ f(x)ax (If (x)d\‘) xosmas integral absolyut yaginlashuvchi xosmas

integral deyiladi.
+x b
Agar [ f(x)dx (If (x)dx) integral  yaqinlashuvchi  bo‘lib,

[1£(x)| e (Il J(x)] d’f) integral uzoqlashuvchi bo‘lsa

@ b
[ f(x)dx (If (x)dx] integral shartli yaginlashuvchi xosmas integral

deyiladi.
Misol
T—dxciszx integralni yaginlashishga tekshiramiz. Integral ostidagi

funksiya [l;+) oraliqda ishorasini almashtiradi.

Ma’lumki, si,. va l-misolga ko‘ra j'idf integral
1 X7

x

COS x
x?

yaqinlashuvchi.
COos X!

x!

U holda, 1-teoremaga asosan f

ld.r integral yaqinlashuvchi va

3-teorema va 3-ta’rifga ko‘ra | Egsz—xdx integral  absolyut
1 X

yaqinlashuvchi bo‘ladi.

(2), (3) ko‘rinishdagi ((5),(6) ko‘rinishdagi) xosmas integrallar
uchun taqqoslash alomatlari hamda absolyut va shartli yaqinlashish
tusunchalari yuqorida (1) ko‘rinishdagi ((4) ko‘rinishdagi) integrallar
uchun keltirilgandagi kabi kiritiladi.
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III BOB. IKKI KARRALI INTEGRALLAR

3.1. IKki karrali integral va uning xossalari

oxy tekislikning L silliq (yoki bo‘lakli
silliq) yopiq chiziq bilan chegaralangan D
sohasida :z= r(x,») yoki :=r(p) funksiya
berilgan bo‘lsin.

Quyidagi ishlarni bajaramiz.

1. D sohani ixtiyoriy ravishda umumiy
ichki nuqgtalarga ega bo‘lmagan va yuzalari i- chizma
Ac,,Ac,,.,Ac, bo‘lgan n ta bo‘lakka bo‘lamiz.

RS

c=Y Ao, bunda o - D sohaning yuzasi.
i=l

2. Ao, yuzalarning har birida P(x;;y,) nuqtani tanlab, bu nuqtada
z=f(x,y) funksiyaning qiymatini hisoblaymiz va uni Ao, ga
ko‘paytiramiz:

f(xi’yi)Ao-i°
3. Barcha shunday ko‘paytmalarning yig‘indisini tuzamiz:
1,=Y.f(x,)A0,. (1)

Bu yig'indiga s(x,,) funksiva uchun D sohadagi integral
yig ‘indi deyiladi.

Ao, yuza chegaraviy nugqtalari orasidagi ~masofalarning
(vatarlarning) eng kattasiga shu yuzaning diametri deyiladi va d; bilan
belgilanadi, bunda n — da d, 0.

1-ta’rif. Agar (1) integral yig‘indining maxd, >0 dagi chekli
limiti D sohani bo‘laklarga bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda 7 (x;,y,)
nuqtani tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda mavjud bo‘lsa, u
holda bu limitga f(x,y) funksiyadan D soha bo‘yicha olingan ikki
karrali integral deyiladi va [[ f(x,y)do bilan belgilanadi.

Demak,
[[7ydo= lim 3 f(x.3)80,,  (2)
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bu yerda, D- integrallash sohasi, r(x,y)- integral ostidagi funksiya,
Sx,y)do—  integral  ostidagi  ifoda, x, y—  integrallash
o ‘zgaruvchilari, do - yuza elementi deb ataladi.

Ikki karrali integralning mavjudlik teoremasi deb ataluvchi
teoremani isbotsiz qabul gilamiz.

1-teorema. Chegaralangan yopiq sohada uzluksiz har qanday
= = f(x.y) funksiya uchun ikki karrali integral mavjud bo‘ladi.

Mavjudlik teoremasidan D sohani istalgan ravishda bo‘laklarga,
masalan,  koordinata  o‘qlariga
parallel chiziglar bilan tomonlari
Ax, va Ayga teng bo‘lgan to‘g'ri
to‘rtburchaklarga bo‘lish mumkin-
ligi kelib chigadi.

Bunday bo‘lishda Ac, =Ax, - Ay,
ekanidan

jnj S(x,y)do= I,,I S(x,y)dxdy-

2-ta’rif. Quyidan D soha bilan,
yuqoridan tenglamasi ;= s(x,)
bo‘lgan sirt bo‘lagi bilan, yon tomondan Oz o‘qqa parallel
yasovchilardan tashkil topgan silindrik sirt bilan chegaralangan jism
silindrik jism deyiladi.

Agar D sohada ,(.,)>0 bo‘lsa, u holda (2.1) integral
yig‘indidagi har bir f(x,,y)Ac, qo‘shiluvchi asosi Aoc,ga va
balandligi f(x,,y,)ga teng bo‘lgan silindrik jism hajmiga teng bo‘ladi,
ya'ni AV, = f(x,y,)Ac,. Bunda I, =if(xi,)’,)A0',. integral yig‘indi AV,
hajmlar yig‘indisini, boshqacha aytganda zinasimon silindrik jismlar
hajmlari yig‘indisini aniglaydi. U holda s(x,,) funksiyadan D soha
bo‘yicha olingan ikki karrali integral quyidan D soha bilan, yuqoridan
tenglamasi z = s(x, ) bo‘lgan sirt bo‘lagi bilan chegaralangan silindrik
jismning ¥ hajmiga teng bo*ladi, ya’ni

4 =I,!f (x, y)dxdy. (3)
Bu ifoda ikki karrali integralning geometrik ma nosini bildiradi.

Agar D sohada s(, ,)=1 bo‘lsa, u holda ikki karrali integral D
soha yuzasiga teng bo‘ladi, ya’ni

z
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o = [[dxdy. 4)

Agar integral ostidagi funksiya D yassi plastinkada massa
tagsimotining zichligi j,(x,,) bo‘lsa, u holda ikki karrali integral D
yassi plastinkaning massasiga teng bo‘ladi, ya’ni

m=[[y(x,y)dxdy - (5)

Bu ifoda ikki karrali integralning mexanik ma 'nosini anglatadi.

Ikki karrali integral aniq integralning hamma xossalariga ega
bo‘lib, u aniq integralning umumlashmasidir. Ikki karrali integral
xossalarining isboti aniq integral xossalarining isboti kabi bajariladi.
Shu sababli ikki karrali integralning quyidagi xossalarini isbotsiz
keltiramiz. '

. [[kf(x,y)do=k [[f(x.)do, keR.
2 [[(F(x ) £ g(x,y)do =[] f(x,y)do = Iﬁfg(x,y)dd.

3*. Agar D soha umumiy ichki nuqtaga ega bo‘lmagan chekli
sondagi

D,,D,.,...,D, sohalardan tashkil topgan bo‘lsa, u holda
[ f&»de = [ f(x,0)do + [ f(x,)do +...+ [[ f(x,3)do -
D n, n, n,

4. Agar D sohada f(x,y)20 (f(x,»)<0) bo‘lsa, u holda
[[f(x,y)do=0 (ﬂ f(x,p)do < 0).

5. Agar D sohada s(x,y)=g(xy) (f(x))<g(xy)bo'lsa, u
holda

[[/Goyydo 2 [[g(x,y)do (Hf (x,y)do < [[ g(x, y)daJ~

6. Agar D sohada s(x,y)funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda
shunday
Fy(x,;5,) € D nuqta topiladiki

J]f(xny)do- = f(xmyo)o"
Bu xossa o rta giymat hagidagi teorema deb yuritiladi.

([ fx.y)do
f (xo,}’o)=°——o_—— qiymatga r(x,y) funksiyaning D sohadagi

o rta qiymati deyiladi.
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7-. Agar D sohada s(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lib, mva A
funksiyaning shu sohadagi eng kichik va eng katta giymatlari bo‘lsa, u
holda

mo <[ f(x,y)do < Mo -

Bu xossa integralning chegaralanganligi haqidagi teorema deb
yuritiladi

3.2. Ikki karrali integrallar yordamida tekis figuraning yuzini va
jismning hajmini hisoblash.

Ushbu mustaqil ishni bajarishdan magsad. Ikki karrali
itegrallarni hisoblashga doir berilgan nazariy tushunchalardan
foydalanib, shu integrallning geometrik tatbiglari bilan talabalarni
tanishtirish va ikki karrali integrallar yordamida tekis figuraning
yuzini va jisimning hajmini mustaqgil hisoblay bilish.

Umumiy tushunchalar. Bu gism bo‘yicha misollar yechishga
kirishishdan oldin f(x,y) funksiyadan olingan ixtiyoriy D soha
bo‘yicha ikki karrali integralning mavjudlik shartlari va uni hisoblash
usullarini takrorlang.

Ikki karrali integrallarni hisoblashda quydagi muhum shartlarga
e’tibor qilish kerakligini eslatib o‘tamiz:

D soha quyiagicha bo'lsin:

0 a ]

D soha quyidan y =¢,(x) yuqoridan y=g,(x) egri chiziglar bilan,
yon tomonlardan esa x=a va «x=b to‘gri chiziglar bilan
chegaralangan. Bu yerda shuni esda tutish kerakki, ,-=¢ ) va
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y=o,(x) funksiyalar [4,5) oraliqda aniqlangan bo‘lishi talab etiladi, bu
oraligning tashqarisida esa, ya’ni x <a va x>b qiymatlarda ¢ (x) va
@,(x) funksiyalarning aniglangan bo‘lishi yoki bo‘lmasligi bizni
qizigtirmaydi.

Agar x ning [a,] oraligdagi har bir o‘zgarmas qiymati uchun

(183}

J(x)= [ fxy)dy (1

@l
integral mavjud bo‘lsa, u holda takroriy integral

f(x)

jJ(x)dx=fdx [£Gen)dy @)

e @
ham mavjud bo‘ladi va quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:
[[ s »ap=fax | rexpdy (3)
D a alx)

Endi ikki karrali integralning geometrik ma’nosiga kelsak, (3)
integral ostki asosi xOy tekisligida yotuvchi D soha bo‘lgan, ustki
asosi esa z= f(x,y) sirt bilan chegaralangan va yasovchilari oz o‘qiga
parallel bo‘lgan silindrsimon jismning (g‘o‘laning ) hajmini aniglaydi.
Bu yerda shuni yodda tutingki, agar r(x,)=1 bo‘lsa, u holda

Hf(x,y)dD:HdD:(D) (D)- D sohaning yuzi

Agar ¢,(x)=c(const), ¢,(x)=d(const) bo‘lsa, u holda D soha
{a,b]x[c,a]} to*g'ri to‘rtburchakdan iborat botlib, (3) integral ustki
asosi z=f(x,y) sirt bilan chegaralangan, qolgan yoqlari x=a,
x=h,y=c,y=d va X0y tekisliklarda yotuvchi parallelopipedning
hajmini aniqlaydi.

Endi yuqorida aytilgan mulohazalarni tipik misollar yechishga
qo‘llaymiz.

Tekis figuraning yuzini hisoblash

1-misol. xy=4 va x. -5 chiziglar bilan chegaralangan sohaning
yuzini toping.

Yechim. Avvalo berilgan sohani koordinatalar tekisligida
tasvirlaymiz.
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D sohada x ning eng katta va eng kichik qiymatlarini topish sizga
1-kurs matematik analiz kursidan ma’lum. Buning uchun har ikkala
tenglamani birgalikda yechamiz:

xy=4 x(5-x)=4 x*=5x+4=0 x, =4x,=1
= = =
x+y=5 y=5-x y=5-x y=5-x
Demak, x o‘zgaruvchi [l,4] oraliqdagi giymatlarni gabul qilar

ekan. D sohaning chegaralari ,-% va y-5-x chiziglaridir. a=1; b=4
X
bo‘ladi. (3) fomulada f(x.,)=1, =2 Vva g,)=5-~ larni o‘rniga
X

qo‘ysak va D sohaning yuzini s bilan belgilasak, quyidagini hosil
gilamiz:

S=ﬂdD=jdedy:j'(S—x—%)dx=(5x—x7-4lnx) -

=20—8—4ln4—5+%=7,5—4ln4 (kv birlik).

2-misol. y’=ax parabola va y=a to'gri chizig bilan
chegaralangan sohaning yuzini toping, (a>0).

Yechim. Berilgan chiziglarning grafigini chizamiz.a ning son
giymati aniq berilmagani uchun parabolaning formal (yuzaki)
grafigini chizamiz. To‘g‘ri chiziq va parabolaning kesishish
nuqtalarini topamiz:
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{y’ =wc=>{x’ =ax:{x(x—a)=0=>{x, =0; x,=a
y=x y=x y=x y=x

Demak, x ning chegaralari 0 va a sonlari ekan. Parabolaning
yuqori bo‘lagida uning tenglamasi y=+ax ko‘rinishda bo‘ladi.
Yuqoridagi shakldan ko‘rinadiki, ¢,(x)=x, @,(x)=+vax. Bularni (3)
formulaga qo‘ysak va f(x,y)=1 ekanini hisobga olsak, quyidagini
topamiz:

S=deD:jdedy:j(Ja_x—x)dx=\/;-i~/;d\’—

3 i -
Trdeevae 2| X[ _2 LIRS A L
!xdx—s/c—z-? -—0—5\/;~a a—Ea —(3 2)0 r
21
(kv birlik).
2 2
3-misol. x—3+%2—=1 ellips bilan chegaralangan sohaning yuzini
a
toping.

Yechim. Ellipsning grafigini chizamiz.

4
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Berilgan D sohaning yuzini hisoblash uchun uning koordinatalar
tekisligi I choragida joylashgan gismi yuzini hisoblab, natijani 4 ga
ko*paytirish kifoya. Demak, (D)=4-(D,)

Ellips tenglamasini y ga nisbatan yechamiz
2 2

DA Y a’-x’ >yl= (az—.\'2)=>y=:*:£\/az—.7:2
b @ a a’ a
Shaklidan ko‘rinadiki, D sohaning yuzi uchun ¢, (x)=0 va

qp,(x):g-\/az -x*,xe[0,a].
a

Bularni (3) formulada o‘rniga qo‘ysak va s(x,y) =1 ekanini hisobga
olsak, quyidagini topamiz:

bl

$=[[dp =4ffaD, - 4J'dxa dy = 4iy§‘r°;:;-dx=4j—g-\/az—x’dx,
0 0

bu yerdax =asins belgilash kmtamiz:
dx = acostdt, x=0=>t=0,x=a=>t=-7-2t-.

Bularm o‘rniga qo‘ysak,

S-———i\/a_—a—smr acostdt—4bjfacos tdt =4 bj‘l+coszr

2

. 3
= 2abj (1+cos2f)dt =2ab(t + lsin 2) = 2ab(z + l:ain n) =2ab-Z = mb
0 2 o 2 2 2

(kv birlik). :

4-misol. (¥’ +y?)=2a’(x*-y*) lemniskata bilan chegaralangan
sohaning yuzini toping.

Bu misolni yechishga kirishishdan oldin ma’ruzadan ikki karrali
itegrallarni hisoblashda qutb koordinatalarini qo‘llanilishi mavzusini
takrorlang. Sizga ma’lumki, agar D soha konturining qutb

koordinatalaridagi tenglamasi 7 =r(@) bo‘lsa, (r —qutb o‘qi, ¢-qutb
burchagi), bu yerda ¢ o‘zgaruvchi [«, 8] oraliqda n qiymatlar gabul
qilsa, u holda D sohaning yuzi quydagicha aniglanadi:

B r(e)
s=jjdo=jd¢frdr
D a [\

Endi 4-misolni yechishga o‘tamiz. Oldin lemniskata grafigini
chizamiz:

93



Lemniskataning qutb koordinatalardagi tenglamasiga o‘tish uchun
uning tenglamasidagi x,y lar o‘rniga x=rcosp,y=rsing larni qo‘yamiz.
[r*(cos’ p+sin @) =2a%r*(cos’ p-sin’ ) =
=r' =24 cos2p=> r* = 2a% cos2p =
=>r=aJ2cos2¢p (pe [—%,%]u[g'—:-,éf])

Shaklda ko‘rsatilgan D, soha uchun OSgps% oraliqda giymatlar

qabul giladi.
S=4-(D,) ekanini hisobga olib, quyidagini topamiz:

1 agears b 2 |a T
S=4[[dD =4[dp [ rdr=4]
D ] 0

[

,
Y do=
24, ¢

=2[2a’ cos2¢pdp = 2a* sin 2¢] "' = 2a*(sin %- 0)=2a* (kv birlik).

S-misol. Egri chizigli koordinatalar kiritish yordamida quyidagi
chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzini hisoblang:

y'=2px, y'=2qx, x’ =2y , x*=2sp.

Buyerda 0<p<q, O<r<s.

Yechim. Bu misolni yechishga kirishishdan oldin ma’ruzadan
“ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish” mavzusini
takrorlang. Bu yerda yangi ¢., egri chizigli koordinatalarni
quyidagicha kiritamiz:

y'=2x (psé<q) X =2y (r<n<s)
Bu tenglamalardagi x,y larni ¢, 5, lar orqali ifodalaymiz:
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’4
X =2y _::1 =2ny y' =8§2”y y= 2’\/§ n
T =3 54,,: = x=2-4En"; y=23/E7

Endi x va y larning £, lar bo‘yicha xususiy hosilalarini
hisoblaymiz:

ox 2 P, Ox 27, .32

z=36m) s a—=§(§fr)’-2€n;

%

Z =32 22 ¢
ax ax

Bularni l(g,q)-_-gj aa'; yakobianda o‘rniga qo‘yamiz va
o an

determinantning xossasiga ko‘ra uning satrlaridagi umumiy
ko‘paytuvchilarni determinant belgisidan tashqariga chigaramiz:

1Gm=75 :n(:rz) G g Semen-3m=-3

=1

AY =Y
x [
B o
i "
3]

g=a0e
9'=2pX
o X

Bu yerda shuni esda tutish kerakki, yangi &, o‘zgaruvchilar
bo‘yicha integrallash sohasi a={pqx(r.s)} to‘g'ri to‘rtburchak
bo‘ladi.

Demak,
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S=[[aD=]] II(:,n)Idfdn=§id¢}dm=§(q—pxs-r>.

Yuqorida yechilgan misollarda shunday xulosaga kelamiz: D
sohaning konturi (chegarasi) silliq yopiq egri chiziq bo‘lgan hollarda
qutb koordinatalari kiritish, egri chiziqli to‘rtburchak bo‘lgan hollarda
esa egri chiziqli koordinatalar yordamida o‘zgaruvchilarni
almashtirish magsadga muvofiqdir.

Jismning hajmini hisoblash

6-misol. Koordinatalar tekisliklari va §+% +§ =1 tekisligi bilan

chegaralangan jismning hajmini toping.

Bu misolni yechishga kirishishdan oldin “ikki karrali integrallar
yordamida jismning hajmini hisoblash” mavzusini ma’ruzadan
takroran o‘qing.

Yechim.

Qaralayotgan jism uchburchakli piramida bo‘lib, uning uchta
yoqlari koordinata tekisliklarida yotadi.
D sohaning chegaralari x=0,y=0 va X+ 2= to‘g‘ri chiziglardir.
a

Demak,
D={x,y:0$x$a,0$ysb(l—%)}

- —d1x_2
z-—f(x,y)—c(l p; bJ.

Bularni (3) formulaga qo‘ysak va garalayotgan jism hajmini V
bilan belgilasak, quyidagini hosil qilamiz:
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X

V= ﬁf(xy)dD H (1————)dxdy jabc[’dxjc( ———--—-]dy:

) , h-h‘; b bz(l_{):
s e [l

a a 2b

1]

1=y (1— x]
b “T”C (kub birlik).

7-misol. z=x"+y’ aylanma paraboloid, y=x' silindr va y=1
tekisliklar bilan chegaralangan jismning hajmini toping.
Yechim.
D soha quyidagicha bo‘ladi:
={(x,y):-1<xslix<y<l), f(ny)=xt+)%.
Bularni (3) ga qo‘yamiz:

Vﬂ-f(x’y)dD=ﬂ‘(xz+yz)dxdy.—_j'dxj.(x3+y2)dy=jl(x1y+y?s)l dx =

7

N 1
e OV CAVE N 4
L R

2.70-21-5_ 88 bbirtik).
105 |05
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8-misol. % + z_’ + % =1 ellipsoidning hajmini toping.
Yechim. Berilgan tenglamadan z ni aniqlaymiz:

2

2
Bu yerda D sohaning konturi = +2_=1 ellips bo‘ladi.
p

O‘zgaruvchilarni x=arcosp, y=brsn¢ formulalar yordamida
almashtiramiz. .
Natijada D'={(p,r):0< p<27,0< r<1}
ox

=—qrsin @; ? =acos¢
n

=brcos @ ;%:bsin(p
r

ap
(54
op
Yakobian
Hp,r)= ab,"s‘“ ¢ °_°s”| = abr(~sin’ p—cos’ @) =—abr ; |I(g,r)|=abr.
cosp smg
Ellipsoidning xoY tekisligidan yuqorida joylashgan bo‘lagining
hajmini hisoblab, natijani 2 ga ko‘paytirsak, uning hajmi kelib

chiqadi.

2 2
%V:[;[c 1—%——Z—zcbcdy=cg\/l—r’cos’(p-r’sh’q)-ll((p,r)

-dodr =

1 2z ! l_ 1:; 2
=cjdrj\/l—r"abrd(0=abc-ZnIVl—r'r-dr:—mbc-g—;L =~§7mbc

2 b
(kub birlik).

Bundan v = %mbc kelib chigadi.
9-misol. xy=a’, xy=2a’ silindrlar, y =—)2£ , z=0 , y=2x

tekisliklar hamda =% +2 paraboloid bilan chegaralangan
P q

Jismning hajmini toping. o
Yechim. Integrallash sohasini xov koordinatalar tekisligida
tasvirlaymiz:
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ya2x

1y=2at

Shaklda ko‘rsatilgan sohalar simmetrik bo‘lgani uchun va
paraboloid tenglamasida

z=L;+ﬂ=lz+y—' tenglik o‘rinli  bo‘lgani uchun

p q P q

x>0, y>0 bo‘lgan sohada jism hajmini hisoblab natijani 2 ga
ko‘paytirsak, izlanayotgan jismning hajmi kelib chiqadi.

Egri chiziqli koordinatalarni

xy=ua', 1su<2;

y=vx, ESvSZ
tengliklar ~ yordamida  kiritamizz.  Bu  tengliklardan  x, y

o‘zgaruvchilarnilarni aniglaymiz: x= a\/E , y=aJuv . Bundan
v

H__8_  x___au
ou  2Juv v 2w
dy _av & au

u 2w o 2w
xususiy hosilalarni aniqlaymiz. Bularni I(4,v) yakobianda o‘rniga

qo‘ysak va umumiy ko‘paytuvchilarni determinant ishorasidan
tashqariga chiqarsak, quyidagi kelib chiqadi:

Natijada
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%V = [ £(x, »)dD =[f £ (x(u,v), y(u, V)| (, v)|dudv =

—

2 2 2 3 2 42 2
- ;dv;(ﬂ+w)“_du=“_;ud.,;(i+x LI

1 o\pv  q J2v 21 W\pv q)v

2 2
I Y4 4 1 :

=2_u2 j‘ lz+l)dv=3i(__+ﬂ =
4 | \pv ¢ 4 pv g
2

4 - - 4 4
_30( 1,2,2 1) 3a(a 3] 9a(1+ﬂ=9a(p+q)
P 4q) 8pq
(kub birlik).
Bundan
y 23 (p+9)

4pq
kelib chiqadi.

3.3. Ikki karrali itegrallarning mexanikada qo‘llanilishi

Ikki karrali integrallarni jismning massasini, o‘qqa va tekislikka
nisbatan statik va inersiya momentlarini, shuningdek og‘irlik
markazlarini hisoblashda qo‘llanilishi.

Umumiy tushunchalar. Bu qism bo‘yicha misollar yechish
uchun ikki karrali va uch karrali integrallarni mexanikada qo‘llanilishi
mavzuni mukammal takrorlab chiging. Endi ba’zi muhum formulalar
bilan tanishamiz.

Agar (P) biror tekis figura (masalan, plastinka ) bo‘lib, uning
M(x,y) nuqtalaridagi zichligi p(a)=p(x.») bo‘lsa, u holda (P)
figuraning (palstinkaning) massasi

m=IPIp(x,y)dp (M

formula bilan aniqlanadi . Agar (P) figura bir jinsli bo‘lsa , ya’ni
hamma nuqtalarida zichligi bir xil bo‘lsa , u holda p(x.)=a(consr)
bo‘ladi, (1) formula esa ,

m= aH dp (2)

ko‘rinishni oladi .
ox va or koordinata o‘qglariga nisbatan statik momentlar

quyidagi formulalar bilan aniqlanadi.
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M, = H vp(x,y)dp M = szp(x, y)dp , @)

Inersiya momentlari esa,
1, =[[y*p(x.»)dp, I, =[x p(x,y)dp, Q)

formulalar yordamida topiladi. Qaralayotgan jismning og'irlik
markazining koordinatalari quyidagicha topiladi:

[[xo(x, y)dp [[ yo(x, y)dp
O Sl S ®

b

m m
Agar jism bir jinsli bo‘lsa, ya’ni p(x,y)=const bo‘lsa, (5)
formulalar soddalashadi va

[[xdp [[ ydp
X = : > Yo = — (6)
p p
ko‘rinishini oladi. Bu yerda p berilgan figuraning yuzi.

z=fix, y)

=7

Yasovchilari Oz o‘qiga parallel, ostki asosii xOy tekisligida va
ustki asosi esa z=f(x,p) sirt bilan chegaralangan silindrik g‘o‘lani

qaraymiz.
G‘o‘la bir jinsli bo‘lsin, ya’ni p(x,»=const. Soddalik uchun

p(x,»)=1 deb olamiz. Shu g‘o‘lani xoy, zox va yoz koordinata
tekisliklariga nisbatan statik momentlari deb quyidagi formulalar bilan
aniqlanuvchi kattaliklarga aytiladi:
Lee o
M, = gﬂ z'dp; M_ = [[ yzdp; M. = [[xzdp )
Bular yordamida g‘o‘laning og‘irlik markazining koordinatalarini
osongina aniqlay olamiz.

M ﬂxzdp
0=7”=PT; M=

1

[
” ; (8)

o, I,
VAT
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Shunga o‘xshash silindrik g‘o‘laning koordinata tekisliklariga
nisbatan inersiya momentlari quyidagicha aniqlanadi:

I,=[[yzdp, 1= Hx:zdp C)]

Oz o‘qiga nisbatan inersiya momenti esa
1141, =[[(z +y)dp (10)
P

formula bilan hisoblanadi. Agar g‘o‘laning yasovchilari Ox yoki Oy
o‘giga parallel bo‘lsa, u holda (7), (8), (9) va (10) formulalarda z
o‘zgaruvchi x yoki y bilan almashtiriladi. Agar garalayotgan jismning
zichligi xOy tekisligiga parallel gismda yotuvchi nugqtalari uchun
p(x.y) 82 (oxy=1) teng bo‘lib, Oz o‘qiga parallel ustunchalarida
o‘zgarmas bo‘lsa, u holda (7), (8),(9) va (10) formulalarda integral
ostidagi ifoda ,(x,y) ga ko‘paytiriladi.

IKkki karrali integralning mexanik tatbiqlariga misollar.

1-misol. (P) tekis figura egri chizigli trapetsiya ko ‘rinishida

bo'lib, x=1,x=3 va y=o to'g'ri chiziglar, -3 giperbola bilan
X

chegaralangan bo ‘Isin. Uning hamma nuqtalarida zichligi p(x,y)=)
bo‘lsa shu tekis figuraning massasini va koordinata o ‘qlariga
nisbatan statik momentlarni toping.

Yechinr.
YA

3 F---

2 [~ ®
1 -

Y -
O 1 2 3 “x

P={(x,y)eR*:1<x<3; 0< ysé}, (1) formulada s(x,y)=1 qo‘ysak,
X
figuraning massasi kelib chigadi.
m=jjdp=jabcjdy=j%dx=3m o =3h3
Shunga o‘xshash (3) formulalarda ham ,(x,y) =1 qo‘ysak
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3

19 9/ 9 9 9 3
M IIydp jdxjydy jy i =Jl’§dx=—§;|=—g+-2—=-2-+5=3

M, =dep=idxj'xdy=j'x-%dx=3-2=6
P 1 o 1

Ox va Oy o‘qlariga nisbatan statik momentlar kelib chiqadi.

2-misol. z=0,z=ky (k>0) tekisliklar x*+y'=a’ slindr bilan
chegaralangan bir jinsli silindrik g‘o‘la kesimi og ‘irlik markazining
koordinatalarini toping (= 0).

Yechim. Qaralayotgan jism bir jinsli bo‘lgani uchun zichligi
px.y,2)=1 deb olamiz. y>o0 bo‘lgani uchun :=#y>0 bo‘ladi.

Demak, p= {(x,y) eR':—asx<a; 0<y< \/a’—-—x'} -bu slindrik
g‘o‘laning xOy tekisligida yotuvchi asosi. (7) formulalarga ko‘ra
quyidagilarni topamiz:

T
“=1s

MU_=%_[Jz’dp=%idxw]:x’k’y’dy— j(a —X )2 k*a?

Q

M:,:Hyzdp k| dx j yaj::éf(a'—x’)sdx=—ka‘

-a 0
Kpe)

-x

dx=£i(a‘x—x’)dx=0

M, jjx:dp kjdx[ xydy= kj"y

-a 0

Berilgan j JlSlmnmg hajml V bo‘lsa, u holda
V= ﬂz.dp jdx j kydy= j(a ’)abc=5(a x—%—)

Bulam| 8 formulalarga qo‘ysak, og‘rlik markazining
koordinatalari kelib chigadi:

3
2
=k(@-%)=2ka
@-3)=3

T,
x"__A[__O M ;{ka“ . Al _BA a-i—3_”k
4 Yo= ST =5 =4 T TN TR
2 16 gka’
3

3-misol. Tekis figura R radusli doira shaklda bo ‘lsa, uning
urunmasiga nisbatan inersiya momentini toping.

Yechim. Bu yerda shu narsaga e’tibor gilish kerakki, doira
aylanasiga urinmalar soni cheksiz ko‘p, lekin shu urinmalarga
nisbatan inersiya momentlari hamma urinmalar uchun bir xil bo*ladi.
Shuning uchun Ox o‘qiga koordinatalar boshida urinuvchi doiraning
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shu Ox o‘giga nisbatan inersiya momentini aniqlasak, masala
yechilgan bo‘ladi.

Q/

Aylana tenglamasi x*+(y-R* =R, bundan
R-VR*—=x* <y<R+JR*-x?

P={(x,y)eR*:-R<x<R; R—-JR* —xX <y < R+JR —x*}

(4) formulaga ko‘ra quyidagini topamiz (o(x,y)=1) :

1,=[[yap- id;ﬁzdy%ﬂ(}eww =) ~(R-VE == =

3 R 3
-3R(R* —x*)+(R? —x’)’dx=§‘[6R2\/R2 -x’ +2(R —x’)’] dx
0

x=Rsins belgilash kiritamiz.
dx=Rcostdt; x=0=>t=0; x=R=>t=%

Bularni o‘rniga qo‘ysak,

I,= g— i(3R’ -Rcost + R* cos’ t)Rcostdt = g R‘i(3 cos’ t +cos' f)dt =
1]

x R :
isz 3.l+c0521+(l+00521) dt=7zR‘+lR‘j'(l+l+c°541)dt=
3 % 2 3 % 2

2

3 2 2 4 4
4-misol. x*+y’<d® doiraviy plastinkaning har bir Mmx.y
nuqtasidagi zichligi shu nuqtadan a@0) nuqtagacha bolgan
masofaga proporsional bo‘lib, plastinkaning markazida aga leng
bo ‘Isa, uning og ‘irlik markazi koordinatlarini toping.
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Yechim.

P={(x,))eR :-a<x<La; —msyS\/R’_—;;}.

Shartga ko‘ra M(x,y)nuqtadagi zichligi p(M)=|M4-k, demak,
p(x,y) =k [(x—a)’ + y*, p(0,0) = a bo‘lgani uchun

k-JJ0—a) +0* =a=ka=a= k=1

Bundan p(x,y) = k/(x—a)* + y* kelib chiqadi.

Plastinkaning massasini topamiz.

(e |

m= [ p(x, y)dp =Idx\ff_ Jx-a) +y'dy

X—a=rcosp
y=rsing }
Bu yerda «x,y larni’ qiymatlarini platinka aylanasining
tenglamasiga qo‘ysak, » ning ¢ orqali ifodasi kelib chiqadi.
(a+rcos@) +r'sin’ p=a’ =>a* +2arcosg+r’(cos’ p+sin’ p)=a’
= r=-2acosg, (% <¢< _i_)
Qutb boshi 4(a,0) nuqtada yotadi (shaklga garang).
Natijada,
in

iz 3z
-2acos 3

—fdp T rdr =1 f(-8a)cos’ pdp =32 [ (1-sin’ p)d(sin g) =
m-! @ B[ rd;:EI(—Sa)cos qx!(o-—Tx( - sin’ p)d(sin @) =
2 2 2
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8af . sin‘p)? 8? 1 l) 8a2( I) 324°
=——|sing-—F| = (-1-14-+=|=-2[-2]|=
3 3 ) 3 33 30 3 9
2

Endi o‘qlarga (ox,0,) nisbatan statik momentlami aniglaymiz.

3x
-2acos 4
M, = ([ ot y)ip=[do |7 sinr iwm ngdp=
P

MY

2

3z

2 cos’ g|?
5

=-4a" | cos' pd(cosp) =—4 =0

z
2

133 S | 3

~2acosp

dp=

3{ -2acosp 3 J; r" '.3
M, =j!yp(x,y)dp = :[dw !(rcosqna)r dr =‘[(7‘-cosq)+a ?]
2 2

0

3x 3x

(4a cos’ o — —8a cos (p)d(a = il:(4a4 (1-sin*@)’dep — ga‘ (1-sin? (p)]d(siMP

x

NN

i

2
I[4a‘(l - 2sin’ @ +sin* @) — -ga‘(l -sin? (p)]d(sin @)=
3

=4a‘(—2+i-3)_
. 3

3
. sm(psm(a 8 n’p)|*
=4 Sn @
[”(SM 377 ] 37 ( =3 )] 5
2

_§a,(_2+§)=4 ,—30+20-6 8 ,( 4)

3 15 3
64 , 32, —192+160 ,
=E-—a +—a=— =—
15° 9 45 15

Bularni (5) formulalarga qo‘yib, og‘irlk markazining
koordinatalarini topamiz:

X, =—A4—y=—3—2.a‘°2a3—_2
m 45 9 5
Mx
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IV BOB. UCH KARRAL INTEGRALLAR

4.1. Uch karrali integral
Uch Karrali integral ham ikki karrali integral kabi aniglanadi.
Fazoda hajmi ¥ ga teng bo‘lgan jism berilgan bo‘lsin. Bu jismning
(sohaning) har bir nugtasida uzluksiz u=jf(P) yoki u=r(x,y2)
funksiya aniglangan bo‘Isin.
Sohani ixtiyoriy ravishda umumiy ichki nuqtaga ega bo‘lmagan
va hajmlari AV,,AV,,..,AV, bo‘lgan nta bo‘lakka bo‘lamiz, bunda

V=3 AV,. Har bir bo‘lakda ixtiyoriy P(x,,¥;,Z) nuqta tanlab, bu

nuqtada f(P)= f(x,,y,,z) ni hisoblaymiz va
f(x,,5,,2,)AV, ko‘paytmani tuzamiz. Bu ko‘paytmalardan

1,=3 /(5 5.2)AY, )

yig‘indisini hosil gilamiz. Bu yig‘indiga u = f(x,y,2z) funksiya uchun
v sohada integral yig‘indi deyiladi. n—>o da bo‘laklar
diametrlarining eng kattasi nolga intiladi, ya’ni maxd, —0-

1-ta’rif. Agar (1) integral yig‘indining maxd, —0 gi chekli limiti
v sohani bo‘laklarga bo‘lish usuliga va bu bo‘laklarda P (x,,y,,z,)
nuqtani tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmagan holda mavjud bo‘lsa, u holda
bu limitga f(x,y,z) funksiyadan ¥ soha bo‘yicha olingan uch karrali
integral deyiladi va [[f f(x,y,z)dv kabi belgilanadi.

Demak,
[l £y, 2av = Bm > fy,2)8%, . (2)

Uch Kkarrali integral uchun ham ikki karrali integraldagidek
mavjudlik teoremasi o‘rinli bo‘ladi.

Uch karrali integralni ikki karrali integralga o‘xshash quyidagicha
belgilash mumkin:

[[§ £ e,y 2)dxdvetz.
Agar v sohada s(x,,,z)=1 bo‘lsa, u holda uch karrali integral bu
sohaning 7 hajmiga teng bo‘ladi, ya’ni
V = [[f dxdydz. (3)

Bu ifoda uch karrali integralning geometrik ma'nosini anglatadi.
107



Agar y,=y(x,y,z) funksiya ¥ sohada massa taqsimotining

zichligi bo‘lsa, u holda uch o‘Ichovli integral ¥ hajmdagi modda
massasini beradi:

m=[[[ y(x,y,z)dxdyd: €))
Bu ifoda uch karrali integralning mexanik ma 'nosini bildiradi.
Uch karrali integral ikki karrali integral ega bo‘lgan xossalarga
ega. Shu sababli ikki karrali integralda keltirilgan xossalar uch karrali
integral uchun to‘laligicha ko*chiriladi.
1. j!j kf(x,y,2)dV =k jl [ f(x,3,2)dV.

2 [fr e r 2t gy, )V = [[[ f(x, v, 2)dV £ [[ g(x,p,2)aV.
3. ﬂ]f(x,y,z)dV=j[jf(x,y,z)d14 + [[ f(x.y,2)aV, +...+_’Uf(x.y,z)dV,,
bunda ¥ soha V,V,,.,V, o‘zaro kesishmaydigan sohalardan

tashkil topgan.
4. Agar v sohada f(x,y,z)20 (f(x,y,2)<0) bo‘lsa, u holda

fﬂ S(x,y,2)dV 20 ( [ffy.2)av= o) .

5. Agar ¥ sohada s(x, y,z)= p(x,y,2) ([(%,2)$9(x,7,2)) bo‘lsa, u
holda ~

ff ey, 23av = [ ([ o(x,y,2)av (Hj f(x,y,2)dV < jl [o(x,», z)dV).
6. [[[f(y,2)aV = f(x,,,,2,)V, bu yerda F(x,:,2) nuqta v

sohada yotadi.
7°.Agar v sohada ;< f(x, y,z) < M bo‘lsa, u holda
mV < mf(x,y,z)dV SMV.

4.2. Uch karrali integrallar yordamida jismning hajmini hisoblash

Ushbu mustaqil ishni bajarishdan magsad. Uch Karrali
integrallarni  hisoblashga doir berilgan nazariy tushunchalardan
foydalanib, shu integrallarni geometrik jismlarning hajmliarini
hisoblashda qo‘llay bilish. Uch karrali integrallar yordamida turli xil
sirtlar bilan chegaralangan jismlarning hajmlarini hisoblay bilish.

Umumiy tushunchalar. Bu gism bo‘yicha misollar yechishga
kirishishdan oldin s(x.y.z) funksiyadan v soha bo‘yicha olingan uch
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karrali integrallarning mavjudlik shartlari va uni hisoblash usullarini
ma’ruzadan takrorlab o‘qing. Bu yerda v uch o‘Ichovli soha (jism)
bo‘lib, u silliq yoki bo‘lakli-silliq sirt bilan chegaralangan. Agar ¥
soha quyidan z=/f(x,y) yuqoridan z=f(x,y) sirtlar bilan
chegaralangan bo‘lsa, bundan tashqari V' sohada x,y lar orasida
0()<y<e(x) tengsizlik orinli bo'lib, x esa shu sohada [a,b]
oraliqda giymatlar qabul gilsa, u holda agar s,y funksiyadan V
soha bo‘yicha olingan uch karrali integral mavjud va quyidagi tenglik
o‘rinli bo‘ladi:

ea)  ftzy)

m J (x,y,z)dv=idx [dy [f(x.p.2)dz (5)

a @) filxy)
agar s(x.y,z)=1 bo‘lsa (4) tenglik ¥ sohaning hajmini aniqlaydi:
@l frlay)

I[,dv=fdx [ [dz 6)

a @l filxy)
(6) tenglik o‘ng tomonini z bo‘yicha integrallasak,

ﬁvf dv = j dxﬁix()fz (%, ) = f,(x, 7))y

a aln)

kelib chigadi. Bu tenglikning o‘ng tomonini bizga tanish bo‘lgan ikki
karrali integralning takroriy integrallar orqali ifodalanishidir. Uch
karrali integrallarning geometrik tatbiqlariga doir misollar yechishda
juda zarur bo‘lgan quyidagi mavzularni ma’ruzadan qaytarib chiqing:

1. Uch Karrali integrallarni hisoblashda sferik va silindrik
koordinatalardan foydalanish.

2. Uch karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.

Endi tipik misollarni yechishga o‘tamiz.

1-misol. x—1=0, y—1=0,z=0 va x+y+z=4 tekisliklar bilan
chegaralangan jismning (piramidaning) hajmini toping.

Yechim.
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x+y+z=4 tenglamada z=0 qo‘ysak, x+y=4 bo‘ladi. Bu xoy
tekislikda (4B) to‘g‘ri chiziq tenglamasidir. x+y=4 tenglamada y=1
qo‘ysak, 4 nuqtaning absissasi kelib chigadi x+1=4=> x=3. Demak,
v sohada: 1<x<3; I<y<d4-x 0<z<4-x-y. Bularni (5)
formulaga qo*ysak,

([ tv=Jae [ o Tif e e o= f e fea-n-ypay =

0 1 1
1
oor-3

4-x
(16-4x-4x+x* —8+4x—%x +x—=3,5)dx = j( x —3x+45]dx

dx = 1[4(4 x)-x(a-x)-& 2") ~4+x +;]cbc

1

-
i

3 3
=(x——3i asel =227 1135103 4sog3soppliys 1
6 2 "6 2 6 2 6 6
kub birlik bo‘ladi.

2-misol.

z=x'+yz=20 +y*)y=x,y=x
sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmini toping.
Yechim.  Berilgan sirtlarning
dastlabki ikkitasi aylanma paraboloid
— bo'lib, uchinchisi 0z o‘qidan o‘tuvchi
tekislikdir, y=x" esa yasovchilari Oz

____________ o‘qiga parallel bo‘lgan parabolik
silindr ekani bizga ma’lum.

- ]

.

-
-,
’
’
.
4

e
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z=(x2+ )

z=2(x+f)

X

Demak, 1-shaklda tasvirlangan jismning z=x’+y* va z=2(x2+ yz)
aylanma paraboloidlar orasiga olingan bo‘lagining hajmini hisoblash

talab etiladi. {"= sistemadan x ni topamiz:
y=x

{y:x - x2=f X -x=0 { =0,x, =1
y=x* |y=x

Bundan V={x.yz:0<x<l;x’ <y<x x*+y? <2< 5t +y2)}. Bularni
(6) formulaga qo‘ysak, quydagl kelib chlqadl

x’t)

V= jjjdv jdxjdy [ dz = jde(x +yY)dy=

4 x* x X X
- +5 - ‘—)d‘ [(3=-=-5pA5-55
=____L*_35 21~ 5____ 3 (kub birlik).
375 21 105 105

3-misol. (x*+)* +z*)’ =a xyz sirt bilan chegaralangan jismning
hajmini toping.

Yechim. Tenglikning chap tomoni kvadratlar yig‘indisi bo‘lgani
uchun manfiy bo‘la olmaydi. Demak, tenglik o‘rinli bo‘lishi uchun
xyz ko‘paytma manfiy bo‘lmasligi kerak. xyz=

= Dx20,y20,220; 2) x20,y<0,2<0

3) x<0,y20,2<0; 4) x<0,y<0,220

Berilgan jism kordinatalar sistemasining 4ta oktantida yotar ekan.
Agar m(x,y,-) qaralayotgan jismning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, unga OX
o‘qiga nisbatan simmetrik a7z, (x-y--) nuqta, OY 0°qiga nisbatan
simmetrik M,(-x,y,~z) nuqta va 0OZ o‘qiga nisbatan simmetrik
M,(-x,~y,z) nuqtalar mavjuddir. Bundan berilgan jismning yuqorida
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ko‘rsatilgan 4 ta oktantdagi bo‘laklarining kattaliklari bir xil ekani
kelib chigadi. Shuning uchun jismning 1 oktantdagi bo‘lagining
hajmini hisoblab, natijani 4 ga ko‘paytirsak, berilgan jismning hajmi
kelib chiqadi. Sferik koordinatalar kiritamiz:

X=rsmycosg; y=rsnysn@; z=rcosy

I- oktantda O0<y s% va 0<¢p< % bo‘ladi. Yakobian

[(r.o.w)|=r’sny va sferik koordinatalarni berilgan tenglamaga
qo‘ysak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
[r*sin? w(cos® ¢ +sin? @)+ rcos w[ =a’r’sin’ y cospcosy siny =
= r'=a’sin’ycospcosysinp=> r=aifsin’ pcosgpcosy siny

Demak,

aYsin’ycavpcospaing

do Jr? sin dr =

© Yyt | B
© Sy | 1

V=de=4 dy

b x

4i i : 4 .3
=§Idy/j'a’ sin® y cos @ cosy sin (od(o=§a‘ Icosrpsm pdo-
o [1] 0

sin® ¢
2

4 24 6

0

Z LTS 3
-Isin’wcoswdw:%a’[ ~Sm—(sz=§a’-l-l=a— (kub birlik).

. . x2 yZ ZZ _ xZ y—l X .
4-misol [02 tort c’] =Tty sint bilan chegaralangan
Jismning hajmini toping.

Yechim. Tenglikning har ikkala tomoni kvadratlar yig‘indisi
bo*lgani uchun berilgan jismning hamma oktantlardagi bo‘laklarining
kattaliklari bir hil bo‘ladi.

Shuning uchun jismning 1 oktantdagi bo‘lagining hajmini
hisoblab , natijani 8 ga ko‘paytirsak , berilgan jismning hajmi kelib
chiqadi .Umumlashgan sferik koordinatalardan foydalanamiz,

x=arsinycosg ;y =brsnysin ¢,

Z=crcose (05405%;09//5%)

Yakobian |I(r,p,y)| = aber® sin ¢
X, ¥, z lar uchun sferik koordinatalarni berilgan tenglamaga
qo‘yib quyidagini topamiz:
[rz sin* ¢(cos2 W +sin? ://)+ r? cos’ q7]2 =r?sin’ glcos? y +sin’? 1//)=>
= r'=risin’p=>r'sin’p=>r=sng
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Bundan ¥ = [[av =8] dy | dp | aber sin gudr =8abc (kub birlik).

5-misol. (x+2y+2z)' + (y+2z)* +(2x+2)' =R* ellipsoidning hajmini
loping .
x+2y+z=u
Yechim. O‘zgaruvchilarni {y+2z=9  formulalar yordamida
2x+z=w
almashtiramiz .Natijada ellipsoidning tenglamasi u*+v* +? = R?
ko‘rinishni oladi, bu esa w90 koordinatalar sistemasida sfera
tenglamasidir. Yuqoridagi almashtirishlar orqali ¥ soha (ellipsoid) »
sohaga (sharga ) o‘tadi .
V'= {(u,.9,a))e R:-R<us<R; -JR -u* <9<JR' -u*; |o|sVR -u’ —;9’}
Endi tenglamalar sistemasini yechib x, y,z larni aniqlaymiz:

I 2 1
A=|0 1 2|=1+8-2=7;
2 0 1
u 2 1
A =|9 1 2|=u4-29+3w;
o 0 1
1w 1
A =0 9 2=9+4u-29-20=4u-9-2w;
2 o |1

Bundan

x=§=l(u—23+3a)),
A 7

y=%=%(4u—3—2w),

z=£=l(a)+49—2u),
A 7

kelib chqadi.
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a1l a2 &3
u 71° o9 7’ ow 7’
»_4. y__ 1. &»__2,
ou 1 08 71’ bw 1’
Z_2 @& _4 & _
ou 7’ 08 7 ow
Yakobian
x ox ox |1 2 3
ou 89 dw| (1 T 7 | -2 3
](“’9,0,):2)’. _5_y_ é}_,= f'- -l —Z =l’4 -1 =2|=
ou 69 ow|l |7 7 7 2 4
oz o & |2 4 1 T
ou 68 Ow 7 7 1
l(-1-8+48-6+8+8)=l- 9=%
\R-u sz

V= de H”I(u 3, w)ldudew——Idu Idv jda) ——Idu I \/ -u'-3d8;
Lekin jJa -x dx=—4— ekani bizga ma’lum .

Buerda a ni Va? -4’ ga almashtirsak,
ol

j' VR —u .9’d.9——(R’—u ) kelib chaqdi .
Natljada
R
8%7m 0 o, 21, WY 2 R\ 2z 2R
V=7£%(R -u )du=7”(R u—%]o =7”[R —?)~7”-T=— (kub birlik).

Bu yerda ellipsoidning hajmini hisoblashda uning birinchi
oktantdagi bo‘lagining hajmini hisoblab, natijani 8 ga ko‘paytirdik.
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4.3. Uch karrali integrallarning mexanikaga tatbiqlari.

Jismning hajmi V bo‘lib, ixtiyoriy M (x, y,z) nuqtaning zichligi
p(M)= p(x,y,2) bo‘lsa, uning massasi
m= HI plx y.z)dl (7)

formula bilan aniqlanadi.
Koordinata tekisliklariga nisbatan statik momentlari

M, = H_[ zp(x,y.2)dV; M_= _[}[_[ yo(x,y,2)dV; M, = JI_[xp(x, y,2)dV;

®
Og‘¢irlik markazining koordinatalari
m xp(x,y,2)dV _m yp(x,y,2dV ﬂ]zp(x, y,z2)dV
.Yo=_"—m—“_; ,Vo=————m_'—; zo=—_m.___
9)

Koordinata o ‘qlariga nisbatan inersiya momentlari

I, = J]].() +z (x y.2)dv; 1, = Iﬂ(z’ +x? )p(x.y_.:)dV;
1, = I;U (x2 + 37 )p(x, y, o)V (10)

formula bilan aniqlanadi.

Koordinata tekisliklariga nisbatan inersiya momentlari esa
quyidagicha topiladi:

1,=[[2plc.p.2)dv:  1.= I'[J.y’p(x,y, z2)dV; 1= I'J:IX’p(x.- y,20V;

Qaralayotgan jism massasi A(£7,¢ ) nuqgtani Nyuton qonuni
bo‘yicha tortish kuchini F bilan belgilasak, F ning o‘qlardagi
proyeksiyalari quyidagi formula bilan aniqlanadi: (4 nuqta massasi m
ga teng bo‘lsa)

F = kﬂjm olx, y,z)av; F, =kmmy _”p(x, y,z)dV;
.= kfffm* gp(xy,z)dV (11)

Bu yerda

r=Je-¢Y +-ny +c-¢¥; F={F,F.F}
k- Nyuton koefTitsenti ( gravitatsion doimiylik).

Sunga o‘xshash berilgan jismning 4 nuqtaga potensialini
aniglaymiz:
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tV:j[j—”(x’}:z)dV (12)

Bu yerda ikkita holga e’tibor berish kerak:

1) Agar 4(£,1,¢) nuqta berilgan jismdan tashqarida yotsa, u holda
(11), (12) integrallar xosmas integrallar hisoblanadi, lekin bu holda
ham (11), (12) integrallar mavjuddir. Endi tipik misollar yechishga
o‘tamiz.

1-misol. Birlik kub (0<x<1; 0<y<1; 0<2<1) har bir mx,y.=
nugtasidagi  zichligi  p(x,y,z)=x+y+z  formula  bilan
berilgan. Massasini hisoblang.

Yechim. (*?) formulaga ko‘ra

m= Iﬂp(x,y,z)dV _[dxjdyj(x+y+z)dz jdxj(xz+yz+ ]

idxj(x+y+ )dy j(.xy+—2—+ ;yJ ( > +x]'

2-misol. z=x"+ 3’ paraboloid x+y a, x=0; y=0; z=0;
tekisliklar bilan chegaralangan bir jinsli og‘irlik markazining
koordinatalarini topining.

Yechim. Berilgan jism bir jinsli bo‘lgani uchun p=(x,y,z)=1
deb olamiz. Bu holda jism massasi son jihatdan uning hajmiga teng,
ya’ni m= ¥V boladi ¥ soha quyidagicha bo‘ladi:

V={(xy2)eR:0<x<a;0<y<a-x,0<z<x +y’}

jism massasi

1
dy=

0

=l+]=l,5
2

a-x a a-x

m= jjjdV jdxjdyj dz_jdxj(x +y )dy—jdxj(x +y*)dy =

{ _}_’_‘_nq _ 2 _ .3 (a—x) A
!(xy+3) dx—z‘:(ax x+ 3 )

]
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¥

xa

Endi (12) formulalar yordamida koordinata tekisliklariga nisbatan
statik momentlarini topamiz:

M, mde Idx'[dyj' z2dz= idxar( YY) dy=

dx=

a-x

a S
=Idxf (x +2x’y? +y‘)dy=51(x‘y+2x2-—%—+y?]
0

0

_—J'|: -x'+= x(a -3a’x +3ax’ x)+l(a x)]dx lj"|:cz:c‘—x’+—2~a’x2—
5 29 3

5 5 6
-2a’x’+2ax‘—3x’+l(a-x) de=tag X X 20X g Xyag X 2 X
3 5 2 6 3 5 36
_1a-x® _laﬁ(' 121, Z_l+_'_)=_'. B(L l_l)=ia6
5 6 , 2 \53 6 9 2 5 9 30/ 2 \I5 9 10) 18

M“=Iﬂ"'d"=i“”ard)’xry= fax Ty + v =J[ 2L+ ] -
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s(llll]l) s(]41) s(l 4)]S
=@ ——=+=--—4+~——|=ad| = -—-- =a|\--—|F—a,
4 5 6 3 4 15 2 15 6 3 15) 15 °
1 7

D M_=M_=—a* =—a°

emak, M_ =159 , M, 780"

Bularni (13) formulaga qo‘ysak, og‘irlik markazining
koordinatalari kelib chigadi:

B
T TI5T6 5 7180 6 30
2 2 2
3-misol. (E) =(£) +(%) konusning har bir M(x,,2)
C a

nuqtasidagi zichligi shu nuqtadan xo, tekisligigacha bo‘lgan masofaga
proporsional bo‘lib, proporsionallik koffitsienti k ga teng. Shu
konusning z=c (c>0) tekislik bilan kesilgan bo‘lagining massaasi va
og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

Yechim.

>

B S

O pemmce==-

Y Shartga ko‘ra p#(x,y,2)=kz

x

Masalani yechishda umumlashgan silindrik koordinatalardan
foydalanamiz: x=arcosp, y=brsing, z=z.

Bularni yuqoridagi tenglamaga qo‘ysak, z=cz kelib chiqadi.
Natijada yangi koordinatalar uchun integrallash sohasi quyidagicha
bo‘ladi:

V'= {(¢7,r,z): 0<@p<27;0<r<l;cr<z< c}, I((p,r,z)= abr

jism massasi
2

m= IH kzdV =k Id(oj dri Z|I(¢a r, Z)Idz = akad¢ ‘j drj rzdz =
r 0 0 e 0 0 er

abk* . | abc k(v Y abc’k
=T!d(p!r(c’—c’r’)dr== > !(;——4—) dp= .

nkabc’
27 = ;
2-4 4

0
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(12) formulalarga ko‘ra quyidagini topamiz:

3.3

cr

M, = m zp(p,r,2)dV = km 2’V = de¢j dri abcz*dz = kab- 27[i r(("—?’3 el U
¥ ¥ [} 0 cr 0

! 3
= ——— _ Zkabe 3 =L kaper
3 3 (2 5) 3 105

Berilgan jismning zichligi x,y larga bog‘liq emas, demak y
gorizontal kesimda o‘zgarmasdir, bundan tashqari o0: jismning
simmetriya o‘qidir, shuning uchun og‘rlik markazi Oz o‘qida yotadi,
demak x,=y,=0 bo‘ladi.

M_
z,=—2 =ic; (0,0,50]
m 5 5

_ 2akabc’ 'i-(r_’_J)d 27kabc’ ( r’ r’]

4-misol. Radiusi R va massasi # ga teng bo‘lgan sharning har bir

nuqtasidagi zichligi shu nuqtadan shar markazigacha bo‘lgan
masofaga proporsional bo‘lsa, shu sharning diametriga nisbatan
inersiya momentini toping.

Yechim

\/

X

Bu yerda shu narsaga e’tibor qilish kerakki, sharning diametrlari
cheksiz ko‘p, lekin ularning hammasiga nisbatan inertsiya momentlari
bir xil, ya’ni o‘zgarmas- bo‘ladi. Sharni koordinatalar sistemasida
shunday joylashtiramizki, uning markazi koordinatalar boshi bo‘lsin.
Agar sharning koordinata o‘qlaridan biriga (masalan ©= ga) nisbatan
inertsiya momentini topsak, masala yechilgan bo‘ladi. Shartga ko‘ra
ixtiyoriy  Q(x,,2) nuqtasidagi zichligi p(Q) = p(x,y.2) = kx* +y* +2°
bo‘ladi. Bu yerda proporsionallik koeffisienti 4 ni quydagicha
shartdan aniqlaymiz:
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M=([[ pCxy,2)dV = k[[[ ¥+ y* + 2V

X =rsiny cosg

y=rsinysing} sferik koordinatalarga o‘tamiz
z=rcosy

Yakobian \l@.w,r)|=r'sny ekani bizga ma’lum. Bizning
masalamnzda

{(%V’J‘):OSqDSn; 0<p<2r; 0_<_rSR}
Bularni o‘rniga qo*yib, yuqoridagi integralni hisoblaymiz.

= kaR’.

x T z p4 7ZR4
M =kfdl//zjd¢ir3 sinydr=k- ZEIRTsiny/dy/ = k
0 0 0 0 0

Bundan k=% kelib chiqadi. (14) formulaga ko‘ra s, quydagiga
teng bo‘ladi:

I.= m(xz +}’2)',D(x,y,z)dV = mr2 sin*y - k-r|I(p,p,r)|dV =

T

=k-I fd(ojr sin’ y dr =

0

't cos _mR( _4mkR
:-27*'%](1"0081l//)dcosw:-—j_*éi(cosv/_ W} = 24=
9

()

Bu yerda % o‘rniga yuqorida topilgan qiymatini qo‘ysak,
diametrga yoki baribir o: o‘qiga nisbatan inertsiya momenti kelib
chqadi.

S-misol. Zichligi o‘zgarmas o, ga, asosir!ing ra(.iiusi a gava
balandligi # ga teng bo‘lgan bir jinsli silindr bilan asosining
markazining massasi m ga teng. ] .

Yechim. Silindrni  koordinatalar 51ste.ma51da ‘sh}llr)lfiay
joylashtiramizki, uning asosi xo, tekisligida, o‘qi esa Oz o q1‘ |da3n
ustma-ust tushsin. Natijada asosining markazi 0(0,0,0) nuqtada bo‘ladi.
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TESTLAR

1. Funksiya hosilasi

1. y=flx) funksiyaning Ax argument orttirmasiga mos keladigan
Af funksiya orttirmasi qayerda to‘g‘ri ifodalangan ?

A) Affix)- flax). B) Afflx+Ax)-fAx). C) AfAx)Ax .

D) Affx+Axy-fi(x-Ax). E) AFfixc+Ax)-fx).

2. y=20 o‘zgarmas funksiyaning Ay orttirmasi qayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan ?

A)Ax.B)-Ax.C)1.D)0E)S.

3. y=x° funksiyaning Ay orttirmasi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan ? .

A) 3x2Ax + (Ax)*. B) 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)*. C) 3x*Ax +3x(Ax)?.

D) 3x(x+3Ax)Ax. E) 3x(x + Ax)(Ax)® +(Ax)’.

4. y=x> funksiya uchun Ay/Ax orttirmalar nisbatini toping .

A) 3x? +(Av)?. B) 3x(x +3Ax). C) 3x? +3xAx.

D) 3x? + 3xAx + (Ax)?. E) 3xAx(x + Ax) + (Ax)°.

5. y=flx) funksiya hosilasini ta’rif bo‘yicha hisoblashda quyidagi
amallardan qaysi biri bajariladi ?

A) x argumentga Ax orttirma beriladi.

B) funksiya orttirmasi Af hisoblanadi.

C) orttirmalar nisbati Af/Ax hisoblanadi.

D) AflAx nisbatning Ax—0 bo‘lgandagi limiti hisoblanadi.

E) ko‘rsatilgan amallarning barchasi bajariladi.

6. y=A(x) funksiya hosilasining ta’rifi gayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan

Af
A)f(X)“llm - B)f()-hm— C)f()—m o Ax”

Ax

D) f'(x)= Jm — E)f()—Af Y

7. Hosilaning mexamk ma’nosi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan ?
A) harakatda bosib o‘tilgan masofa.

B) harakatda sarflangan vagqt.

C) harakatda oniy tezlik.

D) harakatda to‘xtash holati.

E) harakatni boshlash holati.

8. Hosilaning geometrik ma’nosi qayerla to‘g‘ri ko‘rsatilgan ?
A) chiziqqa o‘tkazilgan kesuvchining burchak koeffitsenti.

121



B) chiziqqa o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsenti.

C) chiziqqa o‘tkazilgan normalning burchak koeffitsenti.

D) chiziqga o‘tkazilgan urinma va OX o‘q orasidagi burchak
tangensi.

E) chiziqgqa o‘tkazilgan urinma va OY o‘q orasidagi burchak
tangensi.

9. Quyidagilardan qaysi biri y=f{x) funksiya grafigiga (xo,y0)
nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini ifodalaydi ?

A) y=yo=["(xoXx~x0)- B) y—yo=f"(x)x.

C) y=yo=1"(x4)%,. D) x=xo = f"(x)¥—¥o)-

E)y-y, = (x—xp).

1
S/ '(xo)
10. Quyidagilardan qaysi biri y=f(x) funksiya grafigiga
(x0,y0) nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini ifodalamaydi ?
A) Y=X =f'(xo)(x—xo)- B) i—}i—o =f"(x0)-
0
9] Y=Y +f'(xo)(x“xo)- D) x-x, =f' ()Y =)

E) X=X 1

y=yo [f'(x) .

11. y=x* parabolaning xo=2 abssissali nuqtasiga o‘tkazilgan
urinma tenglamasini aniglang .

A) y=x+2. B) y=2x+2. C) y=3x-2. D) y=4x—4. E) y=2x .

12. y=x* parabolaning xo=—2 abssissali nuqtasiga o‘tkazilgan
urinma tenglamasini aniqlang .

A) y=x-2. B) y=2x-2. C) y=3x-2. D) y=—4x—4. E) y=2x .

13. y=x> kubik parabolaning xo=—1 abssissali nugqtasiga
o‘tkazilgan urinma tenglamasini aniqlang .

A) y=3x+2. B) y=3x+4. C) y=3x-2. D) y=3x—4.E) y=3x .

14. y=x> kubik parabolaning xo=1 abssissali nuqtasiga o‘tkazilgan
urinma tenglamasini aniqlang .

A) y=3x+2. B) y=3x+4. C) y=3x-2. D) y=3x—4.E) y=3x .

15. y=¢* ko‘rsatkichli funksiya grafigining xo=0 abssissali
nuqtasiga o‘tkazilgan urinma tenglamasini yozing .

A) y=2x+1. B) y=x+2. C) y=2x-1. D) y=x-2. E) y=x+1.

16. y=sinx funksiya grafigining xo=0 abssissali nugqtasiga
o‘tkazilgan urinma tenglamasini yozing .

A) y=x+1. B) y=x—1. C) y=x. D) y=—x. E) y=1.
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17. y=cosx funksiya grafigining xo=0 abssissali nugqtasiga
o‘tkazilgan urinma tenglamasini yozing .

A) y=x+1. B) y=x—1. C) y=x. D) y=—x. E) y=1.

18. S()=F* harakat tenglamasiga ega bo‘lgan moddiy nuqtaning
=1 vaqtdagi oniy tezligini toping .

A)0.B)1.C)—-1.D)2.E) 2.

19. Ta’rifni to‘ldiring: Berilgan y=f(x) funksiya berilgan xo
nuqtada differensiallanuvchi deyiladi, agar u bu nuqtada
......... giymatli hosilaga ega bo‘lsa ?

A) musbat. B) manfiy. C) noldan fargli. D) chekli. E) nolga teng.

20.y=|x| funksiya uchun (0,1) oraliqda qaysi tasdiq o‘rinli?

A) funksiya differensiallanuvchi va uning hosilasi y'=1.

B) funksiya differensiallanuvchi va uning hosilasi y'=0.

C) funksiya differensiallanuvchi va uning hosilasi y'=1.

D) funksiya differensiallanuvchi emas.

E) barcha tasdiqlar o‘rinli emas.

2. Funksiyani differensiallash.
1. Differensiallash qoidasi qayerda xato ko‘rsatilgan ?
A) (Cu)'=Cu’ (C-const.). B) (u#v)'= u'ty'. C) (uv)'= u'vuy'.

’

D) [—] JUVER By (Ruyy=f (.

1'2

2. Diffrentsiallanuvchi # va v funksiyalar /v nisbatining
hosilasini hisoblash formulasi to‘g‘ri yozilgan javobni ko‘rsating.

A) u'v+u .B) u'v-i;uv' .C) u'v—z-uv’ )
v 1 4

D) u'v—uv' E) u'v';uv.

v v

3. y=x2/sinx funksiyaning )’ hosilasini hisoblang.

A) y'= x? /cosx. B) y'= 2x /sinx. C) y'= 2x /cosx.

D) y'= x(2sinx +xcosx)/sinx. E) y'= x(2sinx— xcosx)/ sin’x .

4. Diffrentsiallanuvchi # va v funksiyalar #v ko‘paytmasining
hosilasini hisoblash formulasi gayerda to‘g‘ri yozilgan ?

A) u'v' . B) u'v+uv . C) u'vtuv' . D) u'v—wv' . E) u'v'-uv .

5. y=x2sinx funksiyaning )’ hosilasini hisoblang.

A) y'= x*cosx. B) y'= x(xsinx—2cosx). C) y'= 2xsinx.

D) y'= x(xcosx+2sinx). E) y'= x(xcosx-2sinx) .
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6. Agar y=f(x), u=u(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa,
y=f(u) murakkab funksiya hosilasini hisoblash formulasini ko‘rsating.

A)y=f'(u) .B)y'=f().C) y'=f"(u).

D) y'=f'(u)u' . E) y'=fu'yu’ .

7. fix)=sinx, u(x)=Inx funksiyalar bo‘yicha tuzilgan y=f{u)=sinlnx
murakkab funksiya hosilasini hisoblang.

A) y'=coslnx. B) y'=sin(1/x). C) y'=(sinlnx)/x.

D) y'=(coslnx)/Inx. E) y'=(coslnx)/x .

8. y=sinarcsinx (-1 < x < 1) murakkab funksiya hosilasini
hisoblang.

A) y'=cosarcsinx. B) y'=1. C) y'= sinarccosx.

D) y'= cosarccosx. E) y'=x.

9. y=cos(x*+1) funksiyaning y' hosilasini hisoblang.

A) y'= sin(x>+1). B) y'= —sin(x*+1). C) y'= sin2x.

D) y'=2xsin(x*+1). E) y'=—2xsin(x>+1).

10. y=e* funksiyaning hosilasi to‘g‘ri yozilgan javobni
toping.

A) x*.e'. B) 4x° .e*.C) 4x* . e ‘lge.

D) 4x*-¢*' ~.Ige. E) &*'.

11. y=Ax) differensiallanuvchi va qat’iy monoton funksiya bo‘lsa,
unga teskari y=f ~!(x) funksiya hosilasini qanday shartda topib
bo‘imaydi ?

A) f'(x)>0. B) f'(x)<0. C) f'(x)=0. D) f*(x)=0.

E) keltirilgan barcha shartlarda topib bo‘ladi.

12. y=2x+5 funksiyaga teskari funksiya hosilasini toping.

A)2.B)5.C) 1/2.D) 1/5. E) 0.

13. Giperbolik sinus deb ataladigan shx=(e*— e*)/2 funksiyaga
teskari arcshx funksiyaning hosilasini toping.

A) (arcshx)’ =(e*+e™)/2. B) (arcshx)’ =2/(e*+e™). C) (arcshx)’' =

1+x%.

D) (arcshx) =1/V1+x*.  E) (arcshx)’= 1/v1-x*.

14. Giperbolik cosinus deb ataladigan chx=(e*+e™)/2 funksiyaga
teskari arccshx funksiyaning hosilasini toping.

A) (arcchx)' =(e*-e™)/2. B) (arcchx) =2/(e*—™). C) (arcchx)’ =

N
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D) (arcchx)’ =1/vx2 +1.  E) (arcchx)'= 1/x*-1.

15. x=¢(f), y=w(t) differensillanuvchi funksiyalar orqali
parametrik Kko‘rinishda berilgan y=y(x) funksiyaning y'= 3'(x)
hosilasini hisoblash formulasini toping.

POy PN ) 40)

A Y=g By=Gp - OY=ug DY gy

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.

16. x=sin#, y=cost funksiyalar orqali parametrik ko‘rinishda
berilgan y=y(x) funksiyaning y'= y'(x) hosilasini toping.

A) y' =—ctgt. B) y'=—tgr. C) y'=Vcos’t.

D) y'=-1/sin*t. E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.

17. y=a* ko‘rsatkichli funksiya hosilasini toping.

A) y'=a*. B) y'=xa*-'. C) y'= a*Ina. D) y'=a*logee.

E) to‘g‘ri javob ko‘rsatilmagan.

18. y=log.x funksiya hosilasini toping.

A)y=L B)y=tna.c)y=La.D)y=-1

x x x xha

E) to‘g‘ri javob ko‘rsatilmagan.
19. Qaysi trigonometrik funksiya hosilasi xato ko‘rsatilgan ?

A) (sinx)'=cosx. B) (cosx)'=sinx. C) (tgx)'= L

cos’x’

D) (ctgx)' = —_—‘2— . E) barcha hosilalar to‘g‘ri ko‘rsatilgan.
sm x

20. Qaysi teskari trigonometrik funksiyaning hosilasi to‘g‘ri
ko‘rsatilgan ?

A) (arcsin x)' =1/(1-x*). B) (arccosx) =1/Vx* —1.

C) (arctg,t)' =1/Jx*+1.D) (arcctgx)’ =—1/Jx* +1.

E) barcha hosilalar xato ko‘rsatilgan.
3. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral.
1. Quyidagi shartlarning qaysi birida F(x) berilgan fx)

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi deyiladi ?
A) F(x)=f{x)+C (C-const). B) Iim F(t)= f(x).
1—->x

CO)F'(x)=f(x). D) F'(x)=f(x). E) F(x)=/"(x).
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2. Quyidagilardan qaysi biri f{x)=Inx uchun boshlang‘ich
funksiya bo‘ladi?

A) i B) xlnx. C) xInx+x. D) xlnx—x. E) Lt x— x.
X

3. Quyidagilardan qaysi birining boshlang‘ich funksiyasi
F(x)=xcosx bo‘ladi?

A) x*sin x. B) —sinx. C) cosx—xsinx.

D) sinx+xcosx. E) x(sinx+cosx) .

4. Teoremani to‘ldiring: Agar F(x) biror f{x) funksiya uchun
boshlang‘ich funksiya bo‘lsa, unda ixtiyoriy C o‘zgarmas soni uchun ...
funksiya ham f{x) uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi.

A) C-F(x). B) C~F(x). C) C+F(x). D) C/F(x). E) F(x+C) .

5. Agar Fi(x) va Fx(x) berilgan f{x) funksiya uchun boshlang‘ich
funksiyalar bo‘lsa, unda biror C o‘zgarmas soni uchun quyidagi
tengliklardan qaysi biri o‘rinli bo‘ladi?

A) Fi(x)F2(x)=C. B) Fi(x)/Fx(x)=C. C) F\(x)*+Fa(x)=C.

D) Fi(x)=F2(x)=C. E) Fi(x)xF>(x)=C.

6. Agar F(x) biror f{x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya
bo‘lsa, unda ta’rif bo‘yicha [f(x)dx aniqmas integral qanday
aniqlanadi ?

A) C-F(x). B) C~F(x). C) C+F(x). D) C/F(x). E) F(x+C) .

7. Anigmas integralning geometrik ma’nosi qayerda to‘g‘ri va
to‘liq ko‘rsatilgan?

A) Qandaydir to‘g‘ri chiziq.

B) Qandaydir egri chiziq.

C) Qandaydir chiziglar sinfi.

D) OX o‘qi bo‘yicha o‘zaro parallel chiziglar sinfi.

E) OY o‘qi bo‘yicha o‘zaro parallel chiziqlar sinfi.

8. Qayerda anigmas integralning xossasi xato ko‘rsatilgan ?

A) ([ rds) = 7. B al[ rate)= s ixrae.
C)[dF(x)=F(x)+C.D) [F'(x)dx= F(x)+C.

E) Barcha xossalar to‘g‘ri ko‘rsatilgan.

9. Aniqmas integral uchun qaysi tenglik bajarilmaydi ?
A JlF &)+ gl =[ f(x)ds + [g(x)ax.

B) [ f(x)g(x)dx = [ f(x)dx - [ g(x)dx.

O Jlr ) - gl = [ f(x)ae - [ g(xeix.
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D) [&f (x)dx =k f(x)dx (k- const).

E) keltirilgan barcha tengliklar bajariladi.

10. Agarda F(x) va G(x) mos ravishda fix) va g(x) funksiyalar
uchun boshlang‘ich funksiyalar , a va b ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar
bo‘lsa, [[af(x)+bg(x)kx aniqmas integral javobi qayerda to‘g'ri
ko‘rsatilgan?

A) (a+CO)F(x)+(b+C)G(x). B) aF(x)+bG(x)+C.

C) aF(x)—bG(x)+C. D) F(ax)+G(bx)+C.

E) (a+C)F(x)~(b+C)G(x).
11. Quyidagi tengliklardan qaysi biri integralning chiziglilik
xossasini ifodalamaydi ?

A) [[7()+ glxllie= [ £ (s + [ gl

B) [kf(x)dx=k[ fx)dx (k —const).

C) [[r(x)- gl = [ rlxee - [ gl

D) f[4- £(x)+ B- g(x)lbe = 4] f (x)x + B glx)ax.

E) Barcha tengliklar integralni chiziglilik xossasini ifodalaydi.
12. Qaysi darajali funksiyaning anigmas integrali noto‘g‘ri

yozilgan ?
A) j\/_dx—zx‘/— C.B) j—l—dx=—l+C.C)171_—dx=2J;+C.
3x\/_ 1

+C. E)j dx=-—+C.
x

D) [3/xdx =

13. Integrallar jadvalidan keltmlgan quyidagi tengliklardan qaysi
biri xato yozilgan ?

A)]cosxdx= sin x+C. B) Isin xdx=—cosx+C.

C)[a*dx=a" +C. D) figxdr=—tlcosx| +C. E)j%:mwc.

14. Integrallar jadvalidan keltirilgan quyidagi tengliklardan qaysi
biri to‘g‘ri yozilgan?

dx
Al
cos

*d=2_4C.
Ige

x4l
x —a2 2a |x+ a|

15. Qaysn trigonometrik funksiya anigmas integralining javobi
noto‘g‘ri ko‘rsatilgan?

5 =arcsinx+C. E)I 5 =—ln +C.
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A) _[cosxdx:sin x+C.B) jsin xdx=-cosx+C.

C) ftgxdx=ln|cosx|+C. D) [ctgxdx=In|sin x|+C.

E) barcha anigmas integrallarning javobi to‘g‘ri ko‘rsatilgan.

16. Teskari trigonometrik funksiyalar bilan bog‘liq qaysi anigmas

integral javobi xato ifodalangan?

dx dx .
A) j’l—;;;=arctgx+C.B) jm=amsmx+c.

& _ —arccosx + C
- ’
E) barcha anigmas integrallar to‘g‘ri ifodalangan.
17. [(3cosx—2sin x)dx anigmas integralni hisoblang.
A) -3sinx—2cosx+C. B) 3sinx—2cosx+C. C) 3sinx+2cosx+C.
D) —3sinx+2cosx+C. E) —sin3x+cos2x+C.

18. j(§ —2x+1)dx anigmas integralni hisoblang.
X

0) Ii%=—arcctgx+c. D) j

A) ——-5-;-2+C. B) 5x—x?+C.C) =5x-2x* +x+C.
e

D) Shjq-x?+x+C.E) Shjy-x*+C .

19. Agar f{ix) funksiya uchun F(x) boshlang‘ich funksiya bo‘lsa,
unda flax+b) uchun quyidagilardan qaysi biri boshlang‘ich funksiya
bo‘ladi?

A) F(ax+b). B) aF(ax+b). C) (a+b)F(ax+b).

D) — F(ax+8).E) LF(ax+b) .
a+b a

20. [cos(10x+7)dx anigmas integral javobi qayerda to‘g‘ri
ifodalangan ?

A) sin(10x+7)+C. B) 10sin(10x+7)+C. C) 7sin(10x+7)+C.

D) 107'sin(10x+7)+C. E) 7-'sin(10x+7)+C .

4. Anigmas integralni hisoblash

1. Anigmas integralni hisoblashning qaysi usuli mavjud emas ?

A) ko*paytirish usuli. B) o‘zgaruvchini almashtirish usuli.

C) differensial ostiga kiritish usuli. D) yoyish usuli.

E) bo‘laklab integrallash usuli.

2. Qaysi tenglik anigmas integralni yoyish usulida hisoblashni
ifodalaydi?
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A) [ £ (x)dke = [uahv =uv — [vau. B [ f(x)de = F (@)@’
C) [f(x)dx=] élak i (o) = éla,, [ fi(x)dx.

D) [ f(ax+b)dx=— ~ Flax+5)+C. E)] f()de =] floto)lo/ .

3. jz—ﬂdx integralni yoyish usulida hisoblang.

3 5 3 5
A)2-=+=+C.B) 2x-3hm +—+C.C 2x—-=-—4+C.

) x+x2 ) 2 M x? ) 2x x 33

D) 2x—3[n|x|——5—+C. E) 2x+—3——-5—+C.

4. Quyidagi integrallardan qaysn bmga differensial ostiga Kiritish
usulini qo‘llab bo‘lmaydi?

A)[ ()" (x)dx. B) [L & }f’j’* O) I/ (%)% £'(9dx. D) [T (x)dx.

E) barcha integrallarga differensial ostiga kiritish usulini qo‘llab
bo‘ladi .

5. Quyidagi integrallardan qaysi biri differensial ostiga Kiritish
usulida xato hisoblangan?

) [S @S ()= £(3)+ C. B) feosL [ (o) =sin f()] +C.

C) [sil f(O/"(x)dx = cos[f(¥)] + C.. D) | 1%‘-"- =h|f()+C.

E) keltirilgan barcha integrallar to‘g‘ri hisoblangan.

6. Qaysi tenglik anigmas integralni o‘zgaruvchilarni almashtirish
usulida hisoblashni ifodalaydi ?

A) [f(x)dx =[udv=uv—[vdu. B) [ f(x)dx={ f(@())@'(t)dt .

C) [f(x)dx =] éna" S (o) = éna" [ ().
D) J f(ax+b)dk = % F(ax +5)+C. E)[ f(x)ds =[ flplo' @)t

7. [ f(x)dx anigmas integralda x=¢(¢) almashtirma bajarilganda u
qanday ko‘rinishga keladi ?

A) [ leOlp(ydr . B) [ flg' )¢’ ()dr . C) [ flplar

D) [ fle))e'(t)dt . E) | fle'(Dlp(t)dt .
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Adx . . - - . .
8 | T integral qaysi almashtirma orqali jadval integraliga

keltiriladi ?
A) t=x2 .B) t=x>. C) t=x*. D) t=x>. E) t=x5 .

9. [Smxdx integral qaysi almashtirma orqali jadval integraliga

COSX
keltiriladi ?

A) t=sinx. B) t=cosx. C) t=+cosx . D) t=tgx. E) r=ctgx.
10 J.<:os:wcdx
" Jsinx
keltiriladi ?
A) t=sinx. B) t=cosx. C) t=+/sin x. D) t=tgx. E) t=ctgx.
11. Qaysi tenglik bo‘laklab integrallash usulini ifodalaydi ?
A) [ f(x)dx=[udv=uv—[vdu. B) [ f(x)dx= [ f(p(0))p'(t)dt .

C) [f(x)dx= Iélakfk (x)dx =ki_laklfk (x)dx.

integral qaysi almashtirma orqali jadval integraliga

D) [ f(ax+ by =%F(ax+b) +C.E)[ f(x)ds =[ flo0le' @)t

12. Anigmas integralni bo‘laklab integrallash formulasini
ko‘rsating.

A)[udv=[vdu. B) [udv=u~[vdu. C) [udv=uv-[vdu.

D) fudv=uv+ [vdu. E) [udv=u+ [vdu.

13. [x?Inxdx integralni hisoblash uchun integral ostidagi ifodani
ganday bo‘laklash magsadga muvofiq bo‘ladi?

A) u=x, dv=xlInxdx. B) u=x2, dv=Inxdx. C) u=Inx, dv=x’dx.

D) u=xlnx, dv=xdx. E) u=x’Inx, dv=dx .

14. [xe'dx integralni hisoblash uchun integral ostidagi ifodani
qanday bo‘laklash kerak ?

A) u=x, dv=e*dx. B) u=e*, dv=xdx. C) u=xe*, dv=dx.

D) u=1, dv=xe*dx . E) u=+/x,dv=+/xe*dx.

15. Ushbu integrallardan qaysi birini bo‘laklab integrallash
usulida hisoblab bo‘Imaydi ?

A) [x"a*dx. B) [x"Inxdx. C) [x"sin xdx. D) fx"cosxdx.

E) keltirilgan barcha integrallarni bo‘laklab integrallash mumkin.
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dx .. .
16. |———=——== (b,c#0) kvadrat uchhadli integral qaysi
‘[\/x:+bx+c (b.c#0)  kvadra &t @y

almashtirma orqali jadval integraliga keltiriladi?
A) t=x+c/2. B) t=x+b/2. C) t=x—c/2.D) t=x—b/2. E) t=x’+bx+c.
dx

17. [———— integralni hisoblang.
IJx2+4x-5

*~l+c.B) h1|x+2+\/x2+4x—5l+C.C) arcs '“;2

A) Lnx=L
2 |x+5
D) arccosi%+c. E) 2Vx* +4x-5+C.

18. j'——— (b,c#0) kvadrat uchhadli integral qaysi

x"+bx+c
almashtirma orqali jadval integraliga keltiriladi?
A) t=x+c/2. B) t=x+b/2. C) t=x—c/2.D) t=x—b/2. E) t=x>+bx+c.
D) ~t[*=>
6

19, &
_§| c.
1
x-1

x2+4x-5
20. Quyidagi integrallardan qaysi biri elementar funksiyalar orgali
ifodalanmaydi?
A [Bia. By R o (=M p) Mg
X
E) keltirilgan barcha integrallar elementar funksiyalar orqali
ifodalanadi .

integralni hisoblang.

A) gl c.B) cnE s

6 |x+5

CC)ln

+C.E) lnlx:+4x—5l+C.

5. Ratsional funksiyalar va ularni integrallash

1. Quyidagi yig‘indilardan qaysi biri ko‘phadni ifodalaydi ?
A) 'Z‘ak sin kx. B) ﬁ:ak sinfx. C) iakx". D) iakx_" .E) iakxk .
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

2. P(x)=(x*+2x-10)*(3x+5) ko‘phadning darajasini aniqlang:
A)1.B)2.C)3.D)4.E)S.
3. Agar Py(x) va Qu(x) ko‘phadlar bo‘lsa, unda quyidagi
funksiyalardan qaysi biri ratsional funksiya deyiladi ?
A) Pu(x)+Om(x). B) Pu(x)=Qn(x). C) Pu(x)/Onm(x).
D) Pr(x) Om(x). E) Po[ Qu(x)].
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4. Qaysi shartda R(x)=P.(x)/Om(x) to‘g‘ri ratsional funksiya
deyiladi ?

A)ym=2n.B) m<n.C)m>n; D) m<n.E) m=n.

5. Qaysi holda R(x)=Pn(x)/Om(x) noto‘g'ri ratsional funksiya
bo‘lmaydi?

A)ym=2n.B) m<n.C) m=n. D) m>n. E) m=n—1.

6. Quyidagilardan qgaysi biri to‘g‘ri ratsional funksiya bo*‘ladi ?

A) x*+x+1 B (x+1) C x? tx+l

x+1 x +x+1 x*+1

D xt+x+1 x2+x+1

(x+1)? x?+1
7. 1tur eng sodda ratsional funksiyani ko‘rsating.
A) Ax+B.B Ax+B. A k,kZZ.D) A .E) x+b.

x—a (x-a) (x-a) xX—a xX—-a
8. II tur eng sodda ratsional funksiyani ko‘rsating.

Ax+ B Ax+ B A
A) =, .B —- C) —.
px+q (x—a) x—-a
A A
D .E =2,
)x2+px+q )(x—a)"

9. III tur eng sodda ratsional funksiyani ko‘rsating.
A) 2A§+B .B) Ax+ B k2. C) Ax+B k3.
D) Ax* + Bx+C E Ax* + Bx+C

x*+px+q (x2+px+q)k
10. IV tur eng sodda ratsional funksiyani ko‘rsating.
A) 2Ax+B .B) Ax+ B k22.0) Ax+ B k23,

x“+px+q (x2 +px+q)k (x—a)*
D Ax* + Bx+C E) Ax* +Bx+C

x*+px+q (x2+px+q)k.
11. I tur eng sodda ratsional funksiya integrali qaysi elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi ?

A) faqat logarifmik funksiya. B) logarifmik va arktangens
funksiyalar.

C) faqat ratsional funksiya. D) ratsional va arktangens funksiyalar.
E) faqat arktangens funksiyalar.
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12. 1I tur eng sodda ratsional funksiya integrali qaysi elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi ?

A) fagat logarifmik funksiya. B) logarifmik va arktangens
funksiyalar.

C) faqat ratsional funksiya. D) ratsional va arktangens funksiyalar.

E) logarifmik va ratsional funksiyalar.

13. III tur eng sodda ratsional funksiya integrali qaysi elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi ?

A) faqat logarifmik funksiya. B) logarifmik va arktangens
funksiyalar.

C) faqat ratsional funksiya. D) ratsional va arktangens funksiyalar.

E) logarifmik va ratsional funksiyalar.

14. IV tur eng sodda ratsional funksiya integrali qaysi elementar
funksiyalar orqali ifodalanadi ?

A) faqat logarifmik funksiya. B) logarifmik va arktangens
funksiyalar.

C) faqat ratsional funksiya. D) ratsional va arktangens funksiyalar.

E) logarifmik va ratsional funksiyalar.

15. Agar R(x)=0m(x)/P.(x) to‘g‘ri ratsional funksiya maxraji Pn(x)
fagat oddiy haqiqiy ildizlarga ega bo‘lsa, uning yoyilmasi qaysi turdagi
eng sodda funksiyalardan iborat bo‘ladi ?

A) fagat I va Il turdagi. B) faqat I turdagi.

C) faqat II turdagi. D) I, ILIII turdagi. E) barcha turdagi.
3x2 +5x-1 . - I
16. R(x)= T ratsional  funksiyaning  yoyilmasi
qanday ko‘rinishda bo‘ladi ?
A) A,x+B,+A,x+Bz+A3x+B B) 4 + + 4,

x-5 x-3 x+1 T x-5 x- 3 x+1°
4 4, A
O + + 2 .
(x=5)x=3) (x=5)(x+1) (x=3)(x+1)
Ax+ B Ax+B Ax+ B

D) ] ) + 2 2 + 3 3 .
(x-5)(x=-3) (x=-5)x+1) (x=3)x+D
E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.

17. | __23L+5_dx integralni hisoblang.
x“+2x-3
p 2t Zicome.
x-1 x+3 -1 x+3

D) 2inpe—1|+Infx+3[+C. E) lnlx—1|—2|nlx+3|+C.
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18. Agar R(x)=Qum(x)/P.(x) to‘g ri ratsional funksiya maxraji P,(x)
faqat karrali haqiqgiy ildizlarga ega bo‘lsa, uning yoyilmasi qaysi
turdagi eng sodda funksiyalardan iborat bo‘ladi ?

A) faqat I va II turdagi . B) faqat I turdagi.

C) faqat II turdagi. D) I, ILIII turdagi. E) barcha turdagi.

19. Agar R(x)=Qn(x)/P.(x) to‘g‘ri ratsional funksiya maxraji P,(x)
fagat oddiy kompleks ildizlarga ega bo‘lsa, uning yoyilmasi qaysi
turdagi eng sodda funksiyalardan iborat bo‘ladi ?

A) faqat I turdagi. B) faqat 11 turdagi. C) faqat Il turdagi.

D) fagat IV turdagi. E) faqgat I1I va IV turdagi.

3% +2x% +5x—1
(x® +x+1)(x% +2x+5)
qanday ko‘rinishda bo‘ladi ?

A) 2 A1 2 A2 * B) 2 Alx + 2 Azx *

x+x+1 x +2x+5 x+x+l x"+2x+5

C) Ax+B, . Ax+B, D Ax’+Bx+C, N Ax* + Bx +C, .

X +x+l X +2x+5 X +x+l x+2x+5

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.

20. R(x)=

ratsional funksiyaning yoyilmasi

6. Ayrim irratsional ifodali integrallarni hisoblash

1. Bihomial integralning umumiy ko‘rinishi qayerda to‘g‘ri
ifodalangan ?

A) [x(a+bx)?dx. B)[x"(a+bx)Pdx. C) [x"(a+bx")Pdx.

D) [x"(a+bx")dx. E) [x"(ax' +bx*)"dx .

2. Qaysi shartda [x"(a+bx)?dx binomial integral albatta
elementar funksiyalar orqali ifodalanadi ?

A) p—butun son. B) r—butun son. C) s-butun son.

D) r+s-butun son. E) keltirilgan barcha hollarda.

3. Qaysi shartda [x"(a+bx")”dx binomial integral elementar
funksiyalarda integrallanuvchi bo‘Imasligi mumkin ?
A) 5%—1- + p—butun son. B) rTH —butun son. C) s—butun son.

D) p-butun son. E) keltirilgan barcha hollarda integrallanuvchi
bo‘ladi.
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4. [x"(a+bx")"dx binomial integralda (r+1)/s— butun son, p=k/m
bo‘lsa , qaysi almashtirma orqali undan ratsional funksiyali integralga
o‘tiladi ?

A) a+bx* =t. B) a+bx* =tk. C)a+bx* =t™.

D) a+bx=t". E) ax=+b =t™.

5. [x"(a+bx°)Pdx binomial integralda p— butun son, r=k/m va
s=qg/m bo‘lsa , gaysi almashtirma orgali undan ratsional funksiyali
integralga o‘tiladi ?

A) x=t?. B) x=t ™. C) x=t*. D) x=t9. E) x=t¥ .

6. [x"(a+bx*)’dx binomial integralda p+(r+1)/s— butun son,
p=k/m bo‘lsa , gaysi almashtirma orqali undan ratsional funksiyali
integralga o‘tiladi ?

A) a+bx’=t. B) a+bx*=t*, C) a+bx’*=t™

D) a+bx=t". E) ax+b=t".

7. [x*3(a+bx*"*)?dx binomial integraldan ratsional funksiyali
integralga qaysi almashtirma orqali o‘tiladi ?
A) a+bx¥"*=t. B) a+bx>*=t3. C) x=t'2. D) x=t3. E) x=t*.

8. [x¥3(a+bx%%)"24dx binomial integraldan ratsional funksiyali
integralga qaysi almashtirma orqali o‘tiladi ?

A) a+bx’6=t. B) a+bx>6=12. C) ax8+b=1.

D) ax%+b=12 E)x=t°.

9. [x*'3(a+bx*"*)""2ax binomial integraldan ratsional funksiyali
integralga qaysi almashtirma orqali o‘tiladi ?

A) a+bx’ =t B) a+bx*"*=1°. C) ax34+b=t.

D) ax?*+b=1°. E)x=t".

10. [R(x,x™'",..,x""*)dx irratsional funksiyali integral qanday
almashtirma orqali ratsional funksiyali integralga keltiriladi ?

A)x=t".B) x=t*. C) x=t*,k= EKUK(n,...,s).

D) x=¢',k=EKUBn,...,s). E) x=t".
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11. JR(x,x?'3,x¥% x'®)dx integral qanday almashtirma orqali
ratsional funksiyali integralga keltiriladi ?
A)x=£.B) x=t*.C) x=15.D) x=1"2.E) x=1".

12, Il+f

integralni hisoblash qaysi ko‘rinishdagi ratsional
funksiyali mtegralga keltiriladi?
A) Il+t “4r. B) IIH . C)I
E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.

1+¢
1'dt .

13. jR[ ax+b)", ,(ax+b)5} irratsional funksiyali integral

qanday almashtirma orqali ratsional funksiyali integralga keltiriladi ?
b _ ax+b ax+b
AYEF2 B =15, C) ZEX2 s,
)cx +d ) ) cx+d

‘”‘*3_/‘, k = EKUK(n,---s). E) "“3_:", k= EKUB(n,---,s).

D)

14. jl{ ax+b ’a” )dx irratsional funksiyali integral qanday

almashtirma orqall ratsxonal funksiyali integralga keltmladl ?

b_ ax+b ax+b /6 ax+b _
A)ET°_p2 B £.C .D 5.E) x=1°
)E o= B) 220, C) 0= D) T =i E)
1+J6x+
15. [—2XT ¢ integralni hisoblash qaysi ratsional funksiyali
fsz—— e aey y
integralga keltmladl"

l+t

A)J- l+t 5d C)J-l+l
E) to g ri Javob keltmlmagan.

16. [R(x,Yax® +bx+c)dx, a>0, irratsional funksiyali integralni

ratsional funksiyali integralga keltiruvchi Eylerning I almashtirmasini
ko‘rsating.

A) Jax? +bx+c=t, B) Vox? +bx+c=xJa-1.
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C) Vax® +bx+c=xt+a.D) Jyax® +bx+c=(x—a)t.

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.

17. [R(x,Yax* +bx +c)dx, ¢>0, irratsional funksiyali integralni
ratsional funksiyali integralga keltiruvchi Eylerning II almashtirmasini
ko‘rsating.

A) JYax* +bx+c =t +c. B) Vax® +bx+c =ex+t.
O Vax? +bx+c=xt+c. D) Vax? +bx+c=(x-c)t.

E) Var? +bx+c=Vax +be +ct.

18. ax? +bx+c kvadrat uchxad o va B haqiqiy ildizlarga ega
bo‘lsa, [R(x, Vax? +bx+c)dx irratsional funksiyali integralni ratsional
funksiyali integralga keltiruvchi Eylerning III almashtirmasini
ko‘rsating.

A) Jax® +ex+c=xt—-a.B) Yax’ +ex+c=xt-f.

C) Vax? +ex+c=xt—af.D) Jax® +ex+c=(x-a)t.

E) vax® +ex+c=(x-a- ).

19.  [R(x,Vx*+3x-5)dx irratsional funksiyali integralni
ratsional funksiyali integralga keltiruvchi Eylerning I almashtirmasini
ko‘rsating.

A) Vx? +3x-5=1. B) Vx? +3x—5=x—t.C)\/x2+3x—5=xt+l.

D) Vx2 +3x~5=(x-1). E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.

20. [R(x,v9-2x? +3x)dx irratsional funksiyali integralni ratsional
funksiyali integralga keltiruvchi Eylerning 1 almashtirmasini
ko‘rsating.

A) V9-2x? +3x =1.B) V9-2x? +3x=x~1.
C) V9-2x? +3x =xt+3. D) V9-2x% +3x =(x-3)1.

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.
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7. Ayrim trigonometrik ifodali integrallarni hisoblash

1. Trigonometrik funksiyali ifodalarni ratsional funksiyaga
ketiruvchi universal almashtirmani ko‘rsating.
A) sinx=t. B) cosx=t. C) tgx=t. D) ctgx=t. E) tg(x/2)=1.

2. t=tg§ universal  almashtirma  qatnashgan  quyidagi
tengliklardan qaysi biri noto‘g*ri ?

2
A)smx= s B) cos x= ! C) dx= 24! D) x=2arctg:.
I+ 1+1¢ 1

2 2 +’2

E) keltirilgan barcha tengliklar to*g‘ri.

3. [R(cosx)sin xdx ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash uchun

qaysi almashtirmadan foydalaniladi?
A) cosx=t. B) sinx=t. C) tgx=t. D) ctgx=t. E) tg2x=t.

4. Trigonometrik ifodali [(1 - cos* x)sin xdxintegralni hisoblang.

55X

5
A)cosx—sin"x+C.B)sinx—c0 +C.C)—cosx+%’—c+C.

sin> x

-
D)sinx—smsx+C.E)—cosx+ +C.

5. [R(sin x)cosxdx ko'rinishdagi integral qanday almashtirma

yordamida hisoblanishi mumkin ?
A) cosx=t. B) sinx=t. C) tgx=t. D) ctgx=1. E) tg2x=t.

6. Ilcos.x dx integral javobi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan ?
—-sinx
sin x sin 14snx
C.B +C.C +C.
)l—cosx )l—sinx )l—sinx

D) —mli—sinx+C. E) [l —cosq+C.

7. Quyidagi  almashtirmalarning qaysi  biridan  [R(tgx)dx
ko‘rinishdagi integralni ratsional funksiyali integralga Kkeltirishda
foydalanib bo‘lmaydi?
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A) r=tgx. B) r=sinx. C) r=ctgx. D) ¢t = tg%.
E) ko‘rsatilgan barcha almashtirmalardan foydalanib bo‘ladi .

8. [sin2"*'xcos"xdx  integralni  hisoblash  uchun  qaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=t. B) cosx=t. C) tgx=t. D) ctgx=t. E) sin> x=1.

9. fsin3xcos’ xdx integralni hisoblang.

8 6 8 6 8 6
A) COZ x_0056 X +C. B) sin” x COS6 X +C. C) COos X sm6x+c.

.8 6 . 8 s06
sSm X sm X sm x Sm Xx
s e T C. E) + +C.

D)

10.  [sin"xcos' xdx integralni hisoblash uchun qaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=t. B) cosx=t. C) tgx=t. D) ctgx=t. E) cos? x=1.

11.  [sin®xcos® xdx integralni hisoblang

6 8
A) Ccos x_cos X +C. B)

6 . 8
sin x COS X COS p Sll'l X
sC. QX M X, ¢,

6 8 8 8
. 6 . 8
D)sm6x_sm8x+c. E)COZI+COSX+C.

12.  [sin"®"xcos* xdx integralni hisoblash uchun qaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=t. B) cosx=t. C) tgx=t. D) cos? x=t. E) sin x=t.

2
13, == 4x & integralni hisoblang.
sm ' x
P 3
) -°°§ *rc. 0) -2 c.

3 1
D)-£X,c.E) -2, ¢,
3 3sin’ x
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14.  [sn®"xcos™ xdx integralni hisoblash uchun qaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=t. B) cosx=t. C) tgx=t. D) cos? x=t. E) sin® x=t.

2
15. = fdx integralni hisoblang.
Cos x

-3 3 3
A)S“‘3x+c. B)—°°;"+c. C)—°‘§"+c.

3 =3
D)®X,c. E>3M*.c.
3 3cos’ x

16.  fsin"*"xcos™*"xdx integralni hisoblash uchun gaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=t. B) cosx=1. C) tgx=1. D) cos? x=1. E) sin® x=t.

17.  [—*_ integralni hisoblang.
Sm~ xCos™ x
1 1
A) — ! +C. B) —— +C. C)—+—+C.
Sm xcosx S XCOs X sSnmx Cosx

D) tgx+ctgx+C. E) tgx—ctgx+C.

18. [sin mxcosnxdx, m= n, integral qaysi usulda hisoblanadi ?

A) o‘zgaruvchilarni almashtirish. B) bo‘laklab integrallash.
C) yoyish. D) universal almashtirmadan foydalanish.
E) aniq bir usulni ko‘rsatib bo‘Imaydi.

19.  —10fsin 3xcos2xdxintegralni hisoblang.

A) cos5x+5cosx+C. B) sinSx+5cosx+C. C) cosSx+5sinx+C.
D) sin5x+5sinx+C. E) —cos3x-sin2x+C .

20.  fcosmxcosnxdx,m# n,integral qaysi usulda hisoblanadi ?
A) o‘zgaruvchilarni almashtirish. B) bo‘laklab integrallash.

C) yoyish. D) universal almashtirmadan foydalanish.

E) aniq bir usulni ko‘rsatib bo‘Imaydi.
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8. Ikki karrali integral va uning xossalari

1. Ikki o‘zgaruvchili z=f(x,y) funksiyadan yopiq D soha
bo‘yicha integral yig‘indini tuzishda quyidagilardan qaysi biri
bajarilmaydi ?

A) D sohada z=f{x,y) funksiyaning eng katta va eng kichik
giymati aniqlanadi .

B) D soha qandaydir chiziglar bilan AD; (i=1,2, ..., n) kichik
sohachalarga ajratiladi .

C) har bir AD; (i=1,2, ..., n) sohachadan ixtiyoriy bir M(x.\y;)
nuqta tanlanadi va unda funksiya qiymati f{x;,y:) hisoblanadi .

D) funksiyaning hisoblangan f{xi,y:) , i=1,2, ..., n, qiymatlari AD;
sohacha yuzasi AS; ga ko‘paytirilib, f{x;,y))AS; ko‘paytmalar yig‘indisi
topiladi .

E) ko‘rsatilgan barcha amallar bajariladi .

2. V,,=i f(x;,y)AS; integral yig'indi orqali I={f f(x,y)dxdy
i=1 D

ikki karrali integral ganday aniqlanadi ?
A) I=FmaxV,.B)Y = minV,.C) I=lm V, .
n-—-»wo

D) I=3V, .E) I=lm 3, .
k=1

n—o® f=|

3. Teoremaning shartini ko‘rsating: Agar D yopiq sohada
z=f(x,y) funksiya - bo‘lsa , unda I = [j f(x,y)dxdyikki karrali integral
D

mavjud bo‘ladi .
A)  monoton . B) uzluksiz . C) chegaralangan . D) davriy .
E) to*g‘ri javob keltirilmagan .

4, Ikki karrali integralning geometrik ma’nosi qayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan ?
A) tekis shakl yuzi . B) egri chiziq yoyi uzunligi . C) silindrik
jism hajmi . D) aylanma jism hajmi . E) aylanma jism sirti .
5. Agar integrallash sohasi D tomonlari a=4 va b=5 bo‘lgan
to‘g‘ri to‘rtburchak bo‘lsa, ikki Kkarrali/=[jdxdy integral giymati
D

nimaga teng ?
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A)I=8. B)I=9. C)I=10. D)I=18. E) 1=20 .
6. Agar integrallash sohasi D radiusi R=4 bo‘lgan doira
bo‘lsa, ikki karrali 7 = [j2dxdy integral qiymati nimaga teng ?
D
A)I=8x2. B)I=16m>.C)I=32n>. D)I=20x. E) I=16n

7. Ikki karrali integralning mexanik ma’nosi qayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan ?

A) notekis harakatda bosib o‘tilgan masofa .

B) bir jinsli bo‘Imagan sterjen massasi .

C) bir jinsli bo‘lmagan plastinka massasi .

D) o‘zgaruvchi kuch bajargan ish .

E) bir jinsli bo‘Imagan jism massasi .

8. Ikki karrali integral xossasi qayerda xato ko‘rsatilgan ?
A) [ £ ) foxy)axdy =[[ £i(x, p)dxdy - [[ [2(x, y)dxay
D D D

B) [[(/i (6,3 + £, (x. 0))dxdy =[[ £,(x, )deay + [[ £ (x, y)dxdy .
D D D

S) T(fi(x. )~ fo(x, y))dxay =gf. (x, y)dxdy - g So(x,y)dxdy -
D

D) [[Cf (x,y)dxdy=C[j f (x, y)dxdy, C - const .
D D

E) barcha xossalat to‘g‘ri ifodalangan .

9.  Agar[[f(x,y)dxdy=5 bo‘lsa, [[(-3)f(x,y)dxdy integral
D D
qiymatini toping.
A)-3.B)15.C)-15.D)0.
E) bu integral giymatini aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi .
10. Agar [ f(x,y)aedy=5, [[g(x,y)dxdy=-2 bo‘lsa,
D D
I f(x,)g(x,y)dxdy integral qiymati nimaga teng ?
D

A)-10.B)10.C)-2.D) 5.
E) bu integral qiymatini aniq ko*rsatib bo‘Imaydi .
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I, [jf(x.»)dxdv=5, [[g(x,y)dxdy=-2b0"lsa,
D D
[/ (x.») + g(x, »)]dxdy integral giymati nimaga teng ?
D
A)-7.B)7.C)-3.D)3
E) bu integral giymatini aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi .
12, [[f(x.»)dxdy=5, [[[f(x.p)+g(xy)ldxdy=4bo’lsa,
D D
[{ g(x.y)dxdy integral qiymati nimaga teng ?
D
A)-1.B)1.C)-9.D)9.
E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘Imaydi .
13. IDI [/ (x, )~ g(x, Y)ldxdy=2, g [f(x.3)+g(x,y)ldxdy=4 bo'lsa,
{[f(x,p)dxdy integral qiymati nimaga teng ?
D
A)1.B)2.C)3.D)4.
E) bu integral giymatini aniq ko‘rsatib bo‘Imaydi .
14. g [/ (x,0) ~ g(x, y)dxdy=2, g [f(x,y)+ g(x, y)dxdy=4 bo‘lsa,
[fg(x,»)dxdy integral qiymati nimaga teng ?
D
A)1.B)2.C)3.D)4.
E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘Imaydi .
15, [/ Gy) - glrydrdy=2, [[lf(x))+g0xyldedy=4 bo‘lsa,
D D
[[[2/(x,y) + 3g(x,»)]dxdy integral qiymati nimaga teng ?
D
A)5.B)7.C)9.D) 11.
E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘Imaydi .

16. Integrallash sohasi D={(xy):1sx<3, 2<y<5} to‘gri
to‘rtburchakdan iborat bo‘lib, unda z=£x,y) funksiya uzluksiz va 2<
Sfx,y)<4 shart bajarilsin. Bu holda [fs(x,y)dxdy ikki karrali integral

D

qiymati qaysi kesmada joylashgan?
A)[6,12]. B)[8,16]. C)[10,20].
D) [12,24].E)[14, 28].
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17.  Integrallash sohasi D radiusi R=2 bo‘lgan yopiq doiradan
iborat bo‘lib, unda z=f{x,y) funksiya uzluksiz va 3< fix,y)<4 shart
bajarilsin. Bu holda [fs(x,y)dxdy ikki karrali integral qiymati qaysi

D

kesmada joylashgan?
A)[6n7,107%]. B)[8n2, 12n2]. C) [10n2, 14n?] .
D) [12n%, 16a%] . E) [14n2, 1872] .

18. Qayerda ikki Kkarrali integralning additivlik xossasi
ifodalangan ?

A)ff [f(x,y)+g(x,y)]dxdy=ﬂf(x,y)dxdy+IDI g(x,y)dxdy .
D D
B) H [f(x,y)ig(x,y)]dxdy=ﬂ I )dxdyrﬂ g(x,y)dxdy .

(&) N ] l{ (x,y)dxdy= II S(x, y)dxdy+ II)I S(x, y)dxdy

D) gf(x,y)dxdy—f(xo,yo) S(D) -

E) Bu yerda integralning additivlik xossasi keltirilmagan .

19.  Agar Dy va D, o‘zaro kesishmaydigan, radiuslari R1=2 va
>=3 bo‘lgan doiralardan iborat va D=D\+D> bo‘lsa, ikki karrali
I = dxdyintegral gqiymatini toping.
D

A) I=4n?. B)I=9n?.C) I=13x7. D) I=16n>. E)
I1=20m2 .

20. Qayerda ikki karrali integralning o‘rta qiymati hagidagi
teoremaning tasdig‘i ko‘rsatilgan?
A) [ILS (x,y)+ g(x,y)ldxdy= [[ £ (x,y)dxdy+ [ 8x,y)dsdy .
D D )
B) II [/ (x,) £ g(x, y)ldxdy= II J(x, y)dxdy+ II g(x, y)dxdy .
C) ) ﬂ S(x,y)dxdy= H S, y)d\’dJ’+III S(x, J’)dxdy
y+ D, D,

D) Iff(x’y)df@—f(xo,YO) S .

E) Bu yerda o‘rta giymat haqidagi teoremaning tasdig'i
keltirilmagan .
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9. Ikki karrali integralni hisoblash. Ikki karrali integrallar

1. Tekislikdagi D soha OY koordinata o‘qi bo‘yicha to‘g‘ri
soha bo‘lishi uchun quyidagi shartlardan qaysi biri talab etilmaydi ?

A) D soha chap tomondan x=a va o‘ng tomondan x=b (a<b)
vertikal to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan .

B) D soha [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan y=¢i(x) va y=p1(x)
[@1(x)<p2(x)] funksiyalarning grafiklari bilan chegaralangan .

C) D sohaning ichki nuqtasidan o‘tuvchi va OY o‘qiga parallel
har ganday to‘g‘ri chiziq soha chegarasini faqat ikkita huqtada kesib
o‘tadi .

D)D sohani ichki nuqtasidan o‘tuvchi va OX koordinata o‘qiga
parallel bo‘lgan har ganday L to‘g‘ri chiziq soha chegarasini fagat
ikkita huqtada kesib o‘tadi .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi .

2. Tekislikdagi D soha OX koordinata o‘qi bo‘yicha to‘g‘ri
soha bo‘lishi uchun quyidagi shartlardan qaysi biri talab etilmaydi ?

A) D soha quyidan y=c va yuqoridna y=d (c<d) gorizontal to‘g‘ri
chiziqlar bilan chegaralangan .

B) D soha [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan x=y1(y) va x=y(y) [w
1”)<w2(y)] funksiyalarning grafiklari bilan chegaralangan .

C) D sohaning ichki nugtasidan o‘tuvchi va OY o‘qiga parallel
har qanday to‘g‘ri chiziq soha chegarasini faqat ikkita huqtada kesib
o‘tadi .

D) D sohani ichki nugtasidan o‘tuvchi va OX koordinata o‘qiga
parallel bo‘lgan har gqanday L to‘g‘ri chiziq soha chegarasini faqat
ikkita huqtada kesib o‘tadi .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi .

3. Quyidagi sohalardan gaysi biri OY o‘qi bo‘yicha to‘g‘ri
soha bo‘Imaydi ?

A) aylana bilan chegaralangan soha . B) ellips bilan
chegaralangan soha .

C) to‘gri to‘rtburchak bilan chegaralangan soha .

D) ikkita konsentrik aylana bilan chegaralangan soha .

E) keltirilgan barcha sohalar OY o‘qi bo‘yicha to‘g‘ri soha
bo‘ladi .
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4. Quyidagi sohalardan qaysi biri OX o‘qi bo‘yicha to‘g‘ri
soha bo‘Imaydi ?

A) aylana bilan chegaralangan soha . B) ellips bilan
chegaralangan soha .

C) to*g‘ri to‘rtburchak bilan chegaralangan soha .

D) ikkita konsentrik aylana bilan chegaralangan soha .

E) keltirilgan barcha sohalar OX o‘qi bo‘yicha to‘g‘ri soha
bo‘ladi .

5. Quyidagidan qaysi biri ikki karrali integral bo*‘Imaydi ?

b @2(x) df va(»)
A) 1:!( j'f(x,y)dy}dx . B) ]=I( If(x,Y)dx}y .
a\ ¢ (x) c\wi(v)
bfd dfb
C) I(I f (x,y)dy)dx . D) j([ S (x,y)d-r)dy .

E) keltirilgan integrallarning hammasi ikki karrali integral bo‘ladi

Ifx
6. I(I(x + y)dy)dx ikki karrali integral qiymatini toping.
o\o

A)O. B)05. C)l1. D)-1. E)-05.

0

A)O. B)1. C) 1/6. D)-1. E)-1/6.

1
7. j(j(x y)dx}iy ikki karrali integral giymatini toping.
0

172
8. j(](x + y)dy)dx ikki karrali integral giymatini toping.
o\1

A)2. B)15. O1. D)05. E)O.

1(2

9. | (I (x- y)de dy ikki karrali integral qiymatini toping.
0\l

A)2. B)15. CQC)1. D)0.5. E)O.
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10. OX koordinata o‘qi bo‘yicha to‘g‘ri D soha uchun
{[ f(x.y)dxay ikki karrali integralni hisoblash formulasi qayerda to‘g‘ri
D

ko‘rsatilgan ?

2(»)
A) [f f(x,»)dxdy= T(W [ f(x, y)dXde . B)
D AA)
@2(x)
ﬂf(x y)dxdy= I( Tfex, y)aiv]
a\ @, (x)
»)b
O)ff s str="" (ff(x,y)dx]dy . D)
v (y \a

ﬂf(x,y)dxdy— f (If(x,y)dy]dx

@ ()\e

o (\ v (M)

@:2(xX) wa(y)
E) g S(x,y)dxdy= | ( If (x,y)dx]dy-

1. OX koordinata o‘qi bo‘yicha to‘g‘ri D soha uchun
[1.f(x,p)dxdy ikki karrali integralni hisoblash formulasi qayerda to‘g‘ri
D

ko‘rsatilgan ?

va(y)
A) II S(x, y)dxdy= I( I)f(JC y)dx)dy-

c\wi(»)

B)Hf (x, y)dxdy = I( | f(x,y)dy]dx.

a 0’1(1)

O yvnay=" il If(x,y)dr)dy-

w.(,v

D)H S(x,)dxdy= I I S (x,y)d.v)dx

("l(‘)\t‘

@) va(»
E) Iff(x y)dxdy= I If(x,y)dx]dy-

@\ v (V)

12. x=0 va x=1 vertikal to‘g‘ri chiziglar, y=x* va y=x? egri
chiziqlar bilan chegaralangan D soha bo*yicha

|§ xpdxdy ikki karrali integral qiymatini hisoblang .

D

A)1/8.B) 1/18.C) 1/28 . D) 1/38 . E) 1/48 .
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13.  0=x<2 , 0<y<I to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat D soha
bo‘yicha [f(x + y)xdy ikki karrali integral qiymatini hisoblang .
D

A)1.B)2.C)3.D)4.E)5.

14.  0<x<n/2 , 0<y<w/2 kvadratdan iborat D soha bo‘yicha

[[ (sin x + cos y)dxdy ikki karrali integral qiymatini hisoblang .
D

A) W4 .B) w2 .C)3n/4 .D)n.E) 5u/4 .

15. 0=<x<m/2 , 0<y<n/2 kvadratdan iborat D soha bo‘yicha
[fsin xcos ydxdy ikki karrali integral giymatini hisoblang .
D

A)n.B)0.C)1.D)-xn.E)—I .

16.  o(u,v) va w(u,v) funksiyalarning yakobiani I(u,v) ganday
aniqlanadi ?

v ou ov v v ou
_9¢ Oy _op oy _9¢ oy _0O¢ oy
O = o o DV e T e
E) ](u,v)::.a_.vi.a_'/,_a_(o.a(p
ou v ou ov

17.  Quyidagi deferminantlarning qaysi biri @(#,v) va w(u,v)
funksiyalarning /(«,v) yakobianini ifodalamaydi ?

9¢ o9 dy ¢ d¢ oy

ou ov S0 dv du Ou
Moy au|- B - Sl Oloe ov|m P

ou ov du v ov  ov

SRS
lee|e

E) barcha deferminantlar /(u,v) yakobianni ifodalaydi .

18.  o(uv)=u+v va w(uv)=u—v funksiyalarning I(u,v)
yakobianini toping.
A) Iuv)=uv . B) l(u,v)=1lv . O) Iuyv)y=u’.D)—-2.E) 1.
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LY

19.  pv)=w’-v* va y(uyv)=w’+V funksiyalarning K(u,v)
yakobianini toping.
A) Iu,v)y=4uv . B) Ku,v)=4u*v . C) I(u,v)=4uv* .D) -4 .E) 4 .

20.  x=pcosf, y=psin@ qutb koordinatalarining I(p,0 )
yakobianini toping.

A) I(p,0 )=p8 . B) I(p,0 )= —pb . C) I(p,0 )=— 6.

D) I(p,6)=p .E) I(p,0)=6.

10. Ikki karrali integralning amaliy tatbiqlari
1. z=f{x,y)>0 funksiya bilan aniqlangan o sirtning XOY
koordinata tekisligidagi proyeksiyasi chegarasi L chiziqdan iborat D
yopiq soha bo‘lsin. Unda o sirt bilan chegaralangan va yasovchisi L
bo‘lgan to‘gri silindrik jism hajmi V qaysi formula bilan hisoblanadi ?
A)v= g f3,x,»)dxdy . B) V =[] f(x,y)dxdy .C) ¥ = ng 2(x, y)dxdy .
D

D) v = zf[[ /7, (x.»)1*dxdy . E) to‘g‘ri javob keltirilmagan .
D

2. Jism z=flx,y) va z=g(x,y) [fAxy)<g(xy)] funksiyalar bilan
aniqlangan o(f) va o(g) sirtlar bilan chegaralangan, o(f) va o(g)
sirtlarning XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyalari ustma-ust
tushib, biror yopiq D sohadan iborat bo‘lsa, jism hajmi V qaysi
formula formula bilan hisoblanadi?

A)v= 2zrjg[g3(x,y) - 3 (x,»)ldxdy . B) V=2ng[g(x,y) - f(x,)ldxdy

C)v= 22[[lg(x.3)+ £ (x, )y - D)
V= Jg[g(x,J’) - f(an’)]dxd)’ .
E)v= g [g(x,») + f(x,y)ldxdy.
3. XOY koordinata tekisligida yotuvchi yopiq D soha

ko‘rinishidagi yassi geometrik shakl yuzasi S qaysi formula bilan
hisoblanadi?

A)S=jgxd\'dy. B)S:{Iydxdy. (6)) S=gxydxdy.
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D) S={fyx*+ydxdy . E) 5={[dxdy .
D D

4. y¥=o(x) , y=p(x) [px)<w(x)] va x=a, x=b chiziglar bilan
chegaralangan D yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi qayerda
to‘g‘ri ifodalangan?

b y(x) b w(x) w(x) b

A) S=[{ [ddy .B) S=[{ [dh}dx . C)S= [ {[dr}dy .
a @(x) a ¢(x) o(x) a
v(x) b

D) S= [ {Jdy}dx . E) to‘g‘ri javob keltirilmagan .
o(x) a

5. Quyidagi ikki karrali integrallardan qaysi biri y=¢(x) , y=w(x)
[e(x)<w(x)] va x=a, x=b chiziqlar bilan chegaralangan D yopiq
sohaning yuzasini ifodalamaydi?

b y(x) b @(x) a w(x) a ¢(x)
A) [{ [dyyax .  B) -[{ [dytdx .C) ~[{ [dy}dx .D) [{ [dy}dx .
a o(x) a y(x) b o(x) b wix)

E) keltirilgan barcha integrallar D yopiq sohaning yuzasini

ifodalaydi .

6. x=0(y) , x=w(y) [p()<w(y)] va y=a, y=b chiziqlar bilan
chegaralangan D yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi qayerda
to‘g‘ri ifodalangan?

b w(y) b w(y) v(») b
A) S=[{ [dxjdy . B) S=f{ [dy}dx . C)S= | {[dx}dy .

a o(y) a @(y) ?(y) a
v(») b .. ..

D) S= [ {[dy}dx . E) to‘g‘ri javob keltirilmagan .
o(y) a

7. Quyidagi ikki karrali integrallardan qaysi biri x=¢(3) , x=y¢(y)
[¢()<w(»)] va y=a, y=b chiziglar bilan chegaralangan D yopiq
sohaning S yuzasi hisoblash formulasi gayerda to‘g‘ri ifodalangan?

b w(y) b y(y) a w(y) a o(y)
A) [{ Jaxydy .  B) —[{ [dxjdy .C) = [{ [dx}dy . D) [{ [dx}dy .
a o(y) a o(y) b o(y) b w(y)

E) keltirilgan barcha integrallar D yopiq sohaning yuzasini
ifodalaydi .
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8.y=x>, y=x va x=0, x=1 chiziqlar bilan chegaralangan D yopiq
sohaning S yuzasini toping.
A)S=172. B)S=1/3. C)S=1/4.  D)S=1/5. E)S=1/6.

9. x=y* , x=)” va y=0, y=1 chiziqlar bilan chegaralangan D yopiq
sohaning S yuzasini toping.

A) S=1/3. B) S=4/15. C)S=1/55. D) §=2/15.

E) S=1/6.

10. z=f{x,y) funksiya bilan aniqlangan fazodagi ¢ sirtning XOY

koordinata tekisligidagi proyeksiyasi D yopiq sohadan iborat bo‘lsa, ¢
sirtning S yuzasi hisoblanadigan formula qayerda to‘g‘ri ifodalangan?

A) s=pJ| +f2(x,y)dxdy . B) S=g L+ (x ) dxdy
C) S=£I\/l +[f1(x, ) dxdy. D) §=[[1+L2x 0P +1f; (e, ) dxdy -
2 D

E)s =[D[ L+ [ S (x, ) dxdy

11. Sirt zichligi p=p(x,y) funksiya bilan berilgan va yopiq D soha
ko‘rinishida bo‘lgan moddiy yassi shaklning massasi m qaysi formula
bilan aniqlnadi?

A) m= g [p(x,y)dxdy . B) m= {j pr(x.y)dxdy . C) m={f p(x,y)dxdy .
D D
D) m={[[1/ p(x,y))dxdy . E) to‘g‘ri javob keltirilmagan .
D

12. Markazi O(0,0) nuqtada joylashgan va tomoni 2a bo‘lgan
kvadratdan iborat yassi shaklning sirt zichligi p(x,y)=(3xy)? funksiya
bilan berilgan bo‘lsa, uning m massasi nimaga teng ?

A) m=4a*. B) m=4a’. C) m=4a4" . D) m=4a° .

E) m=44° .

13. Sirt zichligi p=p(x,y) funksiya bilan berilgan va yopiq D soha
ko‘rinishida bo‘lgan moddiy yassi shaklning koordinata boshiga
nisbatan inertsiya momenti /o formulasini ko‘rsating .

A) I, =g VX + 32 p(x, y)dxdy . B) I, =g (x* +y%)? plx, y)dxdy .
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C) I =[[(x? + y*)p(x, y)dedy . D) Io = [ 222 ey .
D DXT+y
2 2
BE) I, = udxd .
) Io gp(x,y) 7

14. Sirt zichligi p=p(x,y) funksiya bilan berilgan va yopiq D soha
ko‘rinishida bo‘lgan moddiy yassi shakining OX koordinata o‘qiga
nisbatan inersiya momenti /x qaysi formula bilan topiladi?

A)I,= gxz p(x,y)dxdy. B) I, =[[xp(x, y)dxdy.
D
C) Iy =[[x*p(x,y)dxdy.
D

D) 1, ={£ y2p(x,y)dxdy . E) Iy = [[ xyp(x,y)dxdy.
D

15. Sirt zichligi p=p(x,y) funksiya bilan berilgan va yopiq D soha
ko‘rinishida bo‘lgan moddiy yassi shaklning OY koordinata o‘qiga
nisbatan inersiya momenti /y gaysi formula bilan topiladi?

A) Iy =Il£ x2p(x,y)dxdy . B) Iy = [[xp(x,y)dxdy .
D
O 1y =gx2p(x,y)dxdy :

D) 1y =g y2p(x,y)dxdy . E) Iy = [[ xyp(x, y)dxdy -
D

16. Sirt zichligi p=p(x,y) funksiya bilan berilgan va yopiq D soha
ko‘rinishida bo‘lgan moddiy yassi shaklning OX koordinata o‘qiga
nisbatan statik momenti Mx qaysi formula bilan hisoblanadi?

A)M y = ([ xyp(x,p)dxdy. B) M y = [[ xp(x, y)dxdy.
D D
CYM x =[yp(x,y)dxdy.
D
D) My =[[(x+y)p(x, y)dxdy. E) My =[[(x* + y*)p(x, y)dxdy.
D D
17. Sirt zichligi p=p(x,y) funksiya bilan berilgan va yopiq D soha

ko‘rinishida bo‘lgan moddiy yassi shaklning OY koordinata o‘qiga
nisbatan statik momenti My qaysi formula bilan hisoblanadi?

A) My = gxyp(x, Vdxdy . B) My = [[xp(x,y)dxdy.
D
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C)My = [[ yo(x, y)dxdy.
D
D) My ={[(x+ »)p(x,y)dxdy. E) My = g (x* + y*)p(x, y)dxdy .
D
18. Sirt zichligi p=p(x,y) funksiya bilan berilgan va yopiq D soha

ko‘rinishida bo‘lgan moddiy yassi shaklning M(xo,0) og'irlik
markazining xo abssissasining formulasini ko‘rsating.

[f xyp(x, y)dxdy I’{ yp(x,y)dxdy
A)xg=2 — B)x =2
) %o [T, y)dsds ) o= ey ydsdy
D
II xp(x, y)dxdy
C)xg=l
II p(x,y)dxdy
Ij(x +Y)p(x,y)dxdy guz + y2)p(x,y)dxdy
D =D E =
) %o g p(x,y)dxdy ) % g p(x, y)dxdy

19. Sirt zichligi p=p(x,y) funksiya bilan berilgan va yopiq D soha
ko‘rinishida bo‘lgan moddiy yassi shaklning M(xog0) og‘irlik
markazining yo ordinatasining formulasini ko‘rsating.

o {j;xyp(x, y)dxdy Ig.vp(x,y)dxdy
) ety D e
o g xp(x, y)dxdy
) Yo —W .
[0+ )ptx )y 1 + y*)p(x, y)axay
D) o= g ey " [l otx,y)dedy

20. Quyidagi masalalardan qaysi biri ikki karrali integral
yordamida yechilmaydi?

A) o sirt bilan chegaralangan to‘géri silindrik jism hajmini
hisoblash .

B) bir jinsli bo‘Imagan sterjen massasini topish .

C) fazodagi sirt yuzasini aniqlash .

153



D) yassi figuraning og‘irlik markazini topish .
E) barcha masalalar yechimi ikki karrali integral orqali
ifodalanadi .

11. Uch Kkarrali integral va uning xossalari

1. Uch o‘zgaruvchili w=f(x,y,z) funksiyadan fazodagi yopiq V'
soha bo‘yicha integral yig‘indini tuzishda quyidagilardan qaysi biri
bajarilmaydi ?

A) V soha ixtiyoriy bir usulda AV; (i=1,2, .., n) kichik
sohachalarga ajratiladi .

B) har bir AV; (1,2, ..., n) sohachadan ixtiyoriy bir M(x;y:.z:)
nuqta tanlanadi va unda funksiya qiymati f{x;,yi.z;) hisoblanadi .

C) funksiyaning hisoblangan f{x.,yi.z;) , i=1,2, ..., n, qiymatlari AV;
sohacha hajmi Av; ga ko‘paytirilib, bu ko‘paytmalar yig‘indisi S,
topiladi . .

D) S» integral yig‘indining absolut giymati baholanadi .

E) ko‘rsatilgan barcha amallar bajariladi .

2. S, = i S (xi,yi,21)A; integral yig‘indi orqali
I={[[ f(x, y,z)dx;)lzdz uch karrali integral qanday aniqlanadi ?

l,A) I= maxV, .B) = minV,.C) I= lime,, .DYF=V,.

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan . "

3. Teoremaning shartini ko‘rsating: Agar fazodagi V yopiq
sohada w=j_(x,y,z) funksiya - bo‘lsa , unda l=j£j J(x,¥,2)dxdydz uch

karrali integral mavjud bo‘ladi .
A) monoton . B) uzluksiz . C) chegaralangan . D) davriy .
E) to‘g‘ri javob keltirilmagan .

4. Uch karrali integralning geometrik ma’nosi qayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan ?

A) tekis shakl yuzasii . B) egri chiziq yoyi uzunligi . C) silindrik
Jism sirti . D) fazodagi jism hajmi . E) aylanma jism yon sirti .
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5.  Integrallash sohasi ¥={(x, y, 2): x>+ y?+z2<9} yopiq shar
bo‘lgan uch karrali

{ff dxdydz integral qiymati nimaga teng?

| 4

A)27nr. B)30n. C)33n. D)36m. E)39n.

6. Integrallash sohasi V={(x, y, 2): x|<2, WI<3, lz|<1} yopiq
to*g‘ri burchakli parallelepiped bo‘lgan uch karrali [fjdxdydz integral
1 4

qiymati nimaga teng?
A) 6 . B)36. C)48. D)24. E)36mn.

7. Uch karrali integralning mexanik ma’nosi qayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan ?

A) notekis harakatda bosib o‘tilgan masofa .

B) bir jinsli bo‘imagan sterjen massasi . C) bir jinsli bo‘lmagan
plastinka massasi .

D) o‘zgaruvchi kuch bajargan ish . E) bir jinsli bo‘lmagan jism
massasi .

8. Uch karrali integral xossasi qayerda xato ko‘rsatilgan ?
A) Iﬂﬁ (x3yaz) ) fZ(xsysz)dxdy Z=
V

= I{I S1(x, p,2)dxdyd:z I‘[I f2(x,y,2)dxdydz .

B) [[I /(5. 2,2) + fo(x, y,2))dedydz=

= [ fi ey + [ £ (. ey

S) I'I/I /1 (%, 3,2) = f5(x, ,2))dxdyd==

= I’[I Si(x, y,z)dxdydz - Il[j fo(x,y,2)dxdydz .

D) {II Cf (x,y,2)dxdydz=C [, [/ ey, 2)dedydz (C = corst).

E) barcha xossalat to‘g‘ri ifodalangan .

9. Agar[ff f(x,y,2)dxdydz=6  bo‘lsa,  [[[(-4)f(x,y,2)dxdydz
1z v

integral qiymatini toping.
A)-6.B)12.C)-24.D)0.
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E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘Imaydi .
10. Agar [[f f(x,y,2z)dxdydz=6, [[[g(x,y,z)dxdydz=-2  bo‘lsa,
vV 14

[l £ (x,,2)g(x,y,z)dxdydz integral qiymati nimaga teng ?
vV

A)-12.B)12.C)-4.D)4.
E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi .

11.  Agar [ff f(x,y,2)dxdydz=6, [[[ g(x,y,z)dxdydz=-2 bo‘lsa,
r Z

[IfLf (x,y.2) + g(x, y,z))dxdyd= integral qiymati nimaga teng ?

14

A)-8.B)8.C)-4.D)4.
E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘Imaydi .

12.  Agar [[[ f(x,y,2)dxdyd==6, [[fg(x,y,z)dxdydz=-2 bo‘lsa,
V 4

[1L/ (x,5,2) — g(x,y,2)ldxdydz integral qiymati nimaga teng ?
4

A)-8.B)8.C)-4.D)4.
E) bu integral giymatini aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi .

13. " Agar [[[ £(x.y,2)dxdydz=6, [[[[f(x..2)+ g(x,y,2)dxdydz =2
|4 14

bo‘lsa,

(I g(x,y,2)dxdydz integral qiymati nimaga teng ?
v

A)-8.B)8.C)—4.D)4.
E) bu integral giymatini aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi .

14. Agar ];j;j' f(x,y,z)dxdyd==6, [[[[f(x,y,z)— g(x,y,2)dxdydz=-2
,/

bo‘lsa,

{If g(x, y,z)dxdydz integral qiymati nimaga teng ?
v

A)-8.B)8.C)—4.D)4.
E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi .

15. Agar j'j;_[[f(x,y,z) + g(x,y,2)}dxdydz=6 va
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(lL/(x.y.2) - g(x,y,z)dxdydz=—-2bo‘Isa, [[[ g(x,y,2)dxdydz integral
v v
qiymati nimaga teng ?

A)-8.B)8.C)-4.D)4.
E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi .

16.  Agar [[[[f(x,y,2)+ g(x,y,2)]dxdydz=8 Va
vV
[ILf e, p,2) — g(x, y, 2)dxdydz=—-2bo‘Isa,  [[[ f(x,y,2)dxdydz integral
vV vV
giymati nimaga teng ?

A)-3.B)3.C)-4.D)4.
E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi .

17.  Agar [[[[f(x,y,2) + g(x.y,2)ldxdydz=8 Va
|4
I'[I Lf (x,y,2) ~ g(x, y,z)dxdydz=-2bo'Isa,
(21 (x,3,2) + 3g(x, y,z)ldxdydz integral qiymati nimaga teng ?
4

A)21.B)23.C)25.D)27.
E) bu integral qiymatini aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi .

18. Uch karrali integralning additivlik xossasi qayerda
ifodalangan ?
A) UG y.2) + glxy, Dlddydz=

=175y, )+ [ g, ey
’/
B) [L/53,2) % gx.y, dsdde=
= I,II S(x,y,z)dxdydz % [[] g (x,y,z)dxdydz .
~ 'vr
Cy W f Gy, 2ddbedys = [ £,y 2y + [ £ .3, ey
Vi +15 1} 3
D) Ilj;,[f(xhy’z)ddydz:f(x()’yovZO) V.
E) Bu yerda integralning additivlik xossasi keltirilmagan .
19.  Agar [[f f(x,y,2)dxdydz==5, [[[ f(x,y.z)dxdydz=-3 bo‘lsa,
" v,
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[If £ (x, y,2)dxdydz qiymati nimaga teng?
N+V,

A) 8. B)-8. C()2. D)-2.
E) bu integral giymatini aniq ko‘rsatib bo‘Imaydi.

20. Agar integrallash sohasi ¥ markazi koordinata boshida
joylashgan va R=3 radiusili shardan iborat bo‘lib, unda f{x,y,z)<2
shartni qanoatlantirsa, 1= {[[[f(x,y,z)dxdydz integral uchun qaysi

vV

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi?
A)I<18n.B)I<36m. C)I<54n.D)I<T72n. E) I <
90m. ‘

12. Uch karrali integrallarni hisoblash.

1.  Fazodagi V soha to‘g‘ri soha bo‘lishi uchun quyidagi
shartlardan gaysi biri talab etilmaydi ?

A) V soha S yopiq sirt bilan chegaralangan .

B) ¥V sohaning ixtiyoriy ichki nuqtasidan OZ koordinata o‘qiga
parallel qilib o‘tkazilgan har qanday to‘g‘ri chiziq bu sohaning S
chegarasini fagat ikkita nuqtada kesib o‘tadi .

C) ¥ sohaning XOY koordinata tekisligidagi D proyeksiyasi
to‘g‘ri sohadan iborat.

D) V sohaning chegaraviy nuqtalari bir bog‘lamli to‘plamni
tashkil etadi .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi .

2. Fazodagi quyidagi sohalardan gaysi biri uch karrali to‘g‘ri
soha bo‘lmaydi ?

A) shar . B) piramida . C) parallelepiped . D) tor . E) aylanma
ellipsoid .

3. Uchkarrali integral qayerda to‘g‘ri ifodalangan?
92(x) b w,y(x,y)

A) [ UL 1Sy, 2)deddnydy -
?1(x) a w(x,y)
b ¥1(x.Y) ¢1(x)

B) [{ | [ [fGx,y,2)dz]dy}dx.

a y(x,y) @(x)
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wylx,y) @1(x) b b @2(x) wa(x,y)
C) | { ] Ufy2)dldde. D) [{ | [ [flxyz2)dz]ldy}dx .

v (2. V) @ (x) a a @,(x) wi(x,y)
?:(X) walx,p3) b

E) [ { | USfGy.z2)dzldy}dx .

@ (x) ¥i(x,)) a

4. i'{jl'[_l[(x + y+ z)dz}dv}dx uch karrali integral qiymatini toping.
000

A)0.B)0.5. C)1.0. D)L5. E)-05.

I xx»
5. [{J[ [ (x + z)dzkdy}dx uch karrali integral qiymatini toping.
000

A)0.B)5/18. C)13/36. D) 19/144 . E) 23/180.

6. }{f[xjy(x + y+ z)dzdy}dx uch karrali integral qiymatini toping.
0oo0GO

A)O. B)5/16. C)7/36. D) -3/26 . E)—11/46 .

7. Fazodagi V to‘g‘ri soha quyidan va yuqoridan z=y(x,y) va
z=ya(x,y) sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=¢i(x) , y=pa(x)
va x=a, x=b chiziqlar bilan chegaralangan bo‘lsin. Bu holda uch
karrali 7={[f f(x,y,2)dxdydz integralni uch Kkarrali integral orqali

v ' .

hisoblash formulasi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan ?

?2(x) b yva(x,y)

A)I= [ {[[ [f(xp,2)dz)dx}dy .
@1(x) a wi(x,y)
b ¥3(x,y) @y(x)

B) I=[{ [ [ [f(xy.2)dz)dy}dx .
a y(x,y) ¢(x)
i (x,¥) @2(x) b

C) 1= [ { [ S xyz2)dz]dy}dx .
wey) o) a
b 0(x) wa(xy

Dyr=f{ [ [f (x,y,A)d«]aiv}cbc
a o(x) ¥ (%))
22(x) wa(x,)) b -

E)r1= [ { | [fGy2)dld}dx .

@ (%) y(xy) a
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8.  Fazodagi V to‘g‘ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va z=xy
sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyasini
ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=0 , y=x va x=0, x=1 chiziglar
bilan chegaralangan bo‘lsin. Uch karrali 7= [[j(x + z)dxdydz integral

”

qiymatini toping.
A)0.B)5/36.C)23/180. D) 21/216. E)1.

9. Fazodagi V to‘g‘ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va z=xy
sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyasini
ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=0 , y=x va x=0, x=1 chiziqlar
bilan chegaralangan bo‘lsin. Uch karrali 7 =ff(x + y + z)dxdydz integral

vV

qiymatini toping.
A)7/36. B)5/46. C)3/56. D)I. E)0.

10.  Fazodagi V to‘g‘ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va z=xy
sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyasini
ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=0 , y=x va x=0, x=1 chiziqlar
bilan chegaralangan bo‘lsin. Uch karrali 7=|[fxyzdxdydz integral

vV

qiymatini toping.
A) 1716. B)1/32. C)1/48. D)1/64. E)1/80.

11. Agar V soha x=a, va x=b, , y=a; va y=b, , z=a3 va z=b;
tekisliklar bilan chegaralangan parallelepipeddan iborat bo‘lsa, unda
uch karrali I=[[f f(x,y,z)dxdydz integralni uch karrali integral orqali

|4

hisoblash formulasi qayerda noto‘g‘ri ko* rsatilgan ?

by by by by by b

A) 1= f{“ff(x y,2)dz)dy}dx . B) I = I{f”f(x y,z)dyldz}dx .
by by b ’ hz b‘ bl

O 1= I{f[ff(x y,2)ax]dy}dz . D) I= I{f[ff(x y,z)dz]dx}dy .

E) keltirilgan barcha formulalar to‘g‘ri ko‘rsatilgan .

12.  Integrallash sohasi ¥V x=0 va x=1, y=0 va y=1, z=0 va
z=1 tekisliklar bilan chegaralangan parallelepipeddan iborat bo‘lgan
uch karrali 7= [[[(x+ y + z)dxdydz integralni hisoblang.

14
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A)0.5. B)1.0. C)15. D)20. E)25.

13.  Integrallash sohasi ¥V x=0 va x=1, y=0 va y=1, z=0 va
z=1 tekisliklar bilan chegaralangan parallelepipeddan iborat bo‘lgan

uch karrali 7 = [[f xyzdxdydz integral qiymatini toping.
r
A)1/2. B)32. C)l14. D)3/4. E)1/8.

14.  Uch o‘zgaruvchili o(u,v,t) , wuvt) va wuv,)
funksiyalarning jakobiani /(u,v,f) qayerda to‘g‘ri ifodalangan?

dp Op Op Op Oy ow
y Oy oy
A) I(u,v,t)=-67 > o .B) I(u,v,t)=£ EW- rvik
ow ow  Ow dp Oy Ow
ou v o o o ot
dy oy dy ow ow ow
%2 55
o ow
C) Iwvn=|=2 = 2. D) 1(u,v,t)=--5% EW a—‘;’.
9% ¢ dp %p ¢ Oo
u ov o uw v o

E) keltirilgan barcha formulalar I(u,v,f) yakobianni to‘g‘ri
ifodalaydi . '

15.  ouv,y=u—v+t , wuy,)=utv—t va wuy,)=—u+vtt
funksiyalarning I(u,v,f) jakobianini hisoblang.

a. I(uv,t)y=uvt . B) I(u,v,0)=u+v+t . C) I(u,v,0)=1.

D) I(u,v,/)=0 . E) to‘g‘ri javob keltirilmagan .

16. x, y, z dekart va 6, p, z silindrik koordinatalar orasidagi
bog‘lanish qayerda to‘g‘ri ifodalangan?

A) x=psinf, y=pcos@ , z=p . B) x=pcosBsin6 , y=pcosf , z=p .

C) x=pcosBsind , y=pcosh , z=psin@. D) x=psinb , y=psinBcosl
,Z2=Z .

E) x=pcosb , y=psinb , z=z .

17.  x=pcos® , y=psin® , z=z silindrik koordinatalarning 7
yakobianini toping.
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A)[=8. B)I=p®. C)I=p. D)I=p/6. E)I=ptgd.

18.  Dekart koordinatalaridagi uch karrali I = f[J(x* + y*)zdxdydz
L

integral silindrik koordinatalarda qanday ifodalanadi?
A) I=[[[ pzdpdédz . B) I=[f[p’zdpdfdz .
v’ V'

C) 1=[[[ p* zdpdbdz .
i

D) I=|fj p*sin @cosOzdpdfd: . E) to‘gri javob
o

keltirilmagan .

19. x=psingcos@ , y=psingsind , z=pcosyp tengliklar orqali p, ¢
va 0 sferik koordinatalarga o‘tish I(p, ¢ , 8) yakobianini hisoblang.

A) Ip, ¢ , 6)=p’sing . B) I(p, ¢ , 6)=p’sind .C) Ip, ¢ , 0=
p2cosy .

D) I(p, ¢ , )= p*cosf . E) K(p, ¢ , 6)= p*singsind .

20. Dekart koordinatalaridagi uch karrali
I=[[j(x* +y* +2%)dxdydz  integral sferik koordinatalarda qanday
| 4

ifodalanadi?
A) I=[[f psin pdpdedd . B) I ={fj p*sin pdpdepd® .
14 |4

C) I =[] p*sin pdpdpdd . D) I = p*sin pdpdedé .
V' | 44

E) I={[[ p°sin pdpdepdd .
4

13. Uch Kkarrali integralning amaliy tatbiqlari
1. Fazoda to‘g‘ri sohani tashkil etuvchi T jismning V hajmi uch
karrali integral orgali qaysi formula bilan hisoblanadi?
Ay = jjjxyzdxdydz B) v= m(x+ y+2)dxdydz . C) V = m dxdydz .

D)v= m\/x +y?+z%dxdydz .E) V = m(x +y? + 2%)dxdydz .

2. =247 , z=a*(x*H)?), y=x, y=x* sirtlar bilan chegaralangan
jismning ¥ hajmini toping.

A) V=a®. B)V=3(a-1)/35. C) V=a? . D) V=3(a*>—1)/35 .
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E) 8av2a .

3. z=x+y , z=axy , y+x=1, y=0, x=0 sirtlar bilan chegaralangan
jismning ¥ hajmini toping.

A) V=(1-a)/8. B)V=(2-a)/12. C) V=(4—a)/16 .

D) V=(6—a)/20 . E) V=(8—a)/24.

4. Fazoda to‘g‘ri sohani tashkil etuvchi va har bir M(xy,z)
nuqtasidagi zichligi p=p(x,y.z) funksiya bilan aniqlanadigan bir jinsli
bo‘lmagan T jismning m massasi qaysi formula bilan topiladi ?

A) m =[[[ xvzp(x,y.2)dxdydz . B) m =[[[(x +y + 2)p(x, y,2)dxdydz .

T T

C) m={[j(x? + y* + 2*)p(x,v,2)dxdydz .
T

D) m={f p(x,y,z)dxdydz .

T
E) m=[[[Jx? + y* + 2% p(x, y, 2)dxdydz .
T

5. Har bir M(x,y,z) nuqtasidagi zichligi p(x,y.z)=a(x+y+z) funksiya
bilan aniglanadigan 0<sx<1 , 0<y<l , 0<z<I kubning m massasini
toping.

A)a2. B)a/3. C)3a2. D)2a/3. E)3a*.

6. Har bir M(x,y,z) nuqtasidagi zichligi p(x,y,z)=x+y+z funksiya
bilan aniglanadigan 0<x<a , 0<y<a , 0<z<a kubning m massasini
toping.

A)3al2. B)3d’2. C)3d’/2. D)34*2. E)3a’/2.

7. Har bir M(x,y,z) nuqtasidagi zichligi p(x,y,z)=x+y+z funksiya
bilan aniqlanadigan 0<x<a , 0<y<b , 0<z<c parallelepipedning m
massasini toping.

A) abc/2 . B) (a+b+c)/2. C)abc(at+b+c)2.

D) abc2(a+b+c) . E) (a+b+c)2abc .

8. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniqlanadigan bir jinsli
bo‘lmagan T jismning XOY koordinata tekisligiga nisbatan M, statik
momenti qaysi uch karrali integral orqali ifodalanadi?

A) [ yo(x.y.2)dxdyds - B) [[[xp(x, y,2)bxdys -
T
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C) [[fzp(x,y,2)dxdydz -
T

D) [ff xyp(x,y,2)Mdxdydz - E) to'g'ri javob keltirilmagan .
T

9. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniglanadigan bir jinsli
bo‘lmagan T jismning XOZ koordinata tekisligiga nisbatan M, statik
momenti qaysi uch karrali integral orqali ifodalanadi?

A) [[f yo(x.y,2)xdydz . B) {[| xp(x, . 2)dxdydz -
T T

C) [[fzp(x.y,)dxdyd= .
T

D) [ xzp(x,y,2Wdxdyd= - E) to"g'ri javob keltirilmagan .
i

10.  Zichligi p=p(x,y,7) funksiya bilan aniglanadigan bir jinsli
bo‘lmagan T jismning YOZ koordinata tekisligiga nisbatan M. statik
momenti qaysi uch karrali integral orqali ifodalanadi?

A) [[j yp(x, y,2¥dxdydz . B) [[[ xp(x,y.2)dxdydz .
T T

C) Igzp(xayazﬂxdydz .

D) ([f yzo(x,y,2)dxdydz . E) to'g'ri javob keltirilmagan .
T.

11. Har bir M(xyz) nugtasidagi zichligi p(x.y,2)=x+y+z
funksiya bilan aniglanadigan 0<x<l , 0<y<l , 0<z<I kubning YOZ
koordinata tekisligiga nisbatan S, statik momenti nimaga teng ?

A) 8,:=2/3 . B) §,-=3/4 . C) S;-=4/5 . D) 5,:=5/6 . E) §,==6/7 .

12.  Har bir M(xy,z) nuqtasidagi zichligi p(x.p,2)=x+y+z
funksiya bilan aniglanadigan 0<x<1 , 0<y<l , 0<z<I kubning XOZ
koordinata tekisligiga nisbatan S,. statik momenti nimaga teng ?

A)S.=13/12. B)S<=11/9.C) S:=9/7.D) S==7/5 .

E) Sx=5/3 .

13: Bir.ji.ns!i bo‘lmagan , m massali T jism og‘irlik markazining
xo abssissasini hisoblash formulasi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A) x, ==j£j' zp(x,y,2)dxdvdz/m . B) xy = [[f yolx,y,2)dxdydz/m .
-
C) xo= [;j' xp(x,y,2)dxdydzim . D) x, = {[[ zvp(x, y,z)dxdydz/m .
T
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E) x, ={[[(z+ »)p(x,y,z)dxdydz/ m -
T

14. Bir jinsli bo‘lmagan , m massali T jism og‘irlik markazining
yo ordinatasini hisoblash formulasi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

A) yo =l zp(x,y,2)dxdyd=Im . B) yq =[[f vo(x, y,2)dxdyd=/m .
T T

C) Yo = Hj xp(x,y,z)dxdyc Iz/m . D) Yo =mxzp(x,y, z)dxdydz/m .
T T

E) Yo = m (x + 2)p(x, y,z)dxdydzIm .
T

15. Bir jinsli bo‘Imagan , m massali T jism og‘irlik markazining
2o aplikatasini hisoblash formulasi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A) z, =[ff zp(x, v, 2)dxdydz/m . B) z, = [[| yo(x, ¥, 2)dxdydz/ m .
T T

C) =, =[l[xp(x,y,2)dxdvd=/m . D) zo = [[[ xyp(x, v, 2)dxdydz/m .
T T

E) zy = ([[(x+ y)p(x, y.2)dxdydzIm -
T

16.  Har bir M(x.y,z) nugtasidagi zichligi p(x.y,z)=p o‘zgarmas
bo‘lgan va x+y+z=8, x=0, x=2, y=0, z=0, y=4 sirtlar bilan
chegaralangan bir jinsli kesik parallelepiped og‘irlik markazining xo
abssissasini toping.

A) x0=8/3 . B) x0=26/15 . C) xo=14/15 . D) x0=14/3 . E) xo=12/5

17.  Har bir M(x,,z) nuqtasidagi zichligi p(x.,2)=p o’zgarmas
bo‘lgan va x+p+z=8, x=0, x=2, y=0, z=0, )= 4_sirtlar bilan
chegaralangan bir jinsli kesik parallelepiped og'irlik markazining yo
ordinatasini toping.

A) yo=8/3 . B)yp=26/15 . C) yo=14/15 . D) yo=14/3 . E) po=12/5

18.  Har bir M(xy.2) nuqtasidagi zichligi p(x.y ,z)=p. o‘zganpas
bo‘lgan va x+y+z=8, x=0, x=2, y=0. == 0, y=4 sirtlar 'bllan
chegaralangan bir jinsli kesik parallelepiped og'irlik markazining zo
aplikatasini toping.

A) 20=8/3 . B) 0=26/15 . C) 0=14/15 . D) 20=14/3 . E) 2=12/5 .
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19. Bir jinsli bo‘lmagan T jismning XOY koordinata
tekisligiga nisbatan inersiya momenti I, qaysi formula bilan
hisoblanadi?

A1, =([[x*p(x,y,z)dxdydz . B) I, = [l 22 p(x, y, 2z )dxdvdz .

T T

O 1, =j£j y*plx,y,z)dxdydz . D) I, =I£I xyp(x, y,z)dxdydz .

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan .

20. Birjinsli bo‘lmagan T jismning XOZ koordinata tekisligiga
nisbatan inersiya momenti /.- qaysi formula bilan hisoblanadi?

A) I = [x* ol ey - B) I = ple. 2N
C) 1 =[] y*pley=Miedyz - D) 1 = [ ol M-
T

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan .
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TESTLAR KALITI

1. Funksiya hosilasi.

1 8§ |9 |10 |11
E B |A |D |D
17

E

2. Funks differensiallash.

1 8§ |9 |10 |11
D B |E |B |D
17

C

3. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral.

1 8§ |9 |10 )11
C E |B |B |E
17

C

4. Anigmas integralni hisobl

1 8§ 19 |10 {11
A D iB |A |A
17

B

S. nal funksiyalar va ularni integrallash

1 8 |9 |10 {11
C E |A |B |A
17

D

6. irratsional ifodali integrallarni hisoblash
1 8 |9 |10 ]11
C B [D |C |D
17

C

7. etrik ifodali integrallarni hisoblash
1 8 19 (10|11
E B |A |A |[D
17

E

8. Ikki karral ral va uning xossalari

1 8 |9 |10 ]11
A A [C |E |D
17

D
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9. Aniq integralni hisoblash usullari

1 [2 [3 [4 [5 J6 [7 [8 |9 J10 |11 |12 |13 |14 |15 |16

D |Ic [ p|[p|E |B |[E |A |[C |B |A |E |C |[D |C |B

17 |18 |19 |20

E |[D |A |D

10. Ikki karrali integralning amaliy tatbiglari

1 [2 [3 4 5 Je [7 18 |9 l10 |11 |12 |13 )14 [15]16

B [D |E [B |[E |[A |E |[Cc |[D D |C |E |[C |D [A |C

17 [18 {19 [20

B [C |[B |B

11. Uch Kkarrali integral va uning xossalari

1 |2 [3 [4 [5 J6 |7 |8 |9 [10 |11 |12 |13 |14 |I5 |16

D |c [B[D|D |c |E |A|C |E |[D|B /A |B |D |B

17 |18 |19 |20

A |{C |C |D

12. Uch karrali integrallarni hisoblash.

T 12 [3 [4 [5 [6 [7 [8 [9 |10 |11 {12 |13 |14 |15 |I
6

DlpD |D |[D |E |[Cc |D |[C [A |D [B |{C |E |A |E |E

1718 |19 120

C |C |A |D

13. Uch karrali integralning amaliy tatbiglari

1 (2 13 14 |5 Je |7 [8 |9 |10 |11 [12 (13 |14 }I5 |]
6

pi/bD |E.|D |[Cc |[D |[c |[C |A |B |D |A |C |[B |A [C

17118 |19 |20

B|A |B [C
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