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KIRISH

Ilmiy texnika taraqqgiyoti xalg xo'jaligining barcha
sohalarida rejalashtirish va boshgarishning matematik
modellashtirish va optimallashtirish usullarini keng qo'llashni
talab etmoqda. Hozirda bu sohalarda faoliyat yuritayotgan
boshgaruvchi mutaxassislar ishbilarmon va tadbirkor
boiishlari, kelajakni hisobga oigan holda igtisodiy jihatdan
samarali qgarorlar gabul qilishlari lozim bo'ladi. Aynigsa,
igtisodchi mutaxassislami tayyorlash uchun, talabalarda aniq
fikrlash va tadbirkorlikni shakllantirish, ularda iqtisodiy
matematik usullar va zamonaviy hisoblash mashinalaridan
foydalanish tajribasini mujassamlantirish muhim ahamiyatga
ega.

Rejalashtirish va boshqgarish jarayonlari biror aniq
magsadga yo'naltirilgan bo'lib, ular jamiyat a’zolari talabini,
mavjud resurslardan eng samarali bo'lgan usulda foydalanib,
gondirishga garatilgan bo'ladi. Bundayjarayonlar matematik
programmalash, operatsiyalarni tekshirish, o'yinlar naza-
riyasini o‘z ichiga oigan garor gabul qilish nazariyasida
o‘rganiladi. Bu fanlar bir-biri bilan uzviy bog'lig va ular o'z
navbatida avtomatlashtirilgan boshqgaruv tizimining asosini
tashkil qiladi.

Mazkur qo‘llanma talabalarga iqtisodiyot, ishlab chigarish
va boshga sohalarda bo‘ladigan iqtisodiy muammolarni
o‘rganish, yechish va tahlil gilishning iqtisodiy matematik
usullarini o'rganishda yordam beradi.

Usbu go'llanmaning ikkinchi qismi operatsiyalarni
tekshirish fanidagi chizigsiz programmalashtirish, dinamik
programmalashtirirish va matritsali o -y m 1ar nazariyasiga oid.

Ko'p iqtisodiy jarayonlar uchun operatsiyalarni tek-
shirishda o'zgaruvchi va o‘zgarmas omillar orasidagi
munosabatlar birinchi yaqinlashishda chizigli deb hisob-
lanadi, biroq ulaming chiziqsiz ekanligi ma’lum. Foyda,
tannarx, ishlab chigarishdagi kapital xarajatlar kabi ko'rsat-
kichlar ishlab chigarish hajmi, xomashyo sarfi va boshqalarga
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chizigsiz bog'lig bo‘ladi. Bu hollarda chizigsiz program-
malashtirish masalasi hosil bo'‘ladi.

n o'zgaruvchili funksiyaning ekstremumini topish —
statsionar nuqtalarni topish, ulaming ekstremum mavjudligi
zaruriy va yetarli shartlariga ko'ra, minimum yoki maksimum
nuqtalar ekanligini aniglash, ya’'ni lokal ekstremumlarni
aniglash demakdir.

Agar go'yilgan masalada cheklashlar ichida tengsizliklar
bo'Imasa, o‘zgaruvchilarga manfiymaslik va butun sonlilik
sharti qo'yilmasa, cheklashlar soni noma’lumlar sonidan
kichik bo'lib, maqgsad funksiyasi, cheklash shartlaridagi
funksiyalar uzluksiz va hech bo‘lmaganda ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, oddiy optimallashtirish
usullaridan foydalaniladi.

Optimallashtirish usullarini go‘llaganda funksiyaning lokal
ekstremumi, global ekstremumi va shartli ekstremumi
tushunchalari o‘rtasidagi fargni ajratish kerak bo‘ladi.

Iqtisodiy masalalarda funksiyaning biror sohadagi eng
katta va eng kichik giymatlarini, ya'ni global ekstremumni
aniglash muhim hisoblanadi. Bunda funksiya bu sohaning fagat
ichida emas, chegarasida ham ekstremal giymatga erishishi
mumkin. Sohaning chegarasi o‘zgaruvchilarga nisbatan biror
bog‘liglik, shartlar bilan berilgan bo'ladi.

Funksiyaning cheklash shartlari bilan berilgan chega-
radagi ekstremumini aniglash uchun shartli ekstremum
masalasini yechishga to‘g‘ri keladi. Shundan kelib chigadigan
bo‘lsak, chizigsiz programmalashtirish ekstremal masalalarni
o'rganish va ulami yechishda migdoriy usullami tatbiq qilish
bilan shug'ullanadi.

Ekstremal masalaning matematik qo'yilishi berilgan
cheklashlarda magsad funksiyasining eng kattayoki eng kichik
giymatini topishdan iborat:

f(x1,x2,...,X,,) -==> max(min)
gi(x1,x2,...,xn)<bi,i =I,m

bunda, / va g, — berilgan funksiyalar, A — biror haqiqgiy son.
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f{X) va gj(X),X =(x1,x2,...xn) funksiyalaming xossa-
lariga garab gator matematik programmalashtirish
bo'limlarini o'rganishga to‘g‘ri keladi. Awalo masalalar ikKki
tur, chizigli va chizigsiz programmalashtirish masalalariga
bo'linadi.

Qo'llanmaning 1- gismida ko'‘rib o‘tganimizdek, f(X)
va gj(X) chizigqli bo‘lsa, masala chizigli programmalashtirsh

masalasi deyiladi. Agar bu funksiyalardan hech bo'Imaganda
bittasi chizigsiz bo‘lsa, masala chizigsiz programmalashtirish
masalasi deyiladi. Chizigsiz programmalashtirish masalalarini
yechishning universal usuli bo'Imaydi. Chunki chizigsiz

funksiyalaming ko‘rinishi turlicha bo‘ladi. f(X) va gj(Xx),

i =\,m funksiyalar gavarig va botiq funksiyalar bo'lgan
hoi ko‘pgina masalalarni yechishni osonlashtiradirShuning
uchun qavarig programmalashtirish masalalarini tahlil
qgilish, gavarig funksiyalaming xossalarmi bilish magsadga
muvofiqgdir.

Cheklashlarga ega chizigsiz masalalarni yechish usullari
to‘g‘ri va to‘g‘ri bo‘lmagan usullarga bo‘linadi.

To'g‘ri usullar optimal nuqtaga yaqinlashuvchi nuqtalar
ketma-ketligini topish imkonini beradi. Bu usullarga gradiyent
usullar va chizigli kombinatsiyalar usuli kiradi. To‘g‘ri
bo'Imagan usullar yordamida esa berilgan chizigsiz
programmalashtirish masalasini yechish undan hosil gilingan
bir yoki bir nechta chizigli masalalarni yechishga keltiriladi.

Bunday usullarga kvadratik, separabel, geometrik va
stoxastikprogrammalashtirish usullari kiradi. Iqgtisodiy va ishlab
chigarish masalalarini bu usullarda yechish bilan berilgan
masalaning aniq yoki unga yaqinlashuvchi yechimi topiladi.
Xususan, kvadratik programmalashtirish masalalarida Kun-
Takker shartlaridan foydalanib aniq yechim topiladi. Kvadratik
programmalashtirish masalalarida magsad funksiyasi aniq
manfiy yoki anig musbat kvadratik ko‘rinishga ega, joiz
yechimlar to‘plami chizigli shartlardan iborat.

Geometrik programmalashtirish usuli yordamida maxsus
ko‘rinishdagi chizigsiz masalalar yechiladi. Bu usulda berilgan
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masalaning yechimi, unga mos ikki yoglama masalani yechish
yo‘li bilan olinadi, bu yondashish qgator hisoblashlarni
soddalashtirishga imkon beradi.

Separabel programmalashtirish bilan esa magsad
funksiyasi va cheklash shartlaridagi funksiyalar separabel
boigan chizigsiz masalalar ko‘riladi. Agar ko‘'p o‘zgaruvchili
funksiyani bir o'zgaruvchili funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
yozish mumkin bo'lsa, bunday funksiyalar separabel deyiladi.
Ixtiyoriy separabel programmalashtirish masalasini gisman
butun sonli programmalashtirish usullari yordamida yechish
mumkin. Bunda bo‘lish nuqtalan sonini ortishi bilan
cheklashlar miqdori tez ko'payishiga bog'lig qiyinchiliklar
yuzaga keladi. Berilgan funksiyalar gavarig va botig bo'lib,
yechimlar to'plami qavariqg bo'lsa, bu usul ancha
yengillashadi.

Firma biror mezonga asosan optimal bo‘lgan ishlab
chigarish rejasini aniqlashi kerak deylik. Bunda firma ishlab
chigaradigan mahsulot nomi, ishlab chigarish quwati, ishlab
chigarishni xomashyo, yarim tayyor mahsulot, energiya,
ishchi kuchi va hokazolar bilan ta’minlashdagi imkoniyatlar,
baho va reklama imkoniyatlari ma’lum bo’lsin deylik.

Firma ishlab chigarish rejasini tuzar ekan u turli opti-
mallashtirish maqsadini ko'zda tutadi. Masalan, ko'proq
foyda olish, mahsulot migdorini maksimal ko'paytirish,
mahsulot ishlab chigarishni kengaytirish va hakozo. Bunda
cheklashlar ishlab chiqarish omillari sarfi bilan ishlab
chigarilgan mahsulot hajrni o'rtasidagi texnologik bog"
liglik, giymat, reklama va talab kattaligi o'rtasidagi bog'-
liglik bo ladi. Bular ko‘pincha bo‘lakli chizigli funksiyalarga
keltiriiadi.

Transport masalasida, agar yuk birligini tashish narxi
tashiladigan yuk umumiy migdoriga bog‘'lig bo‘lsa, masala
chizigsiz boladi.

1951- yili G.V.Kun va A.V.Takker chizigsiz masalalar
uchun optimallikning zaruriy va yetarlilik shartlarini e’lon
gilishdi va bular chizigsiz programmalashtirishda bundan
keyingi tekshirishlar uchun asos bo‘lib xizmat qildi. 1954-
yili A.Chames va K.E.Lemke magsad funksiyasi separabel
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gavariq funksiyalar bo'lgan chizigli cheklash shartlariga ega
masalalar yechishning yaginlashtiruvchi usuli bilan shug‘ul-
landilar. 1955- yildan boshlab kvadratik programmalashtirishga
oid qator ishlar dunyoga keldi. E.Barankin, R.Dorfman,
E.M .Bill, M.Frank va F.Volf ishlari shular jumlasidandir.
Gradiyent usullar bilan esa D.B.Dennis, D.B.Rozen va
G .Zoytendeyklar shug‘ullangan.

Qator hollarda, masalan berilgan sonlar diskret miq-
dorlar bo'lganda, magsad funksiyasini differensiallab
bo‘Imaydi. @ o'yigan ekstremum masalasi shunday masalaga
keltiriladiki, u awalgisidan ham qiyinroq yechiladi.
Shuning uchun masalalar yechish jarayoni bosgichma-
bosqgich olib borilsa, yechimni topish osonroq bo‘ladi.
Igtisodiy jarayonda vaqtga bogiig bo'lgan, ya’'ni bir necha
davr, bosqgichlarga bog‘lig bo'lgan masalalar kop bosqichli
masalalar deyiladi. Ulardajarayonning bosgichma-bosgich
rivojlanishi hisobga olinadi, ya’'ni ular dinamik xarakterga
ega bo‘ladi. Bu masalalarni yechishda iqtisodiy jarayonlar
dinamikasi va qaror gabul qilishning ko‘p qadam/li
xarakterini hisobga oladigan dinamik programmalashtirish
usuli ishlab chigilgan. Dinamik programmalashtirish
mustaqil fan sifatida o‘tgan asrning 50- yillarida shakllana
boshladi. Uning rivojlanishiga amerikalik olim R.Bellman
katta hissa go‘shgan. Bunday masalalarga korxonalar o‘rtasida
xomashyoning reja davri yillari bo'yicha tagsimlanishi,
jihozlarni ta’'mirlash va almashtirish masalalari, boiinmas
yuklamijoylashtirish va eng qgisga yo'‘Ini topish masalalari
kiradi. Qo‘llanmada bunday masalalarga misollar keltirilgan
va ularni yechish usullari anig ma’lumotlar asosida
ko‘rsatilgan.

Ko'pincha noaniqlik sharoitida qaror gabul gilish zaruriyati
tug‘iladigan masalalarga duch kelamiz. Y a’ni, ikki (yoki undan
ko‘p) tomon turli magsadni ko‘zlagan va natijada ulardan
biri boshlagan harakat ikkinchisi tutgan yo‘lga bog‘lig bo‘lgan
holatlami kuzatamiz. Bunday holatlar shaxmat, shashka,
domino o'yinlarida uchraydi va ular ziddiyatli ojinlar yoki
ba’zi adabiyotlarda mojaroli oyinlar deb ataladi. Bunda har
bir o‘yinchining yurishi ragib javobiga bog'‘lig bo‘ladi va
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o'yin maqsadi taraflardan biri yutug‘i bilan belgilanadi.
Igtisodiyotda ziddiyatli holallar ko‘p uchraydi va ular ko'p
girrali xarakterga ega bo‘ladi. Bularga masalan, ta’'minotchiva
iste’'molchi, sotuvchi va xaridor, bank va mijoz o‘rtasidagi
munosabatlar kiradi. Hamma hollarda ham ziddiyatli holat
ragiblarning qizigish va talablari har xilligi, ular oldiga
go'ygan maqgsadni yuqori darajada ta’'minlaydigan optimal
garorlar gabul gilishga intilishi natijasida kelib chigadi. Bunda
ular nafagat o‘z magsadi balki ragib magsadi bilan ham
gizigishi va ragib tomon gabul giladigan noma’lum garorlami
ham hisobga olishlari kerak bo‘ladi. Shuning uchun ziddiyatli
holat masalalarini yechishda ilmiy asoslangan usullar kerak.
Matritsali o yinlar nazariyasi shunday masalalami hal qilish
bilan shug'ullanadi.

Mazkur go‘llanma lotin alifbosida ilk marta chop
etilayongani sababli xato va kamchiliklardan holi deb
bo'Imaydi. Shu bois go‘llanmaning sifatini yaxshilash va
mazmunini boyitishga qaratilgan har ganday flkr hamda
mulohazalar kitobning keyingi nashrlarida albatta inobatga
olinadi.

Muallifiar



I bob. Chizigsiz programmalashtirish

I-8. Chizigsiz programmalashtirish masalalarining
go'yilishi
Chizigsiz programmalashtirish n o'zgaruvchiga bog'lig
bo‘lgan funksiyalarning cheklanish shartlarini ganoat-
lantiradigan ekstremum qiymatlarini topish masalasini
yechadi:

Z =f(x1,x2,...,xn) = f(X) >»min(max), X = (xI,x2,...,xn),

gi(xh x2,...,x,,) =gj(X) <biti =I,m, (1.1-1)
Xj >0,y =lx«.
Agar f(X) va gt(X) funksiyalar chizigli, ya'ni
n n N
f(X) ="Z CjXj, gi(X) = X cijiXj <bi,i=1m (1.12)
j=1 7=1

bo‘lsa, u holda bu masala chizigliprogrammalashtirish masalasi
deyiladi.

Funksiya ekstremumi mavjudligi zaruriy shartlarini
tekshirishda qaralayotgan funksiya Veyershtrass teoremasi
shartlarini ganoatlantiradi, ya'ni ekstremum masalasi
yechimga ega, deb faraz gilinadi. Chunki, Veyershtrass
teoremasiga asosan, agar funksiya biror yopiq oraligda
aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, bu oraligda u o'zining aniq
quyi yoki yuqori chegarasiga erishadi [6].

Ushbu
Z =f(x\,x2>.. xn) (1.1.3)
funksiyaning quyidagi
gi(xi,x2,...,xn) =0,i=1,m (1-1-4)

tenglamalar sistemasini ganoatlantiradigan ekstremumini
topish talab gilingan bo'lsin. Boshqgacha aytganda, teng-
lamalar sistemasi (1.1.4) ni ganoatlantiradigan shunday

x1x4,...,xn larni topish kerakki, x, larning shu gqiymatlarida
(1.1.3) funksiya ekstremumga erishsin. Agar quyidagi
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X = (xIx2,...,x,,),8(X) = (g 1(X),92(X),...qm(X))
vektorlar kiritilsa, (1.1.3)—(1.1.4)ni gisqacha quyidagicha
yozish mumkin: f(X)  min(max), g(X) =0, X e Rn-

Endi yuqorida keltirilgan masalani quyidagicha talgin
gilish mumkin:

n o‘lchovli Rn fazoda g(X) =0 tenglamalarni ganoat-

lantiradigan shunday Xge Rn nuqtani topish kerakKki
f(X0)=min/(X),(/(X0) - max/(X» (1.1.5)
tenglik Rndagi hamma X lar uchun o‘rinli bo'lsin, ya’'ni
f(X0)<f(X) (f(X0)>f(X)) (1.1.6)
tengsizhk bajarilsin.

(1.1.4)—(1.1.6) shartlami ganotlantiradigan X0 nuqta

(1.1.3) funksiyaga sharth global ekstremum beruvchi nuqta
deb, go‘yilgan masala esa shartli global ekstremum masalasi
deb ataladi. (1.1.4) tenglamani ganoatlantiradigan nuqtalar
to'plami go‘yilgan masalaning mumkin bo‘lgan (joiz)
nuqtalar to‘plami deyiladi va quyidagicha yoziladi:

X ={X:g(X) =0}.

Shartli ekstremum masalasining qo'yilishi quyidagicha
bo‘ladi: n o‘lchovli Rn fazoda shunday X0 nuqtani topish
talab qilinadiki, oldindan berilgan e>0 son uchun
\X- XO0f<e wva g(X0) =0 bo'lganda (1.1.6) tengsizlik Rn
dagi hamma x lar uchun o‘rinii bollsin, yoki gisgacha
aytganda

f(X0)<f(X) (f(X0)>f(X))-
g(X0) =0, fIX-Xo]|<e,ZGjR” (1.1.7)
ni ganoatlantiradigan X0 nuqta shartli lokal ekstremum

beruvchi nuqgta, go'yilgan masala esa shartli lokal ekstremum
masalasi deyiladi.
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1 Shartli ekstremum masalalarini shartsiz ekstremum
masalalariga keltirish usullari.

Bazis o zgaruvchilarni y o ‘qotish usuli. Agar tenglamalar
sistemasi (1.1.4) ni m ta bazis (bog'lig) o'zgaruvchiga

nisbatan, masalan, x1,x2,...,.xmga nisbatan yechish mumkin
bo‘lsa, ya'ni

Xi=<Pi(xm+u->xn> i=I,m (1.1.8)
bo‘lsa, shartli ekstremum masalasini shartsiz ekstremum
masalasiga keltirish mumkin. Hagigatanham (1.1.7) ni (1.1.3)ga
go'yilsa, m -n erkli o'zgaruvchiga bog‘lig bo'lgan
f(xm+1""-"xn) =fVE\(Xm + > tym i-X m + | eee>s*q)] (1-1-9)
funksiya hosil bo‘ladi. Demak, (1.1.9) tenglikdagi xm+I,...,xn
erkli o‘zgaruvchilar (1.1.4) tenglamalar sistemasining

yechimtari bilan bog'liq bo'Imaganligi uchun shartli
ekstremum masalasi shartsiz ekstremum masalasiga aylanadi.

Bunda, ko‘rinib turibdiki, agar AV ) nuqgta

(1.1.3) funksiyaga shartli ekstremum beruvchi nuqta bo‘lsa,

(xw-+i exm+2’ mix”0)) nuqta shartsiz ekstremum beruvchi nuqta

bo'ladi. Bazis o‘zgaruvchilami yo'gotish usuli bilan shartli
ekstremum masalalarini yechishda ma’lum qiyinchilik tug‘iladi.
Chunki (1.1.4) tenglamalar sistemasini m o'zgaruvchilarga
nisbatan yechish mumkin bo'lsa ham ko‘p hollarda ulami
yechish murakkab bo‘ladi. Shuning uchun, (1.1.4)
tenglamalar sistemasini yechishga ehtiyoj qolmaydigan qulay
usul — Lagranj anigmas ko paytuvchilar usulidir. Bizdan
(1.1.3) funksiyaning (1.1.4) cheklash tenglamalar sistemasini
ganoatlantiradigan ekstremumini topish talab gilingan bo‘lsa,

quyidagi

L (xMx2,...,xn,AqA],A2,...,Am) = , Xjo,Xn)+
m
+J.h8i{x\>xi>™>xn) (1.1.10)



yoki gisgacha

m

L =(X,X0A) =W W + S hii(X),
=i

JT — (X ], X2 000, XN) >A “ (A-l >N-25000) )

funksiyani tuzamiz. Bu funksiya Lagranjfitnksiyasi deyiladi.
X=(Xi,A2>-1 1) Lagranjning anigmas ko‘paytuvchilari
deyiladi. Agar X0 =1 bo'lsa, Lagranjning normal funksiyasi
bilan ish ko‘riladi.

Lagranj funksiyasidan xj (j = 1«j va ii =1,/7) o‘zga-

ruvchilar bo'yicha xususiy hosilalar olib nolga tenglashtirilsa,
quyidagi

AL o=gi(X) =0, i =fif (1.1.11)

tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Uni gisqacha vektor
shaklida quyidagicha yozish mumkin:

dL - o +Xdg - oo dL - €(X) - n
dx-dx*xsX -0 3ax-*<xbo'
Shunday qilib, Lagranj usuli bilan n noma’lumli m +1

tenglamalar sistemasini n+m noma’lumli H+mta
tenglamalar sistemasiga keltirdik yoki boshgacha aytganda,
berilgan sharth ekstremum masalasini shartsiz ekstremum

masalasiga keltirildi. (1.1.11) sistemani ganoatlantiradigan X0
nugta normal ekstremum nuqta, go'yilgan masala esa normal

shartli ekstremum masalasi deyiladi. (X*"x®,—xfj,

A®,A°,..A°) nugtaga qo'yilgan masalaning yechimi yoki

Lagranj funksivasining statsionar nuqtasi deyiladi. 2- § da
shu usul haqida batafsil to'xtalib o'tiladi
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Agar cheklanish shartlarida gatnashadigan funksiyalar
chizigli bo'lsa, joiz yechimlar sohasi hamma vaqt qavariq
bo‘lib, chekli son uchki nuqtalarga ega bo'ladi.

Agar chizigli programmalashtirish masalalarini optimal -

yechimlari qavariq V sohaning chekli son uchki nuqtalar
to‘plami ichidan topilsa, chizigsiz programmalashtirish
masalalarining optimal yechimlari esa umumiy holda gavariq
bo'Imagan sohaning cheksiz ko‘p nuqtalar to'plami ichidan
topiladi.

Magsad funksiyaning chizigli bo‘Imasligi ham masalani
yechishda ma’lum giyinchiliklamiyuzaga keltiradi. Haqgigatan
ham, agar chizigli magsad funksiyasi o‘z ekstremum
giymatiga joiz yechimlar sohasining chegarasida erishsa,
chizigsiz maqsad funksiyasi sohaning fagatgina chegarasida
emas, balki ichki nuqgtalarida ham bir necha lokal ekstre-
mumlarga ega bo'lishi mumkin. Bu esa topilgan lokal
ekstremum beruvchi nuqtalaming qgaysi biri global ekstremum
beruvchi nugta ekanligini aniglashda qo‘shimcha giyinchilikka
olib keladi.

2. Qavariq funksiyalar va ularning xossalari.

Agar chizigsiz programmalashtirish masalalarini yechishda
V soha va magsad funksiyasi qavariq deb olinsa, bu
masalalami yechish ancha osonlasbadi. Shuning uchun, quyida
gavariq funksiyalar va ularning xossalariga qisgacha to‘xtalib
o'tiladi.

Qavarig X to'plamda aniglangan f{X) funksiya,

agar bu to‘plamga qarashli ixtiyoriy xxx2e X nuqtalar
uchun 0 <X<1 shartini ganoatlantiruvchi hamma Alarda
quyidagi
/(Xjc! +(1- X)x2) <V (xj) +(1 - X)f(x2)
tengsizlik o'rinli bo‘lsa, qavariq (yoki quyiga qavariq) funksiya
deyiladi. Agar x\,x2 va Xlarning shu giymatlarida quyidagi
f(kxx+(I-A.)x2)>X/(a:1) +(I - X)f(x2)
tengsizlik bajarilsa, u holdaf(X) funksiya botiq deyiladi.
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Qavariq funksiya quyidagi xossalarga ega:

1. Agar f(X) funksiya gavariq bo'lsa, —f(X) boiiq va
aksincha.

2. f(x)-cx chizigli funksiya bir vagtda ham gavariq va
ham botig, bunda ixtivoriy Xj,x2 va A uchun quyidagi tcnglik
o'rinli.

/(/bq +(1-X)x2) =Xex] +(1-X)ex2 =Xf(xi) +(1- X)f(x2) .

f(x) =c¢ vaf{x) =ax +b chiziqgli funksiya hamma yerda
botig va gavarig.

3. Agar fij(x)J =hm, xe X funksiyalar gavarig bo'lsa,

aj >01lar uchun

f(x) = Zn ajfi(x), (1.1.12)
/A
f{x) :lrgla<>r<nf,(x) \(/1.1.13),

funksiya ham gavariq.
Awalo (1.1.12) isbot qilinadi:

f(z) = E uif iflox+ (1 - X)x2) <Xj ajfi(xi) +
/A

=il

+(1- X)X aifi(x2) =X{xi) +(1-X)f(x2),z =Xxx+(1- X)x2.
=1
Demak. (1.1.12) funksiya gavarig. Endi (1.1.13) isbot
gilinadi:
f = fi(z) <X A +(1-X fi =
{2) fggnmz max *(xj) +(@-X) max fi(x2)

:V/(Xj) (1- X)fj (x2).

Bu xossalar orgali berilgan funksiyaning gavariq yoki
botig ekanligini aniqlash ancha murakkab. Ba'zi hollarda
funksiyaning qavarigq yoki botiq ekanligini tekshirish ancha
osonlashadi. Masalan, berilgan funksiya ikki marta differen-
siallanuvchi bo‘lsa, uning qavariq yoki botig funksiya
ekanligini tekshirish uchun quyidagi eng qulay xossadan
foydalanish magsadga muvofiqg bo‘ladi.
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4. Agar f(x) funksiya gavarig bo'lsa, u holda ixtiyoriy

a son uchun f(x) <a tengsizlikning yechimlar to‘plami
gavarig yoki bo‘sh to'plam bo‘ladi.
5. Agar <p,(x) funksiyalar gavarig bo‘lsa, u holda

<piGe) <bj,i =1,in tengsizliklar sistemasining yechimlar
to‘plami (agar to‘plam bo‘sh bo‘lmasa) qavarig bo‘ladi.

6. Qavarig funksiya f(x), xe X, X to‘plamining harnma
ichki nuqtalarida uzluksiz, ya’'ni, gavariq funksiya X to‘p-
lamning fagat chegaraviy nuqgtalarida uzilishi mumkin.

7. Har qanday qat’iy qavariq (botiq ) funksiya bittadan
ko'p bo‘lmagan statsionar nuqta (ya'ni, hamma xususiy
hosilalari 0 ga teng bo‘lgan nuqta)ga ega. Bunda bu nuqgta
gavariq (botiq) funksiyaning lokal va global ekstremum
nnqtad hnMadi

8. Ikki marta differensiallanuvchi funksiya

f(X) =f(x1,x2,....xn)  birorta X0 =(x(°\x®\...,xj,0))

nuqgtaning atrofida, agar shu nuqtada quyidagi

d2f(x0) d2f(xo0)

* Oxj dx\dx2
Ap= LX) n >0,
(074 d2f(x0) d2f(x0)
dx2dxj dxi

32/(x0) a2/(x0) a2/(x0)
"dxj dxi'dx2  r)X0x3

a2/(x0) a2/(x0) 3x2/(x0) <

A3 =
dx2dxi dx? dx2dx$

32/(xo0) 32/(x0) 32/(xo0)
3x3ax]  (x3dx2 dxl



shartlar o‘rinli bo‘lsa, gat’iy botiq bo'ladi. Boshgacha quib
aytganda, berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalandan
tuzilgan hamma loq tartibli determinantlar manfiy bo'‘lib,
juft tartibli determinantlar musbat bo‘lsa, bu funksiya gat’iy
botiqdir.

Agar yuqorida Kkeltirilgan hamma juft va toq tartibli

determinantlar musbat bo'lsa, f(X) fimksiya X0 nuqta

atrofida gat’iy gavarig bo'ladi.
1-masala. Quyidagi funksiyaning qavariq ekanligini
ko‘rsating.

f (X) =5xf +Xj - X\x2 +2xj - x2 +3.

Yechish.
Funksiyaning xususiy hosilalari topiladi:

=10x! —x2 +2,

AX2 O " dx\dx2 ()x2dx2

Ikkinchi tartibli hosilalar matritsasi quyidagicha bo'‘ladi:

O =10>0, A2 =19 >0 8- xossaga ko‘ra, / (X) fimksiya
X ning hamma qgiymatlarida qat’iy gqavarig ekan.

2-masala. f (X) funksiyaning X0 nugqta atrofida gavariq
yoki botig ekanligini aniglang f{X) =2x3- xix;
X0 =(1J).

Yechish
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1

—4 r
2 =-

) v 0
Ai(J0)=10, A2(Jr0)= 4 36.

Berilgan funksiya X0 nuqta atrofida gat’iy botiq fimksiya
ekan.

2- 8. Cheklashlari tenglik ko‘rinishida berilgan
masalalar

Optimallashtirish nazariyasida, funksiyaning cheklash
shartlari berilgan yoki mavjud bo‘Imagan hollarda, minimum
va maksimum nuqtalarni topish uchun differensial hisob
usullarini go'llash masalalari gadimdan yechib kelingan.
Ko‘pgina ekstremal masalalami yechishda bunday usullar
hamma vaqt ham qo'‘llanilmaydi. Lekin ular chizigsiz
programmalashtirish masalalarini yechish uchun asos bo'lib
Xlzfflat qgiladi.

Qo‘llanmaning 1- gismida funksiyalami cheklash shart-
larisiz ekstremumlarini topish, ular mavjudligining zaruriy
va yetarli shartlari ko‘rib chigilgan edi. Endi masalalarda
cheklash shartlari berilgan holda, agar ular tenglama
ko'rinishida bo‘lsa, Yakobi va Lagranj usullari bilan tengsizlik
ko‘rinishda esa Kun—Takker shartlari bilan tanishiladi.
Cheklashlari tenglik ko‘rinishda berilgan masalalami Yakobi
usulida yechish simpleks usulining umumlashmasi bo‘ladi.
Lagranj usuli esa u bilan uzviy bog'liq.

/. Keltirilgan gradiyent usuli (Yakobi usuli)
Quyidagi chizigsiz programmalashtirish masalasi ko'rib
chiqgiladi:
Z =f(X) —min (1.2.1)
g(x) =0, (1.2.2)
X =(x\,x2,...,.xn),0 =(g\,02,.- gm)T bunda f(X) va
gi(X),i = funksiyalar ikki marta uzluksiz

differensiallanuvchi.
Bu masalani keltirilgan gradiyent usuli bilan yechishning

ma’'nosi f(X) funksiyaning birinchi xususiy hosilalarini
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g(X) =0 cheklash shartlarini ganoatlantiradigan barcha
nuqtalarda topishdan iborat [20]. Bunda bu xususiy hosilalar
0 ga aylanadigan nuqtalar statsionar nuqtalar bo‘ladi. Ular
ekstremum mavjudligining yetarli shartlari yordamida tuiianadi.
Buni tahlil gilish uchun 1- rasmda grafik tarzida ko'rsatilgan
f(xI1tx2) funksiya ko‘rib chiqgiladi. gi(*I>*2) =x2-b =0
cheklashlarda bu funksiyani minimallashtirish talab glLUngan

bo‘lsin. Bunda b — o‘zgarmas son.



1- rasmdan ko'‘rinib turibdiki, berilgan cheklashlarni
ganoatlantiruvchi nuqtalarda f(x\,x2) qiymatlari A’ B va
C nuqgtalardan o'tadigan egri chizigda yotibdi. Yakobi usuliga
ko‘ra, egri chiziq ABC ning har bir nuqtasida /(x1;x2)
funksiyaning keltirilgan gradiyent komponentlari aniglanadi.

Nuqtada keltirilgan hosilalar 0 ga aylansa, shu nuqta
cheklashlar bilan berilgan masala uchun statsionar hisoblanadi

(1- rasm, B nuqta). / funksiyaning dcf yetarlicha kichik

mumkin bo'‘lgan orttirmasi qanday aniqglanishi chizmada
ko'rsatilgan.
Shuningdek, umumiy holda Teylor teoremasidan X

nuqgtaning mumkin bo'lgan atrofidan olingan X +AX
nuqtasi uchun quyidagi formulani yozish mumkin:
f(X +AX) - f(X) =VIH(X)AX + O(Axj)—
g(X +AX)-g(X) =Vg(X)AX +0(AXj).
Agar Axj ->0 unda df(X) =VI{(X)dX dg(X) =S7g(X)dX
g(X) - 0 bo'lgani uchun, joiz sohada dg(X) =0 bo'‘ladi.
Bundan,
df(X)-S7f(X)dX =0,
Vg(X)dX = 0. (1.2.3)
Bu sistema noma’lumlari df(X) va dX bo'lgan (w+1)
noma’lumli {m+1) tenglamalarni o‘z ichiga oladi. Agar

vektor dX topilsa, anigmas kattalik df(X) ni aniglash

mumkin. Bu bilan tenglamalar va noma’lumlar bittaga
kamayadi.

Agar m> n,unda hech bo'Imaganda (m-n) tenglama-
lar ortigcha bo‘ladi. Ortigchalarini yo'gotgandan keyin
sistemadagi erkin tenglamalar migdori m <n ga teng bo'ladi.

m =n bo'lgan holda yechim 3~ =0. Bunda yechimlar
to‘plami bitta nuqtadan iborat.m <n bo'lgan hoi batafsil
ko‘rib chigiladi.
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X =(Y,Z) bolsin, bunda X vektoming komponentlari
mos ravishda bazis (bogliq) va erkin o‘zgaruvchilar

Y =(YuYr---¥T1) va Z =(zl,z2...zn_m)

ga ajratiladi.
Yangi belgilashlarga ko‘ra / va ¢ funksiyalarining
gradiyentlari quyidagi ko‘rinishda boladi:
V/(y,Z)=(VK/ Vz/),
Vg(7.2) =(Vyg.Vzg).
Ikkita matritsa quvidagicha belgilanadi va ta'riflanadi:

(Vyg " vzs\
J =Vyg = C = =
i (1.2.4)
,VYgm) VzSmy
Jmxm — matritsani Yakobi matritsasi, Cnx(n-m) —

boshgaruv matritsasi deyiJadi. Yakobi matritsasi J xosmas,
deb faraz gilinadi. Bu taxmin har doim o‘rinli, chunki ko‘rib
chigilayotgan m tenglamalar har doim erkin tenglamalar
boladi. Bundan kelib chigadiki, Y vektor komponentlarini
Jvektor komponentlariichidan /matritsa xosmas bo‘ladigan
qilib tanlash kerak.

Yuqoridagi belgilardan foydalanib, df(X) va dX
noma’lumli tenglamalar sistemasi quyidagicha yoziladi:

3/(7,2)=Vy/37 +Vz/3Z, JdY =-CdZ. (1.2.5)

/ — matritsa xosmas bolgani uchun unga J~| — teskari
matritsa mavjud, ya'ni 3Y =-J~1CdZ.

Bu tenglamalarda dY ni dZ orqali ifodalanadi, chunki
Z erkin o‘zgaruvchilar vektori hisoblanadi. df(Y, Z) uchun
yozilgan tenglamada dY o‘mini almashtirish 3/ni dz
orgali ifodalash imkonini beradi:

df{Y,z) =(yzf-V YfJ~IC)dZ.
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Bu tenglamalardan kelib chigadiki, / funksiyaning erkin

o‘zgaruvchilar Z vektori bo'yicha differensiallash quyidagi
formulani beradi:

Ve/ =d°fd{¢;Z2) =V zf ~ » (L2-6)
bunda Vc/ - / funksiyaning Kkeltirilgan gradiyenti (yoki shartli

gradiyenti ) deyiladi. VI (7,Z) vektor statsionar nuqtalarda

0 ga teng bo'lishi kerak.

Bu holda Gesse matritsasi elementlari Z bog‘ligbo‘Imagan
o'zgaruvehi komponentlariga mos keladi, keltirilgan ikkinchi
hosilalar bo'ladi va ulami quyidagi tenglikdan foydalanib
hisoblash mumkin:

Ac/ =v,/ - WC. (1.2.7)
3AC /dzj vektor keltirilgan Gesse matritsasining i qa-
torini belgilaydi. "W™"-Y o'zgaruvchining, "Y" — esa Z
o'zgaruvchining funksiyasi hisoblanadi, bunda
dY =-J~xCdZ. (1.2.8)
Shunday qilib, zj bo'yicha Vc¢/ xususiy hosila hisob-

langanda W komponentlariga murakkab funksiyani differen-
siallash qoidasini qo‘llash kerak, ya'ni:

dwj /dzj =(dwj Zdyj)(dyj /dz¢).

1- masala. f(X)=X2+ +x2—min funksiyani quyi-
dagi cheklashlardagi minimumini toping:
I\(X) = +x2+3x3-2 =0,
g2(X) =5* +2x2 +x3 ~5=0.
Berilgan masalani Yakobi usulida yechish uchun magsad

funksiyasining, cheklashlarni hisobga oigan holda, ekstre-
mumlari topiladi. Faraz gilaylik,

y =(x1;x2) Z =x3.



'-2/3 1/3° ]
oi , C :|3)
15 2, 5/3  _1/3] \/

Magsad funksiyasining keltirilgan gradiyenti quyidagicha
topiladi:
-2/3  1/3
5/3 -1/3 Vly
=(10/3)X! -(28/3)x2 +2x3.

wef = =2x3- (2*j, 2x2)

Stasionar nuqtani Vc¢/ =0 shart va g!(X) =0,
g2(X) =0 tenglamalardan hosil bo‘lgan sistema yechilib

topiladi:
10 -28 6a WX 0>
1 1 3 4o =2

502 1 3 by

Bu sistemaning yechimi: A'0 =(0,81; 0,35; 0,28) gateng.
Endi bu nuqtadagi yetarli shartlami tekshiriladi.
*3 erkin o‘zgaruvchi bo‘lgan holda Vc¢/ dan

dxi N
1 . 1 o d 3
32/ 10'dx; N 28 'dx 40 = 10 28 dX2 +2
dex3 = 3 vdx§y 3 \dx§y X
dx3

kelib chigadi. Yakobi usuli yordamida quyidagi formula hosil
bo‘ladi:

'dXi'
dx3 5/3 '
dx2 -14/3
de-Jy

Bu formuladan d2f/ dcxj =460/9 >0. Bunda Xo —

minimum nuqtasi.
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2- masala. Yuqoridagi masala erkin va bazis o'zgaruvchilar
0°‘zgartirilib yechiladi:
Y =(xi; x3) Z =x2.
U holda yuqoridagidek:

Vr/ = =(2x5;2x3), Vz f - 2x2.
3x] ’ 3x3
iM M | r 1 3 4 rasnm
_ 3 13 14 14 2
J = y-u e =
3xj I3 114 143 v,

Vif =M - =V ] -V ] W~".C= 2x2-(2xu2x3)>

0CX2
1 3 4
14 14 0 10 6
5 1 mil)
K
11m ~14)

Stasionar nuqta Vc/ =0, » (™~ =0, g2(X) =0 tengla-
malar sistemasidan topiladi:
0 -28 64/%: S o
1 1 3 eyp - 2
Vo2 g |5
Bu sistemaning yechimi Xii =(0,81; 0,35; 0,28)

/%\

b\ f -1Ordx?<'+2_J|_ii5_=|_i2._jLI 14 4+92=
Sex2 140X, 14dxg 147 14,3
114y
, 1°5 6 3 65 n

= T4*14~14 T4 = 196 ="
bunda, X0 — minimum nuqtasi.
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Yakobi usulini go‘llashda asosiy giyinchiliklardan biri,
cheklashlar soni yetarli darajada ko‘p bo‘lganida /_1 ni
hosil gilish bilan bog‘lig. Bunday holda Kramer goidasidan
foydalanish mumkin. U df ni dZ orqali ifodalashga imkon
beradi. Agar Zj,Z ning j — komponentasi va yt,Yning
i — komponentasi bo‘lsa, u holda

def _ 3(/,91,...gw)/3(zy,yi,...>ffl)

dezj ~ d(gl,...,gm)/Zd(yh...ym) e (L29)
Bunda
¥ ¥ ¥
dzj  dyi
SN A\ dgi
- >ee>SmM) dzj dyx dym 5
J N\ =8)

dSm dgm dSm
dzj dyx  dym

9gi  9gi 9gi
dyx dy2
dg2  dg2 dg2
dy\ dy2 dgm =)/|-
(1.2.10)
dgm dgm dgm
dy\  dy2 dym

Shunday qilib, zaruriy shartlar quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi: !

—r
Y= 0,j =\,n-m (1.2.11)

0< i =-
matritsaning (ij) — blemeriti shunga o‘xshash quyidagi

formulaga muvofig holda hi.sgb,I£eadi:
M



ay _DZjyj+
dzZi

Bu formula bog'lig o'zgaruvchi y;ning erkin o‘zgaruvchi
Zj o‘zgarishiga nisbatan o'zgarish tezligini belgilaydi.
Nihoyat, ekstremum mavjudligining yetarli shartini olish
uchun W = vektor elementlarini mos determinant-
lar orqgali ifodalash zarur.

W ning i- elementi quyidagi formuladan topiladi:
d(all ees; &-I>ft gj+1)-) g)n )/~ (ML eeeYT)

3(q,...0A)/ 3 (yb....yT)

Bu usul imkoniyatlarini ko'rsatish magsadida ekstremum
mavjudligining zaruriy sharti yoziladL Bnning uchun _U

f
masalada (1.2.9)—(1.2.1 l)dan w—% ning ifodasi quyidagicha
X3

topiladi:
2%3 2XJ 2X2
3 1 1
def 1 5 2 10 28
T *,-T *2+4+2*%3.
dex3 11 ’
2

2. Yakobi usuli yordamida sezgirlikni tekshirish
Yakobi usuli / optimal giymati cheklashlari o‘ng qismi-
dagi kichik o'zgarishlarga sezgirligini tekshirishda qo‘llanilishi
mumkin. Faraz gilaylik, masalan, /— cheklash g¢,(x) =0
ning o‘ng tomoni Oga teng emas, dg,- ga teng bo'‘lsin. Bu/
ning optimal giymatiga ganday aks etadi? Bunday tekshirish
sezgirlikni tekshirish yoki sezgirlikni tahlil gilish deb nomlangan

va chizigsiz programmalashtirishdagi sezgirlik tahlilida olingan
natijalar fagat ekstremum nuqtasi kichik atrofi uchun o‘rinh.
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Shunga garamay bu tahlil Lagranjning anigmas
ko‘paytiruvchilar usulini o‘rganishda foydali bo'ladi.
Yugorida ko'rsatilganidek,

df(Y,z) = Vy/3Y +VvzfdZ,
3 =JdY +CdZ. (1.2.12)
Aytaylik, dg @0 bo‘lsin; u holda
dY =J~1dg-J~ICdZ.
Bu ifodani df(Yy,z) (12) tenglamaga qo'yilsa, quyidagi
tenglama hosil bo’ladi:
df(Y,z) = VYfil-'dg + Vcfdz

bunda ve/ =vz/ -vY/y-I (1.2.13)
awalgi ta'rif i?)%ﬁﬂmgs keladi.
df(Y, ”) UM ifoda x  joiz nugtaning joiz atrofida,

dg va dz Kichik o‘zgarishlar natijasida vujudga kelgan /
0‘zgarishining tahlilida qo‘llanilishi mumkin.

Xq =(lo»Z0) — ekstremum (anigrog, ixtiyoriy statsio-
nar) nuqtasida keltirilgan gradiyent Vcf nolga teng bo‘lishi
kerak.

Shunday qilib, X0 nugtasida quyidagi tenglik o‘rinli:

a/(r0)z0) =vY0//-1ag(r0,20)
yoki Yq =VA fl-X- (1-2114)

ta’sirini g ning o‘zgarishiga nisbatan / o'zgarish tezligini
baholash yo'li bilan tahlil gilish mumkin. Bu Kattaliklar,
odatda, sezish koeffitsiyentlari deyiladi.

Ekstremum nugtasida &//dg koefiitsiyentlar F vek-

tomi tashkil giluvchi o‘zgaruvchilarning aniq tanlanganligiga
bog‘lig emas va sezish koeffitsiyentlarini belgilaydigan ifoda
Zni 0°z ichiga olmaydi. Shuning uchun X vektoming Y va Z
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larga bo'linishi, ayni vaziyatda muhim omil hisoblanmaydi.
Shunday qilib, sezish koeffitsiyentlari Y vektorni xoh-
laganicha tanlab olinganida ham o'zgarmas bo'lib
golaveradi.

3. Chizigli programmalashtirish masalalarini
yechishning Yakobi usuli

Chizigli programmalashtirish masalasi berilgan [20]:
3- masala. Z =2x; +3x2 —max

IXj +x2 <5
[xj +x2 <3

xj >0,j =14

Yechish. Sistemani kanonik holga keltilsa,
Z =2* +3x2 max

*1 +*2 +x3 =5,
Xl +Xx2 +x4 =3,

Xi,X2,X3,X4 > 0.

0ij — qo'shimcha o‘zgaruvchilar Kiritiladi. Unda

Xj -ofy =0 yoki Xj =uwy .0 ‘zgaruvchilami bunday almash-
tirish manfiymaslik shartlariga hojat goldirmaydi va bosh-
lang‘ich masala quyidagi ko‘rinishni oladi:

Z =2c0] +3>2
maqgsad funksiyasining quyidagi cheklashlarda:

maksimumini toping.
Yakobi usulini go'Uash uchun
Y =(c0j,(02) va Z =(3,L4).
(Chizigli programmalashtirish belgilashlari go‘llanilganda
Y va Z vektorlar mos ravishda bazis va bazis bo‘lImagan
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o‘zgaruvchilardan tashkil topganligi ma’qui bo'ladi). Berilgan
masala uchun quyidagilar ifodalanadi:

\ 1 4
f 2002002 ) j~I= 4(0j  4(0! o
80 -2 (2> too-n
4002 4n)2
roof203 0 1 )
(0 2047 Y~/ =(4obei2) VZ/ =GO « 89
va ab
f1 I
40)j i 2 0
Ve/ =(0,0)-(4cob 6a2) )i Ao 208 = (-5uB, 1),
-1 O 2u
4e?2  Adec?

Vc/ =0 tenglamaning yechilishi statsionar nuqtani

(coj =2,(02 =1,(03 =0,m4 =0) aniglashgaimkonberadi. Bunda
Gesse matritsasi quyidagi ko‘rinishga ega bo'ladi:

i ag/ 32/ 1
B 9c(OBe@ 5 on
a2 pgf el

3334 3w

Hqg —anigmas matritsa bo‘lgani uchun, statsionar nugta
maksimum nuqtasi emas.

Hagigatan ham olingan natija kutilmagan emas, chunki
chizigli programmalashtirish nazariyasidan kelib chiqadiki
(03 va (04 (bazis bo‘lmagan) o‘zgaruvchilar (shu tufayli
x3 va x4) 0 ga teng. Bu shuni bildiradiki, Yakobi usuli
yordamida olingan, Y va X ning aniq tanlanishiga bog'lig
yechim joiz yechimlar to‘plamining mos ekstremum nuqtasini
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aniglaydi. Bunda yechim optimal bo'Imasligi mumkin. Lekin
Yakobi usuli optimal nuqgtani etarli shartlardan fovdalangan
holda topishga imkon beradi:

L) 0 i
202 200298 _ 11, 6(03)
1 1 20§ 0

20u  2(4

Vc/ =(4idl,0)- (6 o2,0)

Stasionar nuqta (@ =0,(02 =>/5,0)3 =0,(04 =V8 topildi.

-2 0N
Matritsa Hq =( A~ anig manfiy bo‘lgani uchun bu

\ /
nuqgta maksimum nugqtasi bo‘ladi.

Birinchi yechim (xi =4.xt =1) optimal vechim emas
ikkinchi yechim (xt =0,x2 =5) optimal yechim bo'ladi.

Mumkin bo'lgan yechimlar to'plamining ikkita golgan
ekstremum nuqtalari maksimum nuqtasi emas. Bundan
tashqari, yetarli shartlardan foydalanib, funksiya ekstremum

nugtasida (xj=0,x2 =0) minimumga egaligini ko‘rsatish
mumkin. Chizigli programmalashtirish masalasini yechishda

sezish koeffitsiyentlari VYQJ~I| ikki yoqlama masala

o‘zgaruvchilari rolini o'ynaydi. Yugoridagi masalada ux va
u2 — ikki yoglama masalani mos o'zgaruvchilari bo'lsin.

Ulaming giymatlari =0,(02 =V5m3 =0,(04 =V8 optimal
nuqtada quyidagi formula bo‘yicha hisoblanadi:

f_\
(uh u2) =Vro//_1 =(6(02,0) 2(11)2 1 =(3;0).
2(ch 2(uA

Ikki yoglama masala magsad funksiyasining mos giymati
5wj +3«2 =15¢ga teng va to‘g‘ri masala maqsad funksiyasining
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optimal giymati bilan mos keladi. Olingan yechim ikki
yoglama masala cheklashlarini gqanoatlantiradi va shundan
uning optimalligi kelib chigadi.

Bu esa sezish koeffitsiyentlari ikki yoglama masala
o'zgaruvchilariga mos kelishini bildiradi. Hagigatan ham, ular
bir xil ma’noni anglatadi.

Yakobi usulini chizigli programmalashtirish masalalarini
yechishda go'llash natijasida quyidagi xulosalarga kelamiz.
Yugoridagi masala ekstremum mavjudligi zaruriy shartlaridan
erkin o'zgaruvchilarning 0 ga tengligi kelib chigishini
ko‘rsatadi. Yetarli shartlarga ko‘ra, Gesse matritsasirung hamma
diagonal elementlari musbat bo‘lsa, minimum mavjud bo'ladi
va manfiy bo‘lsa, maksimum mavjud bo‘ladi. Bundan
ekstremum mavjudligining zaruriy sharti optimal yechimni
topish uchun faqgat joiz bazis yechimni tekshirish kerakligi
kelib chigadi. Bunday hollarda erkin o'zgaruvchilar chizigh
programmalashtirishda nobazis o'zgaruvchilar vazifasini
bajaradi. Yetarli shartlar Gesse matritsasi diagonal elementlari
va simpleks usuli yordamida olingan Zj - ¢j ikki yogqlama
baholar o'rtasida anig moslik mavjudligini tasdiqlaydi.

4. Lagranj ko‘paytuvchilar usuli

Yuqorida df/dg =VyQ@J~1 sezgirlik koeffitsiyentlari

magsad funksiyasining/optimal gqiymati cheklashlariga o‘ng
gismdagi kichik o'zgarishlar ta’sirini tekshirish uchun
go‘Uanish mumkinligi, bundan tashqari bu koeifitsiyentlar
o'zgarmas kattaliklar ekanligi ko‘rsatilgan. Sezgirlik koef-
fitsiyentlarining bu xossasi tenglik ko'rinishidagi cheklashi
masalalami yechishda go'l keladi [20] .

A=Vy0/)~] =df/dg bo'lsin, bundan df-Xdg =0 hgi
keUb chigadi. Bu tenglama statsionar nuqtalaming zaruriy
shartini ko'rsatadi, chunki df/dg uchun formula Vc/ =0

dan kelib chiggan. Agar hamma xj lar bo'yicha xususiy
hosilalarga o'tilsa, tenglamani qulayroq shaklda olish mumkin
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0

va bu quyidagi sistemaga olib keladi: -— (/ - Xg) =0J =1n .

Yugoridagi tenglamalar ¢ =0 cheklashlar bilan birgalikda

statsionarlik zaruriy shartlarini ganoatlantiradigan X va X
joiz vektorlami aniglash imkonini beradi. Bu mulohazalar
tenglamalar ko'rinishidagi cheklashlarga ega masalalarda
statsionar nuqtalami topish imkonini beradigan Lagranj
ko paytiruvchilar usuliga asos boia oladi. Ushbu usul sxemasi
quyidagicha bayon etiladi:

L(X,X) =f(X)-Xg(X).

Bunda L — funksiya Lagranjfunksiyasi deyiladi. X —
parametrlar Lagranj ko paytiruvchilari deyiladi va 1- §ning
1- bandidagi sezgirlik koeffitsiyentlari bilan bir xil ma’noni
anglatadi.

dL/dX =0 va dL/dX =0 tenglamalar yuqorida ko‘rib

chigilgan ekstremumlar mavjudligi zaruriy shartlarini
ifodalaydi va bu shartlar Lagranj funksiyasi bilan topiladi.

Shunday qilib, f(X) maqgsad funksiyasi g(X) =0 chek-

lashlarda optimallikka erishish masalasi L{X,X) Lagranj

funksiyasining shartsiz ekstremumini topish masalasiga
keltiriladi. Lagranj ko‘paytiruvchilar usulini go'llashda ish-
latiladigan yetarli shartlar quyidagicha ifodalanadi va buning
uchun quyidagi matritsani aniglaymiz:

bunda

Vgi(X)
p = d2L (X, X)

Lagranj funksiyasi L(X,X) ning statsionar nuqtasi (X0,X0)
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berilgan bo‘lsin. HB matritsa mos elementaming (X0,A0)
nuqladagi giymatlaridan tashkil topgan bolsin. U holda:

1) Agar (/m+1) tartibli bosh minordan boshlab, HB
matritsaning (n- m) ta bosh minorlari o'zgaruvchan ishorali
sonli gatomi tashkil gilsa va bu gatoming birinchi hadi ishorasi

(-1)”+l ko‘paytuvchi bilan aniglansa, X0 nuqta maksimum
nuqtasi bo'‘ladi.

2) Agar (m +1) tartibli bosh minordan boshlab, HB

matritsaning (n-m ) bosh minorlan ishorasi (-1)"' ko‘pay-

tuvchi bilan aniglansa, X0 nuqta minimum nugqtasi bo‘ladi.

Yuqoridagi shartlar ekstrcmum nugqtasini topish uchun
yetarli lekin zaruriy emas. Boshgacha aytganda, bu shartlarni
ganoatlantirmaydigan statsionar nuqta ekstremum nuqtasi
bo‘lishi mumkin.

Ekstremum nugqtalarini topishning boshga shartlari ham
mavjud. U lar zaruriy bo‘lish bilan birga yetarli hamdir. Lekin
bu shartlarni ayrim holda go‘llash giyin.

(A™Aq) statsionar nuqtada mos funksiyaning giymat-

0 \P ~

. . . . . .OA |
laridan tashkil topgan matritsa aniglaniladi A PT\QX

bunda ~ — noma’lum parametr, P va Q — yuqorida

U holda =0 ko'phadning (n- m) haqiqiy ildizlaridan
har biri:

1) agar manfiy bo‘lsa, XQ — maksimum nuqtasi bo‘ladi;

2) agar musbat bo‘lsa, X0 — minimum nuqtasi bo‘ladi.

4- masala. Ushbu f(X)=xxx2+ x2x3 funksiyaning

quyidagi
gl(X) =xx +x2-2 =0,

g2(X) =x2 +x3-2 =0
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cheklanish shartlarini ganoatlantiradigan shartli minimum
nugtasini toping.

Yechish. Qo'yilgan masala uchun Lagranj funksiyasi
quyidagicha tuziladi:

L (XX1,X2)= f{X) + £ Xigj(X) =xjx2 +x2x3 +
H

+Xj (Xj +X2- 2)+X2(x2 +x3-2).
Shartlardan quyidagi tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

X2 + Xr=0,

X] +Xj +Xj +X2 =0,
Xj +X%? =0,

Xj +X2—=2=0,
X2+x3—=2=0

Birinchi va uchinchi tenglamadan Xx = X2=-x2
ekanligini e’tiborga olinsa:

Xl +x3 ~2x2 =0
xi +x2-2 =0
X2 +x3-2=0
tenglamalar sistemasi kelib chigadi. Bu sistemaning yechimi:

xf =xX2 =x3 =1 X°=X°=-1 bo'lib,

/mnW =/(A0)=I.1 +M =2, X°=(\; 1, 1) bo'ladi.
5- masala. Quyidagi masalaning yechimi topilsin:
f{X) =x2 +xj +x2 -> min
gi (X) =xj +x2 +3x3- 2 =0,
g2(X) =5*i +2x2 +X3 - 5=0.

Yechish. Buning uchun quyidagi Lagranj funksiyasi
yoziladi:

L(X,X) =x* -tx2 +X2-Xj(X] +X2 +3x3- 2)-X 2 (5xj +2x2 +x3-5).
3 — Miqdoriy tahlil 33



Ekstremum mavjudligining zaruriy shartlariga asoslanib,
quyidagi tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi.

— =2x1-X1-5X2 =0,
o\
| ~ =2x2-A1-2A2 =0,
X2

=2/3 - 3Xj - X2 =0,
dx3

C=-(*i +*2+3x3-2) =0,
dAj

WL _ _(5icj +2jc2 +x3- 5) =0,

Bu sistemaning yechimi:
X0 =(x2,xB,xB) =(0=81; 0,35; 0,28),

*0 =(*?, Aj)=(0,0867; 0,3067).

Bu nuqta minimum nugqtasi ekanligi quyidagi matritsadan
ko'rinib turibdi:

0 01 1 3

0 05 2 1
HB=152 00
120 2 0

io 0 2

W o=x5n-m—1
minantining ishorasi (-1)2 musbat bo‘lganligi uchun, ya’'ni

detH B =460 >0 bo'lgani uchun — minimum nuqtasi
bo‘ladi.
6- masala. Cheklashlari tenglik ko'rinishidagi quyidagi

masalani Lagranj usuli bilan yeching.
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Z=xf+xj +X2 —min

4% +Xj +2x3-14 =0.

Yechish. Quyidagi Lagranj funksiyasi yoziladi:
L(X,X) =X2+X2 +582 - XMxj +Xx2 +2x3-14

Ekstremum mavjudligining zaruriy shartlaridan hosil
bo‘lgan ushbu sistema

AL 01 ax =0,
N
|}, =2x2-2Ax2 =0,
X2

Jj’\ =2x3-2A =0,
x3

N =~(4xj +Xj +2x3-14) =0,

yechilsa, quyidagi vektorlar hosil bo‘ladi:
(Z0,A0)I=(2; 2; 1 1),
(X0,X0)2 =(2--2- 1; 1),

(X0)X0)3 =(2,8; 0; 1,4; 1,4).

Yetarli shartlami quyidagi matritsa elementlari hisoblab
tekshiriladi:

0 4 272 2
4 2 0 2
2x2 0 2-2X 0
2 0 0 0

m =\,n =3 bo‘lgani uchun 3-1 =2 hgidan bosh minor-

lar (-1)" =-1 ishora bilan aniglanadi va statsionar nuqgta
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minimum nuqtasi bo‘ladi. (Xo0,X0)i =(2;2;1;1) nuqtada

0 4 4 2
0 4 4 4 2 0 0
4 2 0 =32<0  , o o o
4 00 s 0 o 2
(0,902 =(2;-2;1;1) nuqtada
0 4 -4 2
0 -4
2 0
- =-64 <0
2 0=-32<0 _, o :
40 0 2 0 0
("oA0)3 =(2.8; 0; 1,4, 1,4) nugtada
0 4 0 2
44 0 4 2 0 0
4 2 0 =128>0 o 0 08 0
0 0 -08 20 0 2

ekanligidan ma’lum bo'ldiki, (Xo0)i va (*0)2 minimum
nuqtalari. (Z0)3 esa yetarlilik shartlarini ganoatlantirmaydi,

lekin u ekstremum nuqtasi bo‘lishi mumkin. Yetarlilik
shartlarining boshqa ifodasidan foydalanamiz.

"0 4 2x2
4 2-y 0 0
%2 0 2-2A-L, 0
2 0 0 2-m,

matritsaning deterrninantini Ogatenglab, (X0,A0)j =(2,2,1,1)
nugtada quyidagi tenglama mavjud:

|Al = 9u2 - 261 + 16 =0.
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Uning yechimi =2, M=— Barcha ~>0 bo'lgani

uchun (X0)j =(2, 1, 1) nuqgta minimum nuqtasi bo'ladi.
(X0, X0)2=(2, -2, 1 1) nuqtadaesa

lal =9n2-26" +16 =0,
tenglama (yuqoridagi tenglama bilan bir xil) kelib chigadi.
Bu esa ikkinchi nuqgta N2 =(2; ~2i 1) ham mini-
mum nuqtasi ekanligini bildiradi. (~0)3 =(2, 8, 0;
1, 4, 1,4) nuqtada tenglama quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:
|A =5p.2 —6fx

uning yechimlari m=2 va ~=-0,8. Bu uchinchi nuqta
ekstremum nuqta emasligini bildiradi.

3- 8. Tengsizlik ko‘rinishidagi cheklashlar
1. Lagranjning umumlashtirilgan ko‘paytuvchilar usuli

Berilgan Z =f(X) funksiyani g*"X) <0, 1=\jn X >0
cheklashlarda maksimallashtirish masalasi berilgan bo'lsin.
Agar f{X) funksiyaning shartsiz ekstremum nuqtasi

masalaning barcha shartlarini ganoatlantirmasa, u holda u
shartli ekstremumda mumkin boigan yechimlar sohasining
chegara nuqtasida erishadi.

Bu m cheklashlar ichidan bitta yoki bir nechtasi aniq
tenglikdek bajarilishi kerak, degan ma’'noni bildiradi.

Bu usul bo'yicha hisoblashlar quyidagi gadamlami o'z
ichiga oladi.

1- gadam. Masala cheklashlarini hisobga olmagan holda

uni yechish, ya’'ni Z =f(X) magsad funksiyasining
maksimumini topish.

Agar olingan optimal nuqtasi hamma cheklashlarni
ganoatlantirsa, unda hisoblash to'xtatiladi, chunki barcha
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cheklashlar ortigcha. Aks holda, k =1 qo'yib, 2- gadamga
o‘tish kerak.

2- gadam. Barcha ixtiyoriy k ta cheklashlami faol qilib,
(ya'ni ulami tenglikka aylantirib) Lagranj ko'paytuvchilar
usuli yordamida, k faol cheklashlar mavjudligida, f{X)
funksiyaning ekstremumi topiladi. Agar olingan yechim,
golgan boshga cheklashlarga nisbatan joiz bo‘lsa, unda
hisoblash to‘xtatiladi va lokal ekstremum topiladi. Aks holda,
boshqga k cheklashlami faol qgilib shu gadamni gaytarish kerak.
Agar k faol cheklashlardan tuzilgan barcha qismiy to'plamlar
joiz yechimga olib kelmasa, 3- qadamga o'tiladi.

3- gadam. Agar k=m bo'‘lsa, hisoblash to'xtatiladi,
chunki bu o‘rinda joiz yechim yo‘q. Aks holda, k =k +\
go'yib, 2- gadamga o'tiladi.

Yuqorida gayd etilgan amallar ko‘pincha e’tiborga
olinmaydigan, muhim vaziyatlar bilan bog'liq. Masala hatto
yagona yechimga ega bo‘lganida ham, bu amallar global
ekstremum bermaydi.

p<g bo'lganda /(X)ning tenglama sifatida p chek-
lashlami ganoatlantirgan optimal nuqgtasiga har doim maqsad
funksiyaning g cheklash-tengliklami liisobga olgandagi optimal
giymatiga garaganda “yaxshiroq” qiymatlari mos keladi. Agar
p cheklashlar g cheklashlaming qismiy to‘plamini tashkil
gilsagina shunday bo‘ladi.

Z =-(2x1- 5¥ - (2x2-1)

7- masala. Xxi+1xl1 ~2 shartlar bilan
Xux2=>0

berilgan maqsad funksiyasining maksimumini toping.
Yechish.

| I =-4(2x1-5)=0 p- =-4(2x2-D =0
dx, dXj
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f5 P
(xi,x2)= j ;2 topilgan nuqta cheklash sharti xj +2x3 <2
ni ganoatlantirmaydi. Cheklashlami navbat bilan tenglikka
aylantiriladi. Aytaylik, =0 bo‘lsin, bunda Lagranj
funksiyasi va zaruriy shartlar quyidagicha yoziladi:

L =-(2xj - 5)2- (2x2-1)2 - Xxh
=-4(2x1-5)-X =0,

| i
OXj

'é'x"é :_4(2X2 - 1) =0,

dL n
ax “ 1

f

Bu tenglamalardan (xi;x2)= 0;2 topiladi, uning
\

maksixnum nuqtasi ekanligini yetarli shartlardan aniglanadi.
Bu nugta hamma cheklash shartlarini ganoatlantiradi. Demak,

’\0;2— yechim-lokal optimal yechim bo‘ladi. x2 >0 va

xj +2x2 <2 shartlami faol quish bilan joiz yechimlar olib

bo‘Imaydi. Maqgsad funksiyasining 0;”~ ! éa mos giymati
z =-25 ga teng.

2. Kun—Takker shartlari

Tengsizlik shaklidagi cheklashlar bilan berilgan chizigsiz
programmalashtirish masalalarida statsionar nugqtalarni
topishga imkon beradigan Kun—Takker zaruriy shartlari
ko‘rib chigiladi [20]. Lagranjning ko‘paytiruvchilar usuli
go'llanadi. Agar magsad funksiya va joiz yechimlar sohasi
ba’'zi bir o‘ziga xos xususiyatlarga ega bo‘lsa, belgilangan
shartlar yetarli hisoblanadi.
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Masalani go'yilishi quyidagicha:

g(X) <0 cheklashlarda Z - f(X) funksiyasini mak-
simumini toping. Cheklashlar — tengsizliklami mos ravishda
manfiy bo‘lImagan go‘shimcha o'zgaruvchilami kiritish orqali
tenglik shakliga keltirish mumkin. Shu yo'l bilan manfiy
bo‘lmaslik talabini inobatga olgan holda i — cheklashning
chap tomoniga qo‘shish iozim bo‘lgan S 2(>0) ni
go'shimcha o'zgaruvchi sifatida kiritiladi.

S =(81,52,,..,SMT vaS2=(s2,52,.,,,S2f Dbo'lsin.

Bunda m — tengsizliklar, umumiy cheklashlar soni. Bu
holda Lagranj funksiyasi quyidagi shaklda yoziladi:

L(X,S,X) =f(X)~x[g(Z) +S2] .  (1.3.1)

Cheklashlari g(X) <0 bo'lgan maksimallashtirish
(minirnallashtirish) masalalarida optimallashtirishning zaruriy
sharti A ning nomanfiy (nomusbat) ligidir. Bu natija

quyidagicha belgilanadi: maksimallashtirish masalasi ko‘rib

chigiladigan bo'hnsa, X ko‘paytuvchilar ¢ ning o‘zgarish-

lariga nisbatan / ning o‘zgarish tezligini ifodalaydi, ya’ni,
X=df/dg. (1.3.2)

g <0 cheklashning o‘ng tomoni ortishi va 0 dan katta
bo‘lishi bilanjoiz ycchimlar sohasi kengayadi. Bundan magsad
funksiyaning optimal giymati kamayishi mumkin emasligi
kelib chigadi. Bu X>0 ekanligini bildiradi. Shunga o ‘xshash
minimallashtirish masalalarida cheklashlarning o‘ng gismi
orttirihshi bilan / ning optimal giymati ortmaydi, bundan
X <0 ekanhgi kelib chigadi.

Agar cheklashlar g(x) =0 tengliklar shaklida berilgan
bo‘lsa, unda X ishorasiga hech ganday shart yuklatilmaydi.

X vektoriga qo'yilgan bu talablarga Kun—Takker zaruriy
shartlarining bir gismi deb garash lozim.
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Quyidagi qolgan shartlar keltiriladi. L funksiyaning
X,S va X bo'yicha xususiy hosilalarini hisoblab va ulami
Oga tenglashtirilsa, quyidagi tengliklar hosil bo‘ladi:

dL/dX =Vi(X) - XVg(X) =0 (1.3.3)
dL/dSj =-ZKjSi =0, i =I,m (1-3.4)
dZ./aX =-(g(x) +B2) =0. (1.3.5)

(1.3.4) tenglamalami tekshirish quyidagi xulosalarga olib
keladi.

1. Agar kj >0 bo‘lsa, u holda S2=0 ko‘rilayotgan
cheklashga mos keluvchi resurs noyobligini va hammasi
ishlatilganligini bildiradi.

2. Agar s} >0 bo'lsa, =0. Bu i- resurs noyob emashgi
va uning miqgdori o‘zgarishi /(X =df /dgj =0) giymatiga
ta’sir gilmasligini bildiradi.

(1.3.4), (1.3.5) tenglamalaridan

hgi(X) =0, /=in (1.3.6)
ekanligi kelib chigadi. Olingan shartlar asosan oldingi xulosani
tasdiqlaydi, ya'ni, Xt>0 bo'‘lsa, ¢g,(X) =0 bo‘ladi yoki
Sf =0. Shunga o'xshash agar gi(X) <0sj >0 bo'‘lsa,
X; =0 bo'ladi.

Endi Kun—Takkeming maksimallashtirish masalalarida

statsionar nugqtalarni aniglovchi X va Xlarni ganoat-
lantiruvchi zaruriy shartlami ifodalash mumkin:

X>0;
V/(X)-XVg(Z) =0
hSi{X) =0, i=1,2,...,m (1.3.7)
g(X) <0.

Agar X ning manfiy emaslik sharti o‘rniga, musbat
bo‘Imaslik sharti kiritilsa, bu shartlarni minimallashtirish
masalalari uchun ham qo‘llanish mumkin.
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Agar cheklashlar tenglik shaklida berilgan bo‘lsa, unda
Lagranjning ko‘paytuvchilari ishorasiga hech ganday shart
go'yilmaydi.

Agar yuqoridagi masalada Lagranj funksiyasi

L(X,5,X) =f W +AJLiXI+jS2)  (1-3.8)

ko‘rinishida aniglansa, Kun—Takker shartlarida X nomanfiylik
X
sharti nomusbatlik sharti bilan almashadi, ya'ni, A= g

bo‘ladi.
3. Kun—Takkerning yetarli shartlari

Agar magsad funksiyasi va cheldash shartlarini ganoat-
lantiruvchi (joiz) yechimlar sohasi gavariglik va botiglik
xususiyatlariga ega bo‘lsa, Kun—Takkerning zarur shartlari
etarli shartlar bo‘lib ham hisoblanadi [20]. Bu xususiyatlar
1-jadvalda ko‘rsatilgan.

1- jadval.
Optimallashtirish turi Talab gilina} ntgan xossalar
Magqgsad Joiz yechimlar
funksiyasi sohasi
Maksimallashtirish Botiq Qavariq to'plam
MinimaUashtirish Qavariq Qavariq to‘plam

Odatda, joiz yechimlar sohasi gavarigligini isbotlashdan
ko‘ra, maqgsad funksiyasini qavariqg yoki botiq ekanligini
aniglash oson. Joiz yechimlar sohasi gavarigligini chek-
lashlardagi funksiyalarni tekshirish orgali bilish mumKkin.
Quyida amalda tekshirish giyin bo'Imagan kerakli talablar
ro'yxati berilgan. Bu talablarni qo'yish uchun chizigsiz
programmalashtirish masalasining umumiy qo'yilishi
quyidagicha ifodalanadi:

Z =f(X) —» max(-> min)
&*(*)< 0, i=17
g/iIANSO, i =7 +1p, (1-3.9)
gi(X) =0, i=p +I,m.
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Bunda

L(X,5,X) =1(X) - ¢A,-[gi(X)+Sf  'ix,[gi(x)-si
1=r+1

- £ hgi(X), 3.
o1 gi(X) (1.3.10)

bunda, A- —/ cheklashga mos Lagranj ko‘paytuvchisi.

Kun—Takkeming yetarli shartlari 2-jadvalda keltirilgan.
2- jadval.

Optimallashtirish turi Talablar

f(X) 9. A,

Qavariq >0(l<i'<r)

MaksimaUashtirish Botiq Botiq < 0 (I’+l <i< p)
chizigli  “Jp+1 <i<m)
MinimaUashtirish (Qavariq <0(l</<r)
Qavariq Botiq >0 (I’+ 1< /< p)

[Chizigli < (P+1</<M

Shuni aytish lozimki, 2- jadval 1- jadvaldagi hamma
hollami o'z ichiga olmaydi. Bu shu bilan bog‘ligki, joiz
yechimlar sohasi gavarig bo'lib va shu paytning o'zida 2-

jadvaldagi gi (x) funksiyalaming sanab o‘lilgan talablariga mos

kelmasligi mumkin.
2- jadvaldagi keltirilgan shartlar shu bilan xarak-
terlanadiki, maksimallashtirishga mos keladigan cheklashlar

botiqg Lagranj funksiyasi L(X,S,X) ga va minimallashtirishga
mos keladigan cheklashlar gavariq Lagranj funksiyasi
L(X,S,X) ga tegishli. Quyidagi fikmi hisobga olgan holda
bevosita buni tekshirish mumkin:

Agargj(X) — qavariq funksiya bo‘lsa, u holda Kigi(X)
funksiyaX,->0 bo'‘lsa, gavarig bo'ladi va A-<0 bo'lsa,

botiqg bo‘ladi. Qolgan talablami ham shunday mulohazalarga
ko'ra asoslash mumkin. Shuni ta’'kidlash kerakki, chiziqli
funksiya ta’'rifbo‘yicha gavariq va botig bo‘lishi mumkin. Agar
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/ funksiya botig bo'‘lsa, -/ funksiya gavarig bo‘ladi va
aksincha(bu xossalar shu bobning 1- § ida aytib o‘tilgan).
Agar Lagranj funksiyasi quyidagi ko'rinishda olinsa:

L(X,X,S)=f(X )+ X[gi(X)+sf)+ i 1Xi[gi (X)-s?) +
i=r+

+i=1p+1b|g|(x) (1.3.11)

uning uchun 1- jadval o'zgarmaydi, 2- jadvalda A,ning

ishoralari garama-qarshisiga almashadi, qolgan talablar
0‘zgarmaydi.

8- masala. Cheklashlari tengsizliklardan iborat bo'lgan
quyidagi masalaning yechimini toping.

f(x) =X2+ +X2 —min
gl(X)~2xl+ x2- 5<0,
g2(X)~xl+ x3-2 <0,
n(X)=1- X <0,
g4(X) =2- x2 <0,
95(X) 1 -x3 <O0.
Yecliish. Ko‘rilayotgan masala minimallashtirish masalasi

bo‘lgani uchun X<0. Endi Kun—Takker shartlari yoziladi:
(X1; X2, X3, X4, X{)<O0

f2 1 (P
1 0 1
(2x\, 2x2, 2x3)-(X1 X2, X3, X4, X5) -1 0 0 -0,
0-10
0 0-1,
hsi - N252 —eee = =0

g(X)<o0.



Ifodalami soddalashtirilsa, quyidagilar hosil bo'ladi:
Ay 3> M> A5-0,  A3(I1-Xj) =0,
2xj —2Aj - A2 +A3=0, A4(2—Xj) =0,
2x2— +A =0, X53 0,
2x3- A2 +A5 =0, 2xj +X2 <5,
Aj(2x] +X2-5) =0, X +X3 <2,
Xl >1, x2>2, x3>0,
A2(Xj +X3-2)=0.

Bundan Xji=1 X=2 X=0; Ai=A2 =A5=0,
X3 =-2,a4 =-4 lar topiladi.

f(X) funksiya ham joiz yechimlar to'plami ¢(X) <0
ham gavarig bo'lgani uchun L(X, S, A) ham gavariq va
topilgan statsionar nuqta global shartli minimum bo'ladi. Bu
masaladan ko'rinadiki, Kun—Takker shartlaridan hosil
bo‘lgan sistemani yechish giyinchilik tug‘diradi. Lekin shunga
garamay bu shartlar ko'pgina chizigsiz masalalami yechishda
muhim ahamiyatga ega.

Xulosa qilib aytganda, bu bobda cheklashlar bilan berilgan
chizigsiz programmalashtirish masalalarida maksimum va
minimum nugqtalarini topish haqida bayon etildi.

Bir gator hollarda Kun—Takker shartlari yugori samara
beradigan algoritmlami vujudga keltirishda asos bo'lib xizmat
giladi. Kun—Takkeming zarur shartlarini go'llanilishiga
kvadratik programmalashtirish misol bo'ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, tengsizlik ko‘rinishidagi
cheklashli chizigsiz masalalar uchun ekstremum mav-
judligining (cheklashsiz masalalar va tenglik ko'rinishidagi
cheklashli masalalarda bo‘lgani kabi) yetarli shartlari yo‘q.

Shunday qilib, shartini oldindan bilish mumkin bo‘lgan,
1- va 2-jadvalda ko'rsatilgan hollardan tashqari biror
chizigsiz programmalashtirish algoritmi yordamida

yechimning lokal yoki global ekstremum ekanligini tekshirib
ko‘ruvchi usullar yo'q.

45



4. Separabel programmalashtirish

Maqgsad funksiyasif(xxx2,...,xn) ni bir o'zgaruvchili
funksiyalar yig'indisi ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa ya’ni,
f(xi,x2,...,xn) =)\Oq) +/2(x2) +... +/,,(X,,) bo‘lsa,

bu funksiya separabelfunksiya deyiladi [23]. Masalan, chizigli
fimksiya separabel funksiyaga misol bo'la oladi:

/ =axxx+a2x2 +... +anxn
bundaa,-,/=19 — o‘zgarmas sonlar. Quyidagi funksiya
separabel bo‘lImagan funksiyaga misol bo'la oladi.

/ =22 + Xjsin(x2 +x3) + x2e Xb.

f(X) =3x2-4x2 +3xj,
4xi +3x2 +2x3 <8,
Xj >Q Xj—butun, |j =1,2,3.

9- masala.

Yechish. /(X)ni bir o'zgaruvchili funksiyalar yig‘in-
disidan iborat qilib ifodalash mumkin:

J(X) = 11(x1) + 12(x2) + /3(x3))
bunda fx{xx) =3x2; /72(x2) =-4x2; /3(x3) =3x".
f X(X) =max 3x2ni topamiz. 0 <xx<

Xning har bir aniqg giymati uchun fx(X) hisoblanadi

va ular ichidan maksimali topiladi. X 0 dan 8 gacha butun
sonlami gabul qgilishi mumkin. Quyidagilar hisoblanadi:

/2(A) = max {-4x2 +f x(X- 3x2)}, 0<x2< X

/3(8) =max /3x3 +/2(8 - 2x3)], 0<x3<
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Barcha hisoblashlar 3- jadvalda keltirilgan.

3-jadval
m Neo m
X x=0 X=1 xi=2 =C %=1 sp=p *3=0 1g=; *3=2 x3=3 *3=4
0 o 0
10 0
2.0 0
3 0 0
4 0 0 -4
5 0 0 A
6 0 0 -A -8
70 0 -1 -8
8 0 2 0 -1 -8 12 6 27 81 192

max f(X) =max /3(A) =/3(8) =192 .
192 maksimal giymatga to‘g‘ri keladigan optimal yechim

quyidagicha topiladi. X3 =4

X=8-2x3 =0 <2(X) =/2(0) =0, x2 =0)

X* =0, A=8-2x3-3x2=8-2-4-3 0=
= 0(/i(X) = /2(0) =0, x* =0).

Berilgan masalaning optimal yechimi Z*(0;0;4) bo'‘ladi.

4- §. Kvadratik programmalashtirish

Kun—Takker shartlarini qo’llash tatbiglaridan bin chiziq-
siz programmalashtirishga Kkiruvchi kvadratik programma-
lashtirish hisoblanadi. Unda magsad funksiyasi kvadratik
funksiya, cheklashlar — chiziqli tenglamalar va tengsiz-
liklardan iborat.

Kvadratik programmalashtirish masalasi quyidagi xusu-
siyatlarga ega:

1) Z(X) magsad funksiyasi umumiy holda kvadratik va
chizigli ko‘rinishlar yig‘indisini ifodalaydi:

Z(X) = X cj-xj +£ Y dkj'xk-xj.
=1 A=l
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2) Cheklashlar sistemasidagi funksiyalar fi(xl,x2,-,xn),
i =T-m xj, 7 =21« o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziglidir.

3) Cheklashlar tenglama va tengsizliklar ko'rinishida
bo'lib, xylaming hammasiga yoki bir gismiga qo'‘yilgan
manfiy emaslik shartlarini o'z ichiga oladi.

4) ¢j va koeffitsiyentlar va A ozod hadlar ixtiyoriy

haqigiy soniardan iborat, dkj koefiltsiyentlarga esa alohida

shartlar go‘yiladi.

Minimallashtirish masalalarida kvadratik forma (ko'rinish)
quyiga gavarig, ya'ni musbat yarim aniglangan bo'lishi kerak.
Maksimallashtirish masalalarida esa yugoriga gavariq, ya'ni
manfiy yarim aniqlangan bo‘lishi kerak.

Shunday qilib, umumiy holda kvadratik programma-
lashtirish masalasi quyidagicha ifodalanadi:

X] nyn
Z =N Cj-Xj+ X X dig mxk mxj=> max(min) (1.4.1)
7=1 —\7=1

magsad fiinksiyasining

n _

X ajj-Xj <bh /= L« (14 2)

7=1
X X K> Mg (14 3)
7=1
7
X o*y = M 4 4)
7=1

Xy >0,7=1« (1-4.5)

cheklashlarda maksimumi (minimumi)ni toping. Joiz yechimlar
to‘plami (1.4.2)—(1.4.5) gavariq bo‘lgani uchun kvadratik
programmalashtirish masalasining lokal ekstremumi global
ekstremum bo‘ladi.

Qo'shimcha o‘zgaruvchilar kiritib (1.4.2) — (1.4.3) chek-
lashlar sistemasini tenglamalar ko‘rinishiga keltirish mumkin.
U holda kvadratik programmalashtirish masalasi quyidagi
ko‘rinishni oladi:

48



n n n
zZ ~X¢j Xj+2) S ax; Kk xi->rnax(min) (1.4.6)
7=1 k=1j=1

X aij'xj =b>i=hm (1.4.7)
7=1
Xj M0.j =1« (1.4.8)
yoki u matritsa ko‘rinishida bo'ladi:

Z=Cr -X+XT D X
A X =B, X>0.

Kvadratik programmalashtirish masalasi rejasining zaruriy
vayetarli optimallik shartlari uchun maksimum masalasi qarab
chigiladi. U holda XT D X kvadratik ko‘rinish yugoriga
gavarig ya’'ni, maxifiy aniglangan (Minimum masalasi ham
xuddi shunday yoziladi).

(1.4.6)—(1.4.8) masalaning zarur va yetarli optimallik
shartlarini ifodalash uchun Kun—Takker shartlaridan
foydalaniladi. Buning uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:

L(X,a) = X CiXj+Z i dkixkxj +Eh p . E
(X,2) j:111 PN xiog + E-b, 751 (1.4.9)

Kun—Takker shartlari quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

jji-L(X°,A°) =cj+ 2Z d*xl - £ Xfy <0; (1A10)

= /A

X/ - £a/4- =0
cy +2(;£1 ;Zzla/4 (1.4.11)
Xj>0; (1.4.12)
Bi'L(X 0,A°)>=bj - ;/2611 yxop 0; (1.4.13)
- 2 ajx =0 (1.4.14)

7=1

X2 0. (1.4.15)
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Agar XPmasalaning optimal rejasi bo‘lsa, u holda shunday
A0 vektor mavjud bo‘ladiki, (1.4.10)—(1.4.15) shartlar
ganoatlantiriladi.

Shartlar sistemasi go‘shimcha o‘zgaruvchi kiritish yo'li
bilan kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

* m n, . n-.n .
»j = ~U ij-214dkjxI-Cj
r=1 k=1

u holda masala rejasining optimallik shartlari shunday yoziladi:

n , m t
Cj +2 X djgxk - X X/Gy +uj =0,

k=1 i=1
jc*u* =0, Xy >0, Uy >0.
(1.4.7) cheklashlar sistemasi tenglik ko‘rinishida bo‘lgani

uchun A vektorga manfiy emaslik shartlari qo'yilmaydi,
(1.4.13)—(1.4.14) shartlar ixtiyoriy joiz yechim uchun avto-
matik ravishda bajariladi, ularni tushirib goldirish mumkin.

Kvadratik programmalashtirish masalasi quyidagi
shartlami ganoatlantiruvchi ixtiyoriy X >0, V>0 yechimga
ega:

X aipxj =bi, (1.4.16)
7=1
n m
2 X dfgjiXfr —X ay +uy =~j> (1.4.17)
k=\ /=
Xjvj =0, (1.4.18)

x jJ =\,n vektorni beradiki, u manfiy yarim aniglangan
kvadratik ko'rinishdagi masalaning optimal yecnimi bo'‘laui.

xj >0, uy>0. (1.4.19)
A =5
2Z>X-4TA+F =-CT7; (1.4.20)
XTV=0.
(1.4.20) sistemaning X >0, K>0 yechimlari ganday

bo‘hshiga garab berilgan masalaning yechimlari to‘g‘risida



fikr yuritiladi. (1.4.16)—(1.4.17) tenglamalar chizigli bo'lgani
uchun yechimlar to'plamining uchki nuqtalarida optimal
yechimga erishadi, ya'ni, (1.4.16)—(1.4.17) yechimlari ichidan

XTV =0. tenglamalarni ganoatlantiradigan yechimlar

tanlab olinadi.
1- masala. Z =-4x2- 6x2 +8xj +44x2 +2xxX2 —>max

maqsad funksiyasining quyidagi cheklashlarda maksimumini
toping jg +2x2 <13;2xj +x2 <9;X] >0,x2 >0.
Buning uchun awal Lagranj funksiyasi tuziladi:
L(X;A) =-4x2 - 6x\ +8xj +44x2+ 2X]X2 +
+Aj(13 —Xj —2x2) +X2(9 - 2xj —x2).

Keyin L(X,a) funksiyaga Kun—Takker teoremasi
go'llaniladi va quyidagi shartlar hosil bo‘ladi:

sL 8 N =2
X +8+2x2 ~ A2 —
2— —A2x2 44 20 =2X —X2~Q
dx2 z 1
(1.4.21)
= 13- xj —2x2 < 0;
li- =9-2xt-x2 £0.
(1.4.22)
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(1.4.21) tengsizlik sistemasi yechimlari ichidan (1.4.22)
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradiganini tanlanadi.
Yugorida ko‘rsatilgandek, berilgan kvadratik program-
malashtirish masalasi yechimini (1.4.21) tengsizliklar
sistemasi bilan aniqlanadigan yechimlar ko‘pburchagi
uchlaridagi giymatlardan qidirish kerak. Manfiy bo‘lImagan
go‘shiincha o‘zgaruvchilarni «3, )4 kiritib

8Xj —2Xj +Xj +2X2 4 8, —Hj;
—2X] +1272 +2X]j +X2 > 44, —B2;
oX] +2x2 <13, H>3,

2Xxi + X <9, +|.|.l,
Xj >0, x2>0, Xj >0, 92>0

(1.4.23)

sistema kanonik ko'rinishga keltiriladi:

8x] —2x2 +Xj +2X2 —1=§;
—2X] +12x2 2Xj + X2 —u2=44;
Xj+2x2 +u3 =13, (1.4.24)
2Xj +x2 + WU =09.
(1.4.22) shartlardan kelib chigadiki, go'shimcha
o'zgaruvchilar quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
xjuj =0, XW2 =0, Xji)3 =0, X2W =0. (1.4.25)
(1.4.24) sistemaning bazis yechimlarini topish uchun
sun’iy bazis o'zgaruvchilar oo >0, 02 >0 Kiritiladi va quyi-
dagi chiziqli programmalashtirish masalasi hosil bo'ladi:
Z=Muw +M(02-» min (1.4.26)

8Xxj —2X2 +Xj +2X2 —Uj +wj =8§;
-2Xj +12x2 +2X] +X2 - «2 +uR =44;
Xi +2x2 + u3 = 13;

2XX+X2 +v4 =9;

X\ >0, x2 —0; Xj >0, X2 —0; (1.4.27)
uj >0, v2>0; U3>0, W >0;
co >0, (02 >0.
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4- jadval.

Bazis d A *1 X ™ X2 u « S 4 W o«
reja 0 0 o 0 0 0 o 0o n M
0 M3 8 -2 1 2 i 0 o 0 1 0
u ™M 4 -2 12 2 1 0 1 0 0 0 1
0 13 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0
0 19 2 0 0 0 0 0 1 0 0
“y
Magsad
. 52M L 10M W -M -M 0 0 0 0 0
funksiyasi
“ M 46/3 23/3 0 4/3 13/6 -1 -1/6 0 0 1
0 113 -1/6 1 1/6 1/12 0 -1/12 0 0 0
3 0 1773 4/3 0 -1/3  -1/6 0 1/6 1 0 0
«
0 16/3 13/6 0 -1/6 -1/12 0 1/12 0 1 0
«4
Magsad B
46/3M  23/3A1 0 4/3M \r/fw - M -1/6 M 0 0 0
X1 0 2
* 0 4
«3 0 3
@ 0 1
Magsad
o 0 0 0 0 0 0 0 0
funksiyasi

(1.4.26) — (1.4.27) masalaning bazis yechimlari orasidan
(1.4.25) shartlami ganoatlantiradigani topiladi va u berilgan
masalaning optimal yechimi bo'ladi (4- jadval).

Shunday qilib, (1.4.26)—(1.4.27) masalaning optimal
yechimi topiladi:

X=2, X\ =4,X =0, X=0, vi =0,
«2 =0 «3=3, «4=1-
(1.4.25) shartlami tekshirib ko‘rish mumkin.
Xi ‘Uj =20 =0, X2e«2 =4+0=0,
Al enz =0¢3=0, X2et4=0¢1

Demak, masalaning yechimi xf =2, x%=4,z[x* j=96
bo'ladi.
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2- masala. F =-2x2-2X”" +4xj +6X2 -2X{X2 -> max
maqsad funksiyasining quyidagi cheklashlarda rnaksimumini

Xi +2x2 <2;
toping |XI > 0,x2>0"

Lagranj funksiyasi tuziladi:
L(X;A) =-2Xj2 - 2Xj +4xx+ 6X2 - 2xxx2 + X(2 - xx- 2x2).

L(X,A) funksiyaga Kun—Takker teoremasini qo'llab
egar nuqta uchun quyidagi shartlar olinadi:

—-=-4Xj] +4 - 2x2- X<0;

axx
— =-2Xj +6- 4x2-2X< 0;
dx2 J (1.4.28)
o =2-X)-2x2>0.
3Aj
ﬂ‘ Xj :6-;
(0]
— X2 =0;
ax2
(1.4.29)
axX 1
N —_
onf 2 =0.

(1.4.28) tengsizliklar sistemasi yechimlari ichidan (1.4.29)
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradigani tanlanadi.
Yuqorida ko‘rsatilgandek, berilgan kvadratik program-
malashtirish masalasi yechimini (1.4.28) tengsizliklar
sistemasi bilan aniqlanadigan yechimlar ko‘pburchagining
uchlaridagi qiymatlardan qidirish kerak. Manfiymas
go'shimcha o'zgaruvchilar uj,u2,u3 Kiritib,
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4xj +2*2 +X>4, -—Dj

2Xj +472 +2X >6, —H2;

x1+ 2x2 <2, +d3; (1430)
X >0X2 >0,X >0,

sistema kanonik ko'rinishga keltiriladi:

Xj - 2x2 +X- =4;
2Xj +4x2 +2X - 12 =6;
Xj +2x2 +«3 =2.

(1.4.31)

(1.4.29) shartlardan kelib chigadiki, gqo'shimcha o‘zga-
ruvchilar quyidagi sharllami ganoatlantiradi:

Xici =0, XW =0 Ai)3 =0. (1.4.32)
(1.4.31) sistemaning tayanch yechimlarini topish uchun
sun’iy bazis o'zgaruvchilar € >0, o2 >0 Kkiritiladi va

chiziqli programmalashtirish masalasi olinadi:

min F =Mooj +Max2m (1.4.33)

4Xj - 2x2 +k - uj +cg =4;
2Xj +4x2 2X—2 m2 =

Xj+2x2 +«3=2;

Xj >0, x2>0;X>0, (1.4.34)
w >0, 2720, >0, ;
i >0, 02 >0.

(1.4.33)—(1.4.34) masalaning bazis yechimlari orasidan
(1.4.32) shartlarni ganoatlantiradigani topiladi. U berilgan
masalaning optimal yechimi bo‘ladi (5- jadval).

(1.4.33)—(1.4.34) masalaning bazis optimal yechimi
quyidagidan iborat:



, 0 0 0
S 2 X el @ 3 1 ap
. M 4 2 1A 0 0 1 0
aq M s 2 4 2 0 -1 0 0 1
0 2 1 2 4 D —i—

«3

Magsad
agea wai GM v am M M o 0 0

funksiyasi
0 1 1 172 w4 -1/4 0 0 1/4 0
“y M 4 0 3 32 12 -1 0 -1/2 1
vt 0 1 0 32 -1/4 14 0 1 1/4 0
Magsad
oM em eai sM -M -M o sar o0
funksiyasi
0 2/3 1 0 /3 -1/3 0 -1/3 1/3 0
2 0 0 2 0 -1 -2 0 1
é)ZQ 0 2/3 0 1 -1/6 1/6 0 2/3 -1/6 0

Masad M o 0 M M 2 M M M o

funksiyasi
1l o 13 1 0 0 /3 U6 0
A 0 1 0 0 1 0 -1/2 A
0 5/6 0 1 0 1/6 0 1/2
Magsad
0 0 0 0 0 0 0
funksiyasi
(1.4.32) shartlarning bajarilishini tekshirib ko‘rish
murnkin.
x1ik —o0, x2¢2 = W3 =0 e

Shunday qilib, berilgan masalaning yechimi topildi:
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5- §. Geometrik programmalashtirish

Chizigsiz prograrnmalashtirishning maxsus bo‘limlaridan
bin geometrik programmalashtirishdir. Unga 1964- yilda
P.Daffm va K.Zener tomonidan asos solingan. Geometrik
programmalashtirish usuliga ko‘ra maqgsad funksiyasi maxsus
ko'rinishda bo‘lganda berilgan masalaning yechimini unga ikki
yoglama masalaning yechimidan topish va gator hisoblashlami
yengillashtirish mumkin. Ko‘pgina iqtisodiy masalalarni
yechishda masalaning magsad funksiyasi quyidagi ko'rinishda
beriladi:

g
Z =X ujj bunda
7=1
. i au - . .
y=gnv /= ¢j >t}T n _  chekli.
=1

ajj daraja ko'rsatkichlari, ixtiyoriy haqiqiy sonlar. ¢j >0
bo'lgani uchun P.Daffm va K.Zener Z maqsad funksiyasini
musbat hadli pozinom deb ataganlar. Masalani geometrik
programmalashtirish usullari bilan yechish o‘rta arifmetik va
o‘rta geometrik migdorlarni bog‘lovchi Koshi tengsizligini
umumlashtirishga asoslangan [17]. Ba’'zi igtisodiy masalalarni
tengsizliklarusulibim yechishni ko‘rib chigaylik. Unda klassik
tengsizliklardan ya’'ni, o‘rta migdorlar va ular orasidagi
munosabatlardan foydalaniladi.

1. Tengsizliklar usuli

Bizga n ta musbat migdor xx(t), x2(t), mmxn(t), te (a;h)
berilgan bo‘lsin. Ulardan tuzilgan o‘rta migdorlar quyidagicha
yoziladi:

i . 1 . .

nn- —i jrmmmmm——— — o'‘rta garmonik miqdor,

— +— +. +—
n_(x{ X2 xn)
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r n =tfxIx2--xn — o‘rta geometrik migdor,

_X] X2+ . +Xn

A, = — - — o rta anfmetik miqdor,

IXT +X ete.+ X ) )
Dn = 1—-—-——---- — o'rta kvadratik miqdor.

Mazkur miqdorlar orasida quyidagi tengsizliklar o‘rinli:
H,<rn<An<Dn. ~ft5AYy-

Bu migdorlar x\=x2 - .. =x, bo'‘lgandagina bir-biri-
ga teng. Bu tengsizliklarni turli usullar bilan isbotlash mum-
kin [2].

Iqtisodiy masalalarni yechishda

rn<An (1.5.2)

tengsizlikdan foydalanish usuli ko'rib chiqiladi. Bunda ikKki
hoi yuz beradi.

1- hoi. Agar

Xl +x2 +mexn - a>a =const
bo‘lsa, u holda (1.5.2) tengsizlik ushbu

fawn
ko‘rinishgakeladi. Undan Xi -x2 »... &n < kelib chigadi.
Kn j
Bundan ko'rinadiki, :
(¥
max(xl X2 -...-x,)= - , X1=X2 =..=X, =-. (1.5.3)
KnJ n

Shunday qilib, quyidagi masala hosil bo‘ladi:

/ =X\ K2 .. mn max,

x\+x2 +... +xn =a\a =const, (15 4)
X\ >0,*2 >0,...,x,, >0.
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Bu masala shartlari tengliklar bilan berilgan shartli
ekstremum masalasi deyiladi va u Lagranjning anigmas
ko'payluvchilar usuli bilan yechiladi. Ammo ko'rilayotgan
maxsus holda (1.5.4) masalaning yechimi (1.5.3) orqali
osongina yoziladi.

1- masala. Yarim perimetri xx+x2 =p bo‘lgan to'g'ri
to‘rtburchak shaklidagi maydon yuzi tomonlari ganday
bo'lganda eng katta bo'ladi?

Yechish. Bu masalaning matematik modeli quyidagi
ko'rinishda bo'ladi:

'X\X2 -» makx,

Xj + X2 = p.
(1.5.4) dan bu masala uchun n =2, a- p bo'lib, masala-
ning yechimi quyidagi ko'rinishida osongina yoziladi:
fn\2
max(xjx2) = xl=x2=J"
2- masala. Tomoni p gateng boigan kvadrat shaklidagi

tunuka burchaklaridan ganday o‘lchamdagi kvadratchalar
girqib olib, eng katta hajmli usti ochig yashik yasash
mumKkin?

Yechish. Kvadratchaning tomonini x deyilsa,

0<x<p/2 bo'ladi. Unda yashik hajmi V =(p~2x)2x
formula bilan aniglanadi. Agar hajm formulasini

V =1 «4x +(p - 2x) «(p - 2x) ko'rinishda yozib olib, quyidagi
belgilashlar Kiritilsa,
Xj =4x, X2 - X3 =p - 2x
Xi +x2 +x3 =2p bo‘ladi. Shuning uchun (1.5.4) gako‘ra

max F :L(Zp"
AN
chigadi. Demak, tomonip ga teng bo‘lgan kvadrat shakhdagi

, bo‘ladi. 4x =p - 2xdan xq =p /6 kehb
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tunukaning uchlaridan tomonip/6 ga teng bo'lgan
kvadratchalar girgib, eng katta hajmli yashik yasash mumkin.
3- masala. Ushbu

/ =2x(3- x) »max, 0<x <3
masalani yeching.
Yechish. Agar X1 =X,X2=3-X desak,

Xj +x2 =3 =const bo‘ladi. Shuning uchun bu masalaning
yechimi quyidagicha bo'ladi:

max[2x(3 - x)] =2(372)i =~ .

Endi x!=x2 tenglikka ko'ra, x=3-x, 2x=3;

xq=3/2; topiladi. Shunday qilib masalaning yechimini
bunday yozish mumkin:

max/ =/(3/2) =j.

4- masala. /7 =3x%/1-5x max, 0 <x <~ masala-

ning yechimini toping.
Yechish. Funksiyaning ko'‘rinishi o'zgartirib yoziladi:

/ =3"/x3(1-5x), so‘ngra g funksiyani kiritish yo‘h bilan
quyidagiyordamchi masalaga kelamiz. g =x3(1- 5x) -> max,
0 <x <~ ./ quyidagi munosabatdan topiladi:

/ =3’\Igi., Xj =X2 =x3 = X x4 =1- 5x belgilashlarga
ko‘ra masalaning

Xi +x2 +x3 =" +7- +-~+[-5x =] =const

sharti bajariladi. Yordamchi masalaning yechimi maxyg -
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Shundan so'ng bu giymatni olib borib/ ifodasiga qo'yib

1
max / =33 topiladi. Funksiyaga maksimum beruvchi
nuqtani topish uchun xj =x2 =X3=X4 dan foydalanib,

20 3
=1-5x X =1=>x =— ligidan yoki (1.5.3)dan yechim

topiladi: y- =2=>20x =3=>x0=".

2- hoi. Agar xj x2-e...-x,, =b, b =const bo'lsa, u holda
(1.5.2) tengsizlik
X, ¥X2 +—+Xf oo
n

ko‘rinishda yoziladi. Undan ntfb <xj +x2 +... +xnligi kelib
chigadi.

min(xj +x2 +... +X,,) =nyfh,
X\ =x2 =—=x,, =yfb. (1-5.5)
Shunday qilib, quyidagi masala hosil bo'‘ladi:

/ =X\ +x2 +... +X,, —» min,
Xi -X2 -...-xn =b; b =const, (1.5.6)
Xxj >0,x2 >0,...,x,, >0.

Bu masala shartlari tengliklar bilan berilgan shartli
ekstremum masalasi deyiladi va u Lagranjning anigmas
ko'paytuvchilar usuli bilan yechiladi. Ammo ko‘rilayotgan
maxsus holda (1.5.6) masalaning yechimi (1.5.5) orqali
osongina yoziladi.

5- masala. Yuzasi S bo‘lgan to‘g‘ri to'rtburchak shaklidagi
maydonning tomonlari ganday bo‘lganda perimetri eng kichik
bo'ladi?
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Yechish. Ushbu xx+x2 —» min, Xjex2 =S masalaberil-
gan, bunda xv x2— maydonning tomonlari. Uning yechimi:
min(xi +x2) =2yijS, X =x2 =yfs .

Demak, maydon kvadrat shaklida bo‘lsa, uning perimetri
eni kichik bo‘ladi.

6- masala. Hajmi V bo'lgan silindr shaklidagi konserva
idishi asosining radiusi r va balandligi h ganday bo‘lganda
uni yasash eng arzén tushadi?

Yechish. Idishning hajmi V =nr2h . U eng arzon tushishi

uchun to‘la sirti eng kam bo'lishi kerak. Shundagina unga
eng kam material ketadi. Demak, bu masala quyidagicha

go'yilgan:
Sj =2nr2 +2nrh,->min, r >0
V =nr2h.
Agar h =V/(r2)ni ST ifodasiga qo'‘yilsa,

S(r) =2nr2 +(2V)/r ->min, r> 0
shartsiz ekstremum masalasi hosil boiadi. Agar bu funksiya
ushbu S(r) =2nr2+V/r+V/r ko'rinishda yozilsa,

xl =2nr2, x2=x3=V/r bo‘lganda x1-x2 -x3 =
=2nr2(M/r)(V/r) =2nV2 -b bo‘ladi. Demak, yechimni

yozish mumkin: min6V) =i*2nV2 ;xj =x2 =x3 ga ko'ra,

2nr2 =Vlirdan m = ,hn =2rn kelib chigadi. Demak,

hajmi V bo'lgan silindr shaklidagi konserva idishi eng arzon
tushishi uchun uning o'q kesimi kvadrat bo'lishi lozim.

7- masala. / =5>/x+ ->min, x >0 masalani
VX
yeching.
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Yechish. Agar xr =x2=25jx ,x3 =x4=x5

3 N
2 5—in2,5[>< 20292 50
3k XK LXK =27 =1
bo'ladi. U holda /(x) quyidagicha yoziiladi:
/ =2,50[x+2,5" +NM =+~ -+ 2 »ymm.
3~ 3~ 3N
. 50
Xj =x2 =x3 =x4 =x5ga ko‘ra (1.5.6) dan min / =5- "J—
bo'ladi.
25 675
. =A==>7,5x5/8 =~2">x5/6 =—_ =*x0 2
ny 3n 7,5 7,5
N
2.5.0x = 50n1/5
V27,
n2/5
~50n1/5 . " 50 */S ' 23-6,25
v2ry 25 27-2,55 33-2,53-2,52
f oo 135_r 2 A =X
2537 ATy

X topiladi va yuqgorida topilgan xg bilan taggoslanadi.

Demak, masalaning yechimi min/ =W -p-.

8- masala. f =5x+ —> min, X>O0niyeching.
10x2

Yechish. xi=2,5x x2=2,5x x3 = deb belgi-
10x~
lansa, funksiyani ko'‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:
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5x 5x 3 15

- YA - = . . .
X3 o RGNS const shart bajarilgani

uchun (1.5.5)dan funksiyaning minimumini topish mumkin
min/ =3 |, Xi =x2=x3= bu tengliklardan yuqo-

fl T
ridagi belgilashlar orgali x topiladi 2,5x =1’1—5, Xq =;’1[— .

Bu yechimni tekshirish uchun x2 =x3dan LW; =3-"

I .g 13
* V8 125 =V25 b0<4adi yoki xj =x3 dan
2,5x= 3r-; 25%x3 =3; x3:i:>x:3}—3— kelib cliigadi.
(@)% 25 «25

Demak, yechim hagigatan to‘g‘ri topilgan:

min/ =337 ,x =3¢g.

2, Pozinomlar usuli

Pozinom funksiyalaming ma’lurn tundan iborat bo'lib,
pozinom so‘zi musbat aniqlangan ma’'noni anglatadi.
Pozinomlar muhim xossalarga ega va ulardan iqtisodiy
masalalami yechishda foydalanish mumkin [17].

1- ta'rif. Ushbu f(x) =cxa, ¢>0, aeR, x>0 ko'ri-

nishidagi funksiya bir o zgaruvchili bir hadlipozinom deyiladi.
2- ta'rif. Ushbu

/(x) =gqx0 +7x“2 +... +cnxayt,

¢ >0, wER, i*12,...0 x>0 (1-5.7)
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ko‘rinishidagi funksiya bir o ‘zgaruvchili n hadli pozinom
deyiladi.

3- ta’rif. Agar (1.5.7) pozinom uchun ushbu

Ciflj +c2a2 +... +¢,,a,, =0 (1.5.8)

sonli tenglik o'rinli bo'lsa, (1.5.7) pozinom regular deyiladi.

1- teorema. Agar (1.5.7) pozinom noregular bo'lib,
birora, va aj,/*j juftlik uchun ataj <0 tengsizlik o'rinli
bo‘lsa. (1.5.7) pozinomni x=x0y almashtirish yordamida
yangi o‘zgaruvchi "y" bo'yicha regular pozinomga Kkeltirish
mumKkin va unda x$ ushbu

Cjiijx"1 +c2a2xai +... +cnanxa™ =0 (1.5.9)

tenglamaning musbat yechimidan iborat.

Agar (1.5.9) tenglama bir necha musbat yechimga ega
bo'lsa, ulardan ixtiyoriysini olish mumkin.

Ko'pgina iqtisodiy masalalarni yechish pozinom
ko‘rinishidagi funksiyalaming eng kichik giymatini topishga
keltiriladi. Bunda quyidagi teoremalardan foydalaniladi:

2- teorema. Agar (1.5.7) pozinom regular bo‘lsa u

0‘zining eng kichik qiymatiga x =1 bo‘lganda erishadi, ya’ni,
n

agar X ciai- 0 bo'lsa,
/4

min / =min tz'A =2 =/(1) (1.5.10)
=

bo‘ladi.
Misollar

1) /7(*)=*+1/x, x>0.(1.58)dan 1 1+1 (-)=0.
Bu regular pozinom, demak, minf(x) =/(1) =1+1=2.

2) f(x) =x +x~sm2<x +x~c0s2(X, ae R, x>0.Buham
regular pozinom, chunki lel+1m-sin2a) +1e(-cos2a) =0
Shuning uchun min/ =/(1) =3.
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3 2
3) f(x) =7x +—+X—, x >0 gu regular pozinom,
X

chunki 7e1+3¢(-1) +2+(-2) =0.

Demak, min/ =/(1) =12 .

3- teorema. Agar (1.5.7) pozinom noregular bo‘lib,
ar aj< 0, i * ylarda xgq son (1.5.9) tenglamaning musbat
yechimi bo‘lsa, shu pozinim o‘zining eng kichik giymatiga
X =xq bo'lganda erishadi, ya’'ni, min/ =/(x0),
f(xoy) =f*(y)I min/*(y) =7*(I).

10- masala. xy =S, x+y ->min .

Yechish. Bir o‘zgaruvchini ikkinchisi orgali ifodalansa,
quyidagi ma’lum masala hosilbo‘ladi: /(x) =x +S/x ->min .
Agar ~ =1 bo‘lsa, bu funksiya regular pozinom va
min/ =1+1=2 bo‘ladi. Endi £*1 bo'lsin. Unda bu
funksiya regular pozinom emas va uni regular ko'‘rinishga
keltiriladi, (1.5.9)dan x0 topiladi:

[-1-x +5*(-1)'I/ x =0-»x0 =y[S(yo =y[S).

Shuning uchun, 3- teoremadan

min/ =f(yiS) =<IS +-j= = =>+ ~ =

Haqigalan, pozinom regular ko‘rinishga keltiriladi:

fix) =/(Xaqy) =f{JSy) = -y +-r=— =y[Sy +— .
JS -y y

Shunday qilib, f(x) =x +—=f (y) =>[S ¥ *+-
y

min / :f(JS ) =2<js.

11- masala. Eng arzon konserva idishi hagidagi masalani
pozinomlar usuluda yechib, ko‘raylik (6- masalaga garang).
Unda, quyidagi S(r) =2nr2+ +(2V)/r min, r >0
masalani yechish lozim edi.
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Yechish. S(r) funksiyaning regularligi tekshiriladi:

2n-2 +2V{-)+ =2(2n-V).

Agar V=2n bo'lsa, pozinom regular bo'ladi. Ammo
igtisodiy ma’nosi bo'yicha hech gachon hajm irratsional qilib
tanlanmaydi. Shuning uchun V * 2n deylik. Unda (1.5.9)dan
ro topiladi:

2n-2r +2V(-l) 1/r =0 ->q =3 —
\2n

Demak, min” =S(r0). Endi £(/+) regular ko‘rinishga

keltiriladi:

S(r) =s(ro w) =2tt/dy> +%’ =L otsgy? +2V
ro

bV 2,2V 1/, 2V

Wy2 +=—
2n y /
Shunday qilib, /7 00 = pozinom regular,
chunki
V-2 +2V-(-1) =0.
Demak,
min / =f(n>) =A 1) =j[y(Y +2V) = =Z"V 2.

Hajmi F bo‘lgan silindr shaklidagi konserva idishi

asosining radiusi r0 va balandligi ho =2r0 bo‘lganda uni
yasash eng arzon tushar ekan.
12- masala. Tengsizliklar usuli bilan yechilgan 8-

3
masalani pozinomlar usulida yechaylik. /(*) =5x +71&j

funksiyaning eng kichik giymatini pozinomlar usulida
toping.
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Yechish. Funksiyaning regularligi tekshiriladi:

q -5 ¢2-1iQ;
04 =1 a2=-2;
5 4 1«

Quyidagi almashtirish bajariladi:
X =xq Yy bunda x0quyidagi tenglamadan topiladi:

5x 25*3 :3' " QG ko “ ALGY

Berilgan pozinom x =ij— -y almashtirish orqali

regular pozinomga keltirildi. Hagigatan ham regularlik sharti
bajariladi:

f(y) =5-3]— -y +-

10-31
«JT v 3 yvr/3
\25" @ 10 y2sy
=1 07 =-2:

. rais 23 an? 53U3 30 QU dlll g

-L25J 10 52/3 j_4 5-1/3 5 -13

5 3

Bu pozinomning minimum giymati topiladi. Natijada 8-
masalaning yechimi bilan bir xil yechim olinadi:
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13- masala. /(*) =5Vx+-~=ning eng kichik giymatini

toping.
Yechish. Awal bu funksiyani regular pozinom bo'lish
yoki bo‘Imasligi tekshiriladi:

qg =5, (2=2,
«1=1/2, @ =-1/3,
5-1-2-120,
3

Demak, berilgan pozinom regular emas. x =x0w

almashtirish bajarilsa, bunda x0 quyidagi tenglamadan
topiladi:

1
5-yJx-2-~(*) 3=0.
Bu tenglamani yechib
i
5e3ex2+3 =2-2;
5
15-X6 =4; XZS :i; Xq =
V15,
topiladi.

Berilgan pozinom x = ® almashtirish orqgali
\ By
regular pozinomga keltiriladi va yugoridagi masalalardagidek,

567
uning eng kichik giymati topiladi: min/ =/ | T
15



1- naraunaviy hisob topshiriglari

1.1.1—1.1.6. Quyidagi funksiyalaming ekstremumIlarim
toping:

1) Z = X3+ y3- 3xy;

2) Z =x3y2(l2-x-y), x>0 y> 0
3) Z =X2+xy +y2+X-y +1;

4) / =X3+Xx;

5) / =x4+x2;

6) / =4x4- x2 +5.
1.1.7—1.1.10. Quyidagi funksiyalaming shartli ekstre-
mumlarini grafik usulda toping:

/ =3xj +x2. / =x2+y2- 2x - 10y +26.
x2 +x1 <40, Xj - 2x2 -
*x? +x| >4, 8) 5xj +2x2 & 20>
X >0. X- > 0.

/ =x2+2x2-3.

1.1.11—1.1.13. Quyidagi funksiyalaming shartli ekstre-
mumlarini yo‘qotish usuli bilan yeching:

11) /7 =x2+x2; X +x2 =]
12) / =x2- x2; X+ xI<\6;
x\-x2 =4,

13) /7 =3x2 +2x1 - 3xj +1, x? +xN =4,
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1.1.14.—1.1.20. Quyidagi funksiyalarning shartli ekstre-
mum larini grafik usulda toping:

14) /1 =x\x2, X2+X =2
15) / =x1+x2, N+ =1

, 1,1 11
16> Xj x2' X2 +xl
17) /=Xi+X2, Xj+X2=2, X >0, x2>0.
18) Z =Xj- 2x2 +2x3 -> max

X2 - xf+*2 =1

19) Z =X *x2 +x2 *x3 -> max(min)

fXi+x2 = 2,
jx2 +x3 =3.

20) Z =X +x2 -> max

xf +xf =1
1.2.1.—1.2.25. Quyidagi masalalarni tengsizliklar
usulidan foydalanib yeching:

L 7ix) =5 + 2% smin, x>0
« 3X

5 Fx)e %2+ % smin, x >80
4 nx

3. /(%) =-2x +imr- ->min, x > 0
n 3x2

4. 703 N2 25 S mm, x>0;
3 3x

3 .
5 /(*) =ux+ y — min, x >0;
2nx

71



3 X
3 .
7 /(*) =2nX +--—-—» min, x >0;
2nx2
8. /(X) =nx +--—-- >min, x >0,
nx

9. f{x) - x+-r1--->min, x >0;
X

2
10. /(x) =nxh »min, x >0;
X

2
11. / « =«X +v': —min, x >0;
X

12. /(*) =2x + ->min, X >0;
VX

13. 7/ (X) =wn>/X +---- »min, X >0;
X

14. /(x) =2x +—5F -» min, x >0;
3yl x

15. N*) =n"Xx +7p-> min, x >0;
yX

16. /(x) =%X+—->min, x >0;
X

17. f(x)=2lfr +-]L —min, x >0;
VX

2

18. /(*) =nac+-==-» min, x >0;
VX

19. /(x) =2>/Xx +—->min, x >0;
X
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20. / (x) =2x° +--3----->min, X>0;
nx

21. f(x) =¥xX +——>min, x >0,

22. f(x) =Jx +-~L ->min, x> 0;
VX

23. /(%) = + 47= min> X>
VX

24, /(*) =Y Xx+-n=-> min. X>0;
VX

25. /(*) =/ 41 f=>min, X>0,

1.3.1.—1.3.25. Quyidagi masalalarni tengsizliklar

usulidan foydalanib, n =125 lar uchun yeching:

1. /(x)=:—x'(5- x) —max, 0 <x <5.
2. /(x)=jx3(B-n.x)max,0 <x <—
—Xj —=max, 0 <X <72.

4. /(x) =-"x3(4- nx)->max,0 <X<—
\Y 5 n

s 4
5. /7 (x) =2x (4- nx) ->max,0<x <—

6. / (x) =y x2(4-x)—max,0<x <4,

7. / (x) =" x2(1- x)->max,0<x <L
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8. /(x) =4xI (2-m xj-»Tax,O< x<2—.
9. / X)y=3jc3VL-ux -» max,0 <x <y

10. / (x) =5xn/n-x2 —max, 0 <x </

11. /7 (x) =x3V«- X3 —» max, 0 <x <WVii
12. /7 (x) =72x(n - 3x) -» max,0 <x <j .
13. / (X) =i/x(2-nx2) —max,0 <x <
14. / (x) =~"x M- x3] —»max, 0 <x <M.
15. / (x) =xyjn-3x2 -» max, 0 <x <
16. / (@) =3j4- nx2 -» max, 0<x <- 1.
i
17. 7 (*) =x2 - x4) —=max, 0 <x <t
18.7 (x) =Vx (n - x) —max,0<x <n
19. 7 (x) =3/x(n-2x) -» max,0 <x <~.

20. f glx)7:3x"/1- nx —>max, 0 <X <—

1.4.1.—1.4.25. Quyidagi pozinomlarning regularligini
tekshiring va uning eng kichik giymatini toping (n=1,25):

1./(x) =x +—; 2. /(X)) = ux +—;
(x) =x ” (x) lex
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3./(*) =[x +=

51 7 2x+3 XK

7.fix) =¥x +—;
X
*) — .
9. /(*) =2fc +r;
=4x +—\
11. ZW X

=4x +N=:
VX

13. /M

15. /(X):ny/\ +~éi;

17. fiX) =~ 4 _4=
n<lIx

19. / [
. =7 X +=;
(x) 4 nx

21. /(x) :':I;XZ +~:

n
1.2, 3
* = =+
2 ety
3

25. /(x) =+

4. f(x) =nl[x +—;
X

6% /W =" A+

8. /(x) =2k =

10./(X) =2x2 +—.;
nx

12. /(X) :%H')é
14.7(x) =Wx

VX
i6./w=-"+; ;

18. f(X) =~ +57 J;

20. /r(‘x)\:h2+ tf‘ :

-tl
22. = —Ll-;
/(X)) =nx + 2n|3}z’

24. /(x) :2|/|x'+22;
nx



Il bob. Dinamik programmalashtirish

1- 8. Dinamik programmalashtirish masalalarining
umumiy qo'‘yilishi

Izvosh masalasi. llgari izvoshlar asosiy yo'l transporti
bo'lib xizmat gilgan. Yoiovchi quyidagi xarita bo'yicha
ma’lum birjoydan ikkinchijoyga izvoshda yo‘lga tushadi (2-
rasm). Sayohat yo‘lovchining sog‘ligi va hayoti uchun xavf
tug'diruvchi muammolar bilan bog‘liq bo'lgani uchun
yo'lovchi yo'l oldidan xavfsizlik choralarini ko'rdi [7].

¢y bilan /— holatdan j — holatga borishda xavfsizlik
uchun to‘lanadigan narx belgilanadi.

2- rasm.
Rasmda caning shartli, sonli giymatlari ko‘rsatilgan.

Yo‘lovchining magsadi 1- holatdan 10- holatga boradigan
shunday yo‘Ini tanlashi kerakki, uning yo i xavfsizligi uchun
to‘laydigan narxi minimal bo‘lsin, Har bir kvadrat xaritada
holatlardan birini ifodalaydi. 1- holatdan chigadigan yo‘l
variantlaridan qgaysi birini olmaylik, 10- holatga borguncha
4 gadamni tashkil etadi. Yo‘lovchi quyidagi optimallik
prinsipiga amal qiladi, ya’'’ni o'ziga ma’'qul optimal
strategiyani tanlaydi.
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Optimal strategiya shunday xossaga egaki, biror holatni
egallash yo'li ganday bo'‘lishidan qat’iy nazar, navbatdagi
yechim bu holatdan boshlanuvchi yo‘l gismi optimal
stratcgiyasiga tegishlidir.

Shunday qilib, yo'lovchi tushunadiki, masalan 6-
holatdan chiquvchi optimal yo‘l uning ganday marshrut bilan
kelishiga bog‘liq emas.

Shunga ko‘ra u shunday xulosaga keladi: Agaru 5-, 6- va
7- holatlardan chiguvchi optimal yo‘lni bilganda edi, u 3-
holatdan chiquvchi optimal yo‘Ini oson aniqlay olardi (agar
u shu yo'l orqali o‘tishga garor qgilsa). Hagigatan ham 3-
holatdan o‘tish narxlarini (c35,¢36,c37) awaldan hisob-
langan optimal yoi (5-, 6-, 7- holatlardan o‘tish) narxlariga
go‘shish va hosil bo'lgan yig'indilami tagqoslab, yig'indi
minimal bo‘lgan holatni tanlash kerak. Shunga o‘xshash 2-,
3- va 4- holatlardan chiquvchi optimal yo‘ltami topib 1“
holatdan o'tuvchi optimal yo‘lni aniglash mumkin. Quyidagi
belgilashlar yordamida keltirilgan optimallik prinsipi va uni
hisoblash ma’nosini ifodalash mumkin.

/., (5) — oxirgi holatgacha n gadam golganda i holatdan
chiqgan yo‘llar uchun minimal xarajatlar strategiyasiga mos
keluvchi narx, jn(s) —/, (5) ga erishtiruvchi yechim.

/ — maqgsad funksiyaning qiymati, 5 esa bu giymat
sistemaning s holatiga bog‘lig ekanligini bildiradi, n indeks
s holatdan yana necha gqadam bosish kerakligi hagida
ma’lumot berib turadi, j — biror muayyan yo'‘lga mos
keladi vau « gadam va 5 holatga bog'lig bo‘ladi.

Chizigli programmalashtirish modellari bir gadamda
yechilgani uchun bunday murakkab belgilashlarga muhtoj
emas. Dinamik programmalashtirishda esa optimal yechimga
bir necha gadarriiarda kelinadi. 1zvosh masalasiga kelsak,

/I o(10)= o0, (2.1.1)
chunki 10- holatda sayohat tugaydi. Keyin f\ (8) va f\ (9)
oson hisoblanadi, /0(10)ga mos ravishda ¢c8j0 yoki ¢9]0
go'shiladi.
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/2(6) — oxirgi holatga 2 gadam gqolgan 6- holatda

minimal xarajatlar strategiyasi narxi hisoblanadi. 6- holatdan
2 yo'nalishda 8- yoki 9- holat orgali o‘tish mumkin. Birinchi

holga mos strategiyani hisoblash uchun f\ (8) (awaldan
hisoblangan) gac6g qo‘shiladi, ikkinchi holga mos
strategiyani hisoblash uchun esa /i(9)ga c¢6g qgo‘shiladi va

/2 (6) uchun shu ikkiyig‘indidan kichigi tanlanadi. Bu usulni

quyidagi dinamik rekurrent munosabatlar ko'‘rinishida
ifodalash mumkin:

fn(j) = nS1iJnf a +fni ()], « = 1,4, (2.1.2)

Bu ifoda turli strategiyalar narxining barcha mumkin
bo'lgan giymatlari yo‘lning navbatdagi gadami uchun5

holatdan j holatga o'tish mos narxlari yo‘lning oxiriga
(n-1)ta gadam qolgan j holatdan chigish yo'llarining

tanlangan optimal strategiyaga mos naixlarga qo'shib hisoblab
topish kerakligini bildiradi. Hosil bo‘lgan yig'indilami o'zaro
taqqoslab kichigiga to‘g‘ri kelgan j tanlanadi. Ya'ni, awal

/i(s)lar: /1(8) va /2(9) hisoblanadi. Keyin 0‘z navbatida
n=2 wuchun /2(5), A(6)» A(7) va undan Kkeyin

/3(2), (3), /3(4) topiladi. Masala /4(1) topilgandan
so'ng oxiriga yetadi.

Masala yechishning bu usuli o0z o'zini ta'minlash usuli
deyiladi. Hisoblash jarayoni nolga teng hisoblardan boshlanadi

va u keyingi hisoblashlar uchun zamin yaratadi, ya’'ni f) (s)
ni bilgan holda f\(s) hisoblanadi, f\ (i) ni bilgan holda

f 2(5) hisoblanadi va hokazo. (2.1.2) ifoda rekurrent formula

yoki rekurrent munosabat deyiladi. Shu hisoblash jarayonini
ko'rib chiqaylik.
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/=1 uchun (2.1.2) va (2.1.1) ifodalardan foydalanib,
hisoblanadi.

f\ (8) =c8I10+0=1yi(8)=10 (s =8)
/(9) =010 +0 =4, j\(8) =10 (s =9). (2.1.3)
Hisoblar tartib bilan quyidagi jadvallarga joylashtiriladi.

1- jadval.
n=1 c¢j+/0V)
Holatga o'tish R
S % A(s) /1«
Holat 8 1+0 10 1
9 4+0 10 4
2-jadval.
i Holatga o'tish
s A 8 9 A (s) M s)
5 7+1 5+4 8 8
Holat 6 3+0 4+4 8 4
7 7+1 1+4 9 5
1- jadvalda 8- va 9- holatlarga mos ikkita gator bor va

ularning biridan o‘tuvchi marshrut tanlanishi kerak. Bu
jadvalda bitta ustun bor, chunki 8- va 9- holatdan fagat bitta
— 10- holatga o‘tish mumkin. « =2 uchun (2- jadval)
yo'lovchi 5-, 6-, 7- holatlami tanlashi mumkin va shuning
uchun bu jadvalda uchta satr bor. Lekin bu holatlardan u
fagat 8- va 9-holatlarga o‘tishi mumkin va shuning uchun
jadvalda ikkita ustun bor. Jadval asosiy ustunlaridagi sonlar
(chapdagi) navbatdagi gadam narxlari c¢si - s holatdan j
holatga o'tish narxlari bilan j holatdan boshlanuvchi yo‘l
gismlari /,_i(j) optimal strategiyasi narxlari yig'indisini
ifodalaydi. Har bir gatorda bu yig‘indilaming kichigi tanlanadi
vau o‘ngdan 1- ustungajoylashadi.

j —holatning optimal tanlanishi jn (J) bilan belgilanadi
va o'ngdan 2- ustunda joylashgan. « =2 uchun hisoblashlar
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2- jadvalda kellirilgan. Undan ko‘rinadiki, optimal marshrut
5- va 6-holatlar uchun 8-holatdan o‘tadi, 7- holat uchun
esa 9- holaldan o'tadi.n - 3 uchun keltirilgan 3-jadvaldagi
shtrixlangan kataklar 2- holatdan 7- holatga va 4- holatdan
5- holatga o‘tish mumkin emasligini bildiradi.

3~jadval.
Holatga o'tish h(s) h{s)
5 6 7
2 10+8 12+4 6 16
Holat 3 5+8 10+4 7+5 7 12
4 15+4 1345 7 18

Yana shuni ta’kidlash kerakki, 2- jadvaldan fagat /2(y)
ning qiymati olinadi. Bu esa dinamik programmalashtirish
barcha usullarida eng muhim o‘rin hisoblanadi: n gadam
uchun optimal xarajatlar strategiyasi navbatdagi yechimning
va golgan («-1) gadam uchun optimal xarajatlar strate-
giyasining iqtisodiy natijalaridir.

4- jadval.
Holatga o'tish Mis) Ais)
2 3 4 3 17

Holat 1 2+16 5+12 1+18

Oxirgi hisoblashlar n =4 uchun 4- jadvalda keltirilgan.
Undan ko'‘rinib turibdiki, minimal xarajatlar strategiyasi
narxi quyidagiga teng:

/74(1) =17, yaA(l) =3. (2.1.4)

Magsad funksiyasining bu giymatiga qaysi optimal
strategiya mos keladi? Bu savoiga javob berish uchun
jadvallardan quyidagi tartibda foydalanish kerak:

4- jadvaldan boshlaymiz: 1- holatdan chiggan optimal
yo'l 3- holatdan o'tishi aniglanadi. Endi 3-jadvalga o tiladi.
Undan ko‘rinib turibdiki, optimal yo‘l 3- holatdan 7- holatga
o'tadi. Endi esa 2-jadval garaladi, unga ko'ra optimal yo'l 7-
holatdan 9- siga o‘tadi va nihoyat 9- holatdan 10- holatga
o‘tiladi. Demak, optimal yo‘l 1-3-7-9-10 bo'lib, unga
/4(1) =5+7+1+4 =17 minimal xarajat sarflanadi.
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Bu usul to‘g‘ri tanlash usulidan ko‘ra samaraliroqdir.
Bu masalada 14ta joiz (mumkin bo‘lgan ) yo‘l mavjud
bo‘lib, ular har biriga sarilangan xarajatni hisoblash uchun
4 migdor qo‘shiiadi. Demak, bu o'rinda 42ta qo'shish amalini
bajarish kerak (42 = 14x3). Yuqoridagi masalani yechish
uchun hammasi bo'‘lib 16 ta amal bajarildi. Masalada
go‘llangan bu usul dinamik programmalashtirish usuli
deyiladi.

Dinamik programmalashtirish masalalarining umumiy
go'yilishi quyidagicha izohlanadi. Boshqaruv jarayoni, ya'ni
korxonalar o‘rtasida xomashyo taqgsimlash, villar davomida
xomashyodan foydalanish, jihozlami almashtirish, zahiralami
to'ldirish va hokazo Kkabi iqtisodiy jarayonlar ko‘rilayotgan
bo'lsin. Bunday masalalarda boshgaruv obyekti — sistema

boshqarish natijasida sQ holatdan s holatgao‘tkaziladi. Faraz
gilaylik, boshgaruvni n gadamga bo'lish mumkin bo‘lsin,
ya’'ni yechim har bir qadamda qabul qilinadi, s sistemani

boshlang'ich sO holatdan oxirgi s holatga o‘tkazuvchi
boshgaruv n gadam boshgaruvlar to'plamidan iborat
bo‘ladi.

Xk bilan k — gadamdagi (k=\,i) boshqgaruv
belgilanadi. Xk biror ma’noda cheklashlarga bo‘ysunadi va
joiz deyiladi (Xk — son bo‘lishi mumkin,« — o‘lchovli
fazoda nuqta bo‘lishi mumkin, biror sifat alomati bo'lishi
mumkin).

X(Xi,X2,...,Xn) —S sistemani 50 holatdan s holatga

o‘tkazuvchi-boshgaruv bo‘lsin. sk sistemaning k —
gadamdan keyingi holati deb belgilansa, holatlar ketma-

ketligi hosil bo‘ladi (3- rasm): =5

3- rasm.
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Bu boshgaruv jarayoni samaradorligining ko'rsatkichi
bo'lgan magsad funksiyasi (mezon) boshlang‘ich holatga

Oo) va boshgaruvga (X) bog'liq
Z =f(50,X). (2.1.5)

Dinamik programmalashtirish usuli bilan yechiladigan
masalalarda butun jarayon uchun magsad funksiyasi uning

alohida gadamlardagi giymatlari fi{s,X) vyig'ilib topiladi,

ya'ni, har bir gadam samaradorlik ko'rsatkichiga nisbatan
additiv, k — gadamda samaradorlik ko'rsatkichi

Zk = fk(sk_x,Xk),k =\Tn (2-1-6)
bo‘lsa, u holda

Z =2 tk(sk-hxk) (2.1.7)

bo‘ladi. Bunday xossaga ega bo'lgan fimksiya additivfunksiya
deyiladi.

Ko‘pchilik masalalarda Z additiv funksiya bo‘ladi. Agar
masalaning dastlabki qo'yilishida u additiv bo‘Imasa, ma-
salaning ko'‘rinishini shunday o‘zgartirish kerakki, natijada
u additiv bo'lib golsin. Masalan, maqgsad funksiyasi alohida
bosqgichlarda erishilgan yutuqglar ko‘paytmasi ko‘rinishida
tasvirlangan bo‘lsa (bu multipleks mezon deyiladi), uni
logarifmlab additiv ko‘rinishga keltirish mumkin, ya’ni,

n
V=z , Vk =\gfk {sk-.x,Xk) deb belgilansa, v = 2"vk

additivlik xossasiga ega bo‘lgan Z bilan bir vagtda maksimum
(minimum)ga erishadigan yangi mezon, ya'ni, funksiya hosil
bo’ladi.

k — gadam oxirida sistemaning sk holati fagat o‘zidan
oldingi holatga sk va k —qgadamdagi boshgaruvga bog'‘lig
(undan oldingi holatlarga va boshqgaruvlarga bog'lig emas). Bu
talab “Keyingi harakatni yo'qligi” deyiladi.

Shunga ko‘ra holat tenglamalari quyidagicha ifodalanadi:

Sk=<Pk(*k-I>XK)> * = 1>, (2-1-8)



Har bir k — gadamda Xk boshqgaruv sistemasini
(Ar-1) — gadam natijasida olingan sk x holatdan yangi,

sk_i holatga va tanlangan Xk boshqaruvga bog‘lig bo‘lgan
sk holatga o'tkazadi.

Bunda sk yangi holat fagat sk_j holat va Xk bosh-

garuvga bog'‘ligligi va sistema sk_x holatga ganday kelganligiga
bog‘lig emasligi muhimdir. Hech bo'Imaganda bunga sistema
holatlarining sonini ortishi orqali erishiladi, ya’'ni sistemaning
holatini kelajakdagi natijalarga bog‘liq o‘zgaruvchilar
aniglaydi. Dinamik programmalashtirishda fagat hozirgi holatga
bog'liq strategiyalar qaralayotgan bo‘lsa, optimal strategiyani
topish juda qulay bo‘ladi.
optimallashtirish masalasi, ya'ni

dinamik programmalashtirish masalasi shunday ifodalanadi:

(2.1.7) magsad funksiyasi eng katta (eng kichik) giymat
gabul giladigan shundayjoiz X boshqaruvni topish kerakki,
u s sistemani 0 holatdan s holatga o tkazsin.

Dinamik programmalashtirish modeli xususiyatlariga

go‘shimcha qilib, har bir gadamda Xk boshqgaruv vas*.

holat parametrlar soniga bog'ligligini aytish lozim. Bu turdagi
masalalarni yechishning maqgsad funksiyasi cheklashlari
ko‘rinishiga bog‘lig ravishda qo‘llaniladigan turli usullari
mavjud. Quyida funksiya va cheklashlaming qanday berilishiga
bog‘lig bo'Imagan holda dinamik programmalashtirish
usulining qo'llanilishi ko'rib chigiladi. Bu usul optimallik
prinsipi va rekurrent munosabatlardan foydalanishga
asoslangan.

2- 8. Optimallik prinsipi. Bellman tenglamalari

Dinamik programmalashtirish usuli garor gabul qilish
jarayonini bosqichlarga bo'lish mumkin bo‘lgan optimal-
lashtirish usuli bo‘lib, unga 50- yillarda amerikalik olim
R.Bellman asos solgan. Birinchi marta bu usul bilan zaxiralami
optimal boshqgarish masalalari yechilgan. Keyinchalik bu
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usulning tatbiq doirasi kengaya bordi. Dinamik program-
malashtirish usuli R.Bellman ifodalagan optimallik prinsipiga
asoslanadi. Bu prinsip magsad funksiyasining optimal givmatiga
nisbatan rekurrent munosabatli-funksional tenglamalarda o'z
aksini topgan.

Optimallik prinsipi:

S sistemaning holati biror sondagi gadamdan so'ng
ganday bo'lishidan gat’'iy nazar, navbatdagi qadamda
boshqgaruvni shunday tanlash kerakki, u shundan keyingi
hamma gadamda, optimal boshgaruv bilan birga, shu gadam
va golgan hamma gadamlami optimal gqarorga (yutugqa) olib
kelsin.

Optimal boshgaruv gadamma-gadam amalga oshiriladi.
Har bir gadamda boshgaruv fagat shu gadam uchun
optimallashtiriladi. Keyin har bir gadamdagi boshgaruv uning
ogibatlarini hisobga olgan holda tanlanadi. Chunki fagat shu
gadamda maqgsad iunksiyasini optimallashtiruvchi boshgaruv
butun jarayon uchun optimal bo‘lImay qolishi mumkin.
Shuning uchun har bir gadamdagi boshqgaruv butun jarayon
nuqtayi nazaridan optimal bo'lishi kerak [15].

1- §da tahlil gilinayotgan boshlang'ich holati sq bo‘lgan,
«ta gadamga bo'linadigan masala optimallik prinsipiga
asoslanib, ketma-ket «ga 1, 2,... giymatlar berib, har xil s
holatlarda — bir gadamli, ikki gadamli va hokazo masalalar
ketma-ketligi sifatida garaladi. Qator yangi belgilashlar
kiritiladi va masalaga ovdinlik kiritishda ulaming ganchalik
muhirnhgi e’tirof etiladi.

Sistemaning ixtiyoriy sk_x holati har bir gadamida Xk

yechimni tanlashi kerak, chunki bu tanlash navbatdagi %
holat va u bilan bog'liq keyingi boshqaruv jarayoniga ta’sir
giladi. Lekin shunday gadam ham borki, bu oxirgi gadam
bo'lib, ixtiyoriy holat uchun faqgat shu gadamga tegishli
optimal yechim topiladi.

Ana o‘sha n- qadam qarab chiqiladi, 5nj— sistema-

ning n- gadam boshidagi holati, sn =s — oxirgi holat,
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Xn-n - gadamdagi boshqaruv, f,(s,,_xXn)—n- qgadam-
ning magqgsad funksiyasi (yutug‘i) bo'lsin.

Optimallik prinsipiga ko‘ra, Xnni shunday tanlash kerakki,
ixtiyoriy s,,_i holat uchun bu gqadamda maqgsad funksiyasi
maksimumga erishsin (maksimum masalasi bilan kifoyalaniiadi).
Zn(sn_i) — magsad funksiyasining maksimum i—oxirgi
gadam boshlanishida S sistema ixtiyoriy holatda, oxirgi

gadamda esa boshgaruv optimal bo‘lgan shartlar ostida n -
gadam samaradorlik ko'rsatkichdir.

Zn(sn-1)—n —n - gadamda magsad funksiyasining

sharth maksimumi

zn(sn-1) - Xiff- (2.2.1)

z n (5/i-i ) ni maksimumga erishtiradigan Xn yechim ga
bog‘lig va u n- gadamdagi shartli optimal boshqgaruv

deyiladi, X,(sn_\) bilan belgilanadi (4- rasm).
Xn(sn_\) —n - gqadamdagi shartli optimal boshqaruv

zn(sn-\) maksimumga erishadigan Xn ning giymatidir.

Magsad funksiyasining
y*(t % n- gadamdagi shartli
¢nvVn-l) optimal giymati

Magsad funksiyasining
ixtiyoriy Xn-i boshgaruv va sn-~2

holat uchun (it-1)
gqadamdagi qiymati

4-  rasm.



(2.2.1) tenglama asosida optimallashtirish masalasini

yechib, barcha mumkin bo‘lgan holatlar uchun Z”(sn_i)

va Xn(sn_\) topiladi.

Endi n- gadamga « - 1- gadamni qo'shib, ikki gadamli
masala garaladi.

Ixtiyoriy sn2 holatlar, Xn_x ixtiyoriy boshqgaruv va

n- gadamdagi optimal boshgaruv uchun maqgsad funk-
siyaning oxirgi ikki qadamdagi giymati quyidagiga teng.
fn-lisn-2>Xn\) + Zn ). (2.2.2)

Optimallikprinsipigako'ra ixtiyoriy sn_2 uchun yechimni

shunday tanlash kerakki, u n - qgadamdagi optimal bosh-

garuv bilan birga oxirgi ikkita gadamda maqgsad funksiyasi
maksimumiga erishtirsin. (2.2.2) ifodaning barchajoiz Xni

boshqaruvlar bo'yicha maksimumini topish kerak. U sn_2 ga
bog'lig bo'lib Zn(s,_2) bilan belgilanadi va oxirgi ikki

gadamdagi optimal boshqaruvda magqgsadfunksiyasining shartli
maksimumi deyiladi.

X,,_\(sn_2) ~(n- 1) gqadamdagi shartli optimal boshgaruv
deyiladi:

Zn-1(s,,-2) ~ PBX.\fn-2(sn-2>Xn-\) +Zn(sn-H\  (2.2.3)

(2.2.2) da figurali gavslar ichida turgan ifoda faqa
sn_2 va X,,_iga bog'lig, chunki s, xni (2.1.8) holatlar
tenglamasidan k =n-1 qo'yi'b topiladi.

sn-\ =
va Z*(sn_i) funksiyadagi ni o‘miga qo‘yiladi.
Xn\ — bitta o‘zgaruvchiga bog'lig maksimallashtirish

natijasida (2.2.3) ga ko‘ra ikkita funksiya topiladi: Zn_\(sn_2)

va Xn-I(sn-2)
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Shundan so‘ng uch gadamli masaia qarab chigiladi. Oxirgi
ikkita gadamga (n _2)- gadam qo‘shib garaladi.

Z*K(sk-i) bilan maqgsad funksiyasining k - gadam boshida

sistema s”-i holatda bo‘lganligidan w_£ +i - gadamlardagi
optimal boshgaruv uchun k -gadamdan boshlab oxirigacha
olingan shartli maksimumi belgilanadi (5- rasm).

n
2RI = RN
U holda

£ .fo)

X N X.\sri)

f (v, X

5-  rasm.

Oxirgi n-k gadamlarda k- gadamdagi ixtiyoriy Xk va

keyingi n-k gadamlarda optimal bo‘lgan boshqaruvlardagi
magsad funksiyasi quyidagiga teng:

fk (sk-1>X k) + Zk+H\(Sfc) »
Optimallik prinsipiga asosan Xk bu yig'indining
maksimallik shartidan tanlanadi, ya’ni

z k(sk-1) = ™ax]fk(Sk-\>XK) +z kKH(sK\> (2.2.4)

k=n-1 «-2,...,2,1.
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k- gqadamda Xk boshqaruvda (2.2.4) maksimumga erishadi

va uni X%(skl) bilan belgilanadi, k- gadamdagi shartii
optimal boshgaruv deb ataymiz. (2.2.4) tenglamaning o‘ng
tomonida sk o‘rniga holat tenglamasidan topilgan

sk =(Pk(sk-\>Xk) ifoda go'yiladi.

(2.2.4) tenglamalar Bellman tenglamalari deb ataladi.
Bu munosabatlar funksiyaning keyingi giymatlarini bilgan
holda awalgi giymatlarini topishga imkon beradi. Agar (2.2.1)

Z*_i(sn_i) topiladi. U holda k=n -1 da (2.2.4)dan sn_2
barcha joiz giymatlar uchun maksimallashtirish Zn_\{sn_2)

unga mos X" _j(s,_2) ifodalarni aniglash mumkin.

Zn_i(s,_2) bilgan holda (2.2.4) va (2.1.8) dan foydalanib

holat tenglamalarini topamiz.

(2.2.1) va (2.2.4) tenglamalarini yechish jarayoni shartii
optimallashtirish deyiladi. Bunda oxirgi gadamdan bosh-
lanuvchi dinamik programmalashtirish masalasining yechish
usuli tasvirlangan (teskari sxema). «- va birinchi gqadamlar
o'mini almashtirish mumkin (to‘g‘ri sxema). Shartii opti-
mallashtirsh natijasida quyidagi ikkita ketma-ketlik hosil
bo‘ladi:

Znisn-1>Zn-\ (sn-2)emz 2(51)>Z\(sq)
oxirgi ikki gadamdagi, oxirgi« gadamdagi magsad funk-
siyasining shartii maksimumlari ketma-ketligi va
X*V 1), XnA(sn) ... X ;U ), Xi(s0)
ularga mos sharth optimal boshqaruvlar ketma-ketligi.

Bu ketma-ketliklardan foydalanib, dinamik program-
malashtirish masalasi n va s0 berilgan holda topiladi. Ta'rif
bo'yicha birinchi gqadam boshida sistema sO holatda bo'l-
ganligidan n gadam uchun magsad funksiyasining shartii
maksimumi Zj*("0)2a ten2>Ya'ni)

Zimx=Zi(s0). (2.2.5)



¢0 anig giymatida X* = Xj*(@'0) topiladi, (2.1.8)dan

=@ (i0,Z ¥) topiladi va ketma-ket X2 =X2(sf) topiladi,
ya’'ni quyidagi zanjir bo'yicha:

- x \(io) —= ) —=X2 - X2(s\) =52
= <Rfat »(2):>X3 =Xj(s2) —=.. —>s = (2.2.6)

= tyn- \(sn -2>Xn-\) M Xn ~Xn|sn -\)

dinamik programmalashtirish masalasining optimal yechimi
topiladi.

— belgi holat tenglamasini go‘llashni, ,,=>“
— belgi shartli optimal boshgaruvlar ketma-ketligini
bildiradi).
3-§. Ish tagsimoti
Ikki turda ish bajamvchi n ta qurilmaga egamiz. Agar X
qurilma | turdagi ishni bajarsa, bundan olingan foyda cp(x)
boiadi. Qurilmalarni bir gismi amortizatsiya natijasida
kelajakda ishlatishga yaroqgsiz bo‘lib, gqolgana(x) qurilmani
ishlatish mumkin deylik. Agar, y qurilma Il ishni bajarsa,
bundan olingan foyda \I>) bo‘ladi, ishga yaroqli qurilmalar
soni B(y) ga teng boiadi. Birinchi bosgichda xx qurilma |
turdagi ishni bajarsin va yx qurilma Il turdagi ishni bajarsin
Yy\=n\~x\ (wi - n)- U holda birinchi bosgichda umumiy
foyda cpCxjHcpCyi) ga teng, ishga yaroqli qurilmalar
«2 =a(xj) +RF>]) dona bo'lib goladi. Aytaylik, endi qolgan
/2 qurilma o'rtasida | va Il turdagi ish tagsimlanadi, ya’ni,
x2 qurilma | turdagi ishni, y2 =«2 - x2 qurilma Il turdagi

ishni bajaradi. Bu bosgichda umumiy foyda <p}) + ga
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teng bo‘ladi, kelajakda ishga yaroqli qurilmalar soni esa
«3 =2a(x2) +@3("2)ga teng. Bu jarayonni davom ettirib,
oxirgitv bosqichga keldik. Bu bosqgichdax# qurilma I turdagi
ishni bajaradi. yjf =nN - xN 1l turdagi ishni bajaradi. Bunda

nN = ct(xN_1) +P(x/v_i), umumiy foyda esa c¢p(xN) +y (yN) .
Barcha N bosgich uchun umumiy foyda

[<K*i) +VCvi)] +[<P(2) +V(J2)] ++ » -+[p(Xiv) +vO M)]- (2.3.1)

Har bir bosgichda I ishni(albatta, Il ishni ham) bajarish
uchun ajratilgan qurilmalar sonining barcha N bosqichda
ulardan olingan umumiy foyda maksimal bo'ladigan miqdorini
topish kerak.

Balki, umumiy foyda maksimumini topish masalasini har
bir gadamda maksimal foydani hisoblash va olingan natijani
go‘shishga Kkeltirish mumkin deb faraz qilish joizdir, lekin
hagigatda bunday mulohaza xato bo‘ladi. Buni quyidagi
misollarda ko‘rib chigiladi.

Ba’'zi belgilashlar kiritiladi. /&(«), k=1,2,...,N —
boshida qurilmalar soni n bo‘lgan holda oxirgi k bosqichda
(N - k+1 dan N — gacha) olingan optimal (maksimal)
foyda ular birinchisining boshida qurilmalar soni n ga teng
bo'lgan. Xususan, f N(n) —barcha N bosgich uchun olingan
optimal foydani bildiradi. Ta'rif bo'yicha:

fk(n) =max{[<p(x*_£4) i o+
+[(p(xjv) +¥(>An} (2.32)
bunda, xN_k+h . . . xN, yN-k+I> mm<yN oszgaruvchi-

lar quyidagi munosabatlarga ega: maksimum bo‘lganligi
shartidan olinadi: XN_k+ +yu-k+i =»N-k+i(nN-k+\ =nh

mmmxN+yN=nN=a(xN_l)+$(yN_1). Shunday qilib,
berilgan <pv]/Za va @3 funksiyalarga bog‘lig 2k o‘zgaruvchili

funksiyaning ekstremumini topish masalasiga kelindi. Dinamik
programmalashtirish usuli berilgan masalani juda oddiy
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bo‘lgan bir o‘zgaruvchili bir nechta funksiyaning eks-
tremumini topish masalasiga keltirish imkonini beradi. Shu

maqgsadda fk va fk_\, k =2,3,...,N funksiyalami bog'lovchi

muhim bir munosabat kcltirilib chiqgariladi. Oxirgi k ta
bosqgichning birinchisida x qurilma Itur ishni bajaradi, n -x

qurilma esa Il tur ishni bajaradi (0 <x <n). Bu bosqichda
foyda cp(x) +\JA4- x) ga teng, keyingi bosgichlaming boshida
esa a(x) +B(n - x) dona ishga yaroqli qurilma goladi. Ulami
oxirgi (£-1) bosqgichda «eng yaxshi» tagsimlab,
cp(x) +vAn- x) +fk_i (a(x) +B(n- x)] foyda ofinadi va bu
foyda birinchi bosqgichda x qurilma i tur ish bilan band bo‘lgan
holda oxirgi Ata bosqgich uchun optimal foyda bo'ladi. x ga
bog‘lig bu foyda shartli optimalfoyda deb ataladi. xga barcha
mumkin bo‘lgan giymatlar x =0,1,2,...,« berib va mos shartli
optimal foydalar ichidan eng kattasi tanlanadi. Shunday qilib,
oxirgi k bosgich uchun optimal foyda topiladi, bunda birinchi
bosqgichda n ta qurilma mavjud bo'lganligini ta’kidlash lozim:

Fk(r) = max {ep(x) +Wn- x) +fk_j[a(x) +B(«- ")},

k=23,..,N. (2.3.3)

Bu rekurrent munosabat dinamik programmalashtirish
usuli asosida yotadi va optimallik prinsipini ifodalaydi. U
dinamik programmalashtirish ning asosiy funksional tenglamasi
deyiladi. Bu munosabat (k >1) yana bir munosabat bilan
to'ldiriladi:

N () = max {(p) +N(n - x)} _ (2.3.4)

Bu boshida n ta qurilmaga ega bo‘lgan oxirgi N- bosqgich
uchun optimal foydani aniqlaydi.

(2.3.3) munosabat bilan barcha mumkin bo‘lgan n lar
uchun ketma-ket /2(n),/3(n),....,/w_i(«) va nihoyat /# («)-
lami topish mumkin. Bunda har bir gadamda bir o'zgaruvchili
funksiyaning maksimumi topiladi.
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N bosgich davomida optimal foydani topish masalasini
yechish jarayonida yo‘l-yo‘lakay N -1,7V-2,...,2,1 oxirgi
bosqgichlarda optimal foydani topishdan bir xil turdagi
masalalarning butun bir oilasining yechimi topiladi. Bu
dinamik programmalashtirish usulining xarakterli xususiyatidir.

Endi barcha bosqgichlarda qurilmalarning I va Il turdagi
ishlar o'rtasida optimal tagsimoti topiladi.

Birinchi bosgichda ish n\ta qurilma o‘rtasida tagsimlansin,

deylik. («1 — berilgan anig son) x\ orqali quyidagi ifodaga
maksimum beradigan x belgilanadi:

/i (1) = g0ax (P) +¥(cl =x) +IN=\ [«(*) + B(l - %)}
x\ — birinchi bosgichda 1 ish bilan band qurilmalar

sonini bildiradi (y\ =n\-x{ Il ish bilan band qurilmalar
soni).

x* — ikkinchi bosqich boshida ishga yaroqli qurilmalar
soni, a(x\)+ ROi*) =n28a teng. Quyidagi ifodaga maksimum
beradigan x ning giymati X2 bilan belgilanadi:

fN-\ («2) = max2 {<P(*) +¥(«2 - x) +fff-2 [«(x) +R(«2 “ *)]}

0 <X<»
xi — ikkinchi bosqgichda | ishni bajaradigan qurilmalar
soni, yl =n2- X Il ishni bajaradigan qurilmalar sonini

L/IIUU.UW1.

Xuddi shuningdek, xé,x4,...,va vaalbatta y?‘;,yz,...,yN -

lar topiladi. f N(nX) optimal foydani olish uchun barcha

bosgichlarda ish tagsimotini ko'rsatuvchi optimal strategiyani

x1,X2,...x*N ,yl,y*2>>*N sonlar ketma-ketligi aniqlaydi.

Optimal strategiya tabiiy to‘g‘ri tartibda, ya'ni awal 1-

bosqgich uchun, keyin 2- bosgich uchun va hokazo. N -
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bosqgich uchun aniglanganligini ta’kidlash joiz. Optimal
foydani hisoblash jarayoni esa teskari tartibda, awal oxirgi
bosqgich uchun, keyin oxirgi ikkita bosqich uchun va nihoyat
barcha n bosqgich uchun amalga oshirildi.

Berilgan funksiyalar chizigli bo‘lgan holda ish lagsimlash
masalasini yechishga doir quyidagi misolni ko‘rib chigaylik.

Misol.
«! =100, cp(x) =0,9%, v(y) =0,5%, a(x) =0,3x, R(y) =0,8"
va TV=3.

Awal boshida n ta qurilmaga ega degan faraz bilan oxirgi
uchinchi bosgichda optimal foyda hisoblanadi. Agar bu
bosqgichda x qurilma I ish bilan band bo‘lsa, («- x qurilma

Il ish bilan band boisa), umumiy foyda <p(X)+\J/«- Xx) ga
teng.
Demak, 3- bosqgichda optimal foyda

/.(«) —0n<1ax itp(x) +\]/(«-x)} 6nax {0,9x +0,5(n-x)\ =

= ma 0,4x +0,5«} =0,9
O<jc§al X «} «

x =nda maksimumaga erishiladi, ya’'ni uchinchi bosgich
boshida mavjud qurilmalarning hammasi | ish bilan band
bo'lishi kerak. (2.3.5) rekurrent munosabatni gqo‘llab, ikkinchi
bosqgich boshida« ta qurilmaga ega bo'lgan, oxirgi ikkita
bosqgich uchun optimal foyda topiladi:

f2(n) = + - x) +f\ +B(« - =

(n) Ongjg«lcp() N(n - x) +f\ [a(x) +B(«- x)]}
= max {0,9x +0,5(n - x) +f\ [0,3x +0,8(n - X) |} =
O<x<n
= max ﬂ0,4x +0,%7+0,9(0,8« - 0,5x)| =
0<x<n
= max {1,22«- 0,05x} =1,22«.
O<x<n

Bunda x —ikkinchi bosqichda I ish bilan band qurilmalar
soni. Bu holda x =0, ya’'ni ikkinchi bosgich boshida mavjud
qurilmalarning hammasi Il ish bilan band bo'ladi.

Nihoyat uchala bosgich uchun optimal foyda /3(«)
quyidagiga teng:
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13(«) = gnax 1<p) +1(n - x) +/2[a(x) +B(«<- X))} =

0<x<n

= max {0,9x +0,5(«-x) +/?[0,3x +0,8 («-x)I) =
max (cx) +/7] (x))

= max |0,4x +0,5« +1,22(0,8«- Q,5x)} =

0<x<«

= max (1,476« - 0,21x) =1,476«.
O<x<n

U x =0da maksimumga erishadi, ya’'ni birinchi bosgichda
barcha qurilmalar Il ish bilan band bo‘lishi kerak. Masala
shartiga ko‘ra, nx =100, uchala bosqgich uchun optimal foyda
/j(100) =1,476-100 =147,6. Endj har bir bosgichda quril-
malar o'rtasida ish tagsimoti optimal strategiyasi aniglaniladi.
Yuqorida ko'rganimizdek, birinchi bosgichda 100 ta
qurilmaning hammasi Il ish bilan band. lkkinchi bosgich
boshida ishga yaroqli R(100) =0,8-100 =80 ta qurilmaga
egamiz va ulaming hammasi ikkinchi bosgichda Il ish bilan
band. Uchinchi bosgichning boshida R(80) =0,8 -80 =64 ta
qurilma saqlanib qoldi va ular bu bosgichda I ish bilan band.
Demak, optimal strategiya bu masala uchun quyidagiga teng:

X]| :0, X2 =0, X3 = 64, yI =100, 1>2 =80, y3=0-

4- §. Transport vositasiga boiinmas buyumlarni
optimal joylashtirish

Dinamik programmalashtirishning asosiy funksional
tenglamasiga ko‘ra dinamik programmalashtrrishda yechimni
topish algoritmini strategiyalar ketma-ketligi yoki maqgsad
funksiyalari ketma-ketligi kabi aniglaniladi. Bu ketma-
ketliklar bir birini aniglaydi. Maksimal foydaga olib keladigan
juda ko‘p optimal strategiyalar mavjudligiga garamay, faqat
bitta optimal foyda beradigani tanlanadi. Dinamik
programmalashtirishda ko‘p bosqichlijarayon rejalashtirilib,
har bir gadamdagi boshgaruv, keyingisi hisobga olingan
holda topiladi. Faqgat bitta gadam, ya’'ni oxirgi gadamda bunga
zarurat yo‘q. Bu oxirgi gadamni eng katta foyda keltiradigan
gihb rejalashtirish kerak.

94



Oxirgi gadam optimal qilib rejalashtirilib o‘zidan oldingisi
bilan birlashtiriladi va asosiy funksional tcnglamaga ko‘ra bu
ikki gadamdagi eng katta yutuq topiladi va hokazo. Shuning
uchun dinamik programmalashtirishda jarayon “oyog‘i
osmondan qilib”, ya’'ni, oxiridan boshiga aylantiriladi. Biroq
oxirgi gadamni undan oldingisi gqanday tugaganligini bilmay
turib ganday rejalashlirish mumkin? Buning uchun oxiridan
oldingi gqadam ganday tugallanganligi to‘g‘risida turli farazlar
gilinadi va har bir faraz uchun masala yechilishi (masala
oxiri)gacha saqlanadigan oxirgi boshqgaruv tanlanadi. Bu
jarayon har bir gadamda takrorlanadi va u o'zidan oldingi
gadam ganday tugallanishiga bogiig bo'ladi. Shunday
shartlarda tanlangan optimal boshgaruv shartli optimal
boshqaruv deyiladi [8].

3- masala. Umumiy yuk ko‘taruvchanligi W gateng bo‘lgan
samolyotga 4 xil yukni shunday joylashtirish kerakki, bunda
Pi,P2,P3,P4~ 1-, 2-, 3-, 4- turdagi yuklar birligi massasi,
har bir yukning narxi, \MXV2,V3,\4 —bo'lganda, yuklaming
umumiy narxi maksimal bo'lsin. Xj,X2,X3,X4 —samolyot
bortiga ortilayotgan 1-, 2-, 3-, 4- turdagi yukning miqdori.

Yechish. Masalaning magsad funksiyasi:

4
t XV, =XxoFj + X28\2 +X3 \\8 +X4 s\ -> max
V=1

va cheklash sharti

4

E X,Pi =X\ m] +X2 2 +X3 w3 +X} -p4 <W (jan iborat.
Iz

Bu masala “rukzak” to‘g‘risidagi masalani eslatadi. Sayyoh
safarga chigar ekan, o‘zi bilan nima olishini hal gilishi kerak.
Har bir predmet o'z og‘irligiga va giymatiga ega. Tanlangan
predmetlaming umumiy og‘irligi mo'‘ljallangan og‘irlikdan
ortmasligi va ulaming umumiy giymati maksimal bo'hshligi
talab etiladi.

Aniglik uchun, W =83, p\ =24, p2 =22, p3=16,
M =10, W=96 W =85\ =50, M =20 shartli
birliklarda olinadi.
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Koiinib turibdiki, bu masala butun sonli program-
malashtirish masalasidir. Uni yechish uchun yechim
topishning ko‘p gadamli jarayonini, ya’'ni dinamik
programmalashtirish usuli go‘llaniladi. Umumiy sxemaga
ko‘ra, masalani ikki bosgichda yechamiz. Birinchi bosgichda
bir o'zgaruvchi bo'yicha ketma-ket optimallashtirish yo'li
bilan yechimlaming mumkin bo‘lgan optimal variantlarini
topamiz. Ikkinchi bosqichda esa ular ichidan berilgan masala
uchun optimali tanlab olinadi.

Birinchi bosqich 4 ta gadamdan iborat.

1- gadani. Bunda samolyotga fagat birinchi tur yuk
joylashtirishning mumkin bo'lgan optimal variantlari topiladi.

X\ giymatni va unga mos yukning f\ (W) maksimal narxini
ning mumkin boigan turh giymatlaridan topish kerak.
Bu holda yukning maksimal naixi m\ <fV,Xj =0,1,2...

cheklash shartida A (W) =max[Xi fiJga teng. Shartdan
Xi

v
ligi maium, u holda f\[W) maksimumni topish

uchun Xj ni iloji boricha kattaroq olish kerak, ya’'ni,

W
X, = 7 ~ dan ortib ketmaydigan eng katta butun son.
hund lib, A !
Shunday gilib, URE.

y q ( -P\-

uiror gauam Duan W*gqlyi
Z] va /] (W)lar topiladi. Agar samolyotning yuk ko‘ta-

ruvchanhgi 24 shartli birlikdan kam bo‘lsa, birinchi turdagi
yukdan bitta ham joylay olmaymiz. Yuk ko'taruvchanlik 24
dan 47 sh.b. gacha giymatlami gabul qgilsa, birinchi turdagi
yukdan bir dona joylash mumkin va hokazo. Natijalar 5-
jadvalga keltiriladi. Ularda W kengroq doirada 87 shartli
birlikkacha giymatlami qabul giladi.
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5-jadval

w nT A\ w A m *1
0..23 0 0 48..71 192 2
24..47 96 1 72..87 288 3
2- gadam. Bunda samolyotga birinchi va ikkinchiturdagi

yuknijoylashtirishdagi yuk ko'taruvchanlik qaraladi. Joylash-
tirish maksimal narxi fi(W) bilan belgilanadi. X2 —
ikkinchi turdagi yuk miqgdori bo‘lsa, birinchi turdagi yuk
massasi W - p2X2dan ortmasligi kerak. Bunda birinchi turdagi

yuklar maksimal narxi f\ {JV- X2p2) = mxa\x((W - X2p2) F)

va yukning umumiy narxi f\2 =X2\2 +f\ (W - X2p2)ga teng
bo‘ladi. U holda

/2 (W) =max{X2\ +fx[W - X2Pn)}
X2

w
- (2.4.1)

P2

Bu ifodaning maksimumi fagat X2 bo‘yicha qidiriladi.

Lekin bu ikkinchi turdagi predmetlar uchun yuk ko'taruv-
chanlik ganday bo'lishi kerakligini bilmaymiz. Shuning uchun

W ning 0 dan 83 sh.b.gacha (2.4.1) ifodani har xil giymat-
larida ko'‘rib chigish kerak. f\ (W -X 2p2)r0 hisoblashda 5-
jadvaldagi natijalardan foydalaniladi.

Masalan, W =46 shartli birlikni olayhk. X2ning mumkin

bo‘lgan giymatlari 0,1,2. Ularga mos ikkinchi turdagi yuklar
narxi 0; 85; 170 shartli birlikga teng va birinchi turdagi
yuklar uchun yuk ko‘taruvchanligi 46, 24, 2 shartli birlikka

teng (LN '-*202=46-0-22;46-1-22;46-2-22).
5- jadvaldan W =46;24;2 uchun f\ (W) =96;96;0
topiladi. Mos qiymatlarni qgo'shilsa, 0+96 =96;
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85 +96 =181; 170 +0 =170. Ular ichidan eng kattasi 181
tanlanadi. Bu giymat X2 =1, da topiladi. W =46 uchun

X2 —1, f2(fv) =181 ni 6- jadvalga joylashtiriladi. va

/2 (W) ning hisoblash natijalari 6- jadvalda keltirilgan. Undan

ko‘rinadiki, yuk ko‘tamvchanligi 21 shartli birlikkacha boigan
transport vositasiga, ya'ni, samolyotga hech ganday yuk
joylab bo‘Imaydi. Yuk ko'taruvchanlikning 22, 23 giymatlari
gabul gilinsa, ikkinchi turdagi 1dona yuknijoylash mumkin,
24—43 shartli birlikkacha giymatlami gabul gilganda yoki
birinchi turdagi 1 dona yuk yoki ikkinchi turdagi 1 dona yukni
joylash mumkin. Birinchi turdagi yuknijoylashtirishda yukning
umumiy narxi maksimal bo‘ladi. Yuk ko‘taruvchanlikning 44—
45 giymatlarida birinchi turdagi yukdan 1 dona, ikkinchi
turdagi yukdan esa 2 donajoylashtirish mumkin. Keyingi holda

yukning narxi maksimal bo‘ladi vau /2 (1) =170 ga teng.

W ning 46—47 shartli birlikkacha giymatlarida birinchi turdan
1dona; ikkinchi turdan 2 dona yuk joylash mumkin yoki har
bir turdan bittadan yuk joylash mumkin. Bunda keyingi
holdagijoylashtirilgan yukning umumiy narxi yugori bo‘ladi.

6- jadval.
w h (W) *2 w /2 (HO *2
0..21 0 0 48. .65 192 0
22.23 85 1 66...67 255 3
TA QA A fis fiQ 7
44..45 170 2 70...71 277 1
46..47 181 1 72..87 288 0
3- gadam. Bunda 1-, 2-, 3- turdagi yuklar joylashtiriladi.

Endi X3 bo'yicha maksimallashtirish talab gilinadi:
/123 =*3*3 +p (W ~*3Pi); /3(W)=max/123

0<z3< ! (2.4.2)

P3

98



W ga giymatlar berib, uning har bir giymati uchun
Zoning X3 bo'yicha maksimumi topiladi. /2(Waning
giymatlari 6- jadvaldan olinadi.

Masalan, W =38 sh. b.bo'lsin.X3ning mumkin

bo‘lgan giymatlari 0, 1, 2 sh.b.va unga mos uchinchitur
predmetlar narxi 0, 50, 100 sh.b. Birinchi va ikkinchitur
predmetlariga 38, 22, 6 sh.b. yuk ko'taruvchanlik to‘g‘ri kcladi.

6- jadvalga ko‘ra, /72 (W) =96,85,0 sh.b. Umumiy narx 96,
135, 100 sh.b. Demak, W =38 sh.b.da X3 uchun maksimal
narx 135 ga teng. Hisoblash natijalari 7-jadvalda keltirilgan.

4- gadam. Samolyotning optimal yuk ko‘taruvchanligi W*
topiladi. W ga qiymat bcrib, 4- turdagi yuk uchun X4

va/4 (1V) hisoblaniladi (7-jadval). Bunda W =83 uchun 8-
jadvalning 1- qatori hisoblansa, yetarli bo‘ladi.

7- jadval.
w MW) 3 W MO 3
0..15 0 0 44..45 170 0
16...21 50 1 46..47 181 0
22..23 85 0 48..63 192 0
24..31 96 0 64-69 242 1
32..37 100 2 70...71 277 0
38...39 135 1 72-87 288 0
40...43 146 1
8- jadval.
w U (w) x4 w U (w) x4
0...9 0 0 46..47 181 0
10-15 20 1 48-57 192 0
16-21 50 0 58...63 212 1
22-23 85 0 64..69 242 0
24..33 96 0 70—71 277 0
34-37 116 1 72-81 288 0
38-39 135 0 82-87 308 1
40...45 146 0
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Ikkinchi bosgich. Bunda qo‘yilgan masalaning optimal
yechimi topiladi.
f4(W)ning maksimal qiymati to‘rtinchi turdagi yuk

migdori X4 ga mos ravishda W* ga teng
W* =max fAW) =308, X4 =\ (2.4.3)

4- turdagi yuk massasi JT4P4 =10 sh. b. Qolgan uch turdagi
yuk uchun W -10 =73 sh. b. qoladi. W =73 sh. b uchun 7-
jadvaldan X3 =0 olinadi, shunga 0‘xshash x\ =0,

X{ =3lami 6- va 5- jadvallardan olinadi. 5—8 jadvallarga

gaytsak, ular ko'rsatilgan yukni W =87 shartli birlikkacha
ixtiyoriy yuk ko‘taruvchanlikka ega samolyotning optimal
joylashtirishini beradi.

Shunday qilib, biz gqo'yilgan masalani yechish bilan birga
shunga 0‘xshash masalalar to‘plami yechimini topishga
muvaffaq bo'ldik. Bir tomondan bu yaxshi, 2- tomondan

esa kompyuter xotirasida 5—8 jadval: f\(W)~A(\Y)

ustunlar navbatdagi (« +1) — qadam bajarilgunga,

Xb X2,X3,X4 ustunlar va ularga mos W qiymatlari butun
yechish jarayoni davomida saqglanishi kerak. Murakkab
masalalar uchun bu muammo muhim ahamiyatga ega va
garalayotgan usulning imkoniyatlari cheklanganligini
bildiradi.

5- §. Korxonalar o‘rtasida xomashyo tagsimlash

Masala. To'‘rt sanoat korxonasining kelgusi yilga
mo'ljallangan faoliyati rejalashtirilmogda. Boshlang‘ich

ma’lumotga ko‘ra, s0 =5 sh.b. Har bir korxona k - korxonaga
ajratilgan x mablagl (k =1,2,3,4,5) yil oxirida f k(x) foyda
oladi. fk(x) funksiyajadval ko‘rinishida berilgan (9-jadval).
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9-jadval.

X /W AW /3« /4«
1 8 6 3 4
2 10 9 4 6
3 11 1 7 8
4 12 13 1 13
5 18 15 18 16

a) fk(x) foyda mablag‘ni boshga korxonalarga sarflashga
bog'lig emas;

b) har bir korxona foydasi bir xil shartli birliklarda
ifodalanadi;

d) umumiy foyda korxonalar foydasi yig‘indisiga teng.

Umumiy foyda eng katta bo‘lishi uchun har bir korxonaga
gancha mablag' sarilash kerak?

Yechish. k- korxonaga ajraiigan mablag' migdori xk
bilan belgilanadi. Umumiy foyda

z :k2fk i xk) (2.5.1)
5
ga teng. 0 ‘zgaruvchi x lar quyidagi shartlami gqanoatlantiradi:

4
k =5 2.5.2
X ( )

Xk >0, k=14-
(2.5.2) shartlami ganoatlantiruvchi va (2.5.1) maqgsad

funksiyasiga maksimumni beruvchi x1,x2,x3,x4 0‘zga-

ruvchilarni topish talab gilinadi.

Modelning o‘ziga xosligi shundaki, cheklashlar chiziqli,
o'zgaruvchilar butun sonli, lekin fk(x”) funksiyalar jadval
ko'rinishida berilgan (9-jadvalga garang). Shuning uchun bunda
butun sonli chizigli programmalashtirish usullarini qo'llab
bo‘Imaydi. Ana shunday masalalarda dinamik programma-
lashtirish usulidan foydalanish qo‘l keladi.

Dinamik programmalashtirish usuli bilan yechish quyidagi
tartibda olib boriladi: xomashyo tagsimlash jarayonini 4

101



gadamli deb olinadi, gadamning tartib ragami korxona ragami
bilan ustma-ust tushadi. xj,x2,x3,x4 ~ mos ravishda 1-, 2-,

3-, 4- gadamlardagi boshqgaruvni belgilaydi. s — tagsimot
jarayonining oxirgi holati bo‘lib, u Oga teng s =0. Chunki
xomashyoning hammasi ishlab chigarishga sarf bo‘ladi.

Holat tenglamalari bu masala uchun sk =sk | -xKk,
k =14 ko'rinishida bo‘ladi, bunda sk — holat parametri
k- gadamdan keyin qolgan, ya’'ni, 4 -k korxonalar o‘rtasida
tagsimlanadigan xomashyo miqdori. 2Zk(sk \)~Kk-,
(k +1)-,...,4 - korxonalarning, agar xomashyo ular o‘rtasida
optimal i/fc_i(0 < <5) tagsimlangan bo‘lsa, shartli
optima] foyda k - qadamda joiz boshqgaruvlar 0 <xk <s*_j
shartni gqanoatlantiradi (k - korxonaga hech narsa ajratilmaydi
xk =0, yoki k- gadamdagidan ortigcha olmaydi, xk <sk_i
bo‘ladi). (2.2.1); (2.2.4) tenglamalar quyidagi ko‘rinishga
ega:

/. =4,54 =0=>Z4(s3) =O<r%1é]3/4(x4) \(12 5 3),

Z\(52) = omax”" {/3(x3) + Z4(s3)} _ (2.5.4)
Z2is,) = max  \f2(x2) +2Z\(s? 255
9] = 0 38%;; Y2 (x2) + 2\ ()} (253)
Z*%(5) =omax5{/,(x1) +Z2(s,)}. (2.5.6)
4- gadam. Yozilgan tenglamalami ketma-ket yechib, har

bir gadamda shartli optimallashtirish bajariladi. 1- jadvalda
/4(x) foyda monoton o‘sadi. Shuning uchun 4- gadamda
golgan barcha xomashyoni 4- korxonaga berish kerak. Bunda
s3=0,1...,5 joiz giymatlar uchun:

Z4(s3) =A (S3) va x4(s3) =s3m

102



3- gadam. Barcha farazlarni 3- gadamdagi qoldiq
xomashyoga nisbatan olib boriladi (ya’'ni, x, va x2
tanlangandan so‘ng). s2 o‘zgaruvchi 0, 1, 2, 3, 4, 5
giymatlarni gabul gilishi mumkin (masalan, agar barcha
xomashyo 1- va 2- korxonaga berilsa, s2 =0 boiadi, agar
1- va 2- korxona hech narsa olmasa, s2 =5 boiadi). Shunga

nisbatan 0 <xj <s2 tanlanadi, 53 =s2- x3 topiladi va har

xil x3lar uchun s2ning an>9 giymatida f3(x3) +Z”(s3)

yig‘indining giymatlari taqqoslanadi. Har bir s2 uchun bu

giymatlarning eng kattasi Z3(s2) - s 2 xomashyoni 3- va 4-
korxonalar o‘rtasida optimai tagsimlashdan olingan shartli
optimal foyda 3"boiganda optimallasfitmsh ID- jadvalda
keltirilgan. s2ning har b'r giymati uchun zl(s2), x1(s2)

giymatlari jadvalning 5- va 6- ustunlarida keltirilgan.
2- gadam. (2.5.3) tenglamani shartli optimallashtirish

k =2, 10-jadvalda keltirilgan. g ning barchajoiz giymatlari
uchun Z”sj) va ;r2( )ning giymati jadvalning 8- va 9-
ustunlaridan topiladi, 7- ustundagi birinchi qgo‘shiluvchi
/2(x2)ning qiymati boiadi va u 1- jadvaldan olingan,
ikkinchi go‘shiluvchi esa s2 =sj -x2 da 2- jadvalning 5-
ustunidan olingan.

1- gadam. (2.5.4) tenglama 10-jadvalda k =1da s0 =5
uchun hisoblangan. Yechim batafsil keltiriladi: agar X\ =0
bo‘lsa, u holda §] =5 boiadi. sx=5 xomashyo golgan 3
korxona o‘rtasida optimal tagsimlanganligi sharti bilan 4
korxonadan olingan foyda /j (0) +Z2(5) =0+ 19 = 19 ga teng.
(Z2(5) ning giymatlari sj =5da 10- jadvalning 9- ustunidan
olingan).
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Agar xi =1 bo'lsa, s2 =4 bo'ladi. s2 =4 xomashyo
golgan 3 korxona o'‘rtasida optimal tagsimlanganligi sharti

bilan umumiy foyda /j(i) +z2(4) =8+16 =24 (/i(l)
giymati 9 -jadvaldan olingan, Z2(4) giymati 10-jadvalning
9- ustunidan olingan). Xuddi shuningdek,

xx=2, s2=3, /j(2) +Z2(3) =10+13=23

Xj =3,s2=2, /i(3)+2Z2(2) =11+10 =21

xj =4,52=1, /j(4) +Z2(l) =12 +16 =28

X1 =5>s2 =0, /j(5) +Z2(0) =18 +0 =18
ostiga chizilgan giymatlami tagqoslanib, xj =xj*(5) =1da
z{ (5) =24sh.b. =Z max topiladi.

(2.1.16) tenglamadan foydalanib, s*=5-1=4
olinadi, 10-jadvalning 9- ustuni bilan X2 =x2(4) =2 topiladi.
So‘ng s2 =4 - 2 =2 topiladi va 10-jadvalning 6- ustuni bilan
X3 =X3(2) =1 va nihoyat 53=2—1=1 x4 =jgO) =1, ya’'ni,

X *  topiladi.

Xomashyo korxonalar O‘rtasida quyidagicha tagsim-
langan: 1- korxonaga 1sh.b.; 2- korxonaga 2 sh.b.; 3- korxonaga
1sh.b.; 4- korxonaga 1sh.b. va umumiy foyda 24 sh.b.ga teng.

1- eslatma. To‘rt o‘lchovli shartli ekstremum topish
masalasi 4 ta bir o'ichovii masala yecnisnga keitiriiadi va nar
bir gadamda bittax o‘zgaruvchi topib boriladi.

2- eslatma. Yuqoridagi masaladan ma’lum bo'ladiki,
dinamik programmalashtirish usuli funksiyaning ko'rinishi va

berilish turiga bog'liq bo‘Imaydi, /;(x) jadval ko‘rinishida
beriladi va shuning uchun 2%k(s), Xk(s) 10- jadvalda Kkelti-
rilgan diskret qiymatlami gabul qgiladi.
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10-jadval.

w1 xk Sk k=3 =0 k=1
h(xi)+ 2, 53 MX2)+ . q M
+24(19  (jj) U2 +Z}(SD) (8 +22()  (vo) (io)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0+1=1 0+4=4 0+6=6 8 1
1 0 3+0=3 4 0 6+0=6 6 1  8+0=8
2 0 2 0+6=6 0+7=7 0+10=10
1 1 3+4=7 7 1 6+4=10 10 1 8+6=14 14 1
2 0 4+0=4 9+0=9 10+0=10
0 3 0+8=8 0+9=9 0+13=13
1 2 3+6=9 6+7=13 1 8+10=18
8 2 1 ava=s ° 1 g44=13 B 2 1046216 B 1
3 0 7+0=7 11+0=11 11+0=11
0 4 0+13=13 0+13=13 0+16=16
1 3 3+8=11 6+9=15 8+13=21
4 2 2 4+6=10 13 0 9+7=16 16 2 10+10=20 21 1
3 1 7+4=11 11+4=15 11+6=17
4 0 11+0=11 13+0=13 12+0=12
0 5 0+16=16 0+18=18 0+19=19
1 4 3+13=16 6+13=19 8-16="4
2 T~ 4+8=12 9+9=18 10+13=23
S 3 2 7+e=13 B 5 qeym1s ¥l ppege=n 21
4 1 11+4=15 13+4=17 12+6=18
5 0 18+0=18 15+0=15 18+0=18
3-eslatma. Dinamik programmalashtirish usulining boshqga
usullardan wuslunligi — bu usul yechimning s0O va n

o‘zgarishlarga ta’sirchanligini tahlil giish imkonini beradi.
Yuqoridagi hisoblashni sO va n gqadamlar soni o‘zgargandagi
holal uchun ham ishlatish mumkin. Masalan, sO—boshlan-
g‘ich xomashyo gqiymati 1sh.b.ga kamaytirilsin. s0 =4 uchun

jadvalga k =1 dagi hisoblashni qo'yish kifoya giladi (bu esa
o‘sha 10- jadvalda bajarilgan).
Bu holda quyidagi tagsimlashdan

X*=1-»ip=4—-4=3 JX2=1y°ki xi=2-" s*i=2)-\ =2
yoki sl =3-2=1=X3=1 yoki *3 =0 S3=2-1-=1
yoki s3=1—-0=1= =1 Zma%=21

hosil bo'ladi.
Natijada 2 optimal yechim topildi:

XL L1171 va X(2>%12;0;1) -
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Agar boshlang‘ich xomashyo giymati, masalan 1sh.b.ga
orttirilsa va s0 =6, f k(:c) foyda funksiyalari o'z holicha qolsa,

10- jadvalga 1 boiim qo‘shiladi. Bu holat 11- jadvalda
ko‘rsatilgan.

11- jadval.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
0 6 0+16=16 0+22=22 0+24=24
1 5 3+16=19 6+18=24 8+19=27
2 4 4+13=17 9+13=22 10+16=26
3 3 7+8=15 11+9=20 11+13=24
4 2 11+6=17 13+7=20 12+10=22
5 1 18+4=22 15+4=19 18+6=24

mZrex =27 X, =1—»s, =6- |= 5=>X2=|—>
> 2 =5-1=4=* X3 =0
->53 =4 - 0 =4=>X4 =4,

Optimal yechim: Jf*(1;1;0;4).

sO0 =5 xomashyoni 2-, 3- va 4- korxonalar o‘rtasida
tagsimlash talab qilinishi 10- jadvalda yechib qgo'‘yilgan.
Jadvalning k =2 boiimidan Zmax =Z2(5) =19, x2 =1
X3 =0, X4 =4 yechim hosil bo‘ladi.

Nihoyat, agar korxona (qadam)lar soni ortsa jadvalning

k=0, -1 .. va hokazo ragamli gadamlarini qo‘shib
to'ldirish mumkin. Masalan, 6 migdordagi xomashyo 5
korxona o‘rtasida tagsimlanayotgan boisin. Bunda 5- kor-

xona foyda funksiyasi x * 0,/(0) =0da f(x) =3x+1| formula

bilan berilgan. 5- korxonaga k =0 nomer beriladi va bu
holda x0 — korxonaga ajratilgan xomashyo, 5ta korxonadan

olingan optimal foyda Zq(6) quyidagiga teng:
Zq(6) = max0<Xo<6 {/0(x0) +Z*(s,)}

bunda =6-x0. 0- qadamdagi shartli optimallashtirish
12- jalvalda keltirilgan.
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12- jadval.

*0 0 1 2 3 4 5 6
i, =6-.t0 6 5 4 J 2 1 0
/(0) =0 0 4 7 10 13 16 19

Zi*(5)(”™: =1 uchun 10-
va 11- jadvaldan olingan)
/Uo0) +2z,(ii) 27 28 28 28 27 24 19

27 24 21 18 14 8 0

Olingan natija Zmax =28ga teng bo‘lib, 4 ta optimal
yechim hosil bo‘ladi:

Xi*(LE2; 50, j£(2;55151),  X3(2;1;2;0;1), A40;1;1,0;1).
4- eslatma. 0 ‘Ichov kattalashgan holda hisoblashlardagi
texnik muammolar dinamik programmalashtirish usulining

kamchiligidir. Agar har bir X* boshqaaiv r q‘zgaruvchiga

bog'lig bo‘lsa, sk holat esa p o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa,

har bir gadamda rp — o'lchovli optimallashtirish masalasi
hosil bo‘ladi. Yugorida yechilgan masala bir o'lchovli bo'lib,
ya'ni, r =1, p =1, har bir gadamda bir o‘lchovli optimal-
lashtirish masalasi hosil bo‘ladi.

Dinamik programmalashtirish masalalarida boshgarish
jarayoni, tabiiyki, qadamlarga boiinadi. Masalan, korxona
faoliyati uchun xomashyoni bir necha yilga tagsimlashda 'oiror
vaqt davri gadamni belgilaydi. n ta korxona o‘rtasida vositalarni
tagsimlashda gqadam ragami navbatdagi korxonani ragami
bo'ladi.

Masala shartidan kelib chiqgib, gadam uzunligini shunday
tanlash kerakki, har bir gadamda oddiy optimallashtirish
masalasini hosil gilish va hisob-kitobning talab qilingan
aniqligini ta’'minlash mumkin bo‘lsin. Har bir gadamda faqgat
shu gadamni boshqarish optimallashtiriladi.
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6- 8. Jihozlarni almashtirishning iqgtisodiy
muammolari

Amalda uchraydigan muhim iqtisodiy muammolardan
biri — eski qurilma, ishlab chigarish binolari, agrégat,
mashina va shu kabi boshqga eskirgan jihozlar, uskunalarni
yangisiga almashtirishning optimal strategiyasini aniqlashdir,

Shunday vaqt keladiki, xarajatlarni ko'paytirib eski
jihozlarni ishlatgandan ko‘ra, ulami sotish yoki yangisiga
almashtirish afzalrog tuyuladi. Bunda uni xuddi shunday
yangisi yoki texnik jihatdan mukammalroqg bo'lgan boshqasiga
almashtirish kerak boladi. Jihozlarni almashtirishning optimal
strategiyasi almashtirish optimal muddatlarini aniqglash
demakdir. Bunda optimallik mezoni jihozni ishlatishdan
keladigan foydani maksimallashtirish yoki biror vaqt davo-
mida uni ishlatishga ketadigan umumiy xarajatni mini-
mallashtirish boiadi.

m yil davomida jihozdan foydalanishning har bir i- yil,
i =1,m uchun iyil jihozdan foydalanishda olinadigan foyda
maksimal bo‘ladigan optimal reja aniglansin [22]. Buning
uchun quyidagi belgilashlar kiritiladi:

r(t)-t vyillik jihozni 1 yil ishlatish natijasida olingan
mahsulot ishlab chiqarish foydasi;

/(/) - 1 jihozlash yoshi bilan bog'liq yillik sarflar;

c(i) - 1yillik jihozlaming qoldig narxi, P — yangi jihoz
nand. =m —

Jihozlash yoshi deb jihozm oxirgi almashtirishdan keyingi
ishlatish vaqtiga aytiladi va u yillar bilan o'lchanadi.

Masalani matematik modelini quramiz. Buning uchun:

1. Qadamlar soni anigianadi. Qadamlar soni jihoz
ishlatiladigan yillar soniga teng.

2. Sistema holati anigianadi. Sistema holatijihozlash yili t
bilan xarakterlanadi t =0,m.

3. Boshqaruvni aniglash uchun /- gadam boshida i = I,m
ikki boshgaruvdan biri tanlanadi: jihozlarni almashtirish yoki
almashtirmaslik kerak. Boshgaruv variantlari quyidagi son
bilan anigianadi.
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~_\0, jihoz almashtirilmaydi;

" [I, jihoz almashtiriladi. (2.6.1)
4. i- gadamda maqsad funksiyasi aniglanadi. i - gadamdagi
maqsad funksiyasi — bu i- yil oxirida jihozdan foyda-
lanilgandagi daromad t =0,/w, i =\,m .

I>(/) 41, agaryil boshidajihoz almashtirilmasa;
[c(0 p+r(0) L0) agarjihoz almashtirilsa. (2.6.2)
5. Holat o‘zgartirish funksiyasi aniglanadi:

<p/(0 =

[t+1, agar Xj=0;
agar Xj =1. (2.6.3)

6. i =m uchun funksional tenglama quyidagicha

W (/)- max \r~ -~
~x™m\c(t) - p+r(0)- /(0)- (2.6.4)

7. Asosiy funksional tenglama quyidagicha ifodalanadi:
\r(t)-1(t)+W M (t+\)

W:(t) = max_ .
X,6{0;1} [c(t) - p(t) +r(0)- Z(0) +WM (\) . (2.6.5)

bunda, W j(t)-i- gadamdan (/ - yil oxiridan) ekspluatatsiya

davri oxirigacha t vyillik jihozdan foydalanishdan olingan
foyda.

Wi+i (t +1) - (/+1)— gadamda ekspluatatsiya davri oxiri-
gacha (/+1) yillik jihozdan foydalanishdan olingan foyda.
Bu masalaga oid hisoblashlami quyidagi misolda keltiriladi.

Misol. m =12, p =10, c(t) = 0, r(t) - /(/) =q)(?). qit) ning
giymatlari 13-jadvalda berilgan.

13- jadval.
t I 2 3 4 5 6§ 7 8 9 10 1l 12
40 109 7 6 5 3 2 1 0
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Bu misol uchun funksional tenglamalar quyidagi
ko‘rinishga ega.

WO = oD+ <po)

a)-
Masalani yechish uchun 14- jadval to‘ldiriladi.
14- jadval.

t i--12 i= 1 /=10 /= /=8 i-=7 i-=6 i-=5 i=4 /=3 /=2 /=1

xI? Wi2 xll «il xp Win X0 woows XTW o« Kfoxg IKOXFom XTOWiox2 ooy a1
00 0O 9 0 7 Ov 0 490 0 44 0 55 0 8 0 MO 70 0 7 08
109 O 7 0 24 030 0 H 0 4 0 48 0 5 0 €60 6 0 72 078
208 0 150 2202 0 0 3 0 4 0 5 0 550 60 6 074
307 O 3 0 8 024 0 31 0 37 01 48 /1 48 0 50 60 0 6 0 73
406 0 n 1 ¥ 124 /41 0 0 3H 1 4 1 48 00 50 60 0 6 172
505 019 7 124 1 VD 1 H 1 4 1 48 1 %1 60 016 172
6 0 4 9 7 124 1 0V 1 H 1 4 1 48 1 $ 1 60 1 6 172
70 3 9 r 124 1 L 1 B 1 4 1 48 1 51 60 1 6 172
8 0 2 9 r 124 1 PV 1 H 1 4 1 48 1 5% 1 60 1 & 172
90 1 9 r 124 1 P 1 H 1 4 1 48 1 %1 60 1 & 17
oo 9 7 124 1 0 1 3B 1 4 1 48 1 541 60 1 66 172
1010 9 7 124 1 0V 1 B 1 4 1 48 1 %1 60 1 & | 72
2010 9 7 124 1 P 1 H 1 4 1 48 1 541 60 1 66 172

Jadvalni chap tomonidagi ustunda sistemaning mumkin
boigan holatlari /=0,12. Yuqoridagi satrda /=112
gadamlarga ragam qo'yib chigilgan. Har bir gadam uchun
shartli optimal boshgaruv x;(/)va i- gadamdan oxirigacha,
t yilhk jihozlar uchun shartli optimal foyda Wj(t) topiladi.

Bir necha gadam uchun jadval ganday toidirilishi
ko‘rsatib o‘tiladi:— —

1 Shartli optimaliashtirish oxirgi 12- qadamdan boshla-
nadi. i =12 uchun sistemaning joiz holatlari garaladi
t=0,1,2,..,12. Funksional tenglamalar 12- aadamda
quyidagi ko‘rinishga ega.

W iiit) - ma
Xo(b.1) —/>+<p

Iy £=10

PFI2(0) =max JWO0 +10 =10; x12(0) =0
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2y /=1

«il () = max{fio+i0 -9 ~2()=10

10y 7=19

fVv12(9) = max =1 =
©) CARITNY 1 x12(9) =0

1y 7=10

WI2( D) = max ° =0 =0 =
(D) =ma 1{10 Ly =0 x12010)= 0; x12(10)= |

13) ) i=12

»12(12)=n =0: jeid (12) =0; jc2¢12) =1.

12- gadamda 0—9 yillik jihozlar almashtirilmaydi. 10—12
yillik jihozlami almashtirish yoki ishlatish mumkin, chunki
/=10,11,12 uchun 2 xil shartli optimal boshgaruv mavjud
(1 vaO).

Hisob natijalari /=12 ga mos ikki ustunda qayd etiladi.

2. 11- gadamdagi shartli optimallashtirish.

¢=11 uchun barcha joiz holatlar ko‘riladi,
/=0,1,2,...,12.

11- gadamda funksional tenglamalar quyidagi ko'rinishda
bo‘ladi:

10 +9



2) t=1,

ro(l) + ~ 12(2) i9 +8
Kn0) - max +N + - max |_jo +1Q+9

- 17;xu(1) =m0.-
6) t=5,
d(5) + >KL2( [5+4

Wu (3) max{ +d(0) QiZ(l)_max +Ww +9

=9;xu(5) =0;xu(5) =1

7 /=6,

Wn (6) - max rijg‘G)wL*(-p)(‘(%zwL(?) - max |rfj4(;3+w +9
=9;x,(6)=1.

13) /=12,

¢ (12) ro
XK, (12) - max i_ +N +x " (1) - max +10 +9

=9:xn (12) = 1.

11- gadamda 0—4 yillik jihozlar almashtirilmaydi. 5 yillik
jihozlar almashtirilishi yoki almashtirilmasligi mumkin.
u- yildan boshlab jihozlami almashtirish kerak,

Hisoblash natijalariga ko‘ra 14- jadvalda i = 11 uchun
2 ta ustun to'ldiriladi.
1) i=0,
[d(0) + ~ n (1) flo +17
n~o(0) - max |_"* + (p(0) + -max |_1) +1Q+1?
=27;x10(0) = 0.
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) /=1,

VI0(1) = max o(l) +ivn (2) - max 9 + 15
1,0 [-/>+d(0) +>K,,(1) 1,0 1-10 +10+17

= 24;x10(1) = 0.
3) /=2,

d2) +11 i (3) 8+13
2) = =
o (2) ml,%x [-p + d(0) +>Kn (1) mi?(%( -10 +10+17

=21;x10@2)=10.

4) /=3,
3 - max ®(3) + Vm (4) i7+11
[0} = .
Ho(3) e -p+ @0) + K1) i,0 1-10 + 10+17
=18;x10(3) =0.
5) /=4,
[ o) = 1o x [PA) +TMI() —max., 879
10 1-/»+@O) +» 11(1) 10 -10 +10 +17
=17;x10(4) = 1
13) /=12,

00D =T33 o

=TaXﬂ°
, +Wi2(1) 1,0 1-10 +10 +17
=17*0(12) =1.

10- gadamda 0—3 yillikjihozlar almashtirilmaydi. 4- yildan
boshlab almashtirish kerak, chunki yangi jihozlar ko‘proqg
foyda keltiradi. /=10 uchun 2 ustun to‘ldiriladi.
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Qolgan 9 ustun ham shu tarzda to‘idiriladi. fvi+1(t) har
bir gadamda hisoblanganda cp(/) berilgan jadvaldan, W(0
esa oxirgi, bundan oldin to‘ldirilgan ustundan olinadi.

Shartli optimallashtirish jadval to‘ldirilgach tugaydi.
Shartsiz optimallashtirish 1- gadamdan boshlanadi.

Faraz qilaylik, birinchi gadamda /=1 yangi jihoz bor.

t=0 uchun HA(0) =82 optimal yechim. Bu giymat
yangi jihoz (12 yilda) keltirgan maksimal foydaga teng.
wW=* =HA0) =82 unga shartsiz optimal boshgaruv x*O) =0
mos keladi. Demak, i =1 uchun /=/ =0 va shartsiz optimal
boshgaruv xj(0) =0.

/=2 uchun (2.6.3) bo'yicha t2=ti +1 =1 va shartsiz
optimal boshgaruv x2(l) =0.

i =3 uchun B =t2 +1 =1 va shartsiz optimal boshqgaruv
x3(2) =0.

Bundan keyin mos ravishda.

=4, 4 =1 +1 -3, x4(3) =0,
=5, = + = *5(4) =1,
=6, 6 - 1 x6(l) =0,
=7, 17 =16 +1 =2, *7(2) =0,
=8, ig =tj +1 = 3, *8(3) =0,
=9 9 =tg+1=4, *9(4) = 1,
= 10, (10=1 *jo(l) = 0>
=11, *1=M0+1=2> *11(2) =0,
=12| *2=h\ +1 =3> *12(3):0

Optimal strategiyaga mos boshqaruvlar 14- jadvalda to‘q
gora rangda belgilangan. Bu masalada optimal strategiya
jihozlarni har 4 yilda almashtirishni taqozo etadi.

Shu tarzdaixtiyoriy yillikjihozlaming optimal strategiyasini
aniglash mumkin.



7- 8. Investitsiyalarning korxonaiar o‘rtasida optimal
tagsimlanishi

investor D sh.b. migdoridagi xomashyoni m ta korxona
o'rtasida taqsimlashi kerak. Har bir  korxona unga x xomashyo
sarilanganda (p(x) foydaoladi. Investitsiyalarning korxonaiar
o‘rtasida maksimal foyda beradigan optimal tagsimlanishini
toping [22].

Bu masalada W- korxonaiar keltiradigan foyda (yutuq)
maqgsad funksiyasi bo‘ladi.

Matematik model qurishga kirishiladi. Qadamlar soni
korxonaiar soniga, ya'ni, m ga teng. Sistemaning holatini
har bir gadam boshida mavjud bo‘lgan xomashyo migdori 5

migdor belgilaydi s<D .
i- gadamda xL- boshqgaruv /- korxonaga ajratilgan
xomashyo miqdori bilan belgilanadi.
<Pi(xj)-i- korxonaning unga x- xomashyo sarflan-
gandan keyingi foydasi bo'lib,
m
w =5>/¢/ (2.7.1)
&l
masalaning maqsad funksiyasi bo‘ladi. Berilgan masala dinamik
programmalashtirish usulida yechiladi. Yangi holatga o‘tish
funksiyasini quyidagicha belgilanadi va uni topishga harakat
gilamiz:

f(s;x) =s-x. (2.7.2)
Mabodo sistema i- gadamda s holatda bo‘lsava xboshqgaruv
tanlansa, /+1- gadamda u s- x holatda bo'ladi.Y a'ni, agar
s shartli birlik xomashyo mavjud bo’lib,korxonagax

xomashyo sarflansa, kelajakda investitsiya uchun s-x

xomashyo goladi. Oxirgi gadam /=m uchun funksional
tenglamalar tuzamiz.

AW =<PRW (2.7.3)
xOTi) =i. (2.7.4)
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Oxirgi korxonaga, oxirgi gadamda gancha xomashyo
golgan bo‘lsa, shunchasi beriladi. Shartli optimal yutuq bu
oxirgi korxona keltiradigan foydaga teng. Holat tenglamasiga
(2.7.1) wva (2.7.2) go'yilsa, quyidagi tenglama hosil bo'ladi.

Wij(s) = max{(p,~(x) + Wi+L(s -x)} (2.7.5)
XSS
Bu masala uchun asosiy funksional tenglama boiadi.
i - gqadamdan oldin s sh.b. xomashyo bor edi deylik. U holda
x xomashyo i — korxonaga sarflandi va u cp,(x) foyda berdi.

Qolgan s -x xomashyo golgan i + 1dan m gacha korxonalarga
sarflanadi. Bunday sarflashdan olingan shartli optimal foyda

WM (s-x). Shartli x boshqgaruvlar ichidan cp,(x) bilan
Wi+\(s-x) vyig'indisi maksimal bo‘ladigani optimal bo'ladi.

Masala. D =5000, m =3, (p,(x) giymatlari 15-jadvalda
berilgan.

15- jadval.
X 91W () <P3(x)
ming sh.b.  ming sh.b.  ming sh.b.  ming sh.b.
| 15 l 1.7
2 2 2,1 2,4
3 2,5 2,3 2,7
4 3 3.5 3,2
5 3,6 4 3,5
Bunda X >x2 uchun <P/Ax3) > (p/(x2), i =1,5.
Shartli optimallashtirish natijalari 16- jadvalda berilgan.
16- jadval.
/=3 i=1 i=1
*33co  W3(s) xi(s)  V2(s) Xx,(s) WX(s)
! 1 1,7 0 2
2 2 2,4 1 3,7
3 3 2,7 1 4,4
4 4 3,2 1 .
5 5 3,5 1/4 5,2 2 6,4

16- jadvalning 1- ustunida s =15 mumkin bo'lgan
holatlar yozilgan, yuqori satrda gadam nomerlari yozilgan.
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Har bir gadamda x{(s) shartli optimal boshgaruv va shartli

optimal foyda topiladi. fVj(s) /=13 s=1,5.

1) Oxirgi /=3 gadam uchun shartli optimallashtirish
o'‘tkazamiz. /=3 qgadam uchun funksional tenglama
fR3(i) = qB(s), X3(s) =s ko‘rinishga ega, shuning uchun

16- jadvaldagi i =3 ga mos ikkita ustun 15-jadvaldan bevosita
to‘ldiriladi.
2) Endi i =2 uchun shartli optimallashtirish o'tkazamiz.

/=2 uchun funksional tenglama yoziladi:
Wij(s) = max {q2(x) + We(s - x)}.

s ning har xil giymatlari uchun, ya’ni, oldingi gadam-

to'ldiriladi. Ular shartli optimallashtirish natijasida to‘ldiriladi.

17- jadval.
X 1- X (") tV3(I-x) @ (x)+fV3(I-x)
0 1 0 1,7 1,7
0 2 0 2
max {1,7,2}=2
X<l { }
W2(\) =2;
2 =1.
2) s=2-
18- jadval.

X 2-X 92 (x) W3(2-x) P2X)+ 13 2-X
0 2 0 2,4 2,4
1 2 1,7 3,7
2 0 2,1 0 2,1



19- jadval.
X 3-X @ (x) L @3- x) drM+UnN~3-x)
0 3 0 2,7 2.7
1 2 2 .24 4,4
pA— 1 2,1 1,7 3,8
3 0 2,3 0 2.3
max {2,7;4,4;3,8;2,3}=4,4
~2(3) =4,4;
*2(3) =1
1) 5 4
20- jadval.
X 4-x ®r(x) W (4-x)  q2(x)+ W4 - X)
0 4 0 3,2 3,2
1 3 2 2,7 4,7
2 2 2.1 2,4 45
3 1 2,3 17 4
4 0 3,5 0 3,5
max {3,2;4,7;4,5;4;3,5} = 4,7
n2(4) = 4,7,
*2(4) =1-
5) ; =5-
21- jadval.
X 5-X @ (%) ~3(5-x) QTX) + U-3(5 - X)
0 5 0 35 3,5
1 4 2 3,2 5,2
i 3 71 2.7 4.8
3 2 2,3 2,4 4,7
4 1 35 17 5.2
5 0 4 0 4

max {3,5;5,2;4,8;5,2;4} = 5,2

A2(5) =5,2;
*2(5) =
*2(5) = 4.
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s=5 W2(5) =5,2 uchun ikkita shartli optimal bosh-
garuv mavjud:
x2(5) =1va x2(5) =4 .

3. /=1 uchun shartli optimallashtirish o'tkaziladi.
1- gadamdan oldingi sistemaning holati ma’lum va shartli

optimallashtirishni fagat s = D =5 ming. sh.b. giymat uchun
keltiriladi.

s=5
22- jadval.

X 5-x <PI(x) N2(5-x) (@i (X) +N2(5-x)

0 5 0 52 5.2

1 4 1,5 47 6,2

2 3 2 4.4 6,4

3 2 2,5 3,7 6,2

4 1 3 2 5
3 “ 0 3,6 0 3.6

max {52;6,2;6,4,6,2;5;3,6}=6,4
X<5

»1(5) = 6,4;

Xj(5) =2

5ming sh.b. mablag‘ni 3 korxonaga sarflab 6,4 ming sh.b.
optimal foyda olindi:

wW* =" (5) =6,4.
Shartsiz optimallashtirish natijalarijadvallarda berilgandek
quyidagicha olinadi:

i=1sj=5 WI[5) =64, x*=xj(5)=2.
i =2 uchun holat tenglamasidan s2 =si - xj =5- 2 =3.
fF2(3) =4,4; x2 =x2(3) =1 »
/=3 uchun holat tenglamasidan s3 =s2- x2 =3-1 =2.
N3(2)=2,4,x3=x3(2)=2.
xX* =(2;1;2).

6400 sh.b. maksimal foyda olish uchun 2000 sh.b. dan
birinchi va uchinchi korxonaga va 1000 sh.b. ikkinchi korxonaga
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sarflash kerak. Olingan yechitn optimal yechimga yaqin bo'lib,
uni yanada yaxshilash uchun optimallashtirish gadamini
maydaroq qilish kerak.

2- namunaviy hisob topshiriglari

2.1—2.2 masalaiarda korxonalaming daromadif(x) ularga
ajratilgan x xomashyoning fiinksiyasi bo‘lgan holda n ta korxona
o'‘rtasida xomashyolar optimal tagsimotini toping (23-24-
jadvallar).

23- jadval.
1 7 3 4 5 6 7 8 q
rMx) 5 9 12 4 15 18 20 24 27 s0 =9
Mx) 7 9 11 13 16 19 21 22 25 n=3
Mx) 6 10 13 15 16 18 21 22 25 Ax =1
24- jadval
X 1 2 3 4 5
fiix) 02 09 10 12 20 sq =5
M X) 1,0 11 1,3 14 18 n=4
Mx) 21 25 29 39 49 Ax= 1
M x) 0 20 25 30 40

2.3. 2.1- masala shartlarida s0 =8 xomashyo optimal
tagsimotini toping.

2.4. Agar 4- korxona uchun foyda funksiyasi quyidagi
jadvalda berilgan bo‘lsa, 2.1- masala shartlarida - 9 bo'lgan
holda 4 korxona o‘rtasida xomashyo optimal tagsimotini
toping (25- jadval).

25- uwul
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
/aM 3 5 7 1 13 15 20 22 24

2.5. 2.2-masala shartlarida jO =6 uchunxomashyoning
4 korxona o'rtasidagi optimal tagsimotini toping.

2.6. 2.2- masala shartlarida xomashyoning 2-, 3-, 4- kor-
xonalar o‘rtasidagi optimal tagsimotini toping.
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2.7. 2.2- masala shartlarida xomashyoning 1-, 2-, 3- kor-
xonalar o'rtasidagi optimal tagsimotini toping.

2.8. 2.2- masala shartlarida xomashyoning 1-, 3-, 4- kor-
xonalar o'rtasidagi optimal tagsimotini toping.

2.9. 2.2- masala shartlarida xomashyoning 1-, 2-, 4- kor-
xonalar o'rtasidagi optimal tagsimotini toping.

2.10.—2.14 masalalar. Ishlab chigarish ikki sohasining
faoliyati n yilga rejalashtiriimoqgda. Dastlab, xomashyo migdori

so bo‘lib, yil boshida | sohaga ajratilgan x xomashyo vyil
oxirida /i(x) foydaberadiva gj(x) <x miqgdorda gaytib keladi.
Xuddi shunday Il soha uchun foyda funksiyasi /2(x) va gaytish
funksiyasi g2 (x) <x ham berilgan bo‘lsa, n yil davomida I
va Il ishlab chigarish sohasi o'rtasida sO xomashyo optimal
tagsimotini toping. Yil oxirida barcha qaytarilgan xomashyo
gayta tagsimlanadi, lekin foyda ishlab chigarish daromadiga
go‘shilmaydi.

2.10. sq = 40000s/z.Z>.; n=4; /i(x) = 0,4x; /2(x) = 0,3x;
(PI(x) = 0,5x; (@(x) = 0,8x

2.11. sq =I000GCsAG; n =4; f\(x) =0,Ix; 7/2(x) =0,5x;
(P(x) =0,75%; o2(x) =0,3x.

2.12. sq = I0000sA6.; n =4; f\(x) =0,6x; /2(x) =0,5x;
H(x) =0,7x; $(x) =0,8x.

2.13. sq =300sA.e.; n=4; [i(x)=0,6x; /2(x) =0,3x;
(PI(x) =0,4x; «q2(x) =0,7x.

2.14. s0 =300s/rA; n =3; /i(x) =0,001x; f2(x) =0,2x;
<H(x) =0,7x; q2(x) =0,3x.

2.15. 2.10- masalani har bir yil boshida Ax =10000
miqdorda qo‘shimcha xomashyo keltirilgan hoi uchun yeching.

2.16—2.18 jihozlarni almashtirishning optimal mud-
datlarini aniqlash masalalarining matematik modelini quring,
Bellman tenglamalarini yozing.

121



2.16. pQ=s8000, <p)=p02~t, r(O = o,/50(f+1); N=5-
bunda p{) — jihozning dastlabki narxi, cp(/) — uning t yil
ishlatilgandan keyingi narxi, r(t) — t yillik jihozning bir yil
davomidagi xarajatlari, N —jihozdan uni sotish davrigacha
foydalanish muddati. Dastlabki sotib olish va oxirgi sotish
umum iy xarajatlari minimal bo‘lgan holda jihozni ishlatish
optimal strategiyasini toping.

2.17. N= 5 yangijihozning narxi sotib olish yiliga bog'liq,

pk = 5000 + 500(k-1), k=p , cpy)= pk2~
va 1k(t) = 0,Ipk(t + ).
2.18. PO =8000, « =5, cp(0 var{t) 26-jadvalda berilgan:
26- jadval.

t 0 1 2 3 4 5
9(0 . 6000 5000 3000 1000 500

r(t) 600 800 1100 1500 2000 —

2.19. Samolyotga 4 xil yuk, yuklarumum iy narxi maksimal

bo‘ladigan qilib joylashtirilishi kerak. Samolyotning yuk
ko‘taruvchanligi H” =1looga, - 1, 2, 3, 4-
turdagi yuklar birligi massasi P\=5, P2=20, /3=10,
PA=15g9a va V\\V2,V},VA — 1, 2, 3, 4- turdagiyukning narxi
VI = 20, V2 =40, V3= 40, VA=55ga teng.

2.20. W hajmliomboiga 3jihozjoylashtirilishi kerak. N arxi
c, boigan i —jihoz \/tjoyni egallaydi. Har bir jihozdan

nechtadan joylashtirilsa, joylangan jihozlaming umum iy narxi
m aksim al bo‘ladi:

W =90 W=24 V2=19 F3=16 q =960
C2 =500 C; = 250 .
2.21. Uzunligi 167 sh.b. bo'lgan metall sim narxlari mos

ravishda g = 96, C2= 85, c3 =64, CA=135 bo'lgan /j = 48,
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L =44, B=32, /A=20 uzunlikdagi bo'laklarga shunday
kesib tayyorlanishi kerakki, buyurtmaning umumiy narxi eng
mak-simal narx bo'lsin.

2.22.-2.25 masalalarda birinchi holatdan oxirgi holatga
boradigan harajati eng kam optimal yo'‘lini toping (6—9
rasm, 9- rasmda holatlami nomerlang).
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8- rasm.

9- rasm.



Il bob. M atritsali o‘yinlar nazariyasi

O'yinlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasining eng
giziqarli va tez rivgjlanayotgan sohalaridan hisoblanadi.

Quyida “Nol yig‘indili ikki shaxs matritsali o‘yini”
ko'rinishidagi ziddiyatli holat sodda hollarining tahlili bilan
tanishamiz. Matematik o'yinlar nazariyasi asoschilaridan biri
J.Fon Neyman bo'lib, uning 1928 yilda yozilgan “K Teopunu
cTpaTernyeckolx Urp” asarida o‘yinlar nazariyasi asosiy teo-
remas! —“minimaks teoremasi’ning isboti keltirilgan. 1951-
yili esa J.Dansig matritsali 0‘yinlar nazariyasi va chizigli
programmalashtirish nazariyalarining bir xil ekanligini topdi.
Hozir o'yinlar nazariyasi usuli ko'proq matematik pro-
grammalashtirish masalalarini yechish va tahlil qilishda
go'llanilmoqda.

1- 8. Nol yig‘indili ikki shaxs matritsali o‘yini
Avvalo matritsali o'yin tushunchasini, misol bilan
tushunishga harakat qgilib ko'ramiz. Quyidagi matritsa berilgan
bo'lsin:
(5 0 -3 1

442 (311>

Bir-biriga bog‘lig bo‘lImagan ikki o‘yinchi ishtirok etayapti
va ulardan birinchisi matritsaning satr ragami, ikkinchisi esa
ustundagi ragamini aytadi. Agar birinchi o'‘yinchi ikkinchi
satmi, ikkinchi o‘yinchi uchinchi ustunni aytgan, ikkinchi
satr va uchinchi ustunlar kesishgan joyda turgan son 2 boisa,
birinchi o‘yinchining yutugi 2 shartli pul birligiga teng boiadi.
Bunda ikkinchi o‘yinchining yutugi — 2 , ya’'ni u birinchi
o'yinchiga 2 sh.b. yutqazgan boiadi. lkkala o‘yinchining
yutuglar migdori 2 +(-2) =0 teng. Biz (3.1.1) matritsa bilan
bir partiyadagi o'yinni ko'rsatdik. Boshqga partiyada birinchi
o'yinchi birinchi satrni, ikkinchisi esa uchinchi ustunni aytadi.
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Bunda birinchi o'yinchining yutug'i — 3 ga teng, ya’ni birinclii
o‘yinchi ikkincbisiga 3 sh.b. yutgazadi. Qarama-qgarshi
tomonlar yutugining yig‘indisi yana 0 ga teng boiayapti.
Agar uchinchi partiyada birinchi o‘yinchi birinchi satr,
ikkinchi o‘yinchi ikkinchi ustunni aytsa, ikkala o‘yinchi,
yutmaydi ham, yutgazmaydi ham va partiya durang bilan
tugaydi.

Faraz qilaylik, endi bitta partiya emas, partiyalarning
butun bir gatori o'ynalayotgan boisin. Birinchi o'yinchi,
masalan, quyidagi satr ragamlarini aytdi deylik: 1;1;2;1;1;2.

4 2 2 _1
U birinchi gatorni 0 :-J oraliq , ikkinchi gatomi esa - =-

orahqda aytdi. U holda ikkinchi o'yinchi birinchi o'yinchining
satr ragamlarini taniashdagi qonuniyatni ilg‘ab olib, o‘zi
uchun eng qulay boigan ustun ragamlari ketma-ketligini
tanlaydi: ya'ni 3;3;1;3;3;1 va natijada birinchi o‘yinchining
yutugi tegishli partiyalarda —3;—3;—4;—3;—3;—4;... ni tashkil
etadi. Birinchi o'yinchi uchun o'yinning muvaffaqiyatsiz
tugashiga sabab u satr ragamlarini tasodifan emas, qonuniyat
bilan tanlagan boigan. U raqgibiga har keyingi partiyadagi
yurishi ganday boiishini oson yoi bilan topish imkonini
bergan. Faraz qilaylik , birinchi o'yinchi satr ragamini,
ikkinchi o'yinchi esa ustun ragamini tasodifan, lekin aniq
ehtimollik bilan aytadi. Masalan, birinchi o'yinchi birinchi

?
satmi 7 ehtimollik, il STIRIifiVi Mil

1 3
ikkinchi o'yinchi esa 1- ustunni - ehtimollik, 2 - ustunni -

ehtimollik, 3- ustunni ~ ehtimollik bilan aytadi. Birinchi

3 H J 13P
o'yinchining strategiyasi P , ikkinchisiniki Q 5
N N
Birinchi o‘yinchining yutugi tasodifiy migdor boiib, uning

mumkin boigan (j°iz) qiymatlari 5;0;-3;-4;4;2 , ya'ni,
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(3.1.1) matritsaning elementlaridir. Bu giymatlar ganday
ehtimolliklar bilan gabul gilinadi? Agar tavakkaliga birinchi
o'yinchi 1- gatorni, 2- o'yinchi 1- ustunni aytsa, ikkila erkin
hodisa ro'y beradi va birinchi o'yinchining yutug‘i 5 ga teng
boiadi. Erkin hodisalar ehtimolligini ko'paytirish teoremasiga

31
ko‘ra, 5 yutug — - ehtimollik bilan topiladi. 0 yutuq esa

33
—a- ehtimollik bilan topiladi va hokazo. 1-jadvalda birinchi

o'yinchi yutugining barcha joiz giymatlari va ularning
ehtimolligi keltirilgan.
1- jadval.

5 0 -3 -4 4 2
3 1 3 3 3 1 11 1 T ——1
4’5 4’ 5 4’5 4’5 475 4’ 5

Birinchi o'yinchi P'l4 }17] strategiya va uning raqibi

Q 555 strategiyaga ega boigandagi tasodifiy migdorning
matematik kutilishi topiladi.

EYd™ « 31 A33 ,,,31 ...11 , 13

16
20
Demak, birinchi o'yinchining yetarlicha katta sonli par-

tiyalar o'ynalganda o'rtacha yutug'i 0,8 dan kam farqg giladi.
Endi bu vaziyatni umumiy holda garaylik. Faraz gilaylik,

A o'yinchi mta Ai,A2,...,Am strategiyaga, B o‘yinchi esa n ta

=0,8

Bi,B2,...,Bn strategiyaga ega.U holda o'yin mxn oichovga
ega boiadi va quyidagi
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«ll «12 «ln
A = «?1 «22 «2n

Vim am2 am

elementlari ixtiyoriy haqiqiy sonlardan iborat bolgan matritsa
bilan beriladi. Uni o yin matritsasiyoki to lov matritsasi deyiladi.

0 ‘yinchilarning ixtiyoriy strategiyalar juftini

i=\,m, j =\,n taniashlari natijasida o'yin bir giymatli
aniglanadi, ya'ni, A o'‘yinchining yutug‘i ay bilan va B
o'yinchining yutgazuvi (-ay) bilan aniglanadi. ay giymatlar

harbirjuft (AhBj), /=\,m ,j =1n uchun maium vatoiov
matritsasining mos satr va ustunlari kesishgan joyda turgan
elementga teng. Ikki o'yinchi bir-birigabogiiq bo‘Imagan holda
birinchi o'yinchi x\,x2...xm ehtimolliklar bilan mos satr
nomerlarini tanlaydi, ikkinchi o'yinchiesa yi,y2...y,, ehtimol-
liklar bilan mos ustun nomerlarini tanlaydi. M aium ki,
xi >0, yj>0(/=1m;j =1n)vato'laguruh tashkil etuvchi
birgalikda boimagan hodisalar ehtimolliklari yig‘indisi birga
tengligi hagidagi teoremaga asosan x\ +x2+...+xm =1,
yi +y2+—+yn - 1- JXxi,x2,— ,xm) — birinchi o'yinchining
strategiyasi, Q(yi,y2,...,y,) — ikkinchi o'yinchining stra-
tegiyasi. Demak, yig'indisi 1gatengbo‘lgaiirifarrilybo‘lmagan
komponentlarga ega mos oichovli ixtiyoriy vektor o‘yin-
chilaming joiz strategiyalari boiishi mumkin ekan.

Agar birinchi o'yinchi A matritsaning i- satrini, ikkinchi
o‘yinchij- ustunini tanlasa, o‘yin goidasiga ko‘ra, birinchi
o‘yinchining yutug'i (shu bilan birga ragibining yutqazishi)
ay ga teng bo‘ladi, raqibiniki -ay ga teng boiadi. Yutuglar
yig‘indisi 0 ga teng boigani uchun bu o'yin nol yig indili
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ikki shaxs oYyinlari deb ataladi. O ‘yinchilar satr va ustun
nomerlarini tasodifan tanlaganliklari uchun birinchi
o'yinchining yutugi tasodifiy iniijdor boiadi. Bu yutugning
mumkin boigan (joiz) giyjnat] \ji to‘lov matritsasining

elemenllaridir. Birinchi o'yinchinm.i: (iy yutugqqa ega boiish
ehtimolligi % eyj gateng. Uning p strategiyaga, ragibining
Q strategiyaga ega boiishini bilgan hold.t birinchi o'yinchi
yutug'ining matematik kutilishi quyidagigu leng:

m n
E{P,Q) = E 1 ajjXiyj = axxx”™ +al2xxy2 + ... +
/'=

+ amnxmyn. (3.1.3)

Yutugning matematik kutilishi fagatgina A matritsaga
emas, o'yinchilarning gabul gilgan strategiyalariga ham
bogiig va toiov matritsasi berilgan holda P va Q ning
funksiyasi bo‘ladi. U yutuqglar funksiyasi deyiladi.

2- §. Matritsali o‘yinlar yechimini topish

Partiyalarning butun bir ketma-ketligi o‘ynalayotgan
holatni olb garaylik: bunda birinchi o'yinchining bir partiyaga
to‘g‘ri keladigan o‘rtacha yutugi ma’'lum ma’noda uning
yutug‘i matematik kutilishiga yaqginlashadi. 0 ‘yinchilar
strategiyalari muhim xususiy hollaridan biri sofstrategiyadk.
Agar birinchi o'yinchi faqat /- satmi, 1 ga teng ehtimollik
bilan, golgan satrlarm 0 ga teng ehtimollik bilan tanlasa, u
holda uning strategiyasi Pt =(0,...,0,1,0,...,0) (bunda x, =1,
xk =0, k +i) sof strategiya, ya'ni, i- sof strategiya deyi-

ladi. P. — m oichovli birlik vektor, xuddi shuningdek, ikkinchi
o'yinchining j- sofstrategiyasi —bu n oichovli birlik vektor

Qj=(0,,.0,0;..:0) (®>y =1 yk=0, k £j) boiib anig-
lanadi. Birinchi o‘yinchi m ta sof strategiya, ikkinchi o'yinchi
n ta sofstrategiyaga ega boisin. Birinchi o'yinchi yutugining
matematik kutilishi, u P. strategiyaga ega boiganda, a, ga
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teng boiadi. Hagigatan, bu holda birinchi o'ymchining yutugi
1gateng ehtimollikka ega ayga teng va yutugning matematik

kutilishi *1,ya’'ni E{PhQj) =0ayga teng. Bu natijani (3.1.3)

formula bilan bevosita hisoblab topish mumkin. Sofbo‘Imagan
strategiyalami aralash strategiyalar deb ataladi. Har ganday
aralash strategiyaning kamida ikkita komponenti 0 dan farqli
boiadi. Sof strategiyalar soni cheklangani uchun bu o'yin
nol yigindili va ehekli sondagi sof strategiyalarga ega ikki
shaxsning matritsali o‘yini deb ataladi.

P* ={xI,x2,...x*m), Q\y\,y2,...,yn) - mos ravishda
birinchi va ikkinchi o'yinchining aniq strategiyalari boisin.

Ta'rif. Agar ixtiyoriy P va Q strategiyalar uchun quyidagi
tengsizlik o‘rinli boisa:

E(P,Q*)<v<E(P*,Q) (3.2.1)

u holda P'va Q' strategiyalar optimal strategiyalar deyiladi,
v soni esa oyin bahosi (oyin giymati) deyiladi. (3.2.1)
ifodadagi chap tengsizlik shuni bildiradiki, agar ikkinchi
o'yinchi Q' strategiyani qoilasa, u holda birinchi o'yinchi
ganday o'ynamasin, uning yutugi v sonidan ortmaydi. 0 ‘ng
tengsizlikning ma’nosi shuki, agar birinchi o'yinchi P’
strategiyada turib olsa, u holda ikkinchi o'yinchi ganday
o‘ynamasin, birinchi o'yinchining yutugi v sonidan kam
boimaydi. Shunday qilib, o'yin gqiymati birinchi o'yinchining
eng katta kafolath yutugi (ikkinchi o‘yinchining eng kichik
kafolalliyutgazishi)ni ifodalaydi. Agar (3.2.1) ifodada ixtiyoriy
Pva Qlar P'va Q' lar bilan almashtirilsa,

E(P*,Q*)<Vv<E(P*,Q*) (3.2.2)
hosil boiadi, bundan v=E(P*Q*), ya'ni, o‘yinning
giymatiga teng boiadi. Ikkala o'yinchi ham o‘z optimal
strategiyasini qoilaganligi uchun birinchi o'yinchi
yutugining matematik kutilishi o'yin giymati bilan bir xil
boiadi.

0 'yinning yechimi deganda, optimal strategiyalar jufti
va o'yin bahosi(giymati) v tushuniladi.
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Misol. 2x2 oichovli to‘lov matritsasi berilgan bolsin.

/5 -

2 4 matritsa bilan berilgan o‘yinni qaraylik P =(x,1- x) —

birinchi o'yinchining ixtiyoriy strategiyasi, Q =(y; 1-y) —
ikkinchi o'yinchiniki bo'‘lsin.

Birinchi o'yinchi P slrategiyani, uning raqgibi esa Q
strategiyani gabul qilgandagi birinchi o'yinchi yutug'ining
matematik kutilishi quyidagiga teng bo'ladi:

E(P,Q) =5xy - 3x(l-y) +2(1 - x)y +4(1- x)(I -y) =

7 1 2

=10xy-7x-2y +4 =10 xy---—- X — y H=

g Y Y 10 5y 5
/ in' r in
PR~ 1 jin
\ r7 )\ 107 Sy

o I (L 4"
Agar birinchi o'yinchi x al ni tanlab, - 7>7>J stra-

tegiyani qo‘llasa, ixtiyoriy y uchun, ya’'ni, ikkinchi o'yin-
chining ganday strategiya qo‘llashidan qat’iy nazar

E(P*,Q)=y bo'ladi.

Agar birinchi o'yinchi boshga strategiyani, masalan,

P'=(x,1-x")ni go‘llasa, bunda x'<j , u holda ikkinchi
7
o'yinchi y >— bo‘lgan Q' =(y',1 - y) boshqga strategiyani
go'llaydi va E(P',Q") bo'ladi.
Boshga tomondan garalganda x >i bo‘lsa, u holda

y'<-~dayana E(P',Q')<~ bo'ladi. Shunday qilib, y
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birinchi o'yinchining kafolatlangan eng katta yutug'i bo‘ladi.
Chunki agar birinchi o'yinchi p* strategiyani tanlamasa,
raqib o'yinida bu yutuq, ko‘rib turganimizdek, faqgat
kamayadi.

. . S (1 3~
Xuddi shuningdek, agar ikkinchi o'yinchi Q* =" —;,—
\% /

7
strategiya y =— ni qo‘llasa, u holda birinchi o'yinchining
o — 13 . N
ixtiyoriy p strategiyasida E(P,Q*) == bo'ladi. lkkinchi
7
o'yinchi y <— bo‘lgan boshqga strategiyani tanlagandagi
holat Q '- (y',1- y') bo'ladi. Birinchi o‘yinchi "N bo'lgan
P'=(x,\-x) strategiyani tanlashi kerak bo‘lganda

E(P’,Qr >" bo'ladi. Xuddi shunday y > va x > | da
13 . S -
yana E(P’,Q’) > — bo'ladi. Ikkinchi o'yinchining eng kichik

1
kafolatlangan yutgazishi —3 gateng. Bundankehb chigadiki,

14 (7 37

—<55> Vv ° 10710 o‘yinchilarning optimal

1
strategiyasi, —3 soni esa o'yin bahosidir. Bu holda (3.2.2)
tengsizlik tenglama ko‘rinishini oladi:
E(P.Q*) =y =E(P*Q).

Strategiyalar optimalligi mezoni quyidagi teoremalarda
0‘z aksini topgan.
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1- teorema. P' va Q' strategiyalar o‘yinchilarga mos
optimal strategiya va v soni o'yin bahosiga teng bo'lishi uchun
quyidagi tengsizlik barcha i =1ji ,j =1,n da o‘rinli bo'lishi
zarur va yetarli bo‘ladi:

E(Pi,Q ) <v<E(P* Qj). (3.2.3)
Haqgigatan ham (3.2.1) tengsizlik barcha strategiyalar
uchun o'rinli bo'lib, bu goida xususan Pj,Qj (i=I,m,

7 =1,«) kabi sof strategiyalarga ham tegishli bo‘ladi.

Endi o‘yin nazariyasining asosiy teoremasini keltiramiz.
Amerikalik olim Jon fon Neymanga tegishli ushbu teorema
o'yin nazariyasi bilan chizigli programmalashtirish masalasi
bir biri bilan bog‘lig ekanligini ko'rsatadi.

2- teorema. Har ganday cheklangan matritsali o'yin
kamida bitta optimal yechimga ega bo‘ladi.

Bu teoremaga ko'‘ra shuningdek, matritsali o'yin nazariyasi
bilan chizigli programmalashtirish masalasi o'rtasidagi
bog‘liglikdan foydalanib, matritsali o'yinning yechimini
topish mumkin (shu bobning 7- § ga garang).

3- 8. “Egar” nugtali o‘yinlar

Ikki shaxs matritsali o'yinidagi o'yinchilaming optimal
strategiyasi aralash strategiya boiadi. Ba’zi xususiy hollar,
masalan “Egar” nuqtalio'yinlar da optimal strategiyalar
ichidan sofstrategiyalar topiladi. Misol sifatida quyidagi to‘lov
matritsai o'yinni olib ko‘ramiz:

"al\  an aiyo = a\j aln'
an  ai2 atio » QOj ain
ajol ajo2 %j(i “ Op % n

\am\ am2 amj0 e« amj amn
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Ta'rif. %- satrva y0- ustun kesishgan a00 element o'z
satrida eng kichik va o‘z ustunida eng katta element bo‘lsa,

(;0,y0) nugta A matritsaning “egar” nuqtasi deyiladi, ya'ni

% ~~/o - ak>i' *~1lm>N"= (3.3.2)
Masalan, quyidagi matritsada
-3 -1 2 4N
4 5 3 6

(3.3.3)

=2 6 0 .7

(2;3) o'rindagi nuqta matritsaning “egar” nuqtasi bo'ladi,
chunki 3 ragami ikkinchi satrdagi eng kichik va uchinchi
ustundagi eng katta son.

Quyidagi matritsada esa ikkita “egar” nuqta bor:

5 2 -4 4
-1 - 10 3.3.4)
V-2 -6 -5 O/
(2;1) va (2;3) o‘rindagi “egar” nuqtalarda a2\ = a23 =-1.
Hamma matritsada ham “egar” nuqta bo‘lavermaydi.Quyidagi
teorema “egar” nuqtani topish shartini beradi.

3- teorema. A to‘lov matritsasi (jo,jo) “egar” nugqtali
bo'‘lishi uchun birinchi o'yinchining va ikkinchi o'yin-
chining Qj0 sofstrategiyalari optimal bo‘lishi zarur vayetarli,

bunda o‘yin bahosi v =alQQ ga teng bo‘ladi.

Teoremadan kelib chigadiki, agar o'yin matritsasi “egar”
nuqtali bo‘lmasa, unda joiz optimal aralash strategiyalar
mavjud bo‘ladi. “Egar” nuqtali bo‘lImagan o‘yinlarda optimal
strategiyalar fagat aralash bo'ladi. “Egar” nuqtali o'yin
yechimini topish oson. Yuqorida ko‘rilgan (3.3.3) matritsali
o'yinda +2(0;1;0) va ~ (0;0;%0) sof strategiyalar optimal

hamda o'yin bahosi v =3ga teng.
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Ikkita “egar” nuqtali (3.3.4) matritsali o‘yinda ikKki juft
sof optimal strategiyalar mavjud: (0;1,0), RBj(0;0;1;0) va
P2(0;1;0), 03(0;0;1,0) bunda o'yin bahosi v =-lgateng. Bu
o'yinning ko‘rsatilgan ikkita yechimidan boshga yechimi ham

bo'ladi, ya'ni, i~(0;10), Q - . Bunda Q - ara-

lash strategiya bo'lyapti. Agar o‘yin bittadan ortig yechimga
ega bo'lsa, uning yechimi cheksiz ko‘p bo‘ladi.

Ba’'zi hollarda o'yin yechimini topish matritsada bosh-
galaridan afzal satr yoki ustun mavjudligi hisobiga yengil-
lashadi. Masalan, quyidagi matritsali o'yinni qarab chigaylik.

4 -2 3 0 4~
4-.) 4+ 3 -4
13 2 4 -3

(3.3.5)

Matritsaning ikkinchi va uchinchi satrlarini taqgoslab,
ikkinchi satr barcha elementlari uchinchi satr mos element-
laridan ortib ketmasligi seziladi. Shunga ko‘ra, uchinchi satmi
ikkinchi satrga nisbatan afzal ko'‘rib ikkinchi satr tashlab
yuboriladi. Hagigatda birinchi o'yinchi ikkinchi va uchinchi
satmi taqqoslab, barcha hollarda uchinchi satrni tanlaydi va
birinchi o'yinchi optimal strategiyasida ikkinchi satrni tanlash
ehtimoli 0 ga teng bo‘ladi. Shuning uchun (3.3.5) matritsadan
ikkinchi satmi tushirib quyidagi yangi matritsali o'yinni garab
chigiladi:

4 -2 4

4 3 3 (3.3.6)

U endi 2x5 o'lchovga ega, ya’'ni, ikkita satr va beshta
ustuni bor. Matritsadagi ustunlar taqqoslanadi. Birinchi va
beshinchi ustunlarni tagqoslab, beshinchi ustun barcha
elementlari birinchi ustun mos elementlaridan ortib ket-
masligi seziladi. Ikkinchi o'yinchi eng kichik yutgazishni
istagani uchun beshinchi ustunni tanlaydi va uning optimal
strategiyasi birinchi komponenti 0 ga teng bo‘ladi. Birinchi
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ustunni o‘chirilsa, 2x4 o'‘lchovli yangi matritsa hosil
bo'ladi.

2 3 0 4n
3 2 4 -3° (3.3.7)
J

4

Shunga o‘xshash (3.3.7) matritsada uchinchi ustun
birinchi ustunga nisbatan qarab tashlab yuboriladi va yana
yangi 2x3 o'lchovli matritsaga ega bo‘lamiz:

-2 3 4N
\3 2-3 /
(3.3.8) matritsali o'yin yechimini topish uchun uni ikki

yoqlama simmetrik masalalar juftiga (chizigli program-
malashtirish masalasiga) keltiramiz. Uni yechib, optimal

(3.3.8)

strategiyalar P = , Q= o ;0;1_ va o'yin bahosi

V:-2 topiladi.

Xulosa qilib aytish mumkinki, to‘lov matritsasidagi
satr va ustunlami olib tashlash masala yechishni ancha
osonlashtiradi.

Masala. Quyidagi matritsali o‘yin berilgan bo'lsin. Shu
0'yinning yechimini toping:

(3.3.9)

“ICCIUSU. DU lIw HiHlia  egal” nuqtalibo'lolmaydi, shuning
uchun unda “egar” nuqta yo‘q va o‘ymchilarning optimal
strategiyasi aralash bo‘ladi (bu sharoitda ular boshqa strategiya
tanlab o‘z holatlarini yaxshilashlari mumkin) Matritsa satr-
larini taqqoslab uchinchi satmi birinchi satrdan afzalligi bilib
olinadi va shuning uchun birinchi satr tushirib goldiriladi:

f-\ 1 T

> 10 (3.3.10)
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Bu matritsada uchinchi ustun ikkinchi ustunga nisbatan
garab tushirib goldiriladi. Natijada

M I'N
) (3.3.11)
Hosil bo‘lgan matritsaning o‘lchovi 2x2 va uni tekshirish
uchun yuqorida ko'rilgan usul go'llaniladi. P =(x;1- x) —
birinchi o'yinchining ixtiyoriy strategiyasi, Q ={y\l-y)
esa ikkinchi o:yinchining ixtiyoriy strategiyasi. Birinchi o‘yinchi
P strategiyani gabul gilgandagi yutug‘ining matematik
kutilishi (bunda uning raqibi Q strategiyani gabul qilishi
kerak) quyidagiga teng:
E(P\Q) =-xy +x(I-j,) +2(1- x)y - A-_x)(I-y)=

=.5xy +2X +3y-1 =-5 X — 2L (3.3.12)
5 "1 +5

(3.3.11) matritsali o‘yinning yechimi P -

B"S)’

2.3 ) ) o

Q= 55 VaV=-. Berilgan masalaning (3.3.9) yechimi
esa P* = | Q*= ¢ -5'0 , V.=-. Bu o'yin birinchi

o‘yinchining foydasiga hal bo‘ldi (v >0).

4- 8. Nol yig‘indili ikki shaxs o‘yinida optimal
yechimlar

Qaror gabul qilish masalalarida mezon tanlash, odatda,
mavjud ma’lumotlaiga asoslangan bo‘ladi. 0 ‘yinlar esa raqiblar
bir-biri bilan ziddiyat holatida va ma’lumotlar, umuman
olganda, mavjud bo'Imagan holga misol bo‘ladi. Shuning
uchun nol yig'indili ikki shaxs o'yinini yechish uchun
minimaks (maksimin) mezoni qo‘llaniladi. 0 ‘yinchilaming
har biri raqibiga garshi harakat gilishini hisobga oigan holda,
minimaks mezoni barcha strategiyalar (sof yoki aralash)
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ichidan eng yaxshi yoki eng yomon joiz natijalami beradi-
ganlarini ajratadi.

0 ‘yvinchilardan birortasi strategiyasini o‘zgartirishni
foydali deb bilmagan holdagina optimal yechimga erishiladi.
Bu holda o'yin stabil yoki muvozanat holatida deyiladi.
Ko'pincha o'yin matritsasi strategiyasini satrlar bilan aniq-
laydigan birinchi o'‘yinchi (A) vutug'ini ifodaiagani uchun
mezon birinchi o‘yinchiga shunday strategiyani (sof yoki
aralash) tanlashini ko‘rsatadiki, uning minimal yutug'i
maksimallashadi va bunda minimum ikkinchi o'yinchining
(B) barcha strategiyalari bo'yicha olinadi. Xuddi shunday
tartibda ikkinchi o'yinchi ham (B) maksimal yutug'ini mini-
mallashtiruvchi strategiyani tanlaydi, bunda maksimum
birinchi o'yinchining (A) strategiyalaribo‘yicha olinadi.Bular
o'yinning minimaks va maksimin giymatlari deyiladi. Quyidagi
misolda o'yinning minimaks va maksimin qiymatlari
hisoblanishi ko'rsatilgan.

1- masala. A o‘yinchiyutug'ini aniglovchi to‘lov matritsasi
berilgan (2- jadval). Berilgan o'yinning minimaks va maksimin
giymatini toping.

2- jadval.
B\ B2 B3 B4
A\ 8 2 9 5
-6- > -7- 18
A3 7 3 -4 10

Yechish. Agar A o'yinchi Al strategiyani qabul qilsa, u
B o'yinchi tanlagan strategiyalarga mos ravishda 8,2,9 yoki 5
giymatlami oladi. Uning yutug‘i B o'yinchining holatidan
gat'iy nazar c¢q =min{8,2,59} =2 dan kam bo‘lmaydi.
Agar a o'‘yinchi A2 strategiyani qabul gilsa, uning
kafolatlangan yutug'i a2=min{6,5,7,18} =5ga teng va
nihoyat u A3 strategiyani qabul qilsa, uning yutug'i
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o3 =min {7,3,-14,10} =-4ga teng bo'ladi. Har bir satrdagi
minimal qiymat uning shu strategiyani gabul gilgandagi
kafolatlangan yutug‘i bo‘ladi. Olingan natija 3- jadvalda aks
ettiriladi:

3- jadval.

Bi B3 B4 X

A 8 2 9 5

A 6 5 7 18
A7 3 410 -4
pj 8 5 9 8 5

Endi 1 o'yinchi minimal yutuglari maksimumini beruvchi
A2 strategiyani tanlaydi. Uning giymati a =max {2,5 - 4} =5.
A o'yinchi tanlagan strategiya maksimin strategiya
deyiladi, unga mos yutuq giymati esa maksimin (quyi) giymati
deyiladi:
a =max minay (3.4.1)

B o'yinchi yutgazishi minimal bo'lishini xohlaydi va u
B\strategiyanitanlab Rj =max {8,6,7} = 8dan ortib ket-
maganyutgazishga, raqibi strategiyasiga bog‘liq bo‘lmagan
ravishda erishadi. Shu flkrni golgan uchala B2,B3,B4 strate-
giyaga nisbatan ham aytish mumkin. Mos natijalar yugoridagi
jadvalning 4- satrida ko‘rsatilgan. B o‘yinchi maksimal
yutgazishi minimalini beruvchi B2 strategiyani tanlaydi.
Uning uchun B =min {8,5,9,18}=5.

Bu strategiya minimaks strategiya deyiladi, unga mos B
o'yinchi yutgazishining giymati o'yinning minimaks (yuqori)
giymati deyiladi:

B =min maxay No42)

0 ‘'yinning minimaks qiymati maksimin giymatidan katta
yoki unga teng bo'‘ladi:
a <B. (3.4.3)
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Tenglik o‘rinli bo'lgan holda ularga mos sof strategiyalar
optimal bo‘ladi, o‘yin esa “egar” nuqtaga ega deyiladi: o‘yin
a =R daoptimal yechimga ega bo'‘ladi. 1- masala ana shunday
“egar” nuqtaga ega bo‘lgan o‘yinga misol bo‘la oladi. Unda
o'yin qiymati a =R =5ga teng, optimal yechimlar

P* =P2(0;1;0) va Q' =02(0;1,0;0) bo‘ladi.

Sof strategiyalar jufti bilan aniglangan o'‘yin giymati
minimales va maksimin giymatga teng bo‘ladi. “Optimallik
bunda shuni bildiradiki, hech bir o'yinchi o'zinmg strate-
giyasini o‘zgartirishni xohlamaydi, chunki uning ragibi bunga
javoban uning uchun yomon natija beradigan strategiyani
tanlashi mumkin.

a\2

To'‘lov matritsasi ° = 02l a22) bolgan o'yin berilgan.

A o'yinchining o‘rtacha yutug'i, agar u aralash optimal stra-
tegiyadan foydalansa, B o'‘yinchi esa B\ sof strategiyadan
foydalansa (bu holat to‘lov matritsasining 1- ustuniga mos
keladi), o'yin bahosi vga teng aux{ +021*2 =v « Agar
ikkinchi o‘yinchi B2 strategiyani qo'llasa, uning o'‘rtacha
yutug‘i yana o‘sha o'yin bahosiga teng bo‘ladi, ya’'ni,
an x\ +a22x2 =v .+ *l +*2 =1 ekanligini hisobga olinsa,
quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

«11*] + <<21*2 =V,
<<].2*]. + <<22*2 =Vv> (344)

* *

flo+x2=1-
Bu sistemani yechib, quyidagi optimal strategiya

X* = «22 - «21
«ll + 622 -«12 -«21
«ll ~ «l2 (3.4.5)

«1l +«22 -«12 -«21 "
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va o'yin bahosi topiladi:

v _ a22al1l~«12«1
«11 +a22 ~«12 ~ a2l '
B o'yinchi optimal strategiyasini topish uchun faol stra-
tegiyalar teoremasini go‘llaniladi, A o'yinchining ixtiyoriy
sof strategiyasida B o'yinchining o‘rtacha yutqgazishi o'yin
bahosi vga teng bo‘ladi, ya'ni:

(3.5.6)

«ndi + «21" = v,

any\ +a22y2 ~ v> (3.4.7)
* * 1 s
yi +y2 =1l

U holda optimal strategiya quyidagi formula yordamida

Tty 1ot -

yi a22 ~ «12
«l +a22 -«12 -«21
2* ol ~«21 (3.4.8)
«ll +«22 -«12
r3
Masala. To‘lov matritsasi P - ga teng va “egar”

nuqtasi bo'Imagan o‘yinning optimal strategiyasini toping.
Bunda a =3, B =4, o'yinning “egar” nuqtasiyo‘qa * R.
Yechimni aralash strategiyadan qidiriladi. A o'yinchi
uchun o‘rtacha yutuq (B\ va B2larda) v o'yin bahosiga teng.
B o'yinchi uchun o‘rtacha yutgazish (Ai va A2 larda) v

o'yin bahosiga teng. (3.4.4) va (3.4.7) tenglamalar sistemasi
quyidagi ko‘rmishga ega bo‘ladi:

3X* +4x2 =v, 3y*+6y2 =,
6‘x\ +£§<2 SV, 4y +2y\ - v,

*£+X*2: L )A-l-)é:l'
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Bu sistemalar yechilsa, quyidagi yechim hosil bo‘ladi:

* 2 » 4
Xi =-, W
3 5 3
* 3 1 v=37-
5" M 5' 5

3 .41 . .
Demak, P* :(12 ,-) va Q* =(-,-) optimal strategiyalar

va =3—topiladi.

5- 8. Aralash strategiyalar

Yugoridagi mulohazalardan ko'rinib turibdiki, *“egar”
nugtaning mavjudligidan o'yinda optimal sof strategiyalar
mavjudiigi kelib chiqadi.

Endi quyidagi nol yig‘indili o‘yinni ko‘rab chiqaylik (4-
jadval:

4- jadval.
51 *2 fi4 «t
A \ 5 -10 9 0 -10
A2 6 7 8 1 1
Az 8 7 15 2 2
Ad 3 4 -1 4 -1
) 2
i; 8 I— 15 4 A

Minimaks giymat (3 =4) maksimin giymatdan (a =2)
katta va demak o'yin “egar” nuqtaga ega emas, maksimin-
minimaks strategiyalar optimal emas. Bu har bir o‘'ymchi
boshqga strategiyani tanlashi va o‘z holatini o'zgartirishi mum-
kinligini bildiradi. Bu holda o‘yin bargaror emas (nobargaror),
ya’'ni, muvozanatsiz bo'ladi. Sof maksirmn-minimaks stra-
tegiyalardan foydalanib, umumiy holda o'yinning optimal
yechimini topish mumkin emas. Shuning uchun aralash
strategiyalardan foydalanish fikri tug‘ildi. Har bir o'yinchi
sof strategiyalardan birini tanlash o‘miga ulardan ixtiyoriy
bittasini awaldan berilgan ehtimollik asosida tanlashi mumkin.
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P =(xbx2,....xT) va Q =(y\,yr,-,yn) A va B o'yinchilar
o'z sof stralegiyalarini mos ravishda tanlash ehtimolligi

m n
bo'lsin. U holda /2:1xi ~);:|Y) ~ 1, bunda xj,yj >0, barcha

i=1m, j=1L«. Agar fly- o'yin matritsasining (/;j)
elementi bo‘lsa, u holda to‘lov matrilsasi 5-jadval ko‘rinishda
bo‘ladi:

5- jadval.
B N Y2 YA
A
Xi «1 0\l a\n
X2 «1 "22 aln
xm “livl am2 am

Aralash strategiyalarda o‘yin yechimini topish yuqorida
kiritilgan minimaks mezoniga asoslanadi. Yagona farq
shundaki, A o'yinchi x, ni kutilayotgan eng kichik yutugni
(bo'yicha) maksimallashtirish uchun B o'yinchi kutilayot-
gan eng katta yutgazishni minimallashtirish magsadida yj ni
qatorlar bo'yicha tanlaydi. Aralash strategiyalarda minimaks
mezoniquyidagicha ifodalanadi:

m m m 1

A o'yinchi max jmin(£ anxj, X aaxi> -2 ainxj) | bo‘la-

x| =l /A =1

m
digan xj xi >0, 2 Xj=1 strategiyani tanlaydi, uning
M

uchun B o'yinchi esa

n n n &
N
Mmm “max > ap, 2 <*2jyj,-2 a9yj bo‘ladigan
y] ]:1 M =1

Y] y] * % ygl)d- =1 strategiyani tanlaydi.
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Bu kattaliklar mos ravishda kutilayotgan maksimin va
minimaks to‘lovlar sifatida aniglanadi.
Sofstrategiyalar kabi aralash strategiyalarda ham quyidagi

munosabat o‘rinli.
Kutilayotgan minimaks yutgazuv > kutilayotgan maksimin

yutuq.

Agar jc, va optimal yechimga mos kelsa, u holda
tenglik bajariladi va natija o‘yinning kutilayotgan optimal
giymatiga teng bo‘ladi.

Bu mulohazalar minimaks teoremasidan kelib chigadi.

Agar x* va y* — ikkala o'yinchi uchun optimal yechim

bo‘lsa, to‘lov matritsasining har bir elementiga x*-y*

ehtimollik mos keladi.
0 ‘yirming kutilayotgan optimal giymati quyidagiga teng:
m n * *
v * :zl?mlaijxi y j.
6- 8. Nol yig‘indili ikki shaxs o‘yinlarini yechishda
grafik usuldan foydalanish
Nolyig‘indih ikki shaxs o‘yinlarida optimal strategiyalami
topishning bir necha usullari ma’lum. Biz ulardan ikkitasini:
grafik usul va chizigli programmalashtirish usullarini keltiramiz.

Awal (2xn) va (mx2) ko‘rinishdagi o‘vinlaming grafik usulda
yechilishi ko‘rib chigiladi.

Grafik usul o'yinchilardan kamida bittasi ikkita strategiya-
ga ega bo'lgan o‘yiniardagina ishlatiladi.

(2x2) to'lov matritsasi bilan berilgan o'yinni grafik usulda
echishni ko‘raylik Absissa o‘gida A\A2 birlik kesmani ajratamiz.

A\ nuqgta (x =0) A\ strategiyani bildiradi va bu kesmadagi

ichki nuqtalar birinchi o'yinchi P aralash strategiyasini
bildiradi. P nuqtadan kesmaning chap uchigacha bo'lgan

masofa Ay strategiyaning ehtimolligi — p\, o‘ng uchigacha
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bo‘lgan masofa esa A2 strategiyaning ehtimolligi — p2.
Perpendikuldr 1—I va Il—Il o‘glarda Al1,A2 strategiya
yutuglarijoylashtiriladi. Agarikkinchi o‘yinchi B strategiyani
gabul gilsa, u holda bu strategiya shu crglarga mos ayj va a2l
yutuglarni beradi. Bu nuqtalar o‘qlarda By nuqta bilan
belgilanadi (10- rasm). Aralash strategiyalarga mos o‘rtacha
yutuq vj, matematik kutilma formulasidan topiladi:
Vi =«11*1 +a2Ix2 va P absissali My nuqtaning ordinatasiga
teng. Shunga o'xshash B2 strategiyani qo‘llanishiga mos
nuqtalarni quramiz (11- rasm). Bunda o‘rtacha yutuq
V2 =«12*1 +«22*2 ~ nuqgtaning ordinatasidir.

Minimaks prinsipiga ko'ra P* optimal strategiyada A
o'yinchining minimal yutug‘i (B o'yinchi eng yomon strategiya
bilan o'ynaganda) maksimumga erishadi. 12- rasmdagi quyi
siniq chizig A o'yinchi ixtiyoriy aralash strategiyani qo‘lla-
gandagi minimal yutugni ko'‘rsatadi. (ByN gismi — By
strategiyaga qarshi, NB2-B 2 strategiyaga garshi). Sinig

chizigning eng yuqori nuqtasi N optimal P*(x{,x2) strate-
giyani aniqlaydi va uning ordinatasi o‘yin bahosi v ga teng
bo'ladi. 13- rasmda yana yuqori hamda quyi o'rinlar a va B
bilan belgilangan.
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12- rasm. 13- rasm.

matritsali o'yinni grafik usulida

3
1- raasala. p 4
v )

2
yeching.

Yechish. I—I vertikal o'glarda an =3, an =6ni, I1—II
vertikal o'qlarda a2i =4, a2 =2 belgilanadi. Quyi o‘yin
giymati a =3, yuqori o'yin giymatiesa B =4 va “egar” nuqta
yo‘q (13- rasm). N nuqtaning absissasi P optimal
strategiyani, ordinatasi o‘yin giymatini bildiradi. TVhuqta BxBi
va B2B2 to‘g'ri chiziglaming kesishgan nuqtasi bo‘ladi.

BXX to‘g‘ri chizig (0; 3) va (1; 4) nuqtalardan o'‘tadi,
uning tenglamasi;

x-0 _y-3

yotda y =X +3.
B2B2 to‘g‘ri chizig (0; 6) va (1, 2) nuqtalardan o‘Laui,
uning tenglamasi:
x-0 y-6

y o tar = _4 1 + 6 .

Bu to‘g‘ri chiziglar kesishish nuqta
y =x +3
y =-4x +6
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sistemaning yechimi bo‘ladi: x=0,6 y =18, ya’'ni,
7V(0,6;1,8). Shunday qilib, optimal strategiya P*(0,6;0,4) va
o'yin giymati v =1,8 bo‘ladi.

Xuddi shu tartibda g o'yin optimal strategiyasini ham
topish mumkin.

0+= (0,8;0,2).

2xn ko‘rinishdagi matritsali o'yinlar garab chiqgiladi
(6- jadval):

6- jadval.
P N yi y
«1 «2 aln
-On----- az,

Faraz gilaylik, bu o'yin “egar” nuqtaga ega emas.

A o'yinchi fagat ikkita strategiyaga ega bo'lgani uchun,
x2=1-x, xj >0, x2>0.

A o'yinchining b o'yinchi sof strategiyalariga mos
kutilayotgan yutuqlari 7- jadvalda keltirilgan:

7- jadval.
B o'yinchi sof A o'yinchi
strategiyalari kutayotgan yutuq
1 (FIT-020)xi+fI2i
2 (012 - al2)xi +a22
n

(aln ~a2n)*! + aln

Bundan ko'rinib turibdiki, A o'yinchining kutilgan yutu-
g'i xj ga chizigli bog‘lig. Aralash strategiyali o'yinlar uchun

minimaks mezoniga mos ravishda A o'yinchi xj ni kutilgan
minimal yutug‘ini maksimallashtirish uchun tanlaydi. Bu

masala xiga nisbatan chizigh funksiyalaiga mosto‘g‘ri chiziglar
grafigini qurish bilan yechiladi.
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Bu usul quyidagi misolda izohlanadi.
2- masala. 2x4 ko‘rinishdagi matritsali o‘yinni grafik
usulida yeching (8- jadval) .

8- jadval.
ti\ 2
A 2 2 3 l
2 4 3 2 b

Yechish. Bu o'yin “egar” nugtaga ega emas. A o‘yinchming
B 0'‘yinchi sof strategiyasiga mos kutilayotgan yutug'i 9-
jadvaldada keltirilgan.

9- jadval.
B o'yinchi sof A o'yinchi
strategiyalari kutayotgan yutuq
1 —2X| + 4
2 -xt+3
3 Xj + 2
4 -7xj + 6

14- rasmda xj ga bog‘lig funksiyalaming grafiklari — 4ta
chiziq tasvirlangan.

6
+5
+4
+3
+2
+1

xi= 0

14- rasm.
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* 1
Maksiminga x\ =—da erishiladi. Bu nuqtada 2, 3, 4

chiziglaming ixtiyoriy ikkitasi kesishadi. Shunga ko‘ra, A
1 . P
o'yinchining optimal strategiyasi Z 0 %) -9 02 teng
va o'yinning giymati maksimin nuqtadan o‘tuvchi ixtiyoriy
to‘g‘ri chiziq tenglamasiga xj giymatini qo‘yish bilan topiladi.

LngS,
> 2
10 s
V=040 o
704 —
2 2

Shuni ta’kidlash kerakki, B o‘yinchi optimal strategiya-
sini topishda uchta to‘g‘ri chizig maksimin nuqtasidan o'tadi.
Bu esa B ning optimal strategiyasi uchta strategiya to‘plamidan
iboratligini ko ‘rsatayapti. Qarama-qgarshi og‘ishga ega ixtiyoriy
ikki to‘g‘ri chiziq bittajoiz optimal yechimni aniglaydi. Uchta
kombinatsiyadan (2,3), (2,4), (3,4) bittasi (2,4) optimal

emas. (2,3) moslik yI =y\ =0 natijani beradi. /3 =1-y2 B

o'yinchining A o'yinchi sof strategiyalariga mos kutilgan
yutgazishi 10- jadvalda keltirilgan.

10- jadval.
A o'yinchining sof B o'yinchining kutilgan
strategiyasi yutgazishi
2 +3
2 y2+2

Minimaks nugqtaga mos y2 =" qiymat -y2+3=y2+2

tenglikdan topiladi. y2 =~ qiymatni & o‘yinchining kutilgan
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yutgazishi ifodasiga qo‘yib -ga teng bo'lgan minimaks

giymatni olamiz va u o'yin giymati v* bilan ustma-ust tushadi.
(Shunday bo‘lishi ham kerak).Optimal strategiyalar

1.3
P = = 0;——0 ‘ladi
- Q 77 bo‘ladi.
Xuddi shu usulda boshga mosliklami ham ko‘rish mumkin.

3- masala. 4x2 ko‘rinishdagi matritsali o‘yinni grafik
usulida yeching (11- jadval).
11- jadval.
Bi B2

A 4
a2 3
A 2
A -1 6

Yechish. Bu o'‘yin “egar” nuqtaga ega emas. yx va

y2(=1- ") B o'yinchining aralash strategiyasi bo‘lsin (12-
jadval).

12- jadval.
A o'yinchining sof B o'yinchining kutilgan
strategiyasi yutgazishi
1 -2y, +4
2 -yi +3
3 SEY
4 Ty, + 8

15- rasmda y ga bog'lig funksiyalaming gratklari 4ta
chizigda tasvirlangan.
Bu holda minimaks nuqta yuqoridagi eguvchining quyi

nuqtasi bo‘ladi. y\ qiymat 1va 3 to‘g‘ri chiziglar kesishish

o2 .8
nuqtasi sifatida topiladi: Ji =— va v =-.
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15- rasm.
Minimales nugtada kesishgan to‘g‘ri chiziglar a o'yin-
chining 1- va 3- sofstrategiyasjga mos keladi. Bu csa xj - X4 ~0

ekanligini ko'rsatadi. x ~ 1-xt, a 0'yinchining b o'‘yinchi
sofstrategiyalariga mos kutilayotgan yutuglari quyidagijadvalda
keltirilgan.

13- jadvai
B o'yinchining sof A o'yinchining
strategiyasi kutilgan yutug'i
1 -Xj +3
2 2Xj +2
Xi =- giymat -xj +3 =2x\ +2 tenglamadan topiladi. »
. .. . . . * 1 » )
o'yvinchining optimal strategiyasi x} :;3,‘ x,Z =0 *3 = 3
f2 H
x4 =0, ya'ni, P -] 0 y - ti i bo'ladi
-V

Bu esa awalgidek v =- o'yin giymatini beradi.



7- 8. Matritsali o‘yinlarni chiziqgli
programmalashtirish masalasiga keltirish

Umumiy holda mxn o'‘lchovli o'yinlami grafik usulda
ifodalab yechib bo‘Imaydi. Birog ularni chizigli program-
malashtirish masalasiga keltirib yechish mumkin. O'yin chizigli
programmalashtirish ikki yoglama simmetrik masalasi juftiga
keltirilishi matritsali o‘yinlarni yechishning eng qulay
usullaridan biridir. Bundan tashqari taqribiy usuilar ham
mavjud. 0 ‘z o'rnida chizigli programmalashtirish masalasini
biror matritsali o‘yinga Kkeltirib ham yechish mumkin.

mxn 0'lchovE o'yin p = (ay), /=12, i =12,..«
to‘lov matritsasi bilan berilgan. a o'yinchi Aj,A2,...,Am
strategiyalarga, B o'yinchi B\,B2,...,Bn strategiyalarga ega.
p\xl,xI,...,xm) va Q* =(yl,y*2,:.,y,) optimal strategiya-
lami topish kerak, bunda x],yj — AhBj, sofstrategiyalar-
ning ehtimolligi va ular uchun
Xi +x2+.. +x¥m=1, y[+y2+..+yn=1,

P optimal strategiya quyidagi shartni ganoatlantiradi. U

A o'yinchiga v dan kam bo'Imagan o‘rtacha yutuq (B
o'yinchining strategiyasi qanday bo‘lishidan gat’iy nazar) va

v >0 shart barcha ay > 0lar uchun o'rinli. Agar A o'yinchi
P* = (x{,x*2,....x*m) aralash strategiyani B o'‘yinchining
ixtiyoriy sof strategiyasi Bj uchun qo‘llasa, u holda u

aj = atjxi +a2jx2 +... +amjxm, j =1,2,...,« o‘rtachayutuqqa
yoki boshgacha gilib aytganda yutugning matematik kutilishiga
ega bo'ladi (bu matematik kutilma matritsa j - ustunini ularga
mos Al,A2,...,Am strategiyalar ehtimolligiga hadma-had
ko‘paytirilib va natijalari qo‘shilib topiladi).
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Optimal strategiya P* uchun barcha o‘rtacha yutuglar
o'yin bahosi v dan kichik emas va shuning uchun quyidagi
tengsizlikiar sistemasi olinadi:

«11*1 +«21*2 +- +am\xm >,

«12%1 +«22%2 +- +«m2*/* NV,
(3.7.1)

«l/j*l + «2n*2 + - + amnxm " V.

Har bir o‘zgaruvchini v > Oga bo‘lib va yangi o‘zgaruv-
chilar kiritiladi:
/i=*i/v, t2=x2/v,....tm=xm/v . (3.7.2)
Shunda (3.7.1) sistema quyidagi ko‘rinishni oladi:

«12*1 + «22%2 + —+ am2tm - 1>
: (3.7.3)

a\nh + a2nh + —+ amnlm - 1-
A o'yinchining maqgsadi o‘z yutug‘i, ya’'ni o'yin bahosi
v ni maksimallashtirishdir. x\ +x2+..+xm=1 tenglikni
v * Ogabo'lib, tj (/=12,...,ai) o‘zgaruvchilami ganoatlan-
tiradigan t\ + 12 +... +Im =1/v shartga ega bo‘lamiz. v katta-
likni maksimallashtirish 1/v kattalikni minimallashtirishga

ekvivalent, shuning uchun masala shunday ifodalanadi:
(3.7.3) chizigli cheklashlami qanoatlantiradigan va chiziqli

funksiyaga
Z =tl+tl+...+tm (3.8.4)

minimum beradigan x;->0,/=12,.., m o'zgaruvchilami
toping. Bu chizigli programmalashtirish masalasini yechib,

t'm optimal yechim va P* optimal strategiya topiladi.

Q* =(y\,y2,...,y*n) optimal strategiyani topish uchun B
o'yinchi kafolatlangan yutug‘ini minimallashtirishga, ya'ni
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max— ni topishga harakat giladi. A o‘yinchi ganday sof
strategiyani go'llamasin, B o'yinchining o‘rtacha yutqgazishi
o'yin bahosidan ortib ketmasligi sabab quyida ko‘rsatilgan

tengsizlik kelib chigadi va yi,y?,-V» o‘zgaruvchilar shu
tengsizlikni ganoatlantiradi:

a\\y\ +a2ly2+ - +a\nyn " v>

«12M + «22M2 + - + a2nyn ~Mv>

(3.7.5)
am\y\ + amiyi + e+ amnyn - v-
Agar

uj-yilv, j =1,2,...,«, (376)
almashtirish bajarilsa, sistema quyidagi ko‘rimshni oladi:

‘an W+ an W + .. 4+ g\n“n * |

621wl + a22u2 + w*+ a2nun < 1,
(3.7.7)

am\U\ + am2u2 + ..+ amnun <

Ui[j =142,....,«) o'zgaruvchilar «i +u2+..«, =1/v

shartni ganoatlantiradi.0 ‘yin quyidagi masalani yechishga
keltiriladi.
(3.7.7) sistemani ganoatlantiradigan va

W =ui+ul+...un (3.7.8)
chiziqii funksiyaga maksimum qiymat beradigan u; >0,
y =1,2,...,« o'zgaruvchilar giymatlarini toping.

Bu masalaning yechimi Q =(m»¥2»—n) optimal
strategiyani aniglaydi. Bunda o‘yin bahosi

! 1
n . (3.7.9).
max W min Z

\"
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Kengaytirilgan (3.7.3), (3.7.4) va (3.7.7), (3.7.8)
masalalardagi matritsalar bir-biridan transponirlash yo'li
bilan olinadi.

«l a2\ «ml «1  «12 e «n !
«12 a2 am2 «l  «22 o «x 1
«n azn am\  «m2 e am !
1 1 1 IminZ 1 1 e 1 mMaxw

(3.7.3), (3.7.4) va (3.7.7), (3.7.8) masalalar chiziqli pro-
grammalashtirishning o'zaro ikki yoglama masalalari bo'‘lib,
ulaming optimal strategiyasini topishda yechish osonroq
boMgan masala yechimi simpleks usulida topiladi va so'ng bu
yechimga ko‘ra unga ikki yoglamabo‘lgan masala yechimi ham
topiladi.

O'yin modellari bilan ifodalangan iqtisodiy masalalami
chiziqli programmalashtirish usullari bilan yechishga doir
misollar keltiramiz.

Misol. Korxona uch turda (Aj,A2,A3) mahsulot ishlab

chigaradi. To'rtta (5p52,53,54) holatdan biriga tegishli

talabga bog'liq foyda oladi. Korxona i - mahsulotni j - talabga

ko‘ra ishlab chigarganda oladigan foydani xarakterlovchi
elementlardan tuzilgan matritsa berilgan (14- jadval).

Talabni noaniq deb olib, ixtiyoriy holatda foyda (ishlab
chiqarilgan mahsulotdagi) o‘rtacha giymatini kafolatlovchi
optimal nisbatini aniglang.

14- jadval.
Bx Bj B, B,
A 9 4
A2 6 8 7
A3 5
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M asalani yechishdan oldin to'lov matritsasi sodda-
lashtirib olinadi. Buning uchun afzal satr va ustunlar qoldi-

riladi (4- paragrafga garang). Natijada 3x3 o'lchovli to‘lov
matritsasi hosil bo'ladi (15- jadval).

15- jadval.
B2 B3 a/
A 8 9 4 4
az 6 5 7 5
A3 3 4 6 3
5
8 9 7 7

Bunda, a * B “egar” nuqta yo‘'q va optimal yechimni

P = (xux2,x3) va Q ={Y\Y¥2>y¥t) aralash strategiyalarda

gidiramiz. x; =~-, /=13 va yj =~, y=U belgilashlar

orqali quyidagi o'zaro ikki yoglama masalalami hosil qgildik.
1- masala.

8/ +612 +3B>1,
ot\ +512 +4/3 > 1
41\ + 1t2+6/3 > 1
tj> 0, /=123, (3.7.10)

7 =*+12+h ->min.

2- masala.

Bu +9Ww+4m <1
6u +'5W +10 <1

+ 4li2 + 6up <1
Uj >0y =123 (3.7.11)

W = +u2+«3 max

2- masala simpleks usulda yechiladi. Buning uchun uni
awalo kanonik ko'rinishga keltirish kerak bo‘ladi:
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8«! +9«2 +4«3 +«4=1,
b« +5¢2 +7«3 +«5=1,
3« +4«2 +6«3 +«b6=1.

Endi bazis va erkin o'zgaruvchilar ajratib olinadi. «4,«5m6

— bazis o‘zgaruvchilar va u\,u2,u3 — erkin o'zgaruvchilar.

«4 =1- 8w - 9«2 - 4«3,
«b =1- 6«! -5«2 -7«3,
«6=1- 3« -4U2 -6«3-

W - g +«2 +«3-
Bazis yechim W =(Q;0;Q;1;1;1) . Maqgsad funksiyasida

hamma o'zgaruvchilar oldidagi koefiitsiyent bir xil bo‘lgani
uchun ulardan birortasi orttiriladi, ya’'ni, noldan katta giymat

beriladi (16- jadval). Masalan, «3ni orttiraylik, ya’'ni, «3
bazis o‘zga-ruvchilar gatoriga yoziladi, (3.7.12) sistemadan

«5 bazisdan chiqariladi.

Endi bazis o‘zgaruvchilar wr,u5u6, erkin o‘zgaruv-

chilar ny,ur,un.

3 32 43 4
ué =7~ yui-y"4 +y«5,
(3.7.13)
15 2 b
«6 =y +7wW +y “4 +y«3-

157



£>» >» >» =» > P

>z R

16-jadvai

) I I 1 0 0
Bazis ¢cp A
A Wi 4 A As
41— A4a- 8 9 4 i 0
0 1 b 5 7 0 |
0 l 3 4 b 0 0
0 -1 -1 10 0
0 37 3207 43/7 1 -4/7
1 U7 67 5/7 -e— 7
0 Y7 -15/7 -2/7 0 0 -6/7
vr o -117 =217 0 0 U7
! 3/43  32/43 ! 0 7/43 -4/43
! 4/43  14/43 0 | -5/43  9/43
0 7/43 -83/43 | 0 2/43 38/43
7/43  3/43 0 0 2/43 5/43

=

13 l
Bazis yechim 1 - 0-benyyal-y
\ /

Endi u2 bazisga kiritiladi, u4 bazisdan chigadi.

1 32 7 4
L4 o5 9
= e FRR [ s [—
43 T
7 83 38

116 = 43 + 43 WI" 4 3 M4- ~ /5

7 3 2 5
U\ Ua Mi.
43 43 1 43 43
/ 3 4 7 —
Bazis yechim L - 43 43 43 _43
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W ifodasida musbat koeffitsiyentlarning yo‘qligi
optimallik mezoni bajarilganligini ko‘rsatadi. Detnak, optimal
* M3 T

' = 0;— ;050 — - —.
yechim U 13 43 13 max W e

1- masalaning optimal yechimini topish uchun quyidagi
moslikdan foydalaniladi (1- gism 3- bob):

* h 3 % h

X X t X X
ud us  «6 Ul u2 @3
S T S
43 43 43 43

Demak, 1- masalaning

T*=\ —;—5;0
43 43
Z =tj+tg+ 3 43)
min Z = maxw = —.
43

(3.7.9) ifodadan o'yin bahosi topiladi:
1 !
maxw minZ
Endi optimal strategiyalar topiladigan bo‘linsa (3.7.2) dan:
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Demak, korxona A\ mahsulotdan 29%, Aj mahsu-

lotdan 71 % ishlab chigarishi, A3 mahsulotni esa ishlab
chigarmasligi kerak.
Optimal strategiya Q* ham shunday usul bilan topiladi:

y\ =«l ov :B).M_ :ﬂ)‘

3 43 3
2 -v=- - - = -,
4 43 4
W =«3-v = — B— =
0;-;-
77

Demak, korxona 2- holatdan talabga muvoflg 43 %, 3-
holatdan esa 57 % foyda olar ekan.

mxn o'lchovliixtiyoriy chekli o'yin yechimini topishda
quyidagi izehillikka amal gilinadi:

1. To'lov matritsasini soddalashtirish maqgsadida satr va
ustunlar o‘chiriladi.

2. 0 'yinning yuqori va quyi bahosi aniglanadi va o'yin
“egar” nuqtaga ega yoki ega emasligi tekshiriladi. Agar “egar”
nuqta bor bo‘lsa, u holda o‘yinchilaming unga mos stra-
tegiyalari optimal bo‘ladi va o'yin bahosi yuqori (quyi) baho
bilan ustma-ust tushadi

3. Agar “egar” nuqtayo‘q bo'lsa, u holda yechim aralash
strategiyalardanizlanadi. Bunda mxn o‘lchovli o‘yinsimpleks

usulida, 2x2, nx2, 2x« o'ichovli o'yinlar grafik usulda
yechiladi.

3- namunaviy hisob topshiriglari

3.1.—3.6. Quyidagi masalalarda berilgan to‘lov mat-
ritsalari uchun o‘yinning maksimin va minimaks giymatlarini
toping.
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Bi B2 B3 B, B2 B3
A 03 06 08 A 4 5 3
A 09 04 02 a2
A 07 05 04 A3 5 2 3
By B2 B4  S3
A 8 9 10
A 6 5 8 7
A 3 4 5
4.
B\ B2 *3 54 B5
4 4 5 6 7 9
“7 T~ 6 5 6
A 7 6 10 8 1
A, 8 5 4 7 3
B\ B2 B3 S4
4 4 9 5 3
~9 7 8 6 9
7 4 2 6
A 8 3 4 7
Bx *2 B3
4 2 5 3
i~ 6 4 5
A 3 7 6
A\ 2 3 4

3.7—3.8. Quyidagi o'yinlaring harbiri uchun “egar” nuqta
va o'yin giymatini toping. Yutuglar A o‘yinchi uchun
berilgan.
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Ai
a2
A3

Ay
a2
A3
A4

B\ B2 B3 B4
8 6 2 8
8 4 5
7 3 5
Bi B2 B3 B4
4 -4 -5 b
-3 -4 -9 -2
b 7 -8 -9
7 3 -9 5

3.9.- 3/10. Quyidagi o‘yinlarda (2;2) partiya “egar” nuqta
bo‘ladigan p va q qiymatlar to‘plamini toping.

9.

Bi B2
A1l ¢
a2 p o
A3 O 2

3.11.—3.14.
1.
Bx *7
A\ I 9
a2 2 3
A3 "5 -1
AT 4
u.

*1 52
n 1 9
) 2 10
A3 5 3
A4 T -2

10.
B3 Bx b2 B3
6 AX 2 4 5
10 a2 107 9
3 A3 4 P b
Quyidagi o'yinlar giymatini hisoblang.
12.

3 £ Bx A2 B3 il
b 0 4 3 7 -1 3
§ 4 a2 4 § 0 b
10 -3 A3 b -9 -2 4

l -5

*3 B4 Bx B2 B
b 8 4 3

4 b 02 5 3
0 7 A3 4 -5
8 4

162



3.15. Quyidagi o'yinda A o'yinchi uchun (1/6; 0; 5/6)

va B o‘yinchi uchun (49/54; 5/54; 0) strategiyalar optimal
bo'lishini teksliiring va o'yin giymatini toping.

Bx Bi B3
4 5 50 50
A 1 1 91
A 10 1 10
3.16— 3.21. Quyidagi masalalardaberilgano‘yinlami grafik
usulda yeching:
16. 17. 18.
Bx B2 Bx B2 Bx B2
A -2 2 A 2 A 4 2
A -l1= —t A 1
19.
Bx Bi Bi B4
A 1 3 -3 7
A 2 5 4 -6
20. 21.
B2 Bx Bj B3
A 1 2 A 1 5
A 5 6 A 8
A 7 9 A -1 -6
A 4 -3
A l 1

3.22.—3.25. Yuqorida keltirilgan 3.2., 3.4., 3.5., 3.6.
masalalardagi to‘lov matritsalari bilan berilgan o‘yinlarni
chizigli programmalashtirish masalalariga keltirib yeching.
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