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K IR IS H

I lm iy  tex n ik a  ta ra q q iy o ti x a lq  x o 'ja lig in in g  b a rch a  
so h a la r id a  re ja la sh tir ish  va b o sh q arish n in g  m a tem a tik  
m odellashtirish va optim allashtirish usullarin i keng qo 'llashn i 
talab etmoqda. Hozirda bu sohalarda faoliyat yuritayo tgan  
b o sh q aru v ch i m u ta x a s s is la r  ish b ila rm o n  va ta d b irk o r  
b o iish la r i, kelajakni hisobga oigan ho lda iqtisodiy jih a td an  
sam ara li qarorlar qabul q ilish lar i lozim  b o 'lad i. A yn iqsa, 
iqtisodchi m utaxassislam i tayyorlash  uchun, ta labalarda aniq 
fik rlash  va tadb irko rlikn i sh ak llan tir ish , u la rd a  iq tiso d iy  
m atem atik usullar va zam onav iy hisoblash m ash inalaridan  
foydalanish tajribasini m ujassam lantirish  m uhim  aham iyatga 
ega.

R e ja la sh t ir ish  va b o sh qarish  ja r a y o n la r i  b iro r  an iq  
m aqsadga yo 'naltir ilgan  bo 'lib , u la r  jam iya t a ’zo lari ta lab in i, 
m avjud resurslardan eng sam arali bo 'lgan  usulda foydalan ib , 
qondirishga qaratilgan bo 'lad i. B unday jarayon lar m atem atik  
program m alash , operatsiya larn i teksh irish , o 'y in la r  naza- 
r iyas in i o ‘z ich iga o igan qaror qabul q ilish  n azariyas id a  
o ‘rgan ilad i. Bu fanlar b ir-b iri b ilan  uzviy bog 'liq  va u la r  o ‘z 
navbatida avtom atlashtirilgan  boshqaruv tiz im in ing asosini 
tashkil q ilad i.

M azkur qo‘llanm a talabalarga iqtisodiyot, ishlab chiqarish 
va boshqa sohalarda b o ‘lad igan  iq tiso d iy  m uam m o larn i 
o ‘rganish , yechish va tah lil q ilishn ing iqtisod iy m atem atik  
usu llarin i o 'rgan ishda yordam  beradi.

U sbu q o 'llan m an in g  ik k in ch i q ism i o p e ra ts iy a la rn i 
tekshirish fanidagi chiziqsiz program m alashtirish , d inam ik  
program m alashtirirish  va m atritsali o ‘ y m l a r  nazariyasiga oid.

K o ‘p iq tisod iy  ja ra y o n la r  uchun  o p era ts iya la rn i tek- 
sh ir ish d a  o 'z g a ru v ch i va o ‘ zg a rm as  o m illa r  o ra s id ag i 
m unosabatlar b irinch i yaq in lash ishda ch iz iq li deb hisob- 
lan ad i, b iroq u lam ing  ch iz iqsiz  ekan lig i m a ’lum . Foyda, 
tannarx , ish lab ch iqarishdag i kap ita l x a ra ja tla r  kabi k o 'rsa t-  
k ich lar ishlab chiqarish hajm i, xom ashyo sarfi va boshqalarga
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ch iz iqsiz b o g 'liq  bo ‘lad i. Bu ho llarda ch iz iqsiz  program - 
m alash tirish  m asa lasi hosil bo ‘ lad i.

n  o 'zg aru v ch ili funksiyan ing  ekstrem um in i top ish  — 
statsionar nuq ta la rn i topish, u lam ing  ekstrem um  m avjudligi 
zaruriy va ye tarli shartlariga ko 'ra , m inim um  yoki m aksim um  
n uq ta la r ek an lig in i an iq lash , y a ’n i lokal ekstrem um larn i 
aniqlash dem akdir.

Agar qo‘yilgan  m asalada cheklash lar ich ida tengsiz lik lar 
bo 'lm asa, o ‘zgaruvchilarga m anfiym aslik  va butun sonlilik  
sharti qo ‘y ilm asa , chek lash lar soni nom a’ lum lar son idan  
k ich ik  b o 'lib , m aqsad  funksiyasi, cheklash  sh artla r id ag i 
funksiyalar uzluksiz va hech bo ‘lm aganda ikkinch i tartib li 
x u su s iy  h o s ila la rg a  ega  b o ‘ lsa , o d d iy  o p tim a lla sh tir ish  
usu llaridan foydalan ilad i.

Optimallashtirish usullarini qo‘llaganda funksiyaning lokal 
ek strem um i, g lo b a l ek strem um i va sh a rtli ek strem um i 
tushunchalari o ‘rtasidagi farqni ajratish kerak bo ‘ lad i.

Iq tisod iy m asa la larda funksiyaning biror sohadagi eng 
katta va eng k ich ik  q iym atlarin i, y a ’n i global ekstrem um ni 
aniqlash m uhim  hisoblanadi. Bunda funksiya bu sohaning faqat 
ich ida em as, chegarasida ham  ekstrem al q iym atga erishishi 
m um kin. Sohan ing chegarasi o ‘zgaruvchilarga n isbatan  biror 
bog‘liq lik , shartlar b ilan  berilgan bo 'lad i.

F unksiyan ing cheklash  shartlari b ilan  berilgan  chega- 
radag i ek strem um in i an iq lash  uchun  sh artli ekstrem um  
m asalasin i yech ishga to ‘g ‘ri kelad i. Shundan kelib chiqadigan 
bo ‘lsak, ch iz iq s iz  p r o g r a m m a la s h t i r i s h  ekstrem al m asala larn i 
o 'rgan ish  v a  u lam i yech ishda m iqdoriy u su llam i tatbiq qilish 
b ilan  shug 'u llanad i.

E kstrem al m asa lan in g  m atem atik  q o 'y ilish i b erilgan  
cheklashlarda m aqsad funksiyasining eng katta yok i eng kichik 
q iym atin i top ishdan iborat:

f ( x l ,x2, . . . ,x „ )  -> max(min)

g i ( x l ,x2, . . . ,x n) < b i , i  = l ,m

bunda, / va g, — berilgan funksiyalar, A, — biror haq iq iy son.
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f{ X )  va g j ( X) , X =(x1,x2,...xn ) funksiyalam ing xossa- 
la r ig a  q a ra b  q a to r  m a te m a t ik  p r o g r a m m a la s h t ir is h  
b o 'lim lar in i o 'rgan ishga to ‘g ‘ri kelad i. A w a lo  m asa la lar ikki 
tur, ch iz iq li va ch iz iqsiz  program m alashtirish  m asa la lariga 
b o 'lin ad i.

Q o'Ilanm aning 1- qism ida ko ‘rib o ‘tganim izdek, f ( X )

va gj (X)  ch iz iq li bo ‘lsa, m asala ch iz iq l i  p r o g r a m m a la sh t i r s h  
m a sa la s i  dey ilad i. Agar bu funksiyalardan hech bo 'lm aganda 
bittasi ch iz iqsiz bo‘lsa, m asala ch iz iq siz  p r o g r a m m a la sh t i r i s h  
m a sa la s i  deyilad i. Chiziqsiz program m alashtirish m asala larin i 
yech ish n in g  un iversal u su li b o 'lm ayd i. C hunk i ch iz iqsiz
funksiya lam ing ko ‘rin ishi tu rlicha bo ‘lad i. f ( X )  va gj ( X) ,

i = \,m  fu n ksiya la r  qavariq  va botiq funksiya la r b o 'lg an  
hoi ko ‘p g in a  m asa la larn i yech ishn i o son lash tirad irShun ing  
uch u n  q av a r iq  p ro g ram m alash tir ish  m asa la la r in i ta h lil  
q ilish , qavariq  funksiya lam ing  xossalarm i bilish m aqsadga 
m uvofiqd ir.

C heklash larga ega chiziqsiz m asa la larn i yechish usu llari 
to ‘g ‘ri va to ‘g ‘ri bo ‘lm agan usullarga bo ‘linad i.

T o ‘g ‘ri u su lla r optim al nuqtaga yaq in lashuvch i nuqtalar 
ketm a-ketlig in i topish imkonini beradi. Bu usullarga g r a d i y e n t  
u s u l l a r  va c h iz iq l i  k o m b i n a t s i y a l a r  u s u l i  k irad i. T o ‘g ‘r i 
b o 'lm a g a n  u s u l la r  y o rd a m id a  e sa  b e r i lg a n  c h iz iq s iz  
program m alashtirish m asalasin i yech ish  undan  hosil q ilingan 
b ir yoki b ir nechta ch iz iq li m asala larn i yech ishga ke ltirilad i.

B un d ay  u su lla rg a  kvad ra tik , s e p a r a b e l ,  g e o m e t r i k  v a  
s tox a s t ik p ro g ram m a la sh t i r i sh  usu l la r i  k iradi. Iqtisodiy va ishlab 
chiqarish m asa la larin i bu usullarda yech ish  b ilan  berilgan  
m asalan ing an iq  yoki unga yaq in lashuvchi yech im i topiladi. 
Xususan, kvadratik program m alashtirish  m asala larida Kun- 
Takker shartlaridan foydalanib aniq yech im  topiladi. Kvadratik 
program m alashtirish  m asa la larida m aqsad funksiyasi aniq 
m an fiy  yok i an iq  m usbat kvadratik  k o ‘rin ishga ega, jo iz  
yech im lar to ‘p lam i ch iz iq li shartlardan iborat.

Geometrik programmalashtirish usuli yordam ida maxsus 
ko ‘rinishdagi chiziqsiz m asalalar yech ilad i. Bu usulda berilgan
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m asalaning yech im i, unga mos ikki yoq lam a m asalan i yechish 
y o ‘ l i  b ilan  o lin a d i, bu yon dash ish  qato r h iso b lash larn i 
soddalashtirishga im kon beradi.

S e p a r a b e l  p ro g ra m m a la sh t ir ish  b ila n  e sa  m aq sad  
funksiyasi v a  cheklash  shartlaridag i funksiya la r separabel 
b o ig a n  ch iz iqsiz  m asa la lar ko ‘rilad i. A gar ko ‘p o ‘zgaruvchili 
funksiyani b ir  o 'zgaruvch ili funksiyalar y ig ‘ind isi ko‘rin ish ida 
yozish m um kin  bo 'lsa , bunday funksiyalar s e p a r a b e l  deyiladi. 
Ix tiyo riy  separabel program m alashtirish  m asalasin i qisman 
butun son li program m alashtirish  usu lla ri yo rdam ida yech ish  
m u m k in . B u n d a  b o ‘ lish  n u q ta la n  so n in i o rtish i b ilan  
cheklash lar m iqdori tez ko 'payish iga bog 'liq  q iy inch ilik lar 
yuzaga ke lad i. B erilgan  funksiyalar qavariq va botiq  bo ‘lib, 
y e c h im la r  to 'p la m i  q a v a r iq  b o ' l s a ,  bu u su l a n c h a  
yengillashad i.

F irm a b iro r m ezonga asosan  op tim al b o ‘lg an  ish lab  
chiqarish re jasin i an iq lash i kerak deylik . Bunda firm a ishlab 
ch iqarad igan  m ahsulot nom i, ishlab ch iqarish  q u w ati, ishlab 
ch iqarishn i xom ashyo , ya rim  tayyo r m ahsu lo t, energ iya , 
ishch i kuch i va hokazolar bilan  ta ’m in lashdag i im koniyatlar, 
baho v a  rek lam a im koniyatlari m a ’lum  bo ‘lsin deylik .

F irm a ish lab  ch iq arish  re jas in i tu z a r  ekan  u tu r li opti- 
m a lla sh tir ish  m aqsad in i k o 'zd a  tu tad i. M asa lan , ko 'p roq  
foyda o lish , m ah su lo t m iqdorin i m aksim al k o 'p ay tir ísh , 
m ahsu lo t ish lab  ch iqarishn i k engaytir ish  va hakozo . B unda 
c h e k la sh la r  ish lab  ch iq a r ish  o m illa r i sarfi b ilan  ish lab  
ch iq a r ilg an  m ahsu lo t hajrni o 'r ta s id ag i texno log ik  bog ‘ 
liq lik , q iym at, rek lam a va ta lab  k a tta lig i o 'r ta s id ag i bog ‘- 
liq lik  bo lad i. B u lar ko ‘p incha bo ‘lak li ch iz iq li funksiyalarga 
k e lt ir iia d i.

Transport m asa lasida , agar yuk b irlig in i tash ish  narxi 
tash ilad igan  yuk  um um iy m iqdoriga bog‘liq  bo ‘lsa , m asala 
ch iz iqsiz b o la d i.

1951- y il i  G .V .K un va A .V .Takker ch iz iqsiz m asa la lar 
uchun  optim allikn ing zaru riy  va ye tarlilik  shartlarin i e ’lon 
q ilishd i va bu lar ch iz iqsiz program m alash tirishda bundan 
keying i teksh irish lar uchun asos bo ‘lib xizm at q ild i. 1954- 
y ili A . C ham es va K .E .Lem ke m aqsad funksiyasi separabel
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qavariq funksiya lar bo 'lgan  ch iz iq li cheklash  shartlariga ega 
m asala lar yech ishn ing yaqin lashtiruvch i u su li b ilan shug‘u l- 
landilar. 1955- yildan boshlab kvadratik programmalashtirishga 
oid qator ish lar dunyoga keldi. E .B arank in , R .D orfm an,
E .M .B ill, M .F ran k  va F .V olf ish lari shular jum lasidand ir. 
G rad iyen t u su lla r b ilan  esa D .B .D enn is , D .B .R ozen  va 
G .Z oytendeyklar shug‘ullangan.

Q ator h o lla rd a , m asa lan  b erilgan  son lar d iskret m iq - 
d o r la r  b o 'lg a n d a , m aqsad  fu n k s iy a s in i d if fe re n s ia llab  
bo‘ lm aydi. Q o ‘ y ü g a n  ekstrem um m asalasi shunday m asalaga 
k e lt i r i la d ik i ,  u a w a lg is id a n  h am  q iy in ro q  y e c h i la d i .  
Shun ing  u ch u n  m asa la la r  yech ish  ja r a y o n i b o sq ich m a- 
bosq ich  o lib  b o rilsa , yech im n i top ish  osonroq bo ‘ lad i. 
Iq tisod iy ja ra yo n d a  vaqtga b o g iiq  b o 'lg an , y a ’ni b ir n ech a 
davr, b o sq ich larga  bog ‘ liq  b o 'lg an  m asa la la r  k o ‘p  b o s q i c h l i  
m a s a l a l a r  d ey îlad i. U larda ja rayo n n in g  bosq ïchm a-bosq ich  
rivo jlan ish i h isobga o linad i, y a ’n i u la r  d in am ik  xarak terga  
ega bo‘ lad i. Bu m asa la la rn i yech ish d a  iq tiso d iy  ja ra y o n la r  
d in a m ik a s i v a  q a ro r  q ab u l q i l is h n in g  k o ‘p q a d a m li 
x a rak ter in i h isobga o lad igan  d in a m ik  p r o g r a m m a la s h t i r i s h  
u s u l i  ish la b  c h iq ilg a n . D in am ik  p ro g ra m m a la sh t ir ish  
m ustaq il fan  s ifa tid a o ‘tgan asrn ing 50- y il la r id a  sh ak llan a  
bosh lad i. U n ing  r ivo jlan ish iga am erik a lik  o lim  R .B e llm an  
katta hissa qo‘shgan. Bunday m asala larga korxonalar o ‘rtasida 
xom ashyon ing  re ja  davri y il la r i bo ‘ y ic h a  taq s im lan ish i, 
jih o z la rn i t a ’m irlash  va a lm ash tirish  m asa la la r i, b o iin m a s  
yu k lam i jo y la sh tir ish  va eng q isqa y o ‘ ln i top ish  m asa la la r i 
kirad i. Qo‘llan m ad a bunday m asa la larga  m iso llar ke ltir ilgan  
va u la rn i y e c h ish  u s u lla r i  a n iq  m a ’ lu m o t la r  a so s id a  
ko‘rsatilgan .

Ko'pincha noaniqlik sharoitida qaror qabul qilish zaruriyati 
tug‘ilad igan m asalalarga duch kelam iz. Y a ’n i, ikki (yoki undan 
ko‘p) tom on tu rli m aqsadni ko‘z lagan  va natijada u lardan 
biri boshlagan harakat ikkinchisi tu tgan  yo ‘ lga bog‘liq bo ‘lgan 
ho latlam i kuzatam iz. Bunday h o la tla r  shaxm at, shashka, 
domino o 'y in la rid a  uchraydi va u la r  z id d iy a t l i  o ÿ i n l a r  yoki 
ba’zi adab iyotlarda m o ja r o l i  o ÿ i n l a r  deb ata lad i. Bunda har 
b ir o ‘y in ch in in g  yurish i raqib javob iga bog ‘liq  bo ‘lad i va
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o ‘y in  m aqsad i ta ra fla rd an  b ir i yu tu g ‘i b ilan  b e lg ilan ad i. 
Iqtisodiyotda z idd iyatli h o la lla r ko ‘p uchrayd i va u lar ko ‘p 
q irrali xarakterga ega bo‘ladi. Bularga m asalan, t a ’m inotchi va 
is te ’m olch i, sotuvchi va xaridor, bank va m ijoz o ‘rtasidagi 
m unosabatlar k irad i. H am m a hollarda ham  z idd iyatli holat 
raq ib larn in g  q iz iq ish  v a  ta lab la r i h a r  x illig i, u la r  o ld iga 
qo 'ygan  m aqsadni yuqori darajada ta ’m in layd igan  optim al 
qarorlar qabul qilishga intilish i natijasida kelib chiqadi. Bunda 
u la r  nafaqat o ‘z m aqsadi balk i raqib m aqsad i b ilan  ham  
qiziq ish i va raqib tom on qabul q ilad igan nom a’lum  qarorlam i 
ham  hisobga o lish lari kerak bo‘ladi. Shuning uchun zidd iyatli 
ho lat m asa la larin i yech ishda ilm iy  asoslangan usu llar kerak. 
M atr i t sa l i  o  ‘y i n l a r  n a z a r i y a s i  shunday m asa la lam i hal qilish 
b ilan  shug 'u llanad i.

M azk u r q o ‘ llan m a  lo tin  a lifb o sid a  ilk  m arta  chop  
e t ila y o n g a n i sab ab li x ato  va k am c h ilik la rd a n  h o li deb 
b o 'lm ayd i. Shu bois q o ‘llanm an ing s ifa tin i yaxsh ilash  va 
m azm un in i boyitishga qaratilgan  har q anday  flkr ham da 
m ulohazalar kitobning keyingi nashrlarida albatta inobatga 
o linad i.

Muallifiar



I bob. Chiziqsiz programmalashtirish

l-§. Chiziqsiz programmalashtirish masalalarining 
qo‘yilishi

Chiziqsiz program m alashtirish  n  o 'zgaruvchiga bog‘liq 
b o ‘ lgan  fu n k s iy a la rn in g  ch ek lan ish  sh a r t la r in i q an o at- 
Ian tirad ig an  ek strem um  q iym a tla r in i top ish  m asa la s in i 
yechad i:

Z  = f (x 1,x 2, . . . ,xn )  = f(X )  ->• min(max), X  = (xl , x 2,.. . ,xn), 

gi(xh x2,...,x„) = gj (X)  < bi t i  = l ,m ,  (1.1-1) 

Xj > 0 ,y  = l ,« .

Agar f (X ) va g t (X )  funksiyalar ch iz iq li, y a ’n i

n n ____
f ( X )  = 'Z CjXj, g i (X ) = X  cijjXj < b i , i  = 1 ,m  (1.1.2) 

j = 1 7=1

bo‘lsa, u holda bu m asala ch iz iq li  p r o g ram m a la sh t i r i sh  m a sa la s i  
deyilad i.

F un ks iya  ek s trem u m i m av jud lig i z a ru r iy  sh a r tla r in i 
teksh irishda q ara layo tgan  funksiya Veyershtrass teorem asi 
sh a r t la r in i q a n o a t la n t ir a d i, y a ’n i ek strem um  m asa la s i 
yech im ga ega, deb faraz  q ilin ad i. C h un k i, V eyersh trass 
teo rem asiga  asosan , ag a r  funksiya b iro r yo p iq  o ra liqda 
an iq langan va uzluksiz b o ‘lsa, bu oraliqda u  o 'z in ing  aniq 
quyi yoki yuqori chegarasiga erishadi [6].

Ushbu

Z  = f (x\ ,x2>... xn )  (1 .1 .3)
funksiyaning quyidagi

g i(x i ,x2,.. . ,xn)  = 0 , i = l , m  (1-1-4)
ten g lam a lar  s istem asin i qanoatlan tirad igan  ekstrem um in i 
topish ta lab  q ilin gan  b o 'ls in . Boshqacha ay tgan da, teng­
lam a la r  s istem asi (1 .1 .4 ) n i q an o a tlan tirad igan  shunday

x1,x1, . . . ,x n larn i top ish  kerakki, x, Iarning shu q iym atlarida

(1 .1 .3) funksiya ekstrem um ga erishsin. Agar quyidag i
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X = (xl ,x 2, . . . , x „ ) , g ( X )  = ( g 1( X ) , g 2( X ) , . . . g m( X ) )
vektorlar k iritilsa , (1 .1 .3 )—(1 .1 .4 )n i q isqacha quyidag icha

yozish  m um kin: f(X) m in(m ax), g(X) = 0, X  e  R n -
Endi yuqorida keltir ilgan  m asa lan i quyidag icha ta lq in  

q ilish  m um kin:

n  o ‘lchovli R n fazoda g(X) = 0 tenglam alarn i qanoat- 

lan tirad igan  shunday Xq e  R n nuqtan i topish kerakki

f ( X 0)  = m in / (X ) ,(/ (X 0) -  m a x / (X »  (1.1.5) 

teng lik  R n dagi ham m a X  lar uchun o ‘rin li bo ‘lsin , y a ’ni 

f ( X 0) < f ( X )  ( f ( X 0) > f ( X ) )  (1 .1 .6)
tengsizhk bajarilsin .

(1 .1 .4 )—(1.1 .6) shartlam i qanotlan tirad igan  X0 nuqta

(1 .1 .3 ) funksiyaga sharth global ekstrem um  beruvchi nuqta 
deb, qo ‘yilgan  m asala esa shartli global ekstrem um  m asalasi 
deb atalad i. (1 .1 .4) tenglam an i qanoatlan tirad igan  nuqta lar 
to 'p la m i q o ‘y i lg a n  m asa lan in g  m u m k in  b o ‘ lg a n  ( jo iz ) 
nuq ta lar to ‘p lam i dey ilad i va quyidag icha yozilad i:

X  = { X :g (X )  = 0}.
Shartli ekstrem um  m asalasin ing qo 'y ilish i quyidagicha 

b o ‘lad i: n  o ‘lchovli R n fazoda shunday X 0 nuqtan i topish 

ta la b  q i l in a d ik i ,  o ld in d a n  b e r i lg a n  e > 0 son  u c h u n  

\\X -  X0|| < e va g ( X 0)  = 0  bo 'lganda (1.1.6) tengsizlik R n

dag i h am m a x  la r  uchun  o ‘r in ii b o !ls in , yo k i q isqacha 
ay tganda

f ( X 0) < f ( X )  ( f ( X 0) > f ( X ) ) -  

g (X 0) = 0, flX -X o||< e,Z GjR” (1 .1 .7 )

n i q ano atlan tirad igan  X 0 nuq ta  sh artli lokal ekstrem um

beruvchi nuqta, qo ‘yilgan  m asala esa sh a r t l i  l ok a l  ek s t r em u m  
m a s a l a s i  deyilad i.
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1. S h artli ekstrem um  m asalalarin i shartsiz ekstrem um  
m asa la la r ig a  keltirish  usullari.

Bazis o ‘z g a r u v ch i l a r n i  y o ‘qo t ish  usu li .  A gar tenglam alar 
s is tem asi (1 .1 .4 ) n i m  ta  baz is (b o g ‘ liq ) o 'zg a ru v ch ig a  
nisbatan, m asalan , x1,x 2, . . . ,xm g a  nisbatan yech ish  m um kin 
bo ‘lsa , y a ’n i

xi=<Pi(xm+ u-> xn)> i = l,m (1 .1 .8 )
bo ‘lsa , shartli ekstrem um  m asalasin i shartsiz  ekstrem um  
masalasiga keltirish mumkin. H aqiqatanham  (1.1.7) ni (1.1.3)ga 
qo ‘y ilsa , m - n  erk li o 'zgaruvchiga bog‘ liq bo 'lgan

f ( xm+l’ " - ’ xn) = fV$\(xm + l > t y m i - X m + l ’ •••>•*•«)] (1-1 -9) 
funksiya hosil bo ‘lad i. D em ak, (1 .1 .9) tenglikdagi xm+l, . . . ,x n 
e rk li o ‘ z g a ru v c h ila r  (1 .1 .4 )  te n g la m a la r  s is te m as in in g  
y e c h im ta r i b ilan  b o g 'I iq  b o 'lm a g a n lig i u ch u n  sh a r t li 
ekstrem um  m asalasi shartsiz ekstrem um  m asalasiga ay lanad i.

Bunda, ko ‘rinib turibdiki, agar ,^ 2°^’ • *• ’ ) nuqta

(1 .1 .3 ) funksiyaga shartli ekstrem um  beruvchi nuqta bo‘lsa,

(xw+i •xm+2 ’ ■■■’ x”0 )) nuqta shartsiz ekstremum beruvchi nuqta

bo 'lad i. Bazis o ‘zgaruvch ilam i yo 'qotish  usu li b ilan  shartli 
ekstremum masalalarini yechishda m a’lum qiyinchilik tug ‘iladi. 
C hunki (1 .1 .4 ) tenglam alar sistem asini m  o 'zgaruvch ilarga 
n isbatan  yech ish  m um kin bo 'lsa  ham  ko ‘p ho llarda u lam i 
y e c h is h  m u ra k k a b  b o ‘ la d i .  S h u n in g  u c h u n , ( 1 .1 .4 )  
teng lam alar sistem asini yech ishga ehtiyoj qo lm ayd igan  qu lay 
usul — L a g ra n j  a n i q m a s  ko ‘p a y t u v c h i l a r  u su l id i r .  B izdan
(1 .1 .3 ) funksiyaning (1 .1 .4) cheklash teng lam alar sistem asin i 
qanoatlantirad igan ekstrem um ini topish ta lab  q ilingan  bo‘lsa, 
quyidag i

L (x^,x2, . . . ,xn , A.q,A.],A-2,...,A,m) = , X j...,xn ) +

m
+ J .h 8 i{x \> xi>™>xn) ( 1.1.10)
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m
L = (X,X0 A )  = W W  + S  h i i ( X ) ,

/=1

J T  — ( X ] ,  X2 ,•••, Xn )  > A  “  ( А - l  >^-2 5 •••) )

funksiyan i tuzam iz. Bu funksiya L a g ra n j  f i t n k s i y a s i  deyilad i.

X = (Xi,À2 >—Д т )  L agran jn in g  an iqm as k o ‘p ay tu v ch ila r i

dey ilad i. A gar X0 =1 bo ‘lsa, Lagranjn ing norm al funksiyasi 
b ilan  ish  ko ‘rilad i.

Lagranj funksiyasidan x j  ( j  = 1,« j v a  í i  = 1,/я) o ‘zga-

ruvch ila r bo ‘y ich a  xususiy hosila lar olib no lga tenglashtirilsa, 
quyidag i

эx j  aXj ¡ t i  dx j

^ -  = g i (X )  = 0, i  = í i ñ  (1.1.11)

ten g lam a la r  s istem asi hosil bo ‘lad i. U n i q isqacha vektor 
shak lida quyidagicha yozish m um kin:

dL -  df  + X dg  -  o- dL -  <r( X) -  n 
d x - d x * x s x - 0' э х - * < х ь о '

S h un d ay  q ilib , Lagranj usuli b ilan  n  nom a’lum li m  + 1
t e n g la m a la r  s is t e m a s in i  n  + m  n o m a ’ lu m l i  н + m ta  
teng lam alar sistem asiga keltird ik  yok i boshqacha aytganda, 
b erilgan  sharth ekstrem um  m asalasin i shartsiz ekstrem um
m asalasiga keltirildi. (1.1.11) sistem ani qanoatlantiradigan X0
nuqta norm al ekstrem um  nuqta, qo ‘yilgan  m asala esa norm al

s h a r t l i  e k s t r e m u m  m a s a la s i  d e y i l a d i .  (x^ x ® ,—,xf¡,

À®,À°,...,À°) nuqtaga qo‘y ilgan  m asalan ing yech im i yoki

Lagranj funksivasining statsionar nuqtasi dey ilad i. 2- §  da 
shu usu l haq ida batafsil to 'x talib  o ‘tilad i

yo k i qisqacha
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A gar cheklan ish  shartlarida qatnashad igan  funksiya lar 
ch iz iq li bo 'lsa , jo iz  yech im lar sohasi ham m a vaqt qavariq 
bo ‘lib , chekli son uchki nuqtalarga ega bo 'lad i.

Agar ch iz iq li program m alashtirish m asa la larin i optim al -

yech im lari qavariq V sohaning chekli son uchki nuqta lar 
to ‘p lam i ich id an  to p ilsa , ch iz iq siz  p ro gram m alash tir ish  
m asala larin ing  optimal yech im lari esa um um iy holda qavariq 
bo 'lm agan  sohaning cheksiz ko‘p nuqtalar to 'p lam i ich idan  
top ilad i.

M aqsad funksiyaning ch iz iq li bo ‘lm asligi ham  m asalan i 
yechishda m a’lum qiyinch ilik lam i yuzaga keltiradi. H aqiqatan 
h am , a g a r  ch iz iq li m aq sad  fu n k s iy a s i o ‘z ek strem um  
q iym atiga  jo iz  yech im lar sohasin ing chegarasida erishsa, 
ch iziqsiz maqsad funksiyasi sohaning faqatgina chegarasida 
em as, balk i ichki nuqtalarida ham  b ir necha lokal e.kstre- 
m u m larga  ega b o 'lish i m um kin . Bu esa to p ilg an  lokal 
ekstrem um  beruvchi nuqtalam ing qaysi b iri global ekstrem um  
beruvchi nuqta ekanligini aniqlashda qo‘shim cha qiyinchilikka 
olib kelad i.

2. Qavariq funksiyalar va ularning xossalari.
Agar chiziqsiz programmalashtirish m asalalarin i yechishda

V soha v a  m aqsad  fu n k s iya s i q avariq  deb o lin sa , bu 
m asalalam i yechish ancha osonlasbadi. Shuning uchun, quyida 
qavariq funksiyalar va u larn ing xossalariga q isqacha to ‘xtalib 
o 'tilad i.

Q avariq  X to 'p la m d a  a n iq lan g an  f{ X )  fu n k s iy a , 

ag ar bu to ‘p lam ga q arash li ix t iyo r iy  xx,x2 e  X n u q ta la r

uch un  0 < X < 1 sh artin i q an o a tlan tiru vch i h am m a A larda 
q u y id ag i

/(Xjc! + (1 -  X)x2) < V ( x j )  + (1 -  X) f ( x2) 
tengsizlik o 'rin li bo‘lsa, qa va r iq  (yoki quyiga qavariq) f u n k s i y a  
deyilad i. Agar x\,x2 va X larning shu q iym atlarida quyidagi 

f ( k x x + (l-Ä .)x 2)>X/(a:1) + (l - X ) f ( x 2) 

tengsizlik bajarilsa, u holda f ( X )  funksiya botiq dey ilad i.
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Q avariq funksiya quyidagi xossalarga ega:
1. A gar f ( X )  funksiya qavariq bo 'lsa , — f ( X )  bo íiq  va 

aksincha.
2. f ( x ) - c x  ch iz iq li funksiya b ir vaqtda ham qavariq  va 

ham  botiq, bunda ixtivoriy x ¡ , x2 va A uchun quyidagi tcnglik  
o 'rin li.

/(/bq + ( l - X ) x 2) = Xcx] + (1 -X ) cx 2 = Xf(x i )  + (1 -  X) f ( x2) . 
f ( x )  = c  va f { x )  = ax + b  ch iz iq li funksiya ham m a yerda 

botiq va qavariq.
3. Agar f ¡ ( x ) J  = h m ,  x e  X funksiyalar qavariq  bo ‘lsa, 

a ¡  > 0 la r uchun

m
f ( x )  = ¿  a ¡ f i ( x ) ,  (1.1.12)

/=1
f { x )  = max f ¡ ( x )  (1.1.13)

1 <i<m v '
funksiya ham  qavariq.

A w a lo  (1 .1 .12) isbot q ilinad i:

m m
f ( z )  = É  u if i {'kxx + (1 -  X)x2) < x j,  a  ¡ f i ( x i )  +

/=1 »=1
rn

+(1 - X)X a ¡ f i ( x2) = Xf{xi)  + (1 - X ) f ( x 2) , z  = Xxx + (1 - X)x2. 
»=1

D em ak. (1 .1 .12 ) funksiya qavariq. Endi (1 .1 .13) isbot 
q ilinad i:

f { z )  = m ax f ¡ ( z )  < X max ^ ( x j )  + (1 -X )  max f ¡ ( x 2) =
]<i<m 1 <i<m 1 <i<m

= V/ (x j) + (1 -  X)f ¡  (x2 ).

Bu xossalar orqali berilgan  funksiyan ing qavariq  yok i 
botiq ekan lig in i aniqlash ancha m urakkab. B a ’z i ho llarda 
funksiyaning qavariq yoki botiq ekan lig in i tekshirish ancha 
osonlashadi. M asalan , berilgan funksiya ikk i m arta differen- 
s ia llan u v c h i b o ‘ lsa , un in g  q avariq  yo k i bo tiq  fun ksiya  
ekan lig in i teksh irish  uchun  quyidag i eng q u lay  xossadan 
foydalanish m aqsadga muvofiq bo ‘ladi.
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4. A gar f ( x ) funksiya qavariq b o 'lsa , u ho lda ix tiyo riy

a  son uchun f ( x )  < a  tengsizlikning yech im lar to ‘p lam i 
qavariq yok i bo‘ sh to 'p lam  bo‘lad i.

5. A g a r  <p,(x) fu n k s iy a la r  q av ar iq  b o ‘ lsa , u h o ld a  

< P / ( j c )  < bj , i  = I,in  te n g s iz lik la r  s is tem as in in g  y e c h im la r  
to ‘p lam i (agar to ‘plam  bo ‘sh b o ‘lm asa) qavariq bo ‘lad i.

6. Qavariq funksiya f ( x ) ,  x e  X, X  to ‘plam ining harnm a 
ichki nuqta larida uzluksiz, y a ’n i, qavariq funksiya X  to ‘p- 
lam ning faqat chegaraviy nuqtalarida uzilish i m um kin.

7. H ar qanday q at’iy  qavariq (botiq ) funksiya b ittadan  
ko ‘p bo ‘ lm agan  statsionar nuq ta (y a ’n i, ham m a xususiy  
hosila lari 0 ga teng bo‘lgan nuqta)ga ega. Bunda bu nuqta 
qavariq  (bo tiq ) funksiyan ing lo k a l va g lobal ekstrem um  
nnqtad  hnM adi-------------------------------------------------------------------

8 . I k k i  m a r ta  d i f f e r e n s ia l la n u v c h i  f u n k s iy a

f ( X )  = f ( x 1,x2,...,xn) b ir o r t a  X0 = (x(°\x(20\...,xj,0)) 
nuqtaning atrofida, agar shu nuqtada quyidagi

* _ h f ( x o )  ,  n , 
A1 -  — A2 

Ox,

d2f ( x 0 ) d2f ( x o )
()Xj dx\dx2 

d2f ( x 0 ) d2f ( x 0)
dx2dxj dxi

> 0,

A 3 =

32/ (x 0) a2/ (x 0) a 2/ (x 0 )
'dxj dxi'dx2 r)Xj0X3

a2/ (x 0) a 2/ (x 0) 3x2/ (x 0)
dx2dxi dx^ dx2dx$

32/(xo) 32/ (x 0) 32/ (xo )
3x3ax] ()x3dx2 dxl

< 0
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shartlar o‘r in li b o ‘lsa , q a t’iy  botiq bo 'lad i. B oshqacha qüib 
aytganda, b erilgan  funksiyaning ikkinch i tartib li hosila landan  
tuzilgan ham m a loq  tartib li determ inan tlar m anfiy bo ‘lib, 
juft tartib li determ inan tlar musbat bo ‘Isa, bu funksiya qat’iy  
botiqdir.

A gar yu q o r id a  ke ltir ilgan  ham m a ju ft va toq ta rtib li 

determ inan tlar m usbat bo 'lsa , f ( X )  fim ksiya X0 nuqta
atrofida q a t’iy  qavariq bo 'lad i.

1-masala. Q uyidag i fun ksiyan in g  q av ar iq  ek an lig in i 
ko ‘rsating.

Ikk inch i ta rtib li hosilalar m atritsasi quyidag icha bo ‘ladi:

Д! = 10 > 0, A2 = 19 > 0 8- xossaga ko ‘ra, /  (X ) fimksiya 

X ning ham m a q îym atlaridà q a t’iy  qavariq ekan.

2-masala. f  ( X)  funksiyaning X0 nuqta atrofida qavariq

f  ( X )  = 5xf  + Xj -  x\x2 + 2xj -  x2 + 3. 

Yechish.
F unksiyan ing xususiy hosilalari top ilad i:

= 10x! — x2 + 2,
OX2

дх2 ’ dX[ f)X[ ’ dx\dx2 ()x2dx2

y o k i  b o t iq  e k a n l ig in i  a n iq la n g  f { X )  = 2xj3 -  x ¡ x¿

x 0 = ( ï J ) .

Yechish

16



, v 10 —4 r
A i ( J 0 )= 1 0 ,  A2 (Jr0 )= _4 _2 =-36.

B erilgan  funksiya X0 nuqta atrofida qat’iy  botiq  fim ksiya 
ekan.

2- §. Cheklashlari tenglik ko‘rinishida berilgan 
masalalar

O ptim allash tirish  n azariyasida , funksiyan ing cheklash  
shartlari berilgan yok i m avjud bo ‘ lm agan hollarda, m inim um  
va m aksim um  nuqta la rn i topish uchun d ifferensial hisob 
u su lla rin i q o 'lla sh  m asa la lari qad im dan  yech ib  kelingan . 
Ko‘pgina ekstrem al m asa la lam i yech ishda bunday usu llar 
h am m a vaq t ham  q o ‘ llan ilm ay d i. L ek in  u la r  ch iz iq s iz  
program m alashtirish  m asa la larin i yechish uchun asos bo 'lib  
XlZfflat q ilad i.

Qo‘llanm aning 1- q ism ida funksiyalam i cheklash shart- 
larisiz ekstrem um larin i topish, u lar m avjudligin ing zaru riy  
va ye tarli shartlari ko‘ rib ch iq ilgan  edi. Endi m asa la larda 
ch ek la sh  sh a r t la r i b e r ilg an  h o ld a , ag a r  u la r  te n g lam a  
ko 'rin ish ida bo ‘lsa, Yakobi va Lagranj usullari b ilan tengsizlik 
k o ‘ r in ishda esa K un—T akker sh artla r i b ilan  tan ish ilad i. 
C hek lash lari tenglik  ko ‘rin ishda berilgan m asa la lam i Yakobi 
usu lida yech ish  sim pleks usulin ing um um lashm asi bo ‘ladi. 
Lagranj usu li esa u  b ilan  uzviy bog'liq .

/. Keltirilgan gradiyent usuli (Yakobi usuli)
Q uyidagi chiziqsiz program m alashtirish m asalasi ko 'rib 

ch iq ilad i:

X = (x\,x2, . . . , x n ) , g  = ( g\ , g 2 ,.- g m ) T b u n d a  f ( X )  va 
g i ( X ) , i  = f u n k s iy a la r  ik k i  m a r ta  u z lu k s iz
d ifferensiallanuvchi.

Bu m asalan i k e lt i r i l gan  g r a d i y e n t  u su l i  b ilan  yech ishning 
m a ’nosi f ( X )  funksiyan ing  b ir in ch i xususiy  h o sila la r in i

2 —  M iqdc

Z  = f ( X )  —> min 

g (X ) = 0, (1 .2 .2)
(1.2.1)



g ( X )  = 0 ch ek la sh  sh artla r in i q an o a tlan tirad ig an  barcha 
nuqta larda top ishdan  iborat [20]. B unda bu xususiy hosilalar 
0 ga ay lanad igan  n uq ta la r statsionar n uq ta la r bo ‘ladi. U lar 
ekstremum mavjudligining yetarli shartlari yordam ida tuiianadi. 
B uni tah lil q ilish  uchun  1- rasm da grafik ta rz id a  ko 'rsatilgan

f ( x l t x2) fu n ksiya  к о ‘rib ch iq ilad i. gi(*l> *2) = x2 - b  = 0 
cheklash larda bu funksiyan i m in im allash tirish  ta lab  qШngan

b o ‘lsin . B unda b  — o ‘zgarm as son.
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1- rasm dan  ko‘ rin ib  tu ribd ik i, berilgan  ch ek lash la rn i 
qanoatlan tiruvch i nuqta larda f ( x \, x2) q iym atlari A, B  va 
C  nuqtalardan o 'tadigan egri chiziqda yotibdi. Yakobi usuliga 

ko ‘ra, egri ch iziq  ABC  n ing har b ir nuqtasida / (x 1;x2) 
funksiyan ing keltirilgan grad iyent kom ponentlari an iq lanad i. 
N u q tad a  k e lt ir ilg a n  h o s ila la r  0 g a  a y lan sa , shu n u q ta  
cheklashlar b ilan  berilgan m asala uchun statsionar hisoblanadi
(1- rasm , B  nuqta). /  funksiyaning d c f  ye tarlich a k ich ik 
m um kin  b o ‘lgan  orttirm asi q anday  an iq lan ish i ch izm ada 
ko 'rsatilgan .

S h u n in gd ek , u m u m iy  h o ld a T ey lo r teo rem as id an  X  
n u q tan in g  m um k in  b o 'lg a n  a tro f id an  o lin gan  X  + AX 
nuqtasi uchun  quyidagi form ulani yozish m um kin:

f ( X  + AX) -  f ( X )  = Vf (X)AX + O(Axj)—

g ( X  + AX) -  g ( X )  = Vg(X)AX + 0(Axj ).

A gar Ax j  -> 0 unda d f (X)  = Vf(X)dX dg (X)  = S7g(X)dX

g ( X )  -  0 bo 'lgan i uchun, jo iz  sohada d g (X)  = 0 bo ‘ladi. 
Bundan,

d f ( X ) - S 7 f ( X ) d X  = 0,

Vg(X)dX = 0. (1 .2 .3)

Bu sistem a nom a’lum lari d f ( X )  va dX bo 'lgan  (w + 1)

nom a’lu m li {m + 1) ten g lam a larn i o ‘z ich iga  o lad i. A gar

vek to r dX top ilsa , an iqm as k a tta lik  d f ( X )  n i an iq lash  
m um kin . Bu b ilan  ten g lam a la r  va n o m a’ lum lar b ittaga  
kam ayad i.

A gar m >  n , unda hech bo 'lm aganda (m - n ) teng lam a­
la r  o r tiq ch a  bo ‘ lad i. O rtiq ch a la r in i yo 'q o tg an d an  key in  

sistem adagi erkin tenglam alar m iqdori m < n  ga teng bo 'lad i. 
m  = n  b o 'lg an  ho lda yech im  3 ^  = 0 . B unda y e ch im la r  
to ‘p lam i b itta  nuqtadan iborat. m  < n  bo 'lgan  hoi batafsil 
ko ‘rib ch iq ilad i.
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X = ( Y , Z )  b o ls ín , bunda X  vektom ing kom ponentlari 
m os ravishda bazis (b o g liq ) va erk in  o ‘zgaruvchilar

У = ( Уи Уг - - - Ут)  va Z  = ( z l , z 2 . . . z n_m)  
ga ajratilad i.

Y an g i b e lg i la s h la rg a  k o ‘r a  /  v a  g  fu n k s iy a la r in in g  
grad iyen tlari quyidag i ko ‘rin ishda b o la d i:

V / (y ,Z ) = (VK/ ,V z / ) ,
V g (7 ,Z ) = (Vy g ,V z g).

Ikkita m atritsa quvidagicha belgilanadi va t a ’riflanadi:

( V v?1 ^

J  = V y g  =

v Y 6l 

, V  Y g m  )

С = v z g =
Î

v z s\  

VzSm y

(1 .2 .4)

J mxm — m atr itsan i Y akob i m a t r i t s a s i ,  Cmx(n-m) — 
b o sh q a r u v  m a t r i t s a s i  deyiJadi. Yakobi m atritsasi J  xosmas, 
deb faraz q ilin ad i. Bu taxm in har doim  o ‘rin li, chunki ko ‘rib 
ch iq ilayo tgan  m  ten g lam a lar har doim  erk in  teng lam alar 
b o lad i. Bundan kelib  ch iqad ik i, Y vektor kom ponentlarin i 
J v e k to r  kom ponentlari ich idan  /m atritsa xosmas bo ‘ladigan 
qilib  tan lash  kerak.

Y u q o r id ag i b e lg i la rd a n  fo y d a la n ib , d f ( X )  v a  dX 
nom a’lum li teng lam alar sistem asi quyidagicha yoz ilad i:

3 / (7 ,Z )= V y / 3 7  + Vz /3Z , J d Y  = -C d Z .  (1 .2 .5)

/ — m atritsa xosm as b o lg a n i uchun unga J~ l — teskari

m atritsa m avjud, y a ’n i Э Y = - J ~ lCdZ.
Bu tenglam alarda d Y ni dZ  orqali ifodalanad i, chunki 

Z  erkin o ‘zgaruvch ilar vektori h isoblanadi. d f ( Y ,  Z )  uchun 
yo z ilg an  ten g lam ad a  d Y  o ‘m in i a lm ash tirish  Э /n i dZ  
orqali ifodalash im kon in i beradi:

d f{ Y ,Z )  = ( y z f - V Yf J ~ l C ) d Z .
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Bu tenglam alardan  kelib ch iqad ik i, /  funksiyaning erkin

o ‘zgaruvchi]ar Z vektori bo ‘y icha differensiallash quyidagi 
form ulani beradi:

Vc/ = d °fd { ¿ Z )  = V z f  ~ » ( L 2 -6)

bunda Vc/  -  /  funksiyaning kelt ir i lgan g r a d i y e n t i  (yoki shartli

grad iyenti ) deyilad i. VC/ (7 ,Z )  vektor statsionar nuqtalarda 
0 ga teng bo 'lish i kerak.

Bu holda Gesse matritsasi elem entlari Z  bog‘liq b o ‘ lmagan 
o 'zgaruveh i kom ponentlariga mos kelad i, keltirilgan  ikkinch i 
ho sila lar b o 'lad i va u lam i quyidagi tenglikdan foydalanib 
hisoblash m um kin:

Ac/  = v , /  -  W C . ___________(1.2.7)

3ÁC/  / dz¡ vektor keltirilgan  Gesse m atritsasin ing i  qa-

to rin i b e lg ilayd i. " W " - Y  o 'zgaruvch in ing , "Y" — esa Z  
o 'zgaruvch in ing funksiyasi h isoblanadi, bunda

d Y  = - J ~ xC d Z .  (1.2.8)

Shunday qilib , z¡ bo ‘y ich a Vc/  xususiy hosila hisob-

langanda W  kom ponentlariga m urakkab funksiyani differen- 
siallash qoidasin i qo ‘llash kerak, y a ’ni:

d w j  / dz¡ = (d w j  / d y j  ) ( d y j  / dz ¿ ) .

1- masala. f ( X ) = Xj2 + + x 2 —> m in funksiyani quyi­

dagi cheklash lardagi m in im um in i toping:
g\(X)  = + x2 + 3x3 - 2  = 0,

g 2 (X ) = 5*! + 2x2 + x3 ~ 5 = 0.
B erilgan  m asalan i Yakobi usulida yechish uchun m aqsad 

funksiyasin ing, cheklash larn i h isobga oigan holda, ekstre- 
m um lari topiladi. F araz q ilaylik ,

y  = (x1;x2) Z = x3 .



' - Í 1
' - 2 / 3 1/3 '

, c  = í 3)
l 5 2 , 5/3 -1 / 3 J 1\ /

M aqsad  funksiyasin ing keltirilgan  g rad iyen ti quyidagicha 
top ilad i:

Vc f  = = 2x3 -  (2* j , 2x2 )
-2 / 3  1/3
5/3 -1 / 3 V] y

= (10/3)X ! - ( 2 8 / 3 )x 2 +2x3.

S t a s io n a r  n u q ta n i  Vc/  = 0 s h a r t  va g !(X ) = 0 ,  
g2(X ) = 0 ten g lam a lard an  hosil bo ‘ lgan  sistem a yech ilib  
top ilad i:

'1 0  -28  6a 
1 1 3
5 2 1

Bu sistem aning yech im i: A"0 =(0,81; 0,35; 0,28) gateng . 
Endi bu nuqtadagi ye tarli shartlam i teksh irilad i.
*3 erk in  o ‘zgaruvchi bo ‘lgan ho lda Vc/  dan

v >\ *1 '0>

x2 = 2

X3, 5v y

32/  1 0 ' J N

d c x3 = 3

dx¡
dx  3

v J y

28
3

'dx -  '
dx  3

\  J y

+ 2 =
10 28

dx  i N 
dx3 
dx2 
dx3

+ 2

kelib  ch iqad i. Yakobi usuli yordam ida quyidagi form ula hosil 
b o ‘lad i:

' d x ¡ '  
dx3 
dx2
dx-,

v J y

5/3 ' 
-1 4 / 3

Bu form uladan d2f / d c x j  = 460/9  > 0 . Bunda Xo — 

m ín im um  nuqtasi.

2 2



2 - m asala . Yuqoridagi m asala erk in  va bazis o 'zgaruvchilar 
o ‘zgartirilib  yech ilad i:

У = (xi ;  x3) Z  = x2 .
U holda yuqoridagidek:

Vr /  =
Эх] ’ Эх3

= (2x !;2x3), Vz f  -  2x2 .

Í M M l Г 1 3 4 г э в п

J  =
Эх] Эх3 '1 3'

у - u 14 14 ; с  =
Эх2

dg2 5 1У> 5 1 i
d g2

3xj Эх3 ^ 1 14 14 J Эх2
V z  У

Vc f  = M -  = V J  -  V J  ■ J ~ ' . C =  2x2 - ( 2 xu 2 x3 )>
o c x2

'  1 з 4
14 14 ■í1)5 1 к

1 И ~ 14 J

0 10 6

S tas io n ar nuqta Vc/  = 0, ^ ( ^  = 0, g 2(X)  = 0 ten g la - 
m alar sistem asidan topilad i:

'10 -28 6 Ч í v  's X i '0 '
1 1 3 • x2 - 2
5\ 2 1

У
x3\ 3 ) l5J

Bu sistem aning yech im i X й = (0,81; 0,35; 0,28)

/ с  \

b \ f  -10 r dxx '
Эсх 2 14 dxj

\  L J

+ 2 -

_5_

J L i i s . = L i 2 . _ j L l  14
14 dx2 14 ’ 14 3z \ / __

1 14 у
,  1° 5 6 3 65 , n

= Ï4  * 14 ~ Î4  Ï4  = 196 = ’

bunda, X o — m in im um  nuqtasi.
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Yakobi u su lin i qo ‘llashda asosiy q iy inch ilik lardan  b iri, 
chek lash lar son i ye tarli dara jada ko ‘p bo ‘lgan ida /_1 n i 
hosil q ilish b ilan  bog ‘liq. B unday holda K ram er qoidasidan 
foydalanish m um kin . U d f  ni d Z  orqali ifodalashga im kon 
beradi. A gar Zj , Z  ning j  — kom ponentasi v a  y t , Y n ing 
i — kom ponentasi bo ‘lsa, u  holda

d c f  _  3 (/ ,g 1,. . .g w )/ 3 (z y ,y i,...> ’ffl)
d c z j  ~ d ( g l , . . . , gm ) / d ( y h . . . y m) • ( L 2 ‘9)

Bunda

¥ ¥ ¥
dZj dyi

> • • • > Sm ) _
j  >y\ •> 3̂777 )

<)g\
dZj

'dg\
d yx

dg i
d y m 5

dSm dgm dSm
dZj d yx d y m

9gi 9gi 9gi
d yx d y 2

dg2
d}’\

dg2
d y 2

dg2
dgm = ]/|-

dgm
dy\

d g m
d y 2

dgm
d y m

(1.2.10)

S h u n d ay  q ilib , za ru riy  sh artla r q u y id ag i k o ‘r in ish da  
b o ‘lad i: ! '

—  r
' =  0, j  = \ , n - m  (1.2.11)

0 < ^ , i  = -
m atritsan ing  ( i j )  — blem eriti shunga o ‘xshash  quyidag i
form ulaga muvofiq holda hi.sqb,l£eadi:

M



Э.У/ _ _ ] ) Z j,y j +

dZi

Bu form ula bog‘liq  o 'zgaruvchi y ; n ing erkin o ‘zgaruvchi 
Zj o ‘zg a r ish ig a  n isb atan  o 'zg arish  te z lig in i b e lg ila yd i. 
N ihoyat, ekstrem um  m avjudligin ing ye ta r li shartin i olish 
uchun W = vektor elem entlarin i m os determ inant -
lar orqali ifodalash  zarur.

W  ning i- e lem enti quyidagi form uladan topiladi:

d ( a l l  • • • ; &i-l> f t  gj+1 ) - )  g)n ) / ^ (^1 ; • • • Ут )

Э (я , . . .й й )/ Э (уь . . . .у т )
Bu usul im koniyatlarin i ko 'rsatish m aqsad ida ekstrem um  

m avjud lig in ing zaru riy  sharti yoz iladL  Bnning u chun _U

w,-

Э f
m asalada (1 .2 .9)—(1.2.1 l)d an  w —f  ning ifodasi quyidagicha

Эсхз
topilad i:

2 *3 2xj 2x2
3 1 1

d c f  _ 1 5 2

d c x3 1 1
5 2

10 28 
т * , - т *2 + 2*3 .

2 . Yakobi usuli yordamida sezgirlikni tekshirish
Yakobi usuli /  optim al qiym ati cheklash lari o ‘ng qism i- 

dagi kichik o 'zgarish larga sezgirligini tekshirishda qo‘ llanilishi

m um kin. Faraz q ilay lik , m asalan, / — cheklash g , ( x )  = 0 

ning o ‘ng tom oni Oga teng em as, dg,- ga teng b o ‘lsin . Bu /  
ning optim al q iym atiga qanday aks e tad i?  B unday tekshirish 
sezgir likn i t ek sh ir ish  y o k i  sezgir likni ta h l i l  q i l i sh  deb nom langan 
va chiziqsiz program malashtirishdagi sezgirlik tah lilida olingan 
natija lar faqat ekstrem um  nuqtasi k ich ik  atrofi uchun  o ‘rinh.
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Shunga qaramay bu tahlil Lagranjning aniqmas 
ko‘paytiruvchilar usulini o‘rganishda foydali bo'ladi. 

Yuqorida ko'rsatilganidek,

Aytaylik, dg Ф 0 bo‘lsin; u holda

dY = J ~ 1d g - J ~ lC d Z .

Bu ifodani df(Y ,Z ) (12) tenglamaga qo'yilsa, quyidagi 
tenglama hosil bo'ladi:

d f(Y ,Z ) uchun ifoda X  joiz nuqtaning joiz atrofida, 
dg va dZ kichik o‘zgarishlar natijasida vujudga kelgan / 
o‘zgarishining tahlilida qo‘llanilishi mumkin.

X q = (Io»Z0) — ekstremum (aniqroq, ixtiyoriy statsio-
nar) nuqtasida keltirilgan gradiyent Vc f  nolga teng bo‘lishi 
kerak.

Shunday qilib, X 0 nuqtasida quyidagi tenglik o‘rinli:

ta’sirini g  ning o‘zgarishiga nisbatan / o'zgarish tezligini 
baholash yo‘li bilan tahlil qilish mumkin. Bu kattaliklar, 
odatda, sezish koeffitsiyentlari deyiladi.

Ekstremum nuqtasida Э/ / dg koefïitsiyentlar F vek- 
tomi tashkil qiluvchi o‘zgaruvchilarning aniq tanlanganligiga 
bog‘liq emas va sezish koeffitsiyentlarini belgilaydigan ifoda 
Zni o‘z ichiga olmaydi. Shuning uchun X  vektoming Y va Z

df(Y ,Z ) = Vy/ЭУ + Vzf d Z ,
Эg = Jd Y  + Cd Z .  (1.2.12)

bunda

df(Y ,Z ) = VY f J - 'd g  + V c fd Z

v c /  = v z / - v Y/ y -1c  (1.2.13)
awalgi ta’rif (6)ga mos keladi.

/V V \ ItnVtllM í Í* _

yoki

a/ (r0 )Z0) = v Y0/ / -1ag (r0,Z 0)

Yq = V ^ f J ~X- (1-2Л4)
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larga bo 'lin ish i, ayn i vaziyatda m uhim  om il h isoblanm aydi. 
Sh u n d ay  q ilib , sezish  koeffits iyen tlari Y vek to rn i xoh- 
la g a n ic h a  ta n la b  o l in g a n id a  h am  o 'z g a rm a s  b o 'l ib  
q o lav e rad i.

3. Chiziqli programmalashtirish masalalarini 
yechishning Yakobi usuli

C hiz iq li program m alashtirish m asalasi berilgan  [20]:
3- masala. Z  = 2x¡ + 3x2 —> max

ÍXj + x2 <5  
[x j + x2 < 3

X j  > 0 , j  = 1,4.

Yechish. S istem ani kanonik holga keltilsa ,
Z  = 2*i + 3x2 max

oíj — q o 'sh im c h a  o ‘ z g a ru v c h ila r  k ir i t i la d i .  U n d a

x j  -o íy  = 0 yoki Xj = шy . 0 ‘zgaruvch ilam i bunday alm ash- 
tirish m anfiym aslik  shartlariga hojat qo ld irm aydi va bosh- 
lang ‘ich  m asala quyidagi ko ‘rin ishn i o lad i:

m aqsad funksiyasining quyidagi cheklash larda:

m aksim um ini toping.
Yakobi usulin i qo'Uash uchun

Y = (coj, (02 ) va Z = (o>3, Ш4 ) .
(C h iziq li program m alashtirish belg ilash lari qo ‘llan ilganda 

Y va Z  vektorlar m os ravishda bazis v a  bazis bo ‘ lm agan
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X1 + x2 + x4 = 3,
X i , X 2 , X 3 , X 4  >  0 .
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o ‘zgaruvchilardan tashkil topganligi m a’qui bo 'lad i) . Berilgan 
m asala uchun quyidag ilar ifodalanadi:

f  2 0^ ,2 (02  )  j ~ l =
--- л

' \ 1 4

4(0j 4(0 !

1 - I 9
2 (0 ! - 2 ( o2>

r  f 2(03 0 1
0 2(04/  У ^ /  = ( 4юЬ 6ю2

I 1

4(02 4п)2 

) ,  V Z /  = (G

0%30

v a ___________________________a b  ф  и ,

f  1 l

II

Í э 2с/  э2/  1
ЭсШз 9c(o33c(o4 

д 2 f  д 2 f
_ '- 5  0  ̂

0 1° e J
Эс(о3Эс(о4 Эсш̂

----------------------------------- ——

Vc/ = (0 ,0 )-(4cob  6œ2 )
4o)j 4coj

1 -1
2юз 0

О 2 щ
= (-5ш3, ю4).

4œ2 4с«2

Vc/  = 0 ten g lam an in g  y e c h ilish i s ta ts io n ar  nuq tan i 

(coj = 2,(o2 = l,(o3 = 0,m4 =0) an iqlashgaim konberadi. Bunda 
G esse m atritsasi quyidag i ko ‘rin ishga ega bo 'lad i:

Hq — an iqm as m atritsa bo ‘lgan i uchun, statsionar nuqta 
m aksim um  nuqtasi em as.

H aqiqatan  ham  olingan natija  kutilm agan em as, chunki 
ch iz iq li program m alashtirish  nazariyasidan kelib  ch iqad ik i 
(03 va (04 (bazis bo ‘lm agan ) o ‘zgaruvch ilar (shu  tu fay li 
x3 va x4 ) 0 ga teng. Bu shuni b ild irad ik i, Y akobi usuli 
yo rdam ida o lingan, Y va X  ning an iq  tan lan ish iga bog 'liq  
yech im  jo iz yech im lar to ‘plam ining mos ekstrem um  nuqtasini
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an iq laydi. Bunda yechim  optimal bo 'lm aslig i m um kin. Lekin 
Yakobi usu li optim al nuqtani etarli shartlardan fovdalangan 
holda topishga im kon beradi:

Vc /  = (4îd1,0 ) - ( 6 o)2,0)
2 ü)2 

1
2üu

0

1
2(ü4

2(i)j 2(03
2o)j 0

= ( - 2011, - 6(03)

S tasionar nuqta (Oj =0,(o2 =>/5 ,0)3 =0,(o4 = V8 topildi.

( - 2  0 ^
M atritsa  H q =  ̂  ̂ an iq  m anfiy  bo ‘ lgani uchun  bu

\ / 
nuqta m aksim um  nuqtasi bo‘lad i.

B irinch i yech im  (xi = 4 .x t = 1) optim al vechim  em as 

ikkinch i yech im  (x t = 0,x 2 =5) optim al yech im  bo 'lad i.
M um kin bo 'lgan  yech im lar to 'p lam in ing ikkita qolgan 

ekstrem um  n u q ta la ri m aksim um  nuqtasi em as. B undan  
tashqari, ye tarli shartlardan foydalanib, funksiya ekstrem um  
nuqtasida ( x j= 0 ,x 2 =0) m inim um ga egalig in i k o ‘rsatish 
m um kin. C h iz iq li program m alashtirish m asalasin i yech ishda

sez ish  k o e f f its iy e n t la r i VYQfJ ~ l ik k i yo q lam a  m asa la

o ‘zgaruvchilari ro lin i o ‘ynayd i. Yuqoridagi m asalada ux va

u2 — ikki yoq lam a m asalan i mos o 'zgaruvch ilari bo 'lsin .

U lam ing  q iym atlari = 0,(o2 = V5,m3 = 0,(o4 = V8 optim al 
nuqtada quyidagi form ula bo ‘y icha hisoblanadi:

f _\

(uh u2 ) = Vro //_1 = (6(02, 0 )

2(d4 2(ü4

Ikki yoq lam a m asala maqsad funksiyasining mos q iym ati 
5wj + 3«2 = 15ga teng va to ‘g ‘ri m asala maqsad funksiyasining
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op tim al q iym a ti b ilan  m os k e lad i. O lingan yech im  ikk i 
yoq lam a m asa la  cheklash larin i qanoatlan tirad i va shundan 
uning op tim allig i kelib chiqadi.

Bu esa  sez ish  k o effits iyen tla r i ikk i yo q lam a  m asa la  
o 'zgaruvch ilariga mos kelishin i b ildiradi. H aqiqatan ham , u lar 
b ir x il m a ’non i anglatad i.

Yakobi u su lin i ch iz iq li program m alashtirish  m asa la larin i 
yech ishda q o 'lla sh  natijasida quyidagi xu losalarga kelam iz. 
Yuqoridagi m asa la  ekstrem um  m avjudligi zaruriy shartlaridan 
e rk in  o 'z g a ru v c h ila rn in g  0 g a  te n g lig i k e lib  ch iq ish in i 
ko‘rsatadi. Y etarli shartlarga ko‘ra, Gesse matritsasirung hamma 
diagonal e lem en tlari musbat bo ‘lsa, m in im um  m avjud bo 'lad i 
v a  m an fiy  b o ‘ lsa , m aksim um  m av jud  b o ‘ lad i. B undan  
ekstrem um  m avjud lig in ing zaru riy  sharti optim al yech im n i 
topish uch un  faqat jo iz  bazis yech im n i tekshirish keraklig i 
kelib ch iqad i. B unday ho llarda erk in  o 'zgaruvch ilar ch iziqh 
p ro gram m alash tir ish  da nobazis o 'zg a ru v ch ila r  vaz ifas in i 
bajaradi. Y etarli shartlar Gesse m atritsasi d iagonal elem entlari 
va sim pleks usu li yo rdam ida o lingan Zj -  c j  ikk i yoq lam a 
baho lar o 'rtas id a  an iq  m oslik m avjudligin i tasd iq layd i.

4. Lagranj ko‘paytuvchilar usuli

Y u q o rid a  d f / d g  = Vy Qf J~ l sezg ir lik  k o eff its iyen tla r i

m aqsad funksiyasin ing/op tim al q iym ati cheklash lariga o ‘ng 
q ism d ag i k ic h ik  o 'z g a r ish la r  t a ’ s ir in i te k sh ir ish  uch un  
qo‘Uanish m um kin lig i, bundan tashqari bu koeifitsiyen tlar 
o 'zgarm as k atta lik la r  ekan lig i ko ‘rsatilgan . Sezgirlik  koef- 
fitsiyentlarin ing  bu xossasi tenglik  ko 'rin ish idagi cheklashü 
m asa la lam i yech ishda qo‘l kelad i [20] .

A = Vy 0/J~] = d f / d g  bo ‘lsin , bundan d f - X d g  = 0 hgi 

keUb ch iqad i. Bu tenglam a statsionar nuq ta lam ing  zaruriy 
shartin i ko 'rsatad i, chunki d f / d g  uchun form ula Vc/  = 0 

dan  kelib  ch iqqan . A gar ham m a x j  la r  b o 'y ich a  xususiy 
hosilalarga o ‘tilsa, tenglam ani qulayroq shaklda olish m um kin
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va bu quyidagi sistemaga olib keladi: - — (/  -  X,g) = O J  = 1, n .
0

Yuqoridagi tenglam alar g  = 0 cheklashlar bilan birgalikda 
statsionarlik  zaruriy shartlarin i qanoatlan tirad igan  X  va X 
jo iz  vektorlam i aniqlash im konini beradi. Bu m ulohazalar 
ten g lam a la r  ko 'rin ish id ag i chek lash larga  ega m asa la la rd a  
sta ts ionar n u q ta lam i topish im kon in i b erad igan  L a g ra n j  
ko ‘p a y t i r u v c h i l a r  u su l i ga  asos b o ia  o lad i. U shbu usul sxemasi 
quyidag icha bayon etilad i:

Bunda L  — funksiya L ag ra n j  f u n k s i y a s i  dey ilad i. X — 
param etrlar L ag ra n j  k o  ‘p a y t i r u v c h i l a r i  d ey ilad i va 1- §n ing 
1- band idag i sezgirlik koeffitsiyentlari b ilan b ir  x il m a ’noni 
ang latad i.

dL/dX = 0 va dL/d X  = 0 tenglam alar yuqorida ko‘rib 
c h iq ilg a n  ek s trem u m la r  m av ju d lig i z a ru r iy  s h a r t la r in i 
ifodalayd i v a  bu shartlar Lagranj funksiyasi b ilan  top ilad i. 
Shunday  q ilib , f ( X )  m aqsad funksiyasi g ( X )  = 0 chek-

lash lard a o p tim a llikka  erish ish  m asa lasi L{X,X) Lagranj 
fu n ksiya s in in g  shartsiz  ek strem um in i top ish  m asa la s ig a  
keltirilad i. Lagranj ko ‘paytiruvch ilar usulin i qo 'llashda ish- 
latilad igan  ye tarli shartlar quyidag icha ifodalanadi va buning 
uchun quyidag i m atritsan i an iq laym iz:

Lagranj funksiyasi L(X,X)  ning statsionar nuqtasi (X 0,X0)

L(X ,X) = f (X ) - X g ( X ) .

bunda

V gi(X )
d2L(X,X)P =
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berilgan  bo ‘ lsin . H B m atritsa mos e lem entam ing (X0,À0) 
nuq ladag i q iym atlarid an  tashkil topgan b o ls in . U  holda:

1) A gar (/m + I) ta rtib li bosh m inordan  boshlab , H B 
m atritsan ing (n -  m) ta  bosh m inorlari o 'zgaruvchan  ishorali 
sonli qatom i tashkil qilsa va bu qatom ing birinchi hadi ishorasi

(-1 )'”+1 k o ‘paytuvch i b ilan  an iq lansa, X 0 nuqta m aksim um  
nuqtasi bo ‘lad i.

2) A gar (m  +1) ta rtib li bosh m inordan  boshlab , H B

m atritsan ing (n - m ) bosh m inorlan  ishorasi (-1 )" ' ko ‘pay-

tuvchi b ilan  an iq lansa, X 0 nuqta m in im um  nuqtasi bo ‘lad i.
Y uqoridagi shartlar ekstrcm um  nuqtasini topish uchun 

yetarli lek in  zaruriy em as. Boshqacha aytganda, bu shartlarn i 
qanoatlan tirm ayd igan  statsionar nuqta ekstrem um  nuqtasi 
bo ‘lishi m um kin .

Ekstrem um  nuqtalarin i topishning boshqa shartlari ham  
mavjud. U la r  zaruriy bo ‘lish b ilan b irga ye tarli ham dir. Lekin 
bu shartlarn i ayrim  holda qo ‘llash q iyin .

(A ^ A q) statsionar nuqtada mos funksiyaning q iym at-

A _  (  0 \P  ^la r id an  tashk il topgan m atritsa an iq lan ilad i A 

bunda ^ — nom a’ lum  param etr, P  va Q — yuqorida

U  ho lda |A| = 0 ko‘phadning ( n -  m ) h aq iq iy  ild iz laridan  

h ar b iri:
1) agar m anfiy bo ‘lsa, X Q — m aksim um  nuqtasi b o ‘lad i;

2) agar musbat bo ‘lsa, X0 — m in im um  nuqtasi bo ‘ladi.

4- m a s a la . U sh b u  f(X) = xxx2 + x2x3 fu n k s iy a n in g
quyidagi

gl(X) = xx + x 2 - 2  = 0 , 

g2(X) = x2 + x 3 - 2  = 0 
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cheklan ish  shartlarin i qanoatlantirad igan shartli m in im um  
nuqtasin i toping.

Yechish. Q o'yilgan  m asa la  uchun  Lagranj funksiyasi 
quyidag icha tuziladi:

L ( XX1,X2 ) =  f { X )  + £  Xig j (X)  = x jx2 + x2x3 +
/=1

+Xj (xj + x2 -  2) + X2 (x2 + x3 - 2 ) .

Shartlardan  quyidagi tenglam alar sistem asi hosil bo 'lad i:

x 2 + X̂  =0,
x ] + Xj + Xj + X2 = 0,
X'j + X-? = 0,
x j + X2 — 2= 0,
X2 + x3 — 2 = 0

B ir in c h i va u c h in c h i te n g la m a d a n  Xx = X2 = - x 2 
ekan lig in i e ’tiborga olinsa:

xl +x3 ~ 2x2 = 0
xi + x2 - 2  = 0

x:2 + x 3 -  2 = 0
teng lam alar sistem asi kelib ch iqad i. Bu sistem aning yech im i:

x f  = x°2 = x3° = 1, X° = X° = -1  b o ‘ lib ,

/min W  = / ( A 0 ) = l . l  + M = 2 ,  X° =( \ ;  1; 1) b o ‘lad i.
5- masala. Quyidagi m asalan ing yech im i topilsin :

f { X )  = x2 + x j  + x2 -> min

g i  (X)  = x j + x2 + 3x3 -  2 = 0,
g 2 (X ) = 5*i + 2x2 + X3 -  5 = 0.

Yechish. B uning uchun  q u y id ag i L agran j fun ksiyasi 
yoz ilad i:

L(X,X) = x* -tx2 +X2 -X j(x j +x2 +3x3 - 2)-X 2 (5xj +2x2 +x3 -5 ) .
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Ekstrem um  m avjudligin ing zaruriy shartlariga asoslanib, 
quyidagi ten g lam a lar sistem asi hosil bo ‘lad i.

—  = 2x1 -X 1 -5X 2 =0,
()X\

| ^  = 2x2 - À 1 -2 À 2 =0, 
dX2

= 2^3 -  3Xj -  X2 = 0,
dx3

= - ( * i  + * 2 + 3x3 - 2 )  = 0,
dAj

dL = -(5jcj + 2jc2 + x3 -  5) = 0.
dX2

Bu sistem aning yech im i:

X0 = (x1° ,x20, x30) = (0>81; 0,35; 0 ,28),

*0 = (* ? , A j) = (0,0867; 0,3067).

Bu nuqta m in im um  nuqtasi ekan lig i quyidagi m atritsadan 
ko 'rin ib  turibd i:

'0 0 1 1 3
0 0 5 2 1

H B = 1 5 2 0 0
1 2 0 2 0

i o 0 2

£ 3 II K î 5 n - m —1.
m inan tin ing  ishorasi (-1 )2 m usbat bo ‘lgan lig i uchun, y a ’ni 
det H B = 460 > 0 bo 'lgan i uchun — m in im um  nuqtasi 
b o ‘lad i.

6- masala. C heklash lari tenglik  ko ‘rin ish idag i quyidagi 
m asa lan i Lagranj u su li b ilan  yech ing.

Ô*QUV ZALlI .



Z = x f + x j  + X2 —> m in 

4*i + Xj + 2x3 - 1 4  = 0.

Yechish. Q uyidagi Lagranj funksiyasi yoziladi:

L(X,  X) = X2 + X2 + я 2 -  X ^4xj + x 2 + 2x3 - 1 4

E kstrem um  m av jud lig in ing  za ru r iy  sh artla r id an  hosil 
bo‘lgan ushbu sistem a

dL n .—  = 2xl - 4 X  = 0,
OX\

| ^  = 2x2 -2A x2 =0, 
ox 2

| ^  = 2x3 -2 A  = 0, 
dx3

^  = ~(4x¡ + x ¡  + 2x3 -1 4 )  = 0,

yech ilsa, quyidag i vektorlar hosil bo ‘lad i:

(Z 0,À0) l= (2 ; 2; 1; 1),
(X0 ,X0)2 =(2- - 2 -  1; 1),

(Х 0)Х0)з = (2,8; 0; 1,4; 1,4).

Y etarli shartlam i quyidagi m atritsa e lem entlari hisoblab 
teksh irilad i:

0 4 2^2 2
4 2 0 2
2x 2 0 2 - 2 X 0
2 0 0 0

m = \,n = 3 b o ‘lgan i uchun 3 - 1  = 2 hg idan  bosh m inor- 

lar (-1 ) '” = -1  ishora b ilan an iq lanad i va statsionar nuqta
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m in im um  nuqtasi b o ‘ladi. (X o,X o)i = (2;2;1;1) nuqtada

0 4 4 2
0 4 4 4 2 0 0
4 2 0 = -32  < 0 4 0 0 0
4 0 0 2 0 0 2 “

(ЛГ0,Я0 >2 = ( 2 ; - 2 ; l ; l )  nuqtada

0 4 - 4
0 4 - 4 2  
4 2 0 0

4 2 0 = - 32 < 0 = - 64  < 0

- 4  0 0
- 4  0 0 0  
2 0 0 2

5

(^ о А о )з  = (2.8; 0; 1,4; 1,4) nuqtada

0 4 0 2
4 4 0 4 2 0 0
4 2 0 = 12,8 > 0 0 0 -0 ,8 0
0 0 -0 ,8 2 0 0 2

ek an lig id an  m a ’ lum  b o ‘ld ik i, (Xo)i v a  ( ^ 0)2 m in im um  

nuqtalari. (Z 0)3 esa ye tarlilik  shartlarin i qanoatlan tirm ayd i, 
lek in  u ek strem um  nuq tasi b o ‘lish i m um kin . Y e ta r lilik  
shartlarin ing  boshqa ifodasidan foydalanam iz.

" 0 4 2x2 2
4 2 -  ц. 0 0

2x2 0 2 -2 А -Ц , 0
2 0 0 2 - м .

m atritsan ing deterrninantini Oga tenglab, (X 0, A0 )j = (2,2,1,1) 

nuqtada quyidag i tenglam a mavjud:

|A| = 9ц2 -  26ц + 16 =0.
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U ning yech im i \i = 2 , M- = —. B archa ^ > 0 bo 'lgan i

uchun (X0 )j = (2 , 1, 1 ) nuqta m inim um  nuqtasi bo 'lad i. 

(X 0, X0 )2 =(2,  - 2 ,  1, 1) nuq tadaesa

|a| = 9n2 -2 6 ^  + 16 = 0, 
tenglam a (yuqoridag i tenglam a bilan b ir x il) kelib chiqadi. 

Bu esa ikkinch i nuqta ^0)2 = (2; ~2i 1) ham  m in i­

m u m  n u q ta s i  e k a n l ig in i  b i ld ir a d i .  ( ^ 0)3 = (2, 8; 0; 

1, 4; 1,4) nuqtada teng lam a quyidagi ko 'rin ishda bo ‘lad i: 

|Aj = 5p.2 — 6fx

un ing yech im lari m- = 2 va ^ = -0 ,8 . Bu u ch in ch i nuqta 
ekstrem um  nuqta em aslig in i b ild iradi.

3- §. Tengsizlik ko‘rinishidagi cheklashlar
1. Lagranjning umumlashtirilgan ko‘paytuvchilar usuli

B erilgan Z  = f ( X )  funksiyani g ^ X )  < 0, 1 = \ jn  X  > 0 
cheklash larda m aksim allashtirish  m asalasi berilgan  b o ‘lsin.

A gar f { X )  fun ksiyan in g  shartsiz ekstrem um  nuqtasi 
m asalan ing barcha shartlarin i qanoatlantirm asa, u ho lda u 
shartli ekstrem um da m um kin  b o ig an  yech im lar sohasining 
chegara nuqtasida erishadi.

Bu m  cheklash lar ich idan  bitta yoki b ir  nech tasi aniq 
tenglikdek bajarilish i kerak , degan m a’noni b ild irad i.

Bu usul bo 'y icha h isob lash lar quyidagi q adam lam i o‘z 
ichiga oladi.

1- qadam. M asala cheklash larin i hisobga o lm agan  holda 
u n i y e c h is h , y a ’ n i Z  = f ( X )  m aq sad  fu n k s iy a s in in g  
m aksim um ini topish.

A gar o lingan  o p tim a l nuq tasi h am m a ch ek la sh la rn i 
qanoatlantirsa, unda hisoblash to 'x tatilad i, chunk i barcha
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chek lash lar ortiqcha. Aks holda, k = 1 qo 'y ib , 2 - qadam ga 
o‘tish  kerak.

2- qadam . Barcha ix tiyo riy  k ta  cheklash lam i faol qilib, 
(y a ’n i u lam i tenglikka aylan tirib ) Lagranj ko 'paytuvch ilar
usu li yo rdam ida , k  fao l ch ek lash la r m av jud lig ida, f { X )  
funksiyan ing  ekstrem um i top ilad i. A gar o lingan  yech im , 
q o lgan  boshqa ch ek lash la rg a  n isbatan  jo iz  b o ‘ lsa , unda 
h isoblash to ‘x tatilad i va l ok a l  ekstrem um  topilad i. Aks holda, 
boshqa k cheklash lam i faol qilib shu qadam ni qaytarish kerak. 
A gar k  faol cheklash lardan  tuzilgan  barcha q ism iy to 'p lam lar 
jo iz  yech im ga olib kelm asa, 3- qadam ga o 'tilad i.

3 -  qadam . A gar k = m  bo ‘lsa , h isob lash  to 'x ta tilad i, 
chunk i bu o ‘rinda jo iz  yech im  yo ‘q. Aks holda, k = k + \ 
q o ‘yib , 2- qadam ga o 'tilad i.

Y u q o r id a  qayd  e t ilg an  a m a lla r  k o ‘p in ch a  e ’ tibo rga 
o linm ayd igan , m uh im  vaziyatlar b ilan  bog'liq . M asala  hatto 
yago n a  yech im ga ega bo ‘ lgan ida ham , bu am a lla r  global 
ekstrem um  berm aydi.

p < g  bo 'lganda / (X )n in g  tenglam a sifatida p  chek­
la sh lam i qanoatlan tirgan  optim al nuqtasiga har doim maqsad 
funksiyaning g  cheklash-tenglik lam i liisobga olgandagi optimal 
q iym atiga qaraganda “yaxshiroq” q iym atlari mos kelad i. Agar 
p  chek lash lar g  chek lash lam ing  q ism iy to ‘p lam in i tashkil 
q ilsag ina shunday bo‘lad i.

7 -  m asa la .

Z  = - ( 2 x 1 -  5¥ -  (2x2 - 1 )

xi + 1x1 ~ 2 sh artla r  b ilan
xu x2 > 0

b er ilgan  m aqsad funksiyasin ing m aksim um ini toping. 
Y echish .

| l  = -4(2x1-5 )= 0  p -  = -4(2x2 -D  = 0
d x , d X j
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f 5 P
(xï , x2 ) =  j ; 2 topilgan nuqta cheklash sharti xj + 2x3 < 2

ni qanoatlan tirm aydi. C hek lash lam i navbat b ilan  tenglikka 
a y la n t ir i la d i .  A y ta y lik , = 0 b o ‘ls in , b u n d a L agran j 
funksiyasi va zaruriy shartlar quyidagicha yozilad i:

L = - (2 x j -  5)2 -  (2x2 - l ) 2 -  Xxh  

| i  = -4 (2x1 - 5 ) - X  = 0,
OXj

~ ~  = _4(2x2 -  1) = 0,
3x2

dL n
ax “  1 !

Bu te n g la m a la rd a n  (x i ;x 2 ) =
f

\
0 ; -

2 to p ila d i ,  u n in g

maksixnum nuqtasi ekan lig in i ye tarli shartlardan  an iq lanad i. 
Bu nuqta ham m a cheklash shartlarini qanoatlantiradi. Demak,

^0;—
2 ye ch im -lo k a l op tim al yech im  b o ‘ lad i. x2 > 0 va 

x j  +  2 x 2 <  2 shartlam i faol qüish b ilan  jo iz  yech im lar olib

bo ‘lm aydi. M aqsad funksiyasin ing 0;  ̂ ! ê a  mos qiym ati 

z = -25  ga teng.

2. Kun—T akker sh a r tla r i

Tengsizlik shak lidagi cheklash lar b ilan  berilgan  chiziqsiz 
p ro gram m alash tir ish  m asa la la r id a  s ta ts io n a r  n u q ta la rn i 
top ishga im kon b erad igan  K un—Takker z a ru r i y  s h a r t l a r i  
ko ‘rib ch iq ilad i [20]. L agran jn ing ko ‘p ay tiru v ch ila r  usu li 
qo 'llanad i. Agar m aqsad funksiya va jo iz  yech im lar sohasi 
ba ’zi b ir o ‘ziga xos xususiyatlarga ega bo ‘ lsa , belg ilangan  
shartlar yetarli h isoblanadi.
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M asalan i qo 'y ilish i quyidagicha:
g ( X )  < 0 c h e k l a s h l a r d a  Z  -  f ( X )  f u n k s i y a s i n i  m a k -  

s im u m in i  top in g .  C heklash lar — tengsiz lik lam i m os ravishda 
m anfiy b o ‘lm agan  qo ‘sh im cha o 'zgaruvch ilam i kiritish  orqali 
teng lik  shak liga keltirish  m um kin . Shu y o ‘1 b ilan  m anfiy 
b o ‘lm aslik  ta lab in i inobatga olgan holda i  — cheklashn ing

c h a p  to m o n ig a  q o ‘ sh ish  io z im  b o ‘ lg a n  S 2(>0)  n i 
qo 'sh im cha o 'zgaruvch i sifatida kiritiladi.

S  = (S1,S 2, , . . , S MI)T v a S 2 = ( s 2 , S 2, . „ , S 2 f  bo ‘lsin .

Bunda m  — tengsizlik lar, um um iy cheklash lar soni. Bu 
ho lda Lagranj funksiyasi quyidag i shaklda yoz ilad i:

L(X,S,X)  = f ( X ) ~ x [ g ( Z )  + S 2]  . (1 .3 .1)

C h e k la s h la r i  g ( X )  < 0 b o 'lg a n  m a k s im a lla s h t ir is h  
(m inirnallashtirish) m asala larida optim allashtirishning zaruriy 
sh a r ti À n in g  n o m an fiy  (n o m u sb at) l ig id ir . Bu n a t ija  
quyidag icha belg ilanad i: m aksim allash tirish  m asalasi ko ‘rib 
ch iq ilad igan  bo 'hnsa, X ko ‘paytuvch ilar g  n ing o‘zgarish- 
lar iga  n isbatan  /  ning o ‘zgarish tezligin i ifodalayd i, y a ’n i,

X = d f / d g .  (1 .3 .2)

g  < 0 cheklashn ing o‘ng tom oni ortishi va 0 dan katta 

bo ‘lishi b ilan  jo iz  ycch im lar sohasi kengayadi. Bundan maqsad 

funksiyan ing optim al q iym ati kam ayish i m um kin  em aslig i

kelib  ch iqad i. Bu X > 0 ekan lig in i b ild irad i. Shunga o ‘xshash 
m in im allash tirish  m asa la larida cheklash larn ing o ‘ng qism i 
orttirihshi b ilan  /  n ing optim al q iym ati ortm aydi, bundan 
X < 0 ekanhgi kelib  chiqadi.

A gar chek lash lar g ( x )  = 0 teng lik la r shak lida berilgan  
bo ‘Isa, unda X ishorasiga hech qanday shart yuk latilm ayd i.

X vektoriga qo 'y ilgan  bu ta lab larga Kun—T akker zaruriy 
shartlarin ing  b ir qism i deb qarash lozim .

40



Q uyidagi qo lgan  shartlar k e ltir ilad i. L funksiyan ing  
X , S  va X b o 'y ich a  xususiy hosilalarin i hisoblab va u lam i 
Oga tenglash tirilsa , quyidagi tenglik lar hosil bo‘lad i:

d L/d X = Vf (X)  - XVg(X) = 0 (1.3 .3)

d L / dSj  = -ZkjSi = 0, i  = l ,m  (1-3.4)

dZ,/aX = - (g (x )  + 1S'2) = 0 .  (1 .3 .5)
(1 .3 .4 ) teng lam alam i tekshirish quyidagi xulosalarga olib 

keladi.

1. A gar kj > 0 bo ‘lsa , u ho lda S 2 = 0 ko ‘rilayo tgan  
cheklashga mos keluvch i resurs noyob lig in i va ham m asi 
ish latilgan lig in i b ildiradi.

2. Agar s }  > 0 bo ‘lsa, = 0 . Bu i -  resurs noyob em ashgi

va uning m iqdori o ‘zgarishi /(X,- = d f  / dg j  = 0) q iym atiga 
ta ’sir q ilm aslig in i b ild irad i.

(1 .3 .4 ), (1 .3 .5 ) tenglam alaridan

h g i ( X )  = 0 ,  / = i ^  (1.3 .6)
ekanligi kelib chiqadi. O lingan shartlar asosan oldingi xulosani 
ta sd iq layd i, y a ’n i, X(- > 0 b o ‘lsa , g ,(X ) = 0 bo ‘la d i yo k i

S f  = 0 .  S h u n ga  o 'x sh ash  ag a r  g i ( X )  < 0 s j  > 0 b o ‘ lsa ,

X; = 0 b o 'lad i.
Endi Kun—T akkem ing m aksim allashtirish  m asa la larida 

s ta ts io n ar  n u q ta la rn i an iq lo v ch i X  v a  X la rn i q an o a t- 
lan tiruvch i zaruriy shartlam i ifodalash m um kin:

X > 0;

V / (X )-X V g(Z ) = 0 

hS i{ X )  = 0 ,  i  = l , 2 , . . . ,m  (1 .3 .7)

g ( X )  < 0 .

A gar X n ing m an fiy  em as lik  sharti o ‘rn iga , m usbat 
bo ‘lm aslik  sharti k ir itilsa , bu shartlarn i m in im allash tirish  
m asa la lari uchun  ham  qo‘llan ish  m um kin.
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A gar cheklash lar teng lik  shak lida berilgan  bo ‘Isa, unda 
Lagranjn ing ko ‘paytuvch ilari ishorasiga hech qanday shart 
q o 'y ilm ayd i.

A gar yuqoridagi m asalada Lagranj funksiyasi

L( X , S , X)  = f W  + ^ JL iX l+ jS 2 ) (1-3.8) 

ko ‘rin ishida aniqlansa, Kun—Takker shartlarida X nom anfiylik
"~\r

sharti nom usbatlik  sharti b ilan  alm ashadi, y a ’n i, A =
d g

b o ‘lad i.

3 . Kun—Takkerning yetarli shartlari
A gar m aqsad funksiyasi va cheldash shartlarin i qanoat- 

lan tiruvch i (jo iz) yech im lar sohasi qavariq lik  va bo tiq lik  
xususiyatlariga ega bo ‘lsa , Kun—Takkerning zarur shartlari 
e ta r li shartlar bo ‘lib ham  hisoblanadi [20]. Bu xususiyatlar
1 - jadva lda  ko ‘rsatilgan .

1- ja d v a l .

Optimallashtirish turi Ta lab  qilina} ntgan xossalar
Maqsad

funksiyasi
Jo iz  yechim lar 

sohasi

Maksimallashtirish
M inim aUashtirish

Botiq
Qavariq

Qavariq to 'plam  
Qavariq to ‘plam

O datda, jo iz  yech im lar sohasi qavariq lig in i isbotlashdan 
ko ‘ra , m aqsad  funksiyasin i qavariq  yok i botiq  ekan lig in i 
an iq lash  oson. Jo iz  yech im lar sohasi qavariq lig in i chek- 
lash lard ag i funksiya larn i teksh irish  orqali b ilish  m um kin . 
Q uyida am alda tekshirish q iyin  bo 'lm agan  kerak li ta lab lar 
ro 'y x a t i b erilgan . Bu ta lab la rn i qo ‘y ish  uchun  ch iz iq siz  
p ro g ra m m a la sh t ir is h  m a s a la s in in g  u m u m iy  q o ‘ y i l is h i  
quyidag icha ifodalanadi:

Z  = f ( X )  —» m ax(-> m in)

& •(*)<  0, i  = 1,7 

g/iA^SO , i  = 7  + 1, p ,  (1-3.9)

g i ( X )  = 0, i  = p  + l ,m.  
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Bunda

L(X,S,X)  = f ( X )  -  ¿A ,- [ g i (X) + S f
i=r+ 1

- £  h g i ( X ) ,
i=p+1

(1.3.10)

' i x , [ g i ( x ) - s i

bunda, A.,- — / cheklashga mos Lagranj ko ‘paytuvchisi. 
K un—Takkem ing yetarli shartlari 2 - jadvalda keltirilgan .

2 - ja d v a l .

Optim allashtirish turi Ta lablar

f(X) g,(X) A,

MaksimaUashtirish Botiq

Q avariq > 0 ( l < i ' < r )  

Botiq < 0 (r +1 <  i <  p)

M inim aUashtirish

Qavariq

C h iziq li °°{p +1 <i< m) 
(Q avariq  < 0 ( l < / < r )  

Botiq > 0 (r + 1 < /' < p) 
[C h iziq li <*> (p +1 < / <  m)

Shun i aytish  lozim ki, 2- jad v a l 1- jadva ldag i ham m a 
h o llam i o ‘ z ich iga o lm aydi. Bu shu b ilan  bog‘liq k i, jo iz  
yech im lar sohasi qavariq bo 'lib  va shu paytning o 'z id a  2-
jadvaldag i gi (x) funksiyalam ing sanab o ‘lilg an  ta lab lariga mos
kelm aslig i m um kin.

2 -  ja d v a ld a g i k e lt ir ilg a n  sh a r t la r  shu  b ila n  x a ra k -  
terlanad ik i, m aksim allashtirishga m os kelad igan  cheklash lar 
botiq Lagranj funksiyasi L( X, S, X)  ga va m in im allash tirishga 
m os k e la d ig a n  ch e k la sh la r  q av a r iq  L agran j fu n k s iy a s i 
L( X, S, X)  ga  tegishli. Q uyidagi fikm i hisobga o lgan ho lda 
bevosita buni tekshirish m um kin:

A g argj (X)  — qavariq funksiya bo ‘lsa , u holda ’Kigi (X)

funksiyaX ,-> 0 b o ‘ lsa , q avariq  b o 'la d i v a  A,-< 0 b o 'ls a , 
botiq bo ‘lad i. Qolgan ta lab lam i ham  shunday m ulohazalarga 
k o 'ra  asoslash mum kin. Shuni ta ’k id lash  kerakki, ch iz iq li 
funksiya ta ’r if  bo‘yicha qavariq va botiq bo ‘lishi m um kin. Agar
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/  funksiya bo tiq  b o ‘lsa , - /  funksiya  qavariq  bo ‘lad i va 
aksincha(bu xossalar shu bobning 1- § ida aytib o ‘tilgan ). 

A gar Lagranj funksiyasi quyidagi ko 'rin ishda olinsa:

L(X,X,S ) = f ( X ) + j X¡[ g i (X)  + s f  ) + Í  Xi[g i  ( X ) - s ? )  +
i=r+1

+ 1  big i (X)
i=p+1

(1.3.11)

un ing u ch u n  1- jad v a l o 'zgarm ayd i, 2 - jad v a ld a  A ,n ing 
ish o ra la r i q a ram a-q a rsh is ig a  a lm ash ad i, qo lgan  ta lab la r  
0 ‘zgarm ayd i.

8 - m asa la . C heklash lari tengsizlik lardan  iborat bo 'lgan  
quyidagi m asa lan ing yech im in i toping.

f ( x )  = X2 + + X2 —> min

g l ( X ) ~ 2 x l + x2 -  5 <0,  

g 2 ( X ) ~ x l + x3 - 2  <0,

Й (Х ) = 1- X! <0, 

g 4 (X)  = 2 -  x2 < 0, 

g 5(X)  Й - x 3 <0.
Yecliish. K o‘rilayotgan  m asala m in im allashtirish  m asalasi 

bo ‘lgan i uchun  X < 0. Endi Kun—Takker shartlari yozilad i: 
(X1; X2, X3, X4, X ¡)< 0

(2x\, 2x2 , 2x3) - ( X 1; X2, X3, X4, X5)

f  2 1 (P  
1 0 1 

- 1 0  0 
0 - 1 0  
0 0 - 1

- 0 ,

;

h s i  -  ^2¿>2 = ••• = = 0
g (X )< 0 .
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Ifodalam i soddalashtirilsa, quyidag ilar hosil bo 'lad i: 

^1» 3̂> 4̂> ^ 5 - 0 ,  À 3 ( l-X j)  = 0,

2x j — 2Aj -  À2 + A3 = 0, À4 (2 — Xj ) = 0,

2x2 — + A4 = 0, X-5̂ 3 0,

2x3 -  À2 + À5 = 0, 2xj + X2 <5,

À j(2x] + X2-5) = 0, Xj + X3 < 2,

X! >1, x2 > 2, x3 > 0,

A-2 (X j  +  X 3- 2)  =  0 .

B u n d a n  Xj = 1, X2 = 2, X3 = 0; À i =À2 =A5 = 0,

X3 = - 2 ,à 4 = - 4  la r  top ilad i.

f ( X )  funksiya ham  jo iz  yech im lar to 'p lam i g ( X )  < 0

ham  qavariq bo'Igani uchun L(X, S , À) ham  qavariq  va 
topilgan statsionar nuqta global shartli m in im um  bo 'lad i. Bu 
m asa lad an  k o 'r in a d ik i, Kun—T akker sh a r tla r id an  hosil 
bo‘lgan sistem ani yechish qiyinch ilik  tug ‘diradi. Lekin shunga 
qaram ay bu shartlar ko 'pg ina chiziqsiz m asa la lam i yechishda 
m uhim  aham iyatga ega.

Xulosa qilib aytganda, bu bobda cheklashlar b ilan  berilgan 
chiziqsiz program m alashtirish  m asa la larid a m aksim um  va 
m inim um  nuqta larin i topish haqida bayon etild i.

B ir qator ho llarda Kun—Takker shartlari yuqori sam ara 
beradigan a lgoritm lam i vujudga keltirishda asos bo 'lib  xizm at 
q ilad i. K un—T akkem in g  zaru r sh artla r in i q o 'llan ilish ig a  
kvadratik program m alashtirish  m isol bo 'lad i.

S h u n i t a ’ k id la sh  lo z im k i, te n g s iz lik  k o ‘ r in ish id ag i 
ch ek lash li ch iz iq s iz  m asa la la r  uch un  ek strem um  m av- 
jud lig in ing (cheklashsiz m asa la lar va teng lik  ko 'rin ish idagi 
cheklashli m asala larda bo ‘lgani kabi) ye tarli shartlari yo ‘q.

Shunday q ilib , shartin i o ldindan b ilish  m um kin bo ‘ lgan, 
1- va 2 - ja d v a ld a  k o 'r s a t ilg a n  h o lla rd an  ta sh q a r i b iro r 
c h iz iq s iz  p ro g r a m m a la s h t ir is h  a lg o r i tm i y o rd a m id a  
yech im ning lokal yoki g lobal ekstrem um  ekan lig in i tekshirib 
ko ‘ruvchi u su lla r yo 'q .
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4. Separabel programmalashtirish

M aqsad  funksiyasi f ( x x,x 2 , . . . ,xn ) n i b ir  o 'zgaruvch ili 
funksiyalar y ig 'ind isi ko ‘rin ish ida yozish m um kin bo‘ lsa y a ’ni, 

f ( x i , x2 ,..., xn ) = j\ Oq ) + /2 (x2 ) + ... + /„ (x„ ) bo ‘Isa, 
bu funksiya s e p a r a b e l f u n k s i y a  deyilad i [23]. M asalan , chiziq li 
fim ksiya separabel funksiyaga m isol b o 'la  oladi:

/  = axxx + a 2x2 +... + anxn

b u n d aa ,- ,/ = 1,Я — o ‘zgarm as son lar. Q uyidag i funksiya 
separabel b o ‘lm agan funksiyaga m iso l b o 'la  o ladi.

/  = Xj2 + Xj sin(x2 + x3 ) + х2е Хъ.

9- masala.

f ( X )  = 3x2 - 4 x 2 + 3 x j,

4xi + 3x2 + 2x3 < 8,
x j  > О, Xj — butun, j  = 1,2,3.

Yechish. / (X )n i b ir o 'zgaru vch ili funksiya la r y ig ‘in - 
d is id an  iborat qilib ifodalash m um kin:

/ ( Х )  =  / 1(х 1) +  / 2 (х 2 ) +  / з ( х з ) )

bunda f x{xx) = Зх2 ; /2(х2) = -4 x 2; /3(x3) = 3x^.

f x(X) = max Зх2 n i topam iz. 0 < xx <

X ning har b ir  an iq  q iym ati uchun f x(X) h isoblanadi

va u la r  ich idan  m aksim ali top ilad i. X 0 dan 8 gacha butun 
so n lam i qabul q ilish i m um kin. Q uyidagilar h isoblanadi:

/2 (A) = max {-4x2 + f x (X -  3x2)}, 0 < x2 < X 

/3(8) = max /Зх3 + /2 (8 -  2x3)|, 0 < x3 <

46



Barcha h isoblashlar 3- jadvalda keltirilgan .
3- ja d va l

m № m
X x, = 0 X, =1 xi= 2

OII * ¡= 1 *2 = 2 *3 = 0 -*3 = 1 *3 = 2 x3 =3 *3=4
0 0 0
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0 - 4
5 0 0 ■A
6 0 0 -A -8
7 0 0 -1 -8
8 0 12 0 -1 -8 12 6 27 81 192

max f ( X )  = max /3(A) = /3* (8) = 192 .
192 m aksim al q iym atga to ‘g ‘ri ke lad igan  optim al yech im

quyidagicha topilad i. X3 = 4

X = 8 - 2x3* = 0 <f2 (X) = /2(0) = 0, x2 = 0) 

xj* =0, A = 8 - 2x3 - 3x2 = 8 - 2 - 4 - 3  0 =

= 0(/i(X) = /2(0) = 0, xj* = 0).

B erilgan m asalan ing optimal yech im i Z *(0 ;0 ;4 ) bo‘lad i.

4 -  §. Kvadratik programmalashtirish

Kun—Takker shartlarin i qo'llash tatb iq laridan b in  chiziq- 
siz program m alashtirishga kiruvchi kvadratik program m a­
lash tirish  h isob lanad i. U nda m aqsad funksiyasi kvadratik  
funksiya, ch ek lash la r — ch iz iq li ten g lam a la r  va tengsiz- 
lik lardan iborat.

K vadratik program m alashtirish m asa lasi quyidagi xusu- 
siyatlarga ega:

1) Z (X)  m aqsad funksiyasi um um iy ho lda kvadratik v a  
chiziq li ko ‘rin ish lar y ig ‘indisin i ifodalaydi:

Z (X )  = X  c j - x j  + £  Y dk j ' xk - x j .  
j= 1 A:=1 j =1
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2) C hek lash lar sistem asidagi funksiyalar f i (xl ,x2 , - , x n ), 
i  = T~m x j ,  7 = 1, «  o‘ zgaruvchilarga n isbatan  ch iz iq lid ir.

3) C h ek lash la r  ten g lam a va ten g s iz lik la r  k o 'r in ish id a  
b o 'lib , xy lam in g  ham m asiga yok i b ir  q ism iga qo ‘y ilgan  
m anfiy em aslik  shartlarin i o ‘z ich iga oladi.

4) c j  va koeffitsiyentlar va A, ozod had lar ix tiyoriy

haq iq iy  son iardan iborat, dkj koefiltsiyentlarga esa alohida
shartlar qo ‘y ilad i.

M inim allashtirish m asala larida kvadratik forma (ko 'rin ish) 
quyiga qavariq, y a ’n i m usbat yarim  an iq langan bo 'lish i kerak. 
M aksim allash tirish  m asala larida esa yuqoriga qavariq , y a ’n i 
m anfiy  yarim  an iq langan  bo ‘lish i kerak.

Sh un day  q ilib , um um iy ho lda kvadratik  program m a- 
lashtirish  m asalasi quyidagicha ifodalanadi:

n n n
Z  = X  Cj - X j  + X  X  dig ■ xk ■ X j  -> m ax(m in) (1.4.1)

7 = 1  k=\ 7=1

m aqsad fiinksiyasin ing
n _

X a j j -X j  <bh  / = 1,« ;  ( 1 4  2)
7=1

X  • xj *  bi> '  =  M +  I d ;  ( 1 4  3 )
7=1

/7 ----------
x  • *y = 1̂ 4 4)

7=1

xy > 0 ,7 = 1 ,«  (1-4.5)
c h ek l a s h l a r d a  m ak s im um i  (m i n im u m i ) n i  toping.  Jo iz  yech im lar 
to ‘p lam i (1 .4 .2 )—(1.4 .5) qavariq bo ‘lgan i uchun  kvadratik 
program m alashtirish  m asalasin ing lokal ekstrem um i global 
ekstrem um  bo ‘ladi.

Q o 'sh im cha o ‘zgaruvchilar kiritib (1 .4 .2) — (1 .4 .3 ) chek­
lash lar sistem asini tenglam alar ko ‘rin ish iga keltirish  m um kin. 
U ho lda kvadratik program m alashtirish  m asa lasi quyidagi 
ko ‘rin ishn i o ladi:

48



п п п
z  ~ X c j  xj  + 2) S  d k j ■xk x i  ->rnax(min) (1.4.6)

7=1 k=1 j=1

X  aij'xj  = bi> i = hm 
7=1

xj  ^  0. j  = 1. «  
yoki u  m atritsa ko ‘rin ish ida bo 'lad i:

(1 .4 .7)

(1.4 .8)

Z = Cr -X  + X T D X  
A X  = B,  X >  0.

K vadratik program m alashtirish m asalasi rejasining zaruriy 
va ye tarli optim allik shartlari uchun maksimum m asalasi qarab 
ch iq ilad i. U holda X T D X  kvadratik ko ‘rinish yuqoriga 
qavariq y a ’n i, maxifiy an iq langan  (M in im um  m asalasi ham  
xuddi shunday yozilad i).

(1 .4 .6 )—(1 .4 .8 ) m asalan ing zarur va ye tarli op tim allik  
sh a r t la r in i ifo d a la sh  u ch u n  K un—T ak k er sh a r t la r id a n  
foydalan ilad i. Buning uchun Lagranj funksiyasi tuz ilad i:

L(X,  à )  = X  CjXj + Z  ï  dkjxkxj  + É  h
j =1 k=\j=\ M (1.4.9)

Kun—Takker shartlari quyidagi ko ‘rin ishga ega b o ‘lad i:

b, -  Ë
7=1

j j j - L ( X ° , A ° )  = c j +  2 Z  d ^ x l  -  £  X f y  < 0; (1 A 1 0 )
k=\ /=1

X/ cy + 2 £  -  £  à /4-
¿=1 /= 1

= 0;

x j > 0 ;

~ - L ( X 0 ,A°)>=bi - i a ÿ x0ĵ  0;
ОЛ/ y'=!

-  2 aijxj
7=1

X? >0.

= 0;

(1.4.11)

(1.4.12)

(1.4.13)

(1.4.14)

(1.4.15)

4  —  Miqdoriy tahlil 4 9



Agar XP m asa lan ing optim al rejasi bo ‘lsa, u  ho lda shunday 
A0 vek to r m av jud  b o ‘ lad ik i, (1 .4 .1 0 )—(1 .4 .1 5 ) sh artla r 
q an o atlan tir ilad i.

Shartlar sistem asi qo‘sh im cha o ‘zgaruvchi k iritish  yo 'li 
b ilan  kanon ik  ko ‘rin ishga keltirilad i:

* m  n  n  n
» j  =  ^ U i j - 2 1 d kjx l - C j  

/'=1 k=1

u holda m asala rejasining optim allik shartlari shunday yoziladi:
n „ m t

Cj + 2 X  d j gxk -  X  X/ûÿ + u j  = 0, 
k = 1 i = 1

jc*u* = 0, Xy > 0, Uy > 0 .
( 1.4 .7) chek lash lar sistem asi tenglik  ko ‘rin ish ida bo ‘lgani 

uchun  A vektorga m an fiy  em aslik  shartlari qo ‘y ilm ayd i, 
(1 .4 .13 )—(1 .4 .14 ) shartlar ix tiyo riy  jo iz  yech im  uchun  avto- 
m atik  ravishda bajarilad i, u larn i tushirib qo ld irish  m um kin.

K v ad ra tik  p ro g ram m a la sh tir ish  m a sa la s i q u y id ag i 
shartlam i qanoatlantiruvch i ixtiyoriy X > 0, V > 0 yech im ga 
ega:

X  aijxj  = bi,  (1.4.16)
7 = 1

n m
2 X  dfçjXfr — X ay  + uy = ~c j> (1.4.17)

k=\ /=1

X j V j  = 0, (1.4.18)
x j J  = \,n vektorni berad ik i, u m anfiy yarim  aniq langan 

kvadratik ko 'rin ishdag i m asalan ing optim al yecn im i bo ‘laui.
x j  > 0, u y > 0. (1.4.19)

^  = 5 ;

2Z>X-.47 A + F  = - C 7’ ; (1.4 .20)

X TV = 0.
(1 .4 .20 ) s istem an ing X  > 0, K > 0  yech im lar i q anday 

bo ‘hshiga qarab berilgan  m asalan ing yech im lari to ‘g ‘risida



fikr yu ritilad i. (1 .4 .16)—(1.4 .17) tenglam alar ch iz iq li bo 'lgan i 
uchun yech im lar to 'p lam in ing  uchki nuqta larida optim al 
yechim ga erishadi, y a ’n i, (1 .4 .16)—(1.4.17) yechim lari ichidan 
X TV = 0. te n g la m a la rn i q a n o a t la n t ir a d ig a n  y e c h im la r  
tan lab  o linad i.

1- m asa la . Z  = - 4 x 2 -  6x2 + 8xj + 44x2 + 2xxx2 —> max 
m aqsad funksiyasining quyidagi cheklash larda m aksim um in i 
toping jq + 2x2 < 13;2xj + x2 < 9; X] > 0, x2 > 0 .

Buning uchun a w a l Lagranj funksiyasi tuz ilad i:

L(X ; A) = -4 x 2 -  6x\ + 8xj + 44x2 + 2X]X2 +

+Aj(13 — Xj — 2x2) + X2 (9 -  2xj — x2).

K ey in  L ( X , a )  fu n k s iy ag a  K un—T ak k er te o re m a s i 
qo 'llan ilad i va quyidagi shartlar hosil bo ‘ladi:

3L
+ 8 + 2x2 ~ ̂ 1 — 2A,2 —OXi

7

~z—  — —12x2 44 2.X\ — 2Xj — X2 ^ Oj
dx2 z 1

=  1 3  -  x j  —  2 x 2 <  0 ;

l i -  = 9-2x t -x 2 £0.

(1.4.21)

(1.4.22)
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(1 .4 .21) tengsiz lik  sistem asi yech im lari ich id an  (1 .4 .22) 
ten g lam a la r  s is tem asin i q an o a tlan tirad igan in i tan lan ad i. 
Y uqo rid a  k o ‘rsa tilg an d ek , b e r ilg an  k v ad ra tik  p rogram - 
m a la sh tir ish  m a s a la s i y e c h im in i (1 .4 .2 1 ) te n g s iz l ik la r  
s is tem as i b i la n  a n iq la n a d ig a n  y e c h im la r  k o ‘p b u rch ag i 
uch laridagi q iym atlardan  qidirish kerak. M an fiy  bo ‘lm agan 
qo‘sh iincha o ‘zgaruvchilarn i « 3, 1)4 kiritib

(1 .4 .2 3 )

8xj — 2xj  + Xj + 2X2 ä  8, —uj ;
—2xj +12^2 + 2Xj + X2 > 44, —1i>2 ;

• X] + 2x2 < 13, +г>з;
2 x i  + X <  9 ,  +Щ',
Xj > 0, x2 > 0, Xj > 0, Я2 > 0

sistem a kanonik ko'rin ishga keltiriladi:

8x| — 2x2 + Xj + 2X2 — «1 = 8;
—2xj + 12x2 2Xj + X2 — u2 = 44;
x j+ 2 x 2 +u3 =13, (1.4.24)
2x j + x2 + U4 = 9.

(1 .4 .2 2 )  sh a r t la rd a n  k e lib  c h iq a d ik i ,  q o 's h im c h a  
o 'zgaruvch ilar quyidag i shartlarn i qanoatlan tirad i:

xjUj = 0, X2U2 = 0, Xji)3 = 0, X2U4 = 0 . (1 .4 .25)
(1 .4 .24 ) s istem an ing bazis yech im lar in i top ish  uchun  

sun ’iy  bazis o 'zgaruvch ilar coj > 0, o>2 > 0 k iritilad i va quyi­
dagi ch iz iq li program m alashtirish  m asalasi hosil bo 'lad i:

Z  = М щ  + M(û2 - »  min (1.4.26)

8x j — 2x2 + Xj + 2X2 — Uj + wj = 8;

- 2xj + 12x2 + 2X] + X2 -  «2 + ш2 = 44; 
xi + 2 x 2  +  u 3 =  1 3 ;

2xx + x2 + v 4 =9;
X\ > 0, x 2 — 0; Xj > 0 , X2 — 0;
u j > 0, v>2 > 0; U3 > 0, U4 > 0; 
coj > 0, (02 > 0.
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4- jadval.

Bazis cl A> *1 x2 •̂1 x2 ui «2 «3 «4 101 “ 2
reja 0 0 0 0 0 0 0 0 и M
0), M 8 8 -2 1 2 - i 0 0 0 1 0

Ш2 M 44 - 2 12 2 1 0 -1 0 0 0 1
0 13 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0
0 19 2 1 0 0 0 0 0 1 0 0

“4
Maqsad

funksiyasi
52 M Ш 10 M Ш - M -M 0 0 0 0 0

“ l M 46/3 23/3 0 4/3 13/6 -1 -1/6 0 0 1
0 11/3 -1/6 1 1/6 1/12 0 -1/12 0 0 0

«3

«4

0 17/3 4/3 0 -1/3 -1/6 0 1/6 1 0 0
0 16/3 13/6 0 -1/ 6 -1/12 0 1/12 0 1 0

Maqsad
46/3 M 23/3AÍ 0 4/3 M \ г / ш -  M -1/6 M 0 0 0

X1 0 2

*2 0 4

«3 0 3

«4 0 1

Maqsad

funksiyasi
0 0 0 0 0 0 0 0 0

(1 .4 .26) — (1 .4 .27) m asalan ing bazis yech im lari orasidan 
(1 .4 .25) shartlam i qanoatlan tirad igan i top ilad i va u  berilgan 
m asalan ing optim al yech im i bo 'lad i (4- jadval).

Shunday qilib , (1 .4 .26 )—(1.4 .27) m asalan ing optim al 
yech im i top ilad i:

X* = 2, x\ = 4, X] =0, X*2 = 0 , v ¡  =0,

« 2 = 0» «3 = 3 , « 4 = 1 -
(1 .4 .25) shartlam i tekshirib ko ‘rish m um kin.

Xi • u j = 2  • 0 = 0, x2 • «2 = 4 • 0 = 0,

À] • из = 0 • 3 = 0 , X2 • t>4 = 0 • 1

D em ak, m asalan ing yech im i x f =2,  x% = 4, z [ x *  j = 96 

b o 'lad i.
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2- m asa la . F  = - 2 x 2 - 2 x ^  + 4xj + 6x2 - 2 x ¡ x 2 -> m a x  
m aqsad funksiyasin ing quyidagi cheklash larda rnaksim um ini

xi + 2x2 < 2; 
top in g  |Xl >  0, x 2 > 0 ‘

Lagranj funksiyasi tuz ilad i:

L ( X ; A) = -2xj2 -  2 x j  + 4 x x +  6x2 -  2 xxx2 + X(2 -  x x -  2 x2) .

L ( X , A ) funksiyaga Kun—T akker teo rem asin i qo 'llab  
egar nuqta uchun  quyidagi shartlar o linadi:

— - = -4 x j + 4 -  2x2 -  X < 0; 
dxx

—  = -2 x j + 6 -  4x2 -2X <  0; 
dx2 (1.4.28)

= 2 -  Xj -  2x2 > 0.
3A,j

dL _—  xj = 0; 
OXi

—  X2 =0; 
ax2

ЭХ! 1 

^ a 2 = 0.ол2

(1.4.29)

(1 .4 .28) tengsizlik lar sistem asi yech im lari ich idan  (1 .4 .29) 
te n g la m a la r  s is tem as in i q a n o a t la n t ir a d ig a n i ta n la n a d i. 
Y u q o r id a  k o ‘rsa tilg an d ek , b e r ilg an  k v ad ra tik  p ro gram - 
m a la sh t ir is h  m asa la s i y e c h im in i (1 .4 .2 8 )  te n g s iz l ik la r  
s istem asi b ilan  an iq lanad igan  yech im lar ko ‘pburchagin ing 
u c h la r id a g i  q iy m a t la rd a n  q id ir is h  k e rak . M a n f iy m a s  
qo 'sh im cha o 'zgaruvch ilar u j , u2 , u3 kiritib ,
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4xj + 2*2 + X > 4, —Djj
2xj + 4^2 + 2X > 6, —i)2; 
x 1 +  2 x 2 < 2 ,  + d 3 ;

Xj > 0,X2 > 0,X > 0,
(1.4.30)

sistema kanonik ko'rinishga keltiriladi:

xj -  2x2 + X -  =4;
2xj + 4x2 + 2X - 1>2 = 6; 
xj + 2x2 + « 3 = 2 .

(1.4.31)

(1 .4 .29) shartlardan kelib ch iqad ik i, qo 'sh im cha o‘zga- 
ruvch ilar quyidagi sh arllam i qanoatlantirad i:

X i«i = 0, X2U2 = 0> Ai)3 = 0. (1.4 .32)
(1 .4 .31 ) sistem aning tayanch yech im larin i topish uchun 

su n ’ iy  b az is  o 'zg a ru v ch ila r  <*>! > 0, cd2 > 0 k ir it i la d i va

ch iz iq li program m alashtirish m asalasi o linadi:

(1 .4 .3 3 )—(1.4 .34) m asalan ing bazis yech im lari orasidan
(1 .4 .32) shartlarn i qanoatlan tirad igan i topiladi. U berilgan  
m asalan ing optim al yech im i bo ‘ lad i (5 - jadval).

(1 .4 .3 3 )—(1 .4 .3 4 ) m asa lan in g  b az is op tim al ye ch im i 
quyidag idan  iborat:

m in F  = Mooj + M a >2 ■ (1.4.33)

4xj -  2x2 + k -  uj + coj = 4; 

2x j + 4x2 2X — «2 m2 = 
X j  +  2 x 2 + « 3 = 2 ;

xj > 0, x2 > 0; X > 0,
v»l > 0. \)2 ^ 0; «3 > 0, ;
coi > 0, 0)2 > 0.

(1 .4 .34)



5 - jadva l.
0 0 0 0 0 0 M M

's *2 X «1 «2 *>3 “ 1 C02

“4 M 4 4 2 1 -1 0 0 1 0

<°1 M 6 2 4 2 0 -1 0

— i---

0 1

«3
0 2 1 2 0 4 D

Maqsad

funksiyasi
10AÍ 6M 6M 3M —M —M 0 0 0

0 1 1 1/2 1/4 -1/4 0 0 1/4 0

“ 2 M 4 0 3 3/2 1/2 -1 0 -1/2 1

Vi; 0 1 0 3/2 -1/4 1/4 0 1 1/4 0

Maqsad

funksiyasi 10 M 6 M 6AÍ 3 M -M -M 0 —3/2 Af 0

0 2/3 1 0 1/3 -1/3 0 -1/3 1/3 0

<°2

x2
M 2 0 0 2 0 -1 - 2 0 1

0 2/3 0 1 -1/6 1/6 0 2/3 -1/6 0

Maqsad

funksiyasi
2M 0 0 2M -M -2  M —M -M 0

*1 0 1/3 1 0 0 -1/3 1/6 0

A 0 1 0 0 1 0 -1/2 -1

*2 0 5/6 0 1 0 1/6 0 1/2

Maqsad

funksiyasi
0 0 0 0 0 0 0

(1 .4 .3 2 )  sh a r t la rn in g  b a ja r i l is h in i te k sh ir ib  k o ‘r ish  
murnkin.

X] i 11 — 0 ,  X 2 « 2  =  ' v« 3  =  0  •

Shunday q ilib , berilgan  m asalan ing yech im i topildi:

* s - § ,  F ( r ) . % .
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C hiziqsiz prograrnm alashtirishning maxsus bo‘lim laridan  
b in  geom etrik  program m alashtirishd ir. U nga 1964- y ild a  
P.Daffm va K .Zener tom onidan asos solingan. G eom etrik 
program m alashtirish  usuliga ko‘ra m aqsad funksiyasi maxsus 
ko'rinishda bo ‘Iganda berilgan masalaning yechim ini unga ikki 
yoqlam a m asalaning yechim idan topish va qator hisoblashlam i 
yen g illash tir ish  m um kin . K o‘pgina iq tisod iy  m asa la la rn i 
yechishda m asalan ing maqsad funksiyasi quyidagi ko 'rin ishda 
berilad i:

П
Z  = X  uj j  bunda

7 = 1

au —
Uj = Cj П  V  ’ / = c j  >t}T  n  _  chek li.

/=1
a¡j daraja ko 'rsatk ich lari, ix tiyoriy haq iq iy  sonlar. c j  > 0 

bo 'lgan i uchun  P .D affm  va K .Zener Z m aqsad funksiyasin i 
musbat had li p o z i n o m  deb atagan lar. M asa lan i geom etrik  
program m alashtirish  usu llari b ilan yech ish  o ‘rta arifm etik  va 
o ‘rta geom etrik  m iqdorlarn i bog‘lovchi Koshi tengsizlig in i 
um um lashtirishga asoslangan [17]. B a ’zi iqtisodiy m asala larn i 
t engs izl iklar u s u l i b ü m  yechishni ko‘ rib chiqaylik. U nda klassik 
ten gs iz lik la rd an  y a ’n i, o ‘rta m iqdorlar va u la r  o rasidag i 
m unosabatlardan foydalan ilad i.

1. Tengsizliklar usuli

Bizga n  ta  m usbat m iqdor xx(t), x2 (t), ■■■, xn (t), t e  ( a ; b )  
berilgan bo‘lsin. U lardan  tuzilgan o ‘rta m iqdorlar quyidagicha 
yozilad i:

j j  _  1
n n -  — ï j------------—  — o ‘rta  garm onik  m iqdor,

— (—  + —  +... + — ) 
n x{ x 2 xn

5- §. Geometrik programmalashtirish
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r n = tfxlx2--.xn — o‘rta geometrik miqdor,

. X] +x2 + . . .  + xn .  .  ,

A„ = —--------------------  — o rta  anfm etik  m iqdor,

I XT + X •+•...+ X
Dn = .1—-------— —------  — o ‘rta kvadratik m iqdor.

M azkur m iqdorlar orasida quyidagi tengsizlik lar o ‘rin li: 
H „ < r n <An <Dn . ~ f t 5 A y -

Bu m iqdo rlar x\= x 2 -  ... = x„ b o ‘lgandag ina b ir-b iri- 
g a  teng. Bu tengsiz lik larn i turli u su llar b ilan  isbotlash m um - 
k in  [2 ].

Iq tisod iy m asa la larn i yech ishda
r n <An (1 .5 .2 )

tengsiz likdan  foydalan ish  usu li ko 'rib  ch iq ilad i. B unda ikki 
h o i yuz beradi.

1 -  hoi. A gar

xl + x 2 + ■■•x n -  a > a  = const 
b o ‘lsa , u  ho lda (1 .5 .2 ) tengsiz lik  ushbu

k o ‘rin ish gake lad i. U ndan xi -x2 •... ■ xn < 

B undan  ko 'rin ad ik i,

f  a \n
kelib  chiqadi.

Kn j

(  V*
max(x l x2 - . . . - x „ )=  -  , x1 = x2 = ... = x„ = - .  (1 .5 .3)

Kn J  n
Sh u n d ay  q ilib , quyidag i m asa la hosil bo ‘lad i:

/  = x\ ■ x2 •... ■ xn max, 

x\ + x2 + ... + xn = a\ a  = const, (1 5  4 ) 
x\ > 0,*2 > 0, . . . ,x „ > 0 .
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Bu m asa la  s h a r t l a r i  t e n g l i k l a r  b i l a n  b e r i l g a n  s h a r t l i  
e k s t r e m u m  m a s a l a s i  d ey ilad i va u L agran jn in g  an iqm as 
ko 'payluvch ilar usuli b ilan  yech ilad i. Am m o ko 'rilayo tgan  
m axsus ho lda (1 .5 .4 ) m asalan ing ye ch im i (1 .5 .3 ) orqali 
osongina yozilad i.

1- m asa la . Y arim  perim etri xx + x2 = p  bo ‘lgan  to 'g 'r i 
to ‘ rtburchak  sh ak lid ag i m aydon  yuz i to m o n la ri q anday  
bo 'lganda eng katta bo 'lad i?

Y echish. Bu m asa lan in g  m atem atik  m ode li quy id ag i 
ko 'rin ishda bo 'lad i:

'x\x2 - »  max,
X j  +  x2 =  p.

(1 .5 .4) dan bu m asala uchun n = 2, a  -  p  b o 'lib , m asa la­
n ing yech im i quyidagi ko 'rin ish ida osongina yoz ilad i:

f n\2
max(xjx2) = pxl =x2 = J .

2 -  m asa la . T om oni p  ga teng b o ig a n  kvadrat sh ak lid ag i 
tunuka bu rchak laridan  qanday o ‘lch am dag i kvad ra tcha lar 
q irq ib  o lib , eng k a tta  h a jm li u sti o ch iq  y a sh ik  yasash  
m um kin?

Y e c h ish . K v a d r a tc h a n in g  to m o n in i  x  d e y i l s a ,  

0 < x < p / 2  bo ‘lad i. U n da yash ik  h a jm i V = ( p ~ 2 x ) 2x 
f o rm u la  b i la n  a n iq la n a d i .  A g a r  h a jm  f o r m u la s in i

V = i  • 4 x  • ( p  -  2x ) • (p  -  2x) ko 'rin ishda yozib  olib, quyidagi

belg ilash lar k iritilsa ,
x j = 4x, x2 -  X3 = p  -  2x 

xji + x2 + x3 = 2 p  bo ‘lad i. Shuning uchun  (1 .5 .4 ) ga ko ‘ra

m ax F  = — 
4
1 ( 2 p ^

, bo ‘lad i. 4x  = p - 2x d a n  xq = p / 6  kehb
\ /

chiqadi. D em ak, tom oni p  ga teng bo ‘lgan  kvadrat shakhdagi
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tu n u k a n in g  u c h la r id a n  to m o n i p /6  g a  te n g  b o 'lg a n  
kvadratchalar qirqib, eng katta hajm li yashik yasash  m um kin.

3 - masala. Ushbu
/  = 2x(3 -  x) —» max, 0 < x  < 3 

m asa lan i yech ing.
Y ech ish . A g a r  x1 = x , x 2 = 3 - x  d e s a k , 

x j + x2 = 3 = const b o ‘ladi. Shuning uchun bu m asalan ing 
yech im i quyidag icha bo 'lad i:

m ax[2x(3 -  x )] = 2 (3/2 )i = ^ .

E n d i x != x 2 t e n g l ik k a  k o 'r a ,  x  = 3 - x ,  2x  = 3; 

x q = 3 / 2 ; to p ilad i. Sh u n d ay  q ilib  m asa lan ing  ye ch im in i 
bunday yozish m um kin:

m a x /  = / (3 / 2 ) = j .

4 -  m asala. /  = 3x%/l - 5 x  m ax, 0 < x  < ~ m a s a la ­

n ing yech im in i toping.
Yechish. F un ksiyan ing  k o ‘r in ish i o 'zgartir ib  yoz ilad i:

/  = 3^/x3( l - 5 x ) , so ‘ngra g  funksiyan i k iritish  y o ‘h b ilan  

quyidagi yordam chi m asalaga kelam iz. g  = x3( 1 -  5x) -> max,

0 < x  < ^ . /  quyidagi m unosabatdan topiladi:

5x
= x2 = x3 =

ko ‘ra m asalaning

I  i ■

/  = 3^g , x j = x2 = x3 = —  x4 = 1 -  5x b e lg i la s h la r g a

xi + x2 +x3 = ^  + ^ -  + -^- + l - 5 x  = l  = const

sharti bajariladi. Yordamchi m asalaning yechim i max g  -
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Shundan  so 'ng bu q iym atn i olib borib/  ifodasiga qo 'yib  

max /  = 33] 1
topilad i. Funksiyaga m aksim um  beruvchi

n u q tan i to p ish  uch un  xj = x2 = X3 = X4 dan  foydalan ib , 

5x 20x 3
—  = 1 - 5 x  —— = 1 => x  = — ligidan yoki (1 .5 .3)dan yechim  

top ilad i: y -  = ^= > 20x = 3 = > x o = ^ .

2- hoi. A gar xj x2 • . ..-x„ = b, b = const bo 'lsa, u holda
(1 .5 .2 ) tengsizlik

x, +x2 + —.. + Xfl -------------  - -
n

ko‘rin ishda yoz ilad i. U ndan nt fb  < x j + x2 +... + xn lig i kelib 
chiqadi.

m in(x j + x2 +... + x„ ) = nyfb,

x\ = x2 = — = x„ = yfb.  (1-5.5)

Shunday qilib, quyidagi m asa la hosil bo ‘lad i:

/  = x\ + x2 +... + x„ —» m in, 
xi -x 2 - . . . - x n =b ;  b  = const, ( 1.5.6)
xj > 0,x 2 > 0,...,x „  > 0 .

Bu m asa la  sh artla r i te n g lik la r  b ilan  berilgan  shartli 
ekstrem um  m asa las i d ey ilad i va u L agran jn ing  an iqm as 
ko 'paytuvch ilar u su li b ilan yech ilad i. Am m o ko ‘rilayotgan 
m axsus ho ld a (1 .5 .6 ) m asa lan ing  ye ch im i (1 .5 .5 ) orqali 
osongina yoziladi.

5 - m asala . Yuzasi S  bo ‘lgan to ‘g ‘ri to 'rtburchak shaklidagi 
m aydonning tom onlari qanday bo ‘lganda perim etri eng kichik 
b o 'lad i?
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Yechish. U shbu xx + x2 —» m in, Xj • x2 = S  m asa la  beril- 
g an , bunda x v  x2 — m aydonning tom onlari. U n ing yech im i:

m in(x i +x2) = 2y ¡S  , X] = x2 = y f s  .
D em ak, m aydon  kvadrat shaklida bo ‘lsa , un ing perim etri 

eni k ich ik  b o ‘lad i.
6- masala. H ajm i V bo 'lgan  silindr shak lidagi konserva 

id ish i asosining rad iusi r  v a  baland lig i h  qanday bo ‘lganda 
un i yasash  eng arzón tushadi?

Yechish. Idishning hajm i V = n r 2h . U  eng arzón tushishi 
uchun  to ‘la  s irti eng kam  b o 'lish i kerak. Shundag in a unga 
eng kam  m ateria l ketad i. D em ak, bu m asa la  quyidag icha 
q o 'y ilg an :

S j  = 2n r 2 + 2nrh,  -> min , r  > 0 

V = n r 2h.

A gar h  = V/(7i r 2)n i  ST ifodasiga qo ‘y ilsa ,

S ( r )  = 2 n r 2 + (2V)/ r  -> m in , r >  0 
shartsiz ekstrem um  m asalasi hosil b o ia d i. A gar bu funksiya 

u sh b u  S ( r )  = 2 n r 2 + V / r + V / r  k o 'r in is h d a  y o z i ls a ,

xl =2nr2 , x2 = x 3 = V / r  b o ‘ lg a n d a  x 1 -x2 -x3 = 

= 2n r 2 (V/ r ) (V / r )  = 2nV2 - b  bo ‘lad i. D em ak, yech im n i 

yozish m um kin: m in ó V ) = i ^ 2nV 2 ; x ¡ = x2 = x 3 ga ko 'ra ,

2 n r 2 = V I r  dan  rn = , hn = 2rn kelib  ch iqad i. D em ak,

hajm i V b o 'lg an  silindr shaklidagi konserva id ish i eng arzón 
tush ish i uchun  un ing o 'q  kesim i kvadrat bo 'lish i lozim .

7 -  m a sa la . /  = 5>/x + -> m in, x  > 0 m a s a la n i
v x

yeching.
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Yechish. Agar хг = х2 = 2,5jx , х3 = х4 = х5
3 ^

, , 2 ,5-Jx ■ 2, 5у[х • 2 • 2 • 2 50
= 3 к . Ж . Ж  = 27 = Ш

bo 'lad i. U holda / (х ) quyidagicha yoziilad i:

/  = 2 , 5 л [ х + 2 , 5 ^  + ^ =  + ^ - +  2
3 ^  3 ^  3 ^

-» mm.

i5Ö
xj = x2 = x3 = x4 = x5ga ko‘ra  (1 .5 .6) dan min /  = 5-^j—  

bo ‘lad i.

2,5yfc = ^ = = > 7 , 5 x 5 / è  = ~ ?^ > x s / 6 = —  = * x 0 2
3 ^ 7,5

27

,6/5

7,5

2,5-Jx = ^50л1/5

v 2 7 ,

^50л1/5

v27y 2.5
• X  =

'  50 * /S '
27-2 ,55

2 3 -6,25 
33 -2,53 -2,52

л2/5

f  2 1
3 5 _ r 2 A

2,5-3V 7 7,5 ̂ 5 У
= Xq.

X top ilad i va yuqorida top ilgan  xq b ilan  taqqoslanadi. 

D em ak, m asalan ing yech im i min /  = W -p - .

8 - m asa la . f  = 5x +  —
1 0 x 2

-> m in, X > 0 n i yech ing.

Y e c h ish . x i = 2 , 5 x  x 2 = 2 , 5 x  x3 =    d eb  b e lg i -
10x^

lansa, funksiyani ko ‘rin ishi quyidagicha bo ‘lad i:
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,  5х 5х 3f  = —  + —  +   - »  mm
У 2 2 lOx

х\ ■ х2 ' х з -  -̂------- 2" = — = const sh art b a jar ilgan i
5х 5х 3 15
2 2 Юл:2

uchun (1 .5 .5 )dan  funksiyaning m in im um in i topish m um kin 

min /  = 3^ ,  x i = x2 = x3 = bu ten g lik la rd an  yuqo-

,fÏ5 , [ T
ridagi belg ilash lar orqali x  top ilad i 2 ,5x = л — , xq = л —  . 

Bu yech im n i teksh irish  uchun x2 = x3 dan Щ- = 3̂ - '

I . g I 3
*  V 8 125 = V 25 b 0 <l a d i y o k i  xj = x3 d a n

3 3 132 ,5 x =  r-; 25x3 =3; x 3 = — =>x = 3/—-  kelib cliiqad i.
lOx 25 « 25

D em ak, yech im  haq iqatan  to ‘g ‘ri topilgan: 

m in /  = 3 3 ^ ,x  = 3 g .

2 , Pozinom lar usuli

Pozinom  funksiya lam ing m a’lurn tun d an  iborat b o ‘lib, 
p o z i n o m  s o ‘ z i m u sb at a n iq la n g a n  m a ’n o n i a n g la ta d i. 
P o z in o m lar m uh im  xossa larga  ega v a  u la rd an  iq tiso d iy  
m asa la lam i yech ishda foydalanish m um kin [17].

1- t a ’ rif. U shbu f ( x )  = cx a , с > 0, a e R ,  x > 0  k o ‘ri- 
n ish idagi funksiya b i r  о  ‘z g a r u v c h i l i  b i r  h a d l i p o z i n o m  deyilad i.

2 - t a ’ rif. Ushbu

/ (x )  = q x 01 + ^ x “2 + ... + c nx a,t, 

c ¡  > 0, щ  E R, i  *  1 ,2 ,...,л; x > 0  (1-5.7)
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k o ‘r in ish id ag i funksiya b i r  o ‘z g a r u v c h i l i  n  h a d l i  p o z i n o m  
dey ilad i.

3 - ta ’r if. Agar (1 .5 .7) pozinom uchun ushbu
C]flj + c 2a2 + ... + c„a„ = 0 (1.5.8)

sonli tenglik  o 'r in li bo 'lsa , (1 .5 .7) pozinom  r e g u l a r  deyilad i.
1- teo rem a . A gar (1 .5 .7 ) pozinom  n o r e g u l a r  b o 'lib , 

b iro ra , va a j , / *  j  ju ftlik  uchun ata j  < 0 tengsiz lik  o 'r in li 

b o ‘lsa. (1 .5 .7 ) pozinom ni x = x 0y  alm ashtirish  yordam ida 

yang i o ‘zgaruvchi " y "  bo 'y icha regular pozinom ga keltirish  

m um kin va unda x$ ushbu

Cjiijx"1 + c 2a2xai + ... + c nanxa" = 0  (1 .5 .9 )
tenglam an ing m usbat yech im idan  iborat.

Agar (1 .5 .9 ) tenglam a b ir necha m usbat yech im ga ega 
bo 'lsa , u lardan  ixtiyoriysin i olish m um kin.

K o 'p g in a  iq t is o d iy  m a s a la la rn i y e c h ish  p o z in o m  
ko ‘rin ish idagi funksiyalam ing eng k ich ik  q iym atin i topishga 
keltirilad i. Bunda quyidagi teorem alardan foydalan ilad i:

2 - teo rem a . A gar (1 .5 .7 ) p oz inom  reg u la r  b o ‘ lsa  u 
o ‘zining eng k ich ik  q iym atiga x  = 1 bo ‘lganda erishadi, y a ’ni,

n
agar X c i a i -  0 b o 'lsa ,

/=l

min /  = min 2  ^  
t=i

= 2 C/- = / (1 )  (1 .5 .1 0 )

b o ‘lad i.
M iso lla r

1) / (* )  = *  + 1/x,  x > 0 . (1 .5 .8 )dan  1 1 +1 ( - 1) = 0 .

Bu regular pozinom , dem ak, min f ( x )  = /(1) = 1 + 1 = 2 .

2) f ( x )  = x + x~sm2<x +x~cos2(X, a e  R,  x > 0 .B u h a m  

regular pozinom , chunki 1 • 1 + 1 ■ ( - s in 2 a) + 1 • (-cos2 a) = 0 
Shuning uchun  m in /  = /(1) = 3.
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3) f ( x )  = 7x + — + — , x >0 g u  re g u la r  p o z in o m ,
x  X

chunki 7 • 1 + 3 • (-1 ) + 2 • (-2 ) = 0 .
D em ak, m in /  = /(1) = 12 .
3- teorema. A g ar (1 .5 .7 ) poz inom  n o regu lar bo ‘lib , 

ar a j <  0, i *  y la rd a  xq son (1 .5 .9 ) tenglam aning m usbat 
yech im i b o ‘lsa , shu pozinim  o ‘z in ing eng k ich ik  q iym atiga 
x  = xq b o ' lg a n d a  e r is h a d i ,  y a ’ n i ,  m in /  = / (x 0), 

f (x o y )  = f * ( y ) l  m in / * (y )  = / * ( l ) .
10- masala. x y  = S,  x + y  -> min .
Yechish. Bir o ‘zgaruvchin i ikk inch isi orqali ifodalansa, 

quyidagi m a ’lum  m asala hosil bo ‘ladi: / (x ) = x  + S  / x  -> min . 
A g a r  ^  = 1 b o ‘ ls a , bu fu n k s iy a  r e g u la r  p o z in o m  va 
m in /  = 1 + 1 = 2 b o ‘ lad i. E nd i £ * 1  b o 'ls in . U n d a bu 
funksiya regu lar pozinom  em as va un i regular k o ‘rin ishga 
keltirilad i, (1 .5 .9 )dan  x0 top ilad i:

l - l - x  + 5 * ( - l ) ' l / x  = 0 - » x o  = y [S ( y o  = y [S ) .
Shuning uchun , 3- teorem adan

min /  = f ( y f S )  = <JS + - j=  = = >/*? + ~ ■

H aq iqalan , pozinom  regular ko ‘rin ishga ke ltirilad i:

f i x )  = /(Xqy )  = f { J S y )  = - y  + - r=—  = y [S y  + —  .
J S  - y  y

3 2

S h u n d a y  q i l ib ,  f ( x )  = x + — = f  ( y )  = >[S y  + -
y

min /  = f ( J S )  = 2 <js.
1 1 -  masala. Eng arzon konserva id ish i haqidagi m asalan i 

pozinom lar usu luda yechib , ko ‘ray lik  (6 - m asa laga qarang).
U n d a , q u y id a g i S ( r )  = 2 n r 2 + + (2V) / r  m in , r  > 0 
m asa lan i yech ish  lozim  edi.
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Yechish. S (r )  funksiyaning regu larlig i tekshiriladi:

2 n - 2  + 2V{-l)+ = 2 ( 2 n - V ) .

Agar V = 2n  bo 'lsa , pozinom  regu lar b o 'lad i. Am mo 
iqtisod iy m a’nosi bo 'y icha hech qachon hajm  irratsional qilib 
tan lanm aydi. Shuning uchun V * 2n  deylik. U nda (1 .5 .9)dan 
r0 top ilad i:

2 n - 2 r  +2V(- l )  I / r  = 0 - > q =3 —
\ 2n

D em ak, m in ^  = S ( r0) .  Endi £(/•) regu lar ko ‘rin ishga 
ke ltir ilad i:

2,.2 , 2V 1S ( r )  = S ( r 0 ■ y )  = 2tt/q y  + —  = — 2tt/q y  +
W  r0

. 3 .2  , 2V

t  V 2 2V 2 n — v + —
2n  y

J_ / ? 2 V'Vy2 + —

pozinom regular,Shunday qilib , /  0 0  =

chunki
V-2 + 2 V - ( - l )  = 0.
Demak,

m in /  = f (n>) = A 1) = j [ y ( Y  + 2V) = = Z ^ V 2 .

H ajm i F  b o ‘ Igan s ilin d r  sh ak lid ag i konserva id ish i 
asosining rad iusi r0 va baland lig i ho = 2 r0 bo ‘lganda uni 
yasash eng arzon tushar ekan.

12 - m asa la . T e n g s iz lik la r  u su li b ila n  y e c h ilg a n  8-
3

m asa lan i p o z in o m lar u su lid a  y e ch ay lik . / (* )  = 5x + 7— j
10 x

fun ksiyan in g  eng k ich ik  q iym a tin i p o z in o m la r  u su lid a  
top ing .
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Yechish. Funksiyaning regularligi tekshiriladi:

q  -  5; c 2 -  iQ ;

04 = 1; a 2 = - 2;

5 4 .1 «

Q uyidagi a lm ashtirish  bajarilad i: 
x = xq y  bunda x0 quyidagi tenglam adan top ilad i:

=  =  

5x 25* 3 =3; " 2 5 ’ *° “  ^55'

B e r ilg a n  p o z in o m  x = i j— - y  a lm a s h t ir is h  o rq a li

regu lar pozïnom ga keltirild i. H aqiqatan  ham  regu larlik  sharti 
b a ja r ilad i:

f * ( y )  = 5-3 j— - y  + -

1 0 - 3 1

« J T  " _ 3
\ 2 5 ’ C2 10

✓ y v * / 3

v25y

= 1: 0.7 = -2 :

5-
'  3 ï 3 2 -3 '  3 N

L 25 J 10 '
7  5 . 31/ 3 3 ! - f  3 1 / 3 31 / 3

5 2 / 3  j _ 4  5 - l / 3  5

5  3

-13
= 0 .

Bu pozinom ning m in im um  qiym ati top ilad i. N atijada 8- 
m asa lan ing yech im i b ilan  b ir x il yech im  o linad i:
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13- m asa la . / (* ) = 5V x+ -^= nin g  e n g  k ich ik  q iym atin i 

toping.
Yechish. A w a l bu funksiyani regular pozinom  bo 'lish  

yoki bo ‘ lm asligi teksh irilad i:

q  =5, c 2 = 2,
« 1 = 1/ 2, oc2 = -1/3 ,

5-1-2-i^O ,2 3

2

D em ak , b e r ilg an  poz inom  reg u la r  em as. x = x0 ■ y

a lm ash tir ish  b a ja r ils a , bunda x 0 quy id ag i ten g lam ad an  
top ilad i:

5 - y J x - 2 - ~ ( * )  3 = 0.
1

Bu tenglam an i yechib

I  i
5 • 3 • x 2+3 = 2-2 ; 

5
7 415-X6 =4; x 6 = — ; xq =

V15,
top ilad i.

B erilgan  pozinom  x  =
, 15\ У

■ у  a lm ash tirish  orqali

regular pozinom ga keltir ilad i va yuqoridagi m asala lardagidek,

s6^
uning eng k ich ik  q iym ati topilad i: min /  = / I T
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1 -  naraunaviy hisob to p sh ir iq la ri

1 .1 .1 —1 .1 .6 . Q uyidagi funksiya lam ing ekstrem um larim  
toping:

1 ) Z  =  X 3 +  y 3 -  3xy;

2 )  Z  = x 3y 2( l 2 - x - y ) ,  x > 0  y >  0;

3 )  Z  = X2 + xy  + у 2 + X -  у  +1;

4 )  /  = X3 + x;

6 ) /  = 4 x4 -  x2 +5.
1 .1 .7 —1 .1 .1 0 . Q uyidagi funksiya lam ing shartli ekstre- 

m um larin i grafik  usulda toping:

5 ) /  = x 4 + x 2 ;

/  = 3xj + x2. /  = x 2 + y 2 -  2x  -  10y  + 26.

x2 + x l  < 40, 

• x? + x| > 4, 
X/ > 0.

xj - 2x2 - 

8 ) 5xj + 2x2 á  20> 
x,- > 0.

/  = x2 + 2x2 -3.

1 .1 .11— 1.1 .13 . Q uyidagi funksiya lam ing shartli ekstre-
m um larin i yo ‘qotish usuli b ilan  yech ing:

11) / = x2 + x2; xj + x2 = 1;
12) /  = x2 -  x2 ; x ¡ + x l < \ 6;

x \ - x 2 = 4;

13 ) /  = 3x2 + 2x1 -  3xj +1, x ? + x^ = 4.
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1 .1 .1 4 .—1.1 .20 . Quyidagi funksiyalarn ing shartli ekstre- 
m um larin i grafik usulda toping:

14)  /  = x\x2, x 2 + X2 = 2.

15) /  = x1 + x2, ^  + ¿  = 1-

, 1 , 1  1 1 ,
16> Xj x2 ’ Xj2 + x l

17 )  / = X i+ X 2, Xj+X2 = 2 , Xj > 0, x2 > 0.

18) Z  = Xj -  2x2 + 2x3 -> max

X!2 -  x f  + *32 = 1.

19)  Z  = Xj • x 2 + x 2 • x3 -> max(m in)

fxi + X 2  =  2, 
jx 2 + x3 = 3.

2 0 ) Z  = Xj + x 2 -> max

x f  + x f  = 1.
1 . 2 . 1 .— 1 .2 .2 5 .  Q u y id ag i m a s a la la rn i te n g s iz l ik la r  

usu lidan foydalanib yeching:

, ,  . X  An . „
1. / (x ) = -  + — T -> min, X  > 0;

«  3x

~ r ,  \ n  2 5 • n2 . / (x )=  —x +  >mm, x  > 0;
4 их

, ,  4 2 4и . „
3 . / (* )  = - x  + — r- -> min, x  > 0;

n  Зх2

/•/ % n 2 4« . „4. /(x) = — x + — -  -> mm, x>0; 
3 3x

3
5. / (* )  = их +  y  —» min, x  > 0;

2 nx
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1 2 3
6 . f ( x )  = —nx + ------> m in, x > 0;

3 nx

3
7 / (* )  = 2 nx + ----— - »  m in, x  > 0;

2 nx2

2 5
8 . / (x )  = nx + -------> min, x  > 0;

nx

n
9. f { x )  -  x + ----- > m in, x  > 0;

x

2
10. / (x ) = nx h » min, x  > 0;

x

2
11. / «  = «x  + —¡= —> min, x  > 0;

Vx

12 . / (* )  = 2x  + -> m in, x  > 0;
v x

13. / (x ) = и>/х +----- » m in, x  > 0;
x

14. / (x )  = 2x  + —5j=  - »  m in , x  > 0;
3 Пу] Х

15. Л * )  = п ^ х  + т р - >  m in, x  > 0;
у х

16. / (x )  = %/х + — -> m in, x  > 0;
x

17. f ( x ) = 2 l f r  + -|L —> min, x  > 0;
v x

2
18. / (* )  = лас+ -==-» m in, x  > 0;

v x

19. / (x )  = 2>/x + — -> min, x  > 0;
VX
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? 32 0 . / (x ) = 2x + -------> min, X > 0;
nx

21 . f ( x )  = ¥x + — —> m in, x > 0;

2 2 . f ( x )  = J x  + -^L -> min, x > 0;
v x

23. /(*) = + 47= min> X >v x

24. / (* )  = У х + -п=->  m in. X > 0;
v x

25. / (* )  = ^/* +-T f= -> min, X > 0;
Щ

1 . 3 . 1 . — 1 .3 .2 5 .  Q u y id ag i m a s a la la rn i te n g s iz l ik la r  

usulidan foydalanib , n  = 1,25 la r  uchun yeching:

4 i
1. /  (x )  = — x  (5 -  x )  —> max, 0 < x  < 5.

n

2. / ( x )  = j x 3 (3 -  n . x ) m a x ,0  < x < —.

— X j —> max, 0 < X < 72 .

4. / ( x )  = -^x3 (4 -  n x ) -> m ax,0 < X < —.
v 5 n

,  4
5. /  (x )  = 2x (4 -  nx)  -> max, 0 < x  < —.

6 . /  (x )  = y  x 2 (4 -  x )  —> m ax, 0 < x  < 4.

7 . /  (x )  = ^  x2 (1 -  x )  -> max, 0 < x  < 1.
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i  ч 2
8 . / ( х )  = 4х ( 2 - и х ) - » т а х , 0 < х < —.

9 . /  (x ) = 3jc3V1 - и х  - »  max, 0 < x  < —.\ / и

10 . /  (x )  = 5хл/ и -х2 —> m ax, 0 < x  < л/й.

11. /  (x )  = x3 V« -  X3 —» max, 0 < x  < \/й.

12. /  (x )  = ¡̂2x (n  -  3x) - »  m ax, 0 < x  < j .

13 . / (x )  = i/x( 2 - и х 2) —> m ax ,0 < x  <

14. /  (x )  = ^ x  ^и -  x 3 j  —» m ax, 0 < x < л/й.

15. / (x )  = xyjn- 3x2 -» max, 0 < x  <

16. / (■*) = 3¡4- nx2 -» max, 0 < x  < - i .
л/и

17. /  (* )  = x 2 (и -  x 4 ) —> max, 0 < x < л/й.

18. /  (x )  = Vx (и -  x )  —> max, 0 < x  < и.

19. / (x )  = 3/х (и - 2 x )  - »  max,0 < x  < ^ .

20. f  ( x )  = 3x^/1 -  их —> max, 0 < x  < —.
4 7 n

1.4.1.—1.4.25. Q uyidagi pozinom larn ing regu la rlig in i

teksh iring  v a  un ing eng k ich ik  q iym atin i toping (и = 1,25) :

1 . / (x )  = x  + — ; 2 . / (x ) = их + — ;
X X
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3 ./ ( * )  = . 

5. т  =

7 . f i x )  = • 

9 . / (* )  = 

11. Z W  

13. / М  

15. / ( x ) = 

17. f i x )  

19. / ( x )  

2 1 .  / ( x )  

23 . /(*)>  

25. / ( x )

nl[x + — ; 4 . f ( x )  = nl [x + —;
x x

2х+з Ж ; 6* /W  = " ^ +¿ ;

Ух + — ; 8 . / (x ) = 2<Ух + -^= ;
X Vx

2yfc  + J r ;  1 0 . /(X) = 2x2 + — ;v x  nx

= 4x + —\ 12. /(x) = 3/x + - ;
X X

= 4x + -̂ = : |4. /(x) = W x
v x  v x

ny^ +~ è i ; i 6 . / w = - ^ +¿ ;

= ^  + - 4 = ;  18. f ( x) = -  + -^ j;n<lx n  2x  ’

n ? 5 r t  \ 2 4«= 7 x  + —  ; 20 . / ( x )  = -  + - T .
4 nx n t,x •

= T X2 + ~ ; 22. / (х )  = лх + —Ц -;
3 и 2nxz

1 2 3 _  . 3= —nx +
3 /ix

2 3= ИХ + ---

24. / ( x )  = 2 их + — 2 ;
nx

nx



II bob. Dinamik programmalashtirish

1-  §. Dinamik programmalashtirish masalalarining 
umumiy qo‘yilishi

Izvosh masalasi. Ilgari izvosh lar asosiy yo ‘ l transporti 
b o 'lib  x izm at q ilgan . Y o io v c h i quyidag i x a r ita  bo ‘y ich a  
m a ’lum  b ir jo yd an  ikkinch i jo yg a  izvoshda yo ‘lga tushadi (2 - 
rasm ). Sayohat yo ‘lovchin ing sog‘lig i va hayoti uchun  xavf 
tu g 'd iru v c h i m u am m o lar b ilan  b o g ‘ liq  b o 'lg a n i u ch u n  
yo 'lo vch i yo ‘I o ld idan xavfsizlik  choralarin i ko 'rd i [7].

Cy b ilan  /' — holatdan j  — holatga borishda xavfsizlik 
uch un  to ‘lan ad igan  narx  b e lg ilan ad i.

2 - rasm.
R asm da can in g  shartli, sonli q iym atlar i k o ‘rsatilgan . 

Y o ‘Iovchining m aqsad i 1- ho latdan  10- ho latga boradigan 
shunday yo ‘ln i tan lash i kerakk i, uning y o i  xavfsizlig i uchun 
to ‘layd igan  narx i m in im al bo ‘lsin , H ar b ir kvadrat xaritada 
h o latla rd an  b ir in i ifoda layd i. 1- ho latdan  ch iqad igan  y o ‘ l 
v a r ian tla r id an  qaysi b irin i o lm ay lik , 10- ho latga borguncha 
4 qadam n i ta sh k il e tad i. Y o ‘Iovchi quy id ag i o p tim a llik  
p r in s ip ig a  a m a l q i la d i ,  y a ’n i o 'z ig a  m a ’ q u l o p tim a l 
strateg iyan i tan layd i.
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O ptim al strategiya shunday xossaga egaki, b iror ho latn i 
egallash y o 'l i  qanday bo‘lish idan  q at’iy  nazar, navbatdagi 
y e ch im  bu  h o la td an  b o sh lan u v ch i y o ‘ l q ism i o p tim a l 
stratcgiyasiga tegishlidir.

S h u n d a y  q ilib , y o 'lo v c h i tu sh u n a d ik i, m a sa la n  6- 
holatdan chiquvchi optimal yo ‘l uning qanday m arshrut b ilan 
kelish iga bog ‘liq  emas.

Shunga ko ‘ra u shunday xulosaga keladi: Agar u 5-, 6- va
7- ho latlardan  chiquvchi optim al yo ‘lni bilganda edi, u 3- 
ho latdan chiquvchi optim al yo ‘ ln i oson an iq lay o lard i (agar 
u shu yo ‘l orqali o ‘tishga qaror q ilsa). H aqiqatan ham  3- 
ho latdan  o ‘tish  n arx larin i (c35, c36, c37)  a w a ld a n  h isob- 
langan  optim al y o i  (5 -, 6-, 7- ho latlardan o ‘tish) narx lariga 
qo‘shish va hosil bo 'lgan  y ig 'in d ilam i taqqoslab , y ig 'in d i 
m in im al bo ‘lgan  holatn i tan lash  kerak. Shunga o ‘xshash 2-,
3- va 4- ho latlardan  chiquvchi optim al yo ‘ ltam i topib 1“  
holatdan o 'tuvch i optim al yo ‘ln i aniqlash m um kin. Q uyidagi 
b elg ilash lar yordam ida keltirilgan  optim allik prinsip i va uni 
hisoblash m a ’nosini ifodalash m um kin.

/„ (5) — oxirgi ho latgacha n  qadam  qolganda î  ho latdan  

chiqqan yo ‘ llar uchun m in im al xarajatlar strategiyasiga mos 

keluvchi narx, j n (s ) — /„ (5) ga erishtiruvchi yech im .
/  — m aqsad funksiyaning q iym ati, 5 esa bu q iym at 

sistem aning s ho latiga bog‘ liq  ekan lig in i b ild irad i, n  indeks 
s  h o la td an  yan a  n ech a q ad am  bosish k e rak lig i h aq id a  
m a ’ lum ot berib tu rad i, j  — biror m uayyan  y o ‘ lga  mos 
kelad i v a u  «  qadam  va 5 holatga bog 'liq  bo ‘ ladi.

C h iz iq li p rogram m alash tir ish  m ode llari b ir qadam da 
yech ilgan i uchun  bunday m urakkab belg ilash larga m uhtoj 
em as. D inam ik program m alashtirishda esa optim al yech im ga 
bir necha qadarrüarda kelinadi. Izvosh m asalasiga kelsak,

/ o ( 1 0 ) =  0 ,  ( 2 . 1 . 1 )

chunki 10- ho latda sayohat tugayd i. Keyin f\ (8 ) v a  f\ (9 )

oson hisoblanadi, /0 (10)ga mos ravishda c8 j0 yoki c 9 ]0 
qo 'sh ilad i.
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/2 (6 ) — oxirg i ho latga  2 qadam  qo lgan  6- ho la td a
m in im al xara ja tlar strategiyasi narx i h isoblanadi. 6- ho latdan 
2 yo 'n a lish d a  8- yoki 9- holat orqali o ‘tish m um kin. B irinch i

ho lga m os stra teg iyan i h isob lash  uchun  f\ (8) (a w a ld an  

h is o b la n g a n )  g a c 6g q o ‘ s h i la d i ,  ik k in c h i  h o lg a  m os 

strategiyan i hisoblash uchun esa / i(9 )g a  c 6g q o ‘sh iladi va

/2 (6) uchun  shu ikki y ig ‘ind idan  k ich igi tan lanadi. Bu usulni
q u y id ag i d in a m ik  rek u rren t m u n o sab a tla r  k o ‘r in ish id a  
ifodalash m um kin:

f n ( j)  = min f a  + f n- i  (7 )], «  = 1,4. (2.1.2)
S,J

Bu ifoda turli s tra teg iya lar narx in ing barcha m um kin 
b o 'lg an  q iym a tla r i y o ‘ln in g  n avbatdag i q adam i u c h u n 5 
ho latdan  j  ho latga  o 'tish  m os narx lari y o ‘ln in g  ox iriga

( n - l ) t a  q adam  qolgan j  h o latd an  ch iq ish  y o 'lla r in in g
tanlangan optim al strategiyaga mos naix larga qo'shib hisoblab 
topish kerak lig in i b ild irad i. H osil bo ‘lgan  y ig 'in d ilam i o 'zaro 
taqqoslab k ich ig iga  to ‘g ‘r i kelgan j  tan lanad i. Y a ’n i, a w a l

/ i( s ) la r :  /1 (8) va /2 (9) h isoblanadi. K eyin o ‘z navbatida

n = 2 u c h u n  /2 (5), A ( 6 )» A ( 7 ) v a  u n d a n  k e y in

/3 (2 ), (3 ), /3 (4 ) to p ilad i. M asa la  /4 (1) to p ilg an d an
so'ng ox iriga yetad i.

M asa la  yech ishn ing bu usuli o ‘z o 'z i n i  t a ’m i n l a s h  u su l i  
deyiladi. Hisoblash jarayon i nolga teng hisoblardan boshlanadi

va u  keying i h isoblashlar uchun  zam in  yaratad i, y a ’ni f )  (s)

n i b ilgan  h o ld a  f\ ( s ) h isob lanad i, f\ ( i )  n i b ilgan  ho lda

f 2 (5)  h isob lanadi va hokazo. (2 . 1.2) ifoda rekurrent form ula 
yoki rekurrent m unosabat dey ilad i. Shu hisoblash jarayon in i 
ko 'rib  ch iqay lik .
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/7 = 1 uchun  (2 . 1.2) va (2 . 1. 1) ifodalardan foydalanib , 
h isoblanadi.

f\ (8) = c8,l0 + 0 = 1, yi (8) = 10 (s  = 8)

/ (9 )  = û>,10 + 0 = 4, j\ (8) = 10 ( s  = 9 ) .  (2 .1 .3)
H isoblar tartib b ilan quyidagi jadva llarga  jo y lash tir ilad i.

1 - j a d v a l .

n = 1 csj + /o V )

Holatga o'tish
À (s) / 1 «s 10

Holat 8 1+0 10 1
9 4+0 10 4

2 - j a d v a l .

j Holatga o'tish
A (s) M s)

s ^ — 8 9
5 7+1 5+4 8 8

Holat 6 3+0 4+4 8 4
7 7+1 1+4 9 5

1- jad va ld a  8- va 9- ho latlarga mos ikk ita  qato r bor va 
u larn ing  b ir id an  o ‘tuvch i m arshrut tan lan ish i kerak . Bu 
jadvalda b itta ustun bor, chunki 8 - va 9- ho latdan faqat b itta
— 10- ho latga  o ‘tish m um kin . «  = 2 uchun  ( 2- jad v a l) 
yo 'lovch i 5 -, 6 -, 7- ho latlam i tan lashi m um kin va shuning 
uchun bu jadvalda uchta satr bor. Lekin  bu ho latlardan  u 
faqat 8- v a  9 -ho latlarga o ‘tish i m um kin  va shuning uchun  
jadvalda ikk ita  ustun bor. Jadval asosiy ustun laridag i sonlar 
(chapdagi) navbatdagi qadam  narxlari csi -  s  ho latdan  j  
holatga o 'tish  narxlari b ilan  j  ho latdan  boshlanuvchi y o ‘l 
q ism lari /„_i ( j )  optim al strategiyasi narx lari y ig 'in d is in i 
ifodalaydi. H ar bir qatorda bu yig ‘ indilam ing k ich igi tan lanadi 
v a u  o ‘ngdan 1- ustungajoylashad i.

j  — holatn ing optimal tan lan ish i j n ( J ) b ilan  belg ilanad i 

va o 'ngdan  2 - ustunda joylashgan . «  = 2 uchun h isoblashlar
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2- jadva lda  ke llir ilgan . U ndan ko ‘rinad ik i, optim al m arshrut
5- va 6-ho la tlar uchun 8-ho latdan  o ‘tad i, 7- holat uchun 
esa 9- ho la ldan  o 'tad i. n -  3 uchun keltirilgan  3-jadvaldagi 
shtrix langan katak lar 2- holatdan 7- holatga va 4- holatdan
5- holatga o ‘tish m um kin em aslig in i b ild irad i.

3~ j a d v a l .
Holatga o‘tish h (s) h { s)

5 6 7
2

Holat 3 
4

10+8 12+4 6 16
5+8 10+4 7+5 7 12

15+4 13+5 7 18

Y ana shuni ta ’kid lash kerakki, 2- jadva ld an  faqat /2(y) 
ning q iym ati o linadi. Bu esa d inam ik program m alashtirish  
barcha usu llarida eng m uhim  o ‘rin h isob lanadi: n qadam  
uchun optim al xarajatlar strategiyasi navbatdagi yech im ning
va qolgan ( « - 1) qadam  uchun optim al x ara ja tlar strate- 
g iyasin ing iq tisod iy natijalarid ir.

4- j a d v a l .
Holatga o'tish M is ) Â i s)

5
2 3 4 3 17

Holat 1 2+16 5+12 1+18

Oxirgi h isob lash lar n  = 4 uchun 4- jad va ld a  keltirilgan . 
U ndan  k o ‘rin ib  tu ribd ik i, m in im al x a ra ja tla r  strategiyasi 
narxi quyidag iga teng:

/4(1) = 17, y4(l) = 3. (2.1.4)
M aq sad  fu n ksiya s in in g  bu q iym a tig a  q aysi op tim a l 

s tra teg iy a  m os k e lad i?  Bu savo iga  javo b  b erish  uch un  
jadva llard an  quyidagi tartibda foydalanish kerak:

4- jadvaldan  boshlaym iz: 1- ho latdan  ch iqqan  optim al 
y o ‘l 3- ho latdan o 'tish i an iq lanad i. Endi 3 - jadva lga  o ‘tilad i. 
U ndan ko ‘rin ib  turibdiki, optim al y o ‘l 3- ho latdan 7- holatga 
o ‘tad i. Endi esa 2 - jadval qaralad i, unga k o 'ra  optim al y o ‘l 7- 
ho latdan  9- siga o ‘tadi va nihoyat 9- ho latdan  10- holatga 
o ‘t i la d i. D em ak , op tim al y o ‘ l 1 -3 -7 -9 -1 0  b o 'lib , unga 
/4(1) = 5 + 7 + 1 + 4 = 17 m in im al xarajat sarflanadi.
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Bu usu l to ‘g ‘ri tan lash  usu lidan  k o ‘ra  sam araliroqd ir. 
Bu m asa lad a  14ta jo iz  (m um kin  b o ‘lgan  ) yo ‘1 m avjud 
bo ‘lib , u lar har b iriga sarílangan  xara jatn i h isoblash uchun  
4 m iqdor qo ‘shiiadi. D emak, bu o 'rinda 42ta qo'shish am alin i 
bajarish  kerak  (42 = 14x3 ). Y uqoridag i m asalan i yech ish  
uch u n  h am m asi b o ‘lib  16 ta  am a l b a ja r ild i. M asa lad a  
q o ‘ llan g an  bu usu l d in am ik  p ro g ram m alash tir ish  u su li 
d ey ilad i.

D inam ik  program m alashtirish  m asa la larin ing  um um iy  
qo ‘yilish i quyidag icha izohlanad i. Boshqaruv jarayo n i, y a ’n i 
korxonalar o ‘rtasida xomashyo taqsim lash , v illar davom ida 
xom ashyodan foydalanish, jih o z lam i alm ashtirish, zah ira lam i 
to 'ld irish  va hokazo kabi iq tisod iy ja rayo n lar  ko ‘rilayotgan  
bo 'lsin . B unday m asala larda boshqaruv obyekti — sistem a

boshqarish natijasida sQ holatdan s  h o la tg ao ‘tkaziladi. Faraz 
q ilay lik , boshqaruvni n  qadam ga bo 'lish  m um kin bo ‘lsin , 
y a ’ni yech im  har b ir qadam da qabul q ilinad i, s  sistem an i

b o sh lan g 'ich  s0 ho la td an  ox irg i s  ho latga  o ‘tk azu vch i 
b o sh qaruv  n  q ad am  b o sh q a ru v la r  to 'p la m id a n  ib o ra t 
bo ‘ lad i.

Xk b i l a n  к  — q a d a m d a g i ( k = \ , ñ ) b o sh q a ru v

belg ilanad i. Хк  biror m a’noda cheklash larga bo‘ysunad i va

jo iz  dey ilad i ( Xk — son bo ‘lish i m u m k in ,«  — o ‘lchovli 
fazoda nuqta bo ‘lishi m um kin, b iror sifat alom ati bo 'lish i 
m um kin).

X(X i ,X 2 , . . . ,Xn ) — S  sistem ani 50 holatdan s  holatga

o ‘ tk a z u v c h i-b o sh q a ru v  b o ‘ ls in . s k s is tem an in g  к  — 
qadam dan keying i ho lati deb be lg ilan sa , ho latlar ketm a-

ketlig i hosil bo ‘lad i (3 - rasm ): = s

3- rasm.
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Bu boshqaruv ja rayo n i sam aradorlig in ing  ko 'rsa tk ich i 
b o 'lgan  m aqsad  funksiyasi (m ezon) bosh lang ‘ ich  ho latga

Oo) va boshqaruvga (X )  bog‘liq

Z  = f ( s 0 ,X) .  (2.1.5)
D inam ik  program m alashtirish  usuli b ilan  yech ilad igan  

m asa la larda butun jarayon  uchun m aqsad funksiyasi uning

aloh ida qadam lardagi q iym atlari f i { s , X )  y ig 'il ib  topilad i,
y a ’n i, h ar b ir  qadam  sam aradorlik  ko 'rsatk ich iga nisbatan 
additiv , k — qadam da sam aradorlik  ko 'rsatk ich i

Zk = f k( sk_x,Xk) ,k  = \Tn (2-1-6) 
bo ‘lsa, u ho lda

Z  = 2  f k ( sk - h x k )  (2.1.7)
k=1

bo‘ lad i. B unday xossaga ega bo 'lgan  fim ksiya a d d i t i v f u n k s i y a  
dey ilad i.

Ko‘pch ilik  m asa la larda Z additiv funksiya b o ‘lad i. Agar 
m asalan ing dastlabki qo 'y ilish ida u additiv bo ‘ lm asa, m a- 
salan ing k o ‘rin ish in i shunday o ‘zgartirish kerakk i, natijada 
u additiv b o ‘lib qolsin. M asa lan , m aqsad funksiyasi alohida 
bosq ich larda erish ilgan  yu tuq lar ko‘paytm asi k o ‘rin ish ida 
ta sv ir lan gan  b o ‘lsa  (bu m u ltip leks m ezon d ey ilad i) , uni 
lo garifm lab  add itiv  k o ‘r in ish ga  ke ltir ish  m um k in , y a ’n i,

n
V = l g Z  , v k  = \ g f k {sk-.x,Xk ) deb b e lg ilan sa , v  = 2^ v k

additiv lik xossasiga ega bo‘lgan Z  b ilan bir vaqtda m aksim um  
(m in im um )ga erishad igan yan g i m ezon, y a ’n i, funksiya hosil 
b o ’lad i.

k — qadam  oxirida sistem aning s k ho lati faqat o ‘zidan 
o ld ingi ho latga sk^  va k — qadam dagi boshqaruvga bog‘liq  
(undan o ldingi holatlarga va boshqaruvlarga bog 'liq  em as). Bu 
ta lab  “ K eyingi harakatn i yo 'q lig i” deyiladi.

Shunga ko ‘ra  holat tenglam alari quyidag icha ifodalanadi:

Sk=<Pk(.*k-l>Xk)> *  = !>»  (2-1-8)



H ar b ir  k — q ad am d a Xk boshqaruv  s is tem as in i

(A r-1) — qadam  natijasida o lingan sk_x holatdan yangi, 

sk_i ho latga va tan langan  Xk boshqaruvga bog‘liq  bo ‘lgan  

sk holatga o 'tkazad i.

Bunda s k yangi holat faqat sk_j holat va Xk bosh­

qaruvga bog‘liq lig i va sistema sk_x holatga qanday kelganligiga 
bog‘liq em aslig i muhim dir. H ech bo 'lm aganda bunga sistem a 
holatlarin ing sonini ortishi orqali erish ilad i, y a ’n i sistem aning 
h o la t in i k e la ja k d a g i n a t ija la rg a  b o g ‘ liq  o ‘ z g a ru v c h ila r  
aniqlaydi. D inam ik programmalashtirishda faqat hozirgi holatga 
bog‘liq strateg iya lar qaralayotgan bo ‘Isa, optim al strategiyan i 
topish ju d a  qu lay bo ‘ladi.

d inam ik program m alashtirish  m asa lasi shunday ifodalanad i:
(2 .1 .7) m a q s a d  f u n k s i y a s i  e n g  kat ta ( e n g  k i ch ik) q i y m a t  

qa b u l  q i l a d i g a n  s h u n d a y  j o i z  X  b o s h q a r u v n i  t op ish kerakki,  
u s  s i s t e m a n i  .?0 h o l a t d a n  s  h o l a t g a  o ‘tkazsin.

D in am ik  p rogram m alash tir ish  m odeli xu su s iy a tla r ig a  
qo ‘sh im cha q ilib , h ar bir q adam da Xk boshqaruv vas*. 
holat param etrlar soniga bog 'liq lig in i aytish lozim . Bu turdagi 
m asa la la rn i yech ish n in g  m aqsad  funksiyasi ch ek lash la ri 
ko ‘rin ish iga bog‘ liq  ravishda q o ‘llan ilad igan  tu rli u su lla ri 
mavjud. Q uyida funksiya va cheklashlam ing qanday berilishiga 
bo g ‘ liq  b o 'lm ag a n  ho lda d in am ik  p ro g ram m alash tir ish  
usulin ing qo 'llan ilish i ko 'rib  ch iq ilad i. Bu usul op tim allik  
p r in s ip i v a  rek u rren t m u n o sa b a t la rd a n  fo y d a la n ish g a  
asoslangan.

2 - §. Optimallik prinsipi. Bellman tenglamalari

D inam ik program m alashtirish  usuli qaror qabul q ilish  
ja rayo n in i bosq ich larga bo 'lish  m um kin  bo ‘lgan  op tim al- 
lashtirish  usu li bo‘lib , unga 50- y illa rd a  am erika lik  olim  
R. Bellm an asos solgan. B irinchi m arta bu usul b ilan zaxiralam i 
optim al boshqarish m asa la lari yech ilgan . K ey in ch a lik  bu

o p tim a lla sh tir ish  m a sa la s i, y a ’n i
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usuln ing ta tb iq  do irasi kengaya bordi. D inam ik  program - 
m alashtirish  usu li R .B ellm an  ifodalagan optim allik  prinsipiga 
asoslanadi. Bu prinsip maqsad funksiyasining optimal qivmatiga 
nisbatan rekurrent m unosabatli-funksional tenglam alarda o‘z 
aksin i topgan.

O ptim allik prinsipi:
S  s istem an ing  ho lati b iror sondagi qadam dan  so 'ng 

q a n d a y  b o 'l is h id a n  q a t ’ iy  n az a r , n av b atd ag i q ad am d a 
boshqaruvni shunday tan lash  kerakk i, u shundan keyingi 
ham m a qadam da, optim al boshqaruv b ilan  b irga, shu qadam  
va qolgan ham m a qadam lam i optim al qarorga (yutuqqa) olib 
kelsin.

O ptim al boshqaruv qadam m a-qadam  am alga oshiriladi. 
H ar  b ir  q ad am d a  bosh qaruv  faq a t shu q ad am  uch u n  
optim allash tirilad i. K eyin har bir qadam dagi boshqaruv uning 
oqibatlarin i hisobga o lgan holda tan lanad i. C hunki faqat shu 
qadam da m aqsad iunksiyasin i optim allash tiruvchi boshqaruv 
b u tun  ja ra y o n  uch un  optim al b o ‘lm ay  qo lish i m um kin . 
Shuning uchun  har bir qadam dagi boshqaruv butun jarayon  
nuqtay i nazaridan  optim al bo ‘lish i kerak [15].

1- §da tah lil q ilinayo tgan  bosh lang 'ich  ho lati sq bo ‘lgan, 
« t a  qadam ga b o 'lin ad ig an  m asa la  o p tim a llik  p rin s ip iga  
asoslanib, ketm a-ket « g a  1, 2 ,... q iym atlar berib , har x il s  
ho latlarda — b ir qadam li, ikki qadam li va hokazo m asa la lar 
k e tm a-k e tlig i s ifa tid a  q ara lad i. Q ator yan g i b e lg ila sh la r  
k iritilad i va m asa laga ovdin lik  k iritishda u lam ing  qanchalik  
m uhirnhgi e ’t iro f  etilad i.

S istem aning ix tiyo riy  sk_x ho lati h ar b ir qadam ida Xk 

y ech im n i tan lash i kerak , chunki bu tan lash navbatdagi % 
ho lat va u b ilan  bog 'liq  keyingi boshqaruv ja rayo n iga  ta ’sir 
q ilad i. L ek in  shunday qadam  ham  borki, bu oxirgi qadam  
bo 'lib , ix tiyo riy  holat uchun faqat shu qadam ga tegish li 
optim al yech im  top ilad i.

A na o ‘sha n - qadam  qarab ch iq ilad i, 5n_j — sistem a­

n ing n  - qadam  bosh idagi ho lati, sn = s — oxirgi ho lat,

8 4



Xn - n -  qadam dagi boshqaruv, f „ ( s „_x,Xn ) — n -  qadam - 
ning m aqsad funksiyasi (yu tug ‘i) bo 'lsin .

Optimallik prinsipiga ko ‘ra, Xn ni shunday tan lash kerakki,

ix tiyo riy  s „_i holat uchun bu qadam da m aqsad funksiyasi 
maksimumga erishsin (maksimum masalasi bilan kifoyalaniiadi).

Z*n (sn_i )  — m aqsad  fu n ksiyas in in g  m ak s im u m i—oxirg i

qadam  boshlanishida .S' sistem a ixtiyoriy ho latda, oxirgi
qadam da esa boshqaruv optim al bo ‘lgan shartlar ostida n - 
qadam  sam aradorlik  ko 'rsatkichdir.

Zn (sn-l ) — n — n -  q ad am d a m aqsad  fu n k s iya s in in g  
sharth m aksim um i

-------------------------z n( s n-1) -  Xfff-. (2 .2 . 1)

z n (5/i-i ) ni maksimumga erishtiradigan Xn yechim  ga 
b o g ‘ liq  va u n -  q ad am d ag i sh a rtli op tim al b o shqaruv  

dey ilad i, X„( sn_\) b ilan  belg ilanad i (4- rasm ).

X*n (sn _\) — n -  qadam dagi shartli optim al boshqaruv 

z n( s n-\)  m aksim um ga erishadigan Xn ning q iym atid ir.

Maqsad funksiyasining 
y * ( t, % n- qadamdagi shartli
¿ n V n - l )  optimal qiymati

Maqsad funksiyasining 
ixtiyoriy X n-i boshqaruv va sn~ 2

holat uchun ( i t - 1) 
qadamdagi qiymati

4- rasm.  

85



(2 .2 . 1) ten g lam a  asosida op tim allash tirish  m asa las in i 

yech ib , barcha m um kin b o ‘lgan  ho latla r uchun  Z^(sn_i)

va X*n (sn_\) topilad i.

Endi n -  qadam ga « - 1- qadam ni qo 'sh ib , ikk i qadam li 
m asala qaraladi.

Ix tiyo r iy  s n_2 h o la tla r , Xn_x ix t iyo r iy  boshqaruv  va
n -  q adam dag i op tim al boshqaruv uch un  m aqsad  funk- 
siyan ing oxirgi ikki qadam dagi q iym ati quyidagiga teng.

fn - l  i sn-2 > X n~\ ) + Z*n ). (2.2.2)
O p tim allikp rin sip igako 'ra  ix tiyoriy sn_2 uchun yech im ni 

shunday tan lash  kerakki, u n -  qadam dagi optim al bosh­
qaruv b ilan  b irga oxirgi ikkita qadam da m aqsad funksiyasi 
m aksim um iga erishtirsin . (2 .2 .2) ifodaning barcha jo iz  X n i 
boshqaruvlar bo 'y icha m aksim um ini topish kerak. U s n_2 ga

bog ‘liq  bo ‘ lib  Z*n ( s „_ 2 ) b ilan  b e lg ilan ad i va ox i r g i  ikki

q a d a m d a g i  o p t i m a l  b o s h q a r u v d a  m a q s a d f u n k s i y a s i n i n g  shar t l i  
m a k s im u m i  dey ilad i.

X„_\(sn_2) ~ (n - 1) q a d a m d a g i  shart l i  o p t im a l  b o s h q a r u v  
dey ilad i:

Z n- l ( s „ - 2 ) ~ PQ3X.J\fn-2 ( sn - 2 >Xn-\) + Zn (s n - l )\  (2.2.3)

(2 .2 .2 ) da figurali qavslar ich id a  turgan ifoda faqat 
s n_2 va X „ _ i g a  b o g 'liq , chunk i s„_x n i (2 . 1.8) h o la tla r  

tenglam asidan  k  = n - 1  qo'yi'b top ilad i.

sn-\ =

va Z*(s n_i )  funksiyadagi n i o ‘m iga qo ‘y ilad i.

Xn_\ — b itta o ‘zgaruvchiga bog 'liq  m aksim allash tirish  

natijasida (2 .2 .3 ) ga ko‘ra  ikk ita  funksiya topiladi: Z*n_\(sn_2) 

va Xn - l ( sn - 2 ) ‘
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Shundan so‘ng uch qadam li m asaia qarab chiqiladi. Oxirgi 
ikk ita  qadam ga ( n _ 2 )- qadam  qo ‘shib qaralad i.

Z*k(s k - i )  b ilan maqsad funksiyasining k -  qadam  boshida

sistem a s^ - i  ho latda bo ‘lgan lig idan w_ £  + i  - qadam lardagi 
optim al boshqaruv uchun k  -qadam dan boshlab oxirigacha 
o lingan  shartli m aksim um i belgilanadi (5- rasm ).

f  ( V „  Xt)

5- rasm.

Oxirgi n - k  qadam larda k -  qadam dagi ix tiyo riy  Xk va

keyingi n - k  qadam larda optim al bo‘lgan  boshqaruvlardagi 
m aqsad funksiyasi quyidagiga teng:

O p t im a llik  p r in s ip ig a  a so san  Xk b u  y ig 'in d in in g  
m aksim allik  shartidan  tan lanad i, y a ’ni

Z k i ïk -1) = f, ma*{(Xk,..;X„)\j = k

n

U  holda

£ .fo )

x ; ^  x.\sr i )

fk  (sk- 1 > X k ) + Z k+\ (Sfc ) •

z k(sk - 1) = ™ax| fk(Sk-\>Xk) + z k+l(.sk)\> (2.2.4)

k = n - 1, « - 2 , . . . ,2, 1.
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k- qadam da Xk boshqaruvda (2.2.4) m aksim um ga erishadi 

va un i X*k( s k_l ) b ilan  belg ilanad i, k - q a d a m d a g i  shar t i i  

o p t im a l  b o s h q a r u v  deb ataym iz. (2 .2 .4) teng lam an ing  o ‘ng 
to m o n id a  s k o ‘ rn ig a  h o la t  te n g la m a s id a n  to p ilg a n

sk =(Pk(sk-\>Xk) ifoda qo ‘y ilad i.
(2 .2 .4 ) ten g lam a la r  B e l lm a n  t e n g l a m a l a r i  deb a ta lad i. 

Bu m unosabatlar funksiyaning keyingi q iym atlar in i b ilgan 
holda aw a lg i q iym atlarin i topishga imkon beradi. A gar (2.2.1)

Z*_ i ( sn_i)  top ilad i. U  holda k = n - 1 da (2 .2 .4 )d an  s n_2 

barcha jo iz  q iym atlar uchun m aksim allashtirish  Z*n_\{sn_2) 

u n g a  m o s  X^_j(s„_2) i f o d a la r n i  a n iq la s h  m u m k in . 

Z n_i(s„_2) b ilgan  ho lda (2 .2 .4) va (2 .1 .8) dan foydalanib

ho lat teng lam alarin i topam iz.
(2 .2 .1) va (2 .2 .4 ) teng lam alarin i yech ish  ja rayo n i shar t i i  

o p t im a l l a s h t i r i s h  d ey ilad i. Bunda oxirgi q adam dan  bosh- 
lanuvch i d inam ik  program m alashtirish m asalasin ing yech ish  
usu li tasv irlangan  (teskari sxem a). « -  va b irin ch i qadam lar 
o 'm in i alm ash tirish  m um kin (to ‘g ‘r i sxem a). S hartii opti- 
m allash tirsh  n atijas id a  quyidag i ikk ita  k e tm a-k e tlik  hosil 
bo ‘lad i:

Zn is n- 1 )> Z n-\ (s n- 2 )• ■ -Z 2 (51 )>Z\(sq) 
oxirgi ikk i qadam dagi, o x irg i«  qadam dagi m aqsad  funk- 
siyasin ing shartii m aksim um lari ketm a-ketlig i va

X  * ( V l ) ;  X*nA ( s n^ ) . . . X ; U ) ,  X i  ( s 0)  
u larga mos sharth optim al boshqaruvlar ketm a-ketlig i.

Bu k etm a-ketlik la rd an  foydalan ib , d in am ik  program ­
m alash tirish  m asalasi n va s 0 berilgan ho lda top ilad i. T a ’r if  
bo ‘y ich a  b irin ch i qadam  boshida sistem a s0 ho latda bo ‘l- 
gan lig id an  n  qadam  uchun  m aqsad funksiyasin ing shartii 
m aksim um i Zj*(^0) 2a ten2 > Ya ’n i)

Zimx=Zi(so). (2.2.5)



¿o an iq  q iym atida X* = Xj*(a'0) top ilad i, ( 2 . 1.8)dan

s\ = (p] ( i0 ,Z 1*) top ilad i va ketm a-ket X2 = X2 ( s f )  topiladi, 
y a ’n i quyidagi zan jir b o ‘y icha :

d inam ik program m alashtirish  m asalasin ing optim al yech im i 
topiladi.

— b e lg i h o lat ten g lam as in i qo ‘ lla sh n i, „=>“ 
— b e lg i s h a r t l i  o p tim a l b o sh q aru v la r  k e tm a -k e t lig in i  
b ild irad i) .

Ikki tu rda ish bajam vchi n  ta qurilm aga egam iz. A gar x 
qurilm a I turdagi ishni bajarsa, bundan o lingan foyda cp(x) 
b o ia d i .  Q urilm alarn i b ir  q ism i am o rtiz a ts iya  n a t ija s id a  
kelajakda ish latishga yaroqsiz bo ‘lib, qolgan a (x )  qurilm ani 
ish latish  m um kin  dey lik . Agar, y  qurilm a II ishn i bajarsa, 
bundan olingan foyda \|/(>>) bo ‘lad i, ishga yaroq li qurilm alar 

soni ß(y) ga teng b o ia d i. B irinch i bosqichda xx qurilm a I 

turdagi ishni bajarsin  va y x qurilm a II turdagi ishni bajarsin 

y\=n\~x\ (wi -  n )- U holda b irinchi bosqichda um um iy 

fo yd a  cpCxjHcpCyi) g a  te n g , ish g a  y a ro q li  q u r i lm a la r  

«2 = a ( x j ) + ß(}>]) dona b o ‘lib qoladi. A ytay lik , end i qolgan 

/i2 qurilm a o 'rtasida I va II turdagi ish taqsim lanad i, y a ’ni, 

x2 qurilm a I tu rdag i ishn i, y 2 = «2 -  x 2 qurilm a II turdagi 

ishni bajaradi. Bu bosqichda um um iy foyda <p(x2 ) + ga

-  x \ (io ) —> ) —> X2 -  X2 ( s\) —> s 2 =

= <P2fat >X2 ) => X3 = X j ( s 2) —> ... —> s„_i = (2.2.6)
3|c f

= tyn-\(sn-2>X n-\) ^  X n ~ X nisn-\)

3 -§ .  Ish taqsim oti
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teng bo ‘lad i, ke la jakda ishga ya ro q li q u r ilm a la r  soni esa 
«3 = a (x 2) + (3(^2 ) ga  ten g . Bu ja r a y o n n i davom  e ttir ib , 

oxirgi tv bosqichga keldik. Bu bosqichda x#  qurilm a I turdagi 

ishni bajaradi. y j f  = n N -  xN II turdagi ishni bajaradi. Bunda

nN = ct(xN_1)  + P(x/v_i), um um iy foyda esa cp(xN ) + y ( y N) . 
Barcha N  bosqich uchun um um iy foyda

[<K*i) + vCvi)] + [<P(*2) + V(J2)] + • • - + [«p(Xiv) + v O ^ )]-  (2.3.1) 
H ar b ir bosqichda I ishn i(a lbatta , II ishni ham ) bajarish

uchun ajratilgan  qurilm alar sonining barcha N  bosqichda 
ulardan olingan um um iy foyda m aksim al bo 'lad igan m iqdorini 
topish kerak.

Balk i, um um iy foyda m aksim um ini topish m asalasin i har 
b ir qadam da m aksim al foydani hisoblash va o lingan  natijan i 
qo‘shishga keltirish  m um kin deb faraz qilish  jo izd ir, lek in  
haq iqatda bunday  m ulohaza xato bo ‘ lad i. B uni quyidag i 
m iso llarda k o ‘rib ch iq ilad i.

B a ’ z i b e lg i la s h la r  k ir i t i la d i .  /&(«), k = l , 2 , . . . ,N  — 
boshida qurilm alar soni n bo ‘lgan  ho lda oxirgi k  bosqichda 
( N  -  k +1 dan  N  — gach a) o lingan  op tim al (m aksim al) 
foyda u lar b irinch isin ing boshida qurilm alar soni n  ga teng 
bo 'lgan . Xususan, f N (n) — barcha N  bosqich uchun olingan 
optim al foydani b ild irad i. T a ’r if  bo ‘y icha :

f k (n)  = max{[<p(x^_£+] ) i ••• +

+ [(p(xjv) + ¥(>'Ar)]} (2.3.2)

bunda, xN_k+h . . . xN, yN-k+l> ■ ■ •> yN  o szgaruvchi- 
la r quy id ag i m unosab atlarga ega: m aksim um  b o ‘lg an lig i 

shartidan o linad i: xN_k+l + y u -k + i  = »N-k+i(nN-k+\ = n h  

■ ■ ■ , x N + y N = nN = a ( x N_l ) + $ ( y N_1) . S h u n d ay  q ilib , 

berilgan  <p,v|/,a va (3 funksiyalarga bog‘liq  2k o ‘zgaruvchili 
funksiyaning ekstrem um ini topish masalasiga kelindi. D inam ik 
p ro gram m alash tir ish  u su li b er ilgan  m asa lan i ju d a  odd iy
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b o ‘ lgan  b ir  o ‘zg a ru v ch ili b ir  n ech ta  fu n ksiyan in g  eks- 
trem um in i topish m asalasiga keltirish im konin i beradi. Shu
maqsadda f k va f k_\, k = 2 ,3, . . . ,N  funksiyalam i bog'lovchi 
m uhim  b ir  m unosabat kcltirilib  ch iq ar ilad i. O xirgi k ta  
bosqichning b irinch isida x  qurilm a I tur ishni bajaradi, n - x
qurilm a esa II tu r ishn i bajaradi (0 < x < n ) . Bu bosqichda

foyda cp(x) + \|/(/j -  x)  ga teng, keyingi bosqichlam ing boshida

esa a (x )  + ß(n  -  x)  dona ishga yaroqli qurilm a qoladi. U lam i
o x irg i ( £ - l )  b o s q ic h d a  « e n g  y a x s h i»  t a q s im la b ,

cp(x) + v|/(n -  x) + f k_i (a (x ) + ß(n -  x )] foyda o îin ad i va bu
foyda b irinchi bosqichda x  qurilm a i tur ish bilan band bo‘lgan 
holda oxirgi A: ta  bosqich uchun optim al foyda bo 'lad i. x  ga 
bog‘liq  bu foyda s h a r t l i  o p t im a l  f o y d a  deb atalad i. x ga barcha
m um kin bo ‘lgan q iym atlar x = 0, 1, 2, . . . , «  berib va mos shartli 
optim al foydalar ich idan  eng kattasi tan lanadi. Shunday qilib, 
oxirgi k bosqich uchun optim al foyda topilad i, bunda birinchi 
bosqichda n  ta qurilm a mavjud bo 'lgan lig in i ta ’kid lash lozim:

f k (ri) = max {cp(x) + \)/(n -  x) + f k_j [a (x )  + ß (« -  *)]} ,
0<JC<7I

k  = 2,3, . . . ,N . (2 .3 .3)

Bu rekurrent m unosabat d inam ik program m alashtirish  
usu li asosida yo tad i va optim allik  prinsip in i ifodalayd i. U 
dinam ik programmalashtirish ning asosiy funksional tenglam asi 
deyilad i. Bu m unosabat ( k > 1 ) yana b ir m unosabat b ilan 
to 'ld ir ilad i:

f\ (« ) = max {(p(x) + \|i (n  -  x)} _ (2.3.4 )
0<x<n ’

Bu boshida n  ta  qurilm aga ega bo‘ lgan  oxirgi N-  bosqich 
uchun optim al foydan i an iq layd i.

(2 .3 .3) m unosabat b ilan  barcha m um kin  bo ‘lgan  n  lar
uchun ketm a-ket /2(n ),/ 3(n ) ,...,/ yv _ i(« ) va n ihoyat / # (« )-  
lam i topish mumkin. Bunda har b ir qadam da b ir o 'zgaruvchili 
funksiyaning m aksim um i topiladi.
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N  bosqich  davom ida optim al foydan i topish m asalasin i 
yech ish  ja rayo n id a  y o ‘l-y o ‘lak ay  N -1 ,7 V -2 ,. . . ,2 ,1  oxirgi 
b o sq ich la rd a  op tim a l fo ydan i to p ish d an  b ir  x il tu rdag i 
m asa la la rn in g  butun  b ir o ilas in ing  ye ch im i to p ilad i. Bu 
dinam ik program malashtirish usulining xarakterli xususiyatidir.

Endi b archa bosqich larda qurilm alarn ing I va II turdagi 
ish lar o 'rtas id a  optim al taqsim oti topilad i.

B irinchi bosqichda ish n\ ta  qurilm a o‘rtasida taqsim lansin,

deylik . ( «1 — berilgan  an iq  son) x\ orqali quyidag i ifodaga 
m aksim um  berad igan  x  belg ilanad i:

/n (*l )  =  „max (<P(*) + ¥ («l ~ x )  + fN~\ [«(*) + ß(«l -  *)]},0<x<n 1

x\ — b irinch i bosqichda I ish b ilan  band qurilm alar

sonin i b ild irad i ( y\ = n \ -  x{ II ish b ilan  band qurilm alar 
soni).

xj* — ikk inch i bosqich boshida ishga yaroq li qurilm alar 

soni, a(x\ ) + ßOi*) = n2 8a teng. Q uyidagi ifodaga m aksim um  

berad igan  x  ning q iym ati X2 b ilan  belg ilanad i: 

fN-\  («2 ) = max {<P(*) + ¥(«2 -  x) + f f f -2  [ « (x )  + ß(«2 “  *)]}
0<x<»2

x i  — ikk inch i bosqichda I ishni bajarad igan  qurilm alar 

son i, y l  = n2 -  X2 II ishn i b a jarad igan  q u rilm a la r  son in i
L / l l U U .  U W 1 .

Ÿ  ^  sfc 3|(

X uddi shuningdek, x3,x 4, . . . ,x iV v aa lb a tta  y 3 , y 4 , . . . , yN -

la r  top ilad i. f N( n x)  optim al foydani o lish uchun barcha 
bosq ich larda ish taqsim otin i ko 'rsatuvch i o p t im a l  s t r a t e g i y a n i

xl ,X2 ,...,x*N , y l , y * 2 >->y*N sonIar k e tm a-k e tlig i an iq layd i. 
O ptim al s tra teg iya  tab iiy  to ‘g ‘ri ta rtib d a , y a ’n i a w a l  1- 

bosqich uchun , keyin  2 - bosqich uchun  va hokazo. N -
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bosq ich  uch u n  an iq lan gan lig in i t a ’k id lash  jo iz . O ptim al 
foydani h isoblash jarayon i esa teskari tartibda, a w a l oxirgi 
bosqich uchun , keyin  oxirgi ikkita bosqich uchun va nihoyat 
barcha n  bosqich  uchun am alga oshirildi.

B erilgan  funksiya lar chiziq li bo ‘lgan holda ish laqsim lash 
m asalasin i yech ishga doir quyidagi m isoln i ko ‘rib ch iqaylik .

M iso l.
« ! = 100, cp (x )  = 0 ,9x , v(.y) = 0,5^, a (x ) = 0,3x , ß(y) = 0,8^ 

va TV = 3 .
A w a l bosh ida n  ta qurilm aga ega degan faraz b ilan  oxirgi 

uch in ch i bosq ichda optim al foyda h isob lanad i. A gar bu 
bosqichda x  qurilm a I ish bilan band bo‘lsa, ( «  -  x qurilm a
II ish b ilan  band b o is a ) , um um iy foyda <p(x) + \|/(« -  x)  ga
teng.

D em ak, 3- bosqichda optimal foyda 

/ ,(« ) = m ax itp(x) + \|/(«-x)} = max {0,9x + 0 ,5 ( n - x ) \  =
o<x<n 0<x<n

= max |0,4x + 0,5«} = 0 ,9 «
0<jc<ä

x = n  da m aksim um ga erish ilad i, y a ’n i uch inch i bosqich 
boshida m avjud qurilm alarn ing ham m asi I ish b ilan  band 
bo‘lishi kerak. (2 .3 .5) rekurrent m unosabatni qo ‘llab , ikkinchi 
bosqich b o sh id a «  ta qurilm aga ega bo 'lgan , oxirgi ikkita 
bosqich uchun  optim al foyda topiladi:

f 2 (n) = max |cp(x) + \|i (n  -  x) + f\ [a (x ) + ß(« -  x)]} =
0<jc<«

= m ax {0,9x + 0,5 (n  -  x) + f\ [0, 3x + 0, 8(n  -  x) ]} =
0<x<n

= max {0,4x + 0, 5/7 + 0,9 (0 ,8«  -  0,5x)| =
0<x<n 1

= max {1,22« -  0,05x} = 1,22«.
0 <x<n

Bunda x  — ikkinch i bosqichda I ish b ilan  band qurilm alar 
soni. Bu holda x = 0 , y a ’ni ikkinchi bosqich boshida mavjud 
qurilm alarn ing ham m asi II ish b ilan  band b o 'lad i.

N ihoyat u ch a la  bosqich uchun optim al foyda / 3(« )  
quyidagiga teng:
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/3  (« ) = max |<p(x) + 1|f (n  -  x ) + /2 [a (x ) + ß (« -  x)]} = 
0<x<n1 J

= max {0,9x + 0 ,5 ( « - x )  + /? [0 ,3x + 0 ,8 ( « - x ) l )  =
o<x<n 1 J

= m ax |0,4x + 0 ,5 «  +1,22(0,8« -  Q,5x)} =
0 < x < «

= max (1,476« -  0 ,21x) = 1,476«.
0 <x<n

U x  = 0 da m aksim um ga erishadi, y a ’ni b irinchi bosqichda 
b archa qu rilm a lar II ish b ilan  band bo ‘lishi kerak. M asala  
shartiga ko ‘ra , nx = 100, uchala bosqich uchun optim al foyda 
/ j (100) = 1,476-100 = 147,6. Endj h ar b ir bosqichda quril­
m ala r o 'rtasida ish  taqsim oti optim al strategiyasi an iq lan ilad i. 
Y u q o r id a  k o 'r g a n im iz d e k , b ir in c h i b o sq ich d a  100 ta  
qurilm an ing ham m asi II ish  b ilan  band. Ikkinch i bosqich 
bosh ida ish ga  ya ro q li ß(100) = 0, 8-100 = 80 ta  qu rilm aga 
egam iz va u lam in g  ham m asi ikkinch i bosqichda II ish b ilan  
band. U ch inch i bosqichning boshida ß(80) = 0,8 -80 = 64 ta  
qurilm a saqlanib qoldi va u lar bu bosqichda I ish b ilan  band. 
D em ak, optim al strategiya bu m asala uchun quyidag iga teng:

X]I =0, X 2  = 0, X 3  =  64, y l  = 100, J>2 = 80, y3 = 0 •

4 -  § . Transport vositasiga boiinm as buyumlarni 
optimal joylashtirish

D in am ik  p ro gram m alash tir ish n in g  a so s iy  funksional 
tenglam asiga ko ‘ra d inam ik program m alashtrrishda yech im ni 
top ish  a lgoritm in i strategiya lar ketm a-ketlig i yo k i m aqsad 
fu n k s iy a la r i k e tm a-k e tlig i kab i an iq lan ilad i. B u k e tm a- 
ketlik lar b ir b irin i an iq laydi. M aksim al foydaga olib kelad igan 
ju d a  ko ‘p optim al strategiya lar m avjudligiga qaram ay, faqat 
b i t t a  o p t im a l fo y d a  b e r a d ig a n i t a n la n a d i .  D in a m ik  
program m alashtirishda ko ‘p bosqichli ja rayo n  re ja lash tirilib , 
h ar b ir qadam dag i boshqaruv, keying isi h isobga o lingan  
holda topiladi. Faqat b itta qadam , y a ’ni oxirgi qadam da bunga 
zarurat y o ‘q. Bu oxirgi qadam ni eng katta foyda keltirad igan  
qihb reja lash tirish  kerak.
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Oxirgi qadam  optim al qilib rejalashtirilib  o ‘zidan oldingisi 
b ilan  b irlash tirilad i va asosiy funksional tcnglam aga ko ‘ra bu 
ikki qadam dagi eng katta yutuq topiladi va hokazo. Shuning 
uch un  d in am ik  p ro gram m alash tir ish d a  ja r a y o n  “o yo g ‘ i 
osm ondan q ilib ” , y a ’ni, oxiridan boshiga ay lan tirilad i. Biroq 
oxirgi qadam ni undan oldingisi qanday tugagan lig in i b ilm ay 
turib qanday rejalash lirish  m um kin? Buning uchun oxiridan 
oldingi qadam  qanday tugallangan lig i to ‘g ‘risida turli farazlar 
q ilin ad i va har b ir faraz uchun m asala yech ilish i (m asala 
ox iri)gach a saq lanad igan  oxirgi boshqaruv tan lan ad i. Bu 
jarayon  har b ir qadam da takrorlanad i va u o 'z idan  o ld ingi 
qadam  q an d ay  tu g a llan ish ig a  b o g i iq  b o 'la d i. S h u n d ay  
sh artla rd a  tan lan g an  op tim al boshqaruv s h a r t l i  o p t i m a l  
b o s h q a r u v  dey ilad i [8].

3- m asala. U m um iy yuk ko‘taruvchanligi W  ga teng bo‘lgan 
sam olyotga 4  xil yukni shunday joylash tirish  kerakki, bunda 
Pi ,P 2 ,P 3 ,P4 ~ 1-, 2 -, 3-, 4 - turdagi yuk lar birlig i m assasi, 
har bir yukning narx i, VX,V2 ,V3, V4 — bo 'lganda, yuk lam ing  
um um iy narxi m aksim al bo 'lsin . Xj,X 2 ,X 3 ,X4 — sam olyot 
bortiga ortilayotgan 1-, 2 -, 3 -, 4- turdagi yukning m iqdori.

Yechish. M asalan ing m aqsad funksiyasi:
4
t  X'V, = Xx ■ Fj + X2 ■ V2 + X3 ■ V3 + X4 ■ V4 -> max 
/=1

va cheklash sharti 
4
E  X,Pi  = X\ ■ p] + X2 ■ p 2 + X3 ■ p 3 + X} - p 4 < W  (jan iborat.
/=]

Bu m asala “rukzak” to ‘g ‘risidagi masalani eslatadi. Sayyoh 
safarga ch iqar ekan, o ‘zi b ilan  n im a o lishin i hal q ilish i kerak. 
H ar b ir predm et o ‘z og‘ irlig iga va q iym atiga ega. T an langan  
predm etlam ing um um iy og‘ irligi m o ‘lja llangan  og‘irlikdan  
ortm asligi va u lam in g  um um iy q iym ati m aksim al bo 'h sh lig i 
talab etilad i.

A n iq l ik  u c h u n , W  = 83, p\ = 24, p 2 =22, p 3 = 16, 
/»4 =10, V\ = 96, V2 = 85, V3 = 50, V4 = 20 s h a r t l i
b irlik larda olinadi.
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K o iin ib  tu r ib d ik i, bu  m asa la  butun  so n li p rogram - 
m a la sh tir ish  m a s a la s id ir . U n i ye ch ish  u ch u n  y e ch im  
to p ish n in g  k o ‘p q a d a m li  j a r a y o n in i ,  y a ’n i d in a m ik  
p rogram m alashtirish  u su li qo ‘ llan ilad i. U m um iy  sxem aga 
ko ‘ra, m asalan i ikki bosqichda yecham iz. B irinch i bosqichda 
b ir o 'zgaruvch i bo ‘y icha ketm a-ket optim allash tirish  yo ‘li 
b ilan yech im lam ing  m um kin bo ‘lgan optim al varian tlarin i 
topam iz. Ikkinch i bosqichda esa u lar ichidan berilgan  m asala 
uchun optim ali tan lab  olinadi.

B irinch i bosqich 4 ta  qadam dan iborat.
1- qadani. B unda sam o lyo tga faqat b ir in ch i tu r  yuk  

joylashtirishning m um kin bo 'lgan  optim al varian tlari topiladi.

X\ q iym atn i va unga mos yukning f\ ( W )  m aksim al narxin i

ning m um kin  b o ig a n  turh q iym atlaridan  topish kerak.

Bu holda yukning m aksim al n a ix i ■ p\ <fV,Xj  =0,1 ,2 . . .

cheklash  sh artid a  A ( W )  = m ax[X i f i ] g a  teng . Shartdan
x i

v
lig i m a iu m , u holda f \ [ W )  m aksim um ni topish 

u ch u n  X j n i ilo ji b o r ich a  kattaro q  o lish  k e rak , y a ’n i,

X, = W_

P\

W
~  dan  ortib ketm aydigan eng katta butun  son.

Shunday qilib , A ( ^ 0  :
w _

-P\-
u iro r qauam  Duan v\̂  q 1 yî

Z] va /] ( W ) la r  top ilad i. Agar sam olyotning yu k  k o ‘ta-
ruvchanhgi 24 shartli b irlikdan  kam  bo‘lsa, b ir in ch i turdagi 
yukdan  b itta  ham  jo y la y  olm aym iz. Yuk ko 'taruvchan lik  24 
dan 47 sh.b. gacha q iym atlam i qabul q ilsa, b irin ch i turdagi 
yukdan  b ir dona joylash  m um kin va hokazo. N atija la r 5- 
jadva lga  ke ltir ilad i. U larda W  kengroq do irada 87 shartli 
b irlikkacha q iym atlam i qabul q ilad i.
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5 - ja d va l
w л т x\ W A m *1

0...23 0 0 48...71 192 2
24...47 96 1 72... 87 288 3

2 - qadam . Bunda sam olyotga b irinch i va ikk inch i turdagi 
yukn i joylash tirishdag i yuk ko 'taruvchanlik  qaralad i. Joylash-

tir ish  m ak s im a l n arx i f i ( W )  b ilan  b e lg ilan ad i. X2 —
ikk inch i tu rdag i yuk  m iqdori bo ‘lsa, b irinch i turdagi yuk
massasi W  -  p 2X2 dan ortmasligi kerak. Bunda birinchi turdagi

yu k la r  m aksim al narx i f\ {}V -  X2p 2 ) = max ( (W  -  X2p 2 ) • Fj )
X\

va yukn ing um um iy narxi f \2 = X2V2 + f\ (W -  X2p2 ) ga teng 
bo ‘ lad i. U holda

/2 (W )  = m ax {X2V2 + f x [W  -  Х2 Р г )}- 
x 2

w_

P2
(2.4.1)

Bu ifodaning m aksim um i faqat X2 bo ‘y ich a  q id irilad i. 
Lekin bu ikk inch i turdagi predm etlar uchun yuk  ko 'taruv- 
chan lik  qanday bo'lishi kerakligini bilm aym iz. Shuning uchun

W  ning 0  dan 83 sh .b .gacha (2 .4 .1) ifodan i har xil q iym at- 

larida ko ‘rib chiqish kerak. f\ (W  - X 2p 2 ) r ú  h isoblashda 5- 
jadvaldag i natija lardan  foydalan ilad i.

M asalan , W = 46 shartli b irlikni olayhk. X2 ning m um kin 
bo ‘lgan  q iym atlari 0 ,1 ,2 .  U larga mos ikk inch i turdagi yuk lar 
narxi 0 ; 85; 170 shartli b irlikga teng va b irinch i turdagi 
yuk lar uchun yuk  ko ‘taruvchanlig i 46, 24, 2 shartli b irlikka

teng ( И ' - * 2Д2 = 4 6 - 0 - 2 2 ;4 6 - 1 - 2 2 ;4 6 - 2 - 2 2 ) .

5 - j a d v a ld a n  И̂  = 46;24;2 u c h u n  f\ ( W )  = 96;96;0 

t o p i l a d i .  M o s q iy m a t la r n i  q o 's h i l s a ,  0 + 96 = 96;
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85 + 96 = 181; 170 + 0 = 170. U lar ich id an  eng kattasi 181 

tan lanad i. Bu q iym at X2 = 1, da top ilad i. W = 46 uchun 

X2 — 1, f 2 (fV ) = 181 n i 6 - jadva lga  joy lash tir ilad i. va

/2 (W )  ning hisoblash natija lari 6- jadvalda keltirilgan. U ndan 
ko‘rinadiki, yuk  ko ‘tam vchanligi 21 shartli birlikkacha b o igan  
transport vositas iga , y a ’n i, sam o lyo tga hech q anday  yuk  
joylab  bo ‘lm ayd i. Y uk ko 'taruvchan likn ing 22, 23 q iym atlari 
qabul q ilinsa , ikkinch i turdagi 1 dona yukn i jo y lash  m um kin, 
24—43 shartli b irlikkacha q iym atlam i qabul q ilganda yoki 
b irinchi turdagi 1 dona yuk  yoki ikkinch i turdagi 1 dona yukni 
joylash m um kin. Birinchi turdagi yukni joylashtirishda yukning 
um um iy narxi m aksim al bo ‘ladi. Yuk ko ‘taruvchanlikning 44— 
45 q iym atlarida b irinch i turdagi yukdan  1 dona, ikkinch i 
turdagi yukdan esa 2 dona joylashtirish mumkin. Keyingi holda

yukning narx i m aksim al bo ‘lad i v a u  /2 (IV) = 170 ga teng.

W  ning 46—47 shartli b irlikkacha q iym atlarida birinchi turdan 
1 dona; ikk inch i turdan  2 dona yuk jo y lash  m um kin yoki har 
b ir  tu rdan  b ittadan  yuk  jo y lash  m um kin . B unda keyingi 
ho ldagi jo y lash tir ilgan  yukn ing um um iy narxi yuqori bo ‘lad i.

6- j a d v a l .

w h (W ) *2 W /2  (HO *2
0...21 0 0 48. ..65 192 0
22...23
TA

85
Q A

1
A

66.
fis

..67
fiQ

255 3
7

44...45 170 2 70. ..71 277 1
46...47 181 1 72. ..87 288 0

3- qadam . Bunda 1-, 2 -, 3- turdagi yuk lar joy lash tir ilad i. 

Endi X 3 bo 'y icha m aksim allashtirish  talab q ilinad i:

/123 = *3*3 + /2  (W  ~ * 3 P i ); /3 ( W )  = m ax /123

0<Z3 < jV

P3
(2.4.2)

9 8



W  ga q iym a tla r  berib , un ing  h ar b ir q iym ati uchun  

Z o n in g  X3 bo ‘y icha m aksim um i top ilad i. /2 (W an in g  
q iym atlari 6 - jadvaldan o linad i.

M asa lan , W  = 38 sh. b. b o ‘ls in . X3 ning m um kin
bo‘lgan  q iym atlari 0 , 1, 2 sh.b. va unga mos uch inch i tur
predm etlar narxi 0, 50, 100 sh. b. B irinchi va ikkinch i tur
predm etlariga 38, 22, 6 sh.b. yuk ko'taruvchanlik to ‘g ‘ri kcladi.

6 - jadvalga k o ‘ra, /2 (W )  = 96,85,0 sh.b. U m um iy narx 96,

135, 100 sh.b. D em ak, W  = 38 sh.b.da X3 uchun m aksim al 
narx 135 ga teng. H isoblash natija la ri 7 - jadvalda keltirilgan .

4 -  qadam . Sam olyotning optimal yuk ko‘taruvchanligi W* 
to p ilad i. W  ga q iym at bcrib , 4 - tu rdag i yuk  uch u n  X4

v a /4 (IV) h isob lan ilad i ( 7 - jadval). Bunda W  = 83 uchun  8- 
jadvaln ing  1-  qatori h isoblansa, ye tarli bo ‘lad i.

7- j a d v a l .

w MW) *3 W МЮ *3

0 . . . 1 5 0 0 4 4 . . . 4 5 1 7 0 0
1 6 . . . 2 1 5 0 1 4 6 . . . 4 7 1 8 1 0
2 2 . . . 2 3 8 5 0 4 8 . . . 6 3 1 9 2 0
2 4 . . . 3 1 9 6 0 6 4 - 6 9 2 4 2 1
3 2 . . . 3 7 1 0 0 2 7 0 . . . 7 1 2 7 7 0
3 8 . . . 3 9 1 3 5 1 7 2 - 8 7 2 8 8 0
4 0 . . . 4 3 1 4 6 1

8-  j a dv a l .

W U ( W ) x 4 W U ( W ) x 4

0 . . . 9 0 0 4 6 . . . 4 7 1 8 1 0

1 0 - 1 5 20 1 4 8 - 5 7 1 9 2 0

1 6 - 2 1 5 0 0 5 8 . . . 6 3 2 1 2 1
2 2 - 2 3 8 5 0 6 4 . . 6 9 2 4 2 0
2 4 . . . 3 3 9 6 0 7 0 — 7 1 2 7 7 0
3 4 - 3 7 1 1 6 1 7 2 - 8 1 2 8 8 0

3 8 - 3 9 1 3 5 0 8 2 - 8 7 3 0 8 1
4 0 . . . 4 5 1 4 6 0
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Ikkinchi bosqich. B unda qo‘yilgan  m asalan ing optim al 
yech im i top ilad i.

f 4 ( W ) n i n g  m aksim al q iym ati to ‘rtinch i tu rd ag i yuk  

m iqdori X4 ga m os ravishda W* ga teng

W* = max f A(W)  = 308, X*4 =\. (2.4.3)

4- turdagi yuk massasi ЛГ4Р4 =10 sh. b. Qolgan uch turdagi 

yuk  uchun W  -1 0  = 73 sh. b. qoladi. W  = 73 sh. b uchun 7- 

ja d v a ld a n  X3 = 0 o l in a d i ,  sh u n g a  0 ‘ x sh a sh  x\  = 0,

X{ = 3 lam i 6- va 5- jadvallardan  o linadi. 5—8 jadva llarga

qaytsak, u la r  ko 'rsatilgan  yukn i W = 87 shartli b irlikkacha 
ix tiyo riy  yu k  ko ‘taruvchan likka ega sam olyotn ing optim al 
joylash tirish in i beradi.

Shunday qilib , biz qo 'y ilg an  m asalan i yech ish  b ilan  b irga 
shunga 0 ‘xshash  m asa la la r  to ‘p lam i y e ch im in i top ishga 
muvaffaq b o 'ld ik . B ir tom ondan bu yaxsh i, 2- tom ondan

esa  k o m p yu te r  x o t ir a s id a  5—8 ja d v a l:  f \ ( W ) ~ Д (\ У )  

u s tu n la r  n a v b a td a g i ( «  + 1) — q a d a m  b a ja r i lg u n g a ,

ХЬ Х2 ,Х3, X4 u stun lar va u larga mos W q iym atlari butun 
yech ish  ja r a y o n i d avom ida saq lan ish i kerak . M urakkab  
m asa la lar uchun bu m uam m o m uhim  aham iyatga ega va 
q a r a la y o tg a n  u su ln in g  im k o n iy a t la r i  c h e k la n g a n lig in i 
b ild irad i.

5- §. Korxonalar o ‘rtasida xomashyo taqsimlash

M asala . T o ‘ rt s an o a t k o rx o n a s in in g  k e lg u s i y i lg a  
m o 'lja llan g an  fao liy a ti re ja la sh tir ilm o q d a . B o sh lan g ‘ ich
m a ’lumotga ko‘ra, s 0 = 5 sh.b. Har bir korxona к  - korxonaga 

ajratilgan  x  m ab lag1 (k = 1 ,2,3 ,4,5) y il oxirida f k (x) foyda 

o ladi. f k(x ) funksiya jadva l ko ‘rin ish ida berilgan  (9 - jad v a l).
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9- jadva l.
X / , w A W /3 « /4 «
1 8 6 3 4
2 10 9 4 6
3 11 11 7 8
4 12 13 11 13
5 18 15 18 16

a ) f k ( x ) foyda m ab lag ‘ni boshqa korxonalarga sarflashga 
bog‘liq em as;

b) h ar b ir  korxona foydasi b ir  x íl shartli b ir lik la rd a  
ifo da lan ad i;

d) um um iy foyda korxonalar foydasi y ig ‘indisiga teng.
U m um iy foyda eng katta bo ‘lishi uchun har b ir korxonaga 

qancha m ablag' sarílash kerak?

Yechish. k - korxonaga a jra íügan  m ab lag ' m iqdori x k 
b ilan  belgilanadi. U m um iy foyda

z = 2 f k i xk)  (2 .5 .1)
k=i

ga teng. 0 ‘zgaruvchi x lar quyidagi shartlam i qanoatlantirad i:
4
X  xk = 5 (2 .5 .2)

k=l

Xk > 0, k = l 4 -
(2 .5 .2 ) shartlam i qanoatlan tiruvch i va (2 .5 .1 ) m aqsad 

fu n k s iy a s ig a  m ak sim u m n i beruvch i x1, x 2 , x 3 , x 4 o ‘zg a-
ruvchilarn i topish ta lab  q ilin ad i.

M odeln ing o ‘z iga xosligi shundaki, cheklash lar ch iz iq li, 
o 'zgaruvch ilar butun sonli, lek in  f k (x^) funksiyalar jadva l 
ko‘rinishida berilgan (9 - jadvalga qarang). Shuning uchun bunda 
butun sonli ch iziq li program m alashtirish  usu llarin i qo 'llab  
bo ‘lm aydi. Ana shunday m asa la larda d inam ik p rogram m a­
lashtirish usulidan foydalanish qo‘l keladi.

D inam ik program m alashtirish usuli b ilan  yechish quyidagi 
tartibda olib borilad i: xom ashyo  taqsim lash  ja ra yo n in i 4
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qadam li deb o linadi, qadam ning tartib raqam i korxona raqam i 
b ilan ustm a-ust tushadi. x j , x2, x3, x4 ~  mos ravishda 1-, 2-,

3 -, 4 - qadam lardagi boshqaruvni belg ilaydi. s  — taqsim ot

jarayon in ing  oxirgi holati bo ‘lib , u Oga teng s  = 0 . Chunki 
xom ashyoning ham m asi ishlab chiqarishga sarf bo ‘lad i.

H olat te n g lam a la r i bu  m asa la  uchun  s k = s k_l - x k, 
k = 1,4 ko ‘rin ish ida bo ‘ lad i, bunda s k — ho lat param etri 
k-  qadam dan keyin qolgan, y a ’n i, 4 - k  korxonalar o ‘rtasida

t a q s im la n a d ig a n  x o m a s h y o  m iq d o r i .  Z*k (sk_\)~ k - ,  

(k + 1 )- ,...,4  - korxonalarn ing, agar xomashyo u la r  o ‘rtasida 

o p tim a l i/fc_i(0 < < 5) ta q s im la n g an  b o ‘ ls a , sh a r t li

optima] foyda k - qadam da jo iz  boshqaruvlar 0 < xk < s*_j 

shartni qanoatlantiradi ( k  - korxonaga hech narsa ajratilm aydi 

xk = 0 , yoki k -  qadam dagidan ortiqcha o lm ayd i, xk < s k_i 
bo ‘ lad i). (2 .2 .1 ); (2 .2 .4 ) teng lam alar quyidagi ko ‘rin ishga 
ega :

/: = 4 ,s4 = 0= > Z 4(s3) = max /4 (x4 ) (2  5 3)
0<X4 <J3 v '

Z\ ( s2 ) = o<max^ { / 3 ( x 3 )  + Z4 (s3 )}  _ (2 .5 .4)

Z2 is, ) = max \ f2 (x2 ) + Z\ (s? )} (2 .5  5)
0<X2<ii <- J

Z*x (5) = om ax5{/,(x1) + Z2(s ,)} . (2 .5 .6)

4 -  qadam . Y ozilgan  tenglam alam i ketm a-ket yech ib , har 
b ir qadam da shartli optim allash tirish  bajarilad i. 1- jadvalda
/4(x ) foyda m onoton o ‘sadi. Shuning uchun 4 - qadam da 
qolgan barcha xom ashyoni 4- korxonaga berish kerak. Bunda 
s3 = 0, 1,...,5  jo iz  q iym atlar uchun:

Z4(s3) = A  (S3 ) va x4 (s3 ) = s3 ■
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3 - q ad am . B archa fa raz la rn i 3 - q ad am d ag i q o ld iq  

x o m ash y o g a  n isb a tan  o lib  b o r ila d i ( y a ’n i, x , va x2

ta n la n g a n d an  so ‘ ng ). s 2 o ‘z g a ru v ch i 0 , 1, 2, 3, 4 , 5 
q iym atlarn i qabul q ilish i m um kin (m asalan , agar barcha 
xomashyo 1- va 2 - korxonaga berilsa, s 2 = 0 b o ia d i, agar 

1- va 2- korxona hech narsa olm asa, s 2 = 5 b o ia d i) . Shunga 

nisbatan 0 < xj < s2 tan lanad i, 53 = s2 -  x3 top ilad i va har 

x il x3 la r  uch un  s2 n ing a n >9 q iy m a tid a  f 3 (x3) + Z^(s3) 

y ig ‘ indin ing q iym atlari taqqoslanadi. Har bir s 2 uchun bu

q iym atlarn ing eng kattasi Z 3 (s2) - s 2 xom ashyoni 3- va 4- 
korxonalar o ‘ rtasida optim ai taqsim lashdan o lingan shartli 
optim al foyda 3 "bo igàndà optim allasfitm sh ID- jadvalda

keltirilgan . s2 ning har b 'r q iym ati uchun z l ( s 2 ) ,  x l ( s 2 )
qiym atlari jadvaln ing  5- va 6 - ustunlarida keltirilgan .

2- qadam . (2 .5 .3 ) tenglam an i shartli optim allash tirish  
k = 2 , 10- jadva ld a  keltirilgan . q  ning barcha jo iz  q iym atlari

uchun Z ^ s j)  va ;r 2 ( ) n ing q iym ati jadvaln ing 8 - va 9- 
u stun laridan  top ilad i, 7 - ustundagi b irinch i qo‘ sh iluvch i 
/2(x2)n in g  q iym ati b o ia d i  va u 1- jad v a ld an  o lin gan , 

ikkinchi qo ‘sh iluvchi esa s 2 =sj - x 2 da 2- jadva ln ing  5- 
ustunidan o lingan.

1- qadam . (2 .5 .4 ) tenglam a 1 0 - jadva ld a k = 1 da s0 = 5 

uchun hisoblangan. Yechim  batafsil keltirilad i: agar x\ = 0 

bo‘ lsa, u ho lda S] = 5 b o ia d i. s x = 5 xom ashyo qolgan 3 
korxona o ‘ rtasida optim al taqsim langan lig i sharti b ilan 4

korxonadan olingan foyda /j (0) + Z2(5) = 0 + 19 = 19 ga teng.

(Z 2(5) ning q iym atlari sj = 5 da 10- jadvaln ing  9- ustun idan 

olingan).
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A gar xi = 1 b o 'lsa , s2 = 4 b o 'la d i. s2 = 4 xom ashyo  
qo lgan 3 korxona o ‘rtasida optim al taqsim langan lig i sharti

b i la n  u m u m iy  fo y d a  / j( i)  + z 2(4) = 8 +16 = 24 (/ i ( l )

q iym ati 9 - jadva ld an  o lingan, Z2 (4) q iym ati 1 0 -jad v a ln in g
9- ustun idan  olingan). X uddi shuningdek,

xx = 2 , s2 = 3 , / j(2) + Z2(3) = 10 + 13=23 

x j = 3, s2 = 2, /i (3) + Z2 (2) = 11 +10 = 21 

x j = 4 ,5 2 = 1 , / j(4) + Z2 (l)  = 12 + 16 =28

X1 = 5> s2 = 0, /j(5) + Z2 (0) = 18 + 0 = 18 

ostiga ch iz ilgan  q iym atlam i taqqoslan ib , xj = xj*(5) = 1 da 

z{  (5) = 24sh .b . = Z  max top ilad i.

( 2 .1 .1 6 )  t e n g la m a d a n  f o y d a la n ib , s * = 5 - l =4 

o linadi, 10-jadvaln ing 9- ustuni b ilan  X2 = x2(4) = 2 topiladi. 

So ‘ng s 2 = 4 -  2 = 2 top ilad i va 10- jadvaln ing 6- ustun i b ilan  

X3 = X3(2) = 1 va n ihoyat 5-3 = 2 — 1 = 1 x4 = jqO ) = 1 , y a ’n i,

X * top ilad i.
X om ashyo  ko rxonalar 0 ‘ r ta s id a  q uy id ag ich a  taq sim - 

langan: 1- korxonaga 1 sh.b.; 2- korxonaga 2 sh.b.; 3 - korxonaga 
1 sh .b .; 4- korxonaga 1 sh.b. va um um iy foyda 24 sh .b .ga teng.

1- es la tm a. T o ‘rt o ‘lchov li sh artli ekstrem um  topish 
m asa lasi 4 ta  b ir o 'ichovii m asa la  yecn isnga keitir iiad i va nar 
b ir  q adam da bit ta x  o ‘zgaruvchi topib boriladi.

2 -  es la tm a. Y uqoridagi m asa lad an  m a’lu m  b o 'lad ik i, 
d inam ik  program m alashtirish usu li funksiyaning ko 'r in ish i va

berilish  tu riga bog 'liq  bo ‘lm ayd i, / ¿ ( x )  jadval k o ‘rin ish ida

berilad i va shuning uchun Z*k (s ) ,  X*k(s )  10- jad va ld a  kelti- 
r ilgan  d iskret q iym atlam i qabul q ilad i.
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10- jadva l.
■**-1 xk Sk k =  3

OJIIAi Je =1
h ( xi)  + 

+Z4( i3)
z ;

( i j )

*3
U2)

M x 2) + 

+ Z} (S2)
¿2*
(Sl)

x2
+Z2(i,)

z [
(*o)

*1
(io)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0

1
1
0

0+1=1
3+0=3 4 0

0+4=4
6+0=6 6 1

0+6=6
8+0=8 8 1

2 0
1
2

2
1
0

0+6=6
3+4=7
4+0=4

7 1
0+7=7
6+4=10
9+0=9

10 1
0+10=10
8+6=14
10+0=10

14 1

3

0
1
2
3

3
2
1
0

0+8=8
3+6=9
4+4=8
7+0=7

9 1

0+9=9
6+7=13
9+4=13
11+0=11

13 1
2

0+13=13
8+10=18
10+6 = 1 6
11+0=11

18 1

4

0
1
2
3
4

4
3
2
1
0

0+13=13
3+8=11
4+6=10
7+4=11
11+0=11

13 0

0+13=13
6+9=15
9+7=16
11+4=15
13+0=13

16 2

0+16=16
8+13=21
10+10=20
11+6=17
12+0=12

21 1

0
1

5
4

0+16=16
3+13=16

0+18=18
6+13=19

0+19=19 
8 -1 6 = '!4

5 2
3
4
5

T ~
2
1
0

4+8=12
7+6=13
11+4=15
18+0=18

18 5 9+9=18
11+7=18
13+4=17
15+0=15

19 1 10+13=23
11+10=21
12+6=18
18+0=18

24 1

3-esla tm a. Dinamik program malashtirish usulining boshqa 
u su lla rd a n  u s lu n lig i — bu u su l y e ch im n in g  s0 va n 
o ‘zgarish larga ta ’s irchan lig in i tah lil qiüsh im konini beradi. 
Y uqoridagi hisoblashni s0 va n  qadam lar soni o ‘zgargandagi 

h o la l uchun  ham  ishlatish m um kin . M asalan , s0 — bosh lan - 

g ‘ich  xom ashyo q iym ati 1 sh.b.ga kam aytirilsin . s0 = 4 uchun

jadvalga k = 1 dagi hisoblashni qo ‘yish  kifoya q ilad i (bu esa 
o ‘sha 10- jadvalda bajarilgan).

Bu holda quyidagi taqsim lashdan

X,* = 1 - »  ij* = 4 — 1 =3 JC2 = 1 y ° k i x i = 2 - ^  s* i=2) -\  = 2

yok i s l  = 3 -  2 = 1 => X3 = l  yok i *3 = 0 S3 = 2 - 1  = 1

yoki s3 = 1 —0 = 1 => =1 Zma% =21
hosil bo 'lad i.

N atijada 2 optim al yech im  top ild i:

X (1>*(1; 1; 1; 1) va X (2>*(1; 2; 0; 1) -
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Agar bosh lang ‘ ich  xom ashyo q iym ati, m asalan  1 sh.b.ga 
orttirilsa va s0 = 6, f k(:c) foyda funksiyalari o ‘z ho licha qolsa,
10- jad v a lg a  1 b o iim  qo ‘sh ilad i. Bu ho lat 11- jad va ld a  
ko ‘rsatilgan .

1 1 -  j a dv a l .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 6 0+ 16= 16 0+ 22= 22 0+ 24= 24
1 5 3+ 16= 19 6+ 18= 24 8+ 19= 27
2 4 4+ 13= 17 9+ 13= 22 10+16=26
3 3 7+ 8= 15 11+9=20 11+ 13= 24
4 2 11+6=17 13+7=20 12+10=22
5 1 18+4=22 15+4=19 18+6=24

■Zjnax = 27 x , = 1 —» s, = 6 -  l=  5 = > X 2 = l—>

-> ¿2 = 5 -1 = 4 = *  X3 = 0 

->53 = 4 -  0 = 4=>X4 =4.

Optimal yech im : J f * ( l ; l ;0 ;4 ) .

s0 = 5 xom ashyon i 2 - , 3- va 4 - korxonalar o ‘rtasida 
taqsim lash  ta lab  q ilin ish i 10- jad v a ld a  yech ib  q o ‘y i!gan . 
J a d v a ln in g  k = 2 b o i im id a n  Zmax = Z2(5) = 19, x2 = 1, 
X3 = 0, X4 = 4 yech im  hosil bo‘ ladi.

N ihoyat, agar korxona (qadam )lar soni ortsa jadvaln ing 
k = 0, - 1, ... v a  ho kazo  raq am li q a d a m la r in i q o ‘ sh ib  
to 'ld ir ish  m um kin . M asa lan , 6 m iqdordagi xom ashyo  5 
korxona o ‘ rtas ida  taqsim lanayo tgan  b o is in . B unda 5- kor­
xona foyda funksiyasi x *  0 , / (0 ) = 0 da f ( x )  = 3 x + l  formula 

b ilan  berilgan . 5- korxonaga k = 0 nom er berilad i va bu 
holda x0 — korxonaga ajratilgan  xom ashyo, 5ta korxonadan

olingan optim al foyda Z q(6) quyidagiga teng:

Zq(6) = m ax0<Xo<6 {/0(x0) + Z*x ( s , )}

bunda = 6 - x 0 . 0 - qadam dagi shartli op tim a lla sh tir ish
12- ja lva lda  keltirilgan .
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12- jadval.
*0 0 1 2 3 4 5 6

i ,  = 6 - . t 0 6 5 4 J 2 1 0
/(0) = 0 0 4 7 10 13 16 19

Zi*(5[)(^: = l uchun 10- 
va 11- jadvaldan olingan)

27 24 21 18 14 8 0

/ U o )  + z , ( i i ) 27 28 28 28 27 24 19

O lingan natija  Zmax = 28ga teng bo ‘ lib, 4 ta  optim al 
yechim  hosil bo‘ lad i:

X i* (l;l;2 ; I ; l ) ,  j £ ( 2; l ; l ; l ; l ) ,  X3*(2 ; l ; 2; 0 ; l ) ,  A4O; 1 ; 1; 0 ; 1) .
4 - eslatm a. 0 ‘lchov kattalashgan holda hisoblashlardagi 

texnik m uam m olar d inam ik program m alashtirish usulin ing

kam chilig id ir. Agar har b ir X*k boshqaaiv  r  q ‘zgaruvchiga

bog 'liq  bo‘ lsa, sk holat esa p  o ‘zgaruvchiga bog‘ liq  bo‘ lsa, 
har bir qadam da rp — o 'lchovli optim allash tirish  m asalasi 
hosil bo ‘ ladi. Yuqorida yech ilgan  m asala bir o 'lchovli bo ‘lib, 
y a ’ni, r  = 1, p = 1 , har b ir qadam da b ir o ‘lchovli op tim al­
lashtirish m asalasi hosil bo ‘lad i.

D inam ik program m alashtirish  m asa la larida boshqarish 
ja rayo n i, tab iiyk i, qadam larga b o iin ad i. M asalan , korxona 
faoliyati uchun xom ashyoni bir necha yilga taqsim lashda 'oiror 
vaqt davri qadam ni belgilaydi. n ta korxona o ‘rtasida vositalarni 
taqsim lashda qadam  raqam i navbatdagi korxonani raqam i 
b o 'lad i.

M asala shartidan kelib  chiqib , qadam  uzunlig in i shunday 
tan lash  kerakki, h ar b ir qadam da oddiy optim allash tirish  
m asa lasin i hosil q ilish  va h isob-k itobn ing ta lab  q ilingan  
an iq lig in i t a ’m inlash m um kin bo ‘ lsin. Har bir q adam da faqat 
shu qadam ni boshqarish optim allash tirilad i.
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6- §. Jihozlarni almashtirishning iqtisodiy 
muammolari

A m alda uch rayd igan  m uh im  iq tisod iy m uam m olardan  
b ir i — esk i qu rilm a , ish lab  ch iq arish  b in o la r i, agrégat, 
m ash ina va shu kab i boshqa esk irgan jihoz lar , u skunalarn i 
yangisiga alm ash tirishn ing optim al strategiyasin i an iq lashd ir, 

S h u n d ay  vaq t k e lad ik i, x a ra ja t la rn i k o 'p a y t ir ib  eski 
jihoz larn i ish latgandan  ko ‘ra , u lam i sotish yok i yangisiga 
a lm ash tirish  afzalroq tuyu lad i. Bunda uni xudd i shunday 
yangisi yoki texnik jih atdan  m ukam m alroq bo 'lgan  boshqasiga 
alm ashtirish kerak b o lad i. Jihozlarn i alm ashtirishning optimal 
s tra teg iy a s i a lm ash tir ish  o p tim a l m u d d a tla r in i an iq lash  
dem akd ir. B unda op tim allik  m ezoni jih o zn i ish la tish d an  
kelad igan  foydani m aksim allash tirish  yoki biror vaqt davo- 
m id a  un i ish la tish ga  ke tad ig an  um um iy  x a ra ja tn i m in i- 
m allash tirish  b o ia d i.

m y il davom ida jihozdan  foydalanishning h ar b ir i -  y il, 
i  = I, m uchun  i y i l  jih o zd an  foydalan ishda o lin ad igan  foyda 
m aksim al b o ‘lad igan  optim al re ja  an iq lansin  [22 ]. Buning 
uchun  quyidag i b e lg ila sh la r k iritilad i:

r ( t ) - t  y illik  jih o zn i 1 y il  ish latish  n atijas ida  o lingan 
m ahsulot ish lab ch iqarish  foydasi;

/(/) - 1 jihozlash  yosh i b ilan  bog 'liq  y illik  sarflar; 

c(i) - 1 y ill ik  jih oz lam ing  qold iq narxi, P  — yangi jihoz 
nand . ■ ■ —

Jihozlash  yoshi deb jihozm  oxirgi a lm ashtirishdan keyingi 
ish latish  vaqtiga ay tilad i va u y illa r  b ilan  o 'lch anad i. 

M asa lan i m atem atik  m odelin i quram iz. Buning uchun:
1. Q ad am la r  so n i a n iq ia n a d i. Q ad am lar so n i j ih o z  

ish latilad igan  y illa r  soniga teng.
2. S istem a holati an iq ianad i. S istem a ho lati jihozlash  y ili t  

b ilan  xarakterlanad i t  = 0, m .
3. Boshqaruvni an iq lash  uchun  /- qadam  boshida i  = l,m  

ikk i boshqaruvdan b iri tan lanad i: jihozlarn i a lm ash tirish  yoki 
alm ash tirm aslik  kerak. Boshqaruv varian tlari quyidag i son 
b ilan  an iq ianad i.
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X; =

<p/(0 =

\0, jihoz almashtirilmaydi;
[l, jihoz almashtiriladi. (2 .6 . 1)

4. i-  qadam da maqsad funksiyasi aniqlanadi. i  - qadamdagi 
m aqsad  fun ksiyas i — bu i-  y il ox irid a  jih o zd an  foyda-

lan ilgandagi darom ad t = 0 ,/w, i  = \,m  .

I[>(/) 1(1), a g a r y i l  boshida jihoz alm ashtirilm asa; 
|c(0  p + r (0) 1(0) agar jihoz almashtirilsa. (2 .6 .2)

5. H olat o ‘zgartirish funksiyasi an iq lanad i:

[ t + 1, agar Xj = 0;

agar Xj = 1. (2 .6 .3)

6 . i  = m u ch u n  fu n k s io n a l te n g la m a  q u y id a g ic h a

W  (/) -  max \ r ^  ~
~ x ™ m \ c ( t )  -  P  + r(0) -  /(0) - (2 .6 .4)

7. A sosiy funksional tenglam a quyidag icha ifoda lanad i: 

\ r ( t ) - l ( t ) + W M ( t+  \)
W :(t) = max .

x,6{0;l} [c(t) -  p (t)  + r (0) -  /(0) + WM (\) . (2 .6 .5)

bunda, W j( t ) - i -  qadam dan (/ - y il oxiridan) eksp luatatsiya 
davri oxirigacha t y illik  jihozdan  foydalanishdan o lingan 
foyda.

Wi+i (t + 1) -  (/ + 1) — qadam da eksp luatatsiya davri ox iri­

gacha (/ + 1) y illik  jihozdan  foydalanishdan o lingan foyda. 
Bu m asalaga oid h isoblashlam i quyidagi m isolda ke ltir ilad i.

M isol. m = 12 , p = 10, c(t) = 0, r ( t)  -  /(/) = q)(?). cpi t )  ning 
q iym atlari 1 3 -jad v a ld a  berilgan .

13- jadval.

t 0 l 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2
<p( 0 1 0 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 0 0
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Bu m iso l u c h u n  fu n k s io n a l te n g la m a la r  q u y id a g i 
ko ‘rinishga ega.

Wm(t) = max
xme(0 ,l) + <p(0);

a )-

M asalan i yech ish  uchun 14- jadva l to ‘ld irilad i.
14- jadval.

t i - -12 i  = 11 /= 10 / =  9 / = 8 i - = 7 i - =6 i - = 5 i  = 4 / = 3 / == 2 /-= 1
x l? Wi? x1l « i l X P Win XO *» w* X7 Wj * Kf XS 1K Xf m Xî Wi X2 !! x ! »1

0 0 10 0 19 0 77 0 v 0 40 0 45 0 51 0 58 0 M 0 70 0 75 0 82
1 0 9 0 17 0 24 0 30 0 35 0 41 0 48 0 54 0 60 0 65 0 72 0 78
2 0 8 0 15 0 21 0 26 0 32 0 39 0 45 0 51 0 56 0 63 0 69 0 74
3 0 7 0 13 0 18 0 24 0 31 0 37 0/1 43 0/1 48 0 55 0 61 0 67 0 73
4 0 6 0 11 1 17 1 24 0/1 30 0 36 1 41 1 48 0/! 51 0 60 0 6S 1 72
5 0 5 0/1 9 17 1 24 I 30 0/1 35 1 41 1 48 1 54 1 60 0/1 65 1 72
6 0 4 9 17 1 24 1 30 1 36 1 41 1 48 1 $4 1 60 1 65 1 72
7 0 3 9 17 1 24 1 30 1 35 1 41 1 48 1 54 1 60 1 65 1 72
8 0 2 9 17 1 24 1 30 1 35 1 41 1 48 1 54 1 60 1 65 1 72
9 0 1 9 17 1 24 1 30 1 35 1 41 1 48 1 54 1 60 1 65 1 72
10 0/1 0 9 17 1 24 1 30 1 35 1 41 1 48 1 54 1 60 1 65 1 72
11 0/1 0 9 17 1 24 1 30 1 35 1 41 1 48 1 54 1 60 1 65 I 72
12 0/1 0 9 17 1 24 1 30 1 35 1 41 1 48 1 54 1 60 1 65 1 72

Jadvaln i chap tom onidagi ustunda sistem aning m um kin 
b o ig a n  h o la t la r i  / = 0 ,12 . Y u q o r id a g i s a trd a  / = 1,12 
qadam larga raqam  qo‘yib ch iq ilgan . H ar b ir qadam  uchun 
shartli optim al boshqaruv x ; (/) va i- qadam dan oxirigacha, 
t  y ilhk  jih o z la r  uchun shartli optim al foyda Wj(t) top ilad i. 

B ir n ech a  q adam  uch u n  ja d v a l q an d ay  to id ir i l i s h i
ko‘ rsatib o ‘tiladi:—  —__________

1. S hartli optim aliashtirish  oxirgi 12- qadam dan boshla- 
n ad i. i  = 12 u ch u n  s is tem an in g  jo iz  h o la t la r i q a ra la d i 
t  = 0 ,1 ,2 ,...,1 2 . F u n k s io n a l te n g la m a la r  12 - a a d a m d a  
quyidag i ko ‘rin ishga ega.

W iiit )  -  max {(p̂ '>
x6 (0 , l ) [—/> + <p(0)

1 ) f  =  0

PF12(0) = m ax |Wi0  + 10 = 10; x 12(0) = 0
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2 ) /  =  1

« i 2 (l )  =  m a x { f i o  +  i 0 - 9: ^ , 2 ( 1 )  =  0

1 0 ) / =  9

fV12 (9) = max
0 , 1o,i 1 — 1 0  +  1 0

= 1; x12(9) = 0

1 1 ) / =  1 0

Wl2(  10) = max 1° nax {
0 , 1  1 - 1 0  +  1 0

= 0; x12(10) = 0 ; x 12(10) = l

13) ) i =  1 2

» Î 2 ( 1 2 ) = n =  0 ; jci2 ( 1 2 ) = 0 ; jc1 2 ( 1 2 )  = 1 .

12- qadam da 0—9 yillik  jihozlar alm ashtirilm ayd i. 10—12 
y illik  jih o z lam i alm ashtirish  yoki ishlatish m um kin , chunki 
/ = 10, 11,12 uchun 2 x il shartli optim al boshqaruv m avjud 
(1 vaO).

Hisob natija lari / = 12 ga mos ikki ustunda qayd etilad i.
2 . 1 1 - qadam dagi shartli optim allashtirish .
¿ = 11 u c h u n  b a r c h a  jo iz  h o la t la r  k o ‘ r i l a d i ,  

/ = 0 , 1 , 2 , . . . , 1 2 .

11 - qadam da funksional tenglam alar quyidagi ko 'rin ishda 
b o ‘ lad i:

/  =  1 1 .

1 ) t =  0 ,

Wn ( 0) = n 10 + 9

= 1 9 ;jc„ ( 0 )  = 0.
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2 ) t  = 1 ,

ГФ( 1 ) + ^ 1 2 (2 ) Í9  +  8
Жп 0 ) -  max + ^  + -  max |_jo  + 1Q +9

-  17;хц(1) =■ 0.- 

6 ) t = 5 ,

ф(5) + Ж12(6) _ [5 + 4
Wu  (з) max { + ф(0) ^ i2(1) max + ш + 9

= 9 ;хц (5 ) = 0 ;хц (5 ) = 1.

7) / = 6 ,
ГФ(6) + Ж]2 (7) Г4 + 3

Wn (6) -  m ax |_^ + (р(0) + -  max |_jo + w  + 9

=  9 ; х „ ( 6 ) =  1 .

13) / = 1 2 ,

| ф ( 1 2 )  ГО
Ж„ (12) -  m ax |_^ + ^  + ж ^ (1) -  max +10 + 9

=  9 ; x n ( 1 2 ) =  1 .

11- qadam da 0—4 y illik  jihozlar a lm ash tirilm ayd i. 5 y illik  
j ih o z la r  a lm a sh tir ilish i yo k i a lm ash tir ilm as lig i m um kin . 
u- y ild an  boshlab jih o z lam i alm ashtirish kerak,

H isoblash n a t ija la r ig a  k o ‘ra 14- jad v a ld a  i  =  11 uchun  
2 ta  ustun to ‘ld irilad i.

1) i = 0 ,

[ ф ( 0 )  +  ^ п ( 1 )  f lO  + 1 7
И^о(0) -  m ax | _ ^  + (p(0) + -  m ax | _ 1() + 1Q + 1 ?

= 2 7 ;x 10(0 ) = 0 .
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2 ) / =  1 ,

ïV10 (1) = max
Ф( l) + ¡Vn (2)

= max
1,0 [-/> + ф(0) + Ж „(1) i,o 1-10 + 10+17

9 + 15

= 24;x10(l) = 0.

3) / = 2 ,

Щ о  (2) = max
Ф(2) + Щ  i (3)

= m ax
1,0 [-р + ф(0) + Жп (1) i,o -10  + 10+17

8 + 13

=  2 1 ;x 1 0 (2 ) =  0 .

4 ) / = 3 ,

Щ о(3) =  max
I , U

Ф(3) + Й̂п (4) Í7 + 11
-р + Ф(0) + Ж11(1) i,o 1-10 + 10+17

= 18;х10(3) = 0. 

5 ) /  = 4 ,

6 + 9иг !Л\ [ф(4) + f^ ii(5)
Щ 0(4) = т а х \  =m ax-,

1,0 1-/» + ф(0) + » 1 1(1) 1,0 -10  + 10 + 17

= 17;х10(4) = 1.

13) / = 1 2 ,

Щ0(12) = тах|ф(12) = та х {°
1,0 \ - р  + Ф(0) + Wi2 (1) 1,0 1-10 + 10 + 17

= 17;*ю(12) = 1.

10- qadam da 0—3 y illik jihozlar alm ashtirilm aydi. 4 - yildan 
boshlab alm ashtirish  kerak, chunki yang i jih o z la r  k o ‘proq 
foyda keltirad i. / = 10 uchun  2 ustun to ‘ld irilad i.
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Q olgan 9 ustun ham  shu tarzda to ‘id irilad i. fVi+1(t)  har 
b ir qadam da h isoblanganda cp(/) berilgan jadva ld an , Ŵ (0  
esa oxirgi, bundan  o ld in  to ‘ ld irilgan  ustundan o linad i.

S h a rtli o p tim a lla sh tir ish  jad v a l to ‘ld ir ilg a ch  tugayd i. 
Shartsiz optim allash tirish  1- qadam dan boshlanadi.

F araz q ilay lik , b irinch i qadam da / = l yang i jih o z  bor. 
t = 0 u ch u n  H/1(0) = 82 op tim al yech im . B u  q iym at 

yan g i jih o z  (12  y ild a ) k e ltirgan  m aksim al foydaga teng. 
W * = H^(0) = 82 unga shartsiz optim al boshqaruv x^O) = 0 
mos keladi. D em ak, i  = 1 uchun / = /j = 0 va shartsiz optimal 
boshqaruv x j ( 0) = 0 .

/ = 2 uchun  (2 .6 .3 ) b o 'y ich a  t2 = t i  +1 = 1 va shartsiz 

optim al boshqaruv x2 (l) = 0 .

i = 3 uchun  /3 = t2 +1 = 1 va shartsiz optim al boshqaruv

x3(2) = 0 .
Bundan keyin  m os ravishda.
= 4, / 4  = Î3  +1 — 3, x4(3) = 0,

= 5, 11+II *5(4) = 1,

= 6, 16 - 1, x 6(l)  = 0,

= 7, /7 = / 6  + 1 = 2, *7(2) = 0,

= 8, ig = t j  + 1  =  3, *8(3) = 0,

= 9, /9 = tg + 1 = 4, * 9(4) =  1,

=  10, (10 =  1, * io (l) =  0>

= 11, *11 =  1̂0 +  1 = 2> *11 (2) =  0,

= 12, *12 =  h \  +1 = 3 > *12(3) = 0.

Optim al strategiyaga mos boshqaruvlar 14- jadva ld a  to ‘q 
qora rangda belg ilangan . Bu m asalada optim al strateg iya 
jihoz larn i h ar 4 y ild a  alm ashtirishni taqozo etad i.

Shu tarzda ixtiyoriy yillik jihozlam ing optimal strategiyasini 
an iq lash  m um kin.



7- §. Investitsiyalarning korxonaiar o‘rtasida optimal 
taqsimlanishi

investor D  sh.b. m iqdoridagi xom ashyoni m ta  korxona 
o'rtasida taqsimlashi kerak. Har bir korxona unga x  xomashyo 
sarilanganda (p, (x ) foydao lad i. Investitsiyalarning korxonaiar 
o ‘rtasida m aksim al foyda beradigan optimal taqsim lan ish in i 
toping [22 ].

Bu m asalada W- korxonaiar keltirad igan foyda (yutuq) 
m aqsad funksiyasi bo‘ ladi.

M atem atik  m odel qurishga kirishiladi. Q adam lar soni 
korxonaiar soniga, y a ’n i, m ga teng. S istem an ing ho latin i 
har b ir qadam  boshida m avjud bo ‘lgan xom ashyo m iqdori 5 
m iqdor belg ilayd i s < D .

i-  q ad am d a xL-  boshqaruv  /- ko rxo n aga a jr a t i lg a n  
xom ashyo m iqdori b ilan  belgilanadi.

<Pi(x j ) - i -  ko rxo n an in g  unga x,- xo m ash yo  sa rf lan -  
gandan keying i foydasi bo ‘lib,

m
w  = 5 > / •*/ (2.7.1)

¿=1
m asalaning maqsad funksiyasi bo‘ladi. Berilgan m asala dinam ik 
program m alashtirish  usu lida yech ilad i. Y angi ho latga o ‘tish 
funksiyasin i quyidagicha belg ilanad i va un i topishga harakat 
q ilam iz:

f ( s ; x )  = s - x .  (2.7.2)

Mabodo sistema i-  qadam da s holatda bo ‘lsa va xboshqaruv 
tan lansa, / +1 - qadam da u s -  x  holatda bo 'lad i. Y a ’n i, agar
s shartli b ir lik  xom ashyo m avjud bo ’lib , ko rxonaga x
xom ashyo  sarflan sa , k e la jak d a  in v estits iya  u ch u n  s - x  

xom ashyo qo lad i. O xirgi qadam  / = m uchun  funksional 
teng lam alar tuzam iz.

^ W  = <P*W' (2.7.3)
xOT( i )  = i .  (2 .7 .4 )
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Oxirgi korxonaga, oxirgi q adam da qancha xom ashyo 
qolgan bo ‘lsa , shunchasi berilad i. Shartli optim al yutuq bu 
oxirgi korxona keltirad igan  foydaga teng. H olat tenglam asiga
(2 .7 .1) va (2 .7 .2 ) qo 'y ilsa , quyidagi tenglam a hosil bo 'lad i.

Wj(s) = max{(p,-(x) + Wi+1 (s - x ) }  (2 .7 .5 )
x ss

Bu m asa la  u ch u n  a so s iy  fu n k s io n a l ten g lam a  b o ia d i .  
i  -  qadam dan o ld in  s sh.b. xom ashyo bor ed i deylik . U holda

x  xom ashyo i — korxonaga sarflandi va u  cp,(x) foyda berdi.
Qolgan s - x  xomashyo qolgan i  + 1 dan m gacha korxonalarga 
sarflanadi. B unday sarflashdan o lingan shartli optim al foyda
Ŵ +i ( s - x ) .  S h a rtli x  boshqaruv lar ich id an  cp,(x) b ilan  

Wi+\( s - x )  y ig 'in d is i m aksim al bo ‘lad igan i optim al bo 'lad i.

Masala. D = 5000, m = 3, (p,(x) q iym atlari 15-jadvalda 
berilgan .

15- ja d v a l .

X
ming sh.b.

91W  
ming sh.b.

<P2 ( * )  
ming sh.b.

<P3(x) 
ming sh.b.

1 1,5 2 1.7
2 2 2 , 1 2,4
3 2,5 2,3 2,7
4 3 3.5 3,2
5 3,6 4 3,5

Bunda X] > x2 uchun <P/(x3) > (p/(x2 ),  i = 1,5.
Shartli optim allash tirish  natija lari 16- jadva lda  berilgan.

16- ja d v a l .

s
/ = 3 i = 2 i =  l

*3 CO W3(s) x i(s ) fV2(s) x ,( s ) Wx (s)
1 1 1,7 0 2
2 2 2,4 1 3,7
3 3 2,7 1 4,4
4 4 3,2 1 -
5 5 3,5 1/4 5,2 2 6,4

16- jad v a ln in g  1- u stun ida s  = l,5  m um kin  b o 'lg an  
ho latlar yoz ilgan , yuqori satrda qadam  nom erlari yozilgan .
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H ar b ir qadam da x { (s) shartli optim al boshqaruv va shartli

optim al foyda topiladi. fVj(s) / = 1,3 s  =  1,5.

1) Oxirgi / = 3 qadam  uchun shartli optim allashtirish
o ‘ tk a z a m iz . / = 3 qadam  u ch u n  fu n k s io n a l te n g la m a
£F3( i )  = cp3(s ) , X3(s) = s ko ‘rin ishga ega, shuning uchun

16- jadvaldag i i = 3 ga mos ikkita ustun 15- jadvaldan bevosita 
to ‘ld irilad i.

2) Endi i  = 2 uchun shartli optim allashtirish  o 'tkazam iz. 
/ = 2 uchun funksional tenglam a yozilad i:

W j (s) = max {cp2 (x ) + Wt, (s -  x )} .

s n ing h ar x il q iym atlari uchun , y a ’n i, oldingi qadam -

to 'ld irilad i. U lar shartli optimallashtirish natijasida to‘ld irilad i. 
1 )  s  =  l .

17- jadval.

X 1 -  X <P2 ( * ) tV3( l - x ) <p2  (x)+fV 3( l - x )
0 1 0 1,7 1,7
1 0 2 0 2

max {1,7; 2 } = 2
X<1

W2(\) = 2; 

* 2 ( 1 ) =  1 .

2 ) s = 2 •
18- jadval.

X 2 - x 92 (x) W3( 2 - x ) <P2 (X) +  ^ 3  (2 -  X)
0 2 0 2,4 2,4
1 1 2 1,7 3,7
2 0 2 , 1 0 2 , 1



3) 5 = 3 .
19- jadval.

X 3 -X Ф2 (х) Щ (3 -  x) Ф г М + И ^ З - х )
0 3 0 2,7 2.7
1 2 2 . . 2-4 4,4
2 ----- 1 2 , 1 1,7 3,8
3 0 2,3 0 2.3

max {2,7; 4,4; 3,8; 2 ,3} =  4 ,4

^2 (3 ) = 4 ,4 ; 
* 2(3) = 1.

4 )  5  =  4 -

20- jadval.
X 4 - x Фг(х) Щ (4 - x) cp2(x) + Щ(4 -  x)
0 4 0 3,2 3,2
1 3 2 2,7 4,7

2 2 2 , 1 2,4 4,5
3 1 2,3 1.7 4
4 0 3,5 0 3,5

max {3,2; 4,7; 4,5; 4 ;3 ,5} = 4,7

^ 2 (4 ) =  4,7;

* 2 (4 ) =  1 -

5) 5  = 5-
2 1 - jadval.

x 5 - х Ф2 (*) ^ з (5 - х ) ф2Тх) +  И-з(5 -  х)
0 5 0 3,5 3,5
1 4 2 3,2 5,2
i 3 7 1 2.7 4,8
3 2 2,3 2,4 4,7
4 1 3,5 1,7 5.2
5 0 4 0 4

max {3,5; 5,2; 4,8; 5,2; 4 } = 5,2

^ 2 ( 5 )  = 5 ,2 ;  

*2 (5 )  =  ! 
*2 (5 )  =  4.
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s = 5, W2(5) = 5,2 uchun  ik k ita  shartli optim al bosh- 
qaruv m avjud :

x2 (5) = 1 va x2 (5) = 4 .

3. / = 1 uchun shartli optim allash tirish  o 'tkazilad i.
1- qadam dan oldingi sistem aning holati m a’lum  va shartli

optim allash tirishn i faqat s = D = 5 m ing. sh.b. q iym at uchun 
ke ltir ilad i.

s = 5
22- jadval.

X 5 -  x <Pl(x) IV2(5-x ) (pj (x) + IV2(5-x )
0 5 0 5,2 5.2
1 4 1,5 4,7 6,2
2 3 2 4,4 6,4
3 2 2,5 3,7 6,2
4 1 3 2 5

3 “" 0 3,6 0 3.6

max {5,2; 6,2 ; 6,4 ; 6,2 ; 5; 3 ,6 } = 6,4
x<5

» 1 ( 5 )  =  6 ,4 ;  

x j(5 ) = 2.

5 m ing sh.b. m ablag‘ni 3 korxonaga sarflab 6,4 m ing sh.b. 
optim al foyda olindi:

W * = ^ ( 5 )  = 6 ,4 .
Shartsiz optimallashtirish natijalari jadvallarda berilgandek 

quyidagicha olinadi:

i  = l  sj = 5 W [(5) = 6 ,4; x* = x j(5) = 2 .

i  = 2 uchun holat tenglam asidan  s2 = si -  x j = 5 -  2 = 3 .

fF2 (3) = 4 ,4 ; x2 = x 2 (3) =1 •

/ = 3 uchun holat tenglam asidan  s3 = s2 -  x2 = 3 -1  = 2 .

^ 3(2) = 2 ,4 ;x 3* = x3(2 )= 2 .  
x* = (2; l ; 2 ) .

6400 sh.b. m aksim al foyda o lish  uchun 2000 sh.b. dan 
birinchi va uchinchi korxonaga va 1000 sh.b. ikkinchi korxonaga
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sarflash kerak. O lingan yechitn optim al yechim ga yaq in  bo'lib, 
uni yan ada yaxsh ilash  uchun op tim allash tirish  qadam in i 
m aydaroq q ilish  kerak.

2-  namunaviy hisob topshiriqlari

2 .1— 2.2 m asalaiarda korxonalam ing daromadi f ( x )  ularga 
ajratilgan x  xomashyoning fiinksiyasi bo‘lgan holda n ta korxona 
o‘rtasida xom ashyo lar optim al taqsim otin i toping ( 2 3 - 2 4 -  
jadva llar).

23- jadval.

so = 9  

n = 3 
Ax = 1

24- jadva l

sq = 5  

n = 4 
Ax = 1

2.3. 2 .1 - m asa la  shartlarida s0 = 8 xom ashyo optim al 
taqsim otin i toping.

2.4. A gar 4 - korxona uchun  foyda funksiyasi quyidag i
jadvalda berilgan bo‘lsa, 2 .1- m asala shartlarida -  9 bo'Igan 
ho lda 4 korxona o ‘rtasida xom ashyo optim al taqsim o tin i 
toping (25- jad va l).

9 r •Z J - JUUVUl

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9

/ 4M 3 5 7 11 13 15 20 22 24

2.5. 2 .2 - m asa la  shartlarida j 0 = 6 uchun xom ashyoning 
4 korxona o 'rtasidag i optim al taqsim otin i toping.

2.6. 2 .2 - m asala shartlarida xom ashyoning 2 -, 3-, 4- kor- 
xonalar o ‘rtasidag i optim al taqsim otin i toping.

X 1 2 3 4 5
fl(x) 0,2 0,9 1,0 1,2 2,0

M x ) 1,0 1,1 1,3 1,4 1,8
M x ) 2,1 2,5 2,9 3,9 4,9
M x ) 0 2,0 2,5 3,0 4,0

1 7 3 4 5 6 7 8 q
r M x ) 5 9 12 14 15 18 20 24 27

M x ) 7 9 11 13 16 19 21 22 25
M x ) 6 10 13 15 16 18 21 22 25

120



2.7. 2 .2- m asa la  shartlarida xom ashyoning 1-, 2 - , 3- kor- 
xonalar o 'rtasidag i optim al taqsim otini toping.

2.8. 2 .2- m asa la  shartlarida xom ashyoning 1-, 3 -, 4- kor- 
xonalar o 'rtasidag i optim al taqsim otini toping.

2.9. 2 .2- m asa la  shartlarida xom ashyoning 1-, 2 - , 4- kor- 
xonalar o 'rtas id ag i optim al taqsim otini toping.

2 .10 .—2.14  m asala lar. Ishlab chiqarish ikki sohasining 
faoliyati n  y ilg a  rejalashtirilmoqda. Dastlab, xomashyo miqdori 
so bo‘lib, y i l  boshida I sohaga ajratilgan  x  xom ashyo y il 

oxirida / i(x ) foydaberadi va g j(x ) < x  miqdorda qaytib keladi. 

Xuddi shunday II soha uchun foyda funksiyasi /2(x) va qaytish 

funksiyasi g 2 (x) < x ham  berilgan bo ‘lsa, n  y il  davom ida I 

va II ishlab ch iqarish  sohasi o 'rtasida s0 xom ashyo optim al 
taqsim otin i toping. Y il oxirida barcha qaytarilgan  xom ashyo 
qayta taqsim lanad i, lek in  foyda ishlab ch iqarish  darom adiga 
qo‘sh ilm ayd i.

2.10. sq = 40000s/z.Z>.; n = 4; /i(x) = 0,4x; /2(x) = 0,3x; 

(Pl(x) = 0,5x; (p2(x) = 0,8x

2.11. sq = lOOOOsA.ô.; n = 4; f \(x)  = 0 ,lx ; /2(x) = 0,5x; 

(pj (x ) = 0 ,75x; q>2 (x)  = 0 ,3x.

2.12. sq = lOOOOsA.6.; n = 4; f \(x)  = 0 ,6x ; /2(x) = 0 ,5x ; 

<p1(x ) = 0 ,7x ; <p2(x ) = 0 ,8x.

2 .13 . sq = 300sA.è.; n = 4; / i(x ) = 0 ,6x ; /2(x) = 0,3x; 

(P!(x) = 0 ,4x ; «p2(x ) = 0,7x.

2.14. s0 = 300s/r.Ä.; n  = 3; / i(x ) = 0,001x; f 2 (x)  = 0 ,2x ; 

<Pl (x ) = 0 ,7x ; cp2(x ) = 0,3x.

2 .15 . 2 .10 - m asa lan i h ar b ir y i l  bo sh id a Ax = 10000 
miqdorda qo‘shim cha xomashyo keltirilgan hoi uchun yeching.

2 .16—2.18  jih o z la rn i a lm ash tirishn ing  op tim al m ud- 
datlarin i aniqlash m asala larin ing  m atem atik m odelin i quring, 
Bellm an teng lam alarin i yozing.
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2 . 1 6 .  pQ =  8 0 0 0 ,  <p(t) = p02~t, r(O =  0 , l / > o ( f  +  l ) ;  n = 5 - 

b u n d a  p{) —  j i h o z n i n g  d a s t l a b k i  n a r x i ,  c p (/)  —  u n i n g  t  y i l  

i s h l a t i l g a n d a n  k e y i n g i  n a r x i ,  r(t) —  t  y i l l i k  j i h o z n i n g  b i r  y i l  

d a v o m i d a g i  x a r a j a t l a r i ,  n — j i h o z d a n  u n i  s o t i s h  d a v r i g a c h a  

f o y d a l a n i s h  m u d d a t i .  D a s t l a b k i  s o t i b  o l i s h  v a  o x i r g i  s o t i s h  

u m u m i y  x a r a j a t l a r i  m i n i m a l  b o ‘ l g a n  h o l d a  j i h o z n i  i s h l a t i s h  

o p t i m a l  s t r a t e g i y a s i n i  t o p i n g .

2 . 1 7 .  n =  5 y a n g i  j i h o z n i n g  n a r x i  s o t i b  o l i s h  y i l i g a  b o g ' l i q ,

pk =  5 0 0 0  +  5 0 0 (k - 1 ) ,  k =  p ,  c p (/)  =  pk2~‘ 

v a  rk(t) = 0,lpk(t + l).

2 . 1 8 .  po = 8 0 0 0 ,  «  =  5 ,  cp(0 v a r { t)  2 6 - j a d v a l d a  b e r i l g a n :

26- jadval.

t 0 1 2 3 4 5
9 (0 - 6000 5000 3000 1000 500

r(t) 600 800 1100 1500 2000 —

2 . 1 9 .  S a m o l y o t g a  4  x i l  y u k ,  y u k l a r  u m u m i y  n a r x i  m a k s i m a l  

b o ‘ l a d i g a n  q i l i b  j o y l a s h t i r i l i s h i  k e r a k .  S a m o l y o t n i n g  y u k  

k o ‘ t a r u v c h a n l i g i  H ^  =  l 0 0 g a ,  —  1 ,  2 ,  3 ,  4 -

t u r d a g i  y u k l a r  b i r l i g i  m a s s a s i  P \= 5 , P2 =20, /*3 = 10 , 

PA = 1 5 g a  v a  V\,V2,V} ,VA — 1 ,  2 ,  3 ,  4 -  t u r d a g i  y u k n i n g  n a r x i  

Vl  =  2 0 ,  V2 =  4 0 ,  V3 =  4 0 ,  V4 = 55 g a  t e n g .

2 . 2 0 .  W h a j m l i  o m b o i g a  3 j i h o z  j o y l a s h t i r i l i s h i  k e r a k .  N a r x i  

c ,  b o i g a n  i — j i h o z  Vt j o y n i  e g a l l a y d i .  H a r  b i r  j i h o z d a n  

n e c h t a d a n  j o y l a s h t i r i l s a ,  j o y l a n g a n  j i h o z l a m i n g  u m u m i y  n a r x i  

m a k s i m a l  b o ‘ l a d i :

w  = 9 0  V\ = 2 4  V2 =  1 9  F 3 = 1 6  q  = 9 6 0  

c2 = 5 0 0  C3  =  2 5 0  .

2 . 2 1 .  U z u n l i g i  1 6 7  s h . b .  b o ' l g a n  m e t a l l  s i m  n a r x l a r i  m o s  

r a v i s h d a  q  =  9 6 ,  c2 =  8 5 ,  c3 =  6 4 ,  c4 =  3 5  b o ' l g a n  / j  =  4 8 ,
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/2 =44, /3 = 32, /4 = 20 u zu n lik d ag i b o 'la k la rg a  sh u n d ay  
kesib tayyo rlan ish i kerakki, buyurtm aning um um iy narxi eng 
m ak-sim al narx  bo 'lsin .

2 .2 2 .-2 .2 5  m asala larda b irinch i holatdan oxirgi holatga 
borad igan  hara jati eng kam  optim al yo ‘lin i top ing  (6—9 
rasm , 9 - rasm da ho latlam i nom erlang).
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8- rasm.

9 - rasm.



I l l  b o b .  M a t r i t s a l i  o ‘ y i n l a r  n a z a r i y a s i

O 'y in lar nazariyasi hozirgi zam on m atem atikasin ing eng 
q iziqarli va tez rivqjlanayotgan sohalaridan  hisoblanadi.

Q uyida “ N ol y ig ‘in d ili ik k i shaxs m atritsa li o ‘ y in i” 
ko 'rin ish idag i ziddiyatli holat sodda hollarin ing tah lili b ilan  
tan isham iz. M atem atik  o 'y in la r nazariyasi asoschilaridan b iri 
J .F o n  N eym an  bo 'lib , uning 1928 y ild a  yozilgan  “К  теории 
стратеги ческы х и гр” asarida o ‘y in la r  nazariyasi asosiy teo ­
rem as! — “m in im aks teorem asi”ning isboti keltirilgan . 1951- 
y ili esa J .D an sig  m atritsali 0 ‘y in la r  nazariyasi va ch iz iq li 
program m alashtirish  nazariyalarin ing  bir x il ekan lig in i topdi. 
H ozir o 'y in la r  n azar iyas i u su li ko 'p ro q  m atem atik  p ro ­
g ram m alash tir ish  m asa la la rin i yech ish  va tah lil q ilish d a  
qo 'llan ilm oqda.

1- §. Nol yig‘indili ikki shaxs matritsali o‘yini
A vvalo  m a tr its a li o ‘y in  tu sh u n c h a s in i, m iso l b ila n  

tushunishga harakat qilib ko 'ram iz. Q uyidagi m atritsa berilgan 
bo 'ls in :

( 5  0 - 3  "I
-4  4 2 "  (3 1 1 >\  /

Bir-b iriga bog‘liq bo‘lm agan ikki o ‘yinch i ishtirok etayapti 
va u lardan b irinch isi m atritsan ing satr raqam i, ikk inch isi esa 
ustundagi raqam in i aytadi. A gar b irinch i o ‘yinch i ikk inch i 
satm i, ikk inch i o ‘yinch i uch inch i ustunn i aytgan, ikk inch i 
satr va uch inch i ustunlar kesishgan jo yd a  turgan son 2  b o isa , 
birinchi o ‘yinch ining y u tu g i 2 shartli pu l birlig iga teng b o iad i. 
Bunda ikk inch i o ‘yinch in ing y u tu g i — 2 , y a ’n i u b irinch i 
o 'y in ch iga  2 sh.b. yutqazgan b o ia d i.  Ikkala o ‘y inch in ing  
yutuqlar m iqdori 2 + ( - 2) = 0 teng. B iz (3 .1 .1 ) m atritsa b ilan  
b ir partiyadagi o 'y in n i ko 'rsatdik. Boshqa partiyada b irinch i 
o ‘yinch i birinchi satrni, ikkinchisi esa uch inch i ustunni aytadi.
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Bunda birinchi o 'yinchin ing yutug‘i — 3 ga teng, y a ’ni birinclii 
o ‘y in ch i ik k in cb is ig a  3 sh.b. yu tq azad i. Q aram a-qarsh i 
tom onlar y u tu g in in g  y ig ‘indisi yan a  0 ga teng b o iayap ti. 
A gar u ch in ch i p a rtiy ad a  b ir in ch i o ‘y in ch i b ir in c h i satr, 
ikkinch i o ‘y in ch i ikk inch i ustunni aytsa, ikka la  o ‘y in ch i, 
yutm aydi ham , yu tqazm ayd i ham  va partiya durang b ilan 
tugaydi.

Faraz q ilay lik , endi b itta p artiya  em as, partiya la rn ing  
butun b ir qatori o 'ynalayo tgan  b o is in . B irinch i o ‘y inch i, 
m asalan , quyidag i satr raqam larin i aytd i deylik: 1 ; 1 ;2 ; 1 ; 1 ;2 .

4 2 2 1
U  b irinch i qatorn i -  = -  oraliq  , ikk inch i qatom i esa -  = -

0  J —o— i —
orahqda aytd i. U holda ikkinchi o 'y inch i b irinchi o ‘yinch in ing 
satr raq am larin i tan iashdag i qonun iyatn i ilg ‘ab  olib , o ‘zi 
uchun  eng qu lay  b o ig a n  ustun raqam lari ketm a-ketlig in i 
tan layd i: y a ’n i 3 ;3 ; 1 ;3 ;3 ; 1 va natijada birinchi o ‘y inch in ing 
y u tu g i teg ish li partiya larda —3; —3; —4; —3; —3; —4 ;... ni tashkil 
etad i. B irinch i o 'y in ch i uchun  o 'y in n in g  m uvaffaq iyatsiz 
tugashiga sabab u satr raqam larin i tasodifan em as, qonuniyat 
b ilan  tan lagan  b o ig a n . U raqib iga har keyingi partiyadagi 
yurish i q anday b o iish in i oson y o i  b ilan  topish im konini 
bergan. F araz q ila y lik  , b irinch i o 'y in ch i sa tr  raqam in i, 
ikkinch i o 'y in ch i esa ustun raqam in i tasodifan , lek in  aniq 
ehtim ollik  b ilan  aytad i. M asalan , b irinch i o ‘y in ch i b irinch i

 ?
satm i —  ehtim ollik , 

4
il >TI RiifiVi Mil

1 3
ikkinch i o‘y in ch i esa 1- ustunni -  ehtim ollik , 2 - ustunni -

eh tim ollik , 3- ustunni ^ ehtim ollik  b ilan  ay tad i. B irinch i

3 H  J 1 3 P
5 ’ 5 ’ 5o ‘yinch in ing strategiyasi P  , ikkinchisin iki Q

\ J N ✓
Birinch i o‘y inch in ing  y u tu g i tasodifiy m iqdor b o iib , uning
m um k in  b o ig a n  ( j° iz) q iym a tla r i 5 ;0 ;- 3 ;- 4 ;4 ;2  , y a ’n i,
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(3 .1 .1 ) m atritsan ing e lem entlarid ir. Bu q iym atla r qanday 
eh tim o llik lar b ilan qabul q ilinad i? Agar tavakkaliga birinchi 
o 'y in ch i 1- qatorni, 2 - o 'y in ch i 1 - ustunni aytsa, ik k ila  erkin 
hodisa ro ‘y  beradi va b irinch i o 'y inch in ing yu tug ‘i 5 ga teng 
b o iad i. Erkin hodisalar ehtim olligin i ko'paytirish teorem asiga

3 1
ko ‘ra , 5 yu tuq  — -  eh tim o llik  b ilan  top ilad i. 0 yu tuq  esa 

3 3
— ■- ehtim ollik  b ilan  top ilad i va hokazo. 1- jad v a ld a  b irinch i

o ‘y in ch i y u tu g in in g  b archa jo iz  q iym a tla r i va u la rn in g  
ehtim ollig i keltirilgan .

1-  jadval.

1 5 0 - 3 - 4 4 2
3 1 3 3 3 1 1 1 1 T —t— 1
4 ’ 5 4 ’ 5 4 ’ 5 4 ’ 5 4 ’ 5 4 ’ 5

Q

B irinch i o ‘y inch i P 

5 ’ 5 ’ 5

' 1  1?  
4 ’ 4 j strateg iya va un ing  raq ib i

strategiyaga ega bo igandag i tasodifiy m iqdorning 

m atem atik  kutilish i top ilad i.

EY d ™ « 3 1 A 3 3 , , , 3 1  . . . 1 1  , 1 3

16

2 0
= 0 , 8

D em ak, b irinch i o ‘yinch in ing yetarlicha katta  sonli par- 
tiya la r o 'ynalganda o 'rtacha yu tug 'i 0,8 dan kam  farq qiladi. 

Endi bu vaziyatn i um um iy holda qaraylik . Faraz q ilay lik ,
A o 'y inch i m ta A i,A 2 ,...,A m strategiyaga, B o ‘y in ch i esa n ta

B i,B 2,...,B n strategiyaga ega .U  holda o ‘y in  m x n  o ich o v g a  
ega b o iad i va quyidagi
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«Il «12 «1 n

A = «21 «22 «2 n

Vm\ am2 amn

elem entlari ix tiyo riy  h aq iq iy  sonlardan iborat b o lg a n  m atritsa 
bilan beriladi. Uni o ÿin matritsasï yoki to ‘lov matritsasi deyiladi.

0 ‘y in c h ila rn in g  ix t iy o r iy  s tr a te g iy a la r  ju f t in i  

i  = \ ,m ,  j  = \,n  tan ia sh la ri n a tija s id a  o ‘y in  b ir  q iym atli 

an iq lanad i, y a ’n i, A  o ‘y in ch in in g  yu tug ‘i  ay b ilan  va B  

o ‘y inch in ing  yutqazuvi ( -a y )  b ilan  aniqlanadi. a ÿ q iym atlar

h a rb ir ju f t  ( A h B j ) ,  / = \ , m  , j  = 1 , n  uchun m a iu m  va to io v

m atritsasin ing mos satr va ustun lari kesishgan jo yd a  turgan 
elem entga teng. Ikki o 'yinchi bir-biriga b o g iiq  bo‘lm agan holda 
b ir in ch i o 'y in ch i x \,x 2...xm eh tim o llik la r b ilan  mos satr

nom erlarin i tanlaydi, ikkinchi o 'y inch i esa y i , y 2...y„ ehtim ol­
lik la r  b ilan  m os ustun  nom erlar in i tan la yd i. M a iu m k i,

x i > 0 , y j  > 0 ( / = 1, m ; j  = 1, n ) v a  to ‘la  guruh tashkil etuvchi 
b irgalikda b o im ag an  hodisalar ehtim ollik lari y ig ‘ind isi b irga 
te n g lig i h aq id ag i teo rem aga  asosan  x\ + x2 + ... + x m = 1, 

y i + y 2 + — + yn -  1- J>(x i , x 2, — ,x m) —  b irinchi o 'y inch in ing 

strategiyasi, Q (y i,y 2 ,...,y „)  — ikkinch i o 'y in ch in in g  stra- 
tegiyasi. Demak, yig 'ind isi 1 g a ten g b o ‘lg a iir iîa rr ilyb o ‘lm agan 
kom ponentlarga ega mos o ich o v li ix tiyo riy  vektor o ‘y in - 
ch ilam ing  jo iz  strateg iya lari b o iish i m um kin ekan.

Agar b irinch i o‘y inch i A  m atritsaning i-  satrin i, ikk inch i 
o ‘y inch i j -  ustun in i tan lasa, o ‘y in  qoidasiga ko ‘ra, b irinch i 
o ‘y inch in ing  yu tug ‘i (shu b ilan  b irga raq ib in ing yutqazish i)

ay g a  teng bo ‘lad i, raq ib in ik i -ay  ga teng b o ia d i. Y utuq lar 
y ig ‘ind isi 0 ga teng b o ig a n i uchun bu o ‘y in  no l y ig ‘in d ili
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ik k i shaxs o ‘y in la ri deb atalad i. 0 ‘y inch ilar satr va ustun 
n o m e r la r in i  ta so d ifan  ta n la g a n lik la r i  uchun  b ir in c h i 
o 'y in ch in in g  y u tu g i tasodifiy inii|dor b o iad i. Bu yutuqn ing 
m um kin  b o ig a n  (jo iz) q iy jnat] \ji to ‘ lov m atritsas in in g
elem en llarid ir . B irinchi o'yinchinm.i: (iy yutuqqa ega b o iish

ehtim ollig i •*; • y j  g a ten g . Uning p  strategiyaga, raq ib in ing

Q strategiyaga ega b o iish in i bilgan hold.t b irinchi o 'y in ch i 
yu tug 'in ing  m atem atik kutilish i quyidagigu leng:

m n
E{P ,Q )  =  E  I  ajjXiyj = axxx^  + al2xxy2 +  ... +

/'=1 7 = 1

+ amnxmyn. ( 3 . 1 .3 )

Y utuqn ing m atem atik  ku tilish i faqatg ina A  m atritsaga  
em as, o 'y in ch ila rn in g  qabu l q ilgan  stra teg iya la r ig a  ham  
b o g iiq  va to io v  m atritsasi b erilgan  ho lda P  va Q n ing 
funksiyasi b o ‘lad i. U yu tuq la r funksiyasi dey ilad i.

2- §. Matritsali o‘yinlar yechimini topish
P artiya la rn in g  butun b ir  k e tm a-k e tlig i o ‘yn a la yo tg an  

holatni oüb qaraylik: bunda birinchi o 'yinchin ing b ir partiyaga 
to ‘g ‘ri kelad igan o ‘rtacha y u tu g i  m a ’ lum  m a’noda un ing 
yu tu g ‘ i m atem atik  k u tilish ig a  yaq in la sh ad i. 0 ‘y in c h ila r  
strateg iya lari m uhim  xususiy ho llaridan  b iri sof strategiyadk. 
Agar b irinch i o 'y inch i faqat /- satm i, 1 g a  teng eh tim o llik  
b ilan , qolgan satrlarm 0 g a  teng eh tim o llik  b ilan tan lasa , u 
holda uning strategiyasi Pt = (0, . . . ,0, 1, 0, . . . ,0) (bunda x, = 1,

xk = 0, k ± i  ) sof strategiya, y a ’n i, i-  so f strategiya d ey i­
lad i. P. —  m o ichov li birlik vektor, xuddi shuningdek, ikkinch i 
o 'y inch in ing  j -  sof strategiyasi — bu n o ich o v li b ir lik  vektor
Q j = (0 ,„ .,0 ,l;0 ; ...: û) (>’y = 1, yk = 0, k  ± j )  b o i ib  an iq -
lanad i. B irinchi o ‘yinch i m ta  sof strategiya, ikkinchi o 'y in ch i 
n ta sof strategiyaga ega b o is in . B irinch i o 'y inch i yu tu g in in g  
m atem atik  kutilish i, u P. strategiyaga ega b o ig an d a , a., ga
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teng b o iad i. H aqiqatan, bu holda birinchi o 'ym chin ing y u tu g i 
1 ga teng eh tim o llikka ega ay ga teng va yutuqning m atem atik

kutilishi • 1, y a ’n i E{Ph Q j)  = ûÿga teng. Bu natijan i (3.1.3)

formula bilan bevosita hisoblab topish mumkin. S o f bo‘lmagan 
strategiya lam i aralash strategiyalar deb atalad i. H ar qanday 
aralash strategiyan ing kam ida ikkita kom ponenti 0 dan farqli 
b o iad i. So f strateg iya lar soni cheklangan i uchun  bu o ‘yin  
nol y ig in d il i  va ehekli sondagi sof strategiyalarga ega ikki 
shaxsning m atritsa li o ‘yin i deb atalad i.

P* = { x l , x 2,...,x*m), Q \ y \ , y 2,...,yn) -  m os rav ishda
birinch i va ikk inch i o ‘yinch in ing an iq  strategiya lari b o is in .

T a ’rif. A gar ix tiyo riy  P va Q strategiyalar uchun  quyidagi 
tengsizlik o ‘rin li b o is a :

E (P ,Q * )< v < E (P * ,Q )  (3 .2 .1 )
u  holda P ' va Q ' strategiya lar optimal strategiyalar deyilad i, 
v son i esa o ‘y in  bahosi ( o ‘y in  q iym ati) d ey ilad i. (3 .2 .1 ) 
ifodadagi chap  tengsiz lik  shuni b ild irad ik i, agar ikk inch i 
o ‘y inch i Q ' strategiyan i q o ila s a , u holda b irinch i o 'y inch i 
qanday o 'ynam asin , uning y u tu g i v sonidan ortm aydi. 0 ‘ng 
ten gs iz likn in g  m a ’nosi shuk i, ag ar b ir in ch i o ‘y in ch i P ’ 
strategiyada turib  olsa, u holda ikkinch i o ‘y in ch i qanday 
o ‘ynam asin , b irinch i o 'y inch in ing  y u tu g i  v son idan  kam 
bo im ayd i. Shunday qilib, o ‘y in  q iym ati b irinchi o ‘yinch in ing 
eng katta kafo lath  y u tu g i (ikk inch i o ‘yinch in ing eng k ich ik  
kafo lalli yutqazish i)n i ifodalaydi. Agar (3 .2 .1) ifodada ixtiyoriy 
P va Q la r  P ' va Q ' lar b ilan  alm ashtirilsa,

E (P * ,Q * )< v < E (P * ,Q * )  (3 .2 .2 )

h o sil b o ia d i ,  b u n d an  v = E (P * ,Q *) ,  y a ’n i ,  o ‘ y in n in g  
qiym atiga teng b o ia d i.  Ikka la  o ‘y inch i ham  o ‘z optim al 
s t r a t e g iy a s in i  q o i l a g a n l i g i  u c h u n  b ir in c h i  o 'y in c h i  
yu tu g in in g  m atem atik  kutilish i o ‘y in  q iym ati b ilan  b ir  xil 
b o ia d i.

0 ‘y inn ing yech im i deganda, optim al strateg iya lar jufti 
va o ‘y in  bahosi(q iym ati) v tushunilad i.
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M iso l. 2 x 2  o ich o v li to ‘lov m atritsasi berilgan b o ls ín .

/5 -

2 4 m atritsa bilan berilgan o‘yinn i qaraylik  P  = (x, 1 -  x ) —

birinch i o 'y in ch in in g  ix tiyoriy strategiyasi, Q = (y ; 1 - y )  — 
ikkinch i o 'y in ch in ik i bo ‘lsin.

B irin ch i o ‘y in ch i P  s lra teg iyan i, un ing raq ib i esa Q 
strategiyani qabul qilgandagi b irinch i o ‘y inch i yu tug 'in ing  
m atem atik  ku tilish i quyidagiga teng bo 'lad i:

E (P ,Q ) = 5xy -  3x(l -  y )  + 2(1 -  x )y  + 4(1 -  x ) ( l  -  y )  =

= 1 0 x y - 7 x - 2 y  + 4 = 10 7 1 2
x y ------ x  —  y  H—

10 5 5

/
( p r)\ — in '  г n ]
V *  > \¿ ) -  i и

\ г т ) 10 j\  /
j __

5 /

1 ( 1  4 '
A gar b ir in ch i o ‘y inch i x  = -  ni tan lab , -  7>7

5 -> J
stra­

tegiyan i qo‘lla sa , ix tiyo riy  y  uchun, y a ’n i, ikkinch i o ‘yin- 
c h in in g  q a n d a y  s t r a te g iy a  q o ‘ l la s h id a n  q a t ’ iy  n a z a r

E ( P * , Q ) = y  bo 'lad i.

A gar b ir in ch i o 'y in ch i boshqa stra teg iyan i, m asa lan ,

P ' = (x',1 - x ' ) n i  qo ‘llasa, bunda x ' < j , u  ho lda ikk inch i

7
o 'y inch i ÿ  > — bo‘ lgan Q' = (y ',1 -  y )  boshqa strategiyan i 

qo 'llayd i va E (P ',Q ')  bo 'lad i.

Boshqa tom ondan qaralganda x  > i  bo ‘ lsa, u  ho lda 

y '< - ^ d a y a n a  E ( P ',Q ') < ~  bo 'lad i. Shunday qilib , y
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b irinch i o ‘y inch in ing  kafo latlangan  eng katta  yu tu g 'i bo ‘lad i. 
C hunki agar b irinch i o 'y in ch i p *  strategiyan i tan lam asa, 
raq ib  o 'y in id a  bu yu tu q , k o ‘ rib  tu rg an im iz d e k , faq a t 
kam ayad i.

(  1 3 ^
X uddi shuningdek, agar ikk inch i o 'y inch i Q* = — ; —

V /

7
strateg iya y  = — n i qo‘llasa, u  ho lda b irinch i o‘y inch in ing

13
ix tiyo riy  p  strategiyasida E (P ,Q *) = —  bo ‘lad i. Ikkinchi

7
o ‘y in ch i ÿ  < —  bo ‘lgan boshqa strategiyani tan lagandagi

holat Q '-  ( y ' ,1 -  y ')  bo 'lad i. B irinchi o‘yinch i ^ bo 'lgan 

P ’ = ( x , \ - x )  s t r a t e g iy a n i  t a n la s h i  k e r a k  b o ‘ lg a n d a

E (P ’,Q r) > ^  bo 'lad i. Xuddi shunday ÿ  > va x  > |  da 

13
yan a  E (P ’, Q’) > — bo ‘lad i. Ikkinchi o 'y inch in ing eng k ich ik

13
kafo latlangan  yutqazish i — g a ten g . B undankehb  chiqadik i,

1 4  (  7 3 ^
=<5'5> Va ° 1 0  ’ 1 0 o ‘y in c h i la r n in g  o p t im a l

13
strateg iyasi, —  soni esa o 'y in  bahosidir. Bu ho lda (3 .2 .2 ) 

tengsiz lik  tenglam a ko‘rin ishini o ladi:

E (P ,Q *) = y  = E (P * ,Q ).

S trateg iya la r optim allig i m ezoni quyidagi teo rem alarda 
o‘z aksin i topgan.
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1- teorema. P '  va Q ' strateg iya lar o ‘y in ch ila rg a  mos 
optimal strategiya va v  soni o ‘yin  bahosiga teng bo'lishi uchun 
quyidagi tengsizlik  barcha i = I j ñ  , j  = l,n  da o‘rin li bo 'lish i 
zarur va ye tarli bo ‘ ladi:

E(P¡, Q ) < v < E(P*, Q j ) . (3 .2 .3 )
H aq iqatan  ham  (3 .2 .1 ) tengsizlik  barcha strateg iya lar 

uch un  o 'r in li b o 'lib , bu qo ida xususan P¡,Qj ( i  = l , m ,

7 = 1, « )  kabi so f strateg iya larga ham  tegish li bo ‘lad i.
Endi o ‘y in  nazariyasin ing asosiy teorem asin i keltiram iz. 

A m erikalik  o lim  Jo n  fon N eym anga tegishli ushbu teorem a 
o ‘yin  nazariyasi b ilan  ch iz iq li program m alashtirish m asalasi 
b ir b iri b ilan  bog‘liq  ekan lig in i ko 'rsatad i.

2- teorema. H ar q anday  cheklangan  m atritsa li o ‘y in  
kam ida bitta optimal yech im ga ega bo‘ladi.

Bu teoremaga ko‘ra shuningdek, m atritsali o ‘y in  nazariyasi 
b ilan  ch iz iq li p ro g ram m alash tir ish  m asa la s i o 'r ta s id a g i 
bog ‘ liq lik d an  foydalan ib , m atritsa li o ‘y in n in g  ye ch im in i 
topish m um kin (shu bobning 7- § ga qarang).

3- §. “Egar” nuqtali o‘yinlar
Ikki shaxs m atritsali o ‘yin idagi o 'y in ch ilam in g  optim al 

strategiyasi aralash strategiya b o iad i. B a’zi xususiy ho llar, 
m asa lan  “E gar” n u q ta lio 'y in la r  da op tim a l s tra teg iya la r  
ich idan  sof strategiyalar topilad i. M isol sifatida quyidagi to ‘lov 
m atritsaü  o ‘y in n i olib ko ‘ram iz:

'  a l\ an a iy'o •• a \ j a ln '

an ai2 aüo •• Oij a in

a¡ol a ¡o2 % j(i •• % i %  n

a m\\ am2 a mj0 •• amj a mn
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T a ’rif. % - satr va y0 - ustun kesishgan a¡0j 0 elem ent o‘z 
satrida eng k ich ik  va o ‘z ustun ida eng katta e lem ent bo ‘lsa, 

(¿o, y 0) nuqta A  m atritsan ing “egar” nuqtasi d ey ilad i, y a ’n i

%  ~ ^/o -  ak>i' * ~ 1, m > ^ = (3 .3 .2 )
M asalan , quyidag i m atritsada

' - 3  -1  2 4 N
4 5 3 6 (3 .3 .3 )

- 2  6 0 7L--- ----J
(2 ;3 ) o 'rindag i nuqta m atritsan ing “egar” nuqtasi bo 'lad i, 

chunki 3 raqam i ikk inch i satrdagi eng k ich ik  va uch inch i 
ustundagi eng katta son.

Quyidagi m atritsada esa ikkita “egar” nuqta bor:

' - 5  2 - 4  4 '

- 1 2 - 1 0  ( 3 . 3 .4 ) 
-2  -6  - 5  0

V /

(2 ;1 ) va (2 ;3 ) o ‘rindagi “egar” nuqtalarda a2\ = a23 = - 1 .  
H am m a m atritsada ham  “egar” nuqta bo‘laverm aydi.Q uyidagi 

teo rem a “egar” nuqtani topish shartini beradi.

3 - teorem a. A to ‘lov m atritsasi (¡o, jo )  “egar” nuqta li 

bo ‘lish i uchun b irinch i o ‘y inch in ing va ikk inch i o ‘y in - 

ch in ing Qj0 sof strategiyalari optim al bo‘lishi zarur v aye ta r li,

bunda o ‘yin  bahosi v = aIQj Q ga teng bo‘ladi.
T eorem adan kelib ch iqad ik i, agar o‘y in  m atritsasi “egar” 

nuq ta li b o ‘ lm asa, unda jo iz  optim al aralash  stra teg iya lar 
m avjud bo ‘lad i. “Egar” nuqta li bo ‘lm agan o‘y in larda optim al 
s tra teg iy a la r  faqat a ra la sh  b o 'lad i. “E gar” n u q ta li o ‘y in  
yech im in i topish oson. Yuqorida ko ‘rilgan  (3 .3 .3 ) m atritsali 
o ‘y inda -P2 (0 ;1 ;0) va ^ ( 0; 0; 1; 0) sof strateg iya lar optim al 

ham da o ‘y in  bahosi v = 3 ga teng.

134



Ikk ita  “egar” nuqtali (3 .3 .4 ) m atritsali o ‘y in d a  ikk i ju ft 
sof optim al strategiyalar mavjud: (0; 1; 0) ,  ß j (0; 0; l ; 0) va

P2(0 ; l ; 0) ,  03(O;O;1;O) bunda o 'yin  bahosi v = - lg a t e n g .  Bu 
o ‘y inn ing ko ‘rsatilgan ikkita yech im idan boshqa yech im i ham

b o 'lad i, y a ’ni, i^ (0; 1; 0) ,  Q - . Bunda Q —  ara-

lash strategiya bo 'lyapti. A gar o‘yin  b ittadan ortiq yech im ga 
ega bo ‘lsa , uning yech im i cheksiz ko‘p bo ‘ ladi.

B a ’zi hollarda o ‘y in  yech im in i topish m atritsada bosh- 
qalaridan  afzal satr yoki ustun mavjudligi hisobiga yeng il- 
lashad i. M asalan , quyidagi m atritsali o ‘y inn i qarab ch iqay lik .

4
-4-
- 1

- 2  3
- 2  +

3 2

0 4 ^
3 -4
4 -3

(3 .3 .5 )

M atritsan ing ikkinch i va uch inch i satrlarin i taqqoslab , 
ikk inch i satr barcha e lem entlari uch inch i satr mos e lem ent - 
laridan  ortib ketm asligi seziladi. Shunga ko ‘ra, uch inch i satm i 
ikk inch i satrga n isbatan afzal ko ‘rib ikkinch i satr tash lab 
yuborilad i. H aqiqatda b irinch i o 'y in ch i ikkinch i va u ch inch i 
satm i taqqoslab, barcha ho llarda uch inch i satrni tan layd i va 
b irinch i o ‘yinch i optimal strategiyasida ikkinchi satrni tanlash 
ehtim oli 0 ga teng bo‘ladi. Shuning uchun (3.3.5) m atritsadan 
ikkinch i satm i tushirib quyidagi yangi m atritsali o 'y in n i qarab 
ch iq ilad i:

4 -2
-1 3

4
-3 (3 .3 .6 )

U end i 2 x 5  o 'lchovga ega , y a ’n i, ikk ita  satr va beshta 
ustun i bor. M atritsadagi u stu n lar  taqqo slanad i. B irin ch i va 
b esh in ch i u stun larn i taqqo slab , b esh in ch i u stun  b archa 
e lem en tla r i b irinch i ustun  m os e lem en tla r id an  ortib  k e t­
m as lig i sez ilad i. Ikk inch i o 'y in c h i eng k ich ik  yu tq az ish n i 
is tagan i uchun besh inch i u stunn i tan layd i va un ing  optim al 
stra teg iyas i b irinch i kom ponen ti 0 g a  teng bo ‘lad i. B irin ch i
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u stu n n i o ‘ c h ir i ls a , 2 x 4  o ‘ lch o v li y a n g i m a tr its a  h o sil 
b o 'lad i.

- 2  3 0 4Л
3 2 4 -3  ‘ (3 .3 .7 )

4  J

S h un ga o ‘xshash  (3 .3 .7 ) m atritsad a  u c h in c h i u stun  
b irinch i ustunga n isbatan qarab tashlab yuborilad i va yan a  
yangi 2 x 3  o 'lchovli m atritsaga ega bo ‘lam iz:

' - 2  3 4 N
3 2 - 3\ /

(3 .3 .8 )

(3 .3 .8) m atritsali o 'y in  yech im in i topish uchun un i ikk i
yo q lam a s im m etrik  m asa la la r  ju ft ig a  (c h iz iq li p rogram - 
m alash tirish  m asa las iga) keltiram iz . U n i yech ib , optim al

s tra teg iya lar P  = , Q = —  ; 0 ; —  
1 2  1 2

v a  o ‘y in  bahosi

V = -  top ilad i.
2

X ulosa q ilib  ay tish  m um k in k i, to ‘ lov m atritsas id ag i 
sa tr  va u s tu n lam i o lib  tash lash  m asa la  yech ish n i ancha 
osonlashtirad i.

Masala. Q uyidagi m atritsali o ‘y in  berilgan  bo 'lsin . Shu 
0 ‘y inn ing yech im in i toping:

Г 1
- 1

2
4

- 1
1

- 1

2 1
1
0

(3 .3 .9 )

л . т — t i . .  ”ICCIU5U. DU llW llllia  ega l nuqta li bo 'lo lm ayd i, shuning 
uchun  unda “egar” nuqta yo ‘q va o ‘ym ch ilarn ing optim al 
strategiyasi aralash bo ‘lad i (bu sharoitda u lar boshqa strategiya 
tanlab o‘z h o latla rin i yaxsh ilash lari m um kin) M atritsa satr- 
larin i taqqoslab uch inch i satm i b irinch i satrdan  afzallig i b ilib  
o linad i va shuning uchun b irinch i satr tushirib qo ld irilad i:

f -\  1 Г

2 - 1 0 (3 .3 .1 0 )
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Bu m atritsada uch inch i ustun ikk inch i ustunga n isbatan 
qarab tushirib qoldiriladi. N atijada

M  1 N 

2  - 1 (3 .3 .11)

Hosil bo ‘lgan matritsaning o‘Ichovi 2 x 2  va uni tekshirish 

uchun yuqorida ko'rilgan usul qo 'llan ilad i. P  = (x ; 1 -  x )  —

b irin ch i o 'y in ch in in g  ix tiyo r iy  s tra teg iya s i, Q = { y \ l - y )  

esa ikkinchi o :yinchining ixtiyoriy strategiyasi. Birinchi o ‘yinchi 
P s tra te g iy a n i qabul q ilg an d ag i y u tu g ‘ in in g  m atem a tik  
kutilish i (bunda uning raqibi Q strateg iyan i qabul q ilish i 
kerak) quyidag iga teng:

E (P \Q) = - x y  + x ( l - j , )  + 2(1 -  x )y  -  (1 -_ x ) ( l- y ) =  _

= -5 xy  + 2 x  + 3y - 1  = -5 x  —  
5

2 1  1 
' " I  + 5 '

(3 .3 .1 1 )  m a t r it s a l i  o ‘y in n in g  y e c h im i P -

(3.3.12)

- ' - I5 ’ 5 ) ’

Q =
2 .3  
5 ’ 5 v a  v = - .  Berilgan m asalan ing (3 .3 .9) yech im i

esa P * =  | Q* = - ; - ; 0  
5 5

, v = - .  Bu o ‘y in  b irinch i

o ‘y inch in ing  foydasiga hal bo ‘ld i (v  > 0 ).

4- §. Nol yig‘indili ikki shaxs o ‘yinida optimal 
yechimlar

Qaror qabul q ilish  m asala larida m ezon tan lash , odatda, 
mavjud m a ’lum otlaiga asoslangan bo‘lad i. 0 ‘y in lar esa raqiblar 
b ir-b iri b ilan  z idd iyat ho latida va m a ’lum otlar, um um an 
olganda, m avjud bo 'lm agan  holga m isol bo ‘lad i. Shuning 
uch un  n o l y ig 'in d il i  ikk i shaxs o ‘y in in i yech ish  uch un  
m in im aks (m aksim in) m ezoni qo‘llan ilad i. 0 ‘y in ch ilam ing  
har biri raq ib iga qarshi harakat q ilish in i hisobga o igan holda, 
m in im aks m ezon i barcha stra teg iya la r  (so f yo k i ara lash )

137



ich idan  eng yaxsh i yoki eng yom on jo iz  n a t ija lam i beradi- 
gan larin i ajratad i.

0 ‘y in c h ila rd a n  b iro rtas i s tra teg iy a s in i o ‘ zgartir ish n i 
foydali deb b ilm agan  holdagina optim al yech im ga erish iladi. 
Bu holda o ‘y in  stab il yoki m uvozanat h o la tid a  dey ilad i. 
K o 'p incha o ‘y in  m atritsasi strategiyasin i satrlar b ilan an iq- 
layd igan  b irinch i o ‘y inch i (A ) vu tug 'in i ifodaiagan i uchun 
m ezon b irinch i o ‘y in ch iga  shunday strateg iyan i (so f yoki 
a ra lash ) ta n la sh in i k o ‘rsa tad ik i, un ing  m in im a l yu tu g 'i 
m aksim allashad i va bunda m in im um  ikk inch i o ‘yinch in ing 
(B ) b archa strateg iya lari bo ‘y ich a o linad i. X uddi shunday 
tartibda ikk inch i o ‘y inch i ham  (B ) m aksim al yu tug 'i ni m in i- 
m a lla sh tiru v ch i s tra teg iyan i ta n la y d i, b un da m aksim um  
birinchi o ‘yinch in ing (A )  strateg iya laribo ‘yicha o linad i.Bular 
o‘yinning m inim aks va maksim in qiym atlari deyilad i. Quyidagi 
m iso ld a  o ‘ y in n in g  m in im ak s  v a  m ak s im in  q iy m a t la r i 
h isoblanish i ko 'rsatilgan .

1- m asala . A  o ‘yinchi yu tug 'in i aniqlovchi to ‘lov matritsasi 
berilgan (2- jadval). Berilgan o 'yinn ing m inimaks va maksim in 
q iym atin i toping.

2- jadval.

B\ B2 B3 B4

A\ 8 2 9 5
-6— -> -7— 18

A3 7 3 - 4 10

Yechish. A gar A  o ‘y inch i A1 strategiyan i qabul q ilsa, u  
B  o ‘y inch i tan lagan  strategiyalarga mos ravishda 8 ,2,9  yoki 5 
q iym atlam i o lad i. U ning yu tug ‘i B  o 'y inch in ing  holatidan 

q at’iy  nazar cq = m in {8, 2 ,5,9} = 2 dan kam  b o ‘lm ayd i.

A gar a  o ‘y in ch i A2 s tra teg iyan i qabul q ilsa , un ing 

k a fo la t la n g a n  y u tu g 'i  a 2 = m in{6,5,7,18} = 5 g a  ten g  va 

n ih o ya t u A3 s tr a te g iy a n i q ab u l q ils a , u n in g  y u tu g ‘ i
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m in im al q iym at un ing  shu strateg iyan i qabul q ilgan dag i 
kafo latlangan yu tug ‘i bo‘lad i. O lingan natija 3- jadvalda aks 
ettirilad i:

3- jadval.

сх3 = m in {7 ,3 ,-14 ,10}  = - 4 g a  teng  b o 'la d i. H a r b ir  sa trd ag i

Bi B3 B4 «X,

A 8 2 9 5 2

A2 6 5 7 18 5

A 7 3 - 4 10 - 4

Pj 8 5 9 18 5

Endi Л o ‘yinch i m in im al yutuqlari m aksim um ini beruvchi 

A2 strategiyani tanlaydi. Uning qiymati a = max { 2 ,5  -  4} = 5 .

A o 'y in c h i tan la g an  stra teg iya  m ak sim in  s tra teg iy a  
deyiladi, unga mos yutuq qiym ati esa m aksim in (quyi) qiym ati 
deyilad i:

a  = max mina,y ( 3 .4 . 1)

В  o 'y in ch i yutqazish i m in im al bo 'lish in i xoh layd i va u 
B\ strateg iyan i tan lab  ßj = max {8,6,7} = 8 dan  ortib ket-
m agan yutqazishga, raq ib i strategiyasiga bog‘liq  b o ‘lm agan
ravishda erishadi. Shu flkrni qolgan ucha la  B2,B 3 ,B 4 strate- 
giyaga nisbatan ham  aytish mum kin. M os natija lar yuqoridagi 
jad v a ln in g  4- sa trid a  k o ‘rsatilgan . В o ‘y in ch i m ak sim al 
yu tqaz ish i m in im alin i beruvchi B2 s tra teg iyan i tan layd i. 
U ning uchun ß = m in {8, 5 ,9 ,18} = 5 .

Bu strategiya m in im aks strategiya dey ilad i, unga mos В 
o ‘yinch i yutqazish in ing q iym ati o ‘yinn ing m in im aks (yuqori) 
qiym ati deyilad i:

ß = m in max ay  ^  4 2 )

0 ‘y inn ing m in im aks q iym ati m aksim in  q iym atidan  katta 
yoki unga teng bo ‘Iadi:

a  < ß. ( 3 .4 .3 )
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T englik  o ‘r in li b o 'lg an  ho lda u la rga  m os sof strateg iya lar 
optim al bo ‘lad i, o ‘y in  esa “egar” nuqtaga ega dey ilad i: o‘y in  
a  = ß da optim al yechim ga ega bo ‘ladi. 1- m asala ana shunday 
“egar” nuqtaga ega bo ‘lgan  o ‘y in g a  misol bo ‘la  o ladi. U nda 
o ‘ y in  q iy m a t i  a  = ß = 5 g a  te n g , o p t im a l y e c h im la r

P* = P2(0 ;1 ;0 ) va Q ' = 0 2 (0; 1; 0; 0) bo ‘lad i.
S o f s tra teg iya la r  ju ft i b ilan  an iq lan gan  o ‘y in  q iym ati 

m inimales va m aksim in q iym atga teng bo ‘lad i. “O ptim allik ” 
bunda shuni b ild irad ik i, hech b ir o 'y in ch i o 'z inm g strate- 
g iyasin i o ‘zgartirishn i xohlam aydi, chunki uning raq ib i bunga 
javoban  un ing uchun yom on natija  beradigan strateg iyan i 
tan lash i m um kin .

A o ‘y inch in ing  o ‘rtacha yu tug ‘i ,  agar u  aralash optim al stra- 
teg iyadan  foydalansa, B  o ‘y in ch i esa B\ sof strategiyadan 
foydalansa (bu  ho lat to ‘lov m atritsasin ing 1-  ustun iga m os 
k e la d i) , o ‘y in  b ah o si v g a  ten g  au x{ + 021*2 = v • A gar 
ikk inch i o ‘y in ch i B2 strateg iyan i qo 'llasa , un ing o ‘rtacha 
y u tu g ‘ i y a n a  o ‘ sha o ‘y in  b ah o sig a  teng b o ‘ la d i, y a ’ n i, 

an x\ + a22x2 =  v • * 1  +  * 2  =  1 e k an lig in i h iso b ga  o lin sa , 
quyidag i sistem a hosil bo ‘lad i:

a\ 2
T o ‘lov m atritsasi °  = b o lg a n  o ‘y in  berilgan .

021 a22 )

« 1 1 * 1  +  « 2 1 * 2  =  v,

« 1 2 * 1  + « 2 2 * 2  =  v >
* * 1

* l  + x 2 = 1 -
(3 .4 .4 )

B u sistem an i yech ib , quyidagi optim al strategiya

x * = « 2 2  -  « 2 1
« 1 1  +  « 2 2  - « 1 2  - « 2 1  ’ 

_  « 1 1  ~  « 1 2 ( 3 .4 .5 )

«11 +«22 -«12  -«21 ’

140



v a  o ‘y in  b ah o si to p ilad i:

v  _  a22al 1 ~ «12«21
(3 .5 .6 )

«11 + a22 ~«12 ~ a 2l '

B o 'y in ch i optim al strategiyasin i topish uchun faol stra- 
teg iya la r teorem asin i qo ‘llan ilad i, A  o 'y inch in ing ixtiyoriy 
sof strategiyasida B  o 'y inch in ing o ‘rtacha yutqazishi o ‘y in  
bahosi v g a  teng bo‘lad i, y a ’ni:

« n J i  +  « 2 1 ^ 2  =  v ,

an y \  + a22y 2 ~  v >
* *  1 

y i + y 2 = ! •
(3 .4 .7 )

U  holda optim al strategiya quyidag i form ula yordam ida
f rifVI I Ortl1       _ ____l U J / l i a U i .

y i

*
y2

a22 ~  « 1 2
« 1 1  +  a22 - « 1 2  - « 2 1  

« 1 1  ~ « 2 1
« 1 1  + « 2 2  - « 1 2

Masala. To‘lov m atritsasi P  -

« 2 1

r 3

(3 .4 .8 )

ga teng v a  “egar”

nuqtasi bo 'lm agan  o ‘y inn ing optim al strategiyasin i toping.
Bunda a  = 3, ß = 4 , o‘yinning “egar” nuqtasi yo ‘q a  *  ß .
Y ech im n i aralash  stra teg iyadan  q id irilad i. A o ‘y in ch i 

uchun o ‘rtacha yutuq ( B\ va B2 larda) v o‘y in  bahosiga teng. 

B  o 'y in ch i uchun o ‘rtacha yutqazish (A i va A2 larda) v 
o ‘y in  bahosiga teng. (3 .4 .4) va (3 .4 .7 ) tenglam alar sistem asi 
quyidagi k o ‘rm ishga ega bo ‘ladi:

3x* + 4x2 = v,
/■ * /-» * bx\ + 2x 2 = v,

*  *
*1 + x2 = 1.

3y* + 6y2 = v,

4y\ + 2 y \ -  v, 
*  *y\+y2= 1-
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Bu sistem alar yech ilsa , quyidag i yech im  hosil bo ‘ lad i:

* 2 » 4
Xi = - ,  y\

-3 5 3
* 3 * 1  v  =  3 7-

5 '  -VJ 5 '  5

2 3 . 4 1
D em ak, P *  = ( j , - )  va Q* = ( - ,  - )  optim al strateg iya lar

va = 3 — topiladi.

5- §. Aralash strategiyalar
Y uqoridagi m ulohazalardan  ko 'rin ib  tu ribd ik i, “ egar” 

nuqtaning m avjud lig idan o ‘y inda optimal sof strateg iya lar 
m avjudiigi kelib  ch iqad i.

Endi quyidagi nol y ig ‘ind ili o ‘y inn i ko‘rab ch iqay lik  (4 - 
jadval:

4- jadval.

5l *2 fi4 «  t
A  \ 5 -1 0 9 0 -1 0
A2 6 7 8 1 1
Az 8 7 15 2 2
A4 3 4 -1 4 - 1

(i; 8 -7— 15 4 2
4

M inim aks q iym at ((3 = 4) m aksim in  q iym atdan  ( a  = 2) 
katta va dem ak o ‘y in  “egar” nuqtaga ega em as, m aksim in- 
m in im aks strateg iya lar optim al em as. Bu har b ir  o‘ym cb i 
boshqa strategiyani tan lash i va o ‘z holatin i o 'zgartirish i m um - 
kin lig in i bildiradi. Bu holda o‘yin  barqaror emas (nobarqaror), 
y a ’n i, m uvozanatsiz bo 'lad i. So f m aksirm n-m in im aks stra- 
teg iya lardan  foydalanib , um um iy ho lda o ‘y inn ing optim al 
yech im in i top ish  m um kin  em as. Shun ing uch u n  aralash  
strategiya lardan  foydalanish fikri tu g ‘ild i. H ar b ir o ‘y inch i 
so f strategiya lardan  b irin i tan lash o ‘m iga u lardan  ixtiyoriy 
bittasin i aw aldan  berilgan ehtim ollik asosida tanlashi mumkin.
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Р  = (х ь х2, . . . ,х т ) va Q = ( у \ , у г , - , у п ) A va В  o 'y in ch ilar 
o ‘z so f s tra leg iya la r in i m os ravishda tan lash  eh tim o llig i

m n
bo 'ls in . U ho lda 2  xi  ~ 2  У) ~ 1 , bunda x ¡ ,y ¡  > 0 ,  barcha

/=1 y'=l

i  = 1, m, j  =  1, « .  A g ar flÿ - o ‘y in  m a tr its a s in in g  (/; j )

elem enti bo‘ lsa, u holda to ‘lov m atrilsasi 5 - jadval ko‘rinishda 
bo ‘lad i:

5 - jadval.

В
A

У\ У2 Уя

xi «11 0\1 . . . a \n
x 2 «21 "22 aln

xm “ ll»l am2 amn

A ralash strategiya larda o ‘yin  yech im in i topish yuqorida 
k ir it i lg a n  m in im ak s m ezo n iga  aso s lan ad i. Y ago n a  farq 
shundaki, A o 'y inch i x, n i kutilayotgan eng k ichik yutuqn i 
(bo 'y icha) m aksim allash tirish  uchun В o 'y in ch i ku tilayo t­
gan eng katta  yutqazishni m in im allashtirish  m aqsad ida y j  ni 
qatorlar b o 'y ich a  tan layd i. A ralash strategiya larda m in im aks 
m ezoni quyidag icha ifodalanadi:

m m  m 1
A o ‘y inch i max jm in (£  anx¡, X aa xi > - 2  ainx ¡)  l bo ‘la-

i=l /=1 /=1x‘ l

m
d igan  x¡ 

uchun В  o ‘y in ch i esa

xi  > 0, 2  Xj = 1
M

s tra teg iy an i ta n la y d i, un ing

mm ^max
У]

У]

n n n
2  а д ,  2  < * 2 j y j , - 2  а$)Уj

j =1 M  7=1

л')

bo‘lad igan

yj * °> 2 yj = 1 
y = 1

strategiyan i tan layd i.
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Bu katta lik la r m os ravishda kutilayotgan  m aksim in  va 
m inim aks to ‘lovlar sifatida an iq lanad i.

So f strateg iya lar kabi aralash strategiyalarda ham  quyidagi 
munosabat o ‘rin li.

Kutilayotgan minimaks yutqazuv > kutilayotgan maksimin 

yutuq.

A gar jc,. va optim al yech im ga mos kelsa, u  holda

tenglik  b a ja r ilad i va natija  o ‘y inn ing ku tilayo tgan  optim al 
q iym atiga teng b o ‘lad i.

Bu m u lohazalar m inim aks teorem asidan kelib chiqadi.

A gar x* v a  y*  — ikka la  o 'y inch i uchun optim al yechim

b o ‘ lsa , to ‘ lov m atritsas in in g  h ar b ir  e lem en tig a  x * - y *

ehtim ollik  m os kelad i.
0 ‘y irm ing kutilayotgan  optim al q iym ati quyidagiga teng:

m n *  *
v * = n  a i jx i  y j .

/=1 jml

6- §. Nol yig‘indili ikki shaxs o‘yinlarini yechishda 
grafik usuldan foydalanish

Nol y ig ‘indih ikki shaxs o ‘y in larida optim al strategiyalam i 
topishning bir necha usullari m a ’lum . B iz u lardan  ikkitasin i: 
grafik usul va chiziqli programmalashtirish usullarini keltiramiz.
A w al (2 x n) va (m x 2) ko‘rinishdagi o ‘vinlam ing grafik usulda
yech ilish i ko ‘rib ch iq ilad i.

Grafik usul o ‘yinch ilardan kam ida bittasi ikkita strategiya- 
ga ega bo 'lgan  o ‘yin iardagina ish latilad i.

(2 x 2 ) to 'lov matritsasi bilan berilgan o 'y inn i grafik usulda 

echishni ko ‘ray lik  Absissa o‘qida A\A2 birlik kesm ani ajratamiz. 

A\ nuqta (x  = 0) A\ strategiyani b ild irad i va bu kesm adagi 
ich k i n u q ta la r  b irinch i o ‘y in ch i P  ara lash  stra teg iyas in i 
b ild irad i. P  nuqtadan  kesm aning chap uch igacha bo 'lgan  
m asofa Ay strategiyaning ehtim ollig i — p \ , o ‘ng uch igacha

144



bo‘lgan  m asofa esa A2 strategiyaning ehtim ollig i — p2 . 

P erp en d ik u lä r  I—I va II—II o ‘q lard a  A1,A2 s tra teg iya  
yutuqlari jo y lash tirilad i. A garikk in ch i o‘yinch i B  strategiyani 
qabul qilsa, u  holda bu strategiya shu crq larga mos ay j va a2l 

yu tuq larn i berad i. Bu n uq ta la r o ‘q larda By nuq ta b ilan  
belg ilanad i (10- rasm). A ralash strategiyalarga mos o ‘rtacha 
yu tu q  v j , m a te m a tik  k u t ilm a  fo rm u la s id a n  to p ila d i :  
v i = « 11*1 + a2l x2 va P absissali My nuqtaning ordinatasiga 
teng. Shunga o'xshash B2 strategiyan i qo‘llan ish iga  mos 
n u q ta la rn i q u ram iz  (11 - rasm ). B unda o ‘r ta c h a  yu tu q  
v2 = « 12*1 + «22*2 ~ nuqtaning ordinatasid ir.

M in im aks prinsip iga ko 'ra  P* optim al strateg iyada A 
o ‘yinchining m inim al yutug‘i (B  o ‘yinch i eng yom on strategiya 
b ilan  o 'ynaganda) m aksim um ga erishadi. 12- rasm dagi quyi 
siniq ch iz iq  A o ‘y inch i ix tiyoriy aralash strategiyan i qo‘lla -  
gandagi m in im al yu tuqn i ko ‘rsatad i. (B yN  q ism i — By 

strateg iyaga qarsh i, NB2 - B 2 stra teg iyaga q arsh i). S in iq

chiziqning eng yuqori nuqtasi N  optim al P *(x { ,x 2) strate­
g iyani an iq layd i va uning ordinatasi o ‘y in  bahosi v ga teng 
bo 'lad i. 13- rasm da yan a  yuqori ham da quyi o 'r in la r  a  va ß 
b ilan belgilangan.
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12- rasm. 13- rasm.

1 - raasa la . p
(3  6 ' 

4 2 m atritsali o 'y inn i grafik  usu lida
V " “ )  

yech ing.
Yechish. I—I vertikal o 'q la rd a an  = 3, an  = 6 n i, II—II 

vertikal o 'q la rd a a2i = 4, a22 = 2 belg ilanad i. Q uyi o‘y in  

qiym ati a  = 3 , yuqori o ‘y in  qiym ati esa ß = 4 va “egar” nuqta

y o ‘ q (1 3 -  ra sm ). N  n u q ta n in g  ab s issa s i P  o p t im a l 
strategiyani, ordinatasi o ‘y in  qiym atini bildiradi. TV nuqta BxBi 

va B2B2 to ‘g ‘r i ch iz iq lam ing  kesishgan nuqtasi bo ‘lad i.

BXBX to ‘g ‘ri ch iziq  (0 ; 3) va (1; 4 ) nuqta lardan  o‘tad i, 
uning tenglam asi;

x - 0  y - 3 .
—  = —  yota y  = x  + 3 .

B2B2 to ‘g ‘ri ch iz iq  (0; 6) va (1; 2 ) nuqta lardan  o ‘Laui,
uning tenglam asi:

x - 0  y - 6
_ _ „ _ y o t a r = _ 4 l + 6 .

Bu to ‘g ‘ri ch iz iq lar kesishish nuqta 

y  = x  + 3 
y  = -4 x  + 6
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s is te m a n in g  y e c h im i b o ‘ la d i :  x  = 0,6 y  = 1, 8 , y a ’ n i, 

7V(0,6 ; 1,8) .  Shunday qilib, optim al strategiya P *(0 ,6 ;0 ,4 ) va 

o 'y in  q iym ati v = l ,8 bo ‘lad i.
Xuddi shu tartibda g  o ‘y in  optim al strategiyasin i ham  

topish m um kin.

0 * =  ( 0 , 8 ; 0 , 2 ) .

2 x n  k o ‘rin ishdagi m atritsa li o 'y in la r  qarab ch iq ilad i 
(6 - jad va l):

6-  jadval.

P y\ y j y„

«11 «12 a\n

-On----- a2r,

F araz q ilay lik , bu o 'y in  “egar” nuqtaga ega em as.
A  o 'y in ch i faqat ikkita strategiyaga ega bo 'lgan i uchun,

x2 = 1 -  x, xj > 0, x2 > 0 .
A  o ‘y in ch in in g  b  o ‘y in ch i so f s tra teg iya la rig a  m os 

kutilayotgan  yutuqlari 7- jadva lda  keltirilgan :
7- jadval.

B o'yinchi sof 
strategiyalari

A  o'yinchi 
kutayotgan yutuq

1 ( f l l l - 0 2 i ) x i+ f l 2 i
2 (û1 2  -  a12 )xi + a 22

n (aln ~ a2n ) * 1  +  aln

Bundan ko 'rin ib  turibdiki, A o ‘yinch in ing kutilgan  yu tu - 
g ‘i xj ga chiziq li bog‘liq . A ralash strategiya li o 'y in la r  uchun

m in im aks m ezoniga mos ravishda A  o 'y in ch i xj n i kutilgan  
m in im al yu tug ‘in i m aksim allash tirish  uchun tan layd i. Bu

m asala x i ga nisbatan chiziqh funksiyalaiga mos to ‘g ‘r i chiziqlar 
grafig in i qurish b ilan  yech ilad i.
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Bu usul quyidag i m iso lda izohlanadi.
2 -  masala. 2 x 4  ko ‘rin ishdagi m atritsali o ‘y in n i grafik 

usu lida yech ing ( 8- jadval) .
8- jadval.

ti\ 2
A 2 2 3 - 1
¿2 4 3 2 6

Yechish. Bu o ‘yin  “egar” nuqtaga ega emas. A o ‘yinchm ing 
В  0 ‘y in ch i so f strateg iyasiga m os kutilayo tgan  yu tu g 'i 9- 
jadvaldada keltirilgan .

9- jadval.

В  o'yinchi so f 
strategiyalari

A  o'yinchi 
kutayotgan yutuq

1 —2X| + 4

2 - x t + 3

3 Xj + 2
4 -7x ¡ +  6

14- rasm da xj ga bog‘liq funksiyalam ing grañk lari — 4ta 
ch iz iq  tasvirlangan.

+ 6  

+5 

+4 

+3 

+ 2  

+  1  
x i = 0

- 1

- 2

14- rasm.
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M aksim inga x\ = — da erish ilad i. Bu nuqtada 2, 3, 4 

ch iz iq lam ing  ix tiyoriy ikkitasi kesishadi. Shunga ko‘ra, A

1 .  P

* 1

o ‘y inch in ing optim al strategiyasi = 2 ’ * 2 = 2 ga teng

va o ‘y inn ing qiym ati m aksim in nuqtadan o ‘tuvchi ix tiyoriy 
to ‘g ‘ri chiziq tenglam asiga xj qiym atini qo‘yish bilan topiladi.

1 ,  5----- h 3 — — ,
2 2 ’

II> 1 0 5 
2 + 2 ’

_7 i , 4 —
2 2

Shuni t a ’kid lash kerakki, ß o ‘y inch i optim al strategiya- 
sin i topishda uchta to ‘g ‘ri chiziq m aksim in nuqtasidan o 'tad i. 
Bu esa B  ning optimal strategiyasi uchta strategiya to ‘plam idan 
iboratligini ko ‘rsatayapti. Q aram a-qarshi og ‘ishga ega ixtiyoriy 
ikki to ‘g ‘ri chiziq bitta jo iz  optimal yech im ni an iq layd i. U chta 
kom b inatsiyadan  (2 ,3 ), (2 ,4 ), (3 ,4 ) b ittas i (2 ,4 ) optim al

em as. (2 ,3 ) m oslik  y l  = y \  = 0 natijan i beradi. 3̂ = 1 - y 2 B

o ‘yinch in ing A o 'y inch i sof strateg iya lariga mos kutilgan  
yutqazish i 10- jadvalda keltirilgan .

10-  jadval.

A o‘yinchining sof 
strategiyasi

B o‘yinchining kutilgan 
yutqazishi

1 2̂ + 3
2 y2 +2

M inim aks nuqtaga mos y2 = ^  q iym at - y 2 + 3 = y2 + 2

tenglikdan topiladi. y2 = ^  qiym atni ß  o ‘yinch in ing kutilgan
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yu tqaz ish i ifodasiga qo ‘yib - g a  teng b o 'lg an  m in im aks

qiym atni o lam iz va u o ‘yin qiym ati v* bilan ustm a-ust tushadi. 
(S h u n d a y  b o ‘ l ish i h am  k e ra k ) .O p t im a l s t r a t e g iy a la r

P  = ] _ J
2 ’ 2

Q = 0 ; — ; — ; 0  
2  2 bo ‘ladi.

Xuddi shu usulda boshqa mosliklam i ham ko‘rish mumkin.
3- masala. 4 x 2 ko ‘rin ishdagi m atritsali o ‘y inn i grafik 

usu lida yech ing  ( 11 - jadval).
11- jadval.

Bi B2
A 2 4

a2 2 3

A 3 2

A - 1 6

Yechish. Bu o ‘y in  “eg a r” n uq taga ega  em as. y x va 

y2(= 1 -  ^  ) B  o ‘yinch in ing aralash strategiyasi bo ‘lsin ( 12 - 
jad v a l).

12- jadval.

A o'yinchining sof 
strategiyasi

B o ‘yinchining kutilgan 
yutqazishi

1 -2 y ,  + 4

2 -y i + 3

3 >’l + 2
4 -7  y , +  6

15- rasm da y  ga bog‘liq  funksiya lam ing g raük lari 4ta
chiziqda tasvirlangan.

Bu ho lda m inim aks nuqta yuqoridagi eguvchin ing quyi

nuqtasi bo ‘lad i. y \ q iym at 1 va 3 to ‘g ‘ ri ch iz iq lar kesishish

.  2  .  8  
nuqtasi s ifatida top ilad i: J i  = —  va v = - .
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M inim ales nuqtada kesishgan to ‘g ‘ri ch iz iq lar a  o 'y in -

chining 1- va 3- sof strategiyasjga mos keladi. Bu csa x j  -  X4 ~ 0

ekan lig in i ko 'rsatad i. x^ ^ I - xt, a  o 'y inch in ing  b  o ‘yinch i 
sof strategiyalariga mos kutilayotgan yutuqlari quyidagi jadvalda 
keltirilgan .

13- ja d va i

15- rasm.

B  o ‘yinchining sof 
strategiyasi

A  o ‘yinchining 
kutilgan yutug‘i

1 - x j  + 3
2 2xj +2

Xi = -  qiym at - x j  + 3 = 2x\ + 2 tenglam adan topiladi. ^

*  1 » * 2  
o 'y in ch in in g  optim al strategiyasi x} = - ,  x ,  = 0 *3 = - ,

3 z 3

f  2  H
y  -  t î  ï  bo ‘lad i.

- v
x4 = 0 , y a ’ni, P  -| 0

Bu esa aw alg id ek  v = -  o 'y in  qiym atin i beradi.



7- §. Matritsali o‘yinlarni chiziqli 
programmalashtirish masalasiga keltirish

U m um iy ho lda m x n  o ‘lchovli o 'y in lam i grafik  usulda 
ifodalab yechib bo ‘lm ayd i. B iroq u larn i ch iz iq li p rogram ­
malashtirish m asalasiga keltirib yechish mumkin. O 'yin chiziqli 
p rogram m alashtirish  ikki yoq lam a sim m etrik  m asa lasi ju ftiga 
k e lt ir il ish i m a tr its a li o ‘y in la rn i ye ch ish n in g  eng q u lay  
u su llarid an  b irid ir . B undan  tashqari taq rib iy  u su ila r  ham  
m avjud. 0 ‘z o 'rn id a  ch iz iq li program m alashtirish m asalasin i 
b iror m atritsali o ‘yinga keltirib  ham  yechish m um kin .

m x n  o 'lchovE o 'y in  p = (aÿ ), / = 1, 2, j  = 1, 2 , . . .«  

to ‘ lov m atritsasi b ilan  berilgan . a  o ‘y in ch i A j,A 2,...,A m 

strategiyalarga, B o 'y in ch i B \,B 2,...,B n strategiya larga ega.

p \ x l , x l , . . . , x m) va Q* = (y l,y *2, : . , y „ )  optim al strategiya-

lam i topish kerak , bunda x ] , y*j — Ah B j,  so f strateg iya lar- 

n ing ehtim ollig i va u lar uchun

xi + x2 + ... + x*m = l ,  y [  + y2 + ... + y*n = 1 .

P  optim al strategiya quyidagi shartni qanoatlantirad i. U  
A  o 'y in ch ig a  v dan kam  b o 'lm agan  o ‘rtach a  yu tuq  ( B 
o ‘y inch in ing  strategiyasi qanday bo ‘lish idan  qat’ iy  nazar) v a

v > 0 shart barcha ay > 0 la r  uchun  o 'rin li. A gar A  o ‘y in ch i

P* = (x{,x*2,...,x*m) a ra la sh  s tra teg iy an i B  o ‘y in ch in in g  

ix t iyo r iy  so f s tra teg iya s i B j u ch un  qo ‘ lla sa , u  h o ld a  u

a j = a^jxi + a2j x2 +... + amjxm, j  = 1, 2 , . . . , «  o ‘rtachayutuqqa 
yoki boshqacha qilib aytganda yutuqning m atem atik kutilishiga 
ega bo 'lad i (bu m atem atik kutilm a matritsa j  - ustunini u larga

m os Al ,A 2,...,A m s tra teg iya la r  eh tim o llig iga  h ad m a-h ad  

ko ‘paytirilib  va n atija la ri qo ‘shilib  top ilad i).
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O ptim al strategiya P* uchun barcha o ‘rtacha yutuqlar 
o 'y in  bahosi v dan kichik emas va shuning uchun quyidagi 
tengsiz lik iar sistem asi o linadi:

«11*1 + «21*2 + -  + am\xm > v,
«12*1 + « 22*2 + -  + «m2*/* ^ V,

........................................................... (3 .7 .1 )
« l/ j* l  + « 2 n* 2  + -  +  amnx m ^ V.

H ar b ir o ‘zgaruvchini v > Oga bo‘lib va yangi o ‘zgaruv- 
ch ila r  k iritilad i:

/ i= * i/ v , t2 = x 2 /v , . . . , tm = x m / v .  (3 .7 .2)
Shunda (3 .7 .1 ) sistem a quyidagi ko ‘rin ishn i o ladi:

« 1 2 * 1  +  « 2 2 * 2  +  — + am2tm -  1 >

' ..................................................................  (3 .7 .3 )
a \nh +  a2nh  +  — +  amnlm -  1 -

A  o ‘y inch in ing m aqsadi o ‘z yu tug ‘i, y a ’n i o 'y in  bahosi 
v n i m ak s im a lla sh tir ish d ir . x \ + x2 +... + x m = 1 ten g lik n i 
v *  O gabo‘lib, tj (/ = 1, 2, . . . , a i)  o ‘zgaruvchilam i qanoatlan- 
tiradigan t\ + 12 +... + 1m = 1/ v shartga ega bo ‘lam iz. v katta- 
likn i m aksim allashtirish  1/v  katta likn i m in im allash tirishga 
ekvivalent, shuning uchun m asala shunday ifodalanad i:

(3.7.3) chiziqli cheklashlami qanoatlantiradigan va chiziqli 
funksiyaga

Z = t1 + t 1 +... + tm (3 .8 .4 )

m in im um  berad igan  x;- > 0, / = 1, 2 ,. .. , m o 'zgaruvch ilam i 
toping. Bu chiziq li program m alashtirish  m asalasin i yechib ,

,t"m optimal yech im  va P * optimal strategiya topiladi.

Q* = (y\ ,y2 ,...,y*n) optim al strategiyan i topish uchun B 

o ‘y in ch i kafo latlangan yu tug ‘in i m in im allash tirishga, y a ’ni
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m ax — ni top ishga harakat q ilad i. A o ‘y in ch i qanday sof

strateg iyan i qo 'llam asin , B  o 'y inch in ing  o ‘rtacha yutqazish i 
o ‘y in  bahosidan ortib ketm asligi sabab quyida k o ‘rsatilgan

ten gsiz lik  kelib  ch iqad i va y i ,y ? ,-V »  o ‘zgaruvch ilar shu 
tengsiz likn i qanoatlan tirad i:

a \\y \ + a2l y2 + -  + a\ny n ^ v>
« 1 2 ^ 1  +  « 2 2 ^ 2  +  -  +  a2ny n ^ v >

Agar

am \y\ +  am iy i  +  ••• +  amnyn -  v -

u j - y j / v ,  j  =  1 , 2 , . . . , « ,

(3 .7 .5 )

(3 .7 .6 )
alm ash tirish  bajarilsa , sistem a quyidagi ko ‘rim shn i o ladi:

(3 .7 .7 )

' an U\ + an U2 + .. +  a\n“n *  I

ö2 1 wl +  a22u2 +  •• • +  a2nun <  1 ,

am\U\ +  am2u2 + .. +  amnun <

U i[ j  = 1, 2, . . . , « )  o 'z g a r u v c h i la r  « i + u2 + ...«„ = 1 /v 
shartn i q ano atlan tirad i.0 ‘y in  quyidagi m asalan i yech ishga 
ke ltir ilad i.

(3 .7 .7 ) sistem an i qanoatlan tirad igan  va

W  =  u i + u 1 + ...u n (3 .7 .8 )

c ’n iz iq ii fun ksiyaga  m aksim um  q iym at b erad igan  u; > 0, 

y = l , 2 , . . . , «  o 'zgaruvch ilar q iym atlarin i toping.

Bu m a sa la n in g  y e c h im i Q = (m »3̂ 2»—̂ n )  o p tim a l 
strateg iyan i an iq layd i. Bunda o ‘y in  bahosi

1 1
v = ■

max W  m in Z
(3 .7 .9 ) .
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K e n g a y t ir i lg a n  (3 .7 .3 ) ,  (3 .7 .4 )  va (3 .7 .7 ) ,  (3 .7 .8 )  
m asa la la rd ag i m atritsa lar b ir-b iridan  transpon irlash  y o ‘li 
b ilan  o linad i.

« 1 1
« 1 2

a2\

a22

«ml
am2

«1 n a2n

1 1 1 Imin Z

«11 «12 • «1 n 1
«21 «22 • «2« 1

am\ «m2 • amn 1

1 1 • 1 m ax W

(3 .7 .3 ), (3 .7 .4) va (3 .7 .7 ), (3 .7 .8 ) m asa la lar ch iz iq li pro- 
gram m alashtirishn ing o 'zaro  ikki yoq lam a m asa la lari bo ‘lib, 
u lam in g  optim al s tra teg iyasin i top ishda yech ish  osonroq 
boMgan m asala yechim i sim pleks usulida top ilad i va so 'ng bu 
yechim ga ko‘ra unga ikki yoqlam a bo ‘lgan m asala yechim i ham 
top ilad i.

O 'y in  m odellari b ilan  ifodalangan iq tisod iy m asa la lam i 
ch iz iq li program m alashtirish  usu llari b ilan  yech ishga doir 
m iso llar keltiram iz.

M iso l. Korxona uch turda (A j,A 2,A 3) m ahsulot ishlab 

ch iqarad i. T o ‘rtta ( 5 p 5 2, 5 3, 5 4) ho latdan  b iriga tegish li

talabga bog'liq foyda oladi. Korxona i  -  mahsulotni j  -  talabga 
ko ‘ra ish lab  ch iqarganda o lad igan  foydani xarakterlovch i 
elem entlardan  tuzilgan m atritsa berilgan (14- jad va l).

Talabni noaniq deb olib , ix tiyo riy  ho latda foyda (ishlab 
ch iqarilgan  m ahsulotdagi) o ‘rtacha q iym atin i kafo latlovchi 
optim al n isbatin i aniqlang.

14- jadval.

Bx B j B , B ,

A 8 9 9 4
A 2 6 5 8 7
A 3 3 4 5 6
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M asa lan i ye ch ish d an  o ld in  to 'lo v  m atr itsa s i sodda- 
lashtirib  o linad i. Buning uchun  afzal satr va ustun lar qoldi- 
rilad i (4 - paragrafga qarang). N atijada 3 x 3  o 'lchov li to ‘lov 
m atritsasi hosil bo 'Iad i (15- jadval).

15- jadval.

в 2 B3 a  /
A 8 9 4 4

a 2 6 5 7 5
A3 3 4 6 3

8 9 7 5
7

Bunda, a  *  ß “egar” nuqta yo ‘q va optim al yech im n i 

P  = (xu x2 ,x 3) v a  Q = {.У\,У2>Уъ) a ra la sh  s tra teg iy a la rd a

q id iram iz. x ¡ = ^ - ,  / = 1̂ 3 va y ¡  = ~ ,  y  = U  belg ilash lar

orqali quyidagi o 'zaro  ikki yoq lam a m asa la lam i hosil qildik.
1- masala.

2 - m asa la .

8/j + 6t2 + З/3 > 1,
9t\ + 512 + 4/3 > 1,
4t\ + l t 2 + 6/3 > 1, 

t ¡ >  0, / = 1,2,3.

7  =  *i + 12 + h  ->  m in .

8 ц  +  9U2 +  4m3  <  1 

б ц  + '5 U2 +1Щ  < 1  

+  4li2 +  6 ы3  < 1  

U j > 0 ,y  = 1,2 ,3  

W  = щ + u2 + «3 max

(3 .7 .10 )

(3 .7 .11 )

2- m asa la sim pleks usulda yech ilad i. Buning uchun uni 
aw a lo  kanon ik  ko 'rin ishga keltirish  kerak bo ‘lad i:
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8«! + 9«2 + 4«з + «4= 1, 
6 «! +  5 « 2  +  7 «з + « 5 = 1 ,  

3«! + 4«2 + 6«з + «6= 1 .

Endi bazis va erkin o 'zgaruvchilar ajratib olinadi. «4 , « 5,m6 

— bazis o‘zgaruvchilar va u\,u2,u3 — erk in  o 'zgaruvch ilar.

B azis y e c h im  Щ  = (Q;0 ;Q;1; 1; 1) . M aqsad  funksiyasida  
ham m a o 'zgaruvch ilar o ld idagi koefïitsiyent b ir x il bo ‘lgani 
uchun u lardan  birortasi orttiriladi, y a ’ni, no ldan k atta  qiym at

berilad i (16 - jadva l). M asalan , « 3 ni o rttiray lik , y a ’n i, «3 
bazis o ‘zga-ruvch ilar qatoriga yozilad i, (3 .7 .12) sistem adan

Endi bazis o ‘zgaruvch ilar и г ,и 5,и 6 , e rk in  o ‘zgaruv- 

ch ila r  и у,и г ,и л .

«4 = 1 - 8щ -  9«2 -  4«з,
«5 = 1 -  6«! - 5 « 2  -7 « 3 ,
« 6 = 1 -  3«! -4U 2 -6«3 -

W  -  Щ + «2 + «3-

«5 bazisdan ch iqarilad i.

3 32 43 4
u4  = 7 ~ y üi - у " 4  + у « 5 ,

(3 .7 .1 3 )
1 5  2  6

«6 = ÿ  + 7 wi + ÿ “4 + y « 3 -
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16-jadvai

Bazis Cb A
I I 1 0 0 0

A ^ 2 4 A As Аб
Ац -0 — Д — 8 9 4 i 0 0

A 0 1 6 5 7 0 1 0

A 0 1 3 4 6 0 0 1

w 0 - 1 - 1 - 1 0 0 0

A 0 3/7 32/7 43/7 0 1 -4 /7 0

A 1 1/7 6/7 5/7 -e— 1/7 0

A 0 1/7 -15/7 -2 /7 0 0 -6 /7 I

w 1/7 -1 /7 -2 /7 0 0 1/7 0

a 2 1 3/43 32/43 1 0 7/43 -4/43 0

Аз 1 4/43 14/43 0 1 -5/43 9/43 0

A 0 7/43 -83/43 0 0 2/43 38/43 1

w 7/43 3/43 0 0 2/43 5/43 0

1 3  10 - 0 - - - - 0 - -  W5 ^  ) y  J yBazis yech im  Щ  -
\  /

Endi u 2 bazisga k iritilad i, u4 bazisdan ch iqad i.

1 32 7 4

4 14 5 9
Ш  = ---------------- Щ + ------ U d ----------Щ ,

43 43 43 43
7 83 38

I / 6  =  43 + 43 Wl" 4 3 M4- ^ í/5-

„ ,  7 3 2 5
W   -------------- U \ -----------U a --------- M í.

43 43 1 43 43

Bazis yech im  Щ  -
/ 3 4 7

43 43 43
w =

43

158



W  ifo d a s id a  m usb at k o e f f its iy e n t la rn in g  y o ‘q lig i 
optim allik  m ezoni bajarilgan lig in i ko ‘rsatadi. D etnak, optim al

*
yech im  U  =

^ 3 4  7
0 ; — ; 0 ; 0 ; —  

’ 43 43 43
m ax W  -  — . 

43

1- m asalan ing optim al yech im in i topish uchun quyidagi 
m oslikdan foydalan ilad i (1- qism 3- bob):

*1
X

u4

h  f3
X t

u 5 «6

—  —  0  
43 43

D em ak, 1- m asalaning

%
X

h
X

«3
4_ 

43 43

u i u2 

0  —  —

2 5
T * = \  — ; —  ;0  

43 43

Z  = ti + tn +  )I  2 3 4 3

min Z  = m ax W  = — .
43

(3 .7 .9 ) ifodadan o‘y in  bahosi topilad i:

1 1
max W  m in Z  

Endi optimal strategiyalar topiladigan bo‘linsa (3 .7 .2) dan:

2  43  2



D em ak, korxona A\ m ahsu lo tdan  29% , A j m ahsu- 

lotdan 71 % ishlab ch iqarish i, A3 m ahsulotn i esa ishlab 
ch iqarm aslig i kerak.

O ptim al strateg iya Q * ham  shunday usul b ilan  topilad i:

n  4 3  n  y\ = «1 • v = 0 • —  = 0,

3 43 3 
2 - v =  - - -  =  - ,

4 43 4r
W = « 3 - v  =  — ■— =

0 ; - ; -  
7 7

D em ak, korxona 2- ho latdan  ta labga m uvoflq 43 %, 3- 
ho latdan  esa 57 % foyda o lar ekan.

m x n  o 'lch o v liix tiyo r iy  chekli o 'y in  yech im in i topishda 
quyidag i izeh illikka  am al q ilinad i:

1. T o ‘lov m atritsasin i soddalashtirish m aqsad ida satr va 
ustun lar o ‘ch irilad i.

2 . 0 ‘y inn ing  yuqori va quyi bahosi an iq lanad i va o ‘y in  
“egar” nuqtaga ega yoki ega em aslig i tekshirilad i. A gar “egar” 
nuqta bor bo ‘Isa, u ho lda o ‘y inch ilam ing  unga mos stra- 
teg iya la ri optim al bo ‘lad i va o ‘y in  bahosi yuqori (quy i) baho 
b ilan  ustm a-ust tushadi

3. A gar “egar” nuqta y o ‘q bo 'lsa , u ho lda yech im  aralash 
strategiyalardanizlanadi. Bunda m x n  o ‘lchovli o‘yinsim p leks 
usu lida , 2 x 2 , n x  2 , 2 x «  o 'ichovli o ‘y in la r  g rafik  usulda 
yech ilad i.

3- namunaviy hisob topshiriqlari
3 .1 .—3 .6 . Q uyidagi m asa la la rd a  berilgan  to ‘lov m at- 

r itsalari uchun o ‘yinn ing m aksim in  va m inim aks q iym atlarin i 
toping.
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1. 2.

B, B2 B3

A 4 5 3
a 2 6 7 4

A3 5 2 3

Bi B2 B3

A 0,3 0,6 0,8
A 0,9 0,4 0,2
A 0,7 0,5 0,4

By B2 B4 S3

A 8 9 10 4

A 6 5 8 7

A 3 4 5 6

4.
B\ B2 *3 54 B5

4 4 5 6 7 9
“7 T ~ 6 5 6

A 7 6 10 8 11

A , 8 5 4 7 3

B\ B2 B3 S4
4 4 9 5 3

^2 7 8 6 9
7 4 2 6

A 8 3 4 7

Bx *2 B3
4 2 5 3

2̂ 6 4 5

A 3 7 6
A\ 2 3 4

3 .7—3.8 . Quyidagi o 'yin laring h arb iri uchun “egar” nuqta 
va o ‘y in  q iym a tin i top ing. Y u tuq lar  A  o ‘y in ch i uchun  
berilgan .
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7. B\ B2 B3 B4

Ai 8 6 2 8

a 2 8 9 4 5

A3 7 5 3 5

Bi B2 B3 B4

Ay 4 - 4 - 5 6
a 2 - 3 - 4 - 9 - 2

A3 6 7 - 8 - 9

A4 7 3 - 9 5

3 .9 .-  ЗЛО. Q uyidagi o ‘yin larda (2 ;2 ) partiya “egar” nuqta 
bo ‘lad igan p  va q  q iym atlar to ‘p lam in i toping.

9. 10.
Bi B2 B3

A 1 q 6
a 2 p 5 10

A3 6 2 3

Bx b 2 B3

AX 2 4 5

a 2 1 0 7 9

A3 4 P 6

3 .1 1 .—3 .1 4 . Q uyidagi o 'y in la r  q iym atin i hisoblang. 
1 1 . 1 2 .

Bx * 2 *3 £ 4 Bx Я2 B3 i ?4
A\ I 9 6 0 4 3 7 - 1 3

a 2 2 3 8 4 a 2 4 8 0 - 6

A3 " —5 - 2 1 0 - 3 A3 6 - 9 - 2 4

A4 7 4 - 2 - 5

u .

* 1 52 *3 B4

л - 1 9 6 8

^ 2 - 2 1 0 4 6

A3 5 3 0 7

A4 _ 7 - 2 8 4

Bx B2 ЙЗ

4 3 6 1

¿2 5 2 3

A3 4 2 - 5
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3 .15 . Q uyidagi o ‘y inda A o 'y in ch i uch un  (1/6; 0 ; 5/6) 
va B o ‘y in ch i uchun (49/54; 5/54; 0) strateg iya lar optim al 
bo ‘lish in i teksliiring  va o‘y in  q iym atin i toping.

Bx Bi B3

4 5 50 50

A 1 1 91

A 10 1 10

3 .16— 3 .21 . Quyidagi m asa la lardaberilgano ‘yin lam i grafik 
usulda yeching:

16. 17. 18.

Bx B2 Bx B2 Bx B2

A - 2 2 A 2 3 A 4 - 2

A - 1 = — t 2 A 1

19.

Bx Bi Bi B4

A 1 3 - 3 7

A 2 5 4 - 6

2 0 . 2 1 .

Bx Bj B3

A 1 2 5

A 8 4 7

A - 1 5 - 6

B 2

A 1 2

A 5 6

A - 7 9

A - 4 - 3

A 2 1

3 .22 .—3.25. Y uqorida keltir ilgan  3 .2 ., 3 .4 ., 3 .5 ., 3.6. 
m asa la lardag i to ‘lov m atritsalari b ilan  berilgan  o ‘y in larn i 
ch iz iq li program m alashtirish  m asala lariga keltirib  yech ing.
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