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Ушбу китоб 1988 йилда «УХитувчи» нашриётида нашр этилган «Хисоб­
лаш методлари. 1-кисм» дарслигининг давомидир. Дарслик муаллифнинг 
Тошкент Давлат университети (хрзирги Узбекистон Миллий универси- 
тети)нинг математика, амалий математика ва механика факультетлари- 
да, университет кошидаги олий укув юртлари ук^итувчиларининг малака 
ошириш факультетида \амда Самарканд Давлат университетининг тат- 
бик,ий математика факультетида узок, йиллар давомида ук^иган маъруза- 
лари асосида ёзилган булиб, университетларда ук^итиладиган «Хисоблаш 
математикасига кириш», «Хисоблаш методлари» ва «ЭХМ да амалиёт» 
фанлари учун мулжалланган дастурларнинг иккинчи к^исмига тула мос 
келади.

Мазкур дарсликда оддий дифференциал тенгламалар учун Коши ма­
саласи ва чегаравий масалалар, хусусий \осилали дифференциал тенгла­
малар \амда интеграл тенгламаларни такрибий ечиш учун яратилган ме- 
тодларнинг тажрибада синалган, мутахассислар томонидан эътироф этил- 
ганлари уз аксини топган.

Дарслик университетларнинг «математика», «механика», «статистика», 
«татбикий математика» \амда «ахборот технологиялари» ихтисосликлари- 
нинг бакалавр ва магистрларига мулжалланган булиб, ундан олий техника 
укув юртлари, педагогика олийго\ларининг талабалари ва аспирантлари \ам 
фойдаланишлари мумкин. Шунингдек, ушбу китоб \исоблаш марказлари 
ходимлари, ик^исодчилар, му\андис-техниклар \амда хисоблаш математи- 
каси билан кдоикувчи барча китобхонларга мулжалланган.

Шу пайтгача узбек тилида \исоблаш методларидан дарслик ва укув 
кулланмалари булмаганлигини эътиборга олиб, дарсликнинг бу цисмида 
\ам  купгина методларнинг гояларини яхширок, тушунтириш учун мисол 
ва машк^ар келтирдик. Укувчилар барча методларни тулик, ва мукаммал 
узлаштиришлари учун «Хисоблаш математикасидан мисол ва масалалар 
туплами»ни нашр этиш мулжалланмокда.

«Хисоблаш методлари. 2-к.исм» китоби узбек тилида илк тажриба булиб, 
жузъий камчиликлардан холи булмаслиги мумкин. Шу боисдан китоб кулёз- 
масини эътибор билан ук,иб чиь;иб, камчиликларни бартараф этиш ва уни 
такомиллаштириш борасида к^имматли фикр-муло\азалар билдирган 
ф.м.ф.д., УзФА \акди<;ий аъзоси Т.Б. Буриевга, ф.м.ф.н., доцент F.IT Ис- 
матуллаевга, ф.м.ф.н. С.А. Бахромовга \амда нашриёт ишларини амалга 
оширган профессор Н.А. Халиловга миннатдорчилик билдираман.
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О ДД И Й  ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  
ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН  К О Ш И  МАСАЛАСИНИ  

ЕЧИ Ш ДА ТАЦРИБИЙ М ЕТОДЛАР

Илмий ва татбикий масалаларда купинча шундай оддий диф­
ференциал тенгламалар учрайдики, уларнинг умумий ечими квад- 
ратураларда ифодаланмайди. Ечими ошкор куринишда топилади- 
ган дифференциал тенгламалар синфи нш,оятда тор. Масалан, 
содда куринишга эга булган

тенгламанинг умумий ечимини элементар функциялар оркали ифо- 
далаб булмайди. Бу ечим мураккаб тарзда каср тартибли Бессел функ­
циялари ёрдамида ифодаланади. Куп хрлларда ечимнинг х,атто шун­
дай тасвирини \ам билмаймиз. Шунинг учун хдм бундай тенглама­
ларни у ёки бу такрибий метод билан ечишга т\:три келади.

Такрибий ечим аналитик куринишда ёки жадвал шаклида изла- 
нишига кура такрибий методлар икки гуру^уа ажратилади: анали­
тик методлар ва сонли методлар.

Оддий дифференциал тенглама учун Коши масаласи ва чегара­
вий масала куйилади. Коши масаласи чегаравий масалага нисбатан 
анча енгилдир. Шунинг учун ^ам айрим лолларда чегаравий масала 
Коши масаласига келтириб ечилади. Биз бу бобда Коши масаласи- 
ни ечиш учун аналитик методлардан Пикар ва даражали кдторлар 
методини куриб чикамиз. Бошка аналитик методларни (Чаплигин, 
Ньютон-Кантарович, кичик параметр методларини) [7, 20, 33] 
дан куриш мумкин. Бу бобнинг бошца кисми сонли методларга 
багишланган. ЭХМ ларнинг ривожланиши билан аниклик тартиби 
юк,ори булган сонли методларга эътибор кучайди. Аммо аналитик 
методлар ^озир \ам i/з мо\иятини сакпайди, чунки Коши масала- 
сини куп цадамли айирмали методлар билан ечишда жадвалнинг 
бошидаги кийматларни топиш учун, одатда, аналитик методлар 
ишлатилади. Бу бобдаги такрибий методлар битта тенглама учун 
\ам, тенгламалар системаси учун \ам деярли бир хил кулланилади.



8 .1 -§ . К О Ш И  МАСАЛАСИНИ ТАЦРИБИЙ ЕЧ И Ш Н И Н Г  
АНАЛИТИК М ЕТОДЛАРИ

8 .1 .1 . К етма-кет яцинлашиш методи. Ушбу биринчи тартибли

£ = / ( * .« )  ( 1.1) 

дифференциал тенгламанинг

и(х0) = и0 (1.2)

дастлабки шартни цаноатлантирадиган ечимини топиш, яъни 
Коши масаласини ечишнинг гоя жи\атидан энг соддаси Пикар- 
нинг кетма-кет яцинлашиш методидир.

Методнинг мох,ияти куй ид а гида н иборат: Кошининг (1.1) — (1.2) 
масаласи ушбу

и(х) = и0 + (1.3)
•v0

интефал тенгламани ечиш билан тенг кучлидир. Аниклик учун х>х0 
деб оламиз (х< х0 \ол ^ам шунга ухшаш). (1.3) тенгликда и(х) 
номаълум функция урнига ихтиёрий функцияни, нолинчи яцинла- 
шишни, масалан, и{х) = ид ни цуйиб, интеграллаш натижасида би­
ринчи яцинлашишни \осил циламиз:

M,(j:) = ми +

Кейин (1.3) тенгликда номаълум и функция урнига топилган и, 
функцияни цуйсак,

X
и2(х) = и0 + J/(/,w,)dr

•v0

иккинчи яцинлашиш \осил булади. Бу жараённи давом эттириб, п- 
яцинлашиш учун

х
unix) = uo + { /( 'A , .,)<* («= 1,2,...) (1.4)

ч
формулага эга буламиз.

Фараз цилайлик, f (x ,и) ушбу шартларни цаноатлантирсин:
1) D = {0 < х — х0 < а, и~иа -  ^ } со\ада ^ар иккала аргументи 

буйича узлуксиз функция, бу ерда а ва b — цандайдир мусбат 
сонлар. Бундан



М = max I/(х, и)|
x . u s D '

мавжудлиги келиб чицади.
2) f ( x ,u ) функция D сохада и га нисбатан Липшиц шартини 

цаноатлантирсин, яъни шундай L сони мавжуд булсинки, ихтиёрий 
х, 0 < х — х0 < а ва и нинг иккита ихтиёрий й ва й,\й-щ\<Ь, 
й~и0  ̂b цийматлари учун

| / ( * > й ) - / ( х ,й ) |< 1 , |й - й |  (1.5)

тенгсизликбажарилсин. У \олда {ип(х)} кетма-кетликх0< х< х0 + h, 
бу ерда

A = min(fl,A) (1.6)

оралицда текис яцинлашиши ва лимит функция

w(;t) = limM„(x) (1.7)

(1.1)—(1.2) Коши масаласини цаноатлантириши дифференциал тенг­
ламалар курсида (мае. [41]) курсатилган.

Яцинлашиш хатолиги е„ (х) = |м(х)-и _ (х)| ни бахолаш учун (1.3) 
тенгликни (1.4) тенгликдан айирамиз, у *олда

х г

u{x)-U"(x)= _ J  dt.
•v0

Бу ердан xQ<х < х0 + h учун

х
£п (х) = М, {х)\ £ JI/(/,м)-/(г,м„., )|dt

хо

га эга буламиз. (1.5) Липшиц шартига кура

|/(/,m )-/(/,m „.,)| < L\u(x) - uii_, (х)| = Le„_, (х)

\осил булади. Демак,

'e„_x(t)dt (п=  1, 2, ...). ( 1.8)

Бу ерда £<>(*)= м(дг)_г'0 • Лагранж формуласидан фойдаланиб, х0 
< х < х0 + И учун

£„(.г) = |г/(х)-гу(х0)| = (.г-х0)||/'(^)|, (х0 <§ <х)

тенгликни \осил келамиз.



Бундан |» '(Y)| = |f (£,,»(4))| ^ M булганлиги учун

е Д )  < М ( х - х и)

тенгсизлик келиб чицади. Энди (1.8) формуладан фойдаланиб, 
цуйидагиларга эга буламиз:

X X
£, (х) < L | £ 0 ( t ) d t  <  L M  J { t - x 0 ) d t  =  L M

£2 (л-) < L j*£, ( t ) d t  <  j ( t - х 0 )~ d t  =  L2M

2 ’

(*-*о)3 
2-3 ’

е"(х) - Ж " 1 ^ ] Г  (« = 0,1,2,...). (1.9)

Охирги формуладан [дг0, х0 +  А] кесмада п -»  оо да ел(х) нинг 0 га 
текис яцинлашиши келиб чицади.

М исол. Кетма-кет якинлашиш методи билан

и' = 1 + ;с— и (1.10)

дифференциал тенгламанинг

и( 0) = 1
дастлабки шартини каноатлантирадиган такрибий ечими топилсин.

Ечиш. Дастлабки яцинлашиш сифатида ип(х) = 1 ни олсак, у \олда

m(jc) =  1 +  J(1 +  / - 1t ) d t

о
булганлиги учун куйидагиларга эга буламиз:

о 4 у

ИаМ=1 + ) ( ,-^ )л  = | + ̂ - ^ ,

V 2 V 3 , v n+l» (,г)=1 + — - — + ... + {-1)"+1- -̂---. (1.11)А ' 2! 3! Х ’ (я+1)!



Бешинчи яцинлашиш и5(х) нинг хатолигини ба^олаймиз. Ихтиёрий а ва b лар 
учун

Z) = {О < х < а, |м -1 |< б }  

со\ада (1.10) тенгламанинг унг томони

/  (jc, и) = \ + х  — и

аникланган ва узлуксиз булиб,

| / ( х , м ) <  1 1 + д г - и |  < |д - |  +  | и - \  | < а  +  Ь = М .

Агар а = 1 ва b =  1 деб олсак, у хрлда (1.6) тенгликка кура

Куриб чиккан мисолимиз нихрятда содда булиб, барча интег- 
раллар аникдасобланди. Амалиётда учрайдиган масалаларда интег- 
ралларни аник; ^исоблаб булмайди, уларни такрибий равишда то­
пиш керак, бу эса куп мехнат талаб кдлади. Шунинг учун \ам  кет- 
ма-кет як^инлашиш методи бошк,а методларни куллаётганда ёрдамчи 
метод сифатида ишлатилади. Кетма-кет як^инлашиш методини

дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун х,ам куллаш 
мумкин. Бунинг учун

булади. D сохада бизнинг *ол учун Липшиц доимийси

L=max|y;;(.t,M)|=i.

Энди (1.9) формуладан фойдаланиб, 0 < х < — да

ни \осил циламиз. Демак,

= max (.г) = ---------- = 4,34-10 5.
4  ; 360-64

( 1-12)

я(х0) = щ (1.13)



вектор-функцияларни киритиб, (1.12)—(1.13) векгор-дифференциал 
тенгламани ушбу

г
й(х) = И(х0)+  jf (x , i i )d x

хо

вектор-интефал тенглама шаклида ёзиб оламиз. У \олда и^  (х) 
(к = 1, 2, ...) кетма-кет яцинлашииилар

й(к)(х) = й0(х)+ | / ( / , й <*_|,)Л
*0

формула ёрдамида аникланади. Одатда, йт'(х) = й0(х) деб олинади.
8.1.2. Даражали цаторлар методи. Айрим \олларда биринчи \амда 

юцори тартибли оддий дифференциал тенгламаларни ечиш учун 
ечимни Тейлор ёйилмаси куринишида тасвирлаб, бу ёйилманинг 
маълум микдордаги \адлари сацианади. Даражали цаторлар мето­
ди бошца методларни цуллаш учун ёрдамчи метод булиб, даст­
лабки цийматнинг унча катта булмаган атрофида кулланилади. 

Ушбу

и1"* = /(дг,м,и',и",...,и,"~1)) (1.14)

и-тартибли оддий дифференциал тенгламанинг

И(*о) = иO’ w'(xo) = (а-0 ) = Мо"1> О -15)

дастлабки шартларни цаноатлантирадиган ечимини х0 нинг би­
рор атрофида топиш талаб цилинсин.

Фараз цилайлик, /(лг,и,ы',...,г/""") функция барча аргументла- 
ри буйича (x0,u0,u'q,...,Uq~i'>) дастлабки нуцтада аналитик булсин, 
яъни у шу нуцтанинг бирор атрофида даражали цаторга ёйилсин:

f(x,u,u,,...,ui'-") =

а0,ог,

бу ерда а 0, а ,, ..., а п манфий булмаган бутун сонлар булиб, 
С а узгармас коэффициентлар. У хдпда Коши-Ковалевская те- 
оремасига кура (1.14) тенгламанинг (1.15) шартларини цаноат­
лантирадиган и(х) ечими х0 нуцтада аналитик функция булади, 
шунинг учун \ам уни Тейлор цатори ёрдамида ифодалаш мумкин:



бу ерда \х-ха\< г  (1.16) цаторнинг дастлабки п та и(х0), 
и'(х0),...,и°’~"(х0) коэффициентлари (1.13) шартлардан топилади. 
Энди (1.14) тенгликни мураккаб функцияни дифференциаллаш 
цоидасига кура jc га нисбатан дифференциаллаб,

ни \осил циламиз (бунда цулайлик учун м(0) = и деб олинди). Бу 
ерда и(л) Урнига унинг цийматини (1.14) дан келтириб цуйиб, 
курамизки, м(л+ " микдор х ларнинг тула аницланган 
функциясидир. Уни У|(д:,м,и',...,м("'п) деб белгилаймиз, у хрлда

Шунга ухшаш (1.17) тенгликни л: га нисбатан дифференциаллаб,

ва им нинг урнига унинг цийматини (1.14) дан келтириб цуйсак,

га эга буламиз. Бу жараённи давом эттириб, курамизки, ихтиёрий 
(п + к) тартибли ^осила х, и, и’, и(,' п нинг тула аницланган 
функцияси булади. Кулайлик учун^ = /  деб олиб, (1.14), (1.17),
(1.18) тенгликларда х, и, и', ..., «‘" ''лар урнида дастлабки циймат 
х0, и0, и'0, н0("'" ларни цуйиб, цуйидагига эга буламиз:

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Энди (1.19) ни (1.16) га цуйсак,



Як,инлашиш радиуси гни аникдаш масаласи анча мураккабдир 
(к,. [30, 36]), бу масалани биз бу ерда царамаймиз. Агар (1.14) тенг­
лама чизикди булса, яъни

и 1п> =  Р 0(Х) +  р, ( х ) и  +  ... +

ва p,(x){i = 0, 1, ..., п) коэффициентлар х га нисбатан бутун функ­
ция булса, у \олда г = со деб олиш мумкин, яъни (1.16) даражали 
цатор барча х лар учун якдонлашади.

м И С О Л .  Ушбу

тенгламанинг
н(0) = 0, i/'(0) = 1

дастлабки шартларни каноатлантирадиган ечимининг даражали катордаги ёйил- 
масининг бир неча \адлари топилсин.

Ечиш.  (1.21) тенгламани иккинчи \осиласига нисбатан ечамиз:

Бу тенгликнинг \ар иккала томонини кетма-кет дифференциаллаймиз:

Энди (1.22) — (1.23) тенгликларда м(0) = 0, м'(0) = 1 кийматларни куйсак,

м'(0)=1, и’ (0) = 1,н'г (0)=0, и (0)= -1, и '  ( 0 )= -  10 

келиб чикади. Бу кийматларни (1.16) га куйиб, куйидагини \осил киламиз:

и ” -  x ii + и 2 -  1 = 0 (1.21)

и" = хи ' -и~  + 1. ( 1.22 )

и ш- и  + хи"-2ии\  

и п = 2 и "+ х и '”- 2  { и ')2 - 2  ии\ 

и к =Ъ ит + х и '' - 6 и 'и ”- 2  игГ , 

и1 =4*/' +Л7/' -6(и")2 -8i i u m- 2 u u "'.

(1.23)

векторларни киритиб, вектор шаклида ёзилган ушбу

тенгламалар системаси ва



дастлабки шартни каноатлантирувчи ечимни даражали катор кури­
нишида излаймиз. Бунинг учун /  (х,й) нинг /  (/ = 1,2,...,и) ком-

/ ~(0) \понентлари ух0,и J нуктада аналитик булишини фараз киламиз.
У хрлда (1.24) тенгламанинг (1.25) шартни каноатлантирадиган ечи­
ми х буйича аналитик булиб, куйидаги куринишга эга булади:

Бу ерда
0 ^

й(х0) = й{0\ й '  (х0) = /(х ,й <0))

(1.26)

булиб, ёйилманинг бошка коэффициентларини топиш учун (1.24) 
тенгликни мураккаб функцияни дифференциаллаш коидасига би­
ноан кетма-кет дифференциаллаймиз:

d2u 
dx2

= =  д£ .
дх ди dx дх

~ of\ d/i
дщ ди2 ди„

дй
dfn dfn с/,,
дщ ди2 дип

Бундан эса

келиб чикади. Шунга ухшаш кейинги й(р)(х0) (р = 3,4,...) \осила- 
ларни топиш мумкин. Шундай килиб, (1.26) формал каторни ту­
зиш мумкин. Бу каторнинг якинлашиш масаласи мураккаб булган­
лиги учун биз карамаймиз. Шуни \ам таъкидлаб утиш керакки, 
агар (1.24) тенглама чизикли

fx = A(x)u + f { x )

булиб, А(х) матрица ва f ( x )  вектор-функция х га нисбатан бу­
тун функция булса, у *олда (1.26) катор барча х лар учун якин- 
лашади.



8 .2 -§ . ТУРТТА Э Н Г  СОДЦА С О Н Л И  М ЕТО Д

Биз бу ерда энг содда ва аниклик жи\атидан купол рок, булган 
методларни куриб чикамиз. Бу методлар катта аник^икни талаб 
Килмайдиган ечимнинг такрибий кийматини унча узун булмаган 
ораликпа аниклаш учун ишлатилади.

8 .2 .1 . Эйлер методи (синиц чизицлар м етоди). Фараз килайлик,

u' = f (x ,u ) ,  и(х0) = и0 (2.1)

Коши масаласи ечими и(х) нинг ип(х), хп = xQ + nh (п = 1, 2,...) так­
рибий кийматини кадами h булган бир улчовли мунтазам турда 
аникланиши талаб килинсин. Куп такрибий методларни яратишда

«(*„+i) = «(*„) + J f{x,u(x))dx  (2.2)

тенгликдан фойдаланилади. Бу тенглик (2.1) тенгламани интег- 
раллашдан келиб чикади. Энди (2.2) тенгликдаги интегрални так­
рибий равишда чап тугри туртбурчаклар формуласи билан алмаш- 
тирамиз (7-бобга к ) ва и(хп) нинг такрибий кийматини уяоркали 
белгилаб, куйидагини \осил киламиз:

У п+\  =  Уп +  Ь Л х „, У „), П  =  0, 1 , 2 ,  ... (2 .3 )

Бу тенгликнинг геометрик маъноси куйидагидан иборат: М(х0, 
и(х0)) нуктадан утувчи и = и(х) интеграл эгри чизикни учлари 
Мп(хп, уп) нукталардан утувчи М0М1М2 ... синик чизик (Эйлер синиц 
hu3ufu) билан алмаштирамиз. Синик чизик бугинининг бурчак 
коэффициенти

^ p  = / ( w , ) -

Шундай килиб, Эйлер синик чизиги МпМп+1 бугинининг \ар  бир 
Мп учидаги йуналиши (2.1) тенглама интеграл чизигининг Мп нук­
тадан утадиган у'„ = f ( x n,y„) йуналиши билан устма-уст тушади. Би­
нобарин, уп ларни топиш учун ушбу формулаларга эга буламиз:

У ^ = У „  + А У„,

A yn= А/(х, у )  (п = 0, 1,2, ...).

Эйлер методининг камчилиги аник^икнинг пастлиги ва хато- 
нинг систематик равишда жамланишидадир.



Эйлер методининг якинлашиши ва хатолигини бахолаш масала­
сини куриб чикамиз [21]. Фараз килайлик,/(х, у)  каралаётган ора- 
ликяа х буйича узлуксиз булиб, и буйича Липшиц шартини каноат- 
лантирсин:

|/(х ,и 2) - /(х ,и ,) |<  Ь\иг -щ\ (2.4)

ва бундан ташкари,

С = ?L+ f % .  < n  (2 5)
dx  5x  J  d u

булсин. Энди

e„ =  Уп -  U(XJ  (2 -V

оркали y n такрибий ечимнинг хатосини белгилаймиз. У холда (2.2) 
тенгликдан куйидагини \осил киламиз:

■'/1+1
= £„+, ~ £п = У „  1 ~Уп~ j  f ( x , u ( x ) ) d x .  (2 7)

хп

Юкоридаги (2.3) ва (2.7) дан

х п+\

Ь е „ = ¥ { х „ , у „ ) ~  \ f ( x , u ( x ) ) d x  (2.8)
хп

келиб чикади. Охирги интегрални булаклаб интеграллаймиз:

л’л+1 ли+1
|  f ( x , u { x ) ) d x  = \ { x - x , ^ ) f ^ x"*' -  | ( x - x ^ ) ^ - d x ,  

бундан эса

f  f ( x , u ( x ) ) d x - h f ( x „ , u ( x n) )=  | ( .v - .v „ +l)Jo !v  (2 9)

келиб чикади. Энди Де/; ни куйидагича ёзамиз: 

t e , , = f l [ f ( x „ , y „ ) - f ( x „ , i i ( x n))] + hf (x„, u(x„) ) -  | f ( x , u ( x ) ) dx ,  

кейин
| / ( Л'„П'„ ) - /(* „ . «(*e))| ^ 1 \Уп - “ (-YJ |  ^ L\en\- 
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Липшиц шартидан фойдалансак,

Ае„ =heL\£„\  + hf(x„,u(x, l) ) -  | / ( х , м ( * ) ) е Ц | 0 | < 1) (2 . 10)
хп

ифода хосил булади.
Юцоридаги (2.5) ва (2.9) дан куйидаги ба\ога эга буламиз:

•wi
hf(x„,u(x„))~  |  f ( x , u ( x ) ) d x

j ( x - x ^ ) f x d x

£ I U -Л- ,\dx = -̂Nh2.

(2. 11)

Энди (2.10) ва (2.11) муносабатлардан

ба\они хосил келамиз. Маълумки,

k +, H £* H £„+i - £„l>
шунинг учун \ам

\ e J < { l  + hL)\e„\+ ' - N h \ (2.12)

яъни биз шундай муносабатга эга булдикки, у |е„| маълум булган­
да |е„+| | ни бахрлайди. Биз |е„ | учун шундай бахони топишимиз 
мумкинки, у фацат маълум мицдорлар орцали ифодаланади. 
Хацицатан хам,

a = \  +  Lh,  P  =  j N h 2, s 0 = 0  

деб олиб, (2.12) тенгсизликни

K *i|s «|e»| + ^ (« = 0,1,2,...)

куринишда ёзишимиз мумкин, бундан эса

| £ i | < / 3 , | £ 2 | < a | £ i |  +  / 3 <  /3(1 +  а ) ,

|е3| < a  |s2| + р < а р  (1 + а )  + /3 = р ( \  + а  + а 2),

|е;;| < /3( 1 + а + а ‘ + ... + а" ) = —



муносабатларга эга буламиз. Охирги тенгсизликда а  ва р ларнинг 
кийматини цуйсак,

цосил булади. Маълумки, барча t > 0 учун 1 + t<e? тенгсизлик урин- 
лидир, бундан ташцари, nh = х — х0 ни эслаб, методнинг хатоли­
ги учун натижавий ба\ога эга буламиз:

Бундан курамизки, И -» 0 да ел-» 0 булади. Шу билан бирга хар 
бир чекли оралицца h -» 0 да Эйлер методининг яцинлашиши 
келиб чицади.

Табиий равишда шундай савол тугилади: (2.3) муносабат хисоб­
лаш хатолигига нисбатан тургунми ёки йуцми, яъни хисоблаш- 
нинг бирор цадамида йул куйилган хато кейинги цадамларда че- 
гараланган булади ми ёки цадамнинг ортиши билан ортиб бора- 
дими?

Фараз цилайлик, бирор цадамда, масалан, >>0 нинг аницла- 
нишида

50 =  |.Уо “ З'о) 

хатога йул цуйган булайлик, у холда

У , = У о  +  и/ { х о .У о ) 

булиб, биринчи цадамдаги хато

5 i =  \У\ -  У\ I =  \уо -  Уо + h  [ /  С *о  ’Уо)  -  /  ( * 0  - Уо ) ] |  ^

^  <5 о + hLSo = (1 + AZ,)<5q

тенгсизлик билан аницланади. Шунга ухшаш

<5, = \у2 -_у2|<<5, +hL8\ = (l + AZ.)'<50,

8 „ = \ у „ -  y n\ < { \ + h L ) n 8й < е ш '-х°% .

Бундан курамизки, нолинчи цадамдаги хато кейинги кддамларда 
тартиб жих;атдан узгармай кдлар экан. Бу эса Эйлер методининг 
х;исоблаш хатолигига нисбатан тургунлигини курсатади.
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и = и -------- — —  , и  (о) —  I (2.13)и
Коши масаласи ечимининг жадвали Эйлер методи ёрдамида [0,1] ораликда И = 0,1 
кадам билан тузилсин.

Ечиш.  Такрибий хисоблаш натижалари 1-жадвапда берилган булиб, таккос­
лаш учун жадвалнинг охирги устунида ечимнинг аник, киймати келтирилган.

1-ж а д в а л
(2.13) дифференциал тенгламани Эйлер методи билан интеграллаш

п X и
/ ( * , « / )  =

- и - * '  - '• - ,и
A« = 0 ,1 /(.v,m) и = Vl + л*2

0 0 1 0 0 1

I 0,1 1 0,09 0,009 1,00499

2 0,2 1,009 0,16749 0,016749 1,01980

3 0,3 1,02575 0,255558 0,025558 1,04403

4 0,4 1,05131 0,27709 0,027709 1,07703

5 0,5 1,07902 0,38394 0,038394 1,11804

6 0,6 1,11741 0,43727 0,043727 1,16619

7 0,7 1,16118 0,48084 0,048084 1,22066

8 0,8 1,20916 0,51436 0,051436 1,28062

9 0,9 1,26050 0,53856 0,53856 1,34534

J0 1 1,31436 1,41421

8.2 .2 . Эйлернинг такомиллаштирилган методи. Бу методнинг асо­
сий гояси куйидагидан иборат: Аввало, х , =xn + \h  нуктадаги

У 1
"+2

нинг оралик, цийматини

У I = у,, + 7 hfn = Уп + \ hf  (х„. Уп) (2.14)

формула ёрдамида \исоблаймиз. Кейин fix, у) нинг 
урта нуцтада г и

/ \

* i>>\i  
"  2  2

* l-J 1П+~ П+—

2— М. Исроилов 17



кийматини \исоблаб, охирида

Уп+1 =Уп+¥  I (и = 0>!. 2. •••)

деб оламиз. Бу формула билан у  (х) нинг такрибий цийматини 
топиш Эйлернинг такомиллаштирилган методи дейилади. Бу ме­
тоднинг аницлиги Эйлер методига нисбатан бирмунча каттадир. 
Агар L, N[ ва N2 узгармас сонлар

I f
dx2

<N,
(2 .17)

тенгсизликлардан аницланса, у \олда 8.2.1 дагидек мулоцаза юри- 
тиб, Эйлернинг такомиллаштирилган методи учун куйидаги ба- 
\они чицариш мумкин [21]:

\ l+hl+-h2L2 |-1

Ы = к - Ф . ) И т ( ^ + й ) ' 1+0, ShL (2.18)

Бундан курамизки, \ар  бир берилган х учун ел хатолик h -» 0 да А2 
дек нолга интилади.

2-мисол. (2.13) тенглама и(х) ечимининг хп= 0,2 n (n = 1, 2, 3, 4, 5) нук^алардаги 
циймати (2.14) формула билан топилсин.

Ечиш.  Буерда h = 0,2,/(*,м) = и 

2-жадвалда келтирилган.

* -JC+1 деб оламиз. Хисоблаш натижалари

1-машц. (2.17) шарт бажарилганда (2.18) ба\о исботлансин.

(2.13) тенгламанинг ечимини (2.14)—(2.16) 
формулалар ёрдамида топиш

2 - ж а д в  ал

п “п \ b f n
х я+\ Ып+\ 

П+ 2
Лм* = hf  j 

П+2

0 0 1 0 0,1 1 0,018

1 0,2 1,018 0,01928 0,3 1,03728 0,05513

2 0,4 1,07313 0,03649 0,5 1,10962 0,06874

3 0,6 1,14187 0,04763 0,7 1,21061 0,11161

4 0,8 1,25348 0,05833 0,9 1,31181 0,12362

5 1,0 ' 1,37710



8.2.3. Эйлер-Кошининг такомиллаштирилган методи- Методнинг 
f o h c h  куйидагидан иборат: Олдин

= у„+ ¥„, L ,  = / ( ^ +1>Я+1) (2.19)

«купол як,инлашиш»ни, кейин эса изланаётган у(х) ечимнинг так­
рибий кийматини

Уп+1 -  y n+ \ { f n + fn) (2.20)

формула ёрдамида аниклаймиз.
Фараз кдпайлик, L ва N2 микдорлар (2.17) муносабатларни 

каноатлантирсин ва М, Mv М2 узгармас сонлар

И *  л/, < М., <М, (2.21)

тенгсизликлардан аниклансин. У хдгтда (2.18) батога ухшаш (2.20) 
такрибий ечимнинг хатолиги учун куйидаги ба^о уринлидир [21]:

е < —  I «I 12 + 3 (М, + ММ, ) " |Г ( Ь ° ^
L v 1 г )  Vl-0,5 hL

-1 (2 .22)

3-мисол. хп-  0,2 п (п = 1,2, 3,4, 5) нуцталарда (2.13) тенглама ечимининг 
такрибий кийматлари (2.19)—(2.20) формулалар ёрдамида топилсин.

Хисоблаш натижалари 3-жадвалда келтирилган.
3 - ж а д в а л

п * /2 Jn
*„+i - f2 •'Л+1 -  f f2*п + Jn+1

0 0 1 0 0,2 1 0,016 0,016

1 0,2 1,016 0,01892 0,4 1,05384 0,03327 0,05219

2 0,4 1,06819 0,03649 0,5 1,10962 0,06874 0,08293

3 0,6 1,15112 0,04909 0,8 1,24930 0,05770 0,10679

4 0,8 1,25791 0,05901 1 1,37593 0,06491 0,12392

5 1 1,38183

Энди 1- ва 2- жадвалларни солиштириб курсак, 2-жадвалда И кадам икки 
марта катга булса \ам топилган такрибий кийматлар аникрокдир.

Бу ерда \ам шуни айтиш керакки, кддамнинг икки марта катталигига кара- 
масдан 3-жадвалдаги натижа 1-жадвалдагидан яхшидир.

2 - м а ш к- (2.17) ва (2.21) шартлар бажарилган деб олиниб, (2.22) ба\о исбот- 
лансин.



8 .2 .4 . Итерацион ишлов берилган Эйлер-Кошининг такомиллаш­
тирилган методи. Бу методнинг мо\ияти шундан иборатки, ушбу

«купол як,инлашиш»ни олиб,

(2.23)

итерацион метод кулланилади.
Иккита y (kJ ва кетма-кет якинлашишнинг мос равишда- 

ги унли ракамлари устма-уст тушгунга кадар бу итерацион жара- 
ённи давом эттириш керак. Шундан кейин

деб олиш лозим, бу ерда иккита у 1̂\ ва y^j'1 нинг устма-уст 
тушган кисми. Борди-ю, уп такрибий кийматга итерацион ишлов 
бераётганда уч-турт итерациядан кейин керакли микдордаги унли 
ракамлар устма-уст тушмаса, у холда И кадамни кичрайтириш ке­
рак. Шуни хам таъкидлаб утиш керакки, хар бир кадамда хатолик 
А3 тартибга эга булади, шунинг учун хам хисоблашларда итерация 
жараёни кенг кулланилади.

4-м исо л. Итерацион ишлов бериш методи билан (2.13) тенглама ечимининг 
х = 0,1 нуктадаги и{0,1) кийматининг 5 та хонаси устма-уст тушадиган аникликда 
топилсин.

Ечиш.  Бу ерда h = 0,05 деб оламиз, /(х0, и0) = ДО; 1) = 0 булганлиги учун 
= у0 = 1 деб, ушбу методдан

га эга буламиз.
Итерацион жараённи тузатамиз:

V,01 = 1 + 0,025 1 -
0,05(0,05-1)+!

= 1,001188;



Ш ундай килиб , у, = и (0 ,05 ) = 1,001248 га эга булдик. Энди x f = 0,05 ва 
у, = 1,001248 деб олсак, у \олда

/(■V ,) = > r '(y i:>- =  0.'049935 
’ 1

булиб, (2.23) итерацион жараён куйидагича ёзилади:

у™  = 1,001248 + 0,025 п (V—I)

Бу ерда куйидагиларни \о си л  киламиз:

.1-2 1 = 1,004806; y j2* = 1,004975; = 1,004983; =  1 ,004985.

Бир хонага яхлитлаб олсак, (0,1) = 1,004982 га эга буламиз. А ник кийм ат эса 

и (0,1) = 7 1 + (0,1)2 = 1 ,004975.

8.3-§. РУНГЕ-КУТТА МЕТОДЛАРИ

8.3.1. Умумий тушунчалар. Куйидаги

u' = f(x,u),u(x0) = u0 (3.1)

Коши масаласининг аник, ечимини ы(х) орцали белгилаймиз. Ка­
ралаётган сохада Дх, и) етарлича силлик, функция булсин, у холда

и ( х ,) -  и (х 0 ) = £  ~  и[к ] U ) + 0 { h S+' ),
*■* ' (3.2)

(.v, = х 0 + h , h >  0).

Энди м(х,) нинг такрибий цийматини мерцали белгилаб, (3.2) 
тенгликда крлдик, \адни ташласак,

S hk
Д « о = « , - и 0 = Х 7 Т ма1(дГ») (3-3)*=1

ёйилма \осил булади. Бу ёйилмадаги w '(x0) ,  i/" (x0), ... хосилалар
(3.1) тенгликдан аникланади. Кейинги хисоблашларга кулайлик 
тугдириш учун ушбу операторларни киритамиз:

D = ~  + f 4 - ,сх си

D 2 = ^  + 2 /  —  + / 2 - ^ ,  (34)
av2 J дхди J ди1 

>̂5 = + 3 / ^ + З/ 2 + / 31 - ,
СХ' сх си схс~и с и



бу ерда/ =  /(х , и) (3.1) тенгламанинг унг томони. Бу операторлар 
учун куйидаги тенгликлар уринлидир:

D { v  + z)  = Dy + Dz, 
D (yz )  = zDv + yDz,

D ( D z ) = D 2z + D г Ё . ,
4 '  C l i

D ( D 2z) = D 3z + 2 D f D ^ j ,

(3.5)

M аш Барча натурал m > 2 сонлар учун (3.5) тенглик исбот килинсин.

Мураккаб функцияни дифференциаллаш коидасини куллаб,
(3.1) тенгламадан ва (3.4) тенгликлардан кетма-кет куйидагилар­
ни топамиз:

Бу тенгликларнинг унг томони (х0, м(() нуктада хисобланган деб 
караймиз. Шундай килиб, (3.3) сйилмадаги барча «'*’(*,,) \осила- 
ларни назарий жихатдан хисоблаш мумкин. Аммо (3.6) форму- 
лалар нокулай ва катта булганлиги сабабли уларни Ди0ни топиш 
учун амалиётда бевосита куллаш мушкулдир.

Рунге Дм0ни хисоблаш учун (3.3) нинг урнида рп. узгармас ко­
эффициентлар билан олинган

СХ ' си
(3.6)

u '  = D ( D f )  = D 1f  + eJ - D f ,v 7 ‘ си (3.7)

(3-8)

k[h) = hf (с,, /j.) ( / = 1, 2, . . . ,  г)

Дни = ( h ) + p r2k2 {h) + ... + р п.к, (А) (3.9)



чизикди комбинациясини олишни таклиф этди, бу ерда

=*„ + аД  а, = 0,

Ч = “о + РА {h)+Pnk2 (А)+••• + А.г-Л-1 (А)

ва а(, ри—  узгармас сонлардир. Шундай цилиб,

^ ( h )  = hf (x0,u0),

k2 ( h )  =  h f ( x 0 + a 2h,

k} ( h) = hf {x0 + a }h, u0 + P 3lkt + P32k2 ) , (3.10)

М Л) =  A/ ( * 0 + a A  M0 +  P r \ K  +■■■+ P r . r - l k r - \ i h ) ) -

Бу ерда a(., p ;j лар маълум булса, h ни танлаб, кетма-кет к .(И) 
ларни хисоблаш мумкин. prj, х, р параметрлар шундай танлан- 
ганки, ихтиёрий /(х , м) функция ва ихтиёрий h цадам учун (3.3) 
ва (3.7) ёйилмаларда h нинг имкони борича юцори даражасигача 
булган \адлар устма-уст тушсин. Бошцача айтганда,

хоссаларга эга булиб. ргГ а., р.. лар шундай танланиши керакки, 
ихтиёрий И ва f(x, и) учун s мумкин цадар катта булсин. Рунге- 
Кутта методининг хатолиги, яъни и(х{) — и0 билан (3.9) формула 
ёрдамида хисобланган унинг тацрибий циймати орасидаги фарц 
а̂р бир цадамда

га тенгдир. Бу ерда 5 — Рунге-Кутта методининг аницлик тартиби. 
(3.9) куринишидаги формулалар Рунге-Кутта формулалари дейи­
лади. Методнинг асосий гояси Рунге (1895) томонидан таклиф 
этилган булиб, кейинчалик биринчи тартибли тенглама учун Хейн 
(1900) ва Кутта (1901) янада такомиллаштирдилар, Нистрем, Цур- 
мол ва бошцалар юцори тартибли тенгламалар учун цулладилар. 
Биз цуйида бу методнинг айрим хусусий холларини куриб чица- 
миз. Бу методнинг умумий холларини [7,13] дан цараш мумкин.

<pr (h) = ti(xl ) - u a - Y j p nki (h)
/=1

функция

<Р, ( 0 )  =  (р'г ( ° )  =  -  =  Ф|0) ( ° )  =  ° ’ ф! 1)(0' *  0

(3.11)



8.3.2. Биринчи тартибли Рунге-Кутга методи. Бу холда г = 1 булиб, 

(pl (h) = u(x0 + h ) - u ( x 0) - p uhf (x0,u0),

<p'](h) = u'(x0+h)-puf(x0,u0) 
муносабатлар уринли булади. Бундан h =  0 да 

< (̂0) = M'(*o)-Pn/(Wo)
тенгликка эга буламиз. Ихтиёрий /учун фацат pn= 1 булгандагина 
(р[ (0) = 0 булади. Нихоят,

<р,'(0) = м'(л:0)

булганлиги туфайли, умуман айтганда, нолга айланмайди. Шун­
дай кдлиб,

Au0 = h / ( x 0,u0) (3.12)

такрибий формула хар бир цадамда

(х0 < £ < *0 + h)

хатога эга. (3.12) формула 8.2-§ даги Эйлер формуласи билан уст­
ма-уст тушди. Эйлер формуласи Рунге-Кутта формуласининг энг 
хусусий \оли булиб чикди.

8.3.3. Иккинчи тартибли Рунге-Кутга методи. Бу ерда г = 2  булиб,

(р2(А) = г/(х0 + А)-г/0-[/?21£, (А) + рггкг (А)],

Фг ( ° )  =  и '{.хо ) ~ \ _ Р п К { ® )  +  Ргг^'г ( ° ) ]  =  f a  ~ [ P i \ f o  +  P n f o ] '  (3 -13)

<Р' (°) = и’ {хо )-[Л|*Г(°) + РиК (°)]
тенгликлар бажарилади. Шундай цилиб, <р2 (0) = 0 булиб, <р2 (0) = 0 
булиши учун

Рц +Рп = 1
тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. (3.10) тенгликдан кури- 
ниб турибдики, £,"(0) = 0 ва £'(0) ни топиш учун k2(h) ни даража­
ли цаторга ёйиб, А2олдидаги коэффициентни топиш керак:

kA h) = ¥{хо + xih ио + Р21 ¥о ) =
= h /о + * ( « 2  ^  + P 2I Jo ^ ) f  + y ( a : I  + P J 0 ~ )  /  + - (3.14)



Энди (3.6) ва (3.15) ни (3.13) га куйиб, курамизки, <р2 нолга 
айланиши учун

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Курсатиш мумкин- 
ки, умуман айтганда, <р"(0) нолга тенг эмас. Шундай цилиб, p2V 
р22, а2, /321 ларни

шартлардан аницлаб олсак, хар бир цадамдаги хатолик учун

га эга буламиз. (3.16) дан курамизки, р22 * 0, а2* 0, /32| * 0, а, =Р2Г
(3.16) тенгликлар эса 4 та номаълумли 3 та тенгламалар система- 
сидан иборатдир. Шунинг учун хам у чексиз куп ечимга эга. Барча 
ечимлар учун хатолик (3.17) га тенг. Амалиётда (3.16) система­
нинг шундай ечимларини танлаш керакки, хисоблаш учун цулай 
формулаларни берсин. Биз шулардан икки вариантини оламиз.

Биринчи вариант. а2 = /32|= 1 булсин, у холда р22 = р:1 = 2 булиб, 
цуйидаги формулаларга эга буламиз:

такрибий формула келиб чикади.

8.3.4. Учинчи тартибли Рунге-Кутга методи. Бу холда г = 3 булиб,

Р и  + Р п  = 1 >

(3.16)

л2(а) = ^ф*(«) (3.17)

Дм0 = +к2), = hf ( x0,u0), к2 = hf  (хп + h,u0 + к{). 

Иккинчи вариант. а2 = р2] = |  ва рп=  1, /?21= 0 булса, 

Дм0 Z k 2, k t = h f ( x 0,u0) , k 2 =  +  ^ ,  и0 + у j

<р,и)  (0 )  = м У - [ р ^ 1 ( 0 )  +  p , A J) (0 )  + Л з ^ ’ ( 0 ) ]  ( j  =  1 ,2 ,3 ) (3 .18 )



тенгликлар уринлидир. Энди (3.18)тенгликларда k\J) (0) (ij = 1,2,3) 
ларнинг ифодаларини топиб келтириб куйсак, у хщда ср'ъ (0) = <р"(0) = 
= (р*(0) = 0 тенгликларнинг бажарилиши учун ушбу системани ^осил 
к̂ иламиз:

— Pl\.
= Ру I + Рз2 »

Рг\ +  Ръг +  Ръъ ~  1»

а гРъ2 + а з /7зз =  2 5 

а гРгг  +  “ з Л з  =  \3’

(3.19)

Бу система 6 та тенгламадан иборат булиб, 8 та номаълумга эга, 
шунинг учун хам бу системанинг ечими чексиз купдир.

Иккита вариантни курам из:
а) Аввало, а2 = р2] = а3 = 1 деб оламиз. У холда осонлик би­

лан куриш мумкинки, (3.19) системанинг колган номаълумлари

(3.20)

/3,. = = р}, = 7 ,р„ = \ га тенг булади. Шундай килиб,6 3

Дм0 =  б (А, + 4А, + к3)

такрибий формулага эга буламиз, бу ерда

К = h f ( x 0,u0) , k 2 =А/(х0+|л, K0 + i*,J,

k y = h f  ( х 0 +  h, и0 - к \ + 2 к 2 ).

б) Энди 

деб олсак, у холда

булиб,

о 1 з
«2 =Рг\ = 2 ’“-’ = 4

Ап _  0 ’Pi2 ~  4 ’ Pit  -  9 >

Au0 = (2k { + 3k2 + 4 A:,)

такрибий формула келиб чикади, бу ерда
к| = hf (x0,u0) , k 2 = h f [ x 0 + ~ , u 0 + ^  j ,

*з=А/(*о + А̂> м0+ |а 2).



Хар иккала (3.20), (3.21) такрибий формуланинг хатолиги

8.3.5. Туртинчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бунда г = 4 булиб, 
такрибий формуланинг параметрларини аниклаш учун куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

“ 2 = 021* 
а 3 =  0 3 1  +  0 3 2 ’

®4 = 4̂1 042 043’
Рм+Рп+Рлз+Рм = 1>

а2А,2 +03/743+04/744= - ,

о-1Рк+а1Рк+а1Ри=\, 

а 2 Д»2 + а3 Аз + алРм =  ̂’ 

a2PllP* +«2042^44 +«3043^44 =  ^  

а 2О:3 032/,43 "*■ <*2®4042/,44 ^З®4043/^44 =  g •

«  : 032 />43 +  «; 042 />44 +  а  J 043 />44 =  ^  ’

(3.22)

О£203204з/,44 24'

Бу системада \ам номаълумларнинг сони тенгламалар сонига нис­
батан иккитага купдир. Амалиётда энг куп кулланадиган туртинчи 
тартибли формула

Ди0 = (/г, + 2*, + 2*3 + *4) (3.23)

булиб, бу ерда

к{ = h f ( x 0,u0), k2 = h f [ x li + ^h,u0 + ^ k ) ) ,

*з = А/(*о+}*>«<>+ |* 2)> *4 = ¥ К +/г,м„+*з)- 

Иккинчи формула сифатида

(3.24)



к, = h f ( x u,u0) , k 2 = h f { x a+~h , u0+ X- k ^ ,

ki=hf[x« + \ h'u« ~ \ ki + ̂ )>

К =¥{ха+Киа+̂ кг+̂ къ̂.

Бу формулалар биринчи марта Рунге (1895) томонидан таклиф 
этилган булиб, уни Кутта (1901) ривожлантирди, Гилл (1951) цайта 
урганиб чицди. Хисоблаш амалиётида Рунге-Кутта методлари ора­
сида туртинчи тартиблиси кенг кулланилади.

У ёки бу Рунге-Кутта методини куллаш натижасида Ди0 нинг 
такрибий кийматини ва натижада м, =и(х0 +h) ни топамиз. Кейин 
дастлабки кийматлар сифатида дг, =хй+И ва и, =и(х0 + /?)ни олиб, 
яна бир h ёки бошца А, фЪ цадамга силжитишимиз мумкин. Бу 
жараённи давом этгириб, изланаётган ечимнинг цийматларини ке­
ракли нуцталарда топиш мумкин.

1-м и с о л. [0; 0,4] ораликда (3.23), (3.24) формулалар ёрдамида h -  0,1 цадам 
билан

и - 2хи, //(о )  = 1
Коши масаласининг ечими топилсин.

Е чиш . Жараённинг бошланишини курсатамиз:

кх = 2A.r0i/0 = 0,1 • 2 • 0 • 1 = 0,

к2 = 2*^0 + ~ | |н0 + -U, j = 0.1 • 2 • 0,05 = 0,01,

А, = 2й |х 0 +  | ) ( « о  +  7 ^ ; )  = 0,1-2 0,05 1,005 = 0,01005, 

к4 = 2/?(.*„ + h) (u0 + к3 ) = 0,1 • 2 ■ 0.1-1.01005 = 0,020201.

Бу ердан

Д и0 = -(0+20,01+20.01005+0,020201) = 0,01005 
6

ва натижада г/, = и0 + Аи0 = 1 + 0,01005 = 1,01005.

Крлган яцинлашишлар \ам  шунга ухшаш хисобланади. Хисоблаш  нати­

жаси 4-жадвалда келтирилган. Ш ундай цилиб, £/(0,4) = 1,173510. Таццослаш  

учун и = е х аниц ечимни келтирамиз, бундан



(3.27) Коши масаласини (3.23), (3.24) формулалар ёрдамида ечиш

п А' и it =  0,1 -2 хи А и

0 0 1 0 0,00000
0,05 1 0,01 0,02000
0,05 1,005 0,01005 0,02010
0,10 1,01005 0,020201 0,020201

\ -0,060301 = 0,01005 
6

1 0,10 1,010050 0,020201 0,020201
0,15 1,020150 0,030605 0,061200
0,15 1,025352 0,030706 0,061521
0,20 1,040811 0,42039 0,041632

— • 0,1841563 = 0.030760  
6

2 0,20 1,040810 0,041632 0,041632
0,25 1,061620 0,053081 0,106163
0,25 1,067351 0,053368 0,106735
0,30 1,094178 0,065651 0,065651

— -0,320181 = 0,053363 
6

3 0,30 1,094174 0,065650 0,065650
0,35 1,126999 0,078890 0,157780
0,35 1,133662 0,079353 0,158707
0,40 1,173527 0,093882 0,093882

— • 0,476019 = 0,079336 
6

4 0,40 1,173510

8.3.6. Рунге-Кутта методининг цадамдаги хатолиги. Рунге прин­
ципи. Бибербах [57] Тейлор формуласи буйича ёйилмадан фойдала­
ниб, и = f(x,u) тенглама учун Рунге-Кутта методининг хатолиги­
ни бахолаш мацсадида ушбу

тенгсизликни топган эди, бу ерда М ва N  шундай танланган сон- 
ларки, |.v -.Y 0|< a , | u  —м0| < 6  сохдца



|х -х0|Л/ < 1 ,aM < b

муносабатлар бажарилиши керак.
Агар / (х, и) мураккаб аналитик ифодага эга булса, бу форму­

ладан фойдаланиш куп кийинчиликлар тугдиради. Шунинг учун 
\ам амалиётда хар хил билвосита усуллардан фойдаланилади. К,а- 
дамни кичрайтириш хисобига аникпикни ошириш учун |кг -£ 3| ва 
|&, -fc2| айирмаларни тузиб, буларнинг биринчиси кейингисининг 
бир неча фоизини ташкил этиши талаб килинади. Агар бу шарт 
бажарилмаса, у холда кадамни кичрайтиришга тугри келади.

Шунинг учун хам т-̂гК2 *3
мумкин [21]. Фараз килайлик, тартиби s булган Рунге-Кутга мето­
дини куллаётган булайлик ва х ечимни кидираётган нукта булсин. 
Бу ечимни, аввало, h кадам билан, кейин 2И кадам билан топамиз. 
Кддам h булганда х, = х0 + h нукга учун (3.11) формулага кура

u(xl ) = ul + A h " \ A  = (̂ ± , 0 < ! ; < h

муносабатга эга буламиз. Бу ерда хатолик Ahs+I га тенг. Хатоликни 
х = x0 + 2h нуктада хомаки хисоблаш учун хар бир кадамда хато­
лик h*+l га пропорционал деб фараз киламиз, у холда х нуктада 
хатоликнинг жами 2AhsH булади, яъни

и(х) = и(2) + А 2Н*1 (3.28)

муносабат келиб чикади. Агар биз хисоблашни 2h кадам билан ба- 
жарсак, у холда х = х0 + 2h нуктада хатолик A{2h)sM булиб,

u{x) = uw + A 2̂ xh^' (3.29)

тенгликка эга буламиз.
Энди (3.28) ва (3.29) тенгликлардан хатоликнинг бош хадини 

хосил киламиз:
„121 Ш

ul'] - u ( x ) =  -y l i  (3.30)

Бу тенглик Рунге принципи петляли. Уни куйидагича тавсифлаш 
мумкин: Аниклик тартиби s булган Рунге-Кутга методининг И кдцам-

сонни «сезувчанлик улчами» деб караш



даги хатосини топиш учун бу ечимни 2И кадам билан топиш керак. 
Изланаётган хатолик ечимнинг h ва 2h кадамдаги кийматлари айир­
маси модулининг 2' - 1  га булинганига тенг. Топилган такрибий кий­
матнинг аниклигини орттириш максадида топилган такрибий кий­
матга хатолик бош хддининг микдорини кушиш керак:

м(х)£м,|) + ̂ ^ .  (3.31)

Агар (3.30) ифоданинг абсолют киймати берилган аникликдан 
кичик булмаса, у холда И кадамни икки марта кичик килиб олиш 
керак.

М а ш ц . 1-мисолдаги кадам бу бандда айтилган шартларни каноатлантири- 
ши курсатилсин.

8.3.7. Кутта-Мерсон методи. Рунге принципига асосланиб h 
Кадамни Узгартириш усули куп мехнат талаб килади. Мерсон 1958 
йилда Рунге-Кутта методини узгартириб, бошкача куринишда так­
лиф этди. Бу метод аникдикка эришиш учун h кадамни автоматик 
равишда ва зудлик билан танлаш усулини беради. Бу формула куйи- 
дагидан иборат:

бу ерда
A40=^(kt+4k4+k5) + 0{hs), 

k i =  j A/ ( * o > Mo)>

кг = - ^ / ( x 0 + jA, m0 + * i ) ,

къ=\ьг[хй+\и,и, + \к{ +х-кг\ 

к4 = \ hf[x0+jh,u0+^kl+^k3y
к5 = \hf{x0+h, - f  +6*4).

(3.32)

(3.33)

Ушбу методнинг устунлиги шундан иборатки, h нинг юкори дара­
жаларини уз ичига олган каторнинг хадларини ташлаб юбориш хисо- 
бига хосил булган е хатолик

5е = *,-!*з+4*4- 1 *5 (3.34)

формула билан аникланади. Шу билан бирга h кадамни узгартириш 
мезони куйидагидан иборат: агар (3.34) ифоданинг микдори берил-



ган е хатоликка нисбатан 5 мартадан куп булса, у \олда цадамни 
икки марта кичик цилиб олиб, х,исоблашни цайтадан бажариш ке-

у \олда h цадамни икки марта ошириб, хисоблашни такрорлаш 
керак. Мерсоннинг тасдигига кура, бу метод доимий И цадам би­
лан олинган стандарт Рунге-Кутта методига нисбатан \исоблаш- 
ларни 20% га цисцартиради.

М а ш  к* 1-мисол Мерсон методи билан ечилсин.

8.3.8. Оддий дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун 
Рунге-Кутта методлари. Нормал куринишда ёзилган биринчи тар­
тибли оддий дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун 
Хам юцорида келтирганимиздек иш тутиб, параметрларни аниц­
лаш учун алгебраик тенгламалар системасини чицариш мумкин 
[7]. Лекин бу ерда хосил буладиган ифодалар мураккаб ва алгеб­
раик системадаги тенгламаларнинг сони хам куп булади. Шунга 
ухшаш

w-тартибли оддий дифференциал тенгламалар учун хам Рунге-Кут­
та методлари ишлаб чицилган [7].

Маълумки, алмаштиришлар бажариб, (3.35) тенгламани диффе­
ренциал тенгламалар системасининг нормал шаклига келтириш мум­
кин. Биз юцорида к(к = 1 ,2 , 3,4) тартибли Рунге-Кутта методи­
нинг формулаларини чицарган эдик. Бу формулаларни бемалол тенг­
ламалар системаси учун хам цуллаш мумкин.

Фараз цилайлик, ушбу

дастлабки шартларни цаноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
цилинсин. Мисол учун биз бу ерда (3.23), (3.24) формулаларни 
цуллаймиз. Битта тенглама булган холга ухшаб параллел равишда 
Аи0, Д^ сонларни аницлаймиз:

рак; агар унг томон берилган б аницликдан марта кичик булса,

(3.35)

u' = ft ( x , u , z ), z ' =  / 2 ( x , u , z )

тенгламалар системасининг

и (х0) = и0, z ( x0) = z0

Ди0 —  ̂(А", + 2к: + 2 к} + к4), 

Д70 =1(/,+2/2+2/3+/4),



*, = hj\(x0,u0, z a), /, = hf2(x0,u0, z 0),

к2 =Ayi(-v0 + ̂ ,M0+ ^ ,z0 + j ),/2 =/j/2(jc0 + |,M0 + y ,z0+ |) ,

= h!\ (*o + p » o  + y - ’zo+ 2 ) ’ /3 = A/2 |.r0 + ” ,M0 + =̂- ,z0 + y j .

*4 = t y t {x<>+ h,u0 + k}, z 0 +l 3) ,  /4 =hf 2(xa +h,u0 + ki , z 0+l i ).

Натижада
м, = u 0 +Au0, z, =  z0 + A z0

га эга буламиз.

3 -м и с о л . Рунге-Кутта методи билан царшилик курсатувчи мухитда маятник- 
нинг тебраниш тенгламаси

. dip
— f  + 0 ,1 - ^ + 5  sin<p = 0 (3.37)
dr

нинг <р(0) = 0,2, ip(0) = 0.1^0 =
d(p'
"If

дастлабки шартларни цаноатлантирадиган ечими топилсин.

Е ч и ш . Ушбу алмаштиришни бажариб, (3.37) тенгламани

ф=у/,

y/=-(5sin<p+0,ly/). <р(0)=0,2; у/(0)=0,1

тенгламалар системаси шаклида ёзиб оламиз. Хисоблашларни (3.36) формула 
ёрдамида бажарамиз. Бу ерда \ам  кадамни h = At =  0,1 деб оламиз. Бизнинг холда 
к{ ва /. куйидаги формулалар ёрдамида аникланади:

(3.38)

кх = 0, li//Q, /, = -0,1 (5 sin <р0 + 0 ,1у/0 ) ’

к 2  = 0 ’ 1( v / o +  = _ 0 ’1 5 s i n (<Po + y )  +  0 ’ 1( v ' o  +  ^ )

к ъ = 0 ’ 1 ( ^ о  +  у ) - / з = "°’1 5 s i n  +  - у  j  +  °’1 [ v  о +  у  j  

^ 4  =  0 ,1  (у/0 + /3 ) ,  /4 =  - 0 , 1  5 s in  |<р0 +  —  j  +  0 ,1  (v /q  +  /3 )

Х исоблаш  натижалари 5-жадвалда келтирилган. Жадвалдан курамизки, 
ср(0,1) = 0,204939; ф (0 ,2 )  = 0 ,198059 .

3— М. Исроилов 33



(3.38) дифференциал тенгламалар системасини Рунге-Кутта методи билан интеграллаш

п / 9 V к =  ОД ц/ / = 0,1 ф &<Р Д(//

0

0
0,05
0,05
0,1

0,2
0,205
0,202492
0,204886

0,1
0,049832
0,048859

-0 ,0 0 1 0 4 4

0,01
0,004983
0,004886

-0 ,0 0 0 1 0 4

-0 ,1 0 0 3 3 5
-0 ,1 0 2 2 8 2
-0 ,1 0 1 0 4 4
-0 ,1 0 1 7 3 8

0,010000
0,009966
0,009772

-0 ,0 0 0 1 0 4

-0 ,1 0 0 3 3 5
-0 ,2 0 4 5 6 4
-0 ,2 0 2 0 8 8
-0 ,1 0 1 7 3 8

i • 0,029634 = 
= 0,004939

~  (-0,608725) = 
= -0 ,101454

1

0,1
0,15
0,15
0,2

0,204939
0,204867
0,202323
0,194647

-0 ,0 0 1 4 5 4
-0 ,0 5 2 3 2 4
-0 ,1 0 2 9 2 2
-0 ,1 0 0 8 9 8

-0 ,0 0 0 1 4 5
-0 ,0 0 5 2 3 2
-0 ,0 1 0 2 9 2
-0 ,0 1 0 0 9 0

-0 ,1 0 1 7 3 9
-0 ,1 0 1 1 9 5
-0 ,0 9 9 4 4 4
-0 ,0 9 5 7 0 1

-0 ,0 0 0 1 4 5
-0 ,0 1 0 4 6 4
-0 ,0 2 0 5 8 4
-0 ,0 1 0 0 9 0

-0 ,1 0 1 7 3 9
-0 ,2 0 2 3 9 0
-0 ,1 9 8 8 8 7
-0 ,0 9 5 7 0 1

-0 ,041283 • \  = 
6

= -0 ,006880

-0 ,0598717 • ~  = 
6

= -0 ,099786

2 0,2 0,198059 -0 ,1 0 1 2 4 0 -0 ,0 1 0 1 2 4 -0 ,0 9 7 3 7 1 -0 ,0 1 0 1 2 4 -0 ,0 9 7 3 7 1



8.3.9. Бир цадамли методларнинг яцинлашиши. Бу бандда (1.1) Коши 
масаласини сонли ечишда ишлатиладиган турли методларнинг шун­
дай гуру^ини куриб чицамизки, бунда и (*;) (х0 < < хп < х0 + х) 
цийматларнинг у яцинлашишлари кетма-кет \осил булсин. Фараз 
цилайлик, т белгиланган булиб, сонли интеграллаш жараёнида барча 
j > т учун у. нинг цийматлари цандайдир функционалнинг цийма- 
тидек аницпансин:

(3-39)

Сонли интеграллашнинг бундай усули т цадамли метод дейилади. 
Юцорида куриб чицилган методларнинг барчаси ушбу умумий ху- 
сусиятга эга: тацрибий ечимнинг кейинги нуцгадаги циймати ечим­
нинг фацат олдинги нуцтадаги цийматига боглиц равишда аниц­
ланган эди, демак, бу усулларга мос келадиган х,исоблаш форму- 
лаларини (3.39) куринишда ёзадиган булсак, т = 1 булган \олга 
тугри келади. Бундай методлар бир цадамли методлар дейилади.

Шу пайтгача биз бир цадамли методларнинг фацат бир цадамда- 
ги хатолигини текширган эдик. Энди бир цадамли методларнинг 
умумий хатолигини ба^олашни ва унинг яцинлашишини куриб чи- 
цамиз. Бир цадамли метод учун (3.39) формула цуйидаги куриниш­
га эга:

«,+| = F ( f ; x j ,hJ,uJ), hj = Xj+1- X j .  (3.40)

Реал ^исоблашлар натижасида топилган у яцинлашишлар (3.40) 
муносабат билан эмас, балки

J V , = F { f >xj> hj >Уi )  + s j+ I (3 -4 1 )

муносабат билан боглангандир. Бундаги <5.+| цушимча \ад цуйида­
ги сабабларга кура \осил булади:

а) \исоблаш жараёнидаги яхлитлашлар;
б) f(x, и) нинг цийматини топишдаги хатоликлар; бу хато­

ликларнинг манбаи шундаки, царалаётган J{x, и) функция реал 
дифференциал тенгламанинг цандайдир яцинлашишидан ибо­
рат, бундан ташцари, купинча Дх, и) ни ЭХ.М да х;исоблаш 
жараёнида бу функция ЭХ.М да элементар функциялар билан 
яцинлаштирилади;

в) айрим \олларда у нинг циймати (3.39) тенгламага тенг куч­
ли булган, аммо у  ̂ га нисбатан ошкор куринишда берилмаган 
тенгламадан топилади, бундай цолда <5.+| шундай ташкил этувчига 
эга буладики, у ошкор булмаган тенгламанинг тацрибий ечимидан 
келиб чицади.



Биз курд икки, 5 куп омилларга боглиц, шунга царамасдан 
уни цадамдаги яхлитлаш хатолиги дейилади.

Шунга ухшаш дастлабки маълумотларни аницлашдаги хатолик 
ва яхлитлаш х,исобидан бошлангич шарт и0 изланаётган ечимнинг 
и(хп) цийматидан фарц цилади.

Фараз цилайлик, и(х) дифференциал тенгламанинг изланаётган 
ечими, Uj(x) (J = 0, 1,2,...) лар эса г/(х) = у. шартларни цаноатлан- 
тирадиган ечимлари булсин. Энди еп = ип(х„) - и{хп) хатоликни цу­
йидаги куринишда ёзиб оламиз:

£„ =11 п {х„) -  г'о ( V„ ) + Щ ix„) -  " Ю  =

= Z [М/ (Х" ) - И/-1 (*« )] + [мо (*» ) - и ( *« )]• (3-42)
./=1

Кейинги муло^азалар учун ушбу леммани келтирамиз:
Лемма. Фараз кдлайлик, w,(x) ва и2(х) функциялар и - f(x,u) 

дифференциал тенгламанинг ечимлари булиб,/(х, и) ва унинг хрси- 
ласи^(х, и) узлуксиз булсин. У хрлда ушбу

«2 (* )-» , (Ь) = (и, { а ) - щ  (о))ехр|\ f u (x,*7 (x))<frj (3 43)

тенглик уринли булади, бу ерда

й(х) = и, (х) + 0 (дг)(м2 (х)-И, (х)), о < #(х) < 1 .

Исботи. Ушбу

и2 = f ( x , u 2), и[ = / ( х , щ )

тенгликларнинг биридан иккинчисини айириб, \осил булган f(x, и2) — 
f(x, и,) айирмага Лагранж теоремасини цуллаймиз:

f ( x , u : ) - f ( x , u l ) = f„ (х.й)(и: - и , ) ,

бунда и (д-) = и, (-г) + 9 (х) [и, (.v) -  и, (.г)). Натижада и, -  и, га нисба­
тан цуйидаги чизицли дифференциал тенгламага эга буламиз:

( и , - и , )  = / „ ( х , й) ( и: - и , ) .

Буни интеграллаб, (3.43) тенгликни \осия циламиз.
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а  =  х ,, b = х„, и, (х ) =  им  (о ) , и,  (х ) =  и, (х )  

булсин, у хрлда (3.43) тенгликка кура

(*„ (*») = [м/ (х, )]ехр | } /. (*>йу (-Y))^J> (3.44)

бунда
Hj(x) = Uj^(x) + e(Uj{x)-Uj_,(x))

Х.ОСИЛ булади.
Шунга ухшаш

"о (*„) -  ) = (и0 ( v0) -  и (х0 ))ехр |  f  f„ (х, М0 ( х ) ) л | .  (3.45)

Юцоридаги (3.42), (3.44) ва (3.45) тенгликлардан цуйидагиларга 
эга буламиз:

£" = S r?/exp| {х,,~1/ (х))с̂ г|  + ео ехр| j/(x,w0(x))drj, (3.46)

бунда 'lj = Uj (xj) -  му_, (х;), j = 1,2,... .
Биз (3.41) тенгликдан ушбуни хрсил циламиз:

’Ь = Uj (Л ) -  "м {xj) = >’j - u,a {xj) = 0 + (3.47)
бунда

rJ =F(f,xj_[,hH ,yJ_])-Uj_i(xj).

Аввало, г нинг маъносини тушуниб олайлик, F(f,Xj_t, hj_x,yj_^ 
(3.40) формула ёрдамида \исобланган сон, н ,(х) эса дифференци­
ал тенгламанинг w_,(x ,) = у.̂ шартни цаноатлантирадиган аницечи- 
мининг х нуцтадаги циймати. Демак, г царалаётган методнинг бир 
цадамдаги хатолиги булиб, бунда хисоблаш ( х у,_() нуцгадан бош- 
ланиб, яхлитламасдан олиб борилади, цадам эса А = х — х  1 булади. 
г миццор методнинг цадамдаги хатолиги дейилади.

Фараз цилайлик, цулланилаётган методнинг яцинлашиш 
тартиби s булсин, у \олда царалаётган интеграллаш оралиги
х0 < хj < х„ < х0 + X  га мос келадиган барча j лар учун

Ы -  ch'j-l (3.48)
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тенгсизлик уринли булади.
Куйидаги белгилашларни киритамиз:

L = sup |Л |<0°.
.г0<т<лг0 + *

h = m ax  h. ,, <5 = m ax  5 .  .
l<y<;V 1 j  I  ̂1

Бу белгилашларни ^исобга олиб, *0 -  -  хп - хо + X  булган­
лиги учун ушбу батога эга буламиз:

ехР |  } Л  (•*> «у (* ) )  ̂ |  < exp {I  (х л -  X j)} < exp  { L X} .

Бу тенгсизликдан фойдаланиб, (3.46) дан куйидаги ба\они топа­
миз:

Iе » I -  exp(Z .A ') £ ( | о | + К | )  +  К 1
V У=1

л
(3.49)

Энди биз (3.48) ни цуполлаштириб, |/)| учун ушбу батога эга була­
миз:

|гу|<сЛ'(х,. -Xj.,). (3.50)

Бу ба\они (3.49) га цуйсак, натижада

|e„|<exp(Z,X) X ( c^ ( -vy _ x y-i) + l5 ;|) + l£ol
V J = ]

< exp (LA' ){chs (*„- х й) + п8 + |e0|) <

< e x p ( L X ) { c ( X - x 0) h' + N8  + |е 0 1). (h < N)

(3.51)

\осил булади. Бу ба*о шуни курсатадики, И -> 0 да шах |ея| -» 0
X0<X„<.V0+a ' 1

учун, яъни (3.40) бир цадамли метод яцинлашувчи булиши учун 
бир вацтда N 8 -> 0 ва |е0| -» 0 муносабатлар уринли булиши ке­
рак. Шундай цилиб, интеграллаш цадами етарлича кичик булганда 
,\амда хисоблаш хатолиги ва бошлангич шартнинг хатолиги (йуцо- 
тилмас хато) е0 кичик булганда, бир цадамли методлар билан (ху­
сусий \олда Рунге-Кутта методи билан) \осил цилинадиган ечим 
аницечимга яцин булади.



X -  хАгар А цадам доимий, яъни А = булса, у холда (3.51) ни 
куйидагича ёзиб олиш мумкин:

|£„|<exp(Z.A')(c(A'-x0)A' + ^ p -5  + |£:0|). (3.52)

Бу баходан курамизки, агар А -> 0 да ушбу

с0 ->0, | - > 0  (3-53)

муносабатлар уринли булса, у холда [х0, X] чекли ораликнинг их­
тиёрий нуктасида бир кадамли метод билан топилган такрибий 
ечим аник ечимга якинлашади. ___

Хусусий холда, агар е0 = 0, <5, = 0(/ = 1, ./V j булса, у холда (3.52) 
ба\о

|£п|^ с(Л'-^о)ехР ( ^ )Л>

куринишга эга булади, бу методнинг хатолигидир.
Реал хисоблаш жараёнида [х0, Х\ ораликнинг ихтиёрий нуктаси­

да берилган s-тартибли аникликдаги бир кадамли метод билан то­
пилган такрибий ечим дастлабки Коши масаласининг ечимига А5 
тезлик билан якинлашиши учун (3.52) формулага кура

£0 =o(av+1) ,s  =0(А"')

шартлар бажарилиши етарлидир. Бу шартларнинг бажарилиши наза­
рий жихатдан мумкин булса хдм, реал хисоблашларда булар ни таъ- 
минлаш кийин. Одатда, Э\М  да А ни узгартирганда е0 ва <5, (/' = 1, Л/ j 
хатоликлар абсолют киймати билан куйидан чегараланган. ЭХМ нинг 
хоналилиги сацланса, кадамни кичрайтирганда \ам е0 йукотилмас 
хато умуман узгармайди.

Такрибий ечим хатолигини яхлитлаш хисобидан келиб чиккан 
Кисми — ^исоблаш хатолиги эса (3.52) бахода 8/А купаювчи кат- 
нашганлиги учун А ->• 0 да А -| тезлик билан усиб боради. Юкори­
да курганимиздек, методнинг хатолиги А1 тезликда камаяди. Шу­
нинг учун хам А нинг микаорига боглик равишда такрибий ечим 
тулик хатолигининг бош кисмини, одатда, ё метод хатолиги (А 
нинг нисбатан катта кийматларида), ёки хисоблаш хатолиги (А нинг 
жуда кичик кийматларида) ташкил этади. Агар дастлабки шарт купол 
равишда берилган булса, у холда йукотилмас хатолик хам бошка 
хатоликларга нисбатан устун булиши мумкин. Аммо кадамни жуда



катта ёки жуда кичик цилиб олганда метод хатолиги ёки хисоблаш 
хатолиги энг устун чицади ва демак, катта ёки жуда кичик цадам- 
лар учун хисоблаш натижаси яроцсиз булиб цолади. Шунинг учун 
хам И нинг шундай цийматини танлаш керакки, (3.52) нинг унг 
томони энг кичик цийматни цабул цилсин. Ьутюл цилиб айтганда, 
методнинг хатолиги билан хисоблаш хатолигининг улушлари тенг 
булишини таъминлаш керак. Бу ерда йуцотилмас хатоликнинг хам 
улуши катта булмаслиги керак. Бу холда хисоблаш жараёни мувоза­
натга келтирилган (балансланган) булади. Х,исоблаш амалиётида метод 
хатолиги мицёсида йуцотилмас хато ва хисоблаш хатоси натижага 
таъсир цилмаслигига эришилади. Бу ерда айтилган мулохазалар (3.52) 
бахога асосланган, унинг узи эса оширилгандир. Масалан, яхлитлаш 
хатоликлари \ар хил ишорага эга булиб, бир-бирининг урнини тудди- 
риши (компенсация цилиши) мумкин, формула хатолиги хисоб- 
лаш жараёнининг хар бир цадамида уз ишорасини сацлаши шарт 
эмас ва хк. Аслида буларнинг гаммаси юцоридаги манзарани унча 
узгартирмайди.

Юцорида айтилганлардан шундай хулосага келамизки, хисоб­
лаш жараёнини ташкил цилаётганда хисоблаш методини, И цадам 
мицдорини, натижанинг талаб цилинган аницлигини, дастлабки 
маълумотларнинг аницяигини ва хисоблаш аницлигини узаро му- 
вофицлаштириш керак. Баъзан шундай мувофицпаштириш учун мо­
дел тарзидаги масалалар царалади. Бу омилларни цисман мувофиц- 
лаштириш (3.52) бахо асосида олиб борилади. Хисоблаш амалиёти 
курсатадики, масалаларнинг берилган синфи ва ЭХМ нинг аниц 
бирор типи учун цадамнинг юцоридан ва цуйидан чегараланган 
шундай сохаси мавжудки, унда танланган метод хатолигининг бош 
Хади тацрибий ечимнинг тулиц хатолиги мицдори хацида яхши та­
саввур беради. Бу соханинг цуйи чегараси ЭХМ нинг хоналилигига 
жиддий равишда боглицдир. Хоналилиги катта ЭХМ лар учун бу
цуйи чегара кичикдир, чунки бунда 8 кичик булиб, * нисбат узи­
нинг критик нуцтасига И нинг кичикроц цийматида эришади.

8.4-§. К^П КАДАМЛИ АЙИРМАЛИ МЕТОДЛАР 

8.4.1. Масаланинг цуйилиши. Бубандда

~  = f ( x , i i ) , u ( 0 )  = uu (4.1)

Коши масаласини ечиш учун цадами h = х ~xj_l доимий булган



л* = К  = иА;я = 0, 1,2,...}

турни киритамиз ва Д л тур устида аницланган функцияларни 
у„ =м(х„), /„ = f(x„,y„) орцали белгилаймиз. Биз бу ерда Коши 
масаласини /я-цадамли айирмали методлар билан такрибий ечишни 
куриб чицамиз. Бу методлар орасида кенг цулланиладиганлари

т т

Уп = + hY,b„Jn-i (4.2)
/ =  1 / = 0

муносабат билан аникланади, бу ерда ат ва Ьт. лар п га боглиц булмаган 
коэффициентлар. Бу методлар чизик̂ш-айирмо/ш методлар ёки чи- 
зицли-айирмали схемалар дейилади. (4.2) тенгламага уп ни олдин то­
пилган уп, уг ... , >’л_| цийматлар орцали ифодаланадиган рекуррент 
муносабатдек цараш керак. Хисоб п = т дан, яъни

/// т

Уш = Z a- v'”--' 'j = l /=0

тенгламадан бошланади. Бундан курамизки, \исобни бошлаш учун 
т та у0, уг ... , ут ] дастлабки кийматларни курсатмок керак. Бу 
ерда у0 = и0 бошлангич шартдан топилади, долган уг д>,, ... , ут ] 
ларни эса бошка методлар, масалан, Рунге-Кутта методи ёрдамида 
топиш мумкин. Кейинги муло\азаларда у{), уг ... , ут_х дастлабки 
кийматлар берилган, деб фараз киламиз.

Агар Ьт() = 0 булса, у хрлда (4.2) метод ошкор ёки экстраполя- 
цион дейилади, бу хдпда уп ошкор равишда уп_т, yn_m_v ... , ор­
кали ифодаланади. Агар Ьт[) * 0 булса, у \олда метод ошкормас ёки 
интерполяцион дейилади. Бу ерда уп

Уп-Ьт0¥(х„,у„) = Ф( V’, ) 

чизикди булмаган тенгламадан топилади, бунда
т

ф ( V , , - , ...... ) =  £ ( « „ „  .V ;  + ) .
/ = 1

Одатда, дастлабки яцинлашиш v',"1 ни уп_, га тенг деб олиб, бу 
тенглама Ньютон методи билан ечилади.

Хисоблаш амалиётида (4.2) куп цадамли методларнинг хусу­
сий \оли булган Адамс методлари кенгтарцалгандир. Бунда и'{х) 
фацат х ! ва хп икки нуцтага кура аппроксимация цилинади, яъни 
а . = 1 , а = 0, / = 2, 3, ... , т./и1 пи ’ ’ ’ ■



Шундай цилиб, Адамс методлари

yn=yn-,+hJ^bmifn-i (4.3)
/=0

куринишга эга. Агар Ьт() = 0 булса, Адамс методлари экстраполяци­
ей булиб, 0 булганда эса интерполяциондир.

Кейинчалик (4.2) айирмали методларни урганишда ami ва bmj 
коэффициентлар танланишининг аппроксимациянинг хатолигига 
ва тургунлик *амда яцинлашиш масаласига таъсирини куриб чи- 
цамиз.

8.4.2. Куп цадамли методоардаги аппроксимациянинг хатолиги. Диф­
ференциал тенглама ечимини аппроксимациялашдаги хатолик ёки (4.2) 
айирмали схеманинг богланишсизлиги деб

rn-\ h

т т

’«(*„-/)) (4.4)

мицдорга аитилади.
Таъриф. Агар А 0 да

ш а х  г  —> 0

муносабат уринли булса, /и-цадамли схема [х0,х0 + X] оралицда диф­
ференциал масалани ечимда аппроксимация цилади дейилади.

Биз \озир amj ва bmi коэффициентларга боглиц равишда А -» 0 
да аппроксимация тартибини аницпаймиз.

Фараз цилайлик, царалаётган функциялар керакли силлицликка 
эга булсин. Энди f(x„_i,u(xll_i)') = и'(х„_,) ва хп_: = х„ - ih эканли­
гини эслаб, х = хп нуцтада Тейлор формуласига кура

k= 0

f (x „  ..и. , )  =  ¥ ( ~ f* ) * ' ' Hlt |( J ” ) + 0 ( ^ ) .  » =  1,2 ,  
.............  fS V ’

тенгликларга эга булам из. Бу и ф одал ар н и  (4 .4 ) га к уй и б, куй и да-  
гини \о с и л  киламиз:



M(^ .)-Z a- Z 4 r - M,*)(x")-

i hPY-hy baiy t ! ^ l u ^ ( x n) 
h  h  (*-•)! v n>

P lA-1
= * “W - Z -тг Z H ) 4 /  +

i=\ У m=i ' L /=i

/=0
"“’к :

а ьк~х 1 4*ИГи

бу ерда

л = 1 - 2 > - .  л  = Z ('« - • * = u 2,...,p.

Кулайлик учун куйидаги леммада

(4.5)

деб оламиз.
Лемма. Фараз килайлик, и(х) ихтиёрий силлик функция булсин,

НшУ = „-(*),
/ = 0

i'5o Z  *-.// (х -  /А> w ( v - ih )) = f  (-v• И (-Г ))

(4.6)

муносабатлар уринли булиши, яъни (4.2) айирмали схема (4.1) 
тенгламани аппроксимация килиши учун

Ао - А - 0, bm0 + bm[ + ... + bmm -  1

тенгликларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. 
И с б о т и . Тейлор формуласига кура

(4.7)

и (х  - /А) =  и (х )  -  ihu'(x)  + 0 ( / г  

f ( x - i h ,  u ( x - i h ) )  = f ( x ,  m(„y)) + 0(A).

Бу ифодаларни (4.6) нинг чап томонига куйиб, куйидагиларга эга 
буламиз:



ft
lim/i->0

m * m '
! ¥ » ( * )  + Z * « ( - / y w + 0 ( / t )  =  » ■ ( * ) ,

vV/'=o у  /=о

/ V  /17 \

lim
h->0 E b«

VV /=0 /

Бу муносабатлар уринли булиши учун

= /(*.«(*))•

£«,*„ = °. =!. Z 6»,, = 1
/=0 /=0 /=0

ёки (4.5) га кура
т т т

1 = °’ Л/а'»‘ = *’ Yjb"" = 1 (4.8)/=1 /=0 /=0

тенгликларнинг уринли булиши зарур ва етарлидир. Энди

т т т

4 = 1 - 1  °тГ А\ = “Z  /а"И _ Z  Ь"‘‘/ = () /=0

тенгликларни \исобга олсак, (4.7) тенглик, демак, лемманинг 
исботи келиб чикади.

Агар
Л=л, = ... =А = 00 I Р (4.9)

булса, у \олда
r = 0{h>’)

булади ва (4.2) схема р-тартибли аппроксимацияга эга дейилади.
Осонлик билан куриш мумкинки, агар и(х) функция р-дара­

жали куп\ад б^лса, у \олда (4.9) шартлар бажарилади ва гпЛ = О 
булади. Демак, бу \олда (4.2) айирмали схема барча />-даражали 
куп\ад учун аник, тенгликка айланади. Умид килиш мумкинки, 
и(х) нинг ечими ^-даражали куп^адлар билан яхши якинлашади- 
ган (4.1) дифференциал тенгламалар учун гп етарлича кичик була­
ди.

Шуни таъкидлаш керакки, (4.9) шартлар ат., Ьш (/=  0,1, ... , т) 
ларга нисбатан ушбу

=  1  Ь 1 - '  ( '< ■  ~ k h m )  =  Q - k  =  U 2 - - - Р/ = 1 /=о



2т +  2 та номаълумли чизикди алгебраик тенгламалар системасини 
ташкил этади. Энди (4.8) ни эътиборга олиб, (4.10) ни бошкача 
ёзишимиз мумкин. Натижада ушбу 2т та номаълумли р та тенг­
ламалар системасига эга буламиз:

т т

Z /e™ = К Z ' " (ia""-кЬ"ч) = 0' к = 2’3’ -'Р' (4.11)
/=1  /=1

brnQ коэффициент эса
in

Ь„,о = 1 _  Z  Ь'"<(=i

формула ёрдамида топилади. (4.10) система ортиги билан аниклан- 
ган булмаслиги учун р<2т деб талаб киламиз. Бу талаб шуни бил- 
дирадики, /я-кадамли айирмали методлар аппроксимациясининг тар­
тиби 2т дан ошмайди.

Шундай килиб, аппроксимациянинг эришиши мумкин булган 
энг юкори тартиби ошкормас \ол m-кадамли методлар учун 2т 
булиб, ошкор (Ьт0 = 0) х,ол учун 2т- \ дир.

Адамс методларида aml = 1, ат1 =...= атт = 0 булганлиги сабабли 
/ьтартибли аппроксимация учун (4.11) шартлар куйидаги куринишга 
эга булади:

in т
Z ' * -  = = 1, 2 ,-,/7-1, Ь„,0 = 1 - Z ЬтГ (4.12)
/=1 /=1

Бу системанинг детерминанта Вандермонд детерминанта булиб, / 
\ар хил киймат кабул килади, шунинг учун \ам бу система ихтиё­
рий т учун ягона ечимга эга.

Бундан курамизки, Адамснинг /я-кадамли методида аппрокси­
мациянинг энг юкори тартиби ошкормас \ол учун т + 1  булиб, 
ошкор (ЬпЛ = 0) щл учун т дир.

8.4.3. Адамснинг экстраполяцион методлари. Юкорида айтгани- 
миздек, Адамснинг /я-кадамли ошкор

т

Уп =Уп-1 (4.13)
/= 1

методи учун аппроксимациясининг энг юкрри тартиби р= т. Но­
маълум коэффициентларни топиш учун (4.12) система бу хрлда 
ушбу куринишга эга:



Хар бир муайян т учун (4.12) системани ечиб, bmV bm2, ... , Ьтт 
ларни топамиз. Агар т = 1 булса, у холда Адамс методи ушбу

у» =Уп̂ +¥п-\

Эйлер методига айланади.
Адамс машхур инглиз артиллеристи Бошфорт илтимосига кура 

уз методларини 1855 й. яратган эди. Бу методлар кейинчалик уну- 
тилган булиб, асримизнинг бошида норвегиялик математик Штёр- 
мер томонидан кайта очилди.

Осонлик билан топиш мумкинки, т = 2, 3, 4, 5 булганда мос 
равишда аппроксимация тартиби т га тенг булган куйидаги ме­
тодларга эга буламиз:

Уп = У п-l +1(3 fп-2), «  = 2;

Уп =Л-, + £ ( 2 3 -16 /_2 +5/„.3), т = У,

У,, = JV. +£(55/„_, -59/„_2 +37/„.3 -9/„<), т  = 4;

Л =Л-, +4 ( 1901/- 1 2?74У̂_2 +2616/я_з -
-1274/п_4 + 251/„_5), иг = 5.

Амалиётда Адамс методлари т = 1, 2, ..., 10 лар учун ишлатилади. 
М аш к - Адамс методлари т = 6, 7, 8, 9, 10 лар учун чи^арилсин.

Адамс методларини куришда бошкача ёндашиш хам мумкин. 
Фараз килайлик,

У<рУ,>-'Уп.1 <4 Л 5 )

такрибий кийматлар хисобланган булиб, п> к +  1 булсин. Кейин­
ги уп ни хисоблаш учун алгебраик интерполяциялашдан фойдала­
намиз. Бунинг учун и'(х) нинг ушбу

...,х„_ич (4.16)

к + q + 1 та нукталардаги кийматларидан фойдаланиб, (к + q) тар­
тибли Лафанж интерполяцион купхадини курамиз (5.4-§):



бунда

+ , ( х )  = (х  -  х„_,_* ) ( х  -  х„_* ) .. .(х  -  х„_|+? ).

Тугунлар бир хил узсиушкда жойлашганлиги х. - х = h учун 
х =  хи_, + th алмаштиришни бажарамиз. У холда

_J = h ( t  + j ) ,  о>к+„+| (х ) = ( 0  >

бунда

(t) = (t + k)(t + k-\)...t(t-\)...(t-q),

Бу холда (4.17) купхад куйидаги куринишга эга булади:

Lk+4ixn-1 + ,А)~ Z, (,+ ;)(/+„Ш-#)!И • (4.18)' f ^ 4 ( t + j ) ( j +q ) ' ( k - j ) \

Бу купхаддан фойдаланиб, куйидаги тенгликни ёзамиз:

м'М  = Lk+4 (*-1 + th) + rk*q (*.-! +th)> (4-19)

бунда гк+я(х„_| + th) интерполяциянинг кдидик, хади. Агар J{x, и) 
царалаётган сохада (к + д +  1) тартибли узлуксиз хусусий хосила- 
ларга эга булса, у холда крлдик хадни куйидагича ёзиш мумкин:

П.ЛХ- 1 +th)= ( £ ^ ® * ^ ( ' ) “(*+,+2)Ы- (4.20)

Бу ифодани биз [jcn |, хп] ораликда ишлатамиз. Шунинг учун, агар 
д> 1 булса, x„_,.t <77 < хп_{+ч ва агар д = 0 булса, <ц<хп деб 
караймиз.
Ушбу

■хп 1
и(х„) = и(х„_]) + |  u'(x)dx = u(x„_t ) + hju' (x„. t +th)dt

формулада u'(x„4+th) ни (4.19) формуланинг унг томони билан 
алмаштирамиз, у холда куйидагига эга буламиз:
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!'(*„) = «(*„_,) + A Jl*,, (х  ч +ih)dt + hjrt̂  (х„_, +/А) =

бунда

Бу ерда а>*к+(1+1 (t) уз ишорасини саклайди ва u{k+q*2) (хя_, + th) уз­
луксиз булганлиги учун колдик, хадни куйидагича ёзиб олишимиз 
мумкин:

бунда < £ < xn_Uq, агар q > 1 булса ва <5  < х„, агар q =  О 
булса. Хосил килинган (4.21) формуладан хар хил айирмали схема 
ва улар учун крлдик, хаднинг ифодасини курсатиш мумкин. Бу ме­
тодлар q > 1 булганда интерполяцион дейилади, q = 0 хол га мос 
келадиган метод экстраполяцией дейилади. Бундай аталишларнинг 
сабаби куйидагидан иборат: L  ( х )  интерполяцион кущадни куриш- 
да катнашадиган, (4.10) тугунларни уз ичига олган энг кичик ора­
лик; хп_|+(?]дир. Агар q = 0 булса, каралаётган [лг„_,, х„] ора­
лик *лл] ораликдан ташкарида ётади; шунинг учун хам 
х,,-\>хп\ ораликда экстраполяция килинади; агар q > 1 булса, 

оралик [*„-р *„] ораликни уз ичига олади ва бу ерда 
асл маънода интерполяция килинади.

Аввало, экстраполяция методини куриб чикамиз. <7 = 0 булган 
хол учун (4.21) формулани куйидагича ёзиб оламиз:

(4.23)

/=1
т



бунда т = к + 1 ва bmj булиб, q = О булганда у (4.22) фор­
муладан аникланади:

j ( , \ j - 1 Г /(/+1)...(/+/и-1) ,
^ = Н )  (4.25)

у = 1, 2, ... , /77.

Крлдик, \ад Л1т =Л^_, эса # = О булганда (4.23) дан куйидагича 
хисобланади:

R,,„, = ^ г » (т+1,( 1 )  j t ( t  + l)...(t + m-l)dt. (4.26)
О

Бу белгилашларда (4.24) куйидаги куринишга эга:
т

и(хп) = и(х„_,) + hYjbmju{xn4) + R„,„. (4.27)
./ = 1

Бу формула хисоблаш учун яроксиздир, чунки унда номаълум 
Rnm крлдик \ад, изланаётган ечим ^осиласининг ушбу к̂ ийматла- 
ри

1 1) (4.28)

ва и(хп,) к,атнашади. Агар ечимнинг

аник, кийматлари маълум булса, у холда (4.1) тенгламага кура (4.28) 
микдорларнинг аник, кийматини топишимиз мумкин эди:

u'{xn-j) = >«(*-;)). У = 12,...,т.
Аммо бизга изланаётган

У*-т’ У,-т+м - , У в-, ( П>т)

ечимнинг фак,ат такрибий кийматлари маълум ва булар орк,али 
u'{x„-j) хосиланинг y'„_j такрибий кийматини топиш мумкин:

y'„-j = f{xH-j,y„.j) = f„-jJ = 1,2,...,/и. (4.29)

Энди (4.27) формуладаги хосилаларни (4.29) такрибий киймат- 
лари билан, и(хп1) ни эса унинг такрибий к,иймати упА билан ал-
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маштирамиз ва Rn т колдик хддни ташлаймиз, натижада куйидаги 
такрибий тенгликка эга буламиз:

келиб чикади. Шундай кдлиб, биз яна (4.13) тенгликка келдик. 
Бундан курамизки, Ьт. коэффициентларни икки хил усул билан 
топишимиз мумкин: (4.14) системанинг ечими ёки (4.25) интег- 
ралнинг киймати сифатида.

Мисол учун т = 5 булганда Ьт. нинг сонли кийматини ва R n т 
нинг ифодасини келтирамиз:

М а ш  к. (4.25) ва (4.26) формулалар ёрдамида от =6, 7, 8, 9, 10 учун bmj ва 
Rnm лар топилсин.

Биз юкорида (4.18) Лагранж интерполяцион формуласидан фой­
даланиб, натижада (4.25), (4.26) формулаларни чикардик. Шунга 
ухшаш Ньютоннинг иккинчи интерполяцион формуласини куллаб, 
(4.30) формула урнига Дх, и) функциянинг тугун нукгаларидаги 
Кийматлари эмас, балки чекли айирмалари катнашадиган Адамс­
нинг экстраполяцион формуласини чикаришимиз мумкин. Бу фор­
мула куйидагича ёзилади:

т

U{Xn) = yn-t+hY.b-ifn-j- (4.30)

Бу тенгликнинг унг томонини уп деб оламиз, у \олда
т

Уп =yn-*+hYsb"J»-j (4.31)

_  1901 , _  _  2774 , _  2616 , _  1274 
> 5 |_ ^ 2 0 ’ 52 _  ~72& ’ 53 720~’ 54 _  7̂20~ ’ (4.32)

Бу ерда



д'^ эса 4 (х) функциянинг хк, хк+[ ...,xk+J нук,талардаги кдейматла- 
ри буйича тузилган /-тартибли чекли айирмасидир (5-бобга к,.). (4.33) 
формуланинг колдик, \адини куйидагича ёзиш мумкин:

я„.га = лт+Ч,+У и+2)(4)-

М а ш  к- (4.33) формула исботлансин.

Энди (4.33) формуланинг т =  4 булгандаги хусусий \олини 
кэраймиз:

Бу ерда п = 4 деб оламиз, у холда

Д* = £, + !  д§, + £  д^ 2 + !  Д3£, + Щ  Д4«5о • (4.35)

Хисоблашни (4.35) формула билан бажариш учун куйидаги жад­
валдан фойдаланган маъкул:

X У Ау II Д$ дч д54 дЧ

хо ___У»
АУо Цо

X, У,
4У, Д2̂

X» ДЧп
*2 Уг Д2̂ ,

я » д ч ,
Х1 Уз *3 д 2̂ 2

^3 Д^з
Х4 У4

&У*
Х5 У5

(4.35) формуланинг унг томонидаги барча микдорлар аник; булиб, 
жадвалнинг пастки к^я сатрида жойлашган. Биз Ду4 ни топамиз, 
демак, шу билан у5 хам аникланади. Топилган у5 га к^ра 

,ys) ни хисоблаймиз ва чекли айирмалар жадвалини яна 
бир кдея сатр билан т^лдирамиз. Кейин (4.34) да п = 6 деб олиб, 
хисоблашни давом эттирамиз.



8.4.4. Адамснинг интерполяцион методлари. Юкррида Адамснинг 
интерполяцион методи

формула билан аникданиб, Ьт0 * 0 эканлигини айтган эдик. Бу ме­
тод аппроксимациясининг тартиби р = т +  1 булиб, bmj коэффици­
ентлар р = т + 1 булганда (4.12) системадан, яъни

системадан топилади. Бундан т = 1 учун аппроксимация тартиби икки 
булган методни \осил кдтамиз:

Бу метод трапеция методи деб *ам аталади. Биз т = 2, 3,4, 5 
булганда мос равишда ушбу р = т + 1 тартибли аппроксимацияга 
эга булган методларни \осил кдламиз:

Юкрридаги ошкормас методларда изланаётган уп чизикди булма­
ган куринишда катнашади. Шунинг учун \гм бу тенгламалардан уп 
ни топиш учун итерация методини куллаш керак. Масалан, туртин­
чи тартибли Адамс методи учун итерацион метод куйидагича кулла­
нилади:

бу ерда s —  итерация номери. Дастлабки яцинлашиш у{п0) сифатида 
Адамснинг учинчи тартибли ошкор методи ёрдамида топилган 
ечимни олиш мумкин, яъни

(4.36)
/=0

‘Vi +f  {f„ + /„-])■ Р- 2-

Уп = JVi + 4 ( 2 5 1 / ,+646/_, -264/п_2 +1С

У" = ^  + Ш  (475/- +1427/-' -  798/"-2 +
+ 482/л_3 -173/,_4 + 21/п_5), р = 6.

(4.37)



vi01 =  Уп-1 + £ [ 2 3 / ( x „ _ , ,  v„_, ) - 1 6 / ( . v „ .2, v„_2) +  

+ 5./ (*„-3, V',,-3 )]•

Агар ^  < M  булса, у хрлда (4.34) итерацион метод як,инлашувчиCV
булиши учун ——- < 1 шарт бажарилиши керак, бу эса етарлича

о
кичик И учун доимо бажарилади. Агар (4.34) да фацат битта итера­
ция олсак, яъни 5 = 0 булса, у ,\олда предиктор-корректор (башо- 
ратчи-тузатувчи) методи деб аталувчи методга эга буламиз.

Адамс интерполяцион формуласини Лагранж интерполяцион куп- 
\ади ёрдамида \осил цилишни курамиз, бунинг учун (4.21) фор­
мулада ц —  1 деб оламиз. У х,олда

Энди (4.21) ва (4.23) формулаларда q = 1, k = т—  1 деб олиб, куйи­
даги формулаларга эга буламиз:

Биз (4.24) формуладан (4.31) формулани цандай чицарган булсак, 
худди шунга ухшаш муло^азалар юритиб, (4.36) формуладан цуйи­
даги формулани чицарамиз:

Бу эса (4.3) формула билан устма-уст тушади.
Энди (4.39) формула ёрдамида т = 0, 1, 2, 3, 4, 5 лар учун

(4.41) Адамс интерполяцион формуласи коэффициентларини кел­
тирамиз:

т

= «(■*„-! ) + hYsh'><lU'{X»-l ) + R'" "> ’
(4.38)

(4.39)

1
(4.40)

т

У» = y „ - ,+ h'ZJh'„,y„-r (4.41)



Адамснинг экстраполяцион ва интерполяцион методларини так,- 
крслаймиз. Бунинг учун (4.31) формулани

т-1

У„ = Уп-1 + hYjb'm-t.ifn-j (4.42)
у=0

формула билан солиштириш керак, бу формула (4.41) формуладан 
т ни т-l билан алмаштириш натижасида х,осил булади, чунки бу 
формулаларни куриш учун бир хил сондаги, яъни т та нукгалардан 
фойдаланилади. Жумладан, (4.31) формулада

>•••>*,,-и (4-43)

(4.42) формулада эса

■V„,+l,-V,„+2, (4-44)

тугунлардан фойдаланилган.
Маълумки, и’(х) функцияни ,х„] ораликда (4.43) тугунлар 

ёрдамида курилган интерполяцион купхад билан якинлаштиришдан
(4.44) тугунлар ёрдамида курилган купхад билан як^нлаштириш аник,- 
рокдир (6-бобга к,.). Шу маънода Адамснинг интерполяцион методи 
экстраполяцион методига нисбатан аникрокдир. Буни яна хам яхши- 
роцанглаш учун (4.31) ва (4.42) формулаларнинг к,олдик,хадларини 
т =  1, 2, 3, 4 учун (4.26) ва (4.40) формулалар ёрдамида топамиз 
((4.40) формулада т ни т-\ билан алмаштириш керак):



Булардан куринадики, Л’ т_, нинг сонли коэффициентлари Rn т ни- 
кига нисбатан анча кичикдир.

Энди Адамс интерполяцион формуласининг бошка куриниши- 
ни, яъни fix, и) чекли айирмаларининг кийматлари катнашадиган 
куринишини келтирамиз, бунинг учун Ньютоннинг иккинчи ин­
терполяцион формуласини (4.21) формулага куйиб, куйидагига эга 
буламиз:

4У-, = 1  Д«»-. -  £  ̂ п -2 - i  А3̂ -з -
(4.45)

_ 19 д4̂  _ ^
J20  "~4 ТбО *"-5 50480 _6 ” ■ '"+1

бу ерда

I, = А/,. С , = т ^  + 1Ы ' + т -
о

(4.45) формуланинг колдикхадини куйидагича ёзиш мумкин:

К,, = ьтХ,+У'’'+3'(Ю-

Агар (4.33) формула билан (4.45) формулани таккосласак, унда 
куриниб турибдики, чекли айирмаларнинг тартиби ошган сари (4.45) 
формулада чекли айирмалар олдидаги коэффициентлар абсолют 
кийматлари билан (4.33) формуладагига нисбатан тезрок камайиб 
боради. Бундай \олда эса, уз навбатида, (4.45) ёйилмадаги \адлар 
абсолют киймати билан (4.33) дагига нисбатан тезрок камаяди.

М а ш  к- (4.45) формула исботлансин.

Энди (4.45) формуланинг т = 3 булгандаги хусусий \олини 
караймиз:

AVn-i Л 4 И_,  -  £  А % _ 2 - ± Д 3^ _ з  -  ^  А % _ > . (4.46)

Бу ерда п =  5 деб оламиз, у \олда куйидаги \осил булади:

Ду4 = -  I Д 4̂ -  1  д3̂ з -  ±- Д3<̂2 -  ^  • (4.47)



Х,исоблашни (4.46), (4.47) формулалар билан бажариш учун куйи­
даги жадвалдан фойдаланган маъкул:

У ду 4 = ¥ А4 Д2с А-с А44

*0 У0 Ъ
^ 0

Ух Д2̂ о

*2 Уг д24,
Д 2̂

*3 Уъ д ч ,

4Уз
*4 У4 4̂ д ч ,

Д*» ^ 4
*5 5̂ 5̂

Хисоблашни (4.45) формула ёрдамида олиб борганда

Д"'+1С т-,
номаълум айирмаларнинг дастлабки якинлашишлари Адамснинг 
экстраполяцион методи ёрдамида хисобланади. Дархакикат, j/01 
ни (4.33) формула ёрдамида хисоблаш керак. Бу эса ^0) ни топиш- 
га имкон беради, натижада колган айирмаларнинг дастлабки якин- 
лашишини топиш мумкин булади.

Дастлабки якинлашишларни топишнинг бошкача усулини хам 
курсатиш мумкин. Буни (4.47) формула мисолида курамиз. Бу фор­
муланинг унг томонида ва жадвалнинг погонали синик чизигининг 
пастила

§5, Д 4̂, Д2£3, А%, Д4£, (4.48)

айирмалар жойлашган булиб, уларнинг кийматлари номаълум. 
Буларни итерация методи билан топиш учун уларнинг дастлабки 
як,инлашишини курсатиш керак. Агар h кадам тугри танланган 
булса, у \олда охирги маъноли ракамнинг бир неча бирлиги чега­
расида

А %

булади, шунинг учун д4̂ , нинг дастлабки якинлашиши сифатида 
Д4.;, = Д4£0 деб олишимиз мумкин. Бу эса (4.48) айирмаларнинг

^ д ^ д ^ . д ^ и Ч ' 01 (4 -4 9 >



дастлабки яцинлаш ишларини куйидаги формулалар ёрдамида то- 
пишга имкон беради:

д-^!0) =д3£, + а4̂ °\ 

а 24<01 = а % + а -'£ < 0>, 

д^0| =д^  + д 2̂ ,0),

| ‘0)= | 4 + Д4Г.

Энди (4.49) дастлабки яцинлашишларни (4.47) формулага куйиб, 
дуУ' ни ва

АУз" = У* + М" 

ни топамиз. Бундан кейин

« г = * / М ' ’)

ни хисоблаймиз. Агар = 1̂0) тенглик бажарилса, у холда у5 = 
деб олиб, ни \исоблашни тугатамиз. Агар * ^ 0) булса, у холда 
^  га кура (4.49) айирмаларнинг янги

^",Д^',,Д2̂ ",Д^!",А^,111 (4.50)

цийматини кетма-кет цуйидаги формулалар ёрдамида хисоблай- 
миз:

Д ^ ' ^ - Д ^ З ,

Д ^ '^ Д ^ '- Д 2̂ ,

д4̂ (|) = д ^ '- д ^ , .

Топилган (4.50) цийматларни (4.47) формулага цуйиб, Ду̂ 2) ни, 
демак, ^ 2) ни топамиз. Агар у*2' = у!'1 булса, у холда у5 = у'2’ деб 
оламиз. Акс холда итерацияни давом эттирамиз. Табиийки, итера- 
цияни куп давом эттиришнинг фойдаси йуц. Кдцам шундай танла- 
ниши керакки, битта ёки иккита итерация етарли булсин. у5 топил- 
гандан кейин шу усул билан ,у6 ва х- к. топилади.



8.4.5. Куп цадамли айирмали методларнинг туррунлиги, яцинла- 
шиши ва хатолигини бахолаш*. Бу бандда т ни белгилаб, кулайлик
учун ami = a,, bmi = b, деб ёзамиз. У холда (4.2) ва (4.4) тенгликлар
мос равишда куйидагича ёзилади:

т т

Уп = X  а'У"-‘ + hH  bifn->• (4.51)
1=1 1 = 0

т т

м (*») = Z  а'и (х"-')+ b<f{xn-nu(x»-i)) + Ч -l. (4.52)
/=1 /=0

бунда г , (4.1) дифференциал тенгламани аппроксимациялашдаги 
хатолик булиб, аппроксимация тартиби р булса, яъни (4.9) шарт 
бажарилса,

^ -,= 0(Лр)

булади.
Табиийки, (4.1) Коши масаласини (4.51) такрибий формула 

билан топишда хисоблашнинг \ар бир цадамида хатоликка йул куйи­
лади. Бу хатоликлар уч омилга боглик,. Биринчидан, дастлабки (4.1) 
дифференциал тенглама (4.51) чекли-айирмали тенглама орцали 
муайян аницлик билан алмаштирилган ва бундай алмаштиришнинг 
мицдори гп (4.52) тенглик билан аницланади. Иккинчидан, (4.51) 
формула буйича хисоблаш муайян аницликда олиб борилади ва ях­
литлаш хатолиги ая_, куйидаги тенгликдан аницланади:

т т
Уп = .V, + hH h'f (х>,-1’Упч)-«.-! - (4.53)

i=\ i=0

бунда ун мицдор уп нинг амалда (4.51) формула ёрдамида хисоб-
/  Г X  — Xланган циймати. Учинчидан, i = т,т - IN = — ^  бул­

ганда тацрибий ечимнинг хатолиги е, =м(х;)->', жадвалнинг 
боши у,г = у,: (/ = 0, 1,...,/и - 1 ) ни цураётгандаги е,-= и(*,-)- 
(i = 0,l,...,m -  1) хатоликларга боглиц.

Энди (4.53) тенгликни (4.52) дан айириб, такрибий ечимнинг 
хатолиги еп учун куйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

* Мазкур бандни ёзишда [23J дан фойдаланилди.



бунда п = т, т + 1, ... , N  кийматларни кабул килади.
Юкоридаги (4.54) айирмали тенглама чизикли булмаганлиги 

учун такрибий ечим хатолигини текшириш мушкулдир.
Хисоблаш амалиётида, одатда, такрибий ечимнинг хатолиги­

ни \осил килишда юкоридаги омил хам катнашади.
Одатга кура, биз аник ечимга яхши якинлашишимиз учун тур 

кадамини кичрайтириб боришимиз керак. Кддамнинг кичрайти- 
рилиши эса п [п = ) нинг ортиб бориши билан боглик — бу 
эса куп микдордаги кадамлар учун хисоблашни бажаришни талаб 
Килади; кадам белгиланган булиб, х нукта дастлабки х0 нукгадан 
узок масофада турганда \ам шунга ухшаш холат пайдо булади.
(4.51) формулани куп марталаб куллаганда хатолик тупланиб, уму­
ман олганда, хатоликнинг микдори кадамдан кадам га ортиб боради. 
Кддамнинг сони ошган сари бу хатонинг узгариш конунини билиш 
катта ахамиятга эга. Бу конун эса дастлабки дифференциал масалага 
хамда танланган (4.51) хисоблаш коидасига богликдир. Агар (4.51) 
\исоблаш коидаси номувофик танланган булса, такрибий ечим ха­
толигининг усиши шунча тез булиши мумкинки, кадамларнинг сони 
унча катта булмаса хам, бу хатолик рухеат этилган чегарадан чикиб 
кетиши мумкин. Хатолиги шундай конун билан усадиган (4.51) хисоб­
лаш коидаси HomyptyH дейилади. Бундай коидалар катта сондаги 
хисоблашлар учун ярамайди.

1-т аъ риф. Агар коида буйича топилган такрибий ечим И -» О 
да дастлабки масаланинг аникечимига якинлашеа, мазкур хисоб­
лаш коидаси mypFyn дейилади.

Энди (4.51) хисоблаш коидаси тургун булиши учун унинг ко­
эффициентлари к^йси шартни каноатлантириши кераклигини куриб 
чикамиз.

Фараз килайлик, Оху текислигида шундай Dcoxa мавжуд булсин- 
ки, у куйидаги шартларни каноатлантирсин:

1) (4.1) Коши масаласи аник ечимининг фафиги шу сохада 
ётсин;

2) хар бир етарлича кичик И учун (4.52) формула ёрдамида 
топилган ечим хам шу сохада ётсин;

3) бу соха Оу уки йуналиши буйича каварик булсин, яъни Оу 
укига параллел булиб, четки нукталари D  да ётувчи хар кандай



тугри чизик, D  да ётсин. °̂х'у) функция шу со\ада узлуксиз булиб,
е у

e f ( x , y )
< L шартни к,аноатлантирсин.

ду

Шу шартлар бажарилган деб, £лни ба^олаймиз. Лагранж фор- 
муласига кура куйидаги тенгликка эга буламиз:

+ e_j) - f (xe_Jt у „_j) = ln_je„_j, (4.55)

бу ерда

l»-J = + 6U £- , )’ 0 < e»-J <L

Энди (4.55) ни (4.54) га куйиб, ея учун куйидаги ифодани хосил 
кдламиз:

т т

£„ = z  а‘е»-< + + hr»-\ + • (4.56)
/=1 / =О

Бу айирмали тенгламада £.(/' = 0, 1,..., т) коэффициентлар олдида 
h купаювчи булиб турибди, шунинг учун кутиш мумкинки, h етар­
лича кичик булганда такрибий ечим хатосининг рафторига* b.t лар­
нинг таъсири afj = 1 , 2,..., т) ларга нисбатан камрок, булади. 

Энди

т

Яп = кЛЬ-1»-’£’’-- + Ч -I + а„-, (4.57)
1=0

деб белгилаб олиб, (4.56) тенгликни

£„=]СЙЛ,-, + 4" (4.58)
/=1

куринишда ёзиб оламиз.
Биз 7-боб 12-§ да аник̂ мас интегралларни хисоблашда (12.8) 

айирмали тенгламанинг ечимини ( 12.12) куринишда ёзиб олган эдик. 
Агар шундан фойдалансак, (4.58) тенгламанинг ечимини

£ „ = Z a (, ' 4 + Z 4 '»)
-Я (4.59)

* Ра ф т о р  (русча «поведение») узини тутиши деган маънони англатади.



куринишда ёзишимиз мумкин. Бунда к а̂тнашадиган (/' = 0,1,..., 
а/7 — 1) Грин функциялари \акдца маълумки (7-боб 12-§ га к,.), улар 
(4.58) айирмали тенгламага мос келадиган

£п =Х°Л,-/
/=1

бир жинсли чизикди-айирмали тенгламанинг фундаментал ечимлар 
системасини ташкил этади. Демак, улар бу тенгламанинг бошка фун­
даментал ечимлар системаси А/V  (у = 0,1,...,Л, -1;/ = 1,2...,<7) дан 
махсусмас матрицали алмаштириш натижасида хосил килинади, бу 
ерда /,, / сонлар ушбу

А(А) = А'"-£а.Г"-<= 0 (460)
./ = 1

характеристик тенгламанинг карралиги мос равишда кг к2, ... , к
я

т
ы

булган илдизларидир. Куриниб турибдики, п -» оо да

(/ = 0,1,...,т -1) функцияларнинг рафтори А/V  (у = 0 -  1,

‘ = Ь?) функцияларнинг рафтори билан аникланади. Энди (4.57) 
дан qn нинг кийматини (4.59) га куйиб, куйидагини хосил кила­
миз:

/н-1 ;/ т /;-1
+ + Х ^ - Л А0 +а>)- (4-61)

/=0 j=m /=0 у = т

Бу тенгликда s олдидаги коэффициентларни йигиб, уни бош­
кача куринишда ёзамиз. Бунинг учун s = j —  i деб оламиз, у холда 
т < j < п, 0 < / < т булганлиги учун 0 < s < п булади. Энди s ни 
белгилаб олиб, hzls олдида турган коэффициентларни

йигамиз. Бу ерда i = j —  s ва т <j< п булганлиги учун т — s<i<n  — s 
булади. Иккинчи томондан эса 0 < i < т. Шунинг учун хам шах

min (m.n-s)

(0, т —  s) < i < min(m, и — s) булиб, Иг I олдида V  Л.Г<m, .s s 1 n + m - i - s
i=max(0,m-s)

коэффициент туради. Демак, (4.61) тенгликни куйидагича ёзиш 
мумкин:



т- 1 п min(m,w-j) „ _ 1

£  А^:1 -,-,+ 1 ^ , - Л ч +а,)’ (4.62)
5=0 5=0 /=max(0,m-s) j - m

бунда т< п < N.

Энди (4.62) тенгликнинг унг томонида гп катнашадиган хадни 
ажратиб ёзамиз:

min(m,0)

h ie  V  Ь Т {"\ =  h l e b or \ ”p .п п I m-i п п и т
/=тах(0./л-л)

Бу хадни (4.62) тенгликнинг чап томонига кучирамиз ва аввалги 
е0, е,, ..., еот_, хатоликлар кдгнашадиган \адларни алохида ёзамиз. 
Натижада (4.62) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

min(m,n-5)

(1 -л/Л^Г)£„ = Е [ г »')+Ч  I

„ _ 1  mm(m,n-s)  „_j (Л

+*2 > .  Е  + К '
s=m /=0 j - m

Каралаётган D  соханинг аникданишига к^ра |/s| < L  тенгсизлик ба­
жарилади, бундан ташкари, маълумки Г{™] = 1 (7-боб 12-§ га к;.).

Демак, ел олдидаги коэффициентни пастдан куйидагича бахо­
лаш мумкин:

\-hb0ln>\-hL\b0\.

Шунинг учун хам h етарлича кичик \ h < j ^ j  булганда еп олдидаги
коэффициентни доим мусбат кдлиш мумкин, бу эса (4.63) тенглик­
ни куйидагича ёзишга имкон беради:

( т - \ _  min (m,n-s)

' .  = s 4 a № ‘,+ *'. I  K I - . +

1 , - 1  min(m.n-s) ,,_i ] (Л  & Л \

+ * I /A  I
s=m i- 0

Охирги тенглик xn нуктадаги такрибий ечимнинг ел хатолиги
(4.52) хисоблаш формуласининг параметрлари, е0, б,, ... , гт1 даст­
лабки хатоликлар, хисоблашнинг хамма погоналаридаги формула-



нинг хатолиги, яхлитлаш хатолиги хамда хт, хт+1..., хя_, нукталар- 
даги такрибий ечимнинг хатоликлари оркали ифодаланади. Бизни п ->
оо да ел хатоликнинг рафтори кизиктиради. (4.64) формулага кура ел 
хатонинг рафтори хусусий холда Г̂1 (/ = 0, 1,..., т-l) ёки бунга 
тенг кучли булган = 0, 1,...,/:, — 1; / = 1,2,...,<7) функциялар­
нинг рафторига богликдир. Олдинги бандда (4.52) формуланинг 
коэффициентлари

т
Л(1) = 1- 2 > . = 0

j=1

шартни к,аноатлантиришини курган эдик, бу эса (4.60) тенглама 
доимо X = 1 ечимга эга эканлигини курсатади. Шунинг учун хам энг 
кулай холда п -» оо да Г1̂  (/ = 0, - 1) функциялар модули буйича 
чегараланган булишига умид килиш мумкин.

Агар Л(Х) = 0 характеристик тенгламанинг барча А.,, Х2, . . .  , А. 
илдизлари модули билан бирдан ошмаса ва модули бирга тенг 
булганлари каррали булмаса, у холда илдизлар шарти бажарилган 
деймиз.

Куриниб турибдики, A/V (j = 0,1,..., А:,- — 1; / = 1,2,...,<?) функция­
лар чегараланган булиши учун илдизлар шартининг бажарилиши 
зарур ва етарлидир.

2-таъриф . Агар илдизлар шарти бажарилса, у холда (4.52) 
хисоблаш методлари туррун дейилади.

Биз тургунликнинг икки хил таърифини келтирдик, бу таъриф- 
ларнинг тенг кучлилигини 7-боб 12-§ да бу ерда каралаётган маса­
лаларнинг хусусий холи булган аникмас интегралларни такрибий 
Хисоблаш коидаси учун курсатган эдик.

Биз бу ерда 2-таърифдан 1 -таърифнинг келиб чикишини, яъни 
илдизлар шарти бажарилганда (4.52) формула ёрдамида топилган 
такрибий ечим п -» °о да (4.1) тенгламанинг ечимига текис якинла- 
шишини курсатамиз.

Айтайлик, илдизлар шарти бажарилсин, у холда

I/4;'! < max l/^'l = Г(к) = Г ..
I " I os/s»-il "I v ; (4.65)

0 <я<ЛГ

булиб, шу билан бирга h ->■ 0 да /нолдан фаркди чекли лимитга 
интилади.

Фараз килайлик, е.(/ =0 , 1,... , т —  1), г ва а, лар учун куйида- 
ги бахолар уринли булсин:

|е, | < е (/' = 0, т - 1); |гу | < г ; | а ;  | < а ; j  = т, N.



Бу бахоларни ва (4.65) ни хисобга олиб, (4.64) дан куйидаги бато­
га эга буламиз:

л-1

|е л| < P e + h Q * r \ E s \ + T { n - m ) { h r  + a ) ,  (4 .6 6 )
s-m

бунда

1+W.X|*,| /X Z |*/|
р‘тГ-тцщ--

Т =  Г
\-hL\bol

Куриниб турибдики, А -» 0 да Р, Q  ва Т микдорлар чекли ли- 
митларга интилади.

X —хЭнди п- m  < 0 лигини хисобга олиб ва ушбу

Ре = а ,  ha = b , T(hr  + a ) Х ~*° =  с

белгилашларни киритиб, (4.66) тенгсизликни куйидагича ёзиб ола­
миз:

п-1
k H * + iZ k l +c.

s=m

бунда m  < п < N. Бу формуладан кетма-кет куйидагиларга эга була­
миз:

K +i | ^ a  +  6 | e M| +  c < a  +  c  +  6 ( a  +  c )  =  ( a  +  c ) ( l  +  6 ) ,  

km+2|^ a + C + 6(|fm| + K +ll)^(«+C)(1+Z’)2.

К +зИ (° + с)(1 + ̂ )3

K |< (a + c)(l + 6)"-m.

Барча п ларда гп ни бахолаш учун юкрридаги ба^они куполрок, кдлиб 
оламиз:

|£П|<(<7 + С)(1+Й)Л <(tf + c)(l+&) h~ =

Х - х  a '~ yo

= (я + c)(l + /?<2) h < ( a  + c )e bQ h = (я + с ) е 0(А~Ло).



max lei <{a + c)e'MX '
Q{ A’-.vq )

m<n< Л

Шундай килиб, такрибий ечимнинг хатолиги еи учун куйидаги те­
кис ба\ога эга буламиз:

max e l <
mSnS/V1 ewx-*\ (4.67)

Юкорида курдикки, илдизлар шарти бажарилса, h -> 0 да Р, Q, 
Тчекли лимитга интилади. Шунинг учун хам (4.67) дан курамиз­
ки, такрибий ечим аникечимга текис интилиши учун

£ -» 0, г 0, —> О
и~+о к — h £->о

шартлар бажарилиши керак.
Юкоридаги (4.67) бахо купол, амалиётда татбики кам, чунки 

унинг таркибидаги Р, Q, Гмикдорларни эффектив равишда ба­
холаш кийин. Аммо бу бахонинг яхшилик томони шундан ибо- 
ратки, унинг ёрдамида хисоблаш жараёнининг якинлашиш шарт­
ларини аникдаш ва якинлашиш тезлигини сифат жихатидан ба­
холаш мумкин. Хусусий холда бу бахо шуни курсатадики, ечим 
изланаётган ораликнинг узунлиги X —  х0 ортиши билан такрибий 
ечимнинг хатоси тез усади. Бундан ташкари, (4.67) бахо шуни 
курсатадики, (4.52) формуланинг хатолиги уч кисмдан иборат. 
Хатоликнинг биринчи кисми дастлабки маълумотларнинг хато­
лиги билан боглик булиб, А-> 0 да е нинг рафторига боглик. 
Одатда, жадвалнинг бош кисмини куришда кулланадиган алго­
ритм шундай танланадики, h кичиклашганда е кичиклашади. Ха- 
тонинг иккинчи кисми дастлабки дифференциал тенгламани ай­
ирмали тенглама билан алмаштиришга боглик, У h -» 0 да кама­
яди, чунки ^-тартибли аппроксимацияга эга булган айирмали 
схемалар учун г — 0(hp).

Нихоят, хатоликнинг учинчи кисми (4.52) формула ёрдамида 
Хисоблаш хатолигига боглик булиб, h -> 0 да ^ нинг рафторига 
боглик. Агар хисоблаш формуласи танланган булса, гп ва г ларнинг 
И га богликлиги конуни аник булади. Бизнинг ихтиёримизда И, е, 
а, ларни танлаш колади. Уларни оптимал равищда танлаш учун ай­
рим мулохазаларни айтиш мумкин.

Фараз килайлик, хозирча а белгиланган булсин. Биз h ни кич- 
райтириб, хатоликнинг биринчи ва иккинчи кисмини камайтириш 
хисобидан умумий хатони камайтирамиз. Лекин бу узокка бормай-
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ди, маълум пайтдан бошлаб хато яна усиб боради, чунки А ни 
кичрайтирган сари  ̂ нинг микдори ошиб боради. Шунинг учун 
Хам А нинг шундай оптимал кийматини топиш мумкинки, бу кий- 
матда (4.67) нинг унг томони энг кичик булади. Купол килиб айт­
ганда, бу оптимал киймат шунга олиб келадики, хатоликнинг уча­
ла кисми бир-бирига тенг булиши керак. Агар биз (4.67) нинг унг 
томонини яна хам камайтирмокчи булсак, у холда хисоблаш аник­
лиги а ни оширишимиз керак. Агар е = 0(Ат) ва а = 0(Ат) булса, у 
Холда (4.67) бахога кура хисоблаш жараёни hm тартибдаги тезликда 
аникечимга текис якинлашади.

Шуни яна бир бор таъкидлаш керакки, (4.67) бахо якинла- 
шишни таъминлаши учун (4.52) айирмали метод учун тургунлик 
шартлари бажарилиши керак. Агар бу шартлар бузилса, у холда А -> О 
да (4.67) тенгсизликнинг Унг томони даражали ёки курсаткич функ- 
циядек чексиз усиб боради.

Купинча тургун хисоблаш методлари орасида цатъий mypFyn ме­
тодлари ажратилади. Бундай методлар учун яна бир кушимча талаб 
куйилади: |Я| = 1 айланада факат битта X = 1 илдиз ётиши керак. 
Тадкикотлар шуни курсатадики, кртьий тургун жараёнларнинг якин­
лашиш рафтори анча яхши булади.

Юкорида курилган Адамснинг барча методлари катъий тургун- 
дир, чунки А (Я) = Ага+| -  Лт = 0 характеристик тенглама бирга тенг 
булган битта туб илдизга ва нолга тенг булган т-каррали илдизга 
эга.

Айирмали методларни хосил килиш учун бошкача ёндашиш 
Хам мумкин.

Мисол учун ушбу
хп хп

и(х„) = и(хп_2)+ j  u'(x)dx = u(xn_2) + j f(x,u)dx

-*77-2 */7-2

тенгликни курайлик. Бундаги интегрални такрибий равишда Симп­
сон квадратур формуласи билан алмаштирсак,

3'» = У п-2 + \ {f„-2 + 4/,_, + f„) (4.68)

Хисоблаш коидасига эга буламиз. Биз биламизки, бу методнинг 
(Симпсон квадратур формуласининг) колдикхади куйидагига тенг:



Бу метод учун характеристик тенглама А (Я) = Я2 -  1 = 0 булиб, 
унинг илдизлари Я, =-1, Я, =1. Шунинг учун хам (4.68) метод 
тургун, аммо катъий тургун эмас.

Ушбу Эйлер методи

Уп = Уп-1 + ¥„-i
эса катъий туррундир.

Биз 7-боб 12-§ да аникмас интегралларни такрибий \исоблаш 
учун

У и* I = ~ 4Уп + 5jVi + 2h (Л-1 + 2Л)

методни курган эдик. Бу метод учун характеристик тенглама 
А (Я) = Я2 + 4Я -  5 = 0 булиб, унинг илдизлари Я, = -5 ва Я̂ = 1 эса 
илдизлар шартини каноатлантирмайди. Шунинг учун хам бу ме­
тод тургун эмас ва хисоблаш учун ярамайди.

Тургун ва катъий тургун такрибий методларнинг фаркини яхши 
тушуниш учун бир мисол курамиз. Осонлик билан куриш мум­
кинки,

и' = -2и + 1,и(0) = 1 (4.69)

тенгламанинг аник ечими

н(х) = 0,5е‘2х +0,5 (4.70)

булиб, бу ечим дастлабки шартга нисбатан тургундир, яъни даст­
лабки кийматнинг кичик микдорда узгариши х -> оо да ечимнинг 
кичик микдорда узгаришига олиб келади. Хакикдтан хам, даст­
лабки шартни ы(0) = 1 + £ га алмаштирсак, у холда ечим

и(х) = (0,5 + £)е'2х +0,5

куринишга эга булиб, факат ее~2х га узгаради.
Энди (4.1) дифференциал масалага (4.68) Симпсон формуласи­

ни куллаймиз, у холда

У» = У п-i + \  ( - 2  У я . г  -  8у„_, - 2 у л + 6 ) ,  у 0 = 1

ёки

У" =  ~ 3 ^ 2 Й У"-' + U 2 h y "-2 +  3+2Л ’ Уй =  ’ ( 4 -7 0

формула хосил булади. Бу ерда j>0 сифатида дастлабки шартни ола­
миз. Аммо (4.71) метод икки кадамли булганлиги сабабли хисобни
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бошлаш учун >>, нинг кийматини бериш керак. ух нинг киймати 
сифатида (4.70) аник ечимнинг х = И даги кийматини оламиз, 
яъни

>•, =0,5(?-2''+0,5. (4.72)

Биз (4.71) ва (4.72) ларни бирлаштириб, ушбу

8/) ; З - 2 /i 2h
У" ~ 3+2Й У"-' + 3+2h Уп~2 3+2Л ’ ..  .

y 0 = l ,  V, =0,5е-2Л+0,5

айирмали масала ечимининг рафторини текширамиз. Бу масалага 
мос келадиган характеристик тенглама

Я2 + 3 ^ Я- Ш  = ° <4‘74>

нингечимлари

-4h+^9- 2h2 , 4/I+V9—2/г
3+2А 7  ̂ 3+2 h

дан иборат. Бундан курамизки, (4.73) га мос келадиган

8h 3 -2 А
Уп ~  3+2/г "-1 3+2Л •К"-2

бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

■Я| = С|Л +С2̂ 2

булиб, осонлик билан куриш мумкинки, (4.73) айирмали тенг­
ламанинг хусусий ечими Уп булади. Шунинг учун хам (4.73) 
айирмали тенгламанинг умумий ечими

Уп ~ С\^> +  С->^2 +  7  о

булади. Номаълум с, ва с, коэффициентларни топиш учун дастлаб­
ки шартлардан фойдаланамиз:

1 , , , 1 1 ~->h 1с, +  с,  +  -  = 1, с, Я, +  с ,Я,  +  -  =  - е - + - .

Бу тенгламаларни ечиб,



5 20Л+(3+2Л)( 2+.V'"*) 

C, =  '2 + _ “ I2̂  ‘

5 20/i+(3+2A)(2+3e 2/,j 

Cl 12 l2-fô2h*~
ларни \осил келамиз. Шундай цилиб, (4.73) айирмали масаланинг 
ечими

У„ = с,
-4/1+79-2/1

З+2/i
+ С, -4/i-n/9-2/t

З+2/i
+ 1  

6 (4.75)

булади.
Ечимнинг бу куринишидан унинг л -^оо даги рафторини осон- 

лик билан аницлаш мумкин. Х,ацицатан \ам, куриниб турибдики, 
хар цандай белгиланган етарлича кичик Л >0  учун

0  <  -4h+\9-2h2 <  j 4h49-2lr >  ,
3 -2 Л  3 1 2Л

Демак, п -> оо да (4.75) даги биринчи хад нолга интилиб, иккинчиси 
чексизга интилади. (4.69) масаланинг (4.70) аник, ечими оо да 0,5 
га интилади. Равшанки, _уя такрибий ечимнинг хатолиги чексизга 
интилади ва (4.73) методнинг (4.69) масалага кулланилиши нотур- 
гундир. Шуни х,ам таъкидлаш керакки, хатоликнинг бундай уси- 
ши яхлитлаш хатолиги билан боглик; эмас, чунки (4.75) формула 
уп нинг аник математик ифодаси булиб, (4.73) формулада хисоб­
лаш рационал сонлар устида олиб борилса, хосил цилинган ций- 
матлар (4.75) формула ёрдамида хисобланган циймат билан устма- 
уст тушиши керак. Бунинг сабаби (4.68) методнинг тургун, аммо 
цатьий тургун булмаганлигидадир. Айнан мана шу цатъий тургун- 
ликнинг йуцпиги ун нинг рафторини аницлайди. Буни куйидагича 
тушунтириш мумкин: (4.73) айирмали тенгламадаy„_v y„_w y„ лар 
цатнашганлиги учун у иккинчи тартибли айирмали тенгламадир, 
шунинг учун \ам у иккита А" ва А̂' фундаментал ечимга эга. 
(4.73) формула ёрдамида курилган уя кетма-кетлик битта фунда­
ментал ечимга эга булган биринчи тартибли дифференциал тенг­
лама ечимини аппроксимациялаш мацсадида курилади. Дифферен­
циал тенгламанинг бу фундаментал ечими а" кетма-кетлиги би­
лан аппроксимацияланади, А” кетма-кетлик эса «зарарли» булиб, 
тез нолга интилиши керак. Аммо \ар цандай И > 0 сон учун 
|А,| > 1 булиб, Аз нолга интилмасдан, тебраниб чексизга интила-



ди ва нотуррунликнинг келиб чикишига сабаб булади. Шуни таъ­
кидлаш керакки, h -» О да Я., ва Х2 тургунлик кум\адининг 
илдизларига яцинлашади. Хацицатан хам, h -» 0 да (4.74) купхад 
к2—  1 = 0 купхадга айланади. Бу ерда цатьий тургунликнинг зарур­
лиги яццол куринади. Агар характеристик купхаднинг биттасидан 
ташцари цолган хамма илдизлари абсолют циймати билан бирдан 
кичик булса, у холда бу «зарарли» илдизларнинг даражалари айир­
мали тенгламанинг ечими булиб, п - >  оо да нолга интилади ва 
нотургунлик холати пайдо булмайди.

Биз куриб чиццан тургунлик И -> О даги тургунлицдир. Келти­
рилган мисол курсатадики, метод тургун, аммо цатьий тургун булма­
са, исталганча кичик И учун нотургунликка олиб келади.

8.4.6. Оддий дифференциал тенгламаларнинг цатгик, системасини 
тацрибий ечиш. Олдинги бандда (4.1) Коши масаласини (4.2) айир­
мали методлар билан такрибий ечганда тургунлик ва цатьий тур­
гунлик тушунчасини киритган эдик. Бу тушунчалар нихоятда уму­
мий булиб, улар (4.1) дифференциал масала ва уни аппроксимация 
цилувчи (4.2) айирмаларнинг куп характерли хоссаларини хисобга 
олмайди. Жумладан, бу тушунчаларда (4.2) айирмали схеманингунг 
томонидаги bv b2, ..., Ьт коэффициентлар хеч цандай таъсир курса- 
та олмайди. Бу тушунчалар

т

Уп~^а'Уп-, =0
/=1

бир жинсли айирмали тенгламанинг барча ечимлари п -> оо да чега- 
раланганлигини курсатади, холос.

Фараз цилайлик, дифференциал тенглама ечимининг у ёки бу 
узига хос хусусиятлари олдиндан маълум булсин. У \олда бу узига 
хос хусусиятлар айирмали тенгламанинг ечимида \ам сакланиши 
керак.

Айтилган гапларни тавсифлайдиган ушбу Коши масаласини 
курайлик:

~и = Хи, х > 0, и(0) = и0. (4.76)

Фараз цилайлик, X < 0 булсин, у \олда тенгламанинг ечими

и(х) = ы0е/х
монотон камаяди, демак, ихтиёрий И > 0 учун



тенгсизликни цаноатлантиради, бу эса и(х) ечимининг тургунлиги­
ни билдиради.

Табиийки, (4.76) тенгламани аппроксимация келувчи айирма­
ли масаланинг ечими хам (4.77) га ухшаш тенгсизликни цаноат- 
лантириши керак. Шу нуцгаи назардан (4.76) масалани Эйлер мето­
ди билан ечишни курамиз:

тенгсизлик бажарилиши учун |l + kh\ < 1 тенгсизликнинг бажари­
лиши зарур ва етарлидир.

Уз навбатида, X < 0 холда бу шарт И цадам учун ушбу

чеклашга тенг кучлидир. Шундай цилиб, (4.78) айирмали метод
(4.80) шарт бажарилгандагина тургундир.

1-таъриф. (4.2) айирмали метод абсолют равишда туррун дейи­
лади, агар у барча И > 0 учун тургун булса ва шартм равишда тур­
гун дейилади, агар у Л га нисбатан бирор шарт бажарилганда тургун 
булса.

Бундан куринадики, Эйлер методи шартли равишда ((4.80) шарт 
бажарилганда) тургун экан. Агар |Я| етарлича катта булса, у \олда
(4.80) шарт А цадам га нисбатан цаттиц шартдир, бундан «цаттиц» 
тенглама атамаси келиб чиццан.

М и с о л . Ушбу

~  = -100и + 100. « (0 ) = 2 (4 .8 1 ) и ках
Кош и м асал аси н и н г ани к  ечим и и( х)  =
= I + exp(-100.v) (1 -чизма) булиб, х >  0,05 бул­
ганда аник, ечим 1 дан учинчи хонасидагина ^

у„+1 =(1 + Щу„, я = 0, 1, 2,... 

Бундан куринадики, (4.77) бахо, яъни

(4.78)

(4.79)

0 < Л < ! (4.80)

ф арк килади (м асалан, и(0, 05)  =  1 + е~5 = 
= 1,0067).
Айирмали тенгламанинг ечими
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эса факат |1 —100/?|< 1 булгандагина аник, ечимни такрибий тасвирлайди, демак, 
h < 0,02 каттик шарт бажарилиши керак. Агар бу шарт бузилса, масалан, И = 0,05  
булса, у \олда у п нинг кийматлари: у 0 = 2, у\ = - 3 ,  у 2 = 17, у, =  - 6 3 ,  у4 =  257, ... 
булиб, аник ечим билан *еч кандай алокаси булмайди.

Аник ва такрибий ечимларни таккослаб курамизки, ехр(-Ю Ох) ни аппрок­
симация киладиган такрибий ечимдаги (1 — 100А)"\ад кадамни йириклаштиришга 
имкон бермайди, аслида эса х > 0,05 кийматларда ехр(— 1 ООлг) нинг ечимдаги 
\иссаси учинчи хонада таъсир килади.

Бу мисолдаги факт каттик тенгламаларга хос булган умумий вазиятни на­
мойиш этади: ечимда шундай \а д  борки, интеграллаш оралигининг деярли  
\ам м а ерида унинг \и ссаси  кичик булиб, бундай тенгламаларни ечиш учун 
мулжалланмаган методларни к$ллаганда тургунликни саклаш учун И ни кичик 
Килиб олиб, бу \адни етарлича аник аппроксимациялаш керак.

Каттик, тенгламани ечиш учун мулжалланган методлардан бири 
бу Эйлернинг ошкормас методидир. Уни (4.76) тенгламага кулла- 
сак, куйидаги хосил булади:

Уп* I =Уп + Му,1+1 (А <0).
Бундан

= у»
1-ЯЛ (4.82)

булиб, ихтиёрий И > 0 лар учун (1 -Ай) 1 < 1  тургунлик шарти 
бажарилади. Демак, (4.82) метод абсолют равишда тургун метод- 
дир.

Олдинги бандлардаги оддий дифференциал тенгламаларни сон­
ли ечиш учун курилган методларни узгаришсиз бундай дифферен­
циал тенгламаларнинг системаси

%  = Аи <4-83> 

ни ечиш учун \ам куллаш мумкин. Биз аввал т-тартибли А квадрат 
матрицани узгармас элементли матрица деб цараймиз. Агар А матри­
цанинг хос сонлари катта таркалишга эга булса, у \олда (4.83) 
системани ечишда кушимча кийинчиликлар турилади.

2-таъриф. Узгармас А{тхт) матрицали (4.83) дифференциал 
тенгламалар системаси цаттик; дейилади, агар Re\k< 0 к = 1 ,2 ,..., 
т (яъни система Ляпунов буйича асимптотик mypFyH) ва

max IRe?,k \
___ _

min \Re/4.\
\<k<m 1

нисбатан катта булса. Бу ерда s цаттик̂шк сони дейилади.



Агар А матрица х га боглик, булса, у холда Хк - Хк(х), к = 1, 2, 
..., т булади.

Хар бир х учун

max |/teA,.(A')|
s (x) = !M5'»' (4.84)

v 7 min \Reki.(x)\ v 7

каттикдик сонини аникдаш мумкин. Бу холда каттикдик хоссаси 
интеграллаш оралигининг узунлигига боглик,булиши мумкин.

3-т а ъ р и ф. Ушбу

^  = А(Х)«
dx  ' ’

система (О, X) интервалда цаттиц дейилади, агар барча х е (О, X) 
учун ReXk(x)< 0, к= 1, 2, ... , т ва 5 = sup s (х) сон катта 
булса. хф.х)

Амалиётда, агар s > 10 булса, система каттик, саналади, аммо 
кимёвий кинетика, бошкариш, электр занжирлари ва бошка ма- 
салаларда 5 сони 106 ва ундан \ам катта булиши мумкин.

Фараз килайлик, (4.83) системанинг А матрицасини Q  'AQ 
ухшаш алмаштириш ёрдамида диагонал матрицага келтириш мум­
кин булсин. У \олда и = Q9  алмаштиришни бажариб, (4.83) сис­
тема ушбу

% = Q - ' A Q d  (4.85)

эркли тенгламалар системасига келтирилади (бу ерда Q~'AQ ва А 
матрицалар бир хил хос сонларга эга).

Фараз килайлик, т =  2 ва

булиб. Я, >0,Аз > 0 ва Я, »  Яз булсин. Бу холда (4.85) система 
ушбу

= (4.86)

иккита эркли тенгламалар системасига айланади.
Бу тенгламаларни ечиш учун Эйлер методини кулласак,

айирмали тенгламалар хосил булиб, уларнинг д,я =&,(х'я), 
=д2 (х„) ечимлари тургун булиши учун h кадам бир вактда
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икки А,/г < 2, A2h < 2 шартни кэноатлантириши керак. А,«А, булган- 
лиги учун бу шартлар h -  чеклашга олиб келади. Бу огар шартдан 
цутулиш мацсадида (4.86) системани ечиш учун Эйлернинг ошкор­
мас методини цуллаб, цуйидагига эга буламиз:

» Ь\п <, f)2n
", , = -----,V, . = -----г-

'•"+| 1+А,Л 2'"+| 1+Я2А

Бу метод ихтиёрий h > О учун тургундир. Шунинг учун \ам бу 
ерда h цадамни тургунлик нуцгаи назаридан эмас, балки аницлик 
э\тиёжига цараб танлаш керак.

Умумий чизицли булмаган тенгламалар системаси учун цаттиц- 
лик тушунчаси юцоридагига ухшаш киритилади.

Фараз цилайлик, ушбу чизицли булмаган тенгламалар системаси 
берилган булсин:

g  = /(x,fi),x>0, (4.87)

бу ерда

й(х) = (и1{х),и2(х),...,ит{х))Т,

}{х,и) = ( /  (х,и)/2 (х,и),...,/„ (x,w))r .

Энди (4.87) системанинг бирор ечимини t>(x) орцали белгилай- 
миз ва

оркали элементлари

аДх,3(х)) = ij = 1,2,...,m

лардан иборат булган матрицани белгилаймиз.
Фараз килайлик, Хк (х) (к = 1,2,...,/я) лар Л(х,#(х)) матрица­

нинг хос сонлари булиб, s(x) эса (4.84) тенглик билан аниктан- 
син.

4-т а ър и ф. (4.87) система &(х) ечимда ва берилган (0,^) ин­
тервала цаттиц дейилади, агар:

1) барча X е (0, А^учун ReXk (х) < 0, к - 1,/и;

2) 5 “ v! ( U ) сони катта булса.
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Мисол сифатида кимёвий кинетиканинг ушбу чизикди булма­
ган масаласини келтирамиз [49]:

йх = “ ,̂04*/, +104̂ 2w3’wi (®) = Ь

^■ = -0,04и, -104м2«3 -  3 • 107ы|, и2 (0) = 0, (4.88)

$  = 3-10Ч 2,и3(0) = 0.

Бу тенгламаларни кушиб чицсак,

^  = («I + «г + «з) = 0 (4.89)

Хосил булади, бундан эса и, + м2 + м3 = с ва дастлабки шартлардан 
фойдаланиб, м, + и2 + м3 = 1 ни \осил циламиз, Демак, юцоридаги 
системанинг битта интеграли маълум. Шунинг учун \ам у иккинчи 
тартибли системага келтирилади. Бу системанинг (0,100) интервалда 
цаттицлик сони s ~ 10\

Кдггиц системани ечишга мулжалланган айирмали методларни 
текшириш учун модел тарзида ушбу тенглама царалади:

|  ^  (4-90)

бу ерда X —ихтиёрий комплекс сон. Бу тенглама \ацицатан х,ам 
(4.83) системани моделлаштириши учун уни А матрицанинг барча X 
хос сонлари учун текшириш керак.

Агар (4.2) айирмали методни (4.90) тенглама учун цулласак, у 
цуйидаги куринишни олади:

т
£(а,. -  цЬ, ]yn_j = 0, п = /и, tn + 1,..., (4.91)
/=о

бу ерда an = 1 ва /л = Xh —  комплекс параметр. Агар (4.91) тенглама­
нинг ечимини уп = q" куринишда изласак, у \олда дучун ушбу

т
) ? " ■ ' =  0  ( 4 . 9 2 )

/=о

характеристик тенгламага эга буламиз.
Биз бу ерда цаттиц система учун оддий тургунликка нисбатан 

торроц булган /4-тургунлик тушунчасини куриб чицамиз.
Аввал цуйидаги таърифни келтирамиз:
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5-таър и ф . (4.2) айирмали методнинг тургунлик сохаси деб (4.91) 
методнинг тургунлигини таъминлайдиган ц =  комплекс текис- 
лик барча нуцтшгарининг т^пламига айтилади.

Эйлернинг ошкор методи

Уп, I = у„ + ¥(х ,  у„)
учун (4.91) метод

Уп*) = ( 1 + м)у„, м = м

куринишга эга булади.

Бу методнинг |1 + |̂ < 1 тургунлик шарти ц = /i, + ip.2 комплекс 
Узгарувчи учун ( ,̂ + I)2 + ц\ < 1 ни билдиради. Бундан куринади­
ки, бу методнинг тургунлик сохаси маркази (- 1 , 0) нуцтада булган 
бирлик доирадан иборат.

Эйлернинг ошкормас методи

Уп* I =Уп + ¥{Хп,Уп*\)

учун (4.91) метод

у = — -у
\ - ц ' «

куринишга эга булиб, унинг тургунлик сохаси маркази ( 1 ,0) нуц­
тада булган бирлик доиранинг ташци нуцталаридан иборат.

6-т а ъ р и ф. Айирмали метод А-туррун дейилади, агар унинг тур­
гунлик сохаси Re/л < 0 ярим текисликни уз ичига олса.

Шуни таъкидлаш керакки, Rek < 0 булганда (4.90) тенглама­
нинг ечими асимптотик тургундир. Шунинг учун \ам А-тургун 
айирмали метод абсолют равишда тургун булади (барча И > 0 учун 
тургун), агар дастлабки дифференциал тенгламанинг ечими тургун 
булса (чунки Re/u = hReX ).

Равшанки, Эйлернинг ошкормас методида Я-тургун булиб, ош­
кор методида эса Л-тургун эмас.

Бир цадамли иккинчи тартибли айирмали метод сифатида тра­
пеция формуласи деб аталувчи

Уп-1 = Уп + h2[f{xn,yn)+f{xn,ynA)] (4.93)

методни курсатиш мумкин. Бу метод учун (4.91) метод

У I — — УЛы 2-V Уп



куринишга эга. Куриниб турибдики, <1 булиши учун Rê i < О
булиши зарур ва етарлидир. Демак, (4.93) метод Л-тургундир.

Каттик, системаларни ечишда Л-тургун методлардан фойдаланиш 
мацсадга мувофикдир, чунки уларнинг тургунлик шарти И цадам га 
боглиц эмас.

Тургунликнинг бошца куринишлари, умуман, цаттицсистема- 
ларни сонли ечиш методлари хацида чуцур ва кенг маълумотлар­
ни [4,5,47] дарсликлардан ва хусусан [13,38,49] монографиялар- 
дан олиш мумкин.

9-боб
ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 

УЧУН ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

9.1-§. МАСАЛАНИНГ КУЙИЛИШИ

9.1 Л. Чегаравий шартлар ва чегаравий масала. Фараз кдпайлик, п - 
тартибли оддий дифференциал тенглама

и{п) = /(х,и,и',...,и<я"|)) (1.1)

берилган булиб, унинг и=и(х) ечимини чекли ёки чексиз [а, b] 
ораликда топиш талаб цилинсин. Бу оралицда т та х. нуцталарни 
оламиз:

а < х, < х2 < ... < хт < Ь.

Бу нуцталарда и(х) функция ва унинг и'(х),...,и ("~и(х) хосила- 
ларининг цийматларини бирор цоидага кура боиювчи п та тенглама 
\ам берилган булсин:

Fj(w(X|),w’(X|),...,м<п '’(х,),...,м(хт),м (хт),...,м<л |)(хт)) = 0 (1 .2)

j  = 1 ,2 ,..., п.

Куйидаги масалани цараймиз: (1.1) тенгламанинг [а, b] оралиц­
да п та ( 1 .2) шартларни цаноатлантирадиган w(x) ечими топилсин.

Агар т = 1 (х,= а) булса, у холда Коши масаласига, яъни (1.1) 
тенгламанинг ( 1 .2) дастлабки шартларни цаноатлантирувчи ечими­
ни топиш масаласига келамиз. Агар т = 2 (х = а, х,= b) булса, у 
Холда (1.1), (1.2) масала икки нуктали ёки чегаравий масала де­
йилади. Агар т> 2 булса, у холда (1.1),(1.2) масала т нуктали ёки 
куп нуктали масала дейилади.



Куп нуктали масалага мисол сифатида бир неча таянчларда ётган 
курилиш тусинининг урта чизигини топиш ёки икки нуктада мах- 
камланган юклатилган эгилувчан ипнинг солкиланиш масалалари­
ни курсатиш мумкин. Занжирли куприкларни хисоблашда солкила­
ниш масаласи шунга олиб келади.

Битта дифференциал тенгламага жуда куп чегаравий шартлар 
куйиш мумкин, у \олда улар хар хил чегаравий масалаларга олиб 
келади.

1-м и с о  л. Ушбу

и '  = f ( x , u ,u ' )

иккинчи тартибли дифференциал тенглама берилган булсин. Бу ерда (1.2) чега­
равий шартларнинг куйидаги турт хилини курсатиш мумкин:

1) и (а ) =А , и (Ь)=В\ 2) и' {а)=А{, и' (Ь)=В{ ;1

3) и( о) =А,  tt'(6)=fii; 4 ) u ' ( a ) = A ], u ( b ) = B .  J (1 3 )

Чегаравий масала ечимининг мавжуд ва ягоналигини текшириш Коши масала- 
синикига нисбатан анча мураккабдир. Чегаравий масаланинг ечими мавжуд 
булмаслиги, ёки ягона ечимга эга булиши, ёхуд чексиз куп ечимга эга булиши 
мумкин.

2-м и с о  л. Ушбу

и" + U = 0, и (0) = 1/(7г) = 0

чегаравий масала чексиз куп

и (x) = csin х

куринишдаги ечимга эга, бу ерда с — ихтиёрий узгармас сон.
Куйидаги чегаравий масала

и” + w = 0, w(0) = 0, w(jcq) = 1
х0 нукта 0 <лг0 < 7г шартни каноатлантирганда ягона

, v sin X
и(  х)  = ------

sin JCq

ечимга эга булиб, х0 = я булганда умуман ечимга эга эмас.

Биз бун дан  к ейин  (1.1), (1.2) чегаравий м асал ан и нг ечим и м ав­
ж уд ва ягона д е б  ф араз килам из.

9.1.2. Чизикди чегаравий масала. Энди умумий чегаравий масала­
нинг му\им хусусий \о ли  булган чизицли чегаравий масалани кура- 
миз, бу х,олда ( 1 .1 ) дифференциал тенглама ва (1 .2) чегаравий 
шартлар чизиклидир.

Ч и зи к ди  я-тар ти бли  д и ф ф е р е н ц и а л  тенглам а кулайлик учун, 
одатда, куйидагича ёзилади:



4 м) = Ро {х)“{п) + Р\ (х)и{"-'] +... + р„ (х)и

булиб, f(x),Pj(x) (/ = 0,и) функциялар купинча берилган [а, b] 
ораликда узлуксиз функциялар деб карал ад и.

Соддалик учун (1.2) чегаравий шартда [а, Ь\ ораликнинг х, = а 
ва х1 = b четки нукталари кирган деб кэраймиз. Агар чегаравий шартлар 
куйидаги куринишга эга булса

М и) = ?» (# = 1’2>->и)’ (1.5)

улар чизикди дейилади, бу ерда

Гь («) = Ё  [а0,*и'М И + Pd.k“W  (*)]
к =О

ва уд ,а9к, р̂к берилган сонлар булиб, барча & = 1 , 2 , п учун

^ ( |аги| + |^,*|) * О
к =О

шарт бажарилиши керак.
Чизикди чегаравий шартлар сифатида (1.3) шартларни олиш 

мумкин, чунки уларни

а0и(а) + ахи'(а) = у, P0u(b) + J3,w'(6) = у,

куринишда ёза оламиз. Хакицатан \ам, бу ерда

«о =Ро = У = А, а, = /3, = 0, 7, = В

ва х- к. деб олсак, 1-мисолдаги шартлар келиб чикади.
Ушбу

и(а) = и(Ь), и'(а) = и'{Ь)

даврийлик шартини \ам чизикди чегаравий шартлар деб караш мум­
кин.

Агар [a, b] ораликда / ( х )  = 0 булса, дифференциал тенглама 
бир жинсли дейилади, акс хрлда у бир жинсли эмас дейилади; агар 
барча = 0 (# = 1 , 2 , ..., п) булса, чегаравий шартлар бир жинсли 
дейилади, акс \олда улар бир жинсли эмас дейилади; агар диффе-
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ренциал тенглама ва чегаравий шартлар бир жинсли булса, чегара­
вий масала бир жинсли дейилади.

Бир жинсли масала хар доим и(х) = 0 тривиал ечимга эга. Аммо 
куп холларда бу масаланинг хар доим хам мавжуд булавермайди- 
ган нотривиал ечими катта ахамиятга эга. Шунинг учун хам L(u) = О 
дифференциал тенгламага ёки Г. {и) = 0 чегаравий шартларга Я 
параметр киритилади ва бу параметрни узгартириб, шунга эриши- 
ладики, Я нинг айрим кийматларида чегаравий масала ечимга эга 
булади. Параметрнинг бу кийматлари масаланинг хос соняари, уларга 
мос келадиган нотривиал ечимлар масаланинг хос функциялари дейи­
лади.

9.1.3. Дифференциал тенгламалар системаси учун чегаравий ма­
сала. Фараз кдлайлик, [а, b] ораликда чизикди оддий дифференци­
ал тенгламалар системаси берилган булсин:

и'\+Р\\{х)»\ +Рп{х)и2 +...+р1п(х)ип =А(х), 

и'2 + рг,(х)и, +Р22{х)и1 + ... + р2п{х)и„ = / 2 (х), ^

<  +Рт(х)и{ +рп1 (x)u2+... + pim(x)un =f„(x),
бу ерда p:j(x) ва /(.х) лар [а, Ь\ ораликда узлуксиз функциялар. 

Кулайлик учун ушбу

/ ( * )  = [f\ М ’Л ( * ) . - . / .  (*)]г >

»(*) = [«, (х),«2 (*),...,и„(*)]г

матрица ва векторларни киритамиз, бу ерда Т —  транспонирлашни 
билдиради. Бу белгилашларда (1.6) системани ушбу

й' + А (х)й = f  (х) (1.7)

вектор куринишда ёзиш мумкин.
Фараз цилайлик, (1.7) системанинг ечимлари куйидаги кури­

нишда берилган чегаравий шартларни кдноатлантирсин:

бунда



маълум матрица ва вектор булиб,
т

£  s* =п, а<х, <х2 < ... < хт =Ь.

Табиийки, ( 1 .6), (1.7) чегаравий масала ягона ечимга эга б;ули- 
шига умид цилиш учун барча к учун (1 .8) чизикли комбинациялар 
чизикди эркли булиши керак. Шунинг учун \ам а[ матрицанинг 
ранги sk га тенг деб фараз киламиз. Бу шартни унга тенг кучли булган

куринишга эга булади ва одатда, х, = а, х2 = Ь деб олинади.
Шуни а̂м таъкидлаш керакки, и-тартибли чизикли оддий диф­

ференциал тенглама учун ( 1 . 1 ), ( 1 .2) чегаравий масалани узгарув- 
чиларни алмаштириш ёрдамида (1.6), (1.7) куринишда ёзиш мум­
кин.

9.2-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ЧЕГАРАВИЙ 
МАСАЛАНИ КОШИ МАСАЛАСИГА КЕЛТИРИШ

Фараз килайлик, [a, b] ораликда

detajas * 0, s = 1,2,...,т (1.9)

шарт билан алмаштирамиз.
Агар т = 2 булса, у \олда чегаравий шарт

<*1*{х,) = У1,а1ш{х2) = у2

и’ + р(х)и' + q(x)u = / ( х )  

дифференциал тенглама берилган булиб, унинг

(2 .1)
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чегаравий шартларни каноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
кдлинсин.

Ечимни
u = cy + z (2.3)

куринишда излаймиз, бунда с — узгармас сон, у = у(х) ечим (2 . 1 ) 
тенгламага мос келадиган

у’ + р{х)у' + q(x)u = 0 (2.4)

бир жинсли тенгламанинг нолдан фарьуш ечими булиб, z = г(х) эса

z' + p(x)z' + q(x)z = f(x) (2.5)

тенгламанинг кандайдир ечими булсин. Равшанки, ихтиёрий с учун 
(2.3) формула билан аникланган и = и(х) ечим (2.1) тенгламанинг 
ечими булади. Ихтиёрий с учун (2.2) чегаравий шартнинг биринчи- 
си бажарилишини талаб кдламиз, у холда

са0у(а) + а0г(а) + са ,/(а ) + а,г'(а) = А
еки

[а0.у (а) + а , /  (о)] с + a0z (а) + axz' (а) = А (2.6)

\осил булади. Бу тенглик барча с ларда бажарилиши учун с олдидаги 
коэффициент нолга айланиши зарур ва етарлидир, яъни куйидаги 
тенгликлар бажарилиши керак:

а 0у ( а )  + а , у ' ( а )  = О, (2.7)

a0z(a) + alz'(a) = А. (2.8)

Агар ихтиёрий с * 0 учун

у ( а )  = а{с, у ' ( а )  = -а0с (2-9)

деб олсак, у холда (2.7) тенглик бажарилади, (2.8) тенгликни 
таъминлаш учун а0 * 0 булганда

*(*) = ;£> * 'И  = ° (2 .Ю)

ва а, * 0 булганда

деб олиш мумкин.

“о

Z(a) = 0, Z'(a) = f- 
U1



Шундай к,илиб, у = у(дг) бир жинсли (2.4) тенгламанинг (2.9) 
дастлабки шартларни к;аноатлантирадиган Коши масаласининг ечи­
ми булиб, z = г(х) эса (2 .10) ёки чегаравий шартларни к,аноатлан- 
тирадиган (2.5) тенглама учун Коши масаласининг ечимидир. Шу 
билан бирга и = су + z функция ихтиёрий с учун х - а нук,тада 
чегаравий шартларни каноатлантиради.

Энди с узгармасни шундай танлаймизки, и = и(х) функция х = Ь 
нуктада (2.2) чегаравий шартни к,аноатлантирсин, яъни

[ру(Ь) + р1у'(Ь)]с + p0z(b) + Ptz'(b) = В,

бундан
с = B-PozjbyPii'jb)

РоУ(Ь)+Р\У'(Ь)

келиб чик,ади. Буерда

/}0у{Ь) + ру{Ь)* 0 (2.12)

шарт бажарилади, деб фараз килинади.
Шундай кдлиб, (2.1), (2.2) чегаравий масала иккита у(*) ва 

z{x) функция учун иккита Коши масалаларига келтирилди.

1 - э с л а т м а .  Агар (2.12) шарт бажарилса, у \ол да  (2 .1 ), (2 .2) чегаравий 
масала ягона ечимга эга булади. Акс *олда бу масала ё умуман ечимга эга эмас, 
ёки чексиз куп ечимга эга булади.

2 - э с л а т м а .  Агар (2.1) тенглама бир жинсли, яъни / ( х )  = 0 булиб, А = 0 
булса, у *олда (2 .10) ва (2 .11) шартларга кура z{o) = 0 ва г'(д) = 0 ,  дем ак, 
z(x ) = 0 келиб чицади. Шунинг учун \ам и = с у ( х ) булиб, и(х)  функция (2.9) 

бошлангич шартни каноатлантирадиган (2.4) тенгламанинг ечимидир. Бу \олда

_ в 
Роу( ь)+Р\у '(ь)

булади.

9.3-§. ЧЕКЛИ-АЙИРМАЛИ МЕТОД ЁРДАМИДА ИККИНЧИ 
ТАРТИБЛИ ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАНИ ЕЧИШ

9.3.1. Чекли-айирмали метод тояси. Фараз килайлик, а < х < Ь 
ораликда

дифференциал тенглама ва



чегаравий шартлар берилган булиб, бу чегаравий масала ягона 
ечимга эга булсин.

Каралаётган [а, Ь\ ораликни тугунлар деб аталувчи

х, = а + /Л(/' = 0,1,...,N\ h = (b-a)/N)  (3.4)

нукталар ёрдамида N  та тенг булакларга булиб, тур хосил кдламиз. 
Хар бир тугунда (3.1) — (3.3) лардаги хосилаларни сонли диффе- 
ренциаллаш формулалари буйича функциянинг айрим нукгалар- 
даги кийматларининг чизикди комбинацияси оркали ифодалай- 
миз. Натижада /' = 1, 2,..., N —  1 холда м(х.) ларни топиш учун N — 1 та 
тенгламага эга буламиз.

Агар булар билан чегаравий шартлардан (/ = 0 ва / = N) келиб 
чикадиган тенгламаларни хам бирлаштирсак, у холда и(х0), и(х,), 
..., u(xN) га нисбатан Л'+ 1 та тенгламалардан иборат системага эга 
буламиз.

Чекли-айирмали методни куллаганда куйидаги масалалар ечили­
ши керак:

1) сонли дифференциаллаш формулаларини шундай танлаш ке­
ракки, улар хосилани яхши якинлаштирсин ва бу формулада функ­
циянинг тугун нукгаларидаги кийматлари катнашсин;

2) хосил булган система ечимининг мавжудлиги текширилсин;
3) бу системани ечиш методи курсатилсин;
4) хосил булган натижанинг аниклиги бахолансин.
9.3.2. Одоий дифференциал тенглама ва чегаравий шартларни 

алгебраик тенгламалар системаси билан алмаштириш. Биз бу ерда 
[а, Ь\ ораликда (3.4) тугун нукталарни танлаб, (3.1) дифференциал 
тенгламани факат ички тугунларда к,араймиз, яъни х = х. (/ = 1 , 2, 
..., N  —  1) ва (3.2) — (3.3) чегаравий шартларни эса мос равишда 
хп = а ва xN = b нукгаларда караймиз; (3.1) тенгламада х = х(.деб ола­
миз:

и" (х,.) + р (х,.) и' (х,.) + q (х,.) и (х,.) = /  (х,.), (3.5)

/=  1, 2,..., N - 1

ва бунда катнашадиган ы'(х, ) ва м"(х,)ларни и(х) функциянинг 
х _|5 х, х т1 нукталардаги циймати, яъни w(x_(), м(х), м(хт1) ор- 
кали ифодалаймиз. Бунинг учун х. нукта атрофида и = ы(х) функ­
ция [а, Ь\ ораликда туртинчи тартибли узлуксиз хосилага эга деб 
фараз килиб, ы(хм ) ва и(хж ) функцияларнинг Тейлор формуласи



буйича ёйилмасини ёзамиз (колдик, хадни эса Лагранж формасида 
оламиз):

2 ! 3!

+ j \ u/V (*/ + 0/z)> 0 <0 < 1,

и (х,_,) = и (х, ) -  ~ и' (X,) + £  и" (х,) -  ^  и* (х,) +21 3!

+ ̂ 7м/,/(х, -0,й), О<0, < I.

Бу формулалардан куйидагиларга эга буламиз: 

^ 4 ^ 1  = «'(х,) + 0(Л), 

Û ± ^ t ll =  u ' ( x i ) +  0 ( h ) ,  

^ Ц ^ 1 1  = и'(х,.) + 0(Л2).

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9) 

(3.10)

Бу ифодаларнинг чап томони мос равишда унг %осила, чап коси­
ла ва марказий косила дейилади. Шунга ухшаш м"(х, ) учун куйида­
ги симметрик ифодага эга буламиз:

u(xM )-2u{xi )+u(xt. l ) ы"(х,) + 0(Л2). (3.11)

Энди (3.5) тенгликда м'(х,) ва и'(х,) ларнинг урнига (3.10),
(3.11) ларни куйиб ва 0(й2) ни унг томонга утказиб, куйидагини 
хосил циламиз:

и(хи1)-2и{х/)+и(х/_,) ^  п (у . \ и { х и ,)-и (х /_,) ^
р + Р \ Х>) 2И

+ 9  (х,) м (х,) = /  (х,) + 0 (Л2)

(3.12)

еки

1 “ £/»(*/ )1и(*/-■)- [2 -  h2V(*/)] “ (*/) + Г1 + \  Р {х, )1 Ы( х м )

= h2p ( x i )  + 0(й4),
/ = 1, 2, ..., N-1.



Шунга ухшаш (3.8), (3.9) лардан фойдаланиб, (3.2), (3.3) чега­
равий шартлар учун куйидагиларга эга буламиз:

(a0h - a i)u(x0) + a lu(xi) = hyt +0 (ft2), (3.14)

~P^(xN.i) + (Pi + hp0)u(xN) = hy2 +0(h2). (3.15)

Энди (3.13) — (3.15) ларнинг унг томонида 0(А4) ва 0(ft2) цол- 
дик; хддларни ташлаб юборамиз, натижада

1 ~j P( x , )  y,_l - [ 2 - f i lq(xl)]yl + 1 + ^р(х,)  

= h2f  (x,), / = 1,2,...,jV- 1, 

(a0A -a ,)y0 +a,y, = hyu

~Р\Уы-\ + (P\ +hp0) yN =hy2

Ум =

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Хосил булади.
Бу ерда ^орцали и{х) нинг такрибий циймати белгиланган. 

Кейинчалик кулай булиши учун куйидаги белгилашларни кири- 
тамиз:

2

= Q1 
Gt| -//«(

=
ha0 -a. > X: _ P\

Pi +hPo ’ u2 hY2
Pi +hPo

(3.19)

Бу белгилашларда (3.16) — (3.18) системани куйидагича ёзиб 
оламиз:

4>’м -  С,у, + B,yi+i = hr

Уо = х}У)+Я\’ ’ (3-20)
yN = x 2y NA + д 2.

Бу системанинг матрицаси уч диагоналли булиб, куйидаги кури­
нишга эга:

1 0 0 0 0

А - С , я , 0 0 0

0 0 0  . ". Л д ,_ | ~ C N -1 V :
0 0 0 0 * 2 1



Шуни таъкидлаш керакки, (3.16) ифода дифференциал тенглама­
ни О (Л2) хатолик билан, (3.17) ва (3.18) лар эса чегаравий шартлар­
ни 0(A) хатолик билан алмаштиради. Куриниб турибдики, диффе­
ренциал тенглама чегаравий шартларга нисбатан каттароц аницпик- 
да алмаштирилади. Бундай аницлик мацсадга мувофиц булмай 
цолиши мумкин, у холда и'(а) ва ы'(6)аницроцформулалар билан 
алмаштирилади (5-боб 1б-§ га ц.):

(■ ) = Jh [_3м(х°>+ 4 и (xi )~ и (■*2) ]+ Т м" )
ва

“ ' ( XN)  =  yh [ “ {XN- 2 ) - 4 “ ( XN - i ) + l “ ( XN )] + у  *"(£)•

Умуман олганда, цушимча х._2, х + 2, х _ 3, х +3ва х,. к. тугунларда 
и(х) функциянинг цийматини олиб, чегаравий масалани каттароц 
аницликда алмаштириш мумкин. Аммо бу алгебраик системани му- 
раккаблаштириб юборади, табиийки, бундай системани сонли ечиш 
\ам огир масалага айланади. Шунинг учун хам хисоблаш амалиётида 
шундай системалар цараладики, уларнинг аницлиги катта булмаса 
хам куриниши содда булиши керак. Аницликни ошириш учун А 
кичикроц цилиб олинади. Шу сабабларга кура, купинча (3.1) — 
(3.3) чегаравий масалани ечиш учун (3.20) куринишдаги система 
олинади.

9.3.3. Максимум (принципи) ва уни чекли-айирмали тенгламалар 
системаси ечимининг мавжудлигини текширишга куллаш. Олдинги 
банддаги (3.20) система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун 
салмоцли бош диагоналга эга булган матрицалар хацидаги леммани 
цуллаш мумкин (б-боб 9-§ га ц.). Аммо биз бу ерда бошцача иш 
тутамиз. Аввало, максимум (принципи) хацидаги леммани келтира­
миз. Бу принципнинг цулланиш доираси анча кенг, у нафацат од­
дий ва хусусий хосилали дифференциал тенгламаларни ечиш нати­
жасида хосил буладиган (3.20) куринишдаги системани текшириш 
учун, балки бу методларнинг яцинлашишини текшириш ва хатоси- 
ни бахолаш учун хам ишлатилади.

Фараз цилайлик, цуйидаги икки шарт бажарилган булсин:

]) <3-21)

2) q(x) < 0, а < х < Ь. (3.22)

Бу шартлар Ап Я, С коэффициентларнинг мусбатлигини таъ­
минлайди.



Кейинги мулохдзаларни соддалаштириш мацсадида (3.2) — (3.3) 
чегаравий шартларда а, = /}, = 0 деб оламиз, у холда х, = х2 = О 
булиб, (3.20) система куйидаги куринишга эга булади:

А,у,_| -  С,у, + В,ум  = hf„  i =  l , N  - 1;
«О = = #2‘

Бу система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун бунга мос 
келадиган

4 у ,-I -  с,у, + В/у/+1 = 0 , /  = l , N - l , y 0 = 0  (3.24)

бир жинсли система фацат уй = = ... = y N = 0 тривиал ечимга эга
эканлигини курсатишимиз керак, чунки бу холда (3.24) система­
нинг детерминант

- С , Д 0 0 0 0

А2 - С 2 В2 0 0 0

0 0 0  . •• Д у-2 ~ C n - 2 B n -2

0 0 0 0 ■An -i “ C/V-l

нолдан фарцли булади. Аммо бу детерминант (3.23) системанинг 
Хам детерминанти булиб, D *  0 тенгсизлик бу система ечимининг 
мавжуд ва ягоналигини таъминлайди.

Фараз цилайлик, цандайдир Zq, z, ,  •••, ^сонлар берилган булиб, 
Zj ж const булсин. Ушбу айирмали операторни киритамиз:

л ( г , )  =  4 г м  — C j Z j  +  B ; Z M , i  =  1,2,...,N  + 1.

1-лемма (максимум принципи). Агар (3.21), (3.22) шартлар ба­
жарилса ва / = 1, 2, ..., jV — 1 учун

л(г,)>0(л(г,)<0)

булса, у холда z,, •••, ^сонлар орасида z* ёки zy энг катта мусбат 
цийматга (энг кичик манфий цийматга) эга булиши мумкин. 

Исботи.  Айтайлик,

(3.23)

Л ( г , ) > 0 , /  = 1,2, . . . ,ЛГ-1  
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тенгсизликлар уринли булсин. Тескарисини фараз циламиз, айтай- 
лик, z. лар узининг энг катта мусбат циймати М ни / = к 
(1 < к < N -  1) булганда цабул цилсин, яъни = zk = М
булиб, гл + 1ёки zk_, сонларнинг \еч булмаганда бирортаси М дан 
кичик булсин. У \олда

) -  AkZk-1 + B)lZic+i -  

1 - j p { x k) zk., - [ 2 - h 2q{xk)]M + 1 + j p { x k)

l ~ ^ p ( x k) M - [ 2 - h 2q(xk)]M + [l + \ p { x k) 

= h2q(xk)M < 0,

**+, < 

M =

чунки лемма шартига кура Ак, Вк, Ск коэффициентлар мусбат булиб, 
zk+] ёки zk. | сонлардан \еч булмаганда бири М дан кичик. Демак, 
A(zk) < 0. Бу эса лемма шартига зиддир. Бундан эса бизнинг фара- 
зимизнинг нотугрилиги ва энг катта мусбат циймат фацат ^ ёки 
^булиши мумкинлиги келиб чицади. Лемманинг тасдиги А (г,)  ̂0 
учун \ам худди шунга ухшаш исботланади. Энди (3.24) системанинг 
фацат тривиал ечимга эга эканлигини курсатамиз. Яна тескарисини 
фараз цилиб, бу система нолдан фарцли ечимга эга деб хисоблай- 
миз, яъни у, ,у2, ..., у„ч сонларнинг орасида \еч булмаганда биттаси 
нолдан фарцли булсин. Бу ерда \ам (3.21), (3.22) шартлар бажарил­
ган деб фараз циламиз ва бундан ташцари, барча /= 1 ,2 ,  ..., N— 1 
учун Л (у, ) = 0 тенгликлар уринлилигини \исобга оламиз. Шунинг 
учун \ам лемманинг тасдигига кура у. сонларнинг энг катта мусбат 
циймати (энг кичик манфий циймати) фацат ва yN булиши мум­
кин. Лекин уй = y N = 0, демак, , у2, ..., y N_t лар нолга тенг булиши 
керак. Шундай цилиб, (3.24) система фацат тривиал ечимга эга 
булиб, (3.23) система ягона ечимга эга.

9.3.4. Айирмали х,айдаш методи ва унинг тургунлиги. Биз 4-бобда 
умумий куринишдаги матрицага эга булган УУ-тартибли системани 
Гаусснинг номаълумларни йуцотиш методи билан ечишда 0(№) 
мицдорда арифметик амаллар бажарилишини курган эдик. Агар мат­
рицаси уч диагоналдан иборат булган (3.20) системани ечишда Га­
усс методи буйича тузилган стандарт дастурга мурожаат цилсак, 
Э\М  0(№) микдорда амал бажаради. Аммо (3.20) системада нолдан 
фарцли элементларнинг мицдори 0(N). Шунинг учун >̂ ам 0(А°) миц- 
дордаги амалдан 0(N) таси мазмундор амал булиб, цолган 0(АР) 
таси мазмунсиз амалдир, чунки улар нолни бирор сонга купайтириш 
(булиш) ва нолни нолга цушиш (айириш) дан иборат. Демак, (3.20) 
системани Гаусс методи буйича тузилган стандарт дастур ёрдамида



ечиш ортикча амал бажаришга олиб келиб, мацсадга мувофик, 
булмайди.

Утган асрнинг эллигинчи йилларида бу нуцсондан кутулиш 
мацсадида уч диагоналли матрицага эга булган чизицли алгебраик 
тенгламалар системасини ечиш учун Гаусс методининг шундай 
варианти ишлаб чицилдики, у матрицанинг фацат нолдан фарц­
ли элементлари устида амал бажаради. Бу вариант щйдаш методи 
деган ном олди. Хайдаш методида арифметик амалларнинг сони 
0(N) га тенг. Х,озирги вацтда ^айдаш методининг узи хилма-хил 
вариантларга эга ва улар хилма-хил масалаларни ечишга мулжал­
ланган [46] .

Шундай цилиб,
А,у,_| -  С,у, + В,ум  = И1 f n / = 1,2,..., -1 (3.25)

айирмали тенгламалар системаси ва

Уо = Х\У\ + #1 >Уы = *2>V-I + #2 (3-26)

чегаравий шартлар берилган булсин. Бу ерда А, Вр С.,/, xv х2, &t, 

#2 берилган сонлар. Биз (3.25) системанинг ечимини цуйидаги

Ум =<*МУ,+Р,.\,/ = 0,1...,АГ-1 (3.27)

куринишда излаймиз, бу ерда ам ва Дч| хозирча номаълум сонлар.
(3.27) тенгликдан куйидагиларга эга буламиз:

У1 = а,У,-\ + А.

У м  = а м у, + р м  = а р м у,А + а ы р, + Рм .

Бу ифодаларни (3.25) тенгламага цуйсак,

[А, -  а, (С,- -  Д,.ам + [р, (В,ам -  С,) + В,рм -  h2f ]  = О 

келиб чицади. Куриниб турибдики, агар

А  -  « / ( с , -  в,ам ) =  0. Pi ( Bia M -  c i ) +  в:Рм = h 2f i

тенгликлар бажарилса, у х;олда (3.25) тенглик уринли булади.
Шундай цилиб, а ва Д. ларни топиш учун ушбу рекуррент фор­

мулаларга эга буламиз:



aN ва /3N микдорларни эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) тенг- 
ликда i = N — \ булганда \осил келамиз:

0£д. = Х2, = # 2  •

(3.27) формула ёрдамида х,исоблашни бажариш учун у0 нинг киймати­
ни топиш керак, бу эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) тенгликдан 
/ = 0 булганда \осил булади:

Уо 1-лг,в, •

Шундай кдгсиб, (3.25) — (3.26) чегаравий масаланинг аник; ечи­
мини топиш учун ушбу %айдаш методи деб аталувчи алгоритмга эга 
буламиз:

п = __ ±___ о _ в,ам  -h2fj
C/-B/ai+] ' С,-Врм  '

i = 1,2,...,N -1;
«Л — X2i P n =  $2'
Ум =«ы37/ +A*|. i = 0, \ , . . ;N 
y 0 = {f>l +xla ,) / ( l - x ,a l).

(3.28)

Бу ерда у, лар чегаранинг чап нуктасидан бошлаб кетма-кет то­
пилади, шунинг учун \ам (3.28) формулалар чапдан %айдаш форму- 
лалари дейилади. Шунга ухшаш унгдан%айдаш формулаларини \ам 
чицариш мумкин:

£ = _В‘ п -  niA-h-f j  ■ | 2 N -{■

4i = x i ’ Hi ~
У, =$м Уы +г1м, i = 0, \ , . . . ,N-I-  

У н  ~  (^2 + X 2*) n  ) / ( !  ~  X 2 ^ N  )•

(3.29)

Айрим хрлларда чапдан ва унгдан \айдаш методларининг комби- 
нациясини олиб, щарама-царши х,айдаш методи деб аталувчи метод­
ни ишлатиш маъкулдир.

I -м  а ш к* (3.29) унгдан \айдаш  формулалари исботлансин.

Агар а. коэффициентлар модули билан бирдан кичик булса, у 
хрлда (3.28) щйдовни формулалар тургун деб аталади.



Бундай \олда (3.27) рекуррент формулалар буйича хисоблаш олиб 
борилганда келиб чикддиган яхлитлаш хатоликлари усмайди. 

Т ео р ем а .  Агар куйидаги шартлар

А, > О, В, > О, С,. > А-, + Вп / = 1,2,..., N -1; ^  ^
О < х,, х2 < 1

бажарилса, у х,олда хайдашни бажариш мумкин еа у тургун булади.
И с б от и. Хаки катан \ам, О < a N = х2 <1 эканлиги теорема шар- 

тидан келиб чикади. Фараз килайлик, 0 < ам < 1 булсин, у \олда

С\ ^  Д  ̂ 1
и < = С ,-5 ,а(+1 = (С ,-5 ,-4 )+ Л +(1-«,+1)5( <

булади, чунки сурат ва махражнинг хддлари мусбат булиб, махраж 
суратдан катта. Шундай килиб, барча / = 1,2,..., N —1 учун 0 < а, <1. 
Энди 0 < х, <1 шарт 0 < а, <1 шарт билан бирга у0 ни аниклайди- 
ган формулада махражнинг нолдан фарк/шлигини таъминлайди. 
Шуни исбот килиш керак эди.

Э с л а т м а . Шуни хам таъкидлаш керакки, х. га куйилган шартларни юм- 
шатиш мумкин. Масалан, агар (3.30) шартлар урнига ушбу

А: > 0, В: > 0, С: > А: + В: , С: Ф А: + В: ,
(3.31)

0 < jc, , х2 < 1

Aj > 0, Bj > 0, С, > А{ + Br  0 < Xj, х2 <1,

х , +  х 2 < 2  <3-32 >

шартлар бажарилса, у \олда теореманинг тасдиги уринлилигича цолади.

2 - м  а ш  к* (3 .31)  шартлар бажарилганда хайдаш методининг тургунлиги ис- 
ботлансин.

3- м  а ш к* (3 .32)  шартлар бажарилганда хайдаш методининг тургунлиги курса- 
тилсин.

9.3.5. Чекли-айирмали методнинг яадшлашиши. Асосий гоя ту- 
шунарли булиши учун чегаравий шарти энг содда булган ушбу 
чегаравий масалани караймиз:

L ( u )  = и’ + р(х)и'  + q ( x ) u  = /  (х),

(  ̂ (h \  (3J 3)  и { а )  =  у 1, u ( b )  =  y 2 .



Олдингидек фараз кдлайлик, и{х) ечим [а, b] да туртинчи тар­
тибли узлуксиз ^осилага эга булсин. У хрлда (3.6), (3.7) формула­
лардан

= и. {X j} + и ,у {Xj + 0Л);|0( < 1̂

Ц(Х,Ч|)27 (Хм) = «'(*,) + £«"(*, +0.А).|0.| < 1

хрсил булади. Энди 9.3.3 дагидек

л {ь)  = А,1,_1 -  С,г, + B,Zlt]

деб оламиз, бу ерда Л , С, й коэффициентлар (3.19) формулалар 
билан аникланади.

Фараз кдлайлик, и(х) — чегаравий масаланинг изланаётган ечи­
ми булсин. У ,\олда юкоридаги ифодаларни (3.12) га цуйсак,

^  Л(м(х,.)) = у; + Д (3.34)

\осил булади, бу ерда f : = f  (х),

И  = Й O'" (*/+**) + 2/> (*,)м" (*, + в, л)] •

Аммо А., С, Д. коэффициентлар/1ни яхлитлаш билан х,исоблана- 
ди, шунинг учун \ам реал х,исобланадиган у, лар урнига у,  такри­
бий кийматлар

-pA(y, )  = f l - a „  / = 1,2,...,УУ-1, (3.35)

Й> =ri> =Г2

муносабатларни цаноатлантиради, бу ерда а( яхлитлаш хисобидан 
\осил булган хатолик. Ечимнинг аник, циймати билан унинг такри­
бий циймати орасидаги фарцни

= и ( х , ) - у ,

деб белгилаймиз, |е, | ни ба^олаймиз ва цайси холларда яцинлаши- 
шини аникдаймиз. Энди (3.34), (3.35) формулалардан фойдаланиб, 
е, ни аникдаш учун



Л ( е ,, ) = h2(R,, + а , ) , /  = 1,2, . . . ,N-1,

£q О,

системага эга буламиз.
Биз |fi,| ни бахолаш учун шундай К(х) функция курамизки, у 

|£, | учун мажоранта булсин, яъни

|£,.|<К(х,.), F(x)>0.

Мажоранта куриш учун куйидаги леммадан фойдаланамиз: Фа­
раз цилайлик, tv  tv ..., tN, ва Т0, Tv ..., TN(T>0)  кандайдир сонлар 
булсин.

Л емма (мажоранта хакида). Фараз килайлик, куйидаги шарт­
лар бажарилсин:

1) ^шах|р(дг)|<1;

2) ф )< 0 ;
3) А (7;)^-|А (/,)|,/ = 1,2,...,ЛГ-1;
4) | ф г 0, у < : г „ .

У холда
Ы -  7],»' = 1,2,...,7V—1.

И с б о т и. Ушбу t  + Т йигандини кэраймиз. Лемманинг учинчи 
шартига кура

A(/,+7j) = A(/l ) + A(7;)^0.

Максимум принципи хакидаги леммага кура /. + Т. сонлар ораси­
да энг кичик манфий кийматни /0 + Г0 ёки tN + TN кабул килиши 
мумкин. Лемманинг туртинчи шартига кура бу сонлар манфий эмас, 
демак, барча / учун t. + Т. >0. Шунга ухшаш Т — t>  О эканлигини 
курсатиш мумкин. Охирги иккита тенгсизлик курсатадики, 
-Т, <tj <Tj ёки |?,| < Tj. Лемма исботланди.

Энди ёрдамчи масалани караймиз:

L(u)°V' + p(x)V'  + q(x)V = -\,

V{a) = 0, V(b) = О

ва унинг ечимини V (х)деб белгилаймиз. Барча а < х <  b учун
V (х) >0 эканлигини курсатамиз. Хакикатан хам, агар (а, Ь) да



V (х) < 0 тенгсизликни цаноатлантирадиган нукталар топилса, у 
холда V(x) функция [а, b] да узлуксиз булганлиги учун шу оралик,- 
нинг бирор £, нуртаеида узининг мусбат булмаган минимумига эри­
шади. Бу холда К'((^)> О, ¥'(%) = О, К ( |)< 0  ва д(^)<0  булган­
лиги учун биз l [ k ( | ) ] >  0 тенгсизликка эга булар эдик. Бу эса 
к,арама-к,аршиликка олиб келади, чунки V (х) функция  ̂ = -1 
тенгламанинг ечимидир. Демак, барча х е (а, Ь) учун V (х) > 0. 

Энди
W{x) = zV{x)

функцияни киритиб, т мусбат параметрни шундай танлаймизки, 
Щх)  сонлар |е,| лар учун мажоранта булсин. Бунинг учун и(х) 
функция Ци)  = /(х ) тенгламанинг ечими деб фараз килиб, (3.34) 
формулани

^  А [ ф , . )] = I  [м (х,.)] + Я,-(м)

куринишда ёзиб оламиз. Шунга ухшаш И̂ х) учун

р Л ( Г ( х , ) )  = L(W(x,)) + R, (W)  = - т  + R, (W) 

ни хосил к,иламиз, бу ерда

Ri { W ) = x̂ [ w ,v (*, + eh)  + 2P{xi ) W ”{x, +0,Л)],

Н<1, |0,|<1.

Демак,

Л(]̂ (дГ;)) = -гА2 1 -!L w ,y (*, +eh)-2P(xi) w m(xi +е,й) 

Куйидаги белгилашларни киритамиз:

Р -  max|p(x)|, М, = т а х | ^ ’'(х)|,a<x<b' ' а<х<Ь' ’
М,  = maxlw11' (х)|, М  = — М4 + \ Р М , .

4 v 71 12 6 J

Буларни эътиборга олиб, (3.37) дан куйидагиларга эга буламиз: 

A ( W (х,)) < -гh2 1̂ -  ~ МА -  ~  РМ} j  = -rh2 (l - h2M),

(3.37)



бунда И кадамни 1 — h 2М > 0 тенгсизликни кэноатлантирадиган кдлиб 
оламиз. Шундай кдлиб,

(3.38)
A(W(x , ) )<- rh2( l - h 2M),  i = 1,2,...,N -1,

W(x0) = 1V{x„) = 0.

Энди (3.36) дан курамизки,

|А(е,)| < h2 (h2M + s ) , i  = 1 , 2 1 , (3.39)

бунда

M = 1 М4 + 1 РМЪ, Мъ = шах|и"(л:)|,
12 6 а<х<Ь  I 4

М, = maxiи1У (дс)|, Ы  < <5.
a < x <b  1 \ / |  I i

Агар биз г параметрни

тенгсизликни к;аноатлантирадиган к;илиб танлаб олсак, у холда 
е, = eN = 0 хисобга олинганда мажоранта хакдоаги леммани кулла- 
шимиз мумкин. Бунинг учун (3.38) ва (3.39) тенгсизликларга 
кура

-rh2( l - h 2M ) < - h 2 (,h2M + 8 )
ёки

. Mh2 S
Т  ^  ----------у  +  ----------у  .1 -МИ2 \ - м и 2

Шундай тенгсизликни каноатлантирадиган г учун 2-леммадан

|£f|<^(xf) = rK(x,.)

ёки

И о т + о т Н ) ’' ' 0-1- *  <«*>
бахога эга буламиз; [а, Ь] ораликда У(х) узлуксиз булганлиги учун 
у чегаралангандир.

Шунинг учун хам, агар h -> 0 да 5 < 80А2 булса, у холда (3.40) 
тенгсизликдан s(h) = max|£г,| = 0(А2) келибчик,ади.



и" + р(х)и’ + q(x)u = f ( x ) ,  и(а) = ух, и(Ь) = у 2

чегаравий масаланинг и(х) ечими [а, Ь] оралицда туртинчи тартибли 
узлуксиз ^осилага эга булсин ва цуйидаги шартлар бажарилсин:

1) h2 max\p(x)\<\,  2) <7 (х )< 0 , 3) 8 < 8 0h2.

У %олда царалаётган чегаравий масала учун айирмали метод 0(И2) 
аницликда текис яцинлашади.

Э с л а т м а .  Агар ао« |^ 0  ва у30Д, >0 тенгсизликлар уринли булса, теорема 
(3.1)—(3.3) чегаравий масала учун \ ш  уринли булади.

Бу ва бунга ухшаш теоремаларнинг нуксони шундан иборатки, унда номаъ­
лум ечимнинг учинчи ва туртинчи \осилалари катнашади. Одатда, бу хосилаларни 
бахолаш огир масала. Шунинг учун хам бу теорема факат назарий ахамиятга эга.

М а ш  к- Ушбу чегаравий масала

и” -  2хи - 2  и = -Ах,

«(О) = 1, и(1) = \ + е = 3,718282

юкорида келтирилган хайдаш методининг иккала варианта ёрдамида такрибий 
ечилсин ва натижа и ( х ) =  I + ех аник ечимнинг кийматлари билан солишти- 
рилсин.

9.3.6. Чекли-айирмали метод ёрдамида иккинчи тартибли чи- 
зикди булмаган чегаравий масалани ечиш. Куйидаги чизикди булма­
ган

и' = / (х,и,и')  (3.41)

дифференциал тенглама ва

а 0и ( а ) - а 1и'(а) = у 1, р0и(Ь)~ р1и'(Ь) = у2 (3.42)

чегаравий шартлар берилган булиб, бунда а0, а, ,/30, /3, бир хил ишо- 
рага эга. Шу билан бирга, фараз кдлайлик, Дх, у, z) функция Oxyz 
фазонинг у  ва г ларга нисбатан кабарик, булган бирор G сохасида 
узлуксиз функция булсин.

Олдингидек
х, = а + ih (/ = 0,1,..., N, [b -  a)h = N)

тугунлар ёрдамида [а, Ь\ ораликди jVTa тенг булакка булиб, (3.41) 
тенглама ва (3.42) чегаравий шартларни такрибий равишда ал- 
маштириб, (N + 1) та j>0, у,, ..., y N номаълумларга нисбатан ушбу
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а оУо -  «I = Y\, PoУы + Pi У" l N' X = У2

(N  + 1) та чизикди булмаган тенгламалар системасини хосил кдла- 
миз. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

Юкрридаги (3.43) системани ечиш учун итерация методини куйида­
ги схема буйича куллаймиз:

Бу ерда юкрридаги j  индекс итерациянинг номерини билдиради. 
Итерациянинг хар бир кддамида чизикди алгебраик тенгламалар 
системасини ечишга тугри келади. Бу система махсус куринишга эга 
булганлиги учун унинг ечимини ошкор куринишда ёзиш мумкин 
(бунинг исботини [7] дан к;аранг):

^ o ( y )  = a 0y o - ^ ^ - f r - r
(3.44)

/

А2 = f  х„у,
\ /

(3.45)

у О+П = А [ ^ 0у, ( b - a )  + 0 , r ,  + а , г 2]  +

+  {  Ы '2  -  PoYi) + h2 £  gikf (ki], 
к=\

(3.46)

V У
бунда а, Ь, а0, а,, Р0, /?,, уу, У2 — маълум сонлар булиб, Д ва gikкуйидаги 
формулалар билан хисобланади:

А = l [ a o P o ( b ~ a ) + a oPi +«iJ80]>

&ik



Шуни \ам таъкидлаш керакки, (3.47) формулада g.k лар итера­
ция номерига боглик, эмас, шунинг учун уларни бир марта \исоб- 
лаб куйиш кифоядир.

Каралаётган методнинг якинлашишини текшириш анча му­
раккаб иш булиб, R(x, у, z) функция G со\ада у  ва г ларга 
нисбатан

Липшиц шартини каноатлантирган щл учун бундай тадкикот [7] да 
келтирилган.

9.4.1. Чизикли *ол. Олдинги бандца караб чикилган чекли-айир­
мали методлар универсал булиб, ечимнинг дискрет нукгалардаги 
жадвалини беради. Аммо физика ва механика масалаларини ечишда 
баъзан ечимни аналитик куринишда топиш керак булиб колади. Одат­
да, бундай \олда ечимнинг катта аниклиги талаб килинмайди, аммо 
аник ечим урнига кандайдир функцияни топиш талаб килинадики, 
у чегаравий шартларни аник каноатлантиради ва дифференциал тенг­
лама билан боглик булган кандайдир шартларни каноатлантиради. 
Бундай муносабатлар шундай тузиладики, уларни каноатлантира- 
диган функция такрибий равишда берилган дифференциал тенгла­
мани х,ам каноатлантиради. Бу муносабатлар \ар хил методларда \ар 
хил олинади, уларнинг асосийлари билан вариацион методларни 
Караганда танишиб чикамиз. Биз бу ерда коллокация методи билан 
танишиб чикамиз.

Фараз кдлайлик, куйидаги чегаравий масала берилган булсин:

|-Я (х,з ',г)-/(х,.у,г)| <L[\ y - y \  + L2\ z - z \

9.4-§. КОЛЛОКАЦИЯ МЕТОДИ

L(u) = и" + р(х)и'  + q(x)u = f ( x ) (4.1)

Г\ (и) = сс0и(а) + щи'[а] = /,, |а0| + 1а, | *  О, 
Г2(и) = р0и(Ь) +  р , и ’ {Ь) =  у2 , \р0\ + \Р,\* 0 .

(4.2)

Базис функциялар деб аталувчи ушбу



чизикди эркли функцияларни шундай танлаймизки, улар орасида 
K0(x) бир жинсли булмаган

а д ) = г м а д ) = г 2  (4 .4 )

чегаравий шартларни цаноатлантириб, крлганлари У, (*)(/ = 1 ,я) эса 
бир жинсли чегаравий шартларни к,аноатлантирсин:

/•1(У/ ) = 0 , / ’2 (К/ ) = 0 ( |  = й ) .  (4.5)

Хусусий *олда (4.4) чегаравий шартлар бир жинсли булса 
(/i = Уг = 0)» У Холда Y0 (х) = Одеб олиб, фак,ат куйидаги

^(х),Г2(х),...,Г„(х)

системани к,араш мумкин.
Энди (4.1), (4.2) чегаравий масаланинг ечимини базис функ­

цияларнинг куйидаги чизикди комбинацияси шаклида кдцира- 
миз:

и(х) = Г0(х) + £ с , .^ ( 4  (4.6)
/=1

Бу хдпда и(х) (4.2) чегаравий шартларни каноатлантиради. Хакикдтан 
\ам, чегаравий шартлар чизикди булганлиги сабабли

r, М = Г\ (У0) + = г, + ! >  - о = у,.
1=1 1=1

Шунга ухшаш

Г г{ и )  =  у2.

Энди (4.6) ни (4.1) га куйиб, куйидагига эга буламиз: 

R(x,c],c1,...,c„) = L ( u ) - f ( x )  =

= О Д ) - / ( х )  + Х <7О Д - (4J)
/ = 1

Агар с, (/' = 1, и) ларнинг бирор к^йматида

R(x,c{,c2,...c„) = 0, а < х < b

булса, у \олда и(х) функция (4.1), (4.2) чегаравий масаланинг 
ечими булади. Аммо, умуман олганда, коэффициентларни бундай
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танлаб олиш купинча мумкин булмайди. Шунинг учун х,ам 
Л (л:, с , , с 2 , ...с„) функциянинг коллокация (устма-уст тушиш) нук;- 
талари деб аталувчи, етарлича зич олинган Х |,Х 2, . . .Х Я нукталарида 
/?(х,<?|,с2,...,ся) = 0 тенгликнинг бажарилиши талаб килинади. 
Шундай нуцталарда (4.1) дифференциал тенглама аник, бажарила­
ди. Натижада ушбу чизикди алгебраик тенгламалар системасига эга 
буламиз:

/г(х| ,с,,с2,...,сл) = 0,

Л(х„,с1,с2,...,с„) = 0.
(4.8)

Агар (4.8) система ечимга эга булса, у \олда бу системадан с,, с ,,..., сп 
коэффициентларни аниклаб, чегаравий масаланинг ечимини (4.6) 
куринишда топамиз. __

(4.8) система ягона ечимга эга булиши учун У\ (*)(/ = 1 ,п) куйи­
даги шартларни кдноатлантириши керак:

1) бу функциялар чизикди эркли булиши керак;
2) агар р(х), q(x), f(x) функциялар [а, Ь\ да узлуксиз булса, у 

\олда \а, Ь\ да К(х) функциялар биринчи ва иккинчи тартибли 
узлуксиз \осилага эга булиши керак;

3) У,(х), К2(х), ... , К(х) функциялар ёрдамида \осил килинган 
система /.(КДх)), 1(У2(х)), ... , L(Yn(x)) ихтиёрий ва бир-биридан 
фаркли равишда танлаб олинган х(. нукталар учун Чебишев систе­
масини ташкил этиши керак.

Чебишев системасининг таърифини келтирамиз: 
(р, (х)(/ = 1,2,...,«) функциялар [а, Ь] да Чебишев системасини таш­
кил этади дейилади, агар [а, Ь\ ораликдан олинган бир-биридан 
фаркли ихтиёрий х,, х3, ... , хи учун

<Pl (^ 2 ) <Pl{x2) -  <Pn{Xj) 

<piix n) Ы *«) -

аникловчи нолдан фаркли булса.
Коллокация тугунлари сифатида Чебишев куп^адларининг ил- 

дизларини \ам олиш мумкин. Биз караб чиккан методдан фаркди 
булган сплайн-коллокация методи у$м каралади. Бу методда такри­
бий ечим сплайн-функция шаклида топилади. Бу метод юкоридаги 
метод билан чекли-айирмали метод орасида туради.



М и с о л .  Коллокация методи ёрдамида куйидаги чегаравий масала ечилсин: 

и” - и = х, и(0) = 0, и(1) = 0. (4.9)

Ечиш . Базис функциялар сифатида чегаравий шартларни каноатлантиради - 
ган Yn = jc" (1—jc) функцияларни оламиз. Коллокация тугунлари сифатида

1 1 3
*. = 4  ’ *2 = 2 ' л'з = 4

нукталарни оламиз ва учта базис функция билан чегараланамиз:

г0(*М,
w3 (л-) = с ,*(1-л:) + с2х 2 (1 -х ) + с3х 3 (1 -х ) .

Буни (4.9) тенгламага куйиб, куйидагига эга буламиз:

Л (л\с1,с2,с3) = с, ( - 2 - х + х 2) +

+с2 ( 2 - 6 х - х 2 + х 3) + с3 ( б х - \ 2 х 2- х 3- х 4) -  х.

Бу ерда коллокация нукталарини куйиб, куйидаги чизикли алгебраик тенг­
ламалар системасини хосил киламиз:

-560с, +112с2+189сз = 64, 1 
—36ci — 1 8с2 —с3 = 8, 1
560с, +676с2+603с3 = -192.]

Бу системани ечиб, такрибий ечим учун куйидаги ифодага эга буламиз:

и3(х) = jc(I -х)(0 ,1547868 + 0,1325682л- + 0,0414476л-2).

9.4.2. Чизицли булмаган хол. Фараз кдлайлик,

L (U) = f ( x , u , u ' ) ,
и ( 0 )  = 0 , и ( 1 )  = 0 ( 4 Л 0 )

чизикди булмаган чегаравий масала берилган булиб, у ягона ечимга 
эга булсин. Бу ерда \ам биз юк,оридаги усулни куллаб, (4.8) систе- 
мага эга буламиз. Аммо бу ерда (4.8) система чизикди булмаган 
алгебраик тенгламалар системасини ташкил этади. Бу системани 
2-бобдаги методларнинг бири билан, масалан, итерация методи 
билан ечиб, (4.10) тенгламанинг такрибий ечимини (4.6) кури­
нишда тасвирлаймиз.

2 -м и со л . Коллокация методи билан чизикли булмаган ушбу чегаравий ма­
салалар ечилсин:



Ечиш . Базис функциялар сифатида

У0-0 , к ,.х (1 -х ), >2 = х2(1-х)

функцияларни. коллокация нукталари сифатида jc, = 0,25 ва х2 = 0,75 ни оламиз. 
У холда ечимни u(x) = c\Y}(x) + C2 Y2 (x) каби излаймиз, хатолик эса

R(x,c\,c2) = -2с, + ( 2 - 6 х ) с 2 -  

-{ciYl2 + 2c,c2Y,Y2 + c22 Y22) - x 2

куринишда булади. Коллокация нукталарини куйиб, куйидаги чизикли булмаган 
тенгламалар системасига эга буламиз:

-2с, + 0,5с2 = + (0,035с2+0,009с,с2+0,002с2),

- 2 с ,  -  2 ,  5 с 2 =  у | г  +  ( 0 , 0 3 5 с , 2 + 0 , 0 5 3 с , с 2 + 0 , 0 2 0 с 2 ) .

Аввал биринчи тенгламани 5 га купайтириб, иккинчи билан к$шсак, янги 
тенглама \осил булади, кейин иккинчисини биринчисидан айириш натижасида 
иккинчи тенглама \осил булади:

с, = 1 ^ -  0,018с,2 -  0 ,012с, с2 -0 ,0 0 3 с 22,

с2 = -  ^  -  0,012С|С2 -  0,006с2 .

Бу системани кетма-кет якинлашиш методи билан куйидагича ечамиз:

= - щ -  0.0«8c,2j  -  0 ,0 12с, у.с2 у- -  0,003с2,.,

с2.;+1 = - 1  -  0,012с, ; с2 j -  0,006c2j

Нолинчи якинлашиш сифатида

с10 = - -  = -0,0729, с20 = - ±  = -0,1667

ни оламиз; кейинги якинлашишлар куйидагидан иборат:

сп = -0,0731, с2| = -0,1667, 

с,2 = -0,0732, с22 = -0,1670.

Бир хонага яхлитлаб олиб, с, = -0,073; с2 = —0,167 ни хосил киламиз. Шун­
дай килиб, такрибий ечим сифатида

w (  jc) = — jc( 1— л : ) ( 0 , 0 7 3 - н 0 , 1 б 7 х )

ни олишимиз мумкин.



ХУСУСИЙ ХОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

10.1-§. УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР

Хусусий хосилали дифференциал тенгламалар фан ва техника­
нинг турли сохаларида учрайди, аммо уларнинг ечимини ошкор 
куринишда чекли формула шаклида топиш камдан-кам лолларда 
мумкин булади. Шу муносабат билан математик физика масалалари 
деб аталувчи хар хил хусусий хосилали дифференциал тенгламалар­
ни, хусусий хосилали дифференциал тенгламалар системаси ва ин­
теграл тенгламаларни такрибий ечиш методлари мухим ахамиятга 
эгадир.

Бу ва кейинги бобларда биз математик физика масалаларини 
так,рибий ечишнинг айрим кенг таркалган методларини куриб 
чикамиз. Математик физика курсларида узгарувчиларнинг сони и(>2) 
ва хосилаларнинг тартиби т(>2) булган тенгламалар каралади. Биз 
асосий диккатни икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли хусу­
сий хосилали чизикди дифференциал тенгламаларга каратамиз. Бун­
дай тенгламалар мисолида караладиган методларнинг асосий гояси 
яхши тушунарли булиб, хисоблаш схемаси хам соддарок булади.

Шуни \ам таъкидлаш керакки, битта тенглама учун караладиган 
методларни бир неча номаълум функцияларни уз ичига олган тенг­
ламалар системаси учун хам татбик цилиш мумкин.

10.2-§. ТУР МЕТОДИ, ТУРРУНЛИК, 
АППРОКСИМАЦИЯ ВА ЯКИНЛАШИШ

Тур методи (чекли-айирмали метод) хусусий хосилали дифферен­
циал тенгламаларни ечишнинг кенг таркалган методларидандир.

10.2.1. Tj^p методининг гояси. Тур методининг гояси билан

тенглама учун Дирихле масаласини ечиш мисолида танишамиз. Бун­
да а, b, с, d, е, g коэффициентлар ва /  озод х,ад чегараси Г дан 
иборат булган чекли D сохада аникутанган икки х, ва х2 узгарувчи­
ларнинг функцияларидир. Бу функциялар G = GUT ёпик сохада 
аникланган хамда G да д > 0, с > 0 ва g< 0 шартларни каноатлан­
тиради, деб фараз киламиз.



Фараз цилайлик, (2.1) тенгламанинг G да узлуксиз ва Г да 
берилган кийматларни цабул циладиган, яъни

и \ г  = (р (2.2)

ечимини топиш талаб цилинсин, бунда <р = <р(х,,х2) е /"узлуксиз 
функциядир.

Такрибий ечимнинг сонли цийматларини топиш учун Ох(х2 те­
кислигида

хи = х,о +/Л|, х2к = х20 +kh2, (i,k = 0,±1,±2,...)

параллел тугри чизицларнинг иккита оиласини утказамиз. Бунда hx 
ва А, мос равишда абсцисса ва ордината йуналишларидаги к,адамшр 
дейилади. Бу туфи чизицларнинг кесишган нуцгалари тугушар дейи­
лади, тугунлар туплами эса турни ташкил этади. Одатда, /?, ва И2 
цадамлар бир-бирига боглиц равишда танланади, масалан, /?, = И, 
h2 = Ah" (А ва а цандайдир сонлар), хусусий холда hx = h2 = h. Шу­
нинг учун хам царалаётган тур битта И параметрга боглиц булиб, 
цадам кичрайганда /7 —> 0.

Агар иккита тугун 0хх уци ёки Охг уки буйлаб т^рнинг шу 
йуналиши буйича бир-биридан бир цадам узоцликда жойлашган 
булса, уларни цушни тугунлар деймиз.

Фацат G да ётган тугунлар тупламини цараймиз. Агар бирор ту- 
гуннинг туртала цушни тугунлари тупламда ётса, у хрлда бу тугун- 
ни ички тугунаенмю. Ички тугунлар тупламини тур сох,а деймиз ва 
Gh орцали белгилаймиз. Агар тугуннинг \еч булмаганда бирорта 
цушниси Gb да ётмаса, у холда бу тугун чегаравий тугун, уларнинг 
тупламини эса тур соханинг чегараси деймиз ва ГЛ орцали белгилай­
миз (2-чизмада ички тугунлар 0 билан ва чегаравий тугунлар 
*билан белгиланган).

Агар Gh тур ада Гь чегараси би­
лан биргаликда царалса, у х̂ олда 
у ёпик тур соха дейилади ва 
G,, = ChUrh орцали белгиланади.

Биз Gh тур устида аницлан­
ган у ( х г  х,) функция учун 
yt = у  (х,., хн) белгилаш кирита- 
миз ва хар бир (/, к) = (х,., х2к) 
тугун учун (2.1) тенгламада цат- 
нашадиган барча хосилаларни 
булинган айирмалар билан цуйи­
дагича алмаштирамиз:



бунда у.к мицдорлар «(х,, х2) ечимнинг турнинг (/', к) = (хи, х2к) 
тугунидаги такрибий цийматларидир. Тенглама коэффициентлари- 
нинг (/, к) тугундаги цийматини ajk, bik, cik, dik, eik, g.k, f ik, орцали 
белгилаймиз. Хосилалар Урнига (2.3)—(2.6) такрибий цийматлари­
ни цуйиб, натижада (2.1) дифференциал тенгламага мос келадиган 
цуйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

1ьУ,к = -jf aik (yiAM -  2yik + j ,.u ) + i  (y,+u+1 -

-\V/-i jui ~ Уии + JU*-i) + |г  (д*ч -  2Уш + У/л-1) + (2-7)

+ ̂  {Умл -  Ум.к) + щ  (Л-ы " У и - 1 ) + Sikyik = U  ■

Бундай тенгламани хар бир ички тугун учун ёзиш мумкин. Агар 
(/, к) чегаравий тугун булса, у холда у.к ни бу тугунга яцинроц 
булган ср нинг Густидаги цийматига тенг деб оламиз (чегаравий 
тугунларда у.к ларнинг цийматини бошцача йул билан топишни 
биз кейинроц куриб чицамиз). Шундай цилиб, ечимнинг ички ту­
гунлардаги у.к цийматини топиш учун алгебраик тенгламалар сис­
темасига эга буламиз. Бу системада тенгламаларнинг сони номаъ­
лумлар сонига тенг. Агар бу система ечимга эга булса, у холла уни 
ечиб, ички тугунларда цидирилаётган ечимнинг тацрибий цийма­
тига эга буламиз.

Биз бу ерда тугри бурчакли туртбурчакдан тузилган турни цур- 
дик. Кейинчалик бошца хилдаги турларни хам куриб чицамиз.

10.2.2. Тур1унлик, аппроксимация ва яцинлашиш. Фараз цилай-
т

лик, чегараси Г = (J булган сохада ушбу



Л(м)|; = Rj(u) = (pj, j  = \,2,...,m (2.9)

чегаравий масала берилган булсин. Бу ерда L — ихтиёрий иккинчи 
тартибли чизикди дифференциал оператор, R — биринчи тар­
тибли дифференциал оператор ёки чекли алгебраик ифода, хусу­
сий холда Ru = и ва/  q>v ср2, ..., <рт — берилган функциялар.

Энди G да ётувчи цандайдир Gh тур со\ани цурамиз, кейин Uh 
орцали Gh нинг нуцталарида (тугунларда) аницланган uh функция­
ларнинг фазосини белгилаймиз, L. оператор U. даги функциялар-о
ни бирор Gu с  Gl ТУР сохада аницланган функцияларга утказсин;О h h
Gh да аницланган функциялар тупламини Fh орцали белгилаймиз. 
Чегаравий шартларни аппроксимациялаш учун С соханинг /^чега- 
расига мос келадиган Г.И тур чегарасини танлаб, Ф орцали Гь да 
аницланган функциялар тупламини белгилаймиз.

1-таъриф. Агар X ^ У булиб, # функция У да аницланган 
булса, у холда Ь нинг X тупламдаги изи деб шундай функцияга 
айтиладики, у X тупламда аницланган ва бу ерда д билан устма-уст 
тушади.

Агар # функция Gh ни уз ичига олган тупламда аницланган 
булса, у холда д нинг Gh даги изини [#]л орцали белгилаймиз.

Фараз цилайлик, U (2.8) ва (2.9) чегаравий масала ечимлари- 
нинг фазоси, Г (2.8) тенгламанинг унг томонидаги/функциялар­
нинг фазоси, Ф эса Г да аницланган функцияларнинг 
фазоси булсин.

2-таъриф. Фараз цилайлик, U, Uh, F, Fh, Ф ,, Ф;;, фазоларда

нормалар аницланган булсин. Бу нормалар мосланган дейилади, агар 
И -* 0 да хар цандай етарлича силлиц и е U , /  е F,q>j е Фу функ­
циялар учун цуйидаги

IIIIf  ’ IIIIFnh ’ II 11ф, ’ II 11ф/7,IHI,

муносабатлар зфинли булса.



3-т а ъ р и ф. Агар И -» 0 да

I l h - H I L ,  ->о

булса, у холда uh тур функцияси (2.8), (2.9) чегаравий масаланинг 
ечимига ящнлашади дейилади.

Агар И га боглик; булмаган С > 0 ва а  >0 узгармас сонлар учун

тенгсизлик бажарилса, у хдлда яцинлашишнинг тартиби h га нисба­
тан а га тенг дейилади.

Тур устида ушбу

М “*) = /* ,  (2.Ю)

Лд(ил) = ф;* U  = 1,2,...,/и) (2.11)

масалани цараймиз, бу ерда Lh ва Rh — чизикди операторлар. 
Энди куйидаги белгилашни киритамиз:

H/(*) = | £i([" L )-[ i (")]„||f< + ||л - [ / ] , | | , ( + 

♦ iflM H H w U , (2Л2)
у = 1 ' Фу/, фу/| J

4 -т а ъ р и ф . Агар ихтиёрий силлици,/, <р функциялар учун 
h -> 0 да И̂ А) -> 0 булса, у холда (2.8), (2.9) чегаравий масала­
ни (2.10), (2.11) тур устидаги масала аппроксимация килади дейи­
лади.

Агар (2.10) тенгламанинг унг томонини

деб олсак, у холда ЩИ) нинг таърифига кирган ||/* ~ [ / ]A| f мик,- 
дор нолга тенг булади. Аммо айрим холларда аницгсикни ошириш 
учун (2.8) тенгламанинг унг томони (/, к) нуцтада J{xv, x2k + 0,5h2) 
деб олинади.

5-таъриф.  Тур устидаги (2.10), (2.11) масала тургун (коррект) 
дейилади, агар h < й0учун h га боглик, булмаган М0 ва Л/; узгармас - 
лар топилиб, улар учун ушбу тенгсизлик бажарилса:

т
IIм/-L* * М ° II1" (и* )ll„ + X  M J И" К  )1фуУ, • (2.13) 
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Бу таърифдан курамизки, чизикуги масала учун тургунлик fh ва 
ц> h функцияларга боглик, эмас.

Бу таърифнинг маъносини тушунтиришга \аракат циламиз. 
Чизикди масала учун (2.10), (2.11) айирмали схема чизикути алгеб­
раик тенгламалар системасидан иборат. Шунинг учун \ам (2.13) 
тенгсизликдан /,, = 0, <pjh = 0 булганда (2.10) — (2.11) тенглама­
лар системаси фак>ат тривиал ечимга эга. Бундан эса Кронекер- 
Капелли теоремасига кура (2.10), (2.11) масала унг томонидаги их­
тиёрий fh, <р н учун ягона ечимга эга. Демак, чизикуш масалада 
тургунлик шартидан айирмали тенгламалар системасининг унг то­
мони ихтиёрий функциялар булганда \ам ягона ечимга эгалиги ке­
либ чикади.

Агар и\, и\ функциялар куйидаги

= /*. Rj,М\, = <р)ш J = 1.2, . . . ,Щ  
L/,uj, = / л2, Rjhul = <p2Jh, j  = 1,2,...,т

айирмали масалаларнинг ечими булса, у хщда Lh ва R операторлар 
чизикди булганда (2.13) тенгсизликка кура куйидагига эга була­
миз:

т

< М01Lhu\ -  Lhu]\Fi + £  Mj JRJhu[ -  RJhuj,\[„ =

'‘I (2.14)

j=i J

Шундай цилиб, агар тенглама ва чегаравий шартларнинг унг 
томони бир-биридан кам фарц цилса, у х,олда тургунлик шарти 
бажарилганда турдаги масаланинг ечими бир-биридан кам фарц цила­
ди.

Юцорида келтирилган яцинлашиш, аппроксимация ватургун- 
ликнинг таърифидаги Uh,Fh,<t>jh фазоларда аницланган нормалар 
му\им ахамиятга эга. Шундай доллар булиши мумкинки, (2.13) тенг­
сизлик айрим нормалар учун бажарилиб, бошцалари учун бажарил- 
майди. Хар гал (2.13) тенгсизлик нима сабабдан бажарилмаслигини 
текшириш керак.

Агар нормалар ноцулай олинганлиги сабабли (2.13) тенгсиз­
лик бажарилмаган булса, у холда Uh,Fh,ФуУ, фазоларда нормалар- 
ни бошцача танлаб, (2.13) тенгсизликнинг бажарилишини таъ-



минлаш керак. Агар (2.13) тенгсизлик норманинг хеч бири учун 
\ам бажарилмаса, у холда бу айирмали схеманинг нотуррунлигини 
билдиради.

Биз юцорида турдаги нормалар мосланган булиши керак деган 
эдик. Масалани текширишда купинча ва ||-||б; ларнинг мосланган 
нормалари сифатида куйидагилар олинади:

К I\иИ = sup \ытп\
О< т < М  
О <n < N

■■ sup |м(х,7 )|
а<х<Ь
0 < у < Т

(2.15)

еки

II иИ О <n < N
= supм X/

m =О

IML = 0s“p d x -

(2.16)

Бу нормаларда h = (b — a) /M(M — бутун сон), N = [ T/h2].
Фараз цилайлик, и е U булсин. r° = Lh [u]h -  f h мицдор масала­

нинг ечимидаги тенглама аппроксимациясининг хатолиги дейилади, 
ri! = Rjh [и\  -  <Pjh {J = 1, 2,... т) мицдорлар эса масаланинг ечимида­
ги чегаравий шартлар аппроксимациясининг хатолиги дейилади. Ушбу

Ро (А) = ILh [u\h -  f h\\Fh, Pj (h) = Цд* [и \ - cpjh\l^

белгилашларни киритамиз.
Агар и функция (2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у холда

Р(А) = 1> Л Л)
j =о

микдор (2.8), (2.9) дифференциал масалани (2.10), (2.11) айир­
мали схема билан аппроксимациялашда ечимдаги хато нинг улчови 
дейилади. Агар h 0 да р(А) 0 муносабат уринли ва и функция
(2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у \олда (2.10), (2.11) айир­
мали схема (2.8), (2.9) масалани ечимида аппроксимация цилади 
дейилади; h -> 0 да р(И) нинг тартиби ечимдаги аппроксимация­
нинг тартиби дейилади.

10.2.3. Тургунлик ва аппроксимациянинг якинлашиш билан ало- 
цаси. Бу тушунчалар орасида куйидаги алоца мавжуд: аппроксима­
ция ва тургунликдан яцинлашиш келиб чицади.



Филиппов теоремаси. Фараз цилайлик, (2.10), (2.11) турдаги ап­
проксимация цуйидаги шартларни цаноатлантирсин:

1) дифференциал масаланинг ечими (т-к)та турдаги чегаравий 
шартларни аниц цаноатлантиради:

Rjh К  =<PJh, j  = k + l,...,m,
яъни

P j ( h )  =  О, j  =  k  +  1,

2) ушбу
RJhuh =0, j  = k + l,...,m

бир жинсли чегаравий шартларни цаноатлантирадиган Uh даги функ­
цияларнинг синфида тургунлик шарти бажарилади:

IKIL -  M 0 \\LhUh\\Fh j \ ^ j h Uh\<bjh ’

У холда цуйидаги тенгсизлик уринли булади:
к

I K -K I L  ^ T M J p j ( h )- ( 2 . 1 7 )у=0
Агар айирмали масала дифференциал масалани аппроксимация цилса, 
у %олда А Ода

муносабат уринли булади.
И с б о т и. Теореманинг 1) шартидан М и* -И * )  = 0 J  = k + \ ,  

... , т келиб чицади, 2) шартда эса uh урнига uh— [u]h ни куйиб, 
куйидагига эга буламиз:

I b - H L ,  sA f• l z^ л - M “lJLi, +

i =I 1

Бунда Lhuh = f h, Rjhuh = <pjh ни куйсак, у \олда pf h) нинг таърифидан 
(2.17) келиб чицади. Агар аппроксимация уринли булса, яъни И -»() 
да j  = 0, 1, ..., к учун Pj(h) -> 0 ва р(/г) 0 муносабатлар Уринли 
булса, натижада (2.17) тенгсизликдан теореманинг иккинчи тас­
диги

келиб чицади.



Э с л а т м а .  Агар мослик шарти бажарилса, у \олда силлик и функциялар 
учун /z —>0 да (2.13) муносабатда лимитга утиб, куйидаги

т
«4 (2.18)

j=i J

тенгсизликни \осил киламиз. Бундан эса (2.10) — (2.11) дифференциал масала­
нинг корректлиги келиб чикади. Купинча шу йул билан, яъни аввал (2.13) 
тенгсизликни, кейин ундан (2.18) тенгсизликни \осил килиб, (2.10), (2.11) 
куринишдаги дифференциал масалаларнинг корректлиги текширилади ва улар­
нинг ечими мавжудлиги \амда ягоналиги исбот килинади.

Энди айирмали схемаларни куриш ва уларни текшириш тугри­
сида айрим муло^азаларни айтиш мумкин:

1. Аввало, турни танлаш, яъни Gcо\а ва Гконтурни цандайдир 
тур со\а билан алмаштириш цоидаси курсатилади.

2. Кейин конкрет равишда битта ёки бир нечта айирмали схема 
курилади; аппроксимация шартларининг бажарилиши текширилади 
ва аппроксимациянинг тартиби аникланади.

3. Курилган айирмали схеманинг тургунлиги текширилади. Бу 
эса энг мух̂ им ва ofhp масала хисобланади. Агар айирмали масала 
аппроксимация ва тургунликка эга булса, юцоридаги теоремага кура 
у яцинлашади.

4. Айирмали схема тенгламаларини сонли ечиш масаласи царала- 
ди. Одатда, тенгламаларнинг сони куп булиб, бундай системани 
ечиш куп ме\нат талаб цилади. Шунинг учун *ам тур методида 
х;осил буладиган системаларни ечиш учун махсус методлар яратил­
ган ва яратилмоцда.

Биз бундан кейинги баёнимизда юцорида киритилган тушун- 
чаларни эллиптик, параболик ва гиперболик тенгламаларни сон­
ли ечиш жараёнида имкони борича тулароц ёритишга \аракат цила­
миз.

10.3-§. ЭЛЛИПТИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТУР 
МЕТОДИ БИЛАН ЕЧИШ

10.3.1. Эллиптик дифференциал тенгламаларни айирмали тенгла­
малар билан аппроксимациялаш. Биз бу бандда цуйидаги

Г ( \ 1 OU си гLiu) = а —г + с —r + а — -he —  + gu = f (3 1)
V ' dx} ex] ex\ cx2 6 J

эллиптик тенгламани (2.7) айирмали тенглама билан алмаштирган- 
да х,осил буладиган хатоликни ба^олашни куриб чицамиз. Бу ерда



^исоблашлар содда булиши учун ------ аралаш хосиланинг олдида-СХ| СХ}
ги коэффициентни b(xv х2) = 0 деб олдик. Кейинги бандларда ёзув- 
ни яна \ам цисцароц цилиш мацсадида купинча модел тарзидаги 
тенгламаларни цараймиз. Бундай тенгламаларга кулланиладиган ме­
тодлар яхши узлаштирилса, умумий х,олда \ам берилган тенглама­
лар учун царалаётган методларни цуллаш мумкин. (3.1) дифферен­
циал тенгламанинг и {х, >») ечимини туртинчи тартибли хусусий 
хрсилаларга эга деб фараз цилиб ва Тейлор формуласидан фойдала­
ниб, (2.3) — (2.6) тацрибий тенгликлар урнида цуйидагиларни 
хрсил циламиз:

Л +U ~>'i-\.k _ (  ди 
2*1

* ( 6ги
д Х ^ { х и ..Ь к ) 6

(*1,-1 S* |j+l),
(3.2)

t i  ( е \
2*2 I дх-, 1,_ _ v 6 \ (̂1 ' 2̂к ) (3.3)

У м *  - b i k  + У 1- U  \ С и
Я г 2 J 12
6Х| Л * 1 1 - Х 2 к )

д4и
СХ[ (£| 'Х2к )

-  “з| -  Л:|.| + | )>

/̂,*+1 ~2Уис+Уи-1
*2

_1_ ' д4 и
dxij

1

(*1м*2*) 12 1,ах24

-  Х2,к+\ )•

(3.4)

(3.5)

Энди (3.2) — (3.5) лардан фойдаланиб, (2.7) дан цуйидагига 
эга буламиз:

д2и д2иг I с  и  с и  I ди I ди
Ц у ,  -  \  -ТЩ *  с ,  я  +.d .  ^  + /. 5^ + «„и

+ Т2Г* 'И, .*

+ 2 ^ ,1 ^  | +2a h
-Cjrl SIS.X



бунда А = A,, a = A2/A, булиб, Rjk — цолдиц\ад. Агар ушбу

М, = max д3и
дх{

53и

дх\
, М4 = max |

дх?
д4и
дх\

белгилашларни киритсак, крлдиц хдд учун

| < § {(|ал| + а 2 \ЬЛ|)М4 + 2 (\dik| + а |/л|)АГ3} (3.6) 

бах,о Уринли булади. Демак,

Ц У л  -  /й = {L ( u ) -  / } (а) + ^  = Д*.

Бундан курамизки, (3.1) дифференциал тенгламани (2.7) айир­
мали тенглама билан алмаштирганда Як хатолик \осил булиб, унинг 
А цадамга нисбатан тартиби А2 дир. Агар Rik цолдиц х,адни ташласак, 
тур устидаги у1к функциялар учун

£ л = / ,  (3 -7 )

тенгламалар системасига эга буламиз. Хусусий х,олда ушбу

д2и д2и
ОХ\ СХ2

(3.8)

Пуассон тенгламаси учун h = h2= h  квадрат турни царасак, у \олда 
(3.7) тенгламалар системаси

Ум*  + Ум*  + У/mi + У'!*-\ ~ 4 У-,к = h2f ik 

куринишга эга булиб, (3.6) дан цолдиц хдц учун

(3.9)

|Д,| < £ м4 (3.10)

батога эга буламиз. (3.9) айирмали 
тенгламада (/, к) тугун учун туртта 
кушни тугунлар 3-чизмадаги беш 
нуктали андаза буйича жойлашган.

10.3.2. Айирмали тенглама х;осил 
цилиш учун аницмас коэффициент­
лар методи. Юцоридаги дифферен­
циал тенгламани (/, к) нуцтада ай­
ирмали тенглама билан алмаштир-



ганда \ар бир хусусий .\осилани ало\ида-ало\ида булинган айирма­
лар билан алмаштирган эдик. Дифференциал тенгламани тулалигича 
айирмали тенглама билан алмаштириш х;ам мумкин. Х,озир царала- 
диган методда тур со\а тугри туртбурчакдан иборат булиши шарт 
эмас, тур учбурчаклар, параллелограммлардан иборат ёки умуман 
нотекис билиши \ам мумкин. Дифференциал тенгламани (/, к) ту- 
гунда айирмали схема билан алмаштириш учун (/', к) тугун атрофи­
да маълум тартибда жойлашган Рта тугунни цараймиз. Кулай були­
ши учун (/, к) тугунни 0 орцали белгилаб, колган тугунларни 1, 2, 
..., Р орцали белгилаймиз. Энди с аницмас коэффициентлар билан 
ушбу

7=0
CjUj (3.11)

чизицгш комбинацияни тузамиз, бунда «мицдор и нинг j  тугундаги 
циймати. Фараз цилайлик, и функция (« + 1) тартибли \осилаларга 
эга булсин, у хрлда и. ларни 0 тугун атрофида Тейлор цаторига 
ёямиз:

uj = u { x v , x 2,) = £
к\ +kj  =п

{Х\Г Х\ о ) * '  ( x 2j  - * 2 0  ) к’ f Л +к Л (9*1 К2 и

к \! к2\ удх*‘дх$2 + 4 J ) ,
/0

7 =1 ,  2, ... , .
(3.12)

Бу ифодаларни (3.11) га цуйиб, и функциянинг бир хил \оси- 
лалари олдидаги коэффициентларни цушиб чицамиз, натижада

у=О О<i +k<n  V 1 2 ) о у=0
(3.13)

Бу ерда а.к коэффициентлар с лар орцали чизицли равишда ифо­
даланади. К,олдиц\ад эса 6h”*'KMn+t куринишга эга булади, бунда 
|0| < 1, К цандайдир сон булиб, h га боглиц эмас; И нинг узи эса 0 
тугун ва j( j  = 1 , 2 , ,  Р) тугунлар координаталари айирмаларининг 
модули буйича энг кичиги \амда

М„ , = шах max
/+*=/,+ ! С ax(5xj

Энди G сохада (я + 1) тартибли узлуксиз \осилага эга булган 
\ар цандай u(xv х2) функция учун



тенгликнинг бажарилишини талаб циламиз. Бунинг учун с. коэффи­
циентларни шундай танлашимиз керакки, 0 < i + к < п шартни цаноат- 
лантирувчи барча / ва А: учун (3.14) тенгликнинг чап ва унгтомонла- 
рида - “ олдидаги коэффициентлар устма-уст тушсин. Бу эса

V ^1 С̂ 2 J о
с,, с ,,..., ср номаълум коэффициентларга нисбатан куйидаги чизикди 
алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:

«00 =go('' + £ = 0)>
«10 = «01 = 0̂ ( * + к = 1) ?

«20 = 0̂’ «02 = С0’«11 = 0(/ + к  =  2) >
«30 = «21 = «12 = «03 = 0 (/  + fc = 3 ) ,

«яО  ~  «/7-1,1 ~  * * * «1,л-1 “  а 0п "* +  ^  -  п ) -

Агар бу система ечимга эга булиб, ечим c.(J = 0, 1, ..., F) булса, 
у\олда

Ъ л = [ ц и) 1 + в а г ' м , . , .  (ЗЛ5)
>0

Энди цолдиц ̂ адни ташлаб юбориб, «. нинг тур устидаги тацри­
бий циймати д̂ учун ушбу

Р

(3.16)
У=о

айирмали тенгламага эга буламиз. Бу тенглама (3.1) дифференци­
ал тенгламани 0 тугунда О(h"+l) аницликда алмаштиради.

Чегарадан узоцроц ички тугунлар учун айирмали тенгламани ту- 
зишда цатнашадиган тугунларининг жойланишини (3.16) дагидек 
сацлаш мацсадга мувофиц булади. Чегарага яцин тугунлар учун бу 
Холатни сацлаш хар доим хам мумкин булавермайди. Аммо царала­
ётган методда тугунларни бироз бошцача жойлаштириб, дифферен­
циал тенгламани керакли аницлицда айирмали тенглама билан ал­
маштириш мумкин. Бу метод чегаравий шартларни аппроксимация 
цилиш учун хам яхши натижага олиб келади.

И з ох. Шуни эсда саклаш керакки, берилган дифференциал тенглама учун 
у ёки бу аникликдаги айирмали схема куриш учун дифференциал масаланинг 
ечими керакли тартибли ^осилаларга эга, деб фараз килиш керак. Бу эса, уз 
навбатида, тенгламанинг коэффициентларига, со\ага ва чегаравий шартларда



Катнашадиган функцияларга маълум шартларни куйишни талаб килади. Агар бу 
шартлар ечимнинг маълум тартибли \осиласини таъминласа, айирмали схема­
ни \ам шу тартибли аник^икда излаш керак. Бу ердаги талаблар квадратур фор­
мулаларни танлашга оид тавсияларга ухшайди.

10.3.3. Пуассон тенгламаси учун аницмас коэффициентлар мето­
ди асосида айирмали схема куриш. Фараз кдлайлик, G соха квадрат 
булиб, шу сохада ушбу

(317)

Пуассон тенгламаси учун айирмали j  _________ __________ -
схема куриш талаб килинсин.

Бундай схемани икки хил тур ус­
тида бажарамиз. Аввало, кадами И га 
тенг булган квадрат турни караймиз,
4-чизмада курсатилганидек, 0 тугун -------------- --------------
атрофида 1, 2, 3, 4 билан белгилан­
ган тугунларни оламиз. Бу ерда х{ ва 
х2 тенг хукукли булганлиги хамда
тугунлар симметрик равишда жой- ^ j
лашганлиги сабабли айирмали ап-
ПрОКСИМЭЦИЯНИ КуЙИДаГИ КУРИНИШ- 4-чизма.

да излаш мумкин:

Lhu0 = спио + с, (и, + и, + м3 + и4). (3.18)

Каралаётган сохада (3.17) тенгламанинг ечими туртинчи тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга деб фараз килиб, (3.18) ифода учун куйи- 
дагига эга буламиз:

0

4-чизма.



Бу ифодани соддалаштириб, куйидагини хосил келамиз:

4«о = (Со + 4с. )"о + 4с, + f | ) o + Л(Л), (3.19)

бунда R(h) — колдикхад- (3.19) ифода (3.17) тенгламани аппрокси­
мация килиши учун

с0 + 4с, = 0, 2с,А2 = 1 

шартлар бажарилиши керак. Булардан эса

келиб чикади. Шундай килиб, натижада куйидагига эга булдик:

Lhuo =^т("| +Щ+Щ+иА -  4ц, ) = (Аи)0 + R{h). (3.20)

Агар Мл оркали туртинчи хосилаларнинг G даги максимума мо- 
дулини белгиласак, у холда R(h) колдикхад учун ушбу бахога эга 
буламиз:

|/г(Л)|<4|С|| ^ 2 4Л/4 = ^ л / 4. (3.21)

Юцоридаги (3.20) ифодада (Ли)0 ни / 0 орцали алмаштириб, 
R(h) цолдиц *адни ташлаб юборсак, натижада и нинг турдаги 
тацрибий циймати у. учун ушбу

У1 +У2 +У3 +У4 -  4Уо = 2/г2/о
айирмали тенгламага эга буламиз. Бундай аппроксимациянинг хато­
лиги |/г 2Л/4 дан ошмайди.



И з о * . (3.10) ва (3.21) ба\оларни со- х  
лиштириш шуни курсатдики, (3.10) ба^о 
(3.21) га нисбатан 8 марта кичик. Шу­
нинг учун \ам амалиётда 3-чизмадаги 
схема ишлатилади.

М а ш  к* Крлдик, \ т  R(h) учун (3.21) 
ба*о курсатилсин.

Энди Пуассон тенгламасини то- 
монлари h га тенг булган мунтазам  ̂
учбурчаклардан тузилган тур усти- 5-чизма.
да айирмали схема билан алмаштирамиз (5-чизма). 0 тугун учун 
айирмали тенглама тузишда уни куршаган 1, 2, 3, 4, 5, 6 тугунлар- 
ни олиб, куйидаги чизикди комбинацияни тузамиз:

М> = Z ca -
;=о

(3.22)

Агар 0 тутуннинг координаталарини (х,, х2) деб олсак, у \олда 
равшанки, 1, 2, 3, 4, 5, 6 тугунларнинг координаталари мос ра­
вишда куйидагидан иборат:

(х, +h,x2), fx, + |.х , + ^ ] ,  ( х ,- \ . х г + ^ | ,

(х, -А ,х2), I х , - u - ^ l f x ,  + J .x2 -

Бу ерда х,ам х, ва х2 тенг хукукли булганлиги \амда тугунлар 
симметрик равишда жойлашганлиги сабабли с = с2= ... = с6 деб оли- 
шимиз мумкин. Энди (3.22) ифодадаги и,, ы2, ... и6 ларни 0 (хг х2) 
тугун атрофида Тейлор формуласи буйича ёйиб ва соддалаштириш- 
лар бажариб, куйидагига эга буламиз:

LhU О = <V'o +CZ W, = (С0 + 6С] К  +
7 =  1

3/7“ [ д~ и  с 2и
(3.23)

+ R(h).

Бу ифода Лаплас операторини аппроксимация к,илиши учун

за2 
X е'

с  л ЗЛ2 , с0 + 6с, = 0, — с, = 1

деб олиш керак, бундан эса



Co=- F ’ C |= 3F'
Шундай цилиб,

LhUo = ^ [ и , + и 2+и}+и4+и5+и6-6и0]

ё2и 82u \̂ h2 (  ё 2 д2 62и с2и
дх2 Зх| J0 16 ^5х]2 дх2 J (Эх,2 ©Xj

Агар и(х,, х2) ечим G да олтинчи тартибли хосилаларга эга 
булса, у \олда цолдиц цад учун цуйидаги бахрга эга буламиз:

\ т \
< 2

ЗЛ2 6!
2 + 41 ,+л/1'6 = л/6Л4 < ^  Мь. (3.25)

л/6

Биз (3.24) тенгликдан цуйидаги хулосаларга келамиз: ушбу 

У\ + У 2 + У ) + У 4 + У 5 + У б - 6 у 0 = 0

айирмали тенглама Аи = 0 Лаплас тенгламасини А4 аницликда ап­
проксимация цилади; А  и = /  Пуассон тенгламасини

3/̂ 2 3/?̂
у х +У2 +У} +У,+У5 +Уб-бУо = -у-/о + ^2 -(Д/)0 

айирмали тенглама /г4 аницликда аппроксимация цилади,

У\ + У 2 + У ъ + У 4 + У ь + У ь - Ь у 0 =  / о

айирмали тенглама эса /г2 аницликда аппроксимация цилади.
10.3.4. Чегаравий шартларни аппроксимациялаш. Фараз цилай­

лик, чегараси Г дан иборат булган G сохада L u = f  биринчи чегара­
вий масалани (Дирихле масаласини) ечиш талаб цилинсин, яъни

Z,[m(x,,x2)] = /(х , ,х 2), (х,,х2) е G,

и(*и*2)|г =?>(*i.*2) ( 3 ' 2 6 )

муносабатларни цаноатлантирадиган и(х,, х2) функция топилсин. 
Кулайлик учун томонлари h дан иборат булган квадрат турни царай- 
миз (6-чизма).

Фараз цилайлик, (/, к) тугун Гк чегарадаги цандайдир тугун 
булсин, уни В орцали белгилаймиз, х, йуналиши буйича (/' + 1, к) 
ички тугунни С орцали ва х, йуналишида Гчегаранинг В га энг 
яцин нуцтасини А орцали белгилаймиз. Купинча <р(В) = <р(А) деб
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олинади. Бу усул чегаравий шарт­
ни турнинг энг яцин тугунига од- Х2 
дий кучириш дейилади. Оддий 
кучирганда йул цуйилган хатолик­
нинг мицдорини аницлаймиз. Фа­
раз цилайлик, А ва Януцталарнинг 
координаталари 5̂ , х2к) ва
(Х\., х2к) булсин. У хрлда

u(B) = u( A ) - 8 au'Xi (§,х2*) =
= <р{А)-8ли' ($,х2к),

г Г
f

Х1бунда хи -  8, < I < х,. Энди 8 .< h ,
J  л 6 - ч и з м а .

ни эътиборга олсак, оддий кучи-
ришда йул куйилган хатолик 0(A) булади. Демак, (/, к) тугун учун 
0(A) аницликда

и *  =  < Р ( А ) (3.27)

тенгликка эга буламиз.
Агар яна бирор ички нуцтадан фойдалансак, у холда и{В) нинг 

х,исоблаш аниклигини орттириш мумкин. Бунинг учун и(х{, х2) 
нинг С = (хи + А, х2к) нуцтадаги кийматидан фойдаланамиз:

и(А) = и(хи -  8а ,х2к) = и ( в ) - 8 Х \  (#) + у ( й ) , 

бунда В = (х,, - в 8 /1,х2к), 0 < в < 1 ва шунингдек,

и(С) = и(хи + h,x 2k) = и(в)  + hu'Xi (В ) + ~ и \ ( Я ),

бунда А = (х,, + e th , x 2k),  0 < 0, <1.
Бу тенгликлардан биринчи хосилани йуцотсак, куйидаги хосил 

булади:

M(fi)= M i h ^  + 0(A2).

Агар 0(А2) ни ташласак, у холда (/', к) чегаравий тугун учун 
0(А3) аницликда

И<р(А ) + 8 А у ^ 1 к

h+sA (3.28)У* =

тенгликка эга буламиз. Шундай цилиб, биз хар бир чегаравий 
(/', к) тугун учун (3.27) ёки (3.28) тенгликни ёза оламиз. (3.28)



формула Коллатц формуласи ёки чизикди интерполяция формуласи 
дейилади.

Аппроксимациялашнинг аницмас коэффициентлар методини 
куллаб, юцори тартибли аницликка эта булган чегаравий шарт­
ларни аппроксимациялаш формулаларини чицариш мумкин.

Энди иккинчи жинс чегаравий шарт

ди
дп

= ср(х , , Х 2 ) (3.29)

ни айирмали шарт билан алмаштиришни куриб чицамиз. Бу хол 
биринчи чегаравий масалага нисбатан анча мураккабдир, чунки бунда 
изланаётган функциянинг нормал хосиласи цатнашади. Нормал хосила 
функциянинг тур тугунлардаги цийматларининг булинган айирма- 
лари билан алмаштирилиши керак. Биз умумийликни сацлаш учун 
тугри туртбурчакли турни цараймиз:

х, = х,0 + /А,, х2 = х20 + kh2 (г, к = 0, +1, ± 2,...).

Фараз цилайлик, В нуцта координаталари (хи, х2к) булган че­
гаравий нуцта булсин, А эса В нуцгага яцинроц булган Гчегара- 
нинг нуцтаси, С ( х , х 2к) — ички нуцта, D (х|(., х2 *_,) — чегаравий 
нуцта ва и Г нинг А нуцтасидаги ташци нормал булсин (7-чизма). 
Нормал п билан Ох, Уц орасидаги бурчакни а билан, Ох2 уц 
орасидаги бурчакни эса р билан белгилаймиз. Энди Щ = ф (А) 
шартни В нуцтадаги айирмали шарт билан алмаштириш масаласи­
ни курамиз. Нормал буйича хосиланинг таърифига кура

си ди , ди п— = — cos а + -—cos р.
СП дХ\ сх2

Фараз цилайлик, В нуцтада 
нормалнинг йуналиши А нуцта­
даги йуналиш билан бир хил 
булсин; А билан i?орасидаги ма­
софа 0(И{ + А2) булганлиги учун 
бу фаразимиз натижасида 
<?(А, + Л2) хатоликка йул цуямиз. 
Демак,

CU

СПМ)
си
дп (В)

0(А, + h 2).



Энди хусусий ^осилаларини булинган айирмалар билан алмаш- 
тириб, куйидагига эга буламиз:

cos а + “* cosp + 0(h, +h2) = (p(A)

ёки колдик, хадни ташлаб,

У,к ~У,-\.к cos а  + ) ’ik -У/.к-1 
h cos Р=<р (А) (3 30)

тенгликка эга буламиз. Шундай цилиб, бу формула (3.29) чегара­
вий шартни (i,k) е Г,, тугунда айирмали шарт билан 0(/г, + И2) аник,- 
ликда алмаштиради; (3.30) куринишдаги ифода барча (i,k) е Ги ту­
гунлар учун ёзилиши керак, шундагина биз (3.29) чегаравий шарт­
ни аппроксимация килувчи айирмали шартларни топган буламиз (а 
ва р лар А е Гь нуктанинг функцияларидир).

Учинчи чегаравий шартни аппроксимация килиш учун юкори­
даги биринчи ва иккинчи чегаравий шартлар аппроксимацияси­
нинг комбинациясини оламиз.

10.3.5. Айирмали схеманинг тургунлиги. Биз ёзувни кискарок килиш 
максадида айирмали схеманинг тургунлигини Пуассон тенгламаси 
учун Дирихле масаласини ечиш мисолида куриб чицамиз.

Фараз килайлик, G соха тугри бурчакли туртбурчак 
G = {0 < х, < а, 0 < х2 < Ь) булиб, Гунинг чегараси булсин. Шундай 
м(хр х2) функцияни топиш керакки, у G да

тенгламани каноатлантириб, Гчегарада Дирихле шартини каноат- 
лантирсин:

бунда ср(х,,х2) маълум функция. Фараз килайлик, (3.30) — (3.32) 
чегаравий масала G = GUT сохада ягона ечимга эга ва бу ечим С да

Биз куйидаги тугри бурчакли туртбурчаклардан иборат булган 
турни караймиз:

(3.31)

и\г  = < р ( х , , х 2 ) , (3.32)

С U С U7 4  ва ^  узлуксиз \осилаларга эга булсин.



Энди G да ётувчи барча тугунларни (7" деб олиб, чегаравий 
нуцгалар Гн сифатида Гда ётувчи тугунларни оламиз. Кейин

. С'2и с 2и Аи = —у + —«
сх I с х 2

Лаплас операторини га тегишли нуцталарда 3-чизмадаги беш 
нуцтали андаза ёрдамида

Л 1 , =  л + u  +>’,•-!.* y j . k + \ - 1 y j k + y i . k - \  _  г  
^Н>>к --------------- 72------------+ -------------72----------------Jik  >

^ (3.34)
/ = 1,2,...,Л/- I ,  к = 1,2,...,N -  1

айирмали схема билан аппроксимация циламиз. Агар ht = h,h2 = ah 
(а = const) булса, у \олда 10.3.1 даги натижадан курамизки, (3.34) 
аппроксимациянинг хатолиги

|/U * ) |< ^ ( l+ a 2)A/4

дан иборат. (3.32) шартни цуйидагиларга алмаштирамиз:

У,к|г/, =(?{ihi,kh2), (ih,,kh2) e r h. (3.35)

Каралаётган со\а тугри бурчакли туртбурчак булганлиги туфай­
ли (3.35) аппроксимациянинг хатолиги нолга тенг. Чегарадаги (3.35) 
цийматлар маълум булганлиги учун уларни (3.34) тенгламага цуйиб, 
кейин маълум хддларни унг томонга утказиб, цуйидаги чизицли 
алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз:

L„y,k ~ f if  1 ~ М - \ ,  к -  1,2..., N - I .  (3.36)

Равшанки, (3.36) тенгламалар фацат чегара яцинидаги тугун­
ларда (3.34) тенгламалардан фарц цилади. Масалан, (/, 1) куриниш­
даги тугунларда (3.36) тенглама цуйидаги куринишга эга булади:

Ум.\-2Уп+У*-и У и - 2Уп _ f  _ «К'М)
“ ~ h \  ~ Jn 1 Г ' ~  п'

(3.36) системада тенгламаларнинг сони номаълумларнинг сонига тенг. 
Шунинг учун \ам (3.34) системанинг матрицасини Gh тур устидаги 
функцияни узига акслантирадиган чизикди оператордек цараш мум­
кин.

Энди (3.34), (3.35) тенгламалар системасининг ягона ечими мав­
жудлигини курсатамиз.



1-лемма. Фараз цилайлик, &[ll) = {#,*} микдорлар Gh = Gill Гh 
тур устида аницланган цандайдир функция булсин. Агар (7° 
соханинг тугунларида A hd ih) s О шарт бажарилса, у холда § ,/1} узи­
нинг энг катта цийматини G,, нинг чегарасида, яъни Гн да цабул 
цилади.

И с б о т и . Тескарисини фараз циламиз. Айтайлик, узининг 
энг катта цийматини ички нуцтада цабул цилсин. Умуман айтганда, 
бундай нуцталар куп булиши мумкин. Улар орасида шундай 
( i , k )eGl  тугунни танлаймизки, 9М Л , д,_ик, 
матларнинг бирортаси д1к дан цатьиян кичик, масалан, Ьиик <dik 
булсин. У холда (/, к) тугунда цуйидагига эга буламиз:

чунки к <0 булиб, цолган кичик цавслар ичидаги ифода 
мусбат эмас, (3.37) тенгсизлик эса лемма шартига зиддир. Демак, 
бизнинг фаразимиз нотугри экан. Шу билан лемма исботланди.

2-л е м м а. Фараз цилайлик, мицдорлар G h тур устида аниц­
ланган цандайдир функция булсин. Агар G°h нинг тугунларида 
Ahdh < 0 шарт бажарилса, у холда #(А) узининг энг кичик цийма­
тини Gh нинг чегарасида, яъни да цабул цилади.

Бу лемма хам худди олдингисидек исботланади.
Теорема (.максимум принципы). Фараз цилайлик, d{h} = \i)lk } миц­

дорлар Gh да аникланган булиб, G°h тугунларда

тенгламаларни цаноатлантирсин. Уу,олда f){>" узининг модул буйича 
энг катта цийматини Гн чегарада цабул цилади.

Теореманинг исботи 1-ва 2-леммалардан келиб чицади.
Бу теоремадан f ik = 0ва <pik =0 булганда (3.35) ва (3.36) бир 

жинсли тенгламалар системаси фацат нол ечимга эга эканлиги 
келиб чицади. Чунки, агар #(Л) & 0 булса, у холда узининг энг 
катта ва энг кичик цийматларини максимум принципига к^ра ГИ 
чегарада цабул цилади; аммо ГИда д{1'] = 0, демак, бутун Gh сохада 
#</') s  0. Шунинг учун хам (3.34), (3.35) айирмали схема ягона ечим­
га эга.

(3.37)

+ ̂ 2 [(̂ .**1 - 9а) + (#/.*-1 - #/*)] < а

A hf>ik =0, / = 1,2,..., М -  I; k = 1,2,...,7V -1



Энди (3.34) айирмали схеманинг тургунлигини курсатамиз. Бу­
нинг учун 10.2.2 даги таърифларни бу ердаги холга куллаймиз. 
Фараз цилайлик, Uh, Fh ва ФА лар Gh, G°h ва Гк ларда аникланган 
функциялар фазоси булсин. Бу фазоларда шундай нормалар ки- 
ритамизки, улар узлуксиз функциялар фазоларидаги нормалар билан 
мослашган булиши керак. 10.2.2 даги 5-таърифга кура, (3.34), (3.35) 
айирмали схемалар тургун булиши учун А, ва Л2 га боглик булма­
ган шундай С Узгармас топилиб, (3.34), (3.35) масаланинг ечими

«(А) = {У»} УЧУН

бахо уринли булиши керак. Биз Uh, Fh, Фь фазоларда куйидаги 
нормаларни киритамиз:

kwIL = mraxM-I 11ф* г*

Энди юкоридаги бахони урнатиш учун Гершгорин коидасига кура
(h)

и функция учун мажорант функция курамиз. Ушбу

Р (х,, х2) = а20х2 + ах ,x,xj + я^х2 + a[Qxt + а0[х2 + аж 

иккинчи даражали купхдд учун

= »

чунки 10.3.1 даги (3.4), (3.5) формулаларда катнашадиган туртин- 
чи тартибли хосилалар Р(хр х2) учун нолга тенг.

Энди Щхг х2) мажорант функцияни куйидагича аникдаймиз:

И' (*■> *2) = \  [(fl2 + 1)2) -  (*:2 + х 2 )] | | / (А| |f(| + |<Р<А|||ф)1 •

Ушбу z (х,, х2) = (я2 + Ь2) -  (х2 + х,2) функциянинг геометрик маъ­
носини тушунтирамиз: 8-чизмада чегараси Г булган G соха тасвир­
ланган. Бучизмада ОА диагоналнинг узунлиги + Ь2 га тенг булиб, 
z(x,, х:) = 0 эгри чизик маркази координаталар бошида ва радиуси 
ОА = л/а2 + b2 булган айланани билдиради. Шундай килиб, агар 
(х,,х2) е G булса, у холда z{xv х2) > 0 булиб, G соханинг факат



А(а, b) нуцгасида нолга айланади, аммо 
бу нуцта (7° га тегишли эмас. Демак,

Ф|>*2)|с0 >0.

Осонлик билан куриш мумкинки, Gah 
нинг барча нуцталарида

■(*>

/=  1,2, ... , M - V ,  
к = 1 , 2 ,  ... , N -  1.

Шунинг учун = u{h) -  W айирма G°h тугунларда

A>*, = / W+ | / W| SO

тенгсизликни каноатлантиради. I-леммага кура d{h) узининг энг катта 
кийматини Гк да цабул цилади. Аммо чегарада цуйидаги муносабат 
уринлидир:

(А) _ 1 || /•(*)I/«I so.
Шундай цилиб, С,, да д{И) < 0, яъни ит< W . Шунга ухшаш да 
#(Л) = и(А) + W функция учун цуйидаги тенгсизликларни х,осил цила­
миз:

Д „д,/,) < 0 , > 0 .

У \олда 2-леммага кура GА да $[h) >0 ёки U(h) > - W  тенгсизлик 
уринли булади. Демак, G h да |«(л)| < W бахо ни курсатдик. Бундан 
эса

Фа

хосил булади. Агар С = max j l ,i (a 2 + 62)j деб белгиласак, у холда 
охирги тенгсизликдан



келиб чицади. Бундан эса (3.34), (3.35) чегаравий масаланинг тур­
гунлиги хам келиб чицади. Демак, (3.34), (3.35) айирмали масала
(3.31) тенгламанинг аницечимига яцинлашади ва яцинлашиш тар­
тиби 0(h2) булади, чунки яцинлашиш тартиби аппроксимация тар­
тиби билан устма-уст тушади. Бошца чегаравий шартларда (3.1) тенг­
лама учун тур методининг тургунлик масаласини [5, 24, 44] дан 
куриш мумкин.

Тур методида хосил буладиган чизицли алгебраик тенгламалар 
системасини 3-бобдаги методлар билан ечиш мумкин. Аммо бу сис- 
темаларни ечиш учун махсус методлар яратилган.

10.3.6. Рунге цоидаси. Ечимнинг хатолиги учун юцорида келти­
рилган бахолар маълум нуцсонга эга. Бу бахоларда изланаётган ечим 
хосилаларининг модули цатнашади. Одатда, уларнинг миццорини 
биз билмаймиз.

Амалиётда тур методи билан аницланган тацрибий ечимнинг ха­
толигини бахолаш учун 9.3.6 дагидек Рунге цоидаси ишлатилади.

Фараз цилайлик, и(хр х2) бирор чегаравий масаланинг аниц ечи­
ми булиб, uh(x{, х2) эса цадамлари И .=  И ва /?.= a h  ( а  = const) 
булган тур методи билан топилган тацрибий ечим булсин. Тацрибий 
ечим eh(xv х2) хатолигининг h га нисбатан тартиби маълум булади. 
Айтайлик, хатоликни тацрибий равишда

£h{Xl ’ X2 ) a K ( Xt’X2 ) hP

куринишда ёзиш мумкин булиб, К(хг х2) бунда G сохада чегара­
ланган мусбат функция ва р мусбат сон булсин. Фараз цилайлик, 
uh(xv х2) ва u2h(xv х,) мос равишда h ва 2h цадамда тур методи 
билан топилган чегаравий масаланинг ечимлари булсин. У холда

u(xr Х 2)  = uh(xp x2) + £,,(*,,х,), u(xv x2) = ulh(xv x2) + e j x r x2)

ёки
UU -  uv, = h>, -  h

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликнинг унг томонига

е„ « K ( x „ x 2)h'’, e2h = 2 " e h

ларни цуйсак,

Uh ~ U2h =S(2'’ -1)£л(Л'|>^)
келиб чицади, бундан эса

га эга буламиз. Бу ифоданинг кулайлиги шундаки, уни \ар доим 
хисоблаш мумкин ва кутиш мумкинки,



климат uh га нисбатан аник, ечимга якинрокдир. Шу йул билан uh 
нинг кийматини аникрок,топиш мумкин. Амалиётда куйидагича иш 
тутилади: такрибий ечимни берилган тугунларда h ва 2h кдцамлар 
билан хисоблаб, uh ва ulh кийматлар такдосланади. Агар бу кий­
матлар берилган хоналарда устма-уст тушса, у холда такрибий ечим 
сифатида uhолинади. Акс холда h кадамни иккига булиб, uhh кий­
мат хисобланади. Кейин аникликнинг етарлилигини билиш учун 
юкоридагидек иш тутилади.

Чегаравий кийматлар Коллатц тенгламаси буйича топилганда (3.1) 
тенглама учун Дирихле масаласини такрибий ечишдаги хатонинг 
тартиби h га нисбатан р = 2 булади. Демак, бу холда

■ „ _ «/,-"2/,
£" ' I -  '

10.3.7. Матрицали хайдаш методи. Эллиптик типдаги дифферен­
циал тенгламани тур методи билан ечганда хосил буладиган чизик­
ли алгебраик тенгламалар системасининг матрицаси махсус кури­
нишга эга. Бундай матрицаларда нолдан фаркли элементлар факат 
бош диагоналда ва унга параллел булган иккита кушимча диагонал- 
да жойлашади; матрицанинг колган элементлари нолга тенг. Юкорида 
айтганимиздек, матрицанинг бундай хусусиятини хисобга оладиган 
махсус методларни карашга тугри келади. Бундай методлардан бири 
матрицали хайдаш булиб, М.В. Келдиш томонидан таклиф килин­
ган эди. Бу методни эллиптик тенгламалар беш нуктали андаза буйича 
аппроксимация кдлинганда хосил буладиган чизикли алгебраик тенг­
ламалар системасига куллаш мумкин. Шуни хам таъкидлаш керак­
ки, эллиптик типдаги тенгламада (3.1) тенгламага ухшаш аралаш 
хосила катнашмаслиги керак (к [24]). Бу методни G = {0 <х, < а, 
0 < х2 < Ь) сохада (3.31) Пуассон тенгламаси учун куйидаги

u(0,x2) = (p] (x2) , u ( a , x 2) = (p2(x2) , u { x l,0) = y/] (xi ) ,u(x],b) = y/2(x])

чегаравий шартларни каноатлантирувчи биринчи чегаравий масала­
нинг ечимини топиш учун куллаймиз. Биз бу ерда (3.33) турни 
караймиз ва Л, = Л, а = h2h22 деб белгилаб оламиз. Натижада (3.34) 
ва (3.35) муносабатлардан куйидаги айирмали схемага эга буламиз:

Уыл - { 1 + 2а)Ул +л*ч] + у,-,.* = h2f ik, (3.38)
/= 1,2,...,М~ \;к = 1,2,...,N -  1,



Уок = Фк(-*2*)» Д'л» =(p2(x2k),k = l,2,-,N-l,]  
Ут =У'1{хи),Ут = Ч'г(хи)> » = 1,2,...,А/-1. J

Фараз килайлик, М «  N  булсин. Куйидаги векторни киритамиз:

Бу векторнинг компонентлари jc ,  = х |(  т^гри чизикда ётган тугун­
ларда хисобланган тур устидаги функциянинг кийматларидан ибо­
рат. (3.38) системани куйидаги вектор-матрица куринишида ёзиб 
оламиз:

Ум  + A y t +  д., = / = 1,2,...,Л/-1,

У о = Фо> Ум = Фм ’
(3.40)

(3.41)

бунда матрица ( N — I) тартибли уч диагоналли матрица булиб, ку­
йидаги к$финишга эга:

А  =

- ( 2 + 2 а )  а  0 ... 0 0 

а  “ ( 2 + 2а )  а  0 0

О
0

0 0 ... а  -(2 + 2а) а
О О О  а  - ( 2 + 2а )

/ , =

Ъ2/ { х и ,хп ) - а ц /1 (* „.)

А2/ К .  *22)

^/(*l,,*2,.V-2)
A2/(^,^2.,v-i)-av/2(^,)

9о =

< ? ) ( * » )

< р , Ы
’ Фм -

%  ( - X2.,V-I ) Ф 2 (*2.Л Г-1 )

Шундай килиб, (3.38) тенгламалар системасини ечиш учун
(3.41) чегаравий шартларда (3.40) айирмали тенгламаларни ечи- 
шимиз керак. Бу масалани хайдаш методи билан ечамиз. Бунинг 
учун (3.40) системада Ум  векторни йукотиб, ни куйидаги 
куринишда ёзамиз:



бунда X. ва г, номаълум матрица ва вектор булиб, уларни (3.40) 
тенгламадан топамиз; yiA ни (3.40) га олиб бориб куямиз:

yM + { A + x i ) y i + i i =/■• (3.43)

Энди (3.42) да / ни / + 1 билан алмаштириб, натижасини (3.43) 
га келтириб куйсак, куйидаги хосил булади:

Бу тенглик ихтиёрий j?,+1 вектор учун бажарилиши керак, демак,

Бу ердан Хг Х2, ..., Хм матрицаларни ва Z,,Z2, ■■■ Лм векгорлар- 
ни топиш учун ушбу рекуррент муносабатларга эга буламиз:

Бу формулалар ёрдамида хисоблашни бошлаш учун Хх = 0 ва 
г, =ф0 деб оламиз. Шундай кдлиб, (3.44), (3.45) формулалар ёр­
дамида Xt матрицаларни ва г, векторларни топамиз. Бу микдорларни 
топиш жараёни тугри х,айдаш дейилади. Кейин у м = фм деб олиб,
(3.42) формула ёрдамида ••• >У\ векторларни топамиз. Бу жа­
раён тескари хайдаш дейилади. Матрицали хайдаш методида асосий 
Хисоблаш хажмини (М — 1) тартибли тескари матрицаларни 
Xj+i = -  (А + Xj )~' формула ёрдамида топиш ташкил этади. Матри­
цаларнинг тартиби ошган сари унинг тескарисини топиш куп мех­
нат талаб килади. Шунинг учун хам М »  N  булганда хайдаш йуна­
лишини Oxt укининг йуналиши билан бир хил килиб олдик. Агар 
N »  М булса, у холда матрицали хайдаш йуналишини СЦукининг 
йуналиши билан устма-уст тушадиган килиб, матрицали хайдаш 
йуналишини узгартириш керак.

Энди матрицали хайдаш методининг тургунлик масаласини куриб 
чикамиз. Бунинг учун куйидаги леммани исботлаймиз:

1-лемм a. (jV—1) тартибли симметрик А матрицанинг барча X (А) 
хос сонлари ушбу формула билан аникланади:

(E + (A + Xl)XM)yM = f l - z l - (A + Xl) гм •

Е+{В + Х,)ХМ = О, 

1 - г , - ( В  + Х,)гм = 0.

х м = - { в  + х , у \ (3.44)

(3.45)

A *(/l )  =  - 2 - 2 a ( l  + c o s ^ j ,  к = 1 ,2 , . . . , jV— 1. 
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И сботи . Кулайликучунр = N-  I ва 20 = -(2 + 2а) -Абелгилаш 
киритсак, у \олда А матрицанинг характеристик тенгламаси куйи­
дагича ёзилади:

£>р (А) = det(/4-А£) =

2 р а 0 0 0 0
а 2р 0 0 0 0

0 0 0 а 2 р а
0 0 0 0 а 2 р

=  0.

Биз 2>р(А) = 0 тенгламанинг илдизларини топиш учун Dp (А) 
нинг ошкор куринишини топамиз. Бунинг учун Dp (А) аншутовчи- 
ни биринчи устун элементлари буйича ёямиз, натижада

ёки
Dp (А) = 2/?D,_, (A)-crDp_, (А) 

Dp(X) = 2pDp_,(X)+a 2Dp̂ (X) = 0 (3.46)
Хосил булади.

Бу тенглама иккинчи тартибли бир жинсли чекли-айирмали тенг­
лама б^либ, характеристик тенгламаси

q2(X)-2Pq(X) + a 2 =0

дан иборат. Равшанки,

q](x) = p + *jp2- a 2,q2 (Х) = f l - J p 2- а 2.

Демак, (3.46) тенгламанинг умумий ечимини куйидагича ёзиш 
мумкин:

Dp (А) = с,<7|р {X) + c2q2 (А).

Бу ерда с, ва с2 узгармас сонларни шундай танлаймизки, куйидаги 
дастлабки шартлар бажарилсин:

С\Ч\ (А) + с2<?2 (А) = Д (Х) = 2р, 

c,q2 (A) + c2ql (А) = D,(A) = 4/32 - а 1.

Бу чизикли тенгламалардан с, ва с2 ларни топамиз:



Бу ифодани нолга тенглаштириб, А матрицанинг хос сонларини 
топамиз:

Агар (3.47) чап томонининг сурат ва ма\ражини р + уj p 2 _ а 2 та 
купайтирсак, натижада

ликни цаноатлантиради.
Агар барча j  = О, 1, ... , Мучун ||А', (| < 1 булса, матрицали хай­

даш методи яхлитлаш хатолигига нисбатан тургун дейилади (к;. [24], 
249-6.). Бу ерда матрицанинг ихтиёрий нормасини олиш мумкин. 
Агар ЦА',! < 1 булса, у \олда куриниб турибдики, (3.42) ва (3.45) 
алгоритмлар хисоблаш хатолигига нисбатан тургундир.

p + j p 2- a 2 _  j _  £2nh
Kp - J p 2- a 2)

ЯЪНИ

(3.47)

бунда

p + j p ^ a = е гп ;
а у

Хосил булади ва демак,

р + ^ j i 2 - а 2 = а е “!'к . (3.47, а)(3.47, а)

Бунда/?номаълум сон, чунки р = - +  2 + 2а). Осонлик билан 
куриш мумкинки, (3.47, а) тенгликни

Д,. = a cos (pt = a cos —  

каноатлантиради. Шундай кдлиб,

Лемма исботланди.
Н атиж а.  А матрицанинг барча хос сонлари |А* (Л)| > 2 тенгсиз-



Энди I A1,1 < 1 лигини курсатамиз. Фараз кдлайлик, s вектор А 
матрицанинг А* (А) хос сонига мос келадиган хос вектори булсин. 
Унда хос соннинг таърифи ва 1-лемманинг натижасидан куйидаги- 
га эга буламиз:

As = Xs, И |  = |А * |!ф 2 |4

Фараз килайлик, бирор / учун ||А', || < 1 булсин ва биз Ц̂ ыЦ  ̂1 
эканлигини курсатамиз. У холда ЦА", || = 0 булганлиги сабабли бар­
ча /=  1, 2, ... , М учун ll^ l^  1 эканлиги келиб чикади. Бунинг 
учун s  билан аникианадиган ушбу

a  = - ( A  + X i) s  = X^]s 

векторни оламиз. Равшанки, < 1 булганлиги учун

И - и +лг,»-| > м  - 1х,ц >- 2И - и =14
Аммо s = Xi+la,  демак, ЦА̂ стЦ = ||$|| < ||<т||. Бундан эса ||ЛГ,Ч||| < 1 

келиб чикади. Шу билан матрицали хайдаш методининг яхлитлаш 
хатолигига нисбатан тургунлиги кУрсатилди.

10.3.8. Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини ечтцда Либ- 
ман методи. Фараз килайлик, (3.31) Пуассон тенгламасининг G 
сохада (3.32) чегаравий шартни каноатлантирадиган ечимини то­
пиш талаб килинсин. Биз бу ерда беш нуктали андазадан квадратик 
тур учун (А, = h7 = h) фойдаланамиз. У холда (3.34) дан куйидаги 
содда айирмали схемани хосил киламиз:

чегаравий шартни эса
\ \ ,= < р( л)  (3.49)

шаклда оламиз. Бу ерда юкоридаги тенгламаларнинг сони /Ужуда 
катта булиши мумкин, шунинг учун хам бу системани итерация 
методи билан ечиш маъкулдир. Биз итерация методини Либман [59] 
кУрсатган усул буйича куллаймиз. Бунинг учун турдаги тугунларни 
куйидагича турларга ажратамиз: Чегаравий тугунларни биринчи тур 
тугунлар деймиз. Камила битта кушниси чегаравий тугун булган 
барча ички тугунларни иккинчи тур тугунлар деймиз. Олдинги турлар­
га тегишли булмаган ва камида битта кушниси иккинчи турга те­
гишли булган барча ички тугунларни учинчи тур тугунлар деймиз



ва х- к. Шундай кдлиб, Gh даги барча тугунларни чекли микдорда­
ги турларга ажратамиз, шу билан бирга \ар бир тугун фак,атгина 
битта турга тегишли булади.

Фарач кдлайлик, y j ( j  = l,2,. . . ,N) ечим Gh сохадаги (3.48),
(3.49) айирмали чегаравий масаланинг j  тугундаги аник; ечими булсин. 
Энди у г у2, ... , уларга ихтиёрий ...,у {̂  киймат берамиз
ва буларни (3.48), (3.49) айирмали масаланинг нолинчи як^нлаши- 
ши деймиз. Биринчи якинлашиш у}1' ни топиш учун (3.48) га кура
_у{0) нинг туртта кушни тугундаги кийматининг Уртача арифмети- 

1.2
гидан — /  нинг 1-тугундаги кийматини айириш керак. Кейин у '1 
ни топиш учун у*0' нинг туртта кушни тугундаги цийматларининг 
уртача арифметигидан — /  нинг 2-тугундаги кийматини айириш 
керак ва \. к. Шунга ухшаш у^  лардан фойдаланиб, у*2) ларни
топамиз ва \. к. ___

Энди z\n) = yj -  у 1/ ” деб белгилаб, барча у (у = 1,^) учун

lim z'”' = О

тенглигини курсатамиз.
Х,ак,ик,атан хам, z{"] (3.48), (3.49) айирмали чегаравий масала­

нинг f jk = 0 ва чегаравий шартлар нолга тенг булгандаги ечимидир. 
Шунинг учун \ам навбатдаги яцинлашиш г*"1 олдинги z\n~'] як^н- 
лашишларнинг туртта кУшни тугундагиларининг уртача арифмети- 
гига тенг. Хусусий холда

М = rnax|z*0,|,
I 1 I \  4 /  l i / s . v l  1 I

чунки биринчи тугуннинг камида битта кушниси Гк чегарада ётади 
ва унда чегаравий шарт нолга тенг. Шунга ухшаш

|4 ° |  ^ (l “ j: ) м ’ -  • №  (l -  ^ г ) м  = а М ,  

а  = 1-4"л <1.

Бу жараённи давом эттириб,у га боглик, булмаган ихтиёрий п учун

\z("]\ < a nM

тенгсизликни хосил циламиз. Бундан эса и -» оо да ^  -> 0 келиб 
чицади.



Куриниб турибдики, бу алгоритм хисоблаш хатолигига нисбатан 
тургундир, чунки бирор цадамда йул куйилган хатолик кейинги 
цадамда камайиб боради.

Бу усулнинг хисоблаш учун цулайроц булган схемасини куриш 
учун £*”’ орцали «-тузатмани белгилаймиз:

Ем = у м _ уУ '  

у холда куйидагига эга буламиз:

yj = =^ 0)+Z  W"+1) - у ("]) = у ? ]+' L e(t )-

Равшанки, е*0) ни хисоблаш учун юцоридаги усулга кура / '
ни хисоблаб, кейин

(|)
j

£ (°) =  y (j )  _  , . ° »

айирмани топиш керак. Барча кейинги е*л) (л > 1) хисоблашлар z\n) 
ни хисоблагандек олиб борилади, яъни г]”1 ни топиш учун нолли 
чегаравий шартлар ва f ik = 0 деб олиб, е\"А) ларнинг туртта кушни 
тугундаги цийматларининг уртача арифметигини олиш керак.

Энди

у (»)
(3.50)

деб олиб, бу тацрибий тенгликнинг хатолигини бахолаймиз. Рав­
шанки,

бундан эса

И1 = (/7+1) /  (П) \ I (л+1) (#,)1 .
у) - y r \ y j  -У)) \= \2) И

< |zj""‘l)| + |z*", | < а " * ' М  + а"М  = (\ + а ) а " М ,

,(я) М .

Шундай цилиб, (3.50) тацрибий тенгликнинг хатоси

—  а'"+'М
1 - U

мицдорга тенг булиб, бунда



Шуни ,\а.м таъкидлаш керакки, (3.51) куполлигига царамасдан, 
жиддий равишда z{j0) = у\й> -  у t ларга боглик,. Шунинг учун хдм у {.>] 
дастлабки як^нлашишларни танлаш учун кушимча маълумотлардан 
фойдаланиш керак. Айрим х,олларда берилган турда ечиш керак булса, 
аввал бу масалани йирикрок, турда ечиб, кейин интерполяция ама- 
лини бажариб, натижада у {р  учун берилган турда озми-купми к,они- 
к,арли кийматни х,осил кдяиш мумкин.

М и с о л. Куйидаги

с2* д2и = -2х,
с:Ci oxf

Пуассон тенгламасининг ечими {0<jq, х2 <4] квад- 
ратнинг 9-чизмада курсатилган 1-9  нукталардаги 
циймати топилсин. Чегаравий шартлар 9-чизмада 
курсатилган.

Е ч и ш .  Gh со\анинг тугунларини 9-чизмада 
курсатилганидек белгилаб чикамиз ва (3.48) тенг­
ламани куйидагича ёзиб оламиз:

9-чизма.

У] = 2 (Уа+Уь+Ус+У<1)+ - Г  - 2 (-*̂1 ).- (3.48а)

бунда (*,)у оркали у-тугуннинг абсциссасини белгилаймиз; а , Ь, с, d лар эса j -  
тугунга кушни тугунлар. Чегаравий шартларнинг симметриклигига кура

У1=Ух,У*=УуУ* = У5

тенгликлар келиб чикади. Шунинг учун \ам факат у г  у ,, ... , у6 ларни топиш 
кифоядир. К,аралаётган турда h =  1. Дастлабки якинлашишларни танлаш учун 
Куйидагича иш тутамиз: ни топиш учун И = 2 деб олиб, (3.48д) дан куйи- 
дагига эга буламиз:

^ 0) = х-  (0+0+0+16) + = 8.

у\  ' ни топиш учун (3.48я) да h~^2  деб оламиз, у \олда

Шунга ухшаш

у!0 |= 1(0+0+8+16) + ^ ^  = 9.

^ 0) = I (0+0+0+8) + = 3.
4 '  4

Энди берилган турда h = 1 кадам билан куйидагиларни \исоблаймиз:

_у<0) = 1(8+ 16+8+ 8) + ^  = 11,5;

Уз0) = i  (3+8+0+8) + ~  = 5,75;

(0) 1 ✓ „ 0 « 21 .
Уь = z  (0+8+Э+З) + - -  = 4.



\исоблашларнинг крлганлари 9-жадвалда келтирилган. Биз факэт 6 та итерация- 
ни олдик, аслида х,исоблашни еу1’ етарлича кичик булгунича давом эттириш ке­
рак. Итерация жараёни секин якинлашишининг сабаби кадамнинг катгалигида 
(h = 1). Жадвалнинг охирги сатрида берилган дифференциал тенглама

«(*,, дг,) =  х,х2(4 -  х,) 

аник; ечимининг тугунлардаги киймати келтирилган.

9-жадвал

j 1 2 3 4 5 6

У ?
9 11,5 5,75 8 3 4

У? 8,8125 12 6 7,75 2,9375 4

У ? -0,1875 0,5 0,25 -0 ,25 -0,0625 0

у ? 0,1875 -0,1562 -0 ,125 0,25 0,0625 -0,0938

• ? -0,0453 0,1562 0,125 -0,125 -0 ,0547 0,0938

0,703 -0,0539 -0,0562 0,125 0,0547 -0,0586

-0,0275 0,0664 0,0625 -0,0562 -0 ,0287 0,0586

0,0322 -0,0278 -0,0281 0,0625 0,0302 -0,0284

у{/ ] 8,9975 12,0125 6,0000 7,9438 2,9713 3,9716

“к 9,000 12,0000 6,0000 8,0000 3,0000 4,0000

Умумий узгарувчан коэффициент™ (3.1) эллиптик тенглама учун 
чицарилган (3.7) оддий итерация ва Зейдел методлари билан ечиш 
\амда хатони бахолаш мумкин. Бу масалалар [7] да келтирилган.

10.3.9. Фурьенинг тез алмаштириши. Фараз цилайлик, а{п) (п = 0,
1, ... , TV—1) комплекс сонларнинг чекли кетма-кетлиги булсин. 
Биз Фурьенинг тез алмаштириш (ФТА) алгоритмини куриб чица­
миз. Бу алгоритм а(п) кетма-кетлик учун Фурьенинг дискрет алмаш- 
тиришида (ФДА) энгтежамкор алгоритмлардандир. Аницроц цилиб 
айтганда, ФТА

/ { к )  = ^ а { п ) < г ' м \ k  = 0, \ , . . . ,N- \  (3 .5 2 )
/1=0

алмаштиришни ва унга тескари булган

° ( л) = = (3.53)к= о

алмаштиришни хисоблаш учун ишлатилади. Кейинчалик кулай були­
ши учун



2л i

W = e~*r

/ { к )  = ^ а ( п ) ¥ к\  (3.55)
п=О

o(" )= iZ A * y * r"fa- (3.56)А=0

Бу ифодалар мос равишда Фурьенинг чекли цатори ва Фурьенинг 
дискрет коэффициенти дейилади.

Агар а(п) лар \ак,ик^й сонлар булса, у холда/(£) нинг мавхум 
цисми 1тДА:) куйидагига тенг:

9 (k )  = 1£ a ( n ) s m * £ , k = 0 , l , . . . , N - l .  (3.5 7)
/1=0

(3.55)—(3.57) куринишдаги функциялар математикада ва унинг 
хилма-хил татбикдарида, жумладан, айирмали тенгламаларни ечиш­
да, статистик маълумотларни ишлашда, ракамларнинг спектрал тад- 
кикида учрайди. Аммо якин вактларгача ФДА кам ишлатилар эди, 
чунки берилган а(п) ва W kn учун f(k)  нинг барча/0),Д1)... , J[N— 1) 
кийматларини хисоблашда N2 та купайтириш амалини бажариш 
керак.

Шуни таъкидлаш керакки, агар /Vкуп булувчиларга эга булса, у 
\олда sin сонлар орасида бирхиллари куп учрайди. Шунинг 
учун хам уларни гурухлаб, купайтириш амалини камайтириш мум­
кин. Шу гояга асосланган Э \М  да хисоблаш учун тежамкор алго­
ритмни Жим Кюли ва Жон Тьюки таклиф килишган [58]. Бу алго­
ритм Фурьенинг тез алмаштириши ёки Фурьенинг тез дискрет ал­
маштириши дейилади (ФТДА). Бу алгоритмда N = Т  ёки N = Зр 
булса, алгоритм тежамкор булади. Э \М  да дастурлаш кулай булиши 
учун N = ¥  деб оламиз. Умумий холда N = rt г2 .... г деб караш 
мумкин. Бу хол [26, 27, 50] ларда мукаммал каралган ва хар хил 
татбикдари келтирилган. Берилган А: ва я ларнинг иккилик санок 
системасидаги ёйилмасини ёзамиз:

k = k a +2kt + 22к2 + ... + 2 р~'кр_1У 

п = п0 +2  п, +2  2п2 + ... + 2 р" 'и р_|,

бу ерда kj ва и( лар 0 ёки 1 га тенг. Куйидагича



а{п) = а(п0, и,,..., и ,) 

белгилашни киритиб, (3.55) йигиндини

I \ V  /■ \ „/("0+2"1+ •+2'’'1"р-1)

: ^  рГА/7° 
»0=°

W2 ' k̂ ' a ( n 0, ni,...,np^)
"l=0 пр-1=°

куринишда ёзиш мумкин. Энди к нинг (3.58) ёйилмасидан фойда­
ланиб, ички

£  W 2P Чп‘’- 'а(п0,пх,. . . ,пр^ ) (3.60)

йигандини бошца куринишда ёзамиз. Равшанки,

I f 2' '*Vi = ^ 2>' 'к""с’~] | | ^ 2Р j. Г"

Бу купайтмада иккинчисидан бошлаб барча купаювчилар 1 га тенг. 
Хацицатан \ам, 1 < у < р -1 булсин, у холда W" = 1 ва пр_, k2J 
бутун сон (чунки kj ифода 0 ёки 1 га тенг вау > 1) булганлиги 
учун цуйидаги тенгликлар уринли булади:

цг”р-\ ~р '2' к1 _  ЦТ1'’ ' 1 _ Ц/Х,,Р-'1:1 _]

Шундай цилиб, IV2 кПр~' = W1 тенглик бажарилади ва де­
мак, (3.60) йигиндини

at (k0,n0,...,np_2) = Y ,  W
=0

куринишда ёзиш мумкин. (3.59) ифодада охиридан битта олдинда 
турган йигиндини

(3.61)

каби ёзиб оламиз. Кейин к 2 р 2пр_2 сонни

2р-2 nr_, (кп + 2А,) + 2р пр 2р-3̂ _.)

куринишда тасвирлаб, Pr ' - = W и ' ~ тенгликнинг чин-
лигига ишонч хрсил циламиз. Натижада (3.61) куйидаги куриниш- 
ни олади:



а2(к0,п0,...,п^3)= £  W[k" l̂')V 'v-:a,(A'„,n0,...,«p_2).
n p -2  =0

Худди шунга ухшаш навбатдаги цадамда куйидаги

а3(к0,кх,к2,п0,...,пр_4) = £  ŴW |+' а2(k0,k„n0,...,np_})
wp-3 =0

Хосил булиб, охирида

/(* )  = Z  ^  ■e P-i (■*о ’ V ■ ■- ' к Р ~ 2 )«0=0
келиб чицади.

Шундай цилиб, (3.55) йигиндини хисоблаш учун ФТА алгорит­
ми цуйидагидан иборат: аввало, к ва я сонларнинг (3.58) ёйилмаси- 
ни ёзиб ва а(п) = а(я0, я,, ... , и ,) белгилаш киритиб, иккита 
хаддан иборат булган цуйидаги йигиндиларни хисоблаймиз:

ax{k0,n0,...,np_2) = Y,  W' *°"'’-,а(и0,и„...,ир_1),
ПР~\ = °

" ,  ....V s) =

V i^ o ^ i....^ йо) =

2 (Л:0 ,Аг1,. . . ,А :р _ з , . . . , и 0 , « , ) ,
« j =0

/ ( к )  =  £  W kn°ap_x (к0,кх,.. . ,кр_г ,п0).
«0=0

Энди /(А:) (к = 0,1, ..., jV—1) йигиндиларнинг ФТА алгоритми 
билан топилгандаги купайтиришлар сонини хисоблаймиз. Равшанки, 
ах(к0, я0, ... , пр_2) функция фацат а2(к0, kt,n0, ... , яр 3) функция­
нинг цийматини хисоблашда керак булади, аммо бунда ах(к0, я0, ... ,яр2) 
ни фацат икки марта я 2= 0 ва я 2= 1 булганда хисоблаш керак. я 2 
нинг хар бир циймати учун ау(&0, я0, ... , л 2) ни хисоблаш иккита 
к^пайтиришни талаб цилади. Демак, at(k0, я0, ..., я _2) ни хисоблаш 
учун купайтиришнинг умумий сони туртга тенг. кейинги хар бир



aj(kQ, kv ... ,kj V n0, nv ... , я y_,) йигиндини хисоблаш учун хам 
турттадан купайтириш амалини бажариш талаб цилинади. Йигинди- 
ларнинг сони эса р га тенг. Шунинг учун хам берилган к учун f(k) 
ни хисоблашга 4р = 41od27V та купайтириш керак. Барча к ларни 
к = 0, 1,... ,  N~' учун хисоблашда сарфланадиган купайтиришлар- 
нинг сони 4pN = 4.Mod2./Vra тенг. Бу сон (3.55) йигандини бевосита 
Хисоблаш учун сарфланадиган N1 та купайтиришга нисбатан анча 
кичикдир.

10.3.10. Декомпозиция методи. Эллиптик тенгламани айирмали 
тенгламалар системаси билан алмаштирганда система матрицаси А 
нинг тартиби ички нуцталар сони N  га тенг булади. Агар Лаплас 
операторида узгарувчиларнинг сони к булиб, хар бир узгарувчи буйи­
ча цадам И га тенг булса, тугунларнинг сони N = та булади. 
Масалан, к = 2, h = 10“2 булганда N ~ 104 булади. Бундан ташца­
ри, матрицанинг куп элементлари нолдан иборат булиб, махсус 
структурага эга. Нихоят, бу матрица ёмон шартланган, яъни энг 
катта хос соннинг энг кичик хос сонга нисбати 0(h~2) га тенг.

Эллиптик тенгламалар учун курилган айирмали тенгламаларнинг 
бу хусусиятлари махсус тежамкор методларни ишлаб чицишни та­
лаб цилади.

Хозирги вацтда Пуассон тенгламасини ечишда хосил буладиган 
чекли-айирмали масалани ечиш учун иккита тугри тежамкор ме­
тод мавжуд. Уларнинг бири декомпозиция методи (буни редукция 
методи, циклик редукция методи ёки узгарувчиларни тоц-жуфт тарз­
да йуцотиш методи хам дейилади) булиб, Гаусс методининг мо- 
дификациясидир. Иккинчиси эса Фурьенинг тез алмаштиришига 
асосланган узгарувчиларни ажратиш методидмр. Агар тугри туртбур- 
чакда хар бир йуналиш буйича тугунлар сони N булса, у холда хар 
иккала тежамкор метод учун арифметик амалларнинг сони 
Q = OiN^n N) та.

Матрицали хайдаш методи тугри метод булиб, мураккаб шакл­
даги чегарага эга булган айирмали эллиптик тенгламага цулланила- 
ди. Аммо матрицали хайдаш методи Q = 0(N4) та арифметик амални 
ва оралиццаги маълумотларни сацлаш учун катта хотирани талаб 
цилади. Шу билан бирга, агар унг томони ва чегаравий шартлари 
билан фарц циладиган бир цатор масалаларни ечиш талаб цилинса, 
у холда хайдаш матрицаларини хотирада сацлаш хисобига матрица­
ли хайдаш методида иккинчисидан бошлаб кейинги вариантлар учун 
амаллар сонини 0(№)  гача камайтириш мумкин.

Энди декомпозиция методини куриб чицамиз. Фараз цилайлик, 
чегараси / ’дан иборат G = {0 < xt < а, 0 < х, < Ь) сохада Пуассон тенг­
ламаси учун ушбу



т т  +  | т  =  - / ( * р * 2 М г =  Ч »(*р* 2 )СХ | ОХ 2

Дирихле масаласини ечиш талаб кдлинсин. Биз Л, = a/Nv h2 = b/N2, 
xw = ihv x2j = jh2 деб олиб, Gco\a ва Гчегарани мос равишда куйида­
гилар билан алмаиггирамиз:

(3.62) тенгламага беш нуктали андазани куллаб, Лапласнинг куйи­
даги А айирмали операторини \осил киламиз:

Аввало, (3.62, а) системани куйидаги вектор тенгламалар системасига 
келтирамиз:

бунда Yj ва Fj векторларнинг компонентлари мос равишда у., ва f  
ларнингу'-устундаги кийматларидан иборат булиб, В — квадрат мат­
рица. Бу матрицани аниклаш керак.

Агар (3.62) тенгламанинг Унг томонини чегара якинида узгартир- 
сак, у хдпда / = 0, / = Nx булгандаги чегаравий нукгаларда у = 0 деб 
олишимиз мумкин.

Энди (3.62) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Ауи (x„,x: j ) e G “,

АУ„ = +A2yv, i = 1, Nt - 1, j  = 1, N2 - 1, (3.62, a)

Бунда

(3.63)

1 +{2y - t i A ]y \ j - y iJ+i = h]qu ,

1 < / < iV, -  1, 1 < j  < N 2 - 1, 

Уй! = V.vl( = 0 ,  0 < / <  N 2,

Ую=<Рю’ = Ф/.v, , 0 < / < W,, 
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бунда q0 = f 9, агар 1 < / < iV, -1,1 < j  < 1,1 < j  < N2 -1 булса,

Юцоридаги Yj  ва f } векторларни цуйидагича аницлаймиз:

Бу ва (3.64) дан курамизки, (3.62) айирмали масала (3.63) век­
тор тенгламалар системасига тенг кучлидир.

Энди N2 = 2" деб олиб, декомпозиция методини тавсифлашга 
утамиз. Бу методнинг гояси шундан иборатки, (3.63) системадан 
аввал тоц рацамли у  j векторлар, кейин рацамлари 2, 4, 8 ва к. га 
каррали булган векторлар йуцотилади.

Индекснинг у = 2, 4, 6, ... , N2 — 2 (бунда N2 = 2") цийматлари 
учун куйидаги учта тенгламани ёзамиз:

- Y  j + BYJ+\ -  Y j+2- Fj*\.

Иккинчи тенгламанинг x;ap иккала томонини В матрицага купайти­
риб, кейин бу учала тенгламани цушиб чицамиз:

Ч\j ~ f\j  + \  Фо/. 'Уд, -1.] ~ fs\-\ i +К <P,V,-I.y

j  = \,2,...,Ыг- \ ,

Fj =(ф|/,<Р2у,-,<РЛ|_1.; )Г, агару = 0, N2 булса.
Айирмали йоператорни цуйидагича аницдаймиз:

(BY j ) = ( 2 y - t i \ xy \ r \ < i < N x, 

Го,- =ys , j  =°-
(3.65)

- Y j-2+BYm - Y j = Fj-i, 
- Y  j-i + BY j -  Y j+\ = Fj,

- Y j-г + B(l)Y j - Y j.i = F P , 

y =  2 , 4 ,6 , . . . , i V , - 2 ,

Yo = Fo,Y^ =Fs, ,
бунда

B\\) _2E, Bm = B,



Юкоридаги (3.66) система факат жуфт ракамли р у номаълумлар- 
дан иборат брлиб, уларнинг сони  ̂N2 -1 га тенг. Агар (3.66 ) сис­
темадан жуфт ракамли р у лар топилса, у холда ток ракамли но­
маълумлар

тенгламалардан топилади.
Худди (3.63) системадан ток ракамли векторларни йукотгани- 

миздек, (3.66) системадан j  индекслари 2 га каррали булиб, 4 га 
каррали булмаган векторларни йукотамиз ва к. Индукцияни куллаб 
исбот килиш мумкинки, йук,отишнинг к кадамида (к = 1, 2,..., п) 
куйидаги система хосил булади:

бунда В[к~и матрицалар ва /И*"" векторлар куйидаги рекуррент му- 
носабатлардан топилади:

Шундай килиб, хисоблаш жараёни Гаусс методига ухшаш туфи 
ва тескари юришлардан иборат. Тугри юриш (3.68) ва (3.69) фор­
мулалар ёрдамида Btk) матрицалар ва р (к> векторларни топишдан 
иборат. Тескари юриш эса к = п дан бошлаб (3.67) тенгламалар сис- 
темасидан р у векторларни топишдан иборатдир.

Юкоридаги алгоритмлар шу куринишда икки сабабга кура реал 
хисоблашлар учун ярамайди. Биринчидан, хисоблашнинг хар бир 
боскичида умумий структурага эга булган В<к) матрицанинг теска­
рисини топиш зарурлиги туфайли бу алгоритм тежамкор эмас. Ик- 
кинчидан, (3.69) формуланинг унг томони хисоблашда нотургун, 
чунки В{к~[) матрицанинг нормаси бирдан катта булса, хисоблаш 
хатолиги йигилади.

-F/-2.*-. + B ik- ' )Y j  - Y j . 2 . t - i  =  F j lk~" 
j  = 2*"1,3 • 2k■’, 5 • 2k ,..., N 2 -  2k-', 

к = n,n — I , 2,1,
P o  = T o ,? \2 =  Fs , ,

(3.67)

Вi*» = (Ba~")2- 2 E ,  k =  I, 2, ... , л- I , (3.68)

(3.69)
£  =  1 ,2 , . . . ,  w - 1 ,  у  =  2 \ 2  • 2 \  3 • 2 \ .. . ,  M , - 2 * .



Энди биз шу нуцсонлардан цутулишга харакат циламиз.
Аввало, В<к) матрицани 2к та уч диагоналли матрицаларнинг 

купайтмаси шаклида тасвирлаш мумкинлигини курсатамиз.

цупхадлар кетма-кетлигини цараймиз. Агар а = 2 cos <р булса, у холда 

4 cos2 2к<р-2 = 2 ( l  + cos2*+l<p)~2 =  2 cos 2 к*'(р 

тенгликларга кура
р2„ ( а )  = 2  cos* <р

келиб чицади. Демак,

сонлар ргк(а) купхаднинг илдизлари булади. Энди (3.68) билан
(3.70) ни солиштирсак, Bik) ни цуйидаги купайтувчиларга ажрат- 
ган (факторизация цилган) буламиз:

Агар (3.63) ва (3.65) тенгликларни солиштирсак, у холда В матрица 
j  га боглиц булмаган уч диагоналли матрица эканлигини курамиз. 
Демак,

матрицалар хам уч диагоналли матрицалар ва шунинг учун Вт мат­
рицанинг тескарисини топиш урнига кетма-кет Ви  уч диагоналли 
матрицаларнинг тескарисини топиш кифоядир. Хацицатан хам,

р ,(о с )  =  а ,

p 2̂ { < z )  = { p 2t ( a ) )  -2 , А: =0,1...
(3.70)

/=1

Вк / = В -  2 cos (3.71)

I !=1
(3.72)

тенгламанинг ечимини топиш талаб цилинсин.
Агар 90 = =  ̂ де® олсак, у холда (3.72) системани ечиш

цуйидаги



тенгламалар систем аси ни  кетм а-кет ечи ш га келтирилади; Я ^ м атр и - 
ц алар  уч д и аго н ал л и  булганлиги сабабли  (3.73) с и с те м ан и н г  хар 
бирин и  хайдаш  методи билан ечиш  м ум ки н.

Э нди ш ундай  р [р  ва q {k1 векторларн и  топ ам и зки ,

F ("  = + q \k) (3.74)

тен гл и к  у р и н ли  булсин. Б ун инг учун (3.74) ни  (3.69) га кел ти р и б  
куям из, нати ж ада

хосил булади. Бу ердан  (У?'*-1*)2 =  В {к) +  2 £ т е н гл и к н и  хисобга олиб, 
куйидаги тенглам ага  келамиз:

J i ,  + » + l r j , + i n , +?*■")■ <3J5)* j +2K~> \ j - 1 j+2‘

„(*>Энди q'j ни  ш ундай танлаб оламизки, куйидаги тенглик баж арилсин: 

Ч, = 2  р,  +qj_2„-l + q j+2k->.

У холда (3.75) т ен гл ам ан и  (У?*-1*)-1 га ку п ай ти р ам и з, н ати ж ад а

о Sj -  р ._гк. , +  р .+2„., +  q .

хосил булади , бунда 

Бундан

кели б  чикдци . А гар (3.67) н и н г  унг т о м о н и га  (3.74) га кура

р ( к -о  = В ( к - \ ) р  (к-о  + ^(*-i) 
j  j  j

н и  куй сак ,



хосил булади, бунда

Бундан эса

келиб чицади.
Ш ундай  ци ли б, д ек о м п о зи ц и я  м е то д и н и н г  алгори тм и  цуй и да- 

гидан иборат:
Х исоблаш лар циклда к  индекс буйича олиб борилади. Аввал к  =  1,

2, ..., л - 1  учун

векторлар  то п и л ад и , бу ерда  / =  2 к, 2 - 2 к, ... , 2"—2*. Х и со б л аш л ар  
к =  1 дан  б о ш л ан ад и  ва бу хол учун

дастлабки ш артлар  берилган булади.
Ю цорида айтган и м и здек , (3.76) систем а цуйидаги с о д д ар о ц си с - 

темаларни ечиш га келтирилади:

Х ар бир  j  =  2к, 2 - 2 к, . . . ,  2"—2 к учун (3.77) си стем ал ар  б ел ги л ан ­
ган /учун  ечи лади . Вк ] , , м атрица j  га богли ц  булм аганлиги туф ай ли  
хисоблаш ни ш ундай таш кил  этиш  керакки , Вк_и  м атри ц ан и н г тес- 
кариси бир м артагина топилсин .

Барча р {р  ,q k векторлар топилгандан кей и н  деком пози ция м ето­
ди н и н г тескари  ю риш и баж арилади , яъ н и  к =  л дан  бош лаб

(3.76)

тенгламалар ечилади ва

»<*-'>+s'* -1'

(3.77)

бунда



Yj = fi*-" + t\k-l)

векторлар  хисобланади , бу ерда

к = п , п - 1,...,2,1; j  =  2*"',3• 2*~',5• 2*-1...,2" - 2*~‘.

О л ди н ги дек  белгиланган  j ,  к л ар  учун (3.78) систем а куй идаги  со д ­
да систем алар кетм а-кетлигига

Bk_u w l. j = w , - i. j j = \ a , : . , 2 k

• Л ̂  — 1 л А̂’-1 г л А 1 л ̂  л ̂  1j =  2 ,3 -2  ,5 - 2  , . . . , 2  - 2  

келтириб ечилади, бунда

Wo.j = # * - "  + Yj-*-' + Y j +2*-> ,

Ш ундай  цилиб, П уассон  тен гл ам аси  учун Д ирихле м асаласи н и  
д ек о м п о зи ц и я  м етоди билан  еч и ш н и  куриб чицдик. А гар турда 
буйича н уц тал ар н и н г сон и  N t=  2" ва х 2 буйича N2 булса, у холда 
деком пози ция методида ариф м ети к ам алларнинг сони 0(jV, TV, log2-/V2) 
эканлиги  [46]да курсатилган. Ш у б и лан  бирга [46] да д ек о м п о зи ц и я  
м етодининг хар хил масалалардаги татбици келтирилган. Равш ан ки , 
агар N f =  N2= N  булса, у холда Ф у р ьен и н г  тез алм аш ти ри ш и даги дек  
ар и ф м ети к  ам алларн инг сони  0 ( jV2 log,7V) булади. Ф ТА  дан д ек о м ­
п ози ц и я  м етоди н и н г устунлиги ш ун д аки , бу ерда хос ф у н к ц и я л ар ­
ни билиш  ш арт эмас. Ш у туфайли хам бу методни учинчи чегаравий 
м асалан и  ечиш  учун хам куллаш  м ум ки н .

10.3.11.Айирмали операторлар учун хос кийматлар масалалари. 
Узгарувчиларни аж рат иш  мет оди  (ёки  Ф урье методи) у згарм ас ко- 
эф ф ициентли  айирмали тенглам аларнинг ечимини топиш да ва яцин- 
лаш и ш н и  текш ириш да кенг кулланилади. Бу метод айирм али масала 
ечи м и н и  о п ер ато р н и н г  хос ф у н к ц и я л а р и  буйича ёй и ш га а с о с л ан ­
ган.

М аълум ки, хар бир айирм али чегарави й  м асалани операторлари  
бирор чекли улчовли f f h) чизикди ф азода  аникланган оператор  тен г­
лам а си ф ати да цараш  мумкин.

Б и з аввал  бир улчовли, кей и н  куп ул човли  м асалаларн и  царай- 
миз. Ф араз цилайлик, (7Л| = j-xw = /А,, / = 0, N,,A, = а /  N x j турда куйи­
даги айи рм али  чегаравий масала бери лган  булсин:



. Ум.|-2л+У, . . . — -----
“  ------- ~̂2 = - / . »  = 1.^1 -1 . Д'о = <?!, = <Р2. (3.79)

Б ери лган  _у0=  а р _yv| =  <р2 чегарави й  ш артлардан  ф о й д ал ан и б , (3.79) 
си стем ад ан  ва y N н ом аъ л у м л ар н и  йуцотиш  м ум ки н . Н атиж ада 
(3.79) си стем ага  тен г кучли булган уш бу си стем ага  эга  буламиз:

--f n i = 2,3,...,N,-2,
h' (3.80)

2 У) ~У2 _  f  УЫ\.г~̂ УЫ\

бунда

_  7  _  _  ?
Af 7 ”  Л,2

Л = А  + f ’A - . = A - , + f -

Э нди j  = ( ^ , ,y 2>" ^ /v -i )Г векторлар туплам ида у4 о п ераторн и  куйи­
даги

( ^ ) , = - Л л '̂ = 2,3,...,^,-2,

формулалар ёрдамида аницлаймиз. Агар /  = ( j j , / 2,..., f N] _2, Д  )Г деб 
белгилаб о л сак , у холда (3.80) си стем ан и  уш бу

Ay = f  (3.81)

оператор тенглам а ш аклида ёзиш  м ум кин булади. Бу тенглам а (3.80) 
те н гл ам ан и н г  унг то м о н и  билан  бир вацтда ч егарави й  ш артларн и  
^ам \исобга олади.

Ш ундай  цилиб, ай и р м ал и  м асала (3.81) о п ер ато р  тен гл ам ан и  
вужудга келтиради . Бу оп ератор  G,h тур сохан и н г ф ац ат  ички  нуц- 
талари да ан и ц л ан ган . К у п и н ч а  А  о п ер ато р н и  G 1ц со х ан и н г  барча 
нуц таларида ан и ц л ан ган  ва четки  нуц таларида н олга  ай л ан ад и ган  
_у0=.Уд,= 0 ф у н к ц и я л а р н и н г  № й) ф азо си д а  ан и ц л ан ган  деб  цараш  
мацсадга м увоф иц  булади. У холда А оператор  бутун G ,ц да

( ^ ) i = -A 1yi,( = l,2,...,/V,-l,y0 = vV| =0 (3.82)

ф орм улалар билан ани кланади . Бу оператор иккинчи айирмсми %оси- 
ланинг оператори дейилади .

Биз 6-бобда умумий кури ниш даги  м атр и ц ал ар н и н г хос сон лари  
ва хос векторлари  (ф у н кц и ял ар и ) ни то п и ш н и  куриб ч и кд ан  эдик.
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Ю кори даги  (3.82) тен гл и кл ар  билан  ан и к л ан ган  А  о п ер ато р  уш бу 
махсус кури н и ш га эга булган

2 -1 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 0

0 0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 0 -1 2

м атрицадан иборат. М аълумки, А  оператор  (м атрица) учун хос с о н ­
лар  м асаласи  куй идаги дан  иборат: ш ун д ай  Я с о н л ар н и  (хос сонлар 
ёки  хос циймат ларни) то п и ш  к ер ак к и , уш бу

А у  = Х у  (3.83)

тен глам а нотриви ал  ечим га эга булсин. А  м атри ца ( jV,—1) тарти бли  
махсусмас сим м етрик матрица булганлиги туфайли ( N  — 1) та х;акик?ш 
мусбат хос кийм атларга ва уларга м ос келадиган (N  — 1) та чизикли  
эркли  хос ф ун кц и яларга  эга. Бу хос со н л ар  ва хос ф у н к ц и я л ар н и н г  
о ш ко р  кури н и ш и н и  топам из. Б ун и н г учун (3.79) ва (3.82) д ан  ф о й ­
далан и б, (3.83) си стем ан и  куйидаги кури н и ш да ёзиб олам из:

+  я  у .  =  о , /  =  I, 2 , . JVv- 1 ,

h' " (3.84)
.'о = Vv, =0,/?, = a/N r

Э н д и  a  = А,2 А белгилаш  ки р и ти б , (3.84) си стем ан и

У1-\ ~ { 2 ~ а )у, + Уц.\ = 0, ( = 1, 2 , . . . , TV, — 1 (3.85)

кури н и ш да ёзи б  олам из. Бу и к ки н ч и  тарти бли  ай и рм али  тен глам а  
булиб,

<f -  (2 -  a)q + 1 = 0

уни нг характеристик тенглам асидир. Бу тенглам ан инг и лдизларин и  
q , ва <7 , о р кал и  б ел ги л ай м и з, у \о л д а  (3.85) т ен гл ам ан и н г  ум ум ий 
ечими

= c lq ,; , + c 2q ’; ’ (3 86)

булиб, с, ва с, — ихтиёри й узгарм ас со н л ар . Э нди y 0= y N =  0  чегара­
вий ш артлардан

с, + с 2 = 0 , c\q^' + c 2q2 ' = 0
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бир ж и нсли  системага эга буламиз. Бу систем а нотривиал ечим га эга 
булиш и учун ун и н г д ете р м и н ан та  нолга  тен г билиш и кер ак , я ъ н и

Л', .V,
Ч\ = ч2 •

А м м о q xq2 =  1, ш у н и н г учун хам  q fN' = 1, я ъ н и  q x б и р н и н г  2N x 
тартибли иддизи экан . Д ем ак ,

nik

qW = e iv> = е *  (к = 1,2, ...Д -1). 

Ш ундай килиб, бир  то м о н д ан

gj*1 =cos<p + /sin<p, 

и к к и н чи  то м о н д ан  (3.86) тен гл ам ад ан

келиб чикади . О хирги и кки  тен гли кд ан

хрсил булади, бундан эса

а  = 2(1 -  cos(р) = 4sin2 -  = 4sin2 .
v 2 2ЛГ,

Ш ундай к^илиб, (3.84) м асаланинг хос сонлари куйидагиларга тенг:

Я< = k =  (3.87)

бунда h tN t =  а. Э нди qtq2 =  1 ва с2 =  - с ,  тенгликларни хисобга олиб, 
хос ф у н к ц и я л ар н и  (3.86) ф о р м у лад ан  топ ам и з:

VC = с, ( q ?  -  q ' "  ) = с, ( q \ "  -  q x"') = с, ( е ^  -  е ~ ^  ).

Бундан  с{ = Деб олиб, хос ф у н кц и я  учун куйидагига эга буламиз:

Г,'*’ = s i n ^ - ,  k,m  =  l , 2 , . . , N - \ .  (3.88)

Хос со н л ар  учун (3.87) ф о р м у лад ан

О < Я, <... < Я„, < А,,,., <... < Я v < i r
1 Л,

\о с и л  булади. О хирги тен гси зл и к н и  яхш и лаб  булм айди, чунки



b\

булиб, ^ cos2 = 1- Э нди куйидаЯ , н и н г  бахосини топам из. Бу­

н и н г учун а  = 7гЛ, /  2д деб  белгилаб , Я, ни  куй идаги ча ёзам из:

Л 4 ■) я/7]Av , = — cos- —1
■V1 1 Ъ2 2 а

Д оимо А, < а / 3  деб олиш им из мумкин. У хдлда Я = ^  булади.

ораликда м онотон  кам аю вчили ги ни хисобга олсак,

0 ,
а̂

sine
а

ЯЪНИ

2 л-

я , > Л

келиб чикади.
Ю кори да ан и к л ан ган  t f 0) ф азода  ск ал я р  куп ай тм а ва н о р м ан и  

куйидагича ки ритам из:

'■ -I X, -1 V 2
( u , d ) = '£ j h]u J m, |Н| = n/VmO =

Э нди (3.88) ф у н к ц и я л а р н и н г  Я(01 да  о р то го н ал ли ги н и  курсатиб , 
норм асини топам из. М аълумки,

1 • кк\Ш • 71 к ->/77
sin sin ——

' /V N

0, агар к2 Ф булса,

—, агар к2 = к] булса, 

0, агар к2 = Лг, = 0 булса

(3.89)

(б -боб , (7.11) ф орм улага  к*)* Б ун дан  эса  у (у  ф у н к ц и я л а р н и н г  ор - 
тогоналлиги ва

яъни

-U)ll~ I V '' • "> лкт j iV. а
Г  * * 2 . яп -«Г = * . Т = 5 ./;/ = 1 1

И -Vi
келиб чикади . Ш ундай  килиб,



Mk (x b ) =  J ^ s i n ^ - ,  i,k  =  \ ,N t -1 , /?Д  = a  (3.90)

ф ункц иялар  систем аси f f 0> ф азода ортонорм ал базисни  таш кил эта ­
ди. Д ем ак , № 0) да ан и к л ан ган  хар кан д ай  ф у н к ц и я н и  (3.90) бази с  
буйича ёй и ш  м ум кин.

Биз

>  1-1 У1+П-1 = _ fn  / = 1,2,...,N t — 1, v0 = y V| = 0  (3.91)

чегаравий м асала ечим ини

л-,-1
У,

А=1

кури ниш да излайм и з. Буни баж ариш  учун (3.91) тен гл ам ан и н г унг 
то м о н и н и  Ф урьен и н г чекли цаторига ёям из:

'V  А
/  = (3.93)

*=i *

бунда

/ ,  = ( / , № )  = \  X  Ы > * = 1>2 , - 1 .  (3.94) 

Э нди (3.92) ва (3.93) л ар н и  (3.91) га куй иб ,

.VH .V ;! д
Ю  = ~ 2 ^ / кч к Ю

ни хосил к ел ам и з , (3.83) ва (3.87) л ар дан  курам и зки , A fx (x s)  =  
=  -Хкц к(х х) .  Ш унин г учун хам f ik(x u)  л ар н и н г чизикди эрклилигидан

ckXk = f k,k  = \ , 2 , . . . , N - \

келиб  чицади . Б ун дан  эса  у  (xw) н и н г  Ф урье к о э ф ф и ц и е н т л а р и н и  
хосил ки лам и з:

А

» , - 1. (3 9 5 )

Энди Хква f ik(xh) лар хисобланиб м аш и на хотирасида сакманган деб 
ф араз кдииб, (3.91) масалани Фурье методи билан ечганда баж арили­
ш и керак булган купайтириш  ва булиш ам алларининг умумий сонини
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хисоблаймиз. \ а р  бир к  учун f  к Фурье коэф ф вдиентлари ни топищ да 
N  — 1 та купайтириш  баж ариш  керак , барча f  к (к =  1, 2, ..., N t—\) 
ни топиш  эса  (N  — 1)2та куп айтириш ни талаб  цилади; (3.95) ф орм у­
ла буйича скл а р н и  топ и ш  учун W,—1 та  булиш  ам ал и н и  б аж ари ш  
керак ; (3.92) ф орм ула буйича барча y t л а р н и  то п и ш д а (N  — I)2 та 
купайтириш  амали сарфланади. Ш ундай цилиб, бу алгоритм 2 ( N —I)2 
та  куп ай ти ри ш  ва N  — 1 та були ш н и талаб  цилади.

Ф ар аз  к д л а й л и к , чегараси  Г  д ан  и б о р ат  булган G  =  (0 < х, < а, 
О < х2 < Ь) сохада П уассон тенглам аси  учун уш бу

~  + = / ( * , , * , ) ,  ы|г = 0  (3.96)
ГЛ ] ГЛ 2

X2J = Л
Д ирихле м асаласи ни  ечиш  талаб ци ли н си н .

Биз А, =  a / N v h2 =  b /N 2 деб  олиб , х |( =  /А,, x 2j =  /А, тугри чи зи ц - 
ларн и н г кеси ш ган  нукталари ёрдам и да С  соха ни <7лтур соха ва Г н и  
Ги тур чегара билан алм аш тирам из.

Э нди (3.96) тен глам адан  беш  нуцтали ан даза  ёрдам ида Л ап л ас - 
ни нг куйидаги айи рм али  о п ер ато р и н и  \о с и л  циламиз:

(4 v ) = -A ,v # -  A2vr (x„ ,x :y)6G *,

/ = 1 , ^ - 1 ,  у  =  1, ^ - 1 , Я  = 0.11 h

Бу ерда одатдагидек,

V v  = А 2У» = /,7 м  ~ 2Уч + >’<./-• )•

Д ирихле м асаласи ни  ечиш да чегарави й  ш артлар нолдан  ф аркли  
булса, Аи  = /  о п ер ато р  т ен гл ам ан и н г  ун г то м о н и н и  У згартириб, 
чегаравий ш артлар нолга тенг булган холга келтириш  м ум кин. Э нди 
GhU rk турда ан и ц л ан ган  ва ГИ д а  н олга  ай лан ад и ган  ф у н к ц и я л а р -  
н и н г  Н и,) ч и зи ц л и  ф а з о с и н и  к и р и т а м и з . Бу ф а з о н и н г  у л чам и  
(N  — 1) ( jV2— 1) га тенг. Бу ф азо да  ск а л я р  куп айтм а ва н о р м ан и  
цуйидагича киритам из:

(и ,9)  = X  /?i Z  V A ’ М  = >/("’")■
/=1 /=1

Анализдан маълум булган цисмий йигиш  ф ормуласини куллаб, курса­
тиш  м у м к и н к и , ихтиёри й  учун (А и ,д ) =  (и ,А д )  тен гл и к  
баж арилади . Д ем ак , А — уз-узига куш м а оператор. Э нди А оператор  
учун хос сон лар  м асаласи ни к,араймиз:



Ay  = Av

ёки

A I>V +  л 2 У  a =  °> { x \ n x u ) & G /,>

>V|r, = 0.

А  о п ер ато р  у з-у зи га  куш м а (ва м усбат) булган ли ги  учун у н и н г 
(jV ,—I )(А^— 1) та  х аки ки й  хос со н л ар и  м авж уд, хос ф у н кц и ял ар  эса 

да  о р то н о р м ал  б ази сн и  таш к и л  этади . Бу хос со н л ар  ва хос 
ф у н кц и ял ар н и н г  о ш ко р  кур и н и ш л ар и н и  то п ам и з. О со н л и к  билан  
куриш  м у м ки н ки , А, ва Л2 о п ер ато р л ар н и н г  хос со н л ар и  мос р а- 
вищ да куйидагилардан иборат:

1 4 * 2  ttAiAi .  4 * 2  |  |  » r .  > .  . г  i

*' = ^ Sm ~ 2 ^ ’ = A|~Sm ~ ~ S t ' 1 = ’ 1 -1 , 2 = 5 2 _

Бу со н л ар н и н г м ум ки н  булган барча й и ги н д и л ар и н и  оламиз:

- л 4 . ■> кк\И\ 4 . 2 кктИ-,
,  = А,  +А . = —  sin" — — + —  sm — т ^ .

I<2 А| h  Af 2 a h\ 2 b

■ \ , N . - \ - k ,  =  1,jV, — 1.
(3.97)

Ш унингдек, куриш  м ум кинки, А, ва Л, операторларнинг хос ф унк­
ци ялари  м ос равиш да куйидагилардан иборат:

Hkt {x u ) = ^ sin Л  = 1, N , - 1 . '  = 1.N t -1 , .v„ = /Л,,

(X2' ) = j ^ Sin" i r i ’ ^2 = 1 ^ ,  - l , y = l , N : -1,Л-2, = уй,.

Бу ф у н кц и ял ар н и н г м ум кин булган барча куп айтм алари ни  туза- 
миз:

AV: ) = Л , К  К  (*:, ) = ^  Sin - g ? - ' . (3.98)

(3.89) тен гл и кд ан  ф о й д ал ан и б , курсати ш  м у м ки н ки , (х 1; х ,у )

ф ункциялар / / '"  ф азода киритилган скаляр купайтма ва норм а буйича 
узаро ортогонал булиб, норм алари  бирга тенг. Ш ундай цилиб, (3.98) 
ф ун кц и ялар  туплам и H h) ф азода ортонорм ал  бази сн и  таш кил  этади 
ва l f h) да ан и ц л ан ган  ха Р цан дай  ф у н к ц и я н и  шу базис буйича 
ёй и ш  м ум кин.

Биз уш бу



A ]y 0 + A 2y 0 = f liJ  = l N ] - \ J  = l N 2 - l  

у.. I = 0

чегаравии м асаланинг унг том он и н и

-V,-1 .v2 - l

Л  = Z  £  /  , J V :*,=1 *,=i

Ф урье цаторига ёй и б , у., ечи м н и  цуйидаги' U

Л',-1 AS -1
У и = Z  i XU’X2,)

к,= I А--, =1

куриниш да излаймиз. Бир улчовли масаладагидек, бу ерда \ ш  курса­
тиш  м ум ки н ки ,

А 

h'к, к-,
СМ- = — к̂

Ю ц ори да курди кки , бир улчовли  м асалан и  ечи ш  учун Ф урье 
м етоди  0(/V,2) та ар и ф м ети к  ам ал н и  талаб  ци лади . Худди ш у йул 
б и лан  курсатиш  м ум ки н ки , и к ки  улчовли м асалан и  Ф урье м етоди 
билан  ечиш  0 (/V 2yV22) та  ари ф м ети к  ам алн и  талаб цилади. Бу метод 
сам арасиз булганлиги сабабли амалиётда цулланилмайди. Аммо икки 
улчовли узгарм ас к о эф ф и ц и ен тл и  чегаравий м асалан и  ечи ш да Ф у­
р ь е н и н г  тез алм аш ти ри ш  ва х^айдаш м етоди н и  би ргали кда цуллаб, 
яхш и натиж ага эри ш и ш  м ум кин.

Х ац и ц атан  хам, (3.99) чегарави й  м асала  б ери лган  булси н . Б и з 
j (  0 < j <  N 2) н и н г  бирор ц и й м ати н и  белгилаб олиб , y (j в а^ . ни  ф ацат 
/ ( / =  1, 2, ... , N ,—1) н и н г  ф у н к ц и я си  д еб  ц ар ай м и з, у холда д' в а ^  
л а р н и  (3.92) ва (3.93) л ар д аги д ек  (3.89) м асал ан и н г  хос ф у н к ц и я ­
л ар и  буйича ёямиз:

Ун = Z c * ( - ь К  К ) ’Л  = £ / *  {x2 j)v t  (хи)-
к=\ к = 1

Бу и ф о д ал ар н и  (3.99) га цуям из:

Z  К  i X2i ) Л 1 ^  К  )+  Л 2 (С* ) Ц  (*U )} =
А=1



Б ундан Л , ^  ( jc,,)  = - Х кц (х ,,) ни  хисобга олсак , куйидаги  хосил бу­

лади:

Э н д и  ц к (л:1(-)(Л = 1,2..., N t - 1 )  ф у н к ц и я л ар н и н г  ч и зи кди  эр к л и л и - 
ги н и  хисобга олсак , у холда

у = 1 ,2 , . . . ,Д - 1 .

Э нди  (3.100) си стем ан и  хар бир к  учун хайдаш  м етоди  билан  куй и­
даги  ф орм улалар ёрдам ида ечамиз:

Ш ундай  кдгсиб, (3.97) айирм али м асалани  ечиш  учун, аввало,
(3.101) ф орм улаларга кура хар бир j  учун н и н г  барча / ,  (х2у), 
/ ,  (х2у), ••• / * ,  -I (* 2; )  ФУР1̂  коэф ф ициентларини Ф урьенинг тез ал­
м аш ти ри ш и  ёрдам ида хисоблайм из. Б и з ю кррида курганим издек, 
0(Af2log2Ar|) та ари ф м ети к  амал баж ариш  керак. Д ем ак , барча j  =  1 ,2 , 
. . . ,  N2 — 1 учун Фурье коэф ф ициентларини хисоблаш учун сарфланган

.V.-I л

Z  И *  С* ( Хи  ) +  Л А  ((■XV  )) ~  f  к i X*J ) ]  ^  К  ) =  °-
А=1

еки

Ci'к { X2.j+\ ) 2ск j  ) + Ск { X2.j-\ ) ^2 К  Ск [ X2j  ) ^2 fk [ X2j ) ”

ехуд

Ск { X2J+1 ) +  ^2 \  ) Ск { Х2у ) +  Ск ( Х2,у+1 ) “  ^2 fk ( Х2j )> ^

j  = 1, N x - 1Д  = 1, N 2 - 1, ск (0) = С/, (а)  = 0.

л

Бун да Хк ва f k (х 2;) лар  олди н  курсатганим и здек ,

(3.100)

(3.101)



ариф м етик ам алларнинг сони 0(УУ, jV2log2УУ,) та. (3.100) системани бар­
ча к =  1, 2 , . . . ,  N —1 учун хайдаш  методида сарф ланадиган  ам аллар­
н и нг сони 0(Af/Vj) та. Н и \о я т , Ck(x2j) топилгандан  кейин ^ е ч и м и н и

Уч =  £  с * { b j  ) л *  К ) ’ * =  - 1’ J  =  - 1
*=i

Ф у р ьен и н г  тез ал м аш ти р и ш и  билан  х и соблаш да 0 ( jV, jV2log2TV,) та 
амал баж ариш  керак.

Ш ундай  цилиб, м азкур  м етод билан (3.99) си стем ан и  ечиш  учун 

0(ЛГД1оеД )  та, {/i*,*, (* i„ x 2y)} хос ф у н к ц и я л а р  ёр дам и да  ечи ш  
учун О ( jv,2/v22) та  ва н и хоят  оддий Гаусс м етоди  билан  ечи ш д а

0 ( ,37V2 ) та ам ал сар ф л ан ад и . Ш уни хам ай ти ш  к ер ак к и , м азкур  

м етод н и  цуллаш  учун бир улчовли м а с а л а н и н г  хос со н л ар и  ва хос 
ф у н кц и ял ар и н и  ош ко р  кури ниш да топиш  керак . А гар м асалан и н г 
хос со н л ар и  ва хос ф у н к ц и я л а р и н и н г  о ш к о р  к у р и н и ш и н и  то п и ш  
м ум кин булмаса, бу м етодни куллаб булмайди. Бундай холлар учи н ­
чи ти пдаги  чегаравий  м асала ёки к о э ф ф и ц и е н тл а р и  узгарувчан  ва 
аж ралм айдиган масала булган чегаравий масалалардир.

Ю к,орида айтилган  м ето д л ар н и н г х ам м аси н и  уш бу Г ельм гольц 
тенгламаси

с 2и д2и , / \ / \ ^
- T T - TT + AiK = (X|,*2),(x 1,x2) e G ,

СХ | 0X2

м|г = 0

учун Д ирихле м асаласи н и  ечи ш да куллаш  м у м ки н , бу ерда  р — 
берилган  узгармас сон .

М а ш  к- (7 =  { 0 < х , < 1 ,  0 < jc2 < 1} со \а д а  ушбу П уассон тенгламаси учун 
Дирихле масаласи ечилсин:

д2и д2и , /  2 2\
- Т Т ~ Т Т  = 2 (jc,+л:2 -лг, - х 2 ) ,  

дх (  Зх  2
и ( 0 , х 2 ) = и ( \ , х 2 ) = и(х\  ,0 )= и(х\  ,1)=0.

10.4-§. ЧЕБИШЕВНИНГ ОПТИМАЛ ОШКОР ИТЕРАЦИОН 
МЕТОДИ ВА УНИНГ АЙИРМАЛИ ЭЛЛИПТИК 

ТЕНГЛАМАЛАРГА ТАТБИК.И

Б из бу ерда Ч ебиш ев купхади илди злари н и н г хоссаларидан ф о й ­
д ал ан и б , о ш к о р  и тер ац и о н  м ето д н и н г  я к и н л а ш и ш и н и  тезл аш ти - 
р и ш  м асаласи н и  курам и з ва уни  эл л и п ти к  ти п д аги  тен гл ам ал ар н и



ап п рокси м ац и ялаш да хосил буладиган айи рм али  си стем ан и  ечиш га 
куллайм из.

10.4.1. Чебишев купхадларининг иккита масалага татбици. Б и з
5- ва 6-бобларда

Тп{х) =  2 '-" cos (и arccosх) (4.1)

Ч ебиш ев купхддлари билан тан и ш тан  эдик. Бу куп ^аднин г бош  к о ­
э ф ф и ц и ен ти  1 га тен г  булиб, у [—1, 1] кесм ада э н г  кам  огувчи 
купхаддир. И хтиёрий [а, Ь\ кесм а  учун

t = 2х~а~ь , -1  < / < 1, а < х < Ь
Ь - а

ал м аш ти р и ш  воси таси да (4.1) купхад куй идаги  ку р и н и ш га  эга  бу­
лади:

^ 1w = ( ^ cos(warccoS 2 ^ )  (4 2 )

Бу куп хадн и н г м акси м ал  оги ш и

max\rj;ah](x)\ =  {- ^ -  
" V '\ 2 _1

булиб, ун и н г илдизлари  куй идаги лардан  иборат:

а +b  , b - а  (2 к + \ ) л  , л t , / л
Хк =  —  + — c o sv ' , *  = 0 , 1 , . . . , я - 1 .  (4.3)

Э нди куйидаги м асалани ечамиз: х  =  0 нуцтада I ки й м атн и  цабул 
циладиган  купхадлар о р аси да [а, b ] кесм ада нолдан  э н г  кам  огади - 
ган «-дараж али Рп(х) купхад топилсин . Равш анки, изланаётган купхад 
(4.2) куп хаддан  узгарм ас куп аю вчи  билан  ф а р ц  ц и л и ш и  к ер ак , 
яъни

т\“М( хл
Р ( х )  = ^ — ( 4 4)

Б и з кей и н ч ал и к  7^а-А,(0) *  0 деб  царайм из.
Агар Гп|а 4|(0) = 0 булса, у холда царалаётган масала дараж аси ан и ц  

п булган куп хадлар  си н ф и д а  ечи м га эга эм ас. М асал ан , б и р и н ч и  
дараж али  купхад P t(x) =  ах  +  1 учун

шах |/!(*)1 = М + 1-1<Л<1 1 1 1 1

ва у а =  0 булганда м и н и м ум га  эр и ш ад и . А м м о бу хрлда Р {(х) б и ­
ри н чи  дараж али  купхдд булм ай крлади.

А гар Ь >  а >  0 булса, (4.2) ва (4.4) л ар дан  ку й и д аги н и  \о с и л  
кддамиз:



бунда

Рп =(cos(rtarccos~)J . (4.6)

Энди
е а i-г
 ̂ = б ’ ро = 4  (4.7)

белгилаш  киритсак,
\V>

Р  = cos| п arccos
V Ро

(4.8)

\о с и л  булади. 
К уйидаги

cos(« arccos(-z)) = (-1)" cos(« arccos г) =  

= ( - l ) ,,0 ,5f(z + >/?^T) + (z -V ? ^ T )" (4.9)

аи н и я тл ар  и хти ери й  х^и к^и й  еки  ко м п л ек с  £ со н л ар  учун ури н ли  
эканлиги  маълум.

А гар (4.9) да  г  =  1/р0 деб  ол сак , унда

z - ^  = ± -  ± - l = b t *
Ро у  Ро2 Ро

булиб, бунда р  н и н г  (4.7) даги  ц и й м ати н и  цуйсак ,

7 _  /Х ~ Г _  _  1 + 1 - 2 ^  _  l - J j
(Ю / ( 1 + « )  1-1

z + V ? M = ^ i

л ар н и  \о с и л  ц и лам и з. Бу и ф о д ал ар н и  (4.9) га цуй сак , (4.8) ц уй и ­
д аги  ку р и н и ш га  эга булади:

Ря = 2 (-1 Г(р * + р -")- ' = ( - 1 ) " ^ - ,
1+р2"

бунда р  = (1 -  7<F)/(1 + л/1") • Ш ундай  ци ли б, х  =  0 нуцтада 1 ц и й - 
м атни цабул циладиган куп \адлар  ораси да [о, 6] кесм ада нолдан эн г 
кам  огади ган  « -дараж али  купчая цуйидаги кури н и ш га  эга:



бунда

Бу к у щ а д н и н г  и лд и злари  (4.3) ф орм ула б и лан  топ и лади .
Э нди икки н чи  масалага утамиз. Ушбу

F„(A) = ( l - r ,A X l - r 2A )...(l-r„A ) (4.12)

купхад учун тг т2, ■■■,?„ п ар ам етр лар н и  ш ун д ай  тан лаш  кер ак к и ,

max |F„(*)|0<у, <Я<̂2

м икдор узи н и н г м и н и м ал  кийм атига эр и ш си н .
К аралаётган купхад F n(0) =  1 ш артни кан оатлантиради . Ш ун и н г 

учун ^ам  бу м асала Ч еби ш евн и н г (4.10) к^пхади  ёрдам и да ечилади. 
(4.12) н и н г  и л д и зл ар и

К  = гк'>к = 1,2,.„и
ушбу

P» W  = (-1 )"q„ cosf «arccos21 (4.13)
v Yi~Y\ J

к у щ а д н и н г

П+У2 +  Y 2 - h  co;. ( 2 k - \ ) n
2 2 2n

илдизлари  билан  устм а-уст туш и ш и керак , бунда

Я,

Демак,

' ■ ' S ’ P = ^ § 4 ‘ n  <4 1 5 >

-I = > ^ + 2 ^ ^  <“ = !* ,*  = 1,2,...,и (4.16)
А 2 2 2/7

деб  олсак , у холда Fn(А) н и н г  н олд ан  о ги ш и  м и н и м ал  булиб,

шах |/%,(Я)| = <7„
у, <л<у2

булади, бунда qn м и кдо р  (4.15) тен гл и кл ар  б и лан  ан и кл ан ад и .
П арам етрларнинг (4.16) тенгликлар билан аникланадиган {**'} 

туплам ини  оптим ал  дей и ш  табиийдир.
Ш уни хам таъ ки д лаш  к ер ак ки , {гА. }"_ п ар ам етр лар н и н г туп ла­

ми оп ти м ал  були ш и учун г, ни  (4.16) тен гл и к л ар д а  ку рсати лган
( -1)"тарти бда ол и ш  ш арт эм ас. Б ун и н г учун | г д |  туплам  Ч еби ш ев



купвддлари и л д и зл ар и н и н г |А* |  туплам и билан  устм а-уст туш и - 

ш и етарлидир.
10.4.2. Чебишевнинг оптимал ошкор итерацион методи. М атри ц а­

си мусбат ан и кл ан ган  ва си м м етри к  булган уш бу

тенглам алар систем асини кдраймиз. Бу систем ан и  ош кор  н о стац и о ­
нар метод

билан ечамиз, бунда у0 берилган вектор. Бу ерда итерацион парам етр­
лар н и  оптим ал  рави ш да топиш  м асаласи  г ,, г2, .., тп п арам етрларн и  
у —у  х ато ли кн и н г н о р м аси  м и н и м ал  буладиган  к,илиб тан л аш д ан  
иборат. Бундан кей ин  норм а деганда векторни нг учинчи норм асин и  
туш ун ам и з, яъ н и  z =  (zv zv  z j  н и н г  н о р м аси

К уйидаги  тео р ем ад а  (4.17) и тер ац и о н  м етод н и  оп ти м ал л аш ти - 
риш  масаласи келтирилган.

Т е о р е м а .  Ф араз цилайлик, А мусбат аникланган симметрик м ат ­
р и ц а  булиб, Amin(>4) > 0 ва  Ятах(у4) унинг энг киник ва энг кат т а хос  
сонлари булсин. Бундан та ш цари, итерациянинг сони п берилган булсин. 
У% олда (4.17) мет одлар орасидаги парам ет рлар цуйидагича :

т анланган м ет од \\уп -  у\\ хат оликнинг энг кичик циймат ини т аъ­
минлайди ва бу хат олик учун цуйидагича ба%о уринлидир:

И с б о т и. Х атолик zk=  yk- y  учун куйидаги тенглам ага эга була­
миз:

А у = /

(4.17)

(4.18)

бунда

Т° Amin (ЛИЯ™, М ) ’ Ро
= К  £ _ Л»п(Л) 

1 + 4 '*  Хтах(А)'
(4.19)

-v< (4.20)

бунда

, = *£— П = Ы 1  Е -  ^шп(^)
п I-U/Л2" ’ г  1 [7  ’ S 31+р“ \+у[Е КалЛА) (4 .21)



Z*:' Zk+ A z k = 0 , к  =  0 ,\ ,. . . ,п - \ ,2 й = у 0 - у .  (4.22)
~k + \

Бу тен гл ам ад ан  zk {к  =  1, 2, я) учун куй идаги  и ф о д а  кели б  
чикади:

zk = (E- tkA)(E-tkJ) . . . (E-t]A)z0, 

бундан к -  п булганда

z = Tzп п О

ни хосил  ц и лам и з, бунда

Т =  ( Е - К А \ Е - 1 пЛА ) .. .( Е -\ хА). (4.23)

Т еорем а ш арти га  кура А  си м м етр и к  м атри ца. Ш у н и н г учун хам 
Тп м атри ца си м м етри кди р  ва ун и н г н орм аси  спектрал радиусга тенг 
булиб (3 -бобга  к ) ,  куйидаги  т ен гси зл и к  ури н ли ди р :

1 К И И 1 Ы 1 , (4.24)

бунда д  сон  Г  м атри ц ан и н г модули буйича эн г  катта хос сонидир. 
М аълум ки, (4.24) бахони яхш и лаб  булмайди, я ъ н и  ш ундай ^  вектор 
топиладики , уни нг учун (4.24) да тен гли к  белгиси олинади .

Т ео р ем ан и  и сб отлаш  учун г ,, г2, .., гп л а р н и  ш у н д ай  тан л аш  
кер ак ки , |#| м иним ум га эр и ш си н .

Ф ар аз  к и л ай л и к , Хк (к  =1, 2, ..., т)  с о н л ар  А  м а тр и ц а н и н г  хос 
сонлари  булсин. У м ум ийликха зиён  етказм асдан

О< 1 . (А) =  Х ,< к <  . . .< Х = Х  (А)rrun4 ' 1 2 т птах4 7

деб  о л и ш и м и з  м ум ки н . (4.23) га кура

И = ™«|(i - ГА- ) ( i-h  К  ) - 0 - * Л  )|-

Равш ан ки ,
\д\<  m ax  |/ \ , ( А ) |,1 1 ЯтюЫиа^А^ы)' 1

бунда
^,(А) = (1 -  rjA)(l - r 2A)...(l - r lfA).

Ш у н дай  кдп и б , биз ю ко р и д а  кури лган  уш бу 

min max !/% (Я)|
A,nin ̂ -̂ тах ( '

м и н и м ак с  м асалага  келдик . Р ав ш ан к и , r k лар  учун ю ко р и д а  х,осил 
К илинган (4.16) ф орм ула  (4.18), (4.19) ф о р м улалар  б и л ан  устм а-
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уст туш ади. П ар ам етр л ар н и н г  тан л ан ган  ц и й м ати  учун о ги ш н и н г  
м икдори |#| = q„, бунда qn (4.21) ф орм ула билан ани цланади . Т ео р е ­
ма исботланди.

П арам етрлари гА(4 .18), (4.19) формулалар билан аницланган (4.17) 
итерацион м етод Чебишевнинг ошкор итерацион методи дейилади.

Т атби ц ларда куп инча ш ундай  м асалалар  уч рай ди ки , уларда  А  
матрица ём он  ш артланган булиб, Атах( /1 ) /А т|п(Л) нисбат каттадир. 
Бу холда р  бирга яц и н  булиб, и терация сек и н  яц и н лаш ад и . Б ер и л ­
ган е ан и ц л и к к а  эр и ш и ш  учун (4.17) и т ер ац и я н и н г  с о н и н и  х и соб­
лайм из. (4.20) бахрдан q <  е булганда

||.v„ -  v|| < е I v„ -  >'||

ни хосил цилам из, бунда qn м ицдор (4.21) буйича аницланади . Ш ун ­
дай цилиб, б и з

h e 2!  > 1
Р £

тен гси зли кка  эга буламиз. Буни t =  р~" га нисбатан ечсак,

1 l + V l-c2> -------------
Р £

келиб чицади. О хирги тенгсизлик баж арилиш и учун 1 /р " >  2/е , яъни

ln(2/t)/7> я 0(е) = ---------
1п(1/р)

деб олиш  ки ф оядир .
Э н г ём о н  холда, яъни  § =  Ат|п(Л)/Атж(Л) ки чи к  булганда цуйида- 

гига эга булам из:

In -  =  In

ва (4.24) д ан  и тер ац и я  со н и  учун уш бу тац ри б и й  ц и й м атн и  хосил 
циламиз:

, v 1п(2/е)

"0< ) = ^ / г  •

Ш ун дай  ци ли б, ки чи к  £ учун Ч е б и ш е в н и н г  о ш к о р  и тер ац и о н  
методи г ан и ц ли кка  эри ш и ш  учун /^ (е ) = 0(1 /л /е )  м икдордаги  ите- 
раци ян и  талаб цилади. Бу м етоднинг

Г



оддий и тер ац и о н  м етоддан  устунлиги  ,\ам ш ундадир, чун ки  (4.25) 
м етод учун n0(s) =  0 (1 /£ )  (к [4 5 ] , 97 -6 .).

Н азарий ж ихатдан тк парам етрларни ихтиёрий тартибда иш латиш  
м ум кин. М асалан , улардан  (4.16) да курсатилган  тартибда ёки  тес ­
кари тартибда ф ой далан и ш  м ум кин, яъ н и

т, = -----^ ----- ,* = 1 ,2 , ..„и.
1+Рог«-*+1

Л екин бу м етодни амалда куллаганда парам етрларни куллаш тар- 
ти б и н и н г  м ето д н и н г  сон ли  тургун лигига мухим р ави ш д а  таъ си р  
Килиш и ан и кд ан ган . Ш у маълум булганки , п арам етрлар  ихтиёри й  
тарти бда и ш л ати лса , хисоблаш  хатоли ги  йул куйиб булм ай ди ган  
дараж ада усиб  боради . Гап ш ун даки , бу м етод , ум ум ан ай тган да, 
итерациядан итерацияга утганда хатоли кни нг м онотон  кам айиш ига 
каф олат бермайди. Х атолик тенглам аси (4.22) ни  куйидагича ёзамиз:

zk̂ = ( E - t MA)zk.

И терац иядан  итерацияга >тиш оператори  Е -т к+]А  н и н г  норм аси  
бир неча куш н и  и тер ац и ял ар д а  би рдан  катта булиш и м у м ки н , бу 
эса  хато ли кн и н г уси ш и га олиб  келади . Б аъ зан  хисоблаш  хатолиги 
ш унчали к усиб  борад и ки , натиж ада Э \ М  н и н г  ар и ф м ети к  кури л­
м асида тулиб-тош иш  пайдо булади.

Х ози рги  вактда алгоритм  асоси да тк и тер ац и о н  п ар ам етр лар н и  
ш ундай тар ти бл аш  м у м ки н ки , нати ж ада (4.17) и тер ац и о н  м етод  
тургун булади. Бу ал го р и тм н и н г м уф ассал б аён и  [43] да  кел ти р и л ­
ган.

Э с л а т м а .  К упинча А м атриц ани нг м ини м ал  ва м аксим ал хос сонлари 
Amin(y4) \ам да Ятах(Л) маълум булмай, балки уларнинг чегаралари маълум булади:

0 < l ' l s  Amin H )  < Атах(Л ) < у2.

Бундай \о л д а , агар

с /1 2 1-с
s = = ---------- *Ро = 7 7 ^ ’У 2 У1+/2 1+?

г0 (2А-1)/г . .  (4.26)
г/. = -----у—  j , .  = c o s -------- ---, к = 1,2...., п

1 + Ро'а 2/7

деб олсак, у \о л да  теорем анинг хулосаси уринлилигича колади, яъни хатолик 
учун ушбу б а \о  уринли булади:



Ш ундай килиб, Ч еби ш евн инг итерацион м етодини м уайян тен г­
лам алар  систем асига куллаш  учун куйидагиларни баж ариш  керак:

1) А  м атр и ц ан и н г  си м м етр и кл и ги га  и ш о н ч  хрсил к и л и ш  (ёки  
берилган м атрица уз-узига куш ма оп ераторн и н г м атрицаси  эк ан л и ­
гини исботлаш );

2) А  м атри ц а сп ек тр и н и н г  у, ва у, чегаралари н и  ан и кл аш ;
3) (4.26) ф орм ула б и лан  то п и л ган  хк и те р а ц и о н  п ар ам етр лар н и  

ш ундай тартиблаш  кер акки , натиж ада м етод  тургун булсин.
10.4.3. Чебишев итерацион методининг модел масалага татбик,и. 

П уассон  тен глам аси  учун чегараси  / 'б у л га н  б и р л и к  <7={0<х,, х 2<1} 
квадратда уш бу Д ирихле м асаласи ни  караймиз:

О д атдаги дек , Gh о р кал и  ички н укталар  ту п л ам и н и  ва Гн ор кал и  
чегаравий нукгалар туплам ини  белгилаймиз.

Д и ф ф ер ен ц и ал  м асалан и  айи рм али  м асала б и лан  алм аш ти р и ш  
натиж асида ушбу систем ага келам из:

Бу м и солда м атем ати к  ф и зи к а н и н г  куп улчовли  м асалал ар и н и  
ап п рокси м ац и ялаш да хрсил буладиган тен глам алар  си стем аси н и н г 
характерли  хусусиятлари якк о л  куринади . Бундай си стем ал ар н и н г 
м атрицаси ю кори тартиблилиги , нол элем ен тлари н и н г ж уда купли­
ги ва хос со н л ар и н и н г катта сочи лиш и билан  характерланади .

Х аки  катан \а м , (4.29) си стем ан и н г  тарти би  Gh тур н у к тал ар и ­
ни нг сони билан устма-уст туш ади ва ( N - 1)2 га тенг. О датда, И =  0,01 
деб олинади. Бу холда систем ан инг тартиби 9801 == 104 га тен г булади.

С истем анинг \а р  бир тенгламасида беш тадан о р ти к  булмаган нол­
д ан  ф аркли  ко эф ф и ц и ен тл ар  бор. Д ем ак , нолдан  ф аркли  эл ем ен т­
лар  с о н и н и н г  барча элем ентлар  сон и га  н и сбати  5/ ( N -  1)2=0(/г2) дан 
ортмайди.

Л 2 2C.V, сх2

и(х) =  0 , х  =  ( * , , л*2) е  А .

G  сохада h кадам ли  квадрат тур ки р и там и з, яъ н и

(4.29)
y.\i = 0 ,/,y  = l,2 ,..,y V -l.



Агар (4.29) систем ан и  Ay  =  /м а тр и ц а л и  куриниш да ёзсак , у \о л д а  
А м атри ца уз-узига куш м а о п ер ато р н и н г  м атри цаси  эк ан л и ги н и  ва 
у н и н г  эн г  к и ч и к  ^ам да эн г  катта хос со н л ар и

8 . -> кИ 8 -> кИ
7 l = U sm T ’7 : = T^C0S т/ г   ̂ /7“ ^

ф орм улалар  билан  ан и к д ан и ш и н и  10.3.2 да  курган эдик.
Бундан

S = l L  = lg2 ^ = « ! f  + 0 ih<) i h -> 0 )

кели б  чикдци. Д ем ак , £ ж уда ки ч и к  ва (4.28) си стем ан и н г м атр и ц а­
си ём он ш артланган.

Б и з (4.28) си стем ан и  (4.17), (4.28) Ч еб и ш ев  и тер ац и о н  м етоди  
билан ечам из. Н авбатдаги итерация y ik+u = { ^ +l,},vy^ ни  \и со б л аш - 
н и  куй идаги ча таш к и л  этам и з:

Аввал м аълум  у 1*' як,инлаш иш лар буйича

„го (*).,.(*) ,.(*» _-> (*).,,(*) N 
/I,,!*) /' _  -’ i - l . j  •'/ _ - M J  , ' i - J r * _  - i- j+ i +  f

. ■> J ijгГ = Л у Т - / „ -

боЕ ланиш сизликни \и со б л ай м и з , кей и н  ^ г +,) ларн и  

ф орм улалар билан хисоблайм из. Ш у билан бирга

= у Т "  = 0 , h j  = 1,2,..., N -1 .

И терац ион  м етод як^ н л аш и ш и н и н г  тезлиги

. nh я И , ,
t g y  *  —  (А —> 0)

парам етр билан аникланади .
Д астлаб ки  х атоли к  \/е м арта  кам ай и ш и  учун кер ак  булган и те ­

р а ц и я н и н г  со н и  п ни  б а \о л а й м и з . Б и з (4.27) т е н гс и зл и к  ва (4.28) 
и ф о д ад ан  qn учун куй идаги  батога эга булам из:

|\ у п - у \ ^ 2р ” \\уо- у\1

Ш у н и н г  2р п <  s , яъ н и

п > п А е) -  In — / In —
£ Р

були ш и н и  талаб  ки ли ш  керак. К и ч и к  h л ар  учун

In -  ~ 2yfe ~ nh
р



Бундан ш ундай хулосага келамиз: элли п ти к  типдаги д и ф ф е р е н ­
циал тенглам ани аппроксим ацияловчи айирмали масалани Ч ебиш ев 
и тер ац и о н  м етоди  билан  ечи ш да е ан и к д и к к а  эр и ш и ш  учун л ози м  
булган и т е р а ц и я н и н г  со н и  п0(е) н и н г  м и кдо р и  0 ( /г ')  булади.

А гар бу си стем ан и  оддий и тер ац и я  ёки  Зей дел  м етоди  би лан  
ечсак , я0(е) =  О (Л-2) булар эди.

10.4.4. Чебишев итерацион методининг эллиптик тип тенгламани 
аппроксимацияловчи айирмали тенгламага татби^и. Ч еби ш ев и тера­
цион м етодини умумий эллиптик типдаги ди ф ф ерен ц и ал  тен глам а­
га цуллаш  схемаси ю корида модел масалада курган им издек булади, 
ам м о бу ерда, одатда, сп ектрн и н г чегаралари олди нгидек ан ал и ти к  
ф орм ада топилм айди . Ш унин г учун \а м  сп ектр  учун у ёки бу бахр- 
лардан фойдаланилади.

Э н ди  биз G  =  {0 < /,, 0 < д:,< /2} тугри  туртбурчакда уш бу 
эл л и п ти к  типдаги

тен гл ам ан и  ап п р о к си м ац и я  ки ли ш  м асал аси н и  кар ай м и з. Тугри 
туртбурчак С  н и н г  Г  чегарасида

ш арт берилган булсин.
Ф ар аз ки л ай л и к , барча (x r x ,) E G  учун уш бу тен гси зл и к л ар  ба- 

жарилсин:

(7 сохада х, ва х 2 йун али ш лар  буйича кад ам л ар и  А, ва И2 булган 
Gh турни  кррайм из:

M(.V, д ,) = от(д:r Y,), (.v,,.vje Г (4.31)

0 <С, < * ,(* ,,* ,)<  С,,,

0 <С,,< к2(хг х2) < С,,,

О < d < q ( x r x2) < d r

(4.32)

Э нди ушбу белгилаш ларн и киритам из:
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Н и \о я т , /^ о р к э л и  G и сохан и н г чегарасин и  белгилайм из.
Ю кори даги  (4.30), (4.31) д и ф ф ер ен ц и ал  м асалан и  и к ки н чи  тар ­

тибли ап п р о кси м ац и яга  эга булган уш бу ай и рм али  схема билан ал- 
маш тирамиз:

(Дх, (Я|ДЛ(>'))„ +(А.<: (a2A (2y ) ) ij - d l)y 4 = - f tJ, 

i = 1,2,. . . ,N] j  = \ ,2, . . . ,N2- \ ,

Бу ерда

(4.33)

У у =  n,j, агар X.. е  Ги булса. (4.34)

^ \j Я,, >

a uj =  0> 5(^, (x}0 , x2J)) + k2 (х,0-1 ’ ,x\J))),

a 2.ij =  0 > 5 (*1 C *]”  > Х 2 П )  +  k 2 ( * l ( ,) . Х 2 ~ П ))•

Э н ди  (4.33), (4.34) ай и р м ал и  м асалан и

A y = f  (4.35)

о п ер ато р  тен гл ам а  ку р и н и ш и д а  ёзи б  о лам и з, бунда А — уз-узи га  
куш ма оператор. Бу оператор  хос со н л ар и н и н гу , ва у, чегараларини  
аникдайм из.

А ввало, ш уни таъ ки д лаш  л о зи м к и , (4.33) тен гл ам ан и  м ос р а ­
виш да узгартириб, х е Ги учун >у=0 деб оли ш и м и з м ум кин. Ш ундай  
Килиб, (4.33) ва (4.34) л ар га  тен г  кучли булган уш бу

(А-, (о,Д,, у ) )у + (Д.г, (а2Дд., ̂ )),у -  d , ^  = - f 0,

i =  1,2,...,7V, - \ , j  = \ , 2 , . . . , N 2 -1 ,  (4-36)

y.. =  0, агар x . E ^  булса, (4.37)

тен глам алар  си стем аси га  эга булам и з, бунда м и к д о р л а р ^  дан  
факат чегара атрофида фарк, килиш и мумкин. Энди Gh турда аникдан- 
ган ва r h да нолга ай л ан ад и ган  ф у н к ц и я л ар  ф азо си  Нш  ни  к а р а й ­
миз. Бу ф азода скаляр  купайтм а ва норм а куйидагича ани кланади :

Л'|-1 Л: -1

(v ,z) = Z  A, Z  hzy vz9,1 v|| = у1(у , у ).
i=I i' = I

К ей и н  H[h) ф азо д а  А о п ер ато р н и



(Ay),, = -  (A,, (а, Дд. -  (Ал, (я2ДЛ; у)),7 + с/ууи,

i = \ ,2 , . . ,N X -1  , j  = 1 ,2 ,. .. ,N 2 -1  (4 '38)

ф орм улалар билан ан и кдай м и з. У \о л д а  (4.36), (4.37) айи рм али  схе­
м ан и  Н 0,) ф азо си д а  (4.35) о п ер ато р  тен гл ам а  ку р и н и ш и д а ё зи ш и -  
м и з м ум кин.

Ф ар аз  кд л ай л и к , у, 9 & Н булсин. Д ем ак , бу ф у н к ц и ял ар  (4.34) 
чегаравий ш артларни , яън и

у .  =  y v = у  = y v =  9 .  = 9 . ,  . = 9 .  = 9 .. .  = 0
J  OJ S  Д j / у ю У /.Vt oj Л|j  ш /Л 2

ш артларни каноатлантиради . Бундай ф ун кц и ялар  учун куйидаги
Л;| -1 ;V2 -1

-  Z  Z  Км.Ду,.,./- y v ) - a ^ ( y v -Ум.,)]#,, =
/=1 у = 1 _|

.N ,-1.4 2-1 V, -1 V2 -1

= -  £  £  аи1 (у -  у;_ ,;. )#,_,, + £  £  aUj (>’.. -  v ^  j )&„ = (4.39)
/=1 7 = 1 /= 1 7 = 1

-V, -1 ЛЧ -1

= £  £  ai.,((y„ -  у,-.,./)(#/, - ^ - 1.,)
/ = 1 7 = 1

айниятларнинг баж арилиш ини осонлик билан куриш  мумкин. Ш унга 
ухшаш

Л',-1 Л*2 -1

- Z  Z  [я^чДУ,.,,, -Уу)-а2,у(У,, -У ,;-,)]д, =
(4.40)

= Z  Z  a 2 . i j ( ) ’ij -У/./-|)( /̂,
/=1 У=1

Э нди  (4.39), (4.40) л ар дан  ф о й д ал ан и б , (А у , 9 )  скал яр  куп ай т- 
ма учун уш бу а й н и я тн и  \о с и л  ки лам и з:

(А у ,9) = £ \  £  h2aUl +

v '- ' >=l V yV \ / v l  (4 -41)
+  Z  h, t / u a 2 „ (  * q ± ± l ) (  h l h i z l ) +  £  k  £  h 2d , y j , , -

Бу ерда у  ва 9  л а р н и н г  у ри н лари н и  алм аш ти ри б , барча у , 9 £  Я  
учун (Ду, # )  =  (у,А ) 9 ли ги га  и ш о н ч  \о с и л  к и л ам и з. Д е м ак , (4.33) 
ва (4.34) ай и р м ал и  схем ага уз-узига куш м а А  оп ератор  м ос келади. 
Э н д и  (4.41) а й н и я тд а  9 = у  д еб , к у й и д аги н и  х,осил ки лам и з:



вектор  учун (4.42) д ан  ку р ам и зки , (А у ,у )  скал яр  ку п ай тм а ку й и - 
дагига тенг:

(а у , у ) = i > ,  £  к  { +  v£  \  2 л  {
1=1 /=1 Ч  h \ )  ' =1 j =1 V h2

о
Б и з 10.3.2 да А о п ер ато р н и н г  сп ектри  учун куйидаги  ф орм ула­

ни хрсил ци лган  эдик:

з = i_ s in 2 ^ L  + — sin2^ - ,
4 h  A,2 2/, h2 21,

kx = l ,Nl - l , k 2 = l , N 2 - l .

Бундан эса куй идаги лар  кели б  чик,ади:

с л / 4 . 2 n h  , 4 • 2 nh-,0 = А -  (А) = — sin — L + —  sin —
Af l l \ hi 2

A T / A \  4 2 л  hi 4 2 nhjА = Ята>(Л) = — cos — cos —i .
/i, 2/i /?7 1 ,г

0
Д ем ак , (Л.у,.)0 учун цуйидаги тен гси зл и к лар  ури н ли ди р :

8 \ \ у (  ^ (А у , у )  < Д||у||2 • (4 -43)

Э нди  (4.32) ш артлардан  ф о й д ал ан и б , (4.42) дан  куй и даги  б а \о -  
ларга эга  булам из:

Pi (А у ,  у )  + d t ||>|2 < (Ау, у )  < /?, (А у,  у )  + d2 || у ||', 

А = С\ I+ ̂12 > Pi = С 1 + С2.

О хирги  (4.43) ва (4.44) тен гси зл и к л ар д ан

Г 1 \\у( ^  ( А у ,у )  < у2 \\y\f , 

у | = р х8 + </,, у2 = p xA + d 2 

ларн и  х>осил кддам и з.



Ш ундай цилиб, б и з у, ва у, л ар н и  то п д и к . Буларга кура (4.26) 
дан тк и тер ац и о н  п арам етрларн и  ан и ц л ай м и з ва (4.27), (4.28) ф о р ­
мулалар буйича хатоликни б а \о л аш и м и з м ум кин.

Ш уни  таъ ки д л аш и м и з кер ак ки , (4.33), (4.34) ай и рм али  м асала­
ни (4.36), (4.37) ай и р м ал и  м асалага кел ти р и ш и м и зн и н г  сабаби  А 
о п ер ато р н и  ан и ц л аш  ва сп ек тр и н и  бахолаш  эди. И те р ац и я  п а р а ­
м етрлари тк л ар  ани ц п ан ган дан  кей и н  и тер ац и ян и  бевоси та  (4.33),
(4.34) схема учун олиб бориш  м ум кин. А ввало,

if»  = -(А ,, (а, Дд., у)),у +(A-v: (а2К > %  + <*иу«'

боглан и ш си зли к \и соб лан ади , кей ин  навбатдаги яки н лаш и ш

v ' * +"  =  у 'к) - г а + " г - / ' ,  / =  1 ,2 , . . . , N .  - 1 ,  /  =  1 ,2 , . . . ,JV ,  - 1’ и ч // " '

топилади. Ч егаравий ш артлар (4.34) буйича ани кланади :

•У’Г ” = /ijr* Хч е Г 1,-

10.5-§. ПАРАБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН 
АЙИРМАЛИ СХЕМАЛАР

Бу бандда параболик тенглам аларни  тур усули билан ечи ш да ке­
л и б  чиц ади ган  ай и рм али  схем аларн и  куриш  ва уни  тек ш и р и ш  би­
лан  ш угулланамиз.

10.5.1. Икки цатламли айирмали схема. Ф а р а з  ц и л а й л и к , 
G  =  {0 <ос < /, 0 < t < Т} сохдда уш бу

^  = ^ + / ( х , 0  (5 .1 )
дх~

параболик тенглам ан инг (иссикуш к утказувчанлик тенглам асин инг)

w(-xr,0) = u0(x)  (5 .2 )
дастлабки ш арт ва

2/(0,/) = u{[) = ц2(1) (5.3)

чегаравий ш артларни цаноатлантирадиган u(x,t) ечи м ини  топиш  та­
лаб  ц и л и н си н . Бу ерда ии(х), /<,(/)> ~  б ер и л ган  ф у н к ц и ял ар . 
М аълум ки , (5 .1)—(5.3) м асалан и н г ечим и мавжуд ва ягон а [53]. К е­
йинги м уло\азаларда u{x,t) барча керакли  хр с ил ал ар га эга деб ф араз 
циламиз.



А й и рм али  схем а кури ш  учун 
G  с о \а н и  х  ва t ко о р д и н атал ар  
буйича м ос рави ш да И =  l/ М  ва 
г =  Т/ N  булган тугри  б урчакли  
туртбурчак тур билан  к р п л ай м и з 
(10-чи зм а). К ейин Gh.x = {(ih ,z k ),
i =  Q ,M , к =  О, N }  тур с о х а н и н г  
(i,k )  =  (ih, г к) тугун лари да аник,- 
л ан ган  U(h) ф у н к ц и я н и  к,идира- 
м и з, £/<А) ф у н к ц и я  и ф у н к ц и я -  

_  н и н г  Gh.x турдаги ц и й м ати  була­
ди . О л д и н ги л ар д ек  Gh.x турда а н и к л а н га н  y (x ,t)  ф у н к ц и я  учун 
yf = у (х .,л )  белгилаш  киритам из. ,

ди д и
Э нди  (5.1) тен гл ам ан и  ап п р о к си м ац и я  ки ли ш  учун —  ва 

\о с и л а л а р н и  (ih, кт) нуктада ох

СИ
dt (ih,kr)

(5.4)

. yf-yf-'
(ih,k г)

(5.5)

C~U
2

-vf-i +.1/+1

(ih,kt)
(5.6)

такр и б и й  ф о р м у лал ар  билан  ал м аш ти р ам и з. А й и рм али  м асал ан и  
^оси л  к и л и ш  учун (5.4) б и лан  (5.6) н и  (5.1) тен глам адаги  \о с и л а -  
л а р н и н г  урн и га  куям и з ^ам да (5.2) ва (5.3) дастлабки  ва ч егар ави й  
ш артларни  ап п рокси м ац и я  килам из. Н атиж ада куйидаги ай и рм али  
масала х;осил булади:

к + 1 к к ~ к к= Г/-.-2У,+У ы + t
г А- (5.7)

i = \ ,M - \ , k  = Q ,N -\\

Уо ■■H2(tk) ,k  = 0 ,N ;
(5.8)

А гар (5.6) да к  ни  (/с+1) га ал м аш ти р и б , н ати ж аси н и  \а м д а
(5.4) ни (5.1) тен глам ага  куй сак , куйидаги ай и рм али  м асалага эга 
буламиз:



г

i = \ , M ~ \ , k  =0,ЛГ-1;

7о+' = л*, &♦,), я ; ' = ^  ( 0 )  Д = О, W -1 ,

У? = u 0(xl ), i =  0 ,M .
(5.10)

Бу ерда <pf сиф атида куйидаги иф одаларни нг бирортасини олиш  
мумкин:

Ш ун дай  кдли б , (5 .1)—(5.3) п араболи к  тен гл ам ан и н г  а п п р о к си - 
м ац и я си  си ф ати да  биз (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) ай и р м ал и  тен гл а- 
м аларга эга булдик.

Б и р о р  L u  =  /  д и ф ф е р е н ц и а л  м а с а л а н и н г  ( x jrtk) т у г у н д а  
L h (« <л>)=  f h айирмали масала билан алмаш тириш да иш тирок этади- 
ган туплам и андаза  д ей илади . Ю кори даги  (5.8) ва (5.9) ай и рм али  
схемалар 11-чизмада курсатилган андазаларга мос келади.

Э н д и  (5.7), (5.8) ай и р м ал и  схем ан и н г а п п р о к с и м а ц и яс и  та р ти ­
б и н и  ан и кп ай м и з. Б у н и н г учун (5.7) га д и ф ф ер ен ц и ал  м асалан и н г 
аник, ечи м ини куямиз. Равш анки ,

Д * /Л  )>т I  f ( x , l k) d x '  J dt J f(x ,t)d x .
_ I  {k - _ i

О--------О-------- О
a - w  а ,к )  ( i + w о  ( U J

11-чизма. а — икки цатлати ошкор схема, 
6 — мАтсм цатламли соф ошкормас схема.

и(х,кт+т)-и(хчкт) _  си т д 2и

т c t (х.кт)  ̂ с7“ (д-.Ат+i)

u ( ( i - \ ) h j ) - 2 u ( i h . t )+//((/'+! )Л.г С'~и

СХ'



= f ( x ,  t)-<p(x,t) + 0(r + h2).

А гар ср. = f ( i h , k r )  д еб  о л сак , у \о л д а  (5.7), (5.8) ай и р м ал и  м а ­
сала ап п р о кси м ац и я  х атоли ги н и н г тартиби 0(г +  А2) булади, чунки 
дастл аб к и  ва ч егар ави й  ш ар тл ар  аник, баж ари лади . Ш у н га  ухш аш  
курсати ш  м у м к и н ки , (5 .1 )—(5.3) м асал ан и н г  (5.9), (5 .10) а й и р м а ­
ли схем а билан ап п р о кси м ац и яси н и н г тартиби 0(г +  А2).

Ш у н и  ай ти ш  к е р а к к и , (5 .7), (5.8) ва (5 .9), (5 .10) сх ем алар
(5 .1)—(5.3) тен гл ам ан и  бир хил х ато ли к  б и л ан  ап п р о к с и м а ц и я  
ки л и ш са  \а м ,  улар уртаеи да катта ф арк, бор . Х а к ж а т а н  \а м ,  (5.7) 
дан  куйидаги  м уносабат келиб  чикади:

y f ( i  = 0, М )  маълум булганидан бирин-кетин барча у!  (/ = 1, М  - 1) 
ва \ .к .  ни  то п и ш  м ум ки н . Ш ун дай  ки либ , и(/,) ф у н к ц и я л ар н и  (5.11) 
ф орм ула буйича о ш ко р  равиш да топ и ш  м ум ки н . Ш у н и н г  учун \а м
(5.7), (5.9) схем а ош кор  д ей и л ади .

Э н д и  (5.8) тен гл ам ан и  узгарти ри б , куй идаги ча ёзам и з:

Б а р ч а  y - { i  = \ , M - \ )  м аъ л у м  б у л г а н и д а  бу м у н о с а б а т л а р  
y k* \ i  = 1, М  - 1  ном аълум ларга нисбатан чизикди  алгебраик тенгла­
м алар  си стем аси д ан  иборат. Ш у н и н г  учун х,ам (5.9), (5.10) схем а 
ош корм ас д ей и лади . (5.12) си стем ан и  куйидагича ёзи ш  м ум кин:

(5.11)

/ = 1,2,..., М -1, (5.12)

^  = ^ +l S / ! , ( (*  +  1)Т), y \ ; ' = r t ' = H 2{{k + 1)Г).

А у  = Ь.

бунда у  = {у*"1, . . . ,у км \ )  — ном аълум  вектор,



о

о

А  =

О О

О О

Ь векторн и н г координ аталари  эса

b j =  l y * + T < p k; ' , 2 < j < M - 2 ,

y i l - 1 +  Я Г  - j  =  м  - 1 •

А м атри ца уч ди агон алли  булганлиги учун (5.13) си стем ан и  хай ­
даш  методи билан ечи ш  м ум кин.

Э н д и  (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) схем алар н и  уз ичига о л ган  ум у­
м ий схем ани  куриб чикам из.

Ушбу

Бу схем ада а  6  [0,1] узгарм ас сон  вазн  дей и лади . Х усусий х,олда 
(5.14) д ан  а  =  0 да (5.7) ва о  =  1 д а  (5.9) кели б  чи кади . (5 .14), (5.8) 
схем а вазний схема  д ей и лади . Бу схем а ф акат  а  =  0 б у лган даги н а 
ош кор  булади; 0 < о  < 1 булганда эса о ш корм ас  булади. (5.9), (5.10) 
схем а бош ц а о ш ко р м ас  схем алардан  фарк, ки л и ш  учун соф  ош кор­

м ас схем а  д ей и лади . Агар ст = ^  булса, биз куйидаги  олти нуктали 

симметрик схема д еб  аталувчи схем ани *осил  килам из:

^  = М 9 м - 2 Ъ  , +
/Г

Д4 г п  = ^ - [ u (x + l l , t ) - 2 u ( . x , t ) + u ( x - h , t ) ]  
/г

белгилаш ни ки ри ти б , куй и даги н и  х,осил кдлам из:

■r f* 1 'V|- = crAyf*1 +(1-сг)Ду* +<pf, k = 1 ,M -1 . (5.14)



( i - l , k + l )  ( i ,k + l )  ( i + l , k + l )  Бу схема 12-чи зм адаги
I I олти нуктали ан даза  буйи­

ча тузилади.
Э н д и  (5 .1 )—(5.3) д и ф ­

ф еренциал  м асалани (5.14) 
айирм али схем а б и л ан  ап -

____________|____________I проксимация килганда
( i - l ,k )  (i,k ) ( i + W  \о с и л  буладиган  х ато л и к ­

н и  а н и к л а й м и з . Б у н и н г  
12-чизма. уч ун  (5 .1 4 ) м а с а л а н и н г

ечи м и н и  у $  = u(X j,tk) + z f ку р и н и ш д а  ёзам и з, бу ерда  u{x,t) ф у н к ­
ци я  (5.1), (5.3) д и ф ф ер ен ц и ал  м асал ан и н г  а н и к  ечи м и . Х ато ли к  
учун куйидаги тенглам алар  систем аси га  эга буламиз:

ZJ —A -  = оДг*+| + (1 -  а ) Дг* + r f ,

i = l , M - l , k  = 0 , N - l ,  (5.16)

z*+l = z*+l = 0 ,k  =  0 , N - l ,  z° = 0, i = OJtf.

Унг том онда кэтнаш адиган  r k турдаги ф ункция куйидагига тенг: 

r . + (5 ,17) 

Бу ф у н кц и я  (5.1), (5.3) м асала ечи м идаги  (5.14) схем а а п п р о к си ­
м ац и я с и н и н г  хатоли гиди р . Бу х ато ли к  тар ти б и н и  ан и к л аш  учун 
(5.17) иф одада кдтнаш адиган  барча ф у н кц и ял ар н и  (xjtt +  г /2 ) нукта 
атроф ида Т ей лор  кдторига ёям из:

н(*/Л+1Н/(*/Л) _ ди̂
т dt (Xj.tk+T/2)

г2 д3и
24р"

ди + 0(г2),
U,V r.'2l

Д »| =  Д и | , + 1 д ^l(.r,,/*+r) 1(.г,-./*+г/2) 2 dt
+0(т2) =

ах2 ‘2 аИ 2 8,
+ 0(г2 + h 2).

(Xj ,tk +т/2)

Ш унга ухш аш

A“ U >  =
д2и А21 д4и _- т л ди

_8хг 12 дх4 2 dt
(дг,,/*+г/2)



Г,* =
ди д и+ —  + г (с т --)Д  —cl 0Х2 2 dt

ни \о с и л  кдлам из. Энди

дан  ф ой д алан сак , у  \о л д а

+ 0(г2 +А2)
(.v,-./*+r'2)

к ел и б  ч и к а д и . Д е м ак , <pf = f ( x h tk + т / 2 )  д еб  о л с а к , у \о л д а  
r f  = 0 (г + А2) ,  агар / *  0,5 булса ва rf =  0 ( г 2 + A2 j , агар г =  0,5 булса.

Ш ун дай  ки л и б , (5.15) олти нуктали  с и м м е тр и к  схем а |сг = 

учун r f  = 0 ( г 2 + А2).
10.5.2. Икки кдтламли айирмали схемаларнииг тургунлигини тек­

шириш. К улайлик учун куйидаги в екто р л ар н и  ки ритам из:

У к =(У£,У?,~; f u ) ,  ^  =

Ml A2= (P2-M2.->M2V)r -

У ш бу (х0,/^), (*,,/*), ..., (xM,tk) тугунлар ту п л ам и н и  А:-катлам д е й ­
м и з, ш у н и н г  учун *ам  У к ва  фк в ек то р л ар н и  и* ва <ph ф у н к ц и я ­
л ар н и н г  £-кэтлам даги кийм атидек кдраш  м ум кин. К уйидаги норм а- 
ларн и  ки ритам из:

ILP*II = max |у* , L t  = шах U* ,
11 11 0</<МГ \ II II 0<i<M I I

= max juf , ш  =  m ax uj .
0<A'<.V I I II 2 H 0<k<N I “ I

Т а ъ р и ф .  А йи рм али  схем а С  фазонинг турдаги нормасида тургун 
д ей и л ад и , агар  А ва  г га б о гл и к  булм аган  ш у н д ай  узгарм ас  с, со н  
т о п и л и б , у н и н г  учун

бах,о ури н ли  булса.



Э нди (5.7), (5.8) ай и р м ал и  сх ем ан и н г тургун ли ги н и  тек ш и р а- 
миз.

1 - т е о р е м а .  А гар т <  И1/ 2 булса , у  холда  (5.7), (5.8) айирмали  
схема С  ф азонинг т урдаги нормасида mypFyndup.

И с  б о  т и . (5.7) тенглам ан и  куйидаги кури ниш да ёзиб оламиз:

у,‘ т| =  (1 -  2 р)у* + ру*_, + ру*+1 + Тф*,

бувда /з =  т/ h 1. Агар ш ах |у*+| | га ички (i0,k  +  1) нуктада эри ш и лса, у 
хрлда

max |>’f+l | = шах |(1 -  2р)у* + рук_, + рук+) + тф* | <

^ 0  -  2р) IУ к 1 + 2 р  || I + г ||<р* I = ||ju I + г ||ф* 11

А ксх р л д а  

Д емак,

m ax|yf+l| < m a x |) < ш ах(|Д ,|,||Д 2||).

Jу ш I < ш ах ( ||и I , \\ц2 | | , р » | |+ т \\<рк I ) . (5.19)

Э нди (5.7), (5.8) м асал ан и н г  еч и м и н и

к+ ^

кури н и ш да ёзиб  о л ам и з, бунда д к (5.7), (5.8) м асал ан и н г  унг 
том он и  (рк =  0 булгандаги  ечи м и , w k э са  (5.7), (5.8) м асал ан и н г  
чегаравий  в а  б ош лан ги ч  ш артлари  нолга  тен г  булган  ечи м и . (5.19) 
га кура f t к учун куй и д аги н и  хрсил кдитамиз:

\к +1 < max(^||iu I||,||//2||,

<max L , | L L 2|L

<... <

И к к и н ч и  то м о н д а н  w* учун (5.19) га кура

Н>А <р

7=0
<pJ \\ < Т max \\q>JII o</<.v||

бу ерда (к +  1) г <  Г д а н  ф о й д ал ан д и к . Ш ун дай  ки ли б , куй идаги га 
эга булам из:



< max ||й ||,||Д ,||, p ° + T max \\<pJ
0< у < Лг ||

шах у • m  > + max \\(pn0<;'<.V H II

бунда c ^ m a x U , / ) .  Бу т е н гс и зл и к  барча к, 0 <  к <  TV учун ури н ли , 
д ем ак , ай и р м ал и  схем а С ф азо н и н г  турдаги  н о р м а с и  учун тургун 
экан. Теорема исботланди.

Т а ъ р и ф .  А йи рм али  схем а шартли рави ш да т ургун  д ей и л ад и , 
агар тур кддамлари г ва h орасида бирор м уносабат уринли булганда 
у  тургун булса. Агар тур кддам лари т в а  h орасида ихтиёри й м уноса­
батлар  булганда хам ай и рм али  схема тургун булса, у холда у  ш арт - 
сиз равиш да туррун дейилади .

Ю коридаги теорем ада тургунликни г <  И1/ 2 ш арт баж арилганда 
исботладик . Д ем ак , (5.7), (5.8) схема ш артли  рави ш да тургун экан .
(5.7), (5.8) схем а о ш к о р  булганлиги  учун хисоблаш  ж уда кулай. 
Н авбатдаги  кдтламда j* -1 вектор  ош кор  ф орм улалар  ёрдам и да о л ­
д и н ги  катлам да топ и лган  у к вектор буй и ча хи соблан ади . А м м о бу 
схем анин г ш артли равиш да тургунлиги г кадам ни жуда кичик килиб 
оли ш га  м аж бур ки лади . М асал ан , h =  0,01 булса, унда г <  0,0005 
булиб, Т  =  1 да ечи м н и  то п и ш  учун кам и да  20 000 та  катлам  олиш  
керак. Бу эса жуда куп хисоблаш ларни  талаб килади ва ам алий иш - 
ларда ярам айди.

Э нди (5.9), (5.10) о ш ко р м ас  схем ан и н г тургун лигини  текш и р а- 
миз.

2 -т  е о р е м а. Ихтиёрий И ват ^адалиарда (5.9), (5 .10 )  масаланинг 
ечими учун (5 .18 )  бах,о уринлидир.

И  с б о т  и. О лдинги тео р ем ан и н г исботидагига ухш аш  (5.9) и ф о­
д ан и  куйидагича ёзамиз:

У*+1 + р ( - Ум + 2у*т1 -у* ;,1) = у- + Т<рк*', 1 < / < М  -1 . (5.20)

К и й м ати  модули билан  |у*+| |  га т ен г  булган л а р н и н г  о р а ­

сида /' и н д ек си  эн г  ки ч и к  ки й м атн и  кабул ки л ад и ган и н и  олам из. 

А гар / =  0 ёки  / =  М  булса, у холда (5.19) н и н г  б аж ар и л и ш и  р ав ­

ш ан . Ф ар аз  ки л ай л и к , эн ди  / ^  0 ва / *  М  булси н , у холда / н и н г 

таъ р и ф и га  кура |y f+l| > |у*]'| ва |y fT' | > | у , * | . Ш у н и н г  учун хам 

| 2 ^ +11 > \у?-' | + |Уы | ва  sign (2y f* ' -  yfj,1 -  y f .\ ') = sign y - r' . Д е м а к ,



Il l̂l=И1 s V‘ " +^ +2y!* '-> %  n=
= |>-‘ +r<p*+l| < |y * ||+ T ||fl>*+' II-

Ш ун дай  к,илиб, барча Л ва г кад ам лард а  (5.8), (5.9) схем а учун
(5.19) батога эга булдик. И сб о тн и н г  колган  ки см и  1 -тео р ем ан и н г  
и сб о ти д ек  тугайди . Ш у н дай  ки ли б , (5.8), (5.9) схема ш ар тси з  р а ­
виш да тургун экан .

О ш ко р м ас  сх ем ан и н г  ш ун и си  ях ш и ки , вакт  буйича г к ад ам н и  
ан ч а  катта ки ли б  оли ш  м у м ки н , ам м о катлам дан  катлам га утиш да 
уч диагоналли тенглам алар систем асини ечиш га тугри келади. Б и рок 
бир улчовли \о л  учун бу к и й и н ч и л и к  тугдирм ай ди . Х усусий \о л д а  
ук м аълум  булса, \а й д а ш  усули билан  О(М )  та  ам ал  б аж ар и б , ук*\ 
векто р н и  то п и б  оли ш  м у м ки н , я ъ н и  катлам дан  катлам га  утиш да 
ариф м ети к ам алларнинг сони  такрибан  ош кор  схемадагидек булади. 
Бундан курам изки, ам алда ош корм ас схем ани иш латиш  м аъкулдир, 
чунки  Э Х М  да х,исобланганда м аш и н а вактини теж айди.

Э нди  (5.14) вазни й  схем ани  текш и ри ш га утамиз. А йи рм али  схе­
малар н азари яси да м атри ца билан  бу м атрица яратадиган  оператор- 
ни  ф а р к  ки ли ш м ай ди . Бундан  кей и н  биз хрм ш ундай ки лам и з. Б из

д  о р к ал и  ( 0 , ^ , ,  ..., 0) векто р га  (0, д  # , ,  ..., д  & м_р 0)
векторни  мос куядиган оп ераторн и  (м атри цани ) белгилайм из. Агар 
д  = Д  = (рк = 0 деб  ол сак , у ^олда (5.14) ай и р м ал и  схем а ку й и д а­
ги кури н и ш га эга булади:

Ук*' -  у) + гоАу*+1 + r(l-<r)A vf
ёки

(£-rcrA).y*-i = (£ + г(1-ст)Д)у*’, 
у .* 1 = (Е  -  гоД)”1 (Е  + т(\ -<т)А)у-.

Ш ундай  ки либ , (5.14) тен глам алар  си стем аси

ук* I = S y t

куриниш да ёзилади. Бунда катлам дан катламга утиш  м атрицаси 

5 = ( £ - г о А )_|(£  + г(1-сг))

д ан  и б о р атд и р . Ф ар аз  к и л ай л и к , S  м а тр и ц а н и н г  хос с о н л а р и  
А,, А з ,..., Яду , дан  иборат булсин. S м атрица си м м етри к  булганлиги 
учун ||5|| = т а х |А ,| м у н о саб ат  у р и н ли ди р . Э н ди  _у(° ни  S  м а тр и ц а ­
н и н г  хос ф у н кц и ял ар и  буйича Ф у рьен и н г чекли  катори га  ёям из:



у,
о V* • nnih

= L c »sm —
п=0

А . nnih 1Asm----- = —
/ h2

sin£2(W)* _ 2sinm ^  + sinZ£^zM 
I / /

. . -> nnh4sin"—
-) • Tinih a  • 7Г/7//7= -------_ ^ s m — = - 0 . s m  — .

Ш ун дай  ц и ли б , А о п ер ато р н и н г  хос со н л а р и  = _ ^xs ‘n2 

(и =  1, 2, М — 1) га тенг. Д ем ак , S  м а тр и ц а н и н г  хос со н л ар и

А„ = 1~r(1~CT-)d', ,n  = l , M - l1+Г<гА„

булади. Ш унин г учун \а м
Л/-1

j -  = S y t = ... = S ^ y o ' Z C ' C „ s m ~ .
п = \ I

Бундан курам изки , (5.14) схема тургун булиш и учун |А„| < 1 тенг­
си зли к  баж арилиш и керак. Д ем ак , биз а  ва г ларга нисбатан ш ундай 
ш артларни топ и ш и м и з керакки ,

_ i  < l - r ( l -g )g „  < ,
"  \ + тод„ ~

тенгсизликлар уринли булсин. Агар г > О булса, у хдпда 9 >0  булган­
ли ги  учун ю кори д аги  т е н гс и зл и к  т # л(1—2ст) < 2 м ун осабат  билан  
тен г кучли булади. Агар ст > ^ булса, охирги  т ен гси зл и к  барча г>0 
л ар  учун баж арилади . Агар ст < у булса, у \о л д а

(1-2<т)шах9„ 2(1-2<т) (5.21)

булиш и керак .
Ш ун дай  ки л и б , (5.14), (5.8) ай и р м ал и  схем а дастлабки  м аълу­

м отларга н и сбатан  тургун ли ги н и н г етар л и  ш ар тл ар и н и  урнатди к.

Ж ум ладан , Фк =  0, ц =  w ,=  0 булса, у  \о л д а  ст > булганда (5.14),
1

(5.8) айи рм али  схем а ш артсиз равиш да тургун булиб, ст < ^  булган­

да (5.14), (5.8) схема (5.21) ш арт баж арилганда тургун, яъ н и  ш артли 
равиш да тургун булади.



Агар ди ф ф ерен ц и ал  оператор ёки  чегаравий ш артлар биз к,араган
(5 .1)—(5.3) ч егар ави й  м асалага  н и сбатан  м у р аккаб  булса, у \о л д а  
ай и рм али  м асала \а м  м ураккаб  булади ва у н и н г  тургун лигини м ак ­
сим ум  п р и н ц и п и  ёки  Ф урье м етоди  б и лан  т е к ш и р и ш  м аълум  k ji- 
йинчиликлар тугдиради ёки умуман м ум кин булмайди. Бундай \о л да  
энергетик бсцолар методитт  ф ойдалани лади .

Ю крри даги дек  У к оркали  ин н и н г  &-к,атламдаги ки й м ати н и  бел­
ги лай м и з, я ъ н и  ук = (0, у * , ..., у км_{, 0). Я н а  уш бу

т = У ^--Ук (5 .2 2 )
1 Т

б ел ги л аш н и  ки р и там и з. Бунда биз куй идаги  т ен гл и к л ар н и  \о с и л  
кдламиз:

у к .  1 =  I  [ у ш  +  ук  ) +  L ук  , у к  =  1 ( +  ук  ) -  1  ук  . ( 5 . 2 3 )

Э нди  векторлар  учун w\ (1 1-бобга к,.) ф а зо н и н г  турдаги скал яр  
купайтм аси ва н орм аси н и  киритам из:

(#,w ) = X  М ,,wjt ||#|| = (# ,# ),

и : - § ' * ( ^ г
Р авш ан ки , (5.14) тенглам ани куйидаги куриниш да ёзиш  мумкин: 

уь =сгАук+\ + ( \ -о ) А у к  +ф ь.

Бу тенглам ани (5.22) ва (5.23) тенгликлар асосида куйидагича ёзиб 
оламиз:

ук = 1 д ^ А -+1 + у к  j  +  r  ( c r - 0 , 5 ) A ^  +ф к.

О хирги  т е н гл и к н и н г  \а р  и к кал а  т о м о н и н и  2туь = 2{уь+\ - j j * )  

вектор  билан  скал яр  ку п ай ти рам и з. Н ати ж ада куй идаги  \о с и л  бу­
лади:

2 г |й А I  = (Д (^ А+1 + У к) ’ Ук+1 ~ У к) +

+2г2(с г -0 ,5 )(Д у /, у к) + 2 [ у к,фк). ^5 ’24^

Ушбу
Л/ — 1 Л/

О;



ци см и й  й и ги ш  ф орм уласи д а  а, = , b. = 9 j д еб  ва Ь( =  90=  О,

Ьм=  Ьм=  0 тен гл и кл ар н и  \и с о б га  олиб,

ни хрсил келам и з. Э нди Д оп ераторн и н г сим м етрикли ги дан  ф о й д а­
ланиб,

тен гл и кк а  эга  буламиз. О хирги и кки та  м уносабатдан  ф о й д ал ан и б , 
(5.24) ни  куй идаги ча ёзиб  олам из:

0 1
Бу тен гл и к  и>2 ф азо н и н г  турдаги н о р м аси  буйича энергет ик ай -  

ният  дейилади .
Э н д и  уш бу

Н * е«2+£

е т ен гси зл и к д а  o = |j>/c|, & = ||ф*|| д еб  олиб , скал яр  куп ай т-
ма учун куй идаги

тенгсизликни  \о с и л  келам из. Бунинг натиж асида (4.25) д ан  куйида­
ги б а \о  \о с и л  булади:

Х,озиргача е ихтиёрий сон эди, эн ди  0 < е <  1 деб оламиз. У хрлда 
о  >  0,5 ш арт  баж ари лган да катта к,авслар ичидаги  иф ода м ан ф и й  
булм айди. Ш у н и н г учун ^ам (5.26) д ан  уш бу

б а \о  келиб  чицади.
К урсатиш  м ум ки н ки , о  < 0,5 булганда (5.27) б а \о  у р и н ли  були­

ш и учун

(ду*+| + j>*), Я +| - ^ * )  = (Ду*+1, Я +|)-(Д У *. ^*) = PHl! “ Р ’**'

2т ¥' f  +  I k " 1 If +  2г 2 (ст -  °>5) I W II’ =  II Я - f  +  2г (у? • Ф* )• (5  • 25 )

2т ( 1 - £ ) | |Я * | | ‘ + г ( а - 0 , 5 ) | | ^ | | ‘ + | | у * * ' | tot Г .  ( 5 .2 6 )

1 Н ; ф [ +£ И (5.27)



4(0,5-<т)

ш арт баж арилиш и керак. Э н ди  (5.27) бахрни кетм а-кет  куллаб,

Бу тен гси зл и к  эса (5.14), (5.8) схем ан и н г б ош лан ги ч  м аълум от­
лар  \а м д а  унг том он га  ни сбатан  тургунлигини билдиради.

Ш у н дай  ки ли б , (5.14), (5.8) ай и р м ал и  схем а ст> 0 ,5  булганда 
ш ар тси з р ави ш да тургун булиб, о  <  0,5  булганда г ва h  кад ам лар  
ораси да (5.28) ш арт баж ари лган даги н а тургун булади.

Машк- (5.28) шарт исботлансин. К^ р с а т м а .  ||#|’ < тенгсиэликдан 
фойдаланилсин. 1 h

Биз бош лангич  ш артлар  ва унг том он га  ни сбатан  тургун лик м а­
саласи ни  куриб чики б , чегаравий ш артга нисбатан  тургунлик м аса­
л аси га  эъ ти б о р  берм ад и к . А гар //,(/) ва // ,( /)  ф у н к ц и я л а р  д и ф ф е ­
рен ц и аллан увчи  булса, у хдпда чегаравий ш артларн и  н олга  ай л ан - 

тириш  мум кин. Х аки кэтан  х,ам, F ( x ,t )  = -  у )  + Я г М у  ф у н к­

ц и ян и  ол сак , у \о л д а  д (х , t) =  и(х, t ) - F ( x ,  t) ф у н к ц и я  (5.1) т е н г ­

л ам ан и н г  унг то м о н и  | / ( х , ? )  + ~  д ан  иборат булиб, нолли 

чегаравий  ва б ош лан ги ч  ш ар тл ар н и  кан о атл ан ти р ад и ган  ечи м и н и  

беради.
Ш унга ухш аш  бир  ж и н с л и  булм аган  (5.14), (5.8) ай и р м ал и  м а­

салани  бир ж и н сли  чегаравий ш артли масалага келтириш  м ум кин.

б а \о н и  ^оси л  ки лам и з. У н гто м о н д аги  йи ги нди  |||J(/)| dt и н тег­

рал учун квадратур йи ги нди  булганлиги сабабли ш ундай  С, топила- 

дики ,
1-\ Т

тенгсизлик баж арилади. 
Бу ерда

Д емак, V /
т



Ф араз кдлайлик , у к айирм али м асалан и н г ечи м и булсин. К уй и ­
д аги  Ь к тур ф у н к ц и я н и  ки ритам из:

_ J y ki > агаР 1 - '  -  м  - 1  булса, 
О, агар / = О ва / = М  булса.

Бу ф у н кц и я  чегаравий ш артлари  бир ж и н сл и  булган уш бу ай и р ­
мали масалани каноатлантиради:

бунда

* 1-СГ
<Pi -  ~  H i -  - г  А***', агар /• = 1 булса,

h
<p* , агар  2 < i < M -  2 булса,

<p*,_, -  ^  ц к2 -  ^  /i*+l, агар i = M  -1  булса.
/7“ “ /7"

Ш ундай  к,илиб, тен гл ам ан и н г  унг т о м о н и н и  бироз узгарти риб , 
бир ж и нсли  булм аган (5.14) айи рм али  м асалан и  чегаравий ш ар тл а­
ри бир ж и н сли  булган айи рм али  м асалага келти ри ш  м ум кин.

10.5.3. Яцинлашиш тезлигини бахолаш. Ф ар аз  к и л ай л и к , (5.1) 
диф ф ерен ц и ал  м асаланинг ечими и булиб, у к эса (5.14), (5.8) ай и р ­
м али м асалан и н г ечи м и  булсин, г к ={/}*} о р кал и  эса ап п р о к си м а­
ц и я н и н г  х ато ли ги н и  б елги лай м и з ( к  (5 .16), (5.17)). А гар б и з м''0 
оркали  а н и к  еч и м и н и н г  турдаги к и й м а т и н и  белги ласак , у \о л д а  
Z = i ih) -> f  ай и р м а еч и м н и н г  тур устидаги хатолиги  булиб,

z‘ l‘~z* =oAz* + (1 -c t)A z‘ + < ? ] - +i f ,

/ = 1, 2 ...., M - l

тен гл ам ан и  к а н о атл ан ти р ад и . А гар <pf =  /(* ,- ,/*  + ^ j  деб  о л сак , у 
\о л д а  zf уш бу

—  = оДzk"  +  (1 - a)A z k + r k. i =  1, M  -1 ,

z° = и* = ukl 0 M



м асалан и н г ечи м и  булади. Агар каралаётган  м асала тургун булса, у 
хрлда (5.27) б а \о  у р и н ли  булади. Б ун дан  эса

I k f  < I ^ | | r / | | 2 < l ' ^ | r / f < ^  max | | r , fi =0 2s II II ,=о 2e II II le  o<y<.v-i I

келиб чикади. Ш ундай килиб, m ax ||z * |  яки нлаш и ш  тезлиги 0(г +  h2) 

булади, агар  а  *  0,5 булса ва 0 (г2+  И2) булади , агар  а  =  0,5 булса.

М а ш  к. Ушбу
ди д2и—  + —-  = 2х
с1 сх

тенгламанинг куйидаги
и(х, 0) = Jt(l-x) ( 0 < х < 1 ) ,

и(0, 0 = 0, £/(1,0=1 (0 < / < Т)

бошлангич ва чегаравий шартларни каноатлантирадиган такрибий ечими то- 
пилсин \амда натижа и(х< t) = х(\— х+ 1) аник, ечим билан солиштирилсин.

10.5.4. Айирмали схема куришнинг баланс методи. И сси кли к  утка­
зувчан ли к , д и ф ф у зи я , теб р ан и ш  ва ш .к . турли  хил ф и зи к  ж а р а ё н - 
лар  и с с и к л и к , м асса, \а р а к а т  м и к д о р и , эн ер ги я  ва х,.к. с а к ^ а н и ш - 
н и н г и н т е ф а л  ф орм адаги кон унлари  билан тавси ф ланади . М атем а­
ти к  ф и зи к а н и н г  д и ф ф ер ен ц и ал  тен глам алари н и  чикдриш да ки ч и к  
хджм учун саклан и ш  кон ун и н и  иф одаловчи  муайян интеграл м уно- 
сабатдан (баланс тенглам асидан) и ш ни  бош лаш ади. Тенглам ада кат- 
н аш ади ган  ф у н к ц и я л а р н и н г  барча кер ак л и  х р си л ал ар и н и  м авж уд 
деб  ф араз ки либ  ва баланс тенглам асидаги  хрж мларни нолга ин ти л- 
ти ри б , д и ф ф ер ен ц и ал  тен глам а хрсил ки л и н ад и . Ч ек л и -ай и р м ал и  
м ето д н и н г ф и зи к  м аъноси  ш ундан  и б о р атк и , биз узлукси з м у \и т -  
дан  у н и н г  кан д ай д и р  д и ск р ет  м одели га утам из. Т аб и и й к и , бундай  
утиш да ф и з и к  ж а р а ё н н и н г  асо си й  х оссалари  сак п ан и ш и н и  талаб  
кд яи ш  керак . Бундай хоссалар каторида, би ри н чи  навбатда, с акл а­
ни ш  кон у н л ар и  туради. Тур сохада саклан и ш  кон у н л ар и н и  и ф о д а- 
лайдиган  ай и р м ал и  схем алар консерват ив схемалар дейилади . К о н ­
сер вати в  ай и р м ал и  схем аларн и  х,осил ки ли ш  учун тур с о \а д а  э л е ­
м ен тар  \а ж м  учун ёзи лган  балан с  тен гл ам ал ар и д а  к атн аш ад и ган  
интегралларни ва >;осилаларни такрибий айирм али иф одалари билан 
алм аш тириш  керак. Консерватив айирмали схемаларни хрсил кдлиш - 
н и н г  бундай усули баланс мет оди  ёки  интеграл-инт ерполяцион м е ­
тод дейилади . Баланс м етодини куллаш га мисол сиф атида и сси кли к  
утказувч ан ли кн и н г стац и он ар  тенглам аси  учун би ри н чи  чегаравий  
м асалани караймиз:



d
~dx

+ f (x)  = 0, 0 < x < 1, 

w(0) = a,u{\) = p,

(5.29)

(5.30)

бунда p ( x ) , q(x) , f( x )  л а р  етар л и ча  с и л л и к  ф у н к ц и я л а р  булиб, 
р (х )> р 0>  0, q (x)>0 ш артларн и  кан оатлантиради , а  ва/3 эса берилган  
сон лар . Бу ш артлар  б аж ари лган д а  (5.29), (5.30) ч егарави й  м асала  
ягона етарлича силлик, m(jc) ечимга эга булади. А йирмали схема куриш  
учун [0, 1] кесм ада м ун тазам

(о= {х = ih, i =  0 ,1 ,..., N, hN = 1} 

турни оламиз. Куйидаги

, =JC,.+^, w(x) = р (х )^ -и (х ), W , = м>
/±— Z ах /+_

2 2

/ л 
X

бел ги л аш л ар н и  к и р и ти б , (5.29) тен гл ам ан и  
интеграллайм из, натиж ада

X. И *  1 
'-2 , + 2

о р ал и к д а

2 2

-  j q(x)u(x)dx + \  f  (x)dx = 0 (5.31)

тен гл ам а  \о с и л  булиб, у х . 1’*  I
. "2 /+2

кесм ада и сс и к л и к н и н г  балан с

тенглам асини аниклайди. Э нди

х. £
,+ 2

J q(x)u(x)dx

+ 2

и н тегр ал н и  ун и н г щ J q (x )d x  такр и б и й  ки йм ати  билан  алм аш ти -

2
риб, куйидаги  белгилаш ларн и  ки ритам из:

X I

d , = \  J q{x)dx, <р, = {-  J f (x )dx . (5.32)



W. 1 -W .  1

ку р и н и ш га  эга  булади. Э н д и  w . н и  и(х) н и н г  тур н укталари д аги
/'±i

деб  белги лаб  ол сак , (5 .34) д ан  куй идаги  так р и б и й  т ен гл и к л ар н и  
хрсил  ки лам и з:

Бу и ф о д ал ар н и  (5.33) тен гл ам ага  кУйиб, и зл ан аётган  ф у н к ц и я ­
н и н г  х  ,, х., х.+1 н ук тал ар д аги  к и й м ати н и  уз и чи га  о л ган  уш бу

ай и р м ал и  тен гл ам ага  эга  булам из. (5.36) тен гл ам ан и  <oh тур с о \а -  
н и н г  бар ч а  и ч ки  н у к тал ар и , я ъ н и  / =  1, 2, ..., N - 1 учун ё зсак , у 
щ гщ а yV+ 1 та  и0, и,, ..., uN н ом аълум ли  N - 1 тен гл ам ал ар  си стем а­
сига эга буламиз. И кки та етмаган тенглам ани (5.30) дастлабки ш арт­
д ан  \о с и л  ки лам и з:

А йи рм али  м асалан и н г ечи м и н и  д и ф ф ер ен ц и ал  м асалан и н г ечи- 
м идан  ф а р к  ки лиш  учун уни  у  оркали  белгилай м и з, дем ак , у  =  у (х ) , 
х .б а ) 4. Э н д и  (5.36) ва (5.37) т ен гл ам ал ар н и  б и р л аш ти р и б , (5.29),
(5.30) чегаравий масала учун куйидаги айирмали схемага эга буламиз:

К ийм атлари о р кал и  и ф од алай м и з. Б ун и н г учун ^  и ф одан и

, х ,]  кесм ада интеграллайм из, натиж ада

(5.34)

хрсил булади. Агар

Ч /

~ ^ [ам ( иш  -  ч )  -  а, [и, -  w,_i)] -  d,u, + <р, = 0 (5 .3 6 )

и0 = а ,  uN= p . (5.37)

[ ам  (Ум -  У;) -  а, { у, -  У:-1)] -  d.y, + <Р> = °-

Уо = « . Уы = Р -  
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Бу системани хайдаш методи билан ечиш  мацсадга мувофик, булади. 
Б унинг учун (5.38) си стем ан и  куйидаги кури ниш да ёзиб  олам из:

Ч егарави й  м асал ан и н г  к о эф ф и ц и ен тл ар и га  куйилган ш ар тл ар - 
д ан  а >  0 ва d t>  0 кели б  чик,ади, булардан  эс а  С  >  А + В .  н и , я ъ н и  
\ай д аш  м етодин инг тургунлик ш арти н и  хосил цилдик. Д ем ак, (5.38) 
ай и р м ал и  м асала  я го н а  ечи м га  эга ва бу ечи м н и  \а й д а ш  м ето д и  
билан то п и ш  м ум кин.

Э н ди  (5.29) д и ф ф е р е н ц и а л  тен гл ам ан и  (5.38) ай и р м ал и  т е н г ­
лам а билан алм аш тирганда ю зага келадиган аппроксим аци я хатоли­
гини  текш и р ам и з. Б у н и н г учун (5.29) т ен гл ам ан и н г чап т о м о н и н и  
Lu(x)  ва (5.38) т е н гл ам ан и н г  чап  то м о н и н и  L p .  орцали  б ел ги л а й ­
м и з, яъ н и

Ф ар аз ц и лай л и к , &(х) етарли ча силлик, ф у н кц и я  булиб, #  =  д (х )  
ун и н г mh турдаги ки й м ати  булсин. Э н ди

ба^о Уринли экан ли ги н и  курсатамиз. Б ун и н г учун L J). оператор  тар ­
кибидаги д.±| =  д(х. ±  h) ни  х  нуцга атроф ида Т ейлор цаторига ёям из. 
Равш анки ,

бунда

1кУi = ^ [ ам  { У м ~  У1) ~ ai (У. ~ Уi - i ) ]  "  d>yt + %■

L fi. -  Щ х )  = 0(h2) (5.39)

Демак,

И кк и н чи  том ондан

L u (x ,)  =  р ( х ,) 9 ' + p '{ x i )d 'i - ? ( * , ) # , + / ( * , ) .

Бу м уносабатлардан



ни  \о с и л  ки лам и з. (5.39) ш арт баж ари ли ш и  учун

= р \ х , ) + 0(h2), = р(Х/) + О(h2 ),

<Р, = f i x )  + о т ,  d, = q(x)  + 0(hr)

(5.40)

(5.41)

тен гли клар  урин ли  булиш и керак .
Э нди к (х )  = —Ц- деб  белгилай м и з ва к{х) н и  х  , нукта атроф и -

P W  /- -
да Т ейлор катори га  ёям и з, натиж ада

(  > /  \
к , +  х - х  ,

i— 1 / —
к' , + -

■ 1 1 х - х  ,
2 V 2 )

/—  
2

7
К)

 
1

-  = \  I k (x )dx  = -̂ j  a, h Х: , ’ h Хм

к я , + о ( й 4 = к , + ~ к ' + о ( л 3)

к " , +

+ -  х - х

хрсил булади. Д ем ак,

^  ь2 ^-°’5Q- — Р , —----------
24 /̂-0.5

Ш унга ухш аш

Булардан эса

а" = Р , . ' - - 1 4 % Г  + 0 ( НЗ)

вМ +С,< _  Р,*2+Р,-2 + o(h2) = pi + o(h2), 

^ J ^ ±  + 0 ( h 2 ) - - p - { x , ) + 0 ( b 2 )

ларга  эга  б у лам и з, булар эс а  (5.39) н и  и сб о тл ай ди . (5.41) т е н гл и к - 
л ар н и н г б аж ари ли ш и н и  курсатиш  ки й и н  эм ас. Х аки катан  \а м , */.ва 
<pj ни  м ос р а в и ш д а  q (x )  ва / ( х )  б и л ан  ал м аш ти р и ш  (5.32) и н те г ­
р ал н и  урта тугунли тугри  б урчакли  туртб урчак  ф о р м у л аси  б и л ан  
\и с о б л а ш д а н  и б оратд и р . М аълум ки , бундай  ф о р м у л ан и н г  ко л д и к  
\а д и  0(А2) (7 -б о б га  к ) -  Ш у н дай  ки л и б , б и з (5 .40), (5.41) т е н гл и к - 
ларн и  ва ш у билан  би рга  (5.39) б а \о н и  курсатдик. Бу эса  / . ^ о п е р а ­
то р  Lu(x) н и  (5 .29), (5.30) м асал ан и н г  ечи м и д а  h га н и сб атан  и к ­
ки н чи  тарти бли  ап п р о кси м ац и я  ки л и ш и н и  курсатади.

1 - э с л а т м а .  (5.38) айирмали схемани амалда куллаш, унинг коэффициент­
ларини топиш учун (5.32) ва (5.35) интегралларни аник, хисоблаш шарт эмас.
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К оэф ф ициентларни топиш  учун О (И2) ёки бундан ю кори аницликка эга булган 
квадратур ф орм улалар билан такрибий \и соблаш  м ум кин. М асалан, (5 .32) ва

(5.35) интегралларга тугри гуртбурчаклар ф орм уласини кулласак, коэф ф ициент-

Агар трапециялар ф ормуласини кулласак,

ларни *осил киламиз.

К урсатиш  м ум ки нки , (5.38) айирм али м асалан инг ечим лари кет­
м а -к етл и ги  {^(х,.)} И -* 0 д а  C (w h) турли  ф азо д а  дастлабки  (5.29),
(5.30) д и ф ф ер ен ц и ал  м асалан и н г и(х) ечи м и га  и к ки н чи  тарти б  б и ­
л ан  яц ин лаш ади , бош цача цилиб айтганда,

бах,о ури н ли  булади (ц.[28]).

2 - э с л а т м а .  Баланс методини бошка чегаравий масалалар учун \а м  куллаш 
м умкин. Бундан таш кари, р(х), д(х), Д х)  ф ункциялар  узилиш га эга булган А л ­
ларда \ам  айирм али схем анинг якинлаш иш ини текш ириш  учун коэф ф и ц и ен т­
ларни (5.32) ва (5.35) интеграллар оркали ифодалаш  катта ахамиятга эга.

10.5.5. Тежамкор айирмали схемалар. Ф ар аз  цилайлик, чегараси  
Г  булган G  =  {0 < х ,, х2< 1} с о \а д а  уш бу и к к и  улчовли и сси ц л и к  
утказувчанлик тен глам аси н и  ечиш  талаб  ци ли нсин :

Б ун и н г учун вацт ва ф азо  буйича цуйидаги  ту р лар н и  ки ритам из:

Gh ту р н и н г  ички  нуц талар  туплам и  (/, j  =  1, 2, ..., N - 1) ни  Q A 
орцали  ва Gh н и н г  ч егараси н и  Гн оркали  белги лай м и з.

Ю ц ори да бир улчовли  и сси ц ли к  у тк азу в ч ан л и к  тен гл ам аси н и  
ечи ш да ош кор  ва о ш корм ас  схем аларн и  цуллаган эдик. Бу ерда \а м  
ш ундай схем аларни цурамиз. Бунинг учун цуйидаги белгилаш ларни 
киритам из:

u(x, t )  = fu(x,t),x е Г , 0 < t  < Г, 

и(х, 0) = и0 (х ), x e G  + Г.
(5.42)

(ot = { t k = кт, k = 0 , N - l ,  N т = 1 } ,

= {хц = (*i,-.*2y)>*ii = 'А> xij = h j  = 0,N,  hN = 1}.



А2 У « = - ^ { У , ^ - 2 y * +у,,у- ,) .

by,j = A ,^ '+ A2 Уг  

Бу белгилаш ларда о ш ко р  схема куйидагича ёзилади:

Уи ' У°  = д У,у> Ху е  0)h, tk ecoT,

1
у  в* = » ( х в Л + i)> е л,> е ®г.

Уо = «о(^)> e G h, k  = О,

(5.44)

(5.45)

(5.46)

ош корм ас  схем а эса куйидагича езилади:

И+,-И■и -уи _
г = Ду- ,ж? € 01*, г* ей),,

У Г  = М *у>г*+ i).

У °= «оЦ /)> ^- б</А,*  = 0.

(5.47)

Д астлабки  ва чегаравий ш артлардан  ф ой далан и б , (5.46) ай и р м а­
л и  схем ан и н г ечим и навбатдаги катлам да

>*+1 = У,* + ^ > к =  О, N  - 1 ,  x t] е  (oh

ош кор ф орм ула ёрдам ида топилади. Бу ош кор схем анин г устунлиги- 
дир. А м м о бу сх ем ан и н г м у \и м  кам чи ли ги  у н и н г  ш артли  рави ш да 
тургун ли ги дади р . К урсати ш  м у м ки н ки , (5.46) схем а тургун були ­
ш и учун г буйича цадам  г < i  И1 ш ар тн и  кан о атл ан ти р и ш и  кер ак  
[45, 46]. А гар И =  0,01 булса, у \о л д а  (4.42) т е н гл ам ан и н г  еч и м и н и  
Т  =  1 д а  т о п и ш  учун jV =  40 ООО та кадам  б аж ар и л и ш и  зарур. А гар 
ф азо ви й  узгарувчи лар  х р х , , ..., х р л а р н и н г  сон и  р  та булса, у хдгша 
о ш ко р  схем а тургун були ш и учун т -  тен гси зл и к  б аж ар и л и ­
ш и керак . Ш у  сабабларга  кура п ар аб о л и к  тен гл ам ал ар н и  ечи ш да 
ош кор  схем а кам  иш лати лади . Б и з кей и н ги  бандда курам и зки , ги­
перболик тенглам а учун а \во л  бош кача булиб, ош кор  схемада t =  0(A) 
булганда \а м  тургунлик сакланади.



Э нди ош корм ас схемани куриб чицайлик. (5.47) схем ада г ва h н и  
ц ан дай  о л сак  \а м  у туррун булаверади . Бу сх ем ан и н г к а м ч и л и ги  
ш ундан и боратки , \а р  бир вацт цатлам ида

уТ  ~ гАУ'/' =  > V’ X U e c o h > j  =

v*+l -  u*+l x e A  ^5 '48 ^У ij ~  "ti 9 У e  ЛА

тенглам алар систем асини ечи ш  лозим . Бу системада y - f ' ном аълум - 
л а р н и н г  со н и  ( N - 1)2 та. А гар бу си стем ан и  Гаусс м ето д и  б и лан  
ечадиган булсак, 0 (N b) та ар и ф м ети к  амал баж ариш  зарур. И ш н и н г  
я н а  бир муш кул том он и  ш ундан иборатки , бундай си стем ан и  вацг- 
н и н г  ^ар бир  цатлам и да ечи ш  л о зи м , бу эса хисоблаш  и ш и н и  я н а  
\а м  купайтириб ю боради.

Ф азови й  узгарувчи ларн инг сон и  икки та ёки  ундан куп булганда
(5.48) систем а м атрицасининг кури ниш ин и  х,исобга олган холла си с­
тем ан и  ечиш  м етодларини  куриш  м ацсадга м увоф икдир. Б у  м етод ­
л а р н и н г  би ри  — Ф у р ьен и н г тез  ал м аш ти р и ш и  билан  биз 10.3-§ да 
тан и ш ган  эдик . Бу методлар куп улчовли м асалаларни бир  улчовли 
масалалар кетма-кетлигига келтириб ечиш га асосланган. Бундай кел­
ти р и ш  н ати ж аси да ш ундай  ай и р м ал и  м етодлар  вужудга кел ад и ки , 
улар ош кор  ва ош корм ас схем аларн инг и кки  яхш и хусусияти: абсо ­
лю т тургунлик ва ечи ш н и н г соддали ги н и  узида м уж ассам лаш тира- 
ди . Бу м етодлар  эл л и ги н ч и  й и л л ар д ан  б ош лаб  \а р  хил н о м л а р  — 
узгарувчан й у н а л и ш и  методлар, парчаланиш  методлари, каср  цадам ­
ли методлар, локал-бир улчовли мет одлар  остида м атем ати к  ф и зи к а  
м асалаларини ечиш да кен г цулланила бош ланди. Х^озир бу методлар 
ум ум ий т еж ам кор методлар н о м и  б и л ан  аталади  (тула м аълум от 
учун к,. [28,46,47,56]).

Узгарувчан йуналишли метод. Биз хрзир ш у узгарувчан й ун али ш - 
ли  м етодлардан  бири булган буйлам а-кундаланг айирмали схема  ёки  
П исм ен-Рэчф орд схемаси  деб аталувчи  м етодн и  куриб чи ц ам и з.

Бу м етодда £ -ц атлам д ан  ( k +  1) цатлам га утиш  и к ки  б осц и ч- 
дан иборат. Биринчи босцичда

Д.у*. - + Д,у* дг, е П , (5-49)

к + —
системадан орадаги y fj 2 кийм атлар  аникланади . И кки н чи  боскичда

к±-



системадан у,*+| лар топилади. Бунда Д ^ в а  Д^у.. айирмали нисбатлар
(5.43) ва (5.44) ф орм улалар  б и лан  ан и кл ан ад и . (5.49) тен гл ам а  ф а- 
цат х, узгарувчи буйича о ш к о р м ас  булиб, (5.50) тен гл ам а  ф ац ат  х 2 
узгарувчи  буйича о ш ко р м асд и р . Ш у н и н г  учун хам бу (5.49) ва 
(5.50) тен глам алар  си стем алари  аввал  x t йун али ш  буйича, кей и н  х 2 
йуналиш  буйича бир  улчовли хайдаш  методи ёрдам ида ечилади. М е­
то д н и н г  н о м и  хам ш ундан  келиб  чиццан .

Бу с и с т е м ал а р н и н г  ечи ш  ал го р и тм л ар и  ц у й и д аги дан  и борат:
(5 .49) си стем ан и

0 , 5 у у %  +  О -  х ) , ; ♦ * +  0 , 5 у > Д  =  - 7 ?  ( 5 .5 1 )

кури н и ш да ёзи б  о лам и з, бунда

у  = r h ~ 2, F* = > ’,* + 0 , 5гД 2 v* .

Бу си стем ан и  j ( j  =  1, 2, ..., N - 1) н и н г  хар бир  б ел ги л ан ган
цийм атида / узгарувчи буйича хайдаш  м етоди билан ечам из. Х айдаш

к+— к+—
м ето д и н и  куллаш  учун y 0 j2 ва y Nj2 (/ =  1, 2, ..., N - \ )  чегарави й  
ки й м атл ар н и  билиш  керак , Б у н и н г  учун (5.50) т ен гл ам ад ан  (5.49) 
тенглам ани айи рам и з, натиж ада

к+^ k+iхрсил булади. Бу ф орм ула асосида y QJ 2, у Nj 2 чегаравий к^ й м атл ар - 
ни  куйидагича топам из:

, , к , . t+t _ А*оу+А*о/ Т л 1( .к+\ к
V 2 ~ 4 V o j

* д
y .w j2

мк ,iA + 1
_  И Nj +  А̂.у/

2 k ; 1~  fJ-Nj

j  =  1,2, . . , N - 1.

j  н и н г  ^ар бир белгилан ган  к^ й м ати д а  (5.51) си стем ан и  х { й у н а­

ли ш  буйича \а й д а ш  м етоди билан  ечганда 0 (N ) та а р и ф м е ти к  амал
к - -баж арилади . Д ем ак , барча y f i  ни  топ и ш  учун 0( N 2) та ар и ф м ети к

ам ал баж арилади.
кЛ

Барча у; 2 лар топ и лган дан  кей ин  (5.50) тен глам алар  си стем а­
си н и  ечамиз. Бу тенглам алар  си стем аси ни  куйидагича ёзиб  оламиз:



К у р и н и б  тури б ди ки , \а р  бир б ел ги л ан ган  /(/ =  1, 2, ..., N - \ )  
учун бу си стем ан и  у узгарувчи буйича х ай д аш  м етоди  б и л ан  ечи ш  
мум кин. Бунда чегаравий ш артлар (5.42) м асала буйича

кури ниш да ан и клан ади ; (5.42) систем адан  бар ч а  у ^  л ар н и  топ и ш  
0(vV2) та ар и ф м ети к  ам алн и  талаб цилади.

Ш ундай  цилиб, м аълум ларга  к^ра у у*] л ар н и  то п и ш  узга­
рувчан йун али ш ли  м етод буйича 0 (N 2) та  ар и ф м ети к  ам ал н и  талаб 
цилади. К урсатиш  м у м ки н ки , б у й л ам а-к у н д алан г  м етод абсолю т 
тургун булиб, и(х, t) етарлича си лли ц  булса, ап п р о кси м ац и я  тар ти ­
би 0(г2 +  И2) булади ва L 2 н и н г  турдаги н о р м аси д а  тац р и б и й  ечи м  
а н и ц  ечи м га 0 (г2+  Л2) тезли кд а  яц и н л аш ад и  (ц.[46, 47]).

10.5.6. Узгарувчан коэффициентам иссицлик утказувчанлик тенг­
ламасини ечиш. К о эф ф и ц и ен тлари  узгарувчан булган цуйидаги и с­
сиц ли к утказувчанлик тенглам аси  учун би ри н чи  чегаравий м асала­
ни  царайлик:

бунда р (х , /), р (х , t ) , f ( x ,  t) етарли ча  си л л и ц  ф у н кц и ял ар  булиб,

ш артларни цан оатлан ти рси н . Х ар бир белги лан ган  г учун (х.,/) нуц-

айирм али нисбат билан апп роксим аци я цилам из. Бунда о(х(,/) ко эф ­
ф и ц и ен т  балан с м етодидагидек и к ки н чи  тарти бли  ап п р о кси м ац и я  
ш артларини цаноатлантириш и керак:

Ую ~ n ( x,o'h+i )' -J’iv ~ n { xi.N>h+1)

u ( x ,0) = u0 (x ) ,« (0 ,/)  = jj, ( t ) ,u ( l,t )  = /j 2 ( /) , (5.53)

C, >  p(x, t) >  C2> 0, p (x , 0  > C 3> 0 (5.54)

(5.55)



a(xi+[J)+a(xht)
2

a{xi+ut)-a{xh t)
2

^ l  =  P (Xi,t) + 0 (h 2),

Б аланс м етодида ку р ган и м и зд ек , a(x.,t) ни  куй идаги

ф орм улаларн и н г б ирортаси  билан  хисобласак, (5.56) м уносабатлар  
у р и н ли  булади. Ш ун дай  кди и б , (5.53) д и ф ф е р е н ц и а л  тен глам ага  
уш бу вазн и й  айи рм али  м асала м ос келади:

Бунда t =  tk+  0 ,5г ва о  -  0 ,5 булса, у холда (5.57) схем а а п п р о к ­
с и м а ц и я с и н и н г  хатоли ги  г =  0 ( г 2+ А 2) були б , с т* 0 ,5  б у лган д а  
г  =  0(г +  И2) булади. Ш ун дай  к ^ л и б , биз о ш корм ас  схем ага  эга 
булдик. Бу систем ан и  ечиш  учун хайдаш  м етодини куллаш  м ум кин. 
А йирм али схем анин г тургунлигини текш ириш да, олдинги  бандлар- 
да к,араганларимиздан таш кдри , коэффициентларни музлат иш прин­
ципи  хам иш латилади . Бу п р и н ц и п  узгарувчан к о э ф ф и ц и е н т™  м а­
салан и  узгарм ас к о эф ф и ц и ен тл и  м асалага келтиради . М и сол  учун 
(5.57) схем ада а  =  0 ва f ( x .,  t) =  0 д еб  олиб, куйидаги о ш к о р  сх ем а­
ни  царайм из:

Ф ар аз  к и л ай л и к , р (х ., t), a (xr  t) к о э ф ф и ц и е н т л а р  узгарм ас 
булси н , я ъ н и  р (х (, 0  =  р  =  co n st, a(xt, t) =  а  =  co nst. У холда (5.58) 
тенглам ан и  куйидагича ёзиш  м ум кин:

/ = \ ,2 ,. . . ,М -\ ,

У? = «О (Х, )У о  =  /*. ( ‘к)У м  = ^2 ('* )•

(5.57)



М аълум ки , бу о ш к о р  схем а т, < |  И1 булганда, яъ н и

(5.59)
Р 2

булганда тургун булади.
К о эф ф и ц и ен тл ар н и  м узлатиш  п р и н ц и п и  ш уни тасд и кдай ди ки , 

агар барча х. ва t =  tk+  0,5г лар  учун

r a ( x , . l )

P(XiJ)

т ен гси зл и к  б аж ар и л са , у холда (5.58) схем а тургун булади. А гар 
С ,>  а(х., г) >  С2> 0, р  (xit /)> С ,>  0 м у н осабатлар  м аълум  булса, у 
холда

баж ари лган д а  (5.60) т ен гси зл и к  у р и н ли  булади. (5.58) сх ем ан и н г  
тургунлигини катъий равиш да асослаш н и  [47] дан караш  м ум ки н.

Агар о  >  0,5 булса, у холда ко эф ф и ц и ен тл ар н и  м узлатиш  п р и н - 
ципидан  (5.57) схем ан и н г абсолю т тургунлиги келиб чикади.

10.5.7. Чизикли булмаган иссицлик утказувчанлик тенгламасини 
ечиш. К уйидаги чегаравий м асалани караймиз:

— = f  (и ), 0 < .v < /, 0 < I < Т,
c t  сх \  с х )  ‘ v '

(5.61)
г/(лг,0) = и0 (x),u(0, t)  = /j, ( / ) ,« ( ! , / )=  ц2 (/).

О датда, чи зи кди  булмаган тен глам алард а  р(и )  ф у н к ц и я н и н г  у з­
гариш  сохаси олди ндан  маълум булмаса, о ш ко р  схемалар иш лати л-
майди. _______

С оф  о ш ко р м ас  схема (/ = 1, М  -  1 j ном аълум ларга ни сбатан  
ч и зи кди  си стем ан и  хам, чи зи к ди  булм аган  си стем ан и  хам таш ки л  
этиш и мумкин. Ушбу схема



да а' = l [ p { y * ) +  )] деб  ол сак , у холда y f * \ i  =  1, М  -  1) н о ­
м аълум ларга н и сб атан  ч и зи кди , абсолю т тургун булиб, а п п р о к с и ­
м ац и я  хатолиги г  =  0(г +  И1) булади. Бу си стем ан и н г ечи м и  хайдаш  
методи билан топилади.

К уп и н ча (5.53) тен глам а  учун уш бу

* + 1 к 
V, ~  V: / 4V -V  / ч * + 1 *+>

- Л уП

ф Г ’Ы .г*-,1) (5.63)

соф  о ш корм ас  схем а иш латилади . Бу схем ани  куллаш  учун у ёки бу 
итерацион м етод кулланилади. М асалан, итерацион ж араённ и  куйи­
дагича олиб  бо р и ш и м и з м ум кин:

,<S>U'

: У/
(5.64)

бу ерда S — итерац и я  ном ери. Бу и терац и он  ж араён д ан  курам изки , 
чи зикди  булм аган ко э ф ф и ц и ен тл ар  олди н ги  и терац и яд а , я ъ н и  y f  

да хи соб лан ади , y f* ' н и н г  дастлабки  я ц и н л аш и ш и  си ф ати д а  y f  

олинади . А гар г кадам  кан ча ки чи к  булса, бу дастлабки  яки н лаш и ш  
ш унча яхш и булади. Агар коэф ф ициентлар  си лли к  булиб, р(и) > С2 > О 
ш арт баж ари лса, одатда, и кки -учта  и тер ац и я  к о н и к ар л и  н ати ж ага  
олиб  келади . Х ар  бир ян ги  и тер ац и яд а  н и н г  к и й м атлар и
(5.64) си стем ад ан  хайдаш  м етоди  б и лан  а н и к л ан ад и . Ш у н и н гд ек ,
(5.64) систем ани ечи ш  учун икки нчи тартибли ан и к^и кка  эга булган 
п р ед и к то р -к о р р екто р  схем аси хам иш латилади . Бунда ^-катлам дан  
(к  +  1) катлам га утиш  икки  боскичда баж арилади . Б и ринчи  б о ск и ч ­
да хайдаш  м етоди  билан  о ш корм ас  чи зи кди  систем а

.'7 - -У?  _  1
0,5т h

+ / ( > ? ) ,  / = 1,2 ,...,М -1,



ечи либ, орадаги  у, 1 (/ = 0,1,..., М )  ки й м атлар  топилади . И кк и н ч и
к + -

боскичда эса а(у ) , /(у)  чизикди  булмаган к о эф ф и ц и ен тл ар  у  = у, 2 

да \и с о б л а н и б , y f '+| ларн и  топиш  куйидаги  олти  нуктали си м м ет ­

р и к  схема
( \ /  \

1
а

А-Д
У  2 л+1

vA + 1- v *  -v/+l
+i

— п
A+-

У ,  2
v k -V *У i +1 У i

2h h
u

h

+ / У,
V У

асосида олиб борилади.

, / = 1 ,2 ,. . . ,М - I ,  v*+l =Ai,(/i+l) , ^ +1

10.6-§. ГИПЕРБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ АЙИРМАЛИ 
МЕТОДЛАР БИЛАН ЕЧИШ

Бу бандда соддалик м аксадида бир ж и н сли  гиперболик тенглам а 
учун К ош и м асаласи ни  ва биринчи чегаравий м асалани куриб чика­
миз.

10.6.1. Коши масаласини ечиш. М аълум ки, К ош и масаласи куйи­
дагича куйилади: G  =  {/ > 0, — °°<х <<»} с о \а д а  и кки  марта узлуксиз 
д и ф ф ер ен ц и ал л ан у в ч и  ш ундай и(х,г) ф у н к ц и я н и  топ и ш  к е р а к к и , 
бу сохада у

с~и д~и
- ^ = 7 7  (6.1)
C t  СХ

д и ф ф ер ен ц и ал  тен глам ан и  кан оатлан ти ри б , t =  0 т у ф и  чизикда

и ( х , 0 )  =  < р ( х ) , —
Ct

(6.2)

дастлабки  ш ар тл ар н и  к а н о атл ан ти р си н , бунда <р(х) ва у>(х) б ер и л ­
ган ф ун кц и ялар .

Д и ф ф ер ен ц и ал  тенглам ан и  айи рм али  тен глам а билан ал м аш ти ­
риш  учун Gh =  w h(oi турн и  ки ри там и з, бунда

ю = { x = i h ,  / = 0 , ± 1 , ± 2 ,..., h > 0 } ,

со={tk=kt, к =  О ,1,2,..., t > 0},

кей и н  13 -чи зм адаги дек  беш  нуктали  а н д азад ан  ф о й д ал ан ам и з. Бу 
андаза асосида курилган схема уч цатламли схема дейилади. Бу анда­
задан куйидаги ай и рм али  схема келиб чикади :



0-1,к) 
О—

о 0, к+1)

а,ю
О  0 + 1 , к)

0,к-1)
13-чизма.

.,А' + 1 *) Л}к . к- 1 к л к ,у, - 1 у ,  +У1 _  yi+\-2yj 1
2 1.2 г h

/ = 0, ±1, ± 2 ,. . .Д  = 1,2,...

Биз билам изки , бу схема (5.1) д и ф ­
ф ерен циал  тенглам ани 0 (г2+  А2) аник,- 
ликда апп роксим аци я килади. Ч егара­
вий ш артни нг и кки н чи си н и

J - y ? = <р(х,) (6.4)

билан  ал м аш ти р сак , у холда а п п р о к с и м а ц и я  тарти би  0(г) булади. 
Аммо чегаравий ш артни хам 0(т2) ани кликда апп роксим аци я килиш  
мумкин. Х аки катан  хам,

i/(.v.r)-»(.v.O) _  с»(.г.О) | х <?2ц(л,0) | q ,  2 ч 
т 01 2 д,2

ёйилм адан хам да (6.1) д и ф ф ерен ц и ал  тенглам адан  хосил буладиган

S2i/(.v.O) с2и(.г,0) ,
“ ГГ-  = — h r 1  = (P W

С Г  СХ~

м уносабатдан ф ой далан и б , куйидагига эга буламиз:

си(д\0) _  и (х ,т )-и (х ,0 ) г „ (

Бундан эса

= у ( х 1) + х- у " ( х 1) (6.5)

га эга буламиз. Агар <р(х) н и н г  ан ал и ти к  иф одаси  берилган булмаса, 
у холда <р"(х) ни  О (А2) ан и кл и к д а

А : <р, =  -v ((/>(.vM )-2 < p (.v , ) +  (р(.гм )
И~

билан алм аш тириш  м ум кин, натиж ада

л1-.»-? (6.6)

га эга булам из.

Ш ундай  ки либ , дастлабки  ш арт, (5.3) ва (5.6) дан  ку й и д аги л ар ­
ни хосил ки лам и з:



у**1 = 2 /  + г 2Д2у * -у * " 1, /  = 0,±1,±2,...А: = 1,2,... (6.8)

Бун дан  ку р ам и зки , у,0 ва у,' (/ = 0 ,±1,±2,...) ки й м атлар  (6.7) дан  
м а ъ л у м . (6 .8 ) д а н  б а р ч а  к =  1, 2, ... учун  к е т м а -к е т  а в в а л  
y f ( i  =  0 ,± 1 ,± 2 ,...) , кей и н  y f ( i  = 0 ,± 1 ,± 2 ,...) вах ,к . ларн и  то п и б  ола­
миз.

П араболик тенглам ада схем анин г тургунлиги учун кддамлар о р а­
сида т < |  И2 ш артнинг баж арилиш и кераклигини курган эдик. Энди 
гиперболик тенглам а У = ^  учун кандай  ш артни баж ариш  кер ак л и ­
гини текш ирам из.

Ф ар аз ки л ай л и к , и х ти ёр и й  / ва j  >  2 учун М  (х., t) тугун да у/  
н и н г ки й м ати н и  (6.8) ф орм ула билан  то п и ш  керак  булсин. Бун инг 
учун (6.8) да  k = j - 1 деб  о л и б , к у р ам и зк и , y j  н и н г  к и й м ати  
yf~\ , у / ‘ \  у { ~ в а  y j ' 2 лар о р кал и  и ф одаланади . Агар j  > 3 булса, уз 

навбатида, уД,1, у / -1, y j_ j , у /"2 л ар н и н г кийматлари паст катлам лар- 

даги  y j ;? ,  y j ; ; ,  y j ' 1 , y j : ; ,  y j : ? ,  у/;,3, y j ' \  y j y j ’4 лар  о р к а л и  и ф о ­

д ал ан ад и . Бу ж ар аён н и  д аво м  этти р и б , охирги н ати ж ад а  y j  ни 
y ” (m = / + s ,s  = 0 ,± l , . . . , ± y - 2 )  в а  у)„{т = i + s ,s  =  0 ,± 1 ,...,±  у -  1) 
оркали  и ф одалай м и з. Бу к и й м атл ар н и н г  барчаси тен г ён л и  A M C D  
учбурчак ичида ётади (14 -чи зм а). Бу учбурчакн и н г учи Л/(х\, /)  
нуктада булиб, бир то м о н и  О х у к и д а , колган и кки  то м о н и  М С  ва 
M D m w  иборат. Улар Ох уки билан ± arc tg y , у  = г/h  =  const бурчакни 
таш ки л  этади . M C D  учбурчак (6.8) айирмали схеманинг аницланган- 
лик учбурчаги  дейилади .



Ш ун дай  ки л и б , у {  н и н г  ки й м ати  М  нуктада (6 .8 ) тен гл ам а  ва 
C D  \а м д а  E F  кесм ал ар да  ётувчи у°т ва у'т д астл аб к и  ки й м атлар  
оркали  ан и клан ад и . М атем ати к  ф и зи к адан  м аълум ки, и(х, /) ечи м ­
н и н г  М (хп /.) н уктадаги  ки й м ати  (6.1) тен гл ам а  хам да А /(х , Л) нук- 
тадан  утувчи

t - t . =  x - x ,  t - t  = -x  +  x  (6.9)
J I9 J ' v 7

характеристикалар t =  0 тутри чизикда ажратадиган кесмадаги шартлар 
би лан , я ъ н и  А В  кесм адаги  бош лангич  ш артлар  билан бир  ки йм атли  
рави ш да ан и кл ан ад и . (6.1) тен гл ам ан и н г  (6.9) характери сти калари  
у зар о  п е р п ен д и ку л яр  були б, Ох уки  б и лан  ~ ва ~  б у р чакл ар и н и  
таш кил  этади; М А В  учбурчак (6.1) дифференциал тенгламанинг аниц- 
ланганлик учбурчаги  дейилади .

Ф ар аз ки л ай л и к , т у р н и н г г  кадам и  Л д ан  катта булси н (1 4 -чи з- 
ма). Бу холда L M A B  <  L M C D  ва lg (L M C D ) =  у  >1 булиб, айи рм али  
т ен гл ам ан и н г  ан и к л а н га н л и к  учбурчаги д и ф ф ер ен ц и ал  т ен гл ам а­
н и н г  ан и к л ан ган л и к  учбурчаги и чида ётади . Ш у н и н г учун хам CD  
кесм ада бериладиган дастлабки ш артлар М  нуктада ечи м н и  аниклаш  
учун етарли  эм ас. Агар биз А С  ва D B  кесм аларда бош лан ги ч  ш ар т­
л а р н и  у згарти рсак , (6 .1), (6.2) м асал ан и н г  ечи м и  бутун G  сохада, 
ж ум ладан , М  нуктада узгари ш и  керак . А ммо у / н и н г турдаги к и й ­
м ати  М  нуктада бундай узгари ш ларга  б о гл и к  булм асдан , узгарм ай  
Колади. Д ем ак, у  > 1 булганда (6.7), (6.8) айи рм али  м асалан инг ечи ­
м и /г->0да (6.1), (6.2) К ош и м асаласи н и н г ечи м ига яки н л аш м ай д и ; 
(6 .7), (6.8) ай и р м ал и  м асала (6.1), (6.2) д и ф ф е р е н ц и а л  м асалан и  
ап п р о к си м ац и я  ки лган ли ги  сабабли  у тургун була о л м ай д и , чунки  
ап п р о кси м ац и я  ва тургунликдан  яки н л аш и ш  келиб ч и ки ш и  керак. 
Б ун дан  биз ш ундай хулосага келам из: у  =  т/h  =  const булганда тур 
м етоди  б и лан  то п и л ган  такр и б и й  ечи м лар  к етм а-к етл и ги  h->0 да 
яки нлаш и ш и учун у  <  1 ш артни нг баж арилиш и зарурдир, яъни  д и ф ­
ф ер ен ц и ал  тен глам ан и н г ан и кл ан ган л и к  учбурчаги айи рм али  тен г­
л а м а н и н г  а н и к л а н га н л и к  учбурчаги билан  устм а-у ст  ту ш и ш и  ёки  
у н и н г  ичида ётиш и керак . У мумий холда д и ф ф ер ен ц и ал  тен гл ам а­
н и н г  ан и кланганлик учбурчаги эгри чизикли учбурчак булади, ам м о 
бу холда хам д и ф ф ер ен ц и ал  тен глам ан и н г ан и к л ан ган л и к  учбурча­
ги ай и рм али  схем анин г ан и к л ан ган л и к  учбурчаги ичида ёти ш и  л о ­
зим. Бу ш артн и н г баж арилиш и учун тур кадам лари  маълум м уноса- 
батда о л и н и ш и , я ъ н и  ту р н и н г махсус тан л ан и ш и  талаб  ки л и н ад и . 
Д и ф ф ер ен ц и ал  тен гл ам ан и н г  к о эф ф и ц и ен тл ар и д ан  ва бош лан ги ч  
ш артлари дан  маълум си л л и к ли к  талаб кд л и н ган да  такр и б и й  еч и м ­
л ар  кетм а-кетл и ги н и н г К ош и  м асаласи ечи м ига я ки н л аш и ш и  учун 
ю коридаги  ш арт етарли булади.



10.6.2. Биринчи чегаравий масалани ечиш. Биз эн ди  теб р ан и ш  
тенглам аси  учун G = { 0 < j c <  1 , 0 <  t <  7} сохада ушбу би ри н чи  чега­
р ави й  м асалан и  куриб ч и кам и з. Я ъ н и  G  сохада икки  м арта у зл у к­
си з д и ф ф ер ен ц и ал л ан у в ч и  и(х, t) ф у н к ц и я н и  топ и ш  к е р а к к и , бу 
сохада у

$  = $  (6 .Ю )
с г  дх

тен глам ан и  кан оатлан ти ри б , t =  0 тугри ч и зи кда

u(x,0) = <p(x), ^ ( x , 0 )  = V (x)  (6.11)

дастлабки ш артларни ва

и(0,0 = /!,(/), u(\,t) = /u2(t),0 < t < T  (6.12)

чегаравий ш артларни к,аноатлантирсин. Бу м асалани тур методи би­
л ан  ечиш  учун уш бу

GhT = {*,. = ih,i = О М ,И М  = l;/t = кт,к =  OJV, Nv  = Т}

турн и  ки р и там и з  ва 13 -чи зм адаги дек  уч цатлам ли ан д аза  буйича
(6.1) д и ф ф е р е н ц и а л  тен гл ам ан и  (6.3) д аги  ай и р м ал и  схем а би лан  
ал м аш ти р ам и з, бу ерда / ва к куйидаги  ки й м атлар н и  кабул килади:

/ =  1,2, ..., М - 1 ;  к =  1,2, ..., N - 1 .

Д астлабки ш артлар учун (6.7) ф орм уладан ф ойдаланам из. Ч егаравий 
ш артлар куйидагича ёзилади:

^ = н ( ь Л у 1: 1 ( ' *♦<)>*= o , i , . . . ,N ~ i .

Буларнинг \ам м аси н и  бирлаш тириб, ай и рм али  схем анинг куйидаги 
\и со б л аш  алгоритм и га эга буламиз:

У? =  <p(*i ), у ! =  <р(*,) +  w ( x ,-) +  4  ’ ^6-1

у**1 = 2 у* + г 2А 2у * - у * ' 1, / = 1 ,2 , . . . ,М - 1 ,  (6.14)

Уо+' = М 1 ( ' * Л У » '  = ^ Л к = 0 , 1 , . . . ,N - 1 .  (6.15)

Ю кори да ку р д и к ки , бу схем а (6.1), (6.3) чегарави й  м асалан и  
0(г2+  И2) ан и к д и к д а  ап п р о кси м ац и я  ки лади . К урсатиш  м у м ки н ки , 
(К-[42, 47, 24]), агар  и хтиёри й  е > 0 учун г ва Л кадам лар  куй идаги
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ш артн и  к;ан оатлантирса, (6 .7), (6.10), (6.11) схем а тургун  булади. 
Б и з бун и н г исботи га тухталиб утирм айм из.

Мисол.  Тур методи билан (7 = {0 < х < 1, 0 < г < 1} сохада

д2и д2и 

dt2 ох2

тур тенгламасининг

й(0,/) = и(1,/) = 0(0 < 1 < 1),
ди

и ( х , 0) = sin 7гх, —  (х, 0) = 0

чегаравий ва дастлабки шартларни каноатлантирадиган такрибий ечими топил- 
син.

Ечи ш.  Бу ерда h - 0,1 ва г = 0,8/? = 0,08 деб оламиз.  Кейин 
<р(х) = sin пх, <р"(х) = - п2 sin кх хамда ^(*)=0 лигини хисобга олиб, (6.5) фор­
мулани куйидагича ёзамиз:

у )  =  у !  + Y < p " ( x i ) = (1 -  0,0032л2 ) sin ЯХ; .

Энди д2 операторнинг куринишини эътиборга олсак, хисоблаш учун куйидаги 
алгоритм хосил булади:

у}  = sin 7гх,-, = ( l  -  0 ,0032л-2 )s in  п х {, / = 1,2, 1,

Уо*'  = У м '  = °> k  = 0,1 , jV-  1,

у,,**' = ОМУм + 0,72yf + 0,64у*_, -у*-'.

\исоблашни фак;ат 0 < х < ^  учун бажарса етарли булади, чунки u=u(x,t) ечим­
нинг графиги х = — текисликка нисбатан симметрик равишда жойлашган.

10.7-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ГИПЕРБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШДА 

ХАРАКТЕРИСТИКАЛАР МЕТОДИ

10.7.1. Квазигиперболик дифференциал тенгламалар системаси ха­
рактеристикаларининг тенгламалари. М аълум ки, хар кан дай  хусусий 
\о си л ал и  д и ф ф ер ен ц и ал  тен глам аларн и  алм аш ти ри ш лар  баж ариш  
натиж асида унга тенг кучли булган бирин чи тартибли д и ф ф е р е н ц и ­
ал тен глам алар  си стем аси га келтириш  м ум кин. Куп ж и хатдан  бун­
дай систем алар  н азари й  урганиш да хам, такрибий  ечи ш да хам м аъ­
лум аф залли кларга  эгадир.



Ёзув м ураккаб булмаслиги ва асосий  foh туш унарли булиш и учун 
икки та би ри н чи  тартибли хусусий хосилали д и ф ф ер ен ц и ал  тен гл а ­
малар систем асини караймиз:

ф у н к ц и я л ар  х , у , и, д  у згар у вчи лар н и н г би рор  узгариш  сохаси да 
узлуксиз диф ф еренциалланувчи  ф ункциялардир. Бундай систем алар 
квази чи зи кди  дей илади . Агар а.., b к о эф ф и ц и ен тл ар  ф акат  х  ва у  га 
боглик, булса, у холда (7.1) си стем а яр и м  ч и зи к л и  д ей и л ад и . А гар, 
бун дан  т а ш к а р и ,^  ва / 2 л ар  и ва 9 га н и сбатан  ч и зи к л и  ф у н к ц и я  
булса, у холда (7.1) систем а ч и зи кли  систем а дей илади .

К вази чи зи кли  си стем алар  куп и н ча газоди н ам и ка  м асалаларида 
учрайди.

Ф ар аз ки л ай л и к , G c o \a  Оху т еки сл и к д а  ётси н  ва м(х, у), д (х , у) 
ф ун кц и ялар  (7.1) си стем ан и н г С  сохада узлуксиз д и ф ф ер ен ц и ал л а­
нувчи ечи м и булиб, С эса  С  сохада ж ой лаш ган  каррали  нукталарга 
эга булм аган  с и л л и к  эгри  ч и з и к  булси н . Б и з  бу ерда  и =  и(х, у) ва 
д =  Ц х , у) е ч и м н и н г  С устидаги  ки й м ати га  кура (7.1) си стем ад ан

_  „ си „ ди „ дЪ дЬ
ф о и д ал а н и б , С  у сти да Р\ -  <7i = Рг ~  ^  хусусии

хосилаларнинг ки й м ати н и  ани клаш  м асаласини караймиз.
А ввало, (7.1) си стем ад ан  ку р ам и зки , С  эгри  ч и зи к  устида p t, p 2, 

q v q2 хусусий хоси л ал ар н и н г ки й м атлари

диф ф еренц иал  муносабатларни каноатлантиради. Ш ундай килиб, р х, 
p v  q r  q2 л ар н и  ан и кл аш  учун туртта  б и р и н ч и  тарти бли  чи зи кли  
тенглам ага эга буламиз.

Э н ди  С устида dx  *  0 деб  ф ар аз  ки ли б , (7.3) н и

(7.1)

Бу ерда

а =  а.рс, у, и, 5), Ь = b.fx, у, и, #), f=Jpc,  у, и, 9)

а пР\ + а п Р г  + Ь \\Я\ + Ь пЧ2 =  ./!•

а2\рх + а 22р 2 + b2lq{ + b 22q2 = / ,
(7 .2 )

м уносабатларни ва С эгр и  ч и зи к  устида

р  dx  +  q xdy  = d u ,p  dx  +  q ,dy  =  dd (7.3)



ку р и н и ш д а ёзи б  о л ам и з ва (7.3), (7.4) м ун осаб атлардан  p t ва р г ни  
йукртам из, натиж ада q t ва q2 га нисбатан  куйидаги си стем ан и  хосил 
кдлам из:

(bud x - a nd y )q x + (bn dx -  a n d y )q 2 = f \d x  -  a udu  -  a n d Q , 1 

{b2xd x - a n d y )q x + (b22dx  -  a22d y )q 2 = f 2d x - a 2xd u - a 22d&.\ ^

А гар бу си стем ад ан  g, ва q2 ни  то п и ш  м ум ки н  булса, у холда
(7.4) д ан  р х ва р 2 ни  то п ам и з. Б и з С  устида d x *  0 д еб  ф ар аз  ки лган  
эд и к , акс холда dy  *  0 булиб, (7.4) н и н г  у р н и га

dx du dx , dd  _ч
9' = - р ' ф  + * ’ Ь = - ъ * + ф ;  <7-6>

м уносабатларга эга булам из ва (7.5) н и н г  Урнига

(an d y - b ud x ) p x + ( a l2d y - b , 2d x )p 2 =  f xd y - b ud u - b n d b , \

(a2id y - b 2ldx)Pl + ( a 22d y - b 22d x )p 2 -  f 2d y - b 2xd u - b n d b \

систем ага эга  буламиз. (7.5) ва (7.7) си стем аларн и н г ан и к^овч и лари  
ф акат  и ш ораси  билан  фарк, ки ли ш и  м ум ки н . (7.5) си стем ан и н г  д е - 
тер м и н ан ти н и  Д оркали  белгилаймиз:

Д =
bu d x - a u dy  bl2d x - a l2dy  

b2]d x - a 2xdy  b22d x - a 22dy (7.8)

Бу ерда и к ки  холн и  курам и з:
1) Д д етер м и н ан т  С эгри  ч и зи к н и н г бирорта н укгаси да хам н о л ­

га айланм айди;
2) А д етер м и н ан т  С  эгри  ч и зи к  устида ай н ан  нолга тенг.
Б и р и н ч и  холда (7.5) си стем а qv q2 га н и сбатан  яго н а  ечи м га эга,

д ем ак , С  эгр и  ч и зи к н и н г  хар б и р  н у к таси д а  и(х, у) в а  #(х, у) л а р ­
н и н г  С д аги  ки йм атлари  хамда (7.1) систем а буйича бу ф у н кц и ял ар ­
н и н г хусусий хоси лалари н и  топ и ш  м ум кин.

И к к и н ч и  холда (7.1) си стем ан и н г ечи м и  м авж уд д еб  ф араз к д п - 
ган ли ги м и з учун (7.5) систем а урин дош  булиш и керак . А м м о Д =  О 
булганлиги  учун (7.5) си стем а ч екси з куп ечи м га эга булади. Ш у н ­
дай  ки ли б , и к к и н ч и  холда и(х, у ), &(х, у) л а р н и н г  С устидаги  к и й ­
м атлари  буйича е ч и м л ар н и н г  хусусий х о си л ал ар и н и  С  устида бир  
К ийм атли р ави ш д а  ан и к л а б  булм ай ди . С  эгри  ч и з и к  б и л ан  е ч и м ­
н и н г  бу эгри  ч и зи к  буйлаб  о л и н ган  ки й м ати  би ргали кда (7.1) с и с ­
тем ан и н г (х, у, и, &) ф азодаги  х ар актери сти к  эгри  чизиги  дей илади . 
Бу эгри  ч и зи к  буйлаб (7.1) си стем ан и н г ечи м и  тармокданиши м ум ­
кин. С  характеристика характеристик эгри ч и зи к н и н г Оху теки сл и - 
гидаги п р о ек ц и яси  булади.



С х ар актер и сти к ага  утказилган  у р и н м ан и н г Ох уки билан  т а ш ­

кил этган бурчагини нг тан ген си  Я = ^  куйидаги тенглам ан и  кан о ­

атлантиради:

bit ^^7i| î"> Я̂ /i,
Ьи -Ха1г

= 0. (7.9)

Б елгиланган  (х, у, и , 5) нуктада бу Я га ни сбатан  квадрат тен гл а­
ма булади. А гар бу т е н гл ам ан и н г  и лдизлари  хаки ки й  ва \а р  хил 
булса, у холда (7.1) систем а (jc, у , и, д) нуктада ги п ерболи к  систем а 
дей и лади . А гар бу хусусият (х, у, и, д) ф а зо н и н г  би рор  со х аси н и н г 
Хар бир  нуктаси да ури н ли  булса, у холда (7.1) систем а бу сохада 
гиперболик си стем ан и  таш кил этади дейилади . Биз ф акат ги п ербо­
л и к  систем аларни караймиз.

Р авш ан ки , (7.1) гиперболик систем ан инг берилган и(х, у), д(х, у) 
ечи м и  ан и к л ан ган  G  со х ан и н г  хар бир н уктаси да (7.9) тен глам а 
и кки та  х аки ки й  хар хил ечи м га  эга  булиб, улар бери лган  ечи м га 
мос келадиган характеристикаларга утказилган ури н м аларн и н г и к­
ки та  й у н али ш и н и  ан и к л ай д и . Б ери лган  ечи м га мос келадиган
(7.9) тен глам ан и н г и лди злари н и  Я, ва Я, оркали  белгилайм из (улар х  
ва у  н и н г ф ун кц и ялари  булади), натиж ада куйидаги икки та тенгла­
малар систем асига эга буламиз:

dy = 1! (.V, y)dx, dy = 1,(х, y)dx.

Бу тен глам аларн и н г хар бири  G сохани туш овчи бир парам етрли 
эгри чи зи клар  оиласин и  — бу тен глам ан и н г интеграл чизиклари ни  
таш ки л  этади . С сохан и н г хар бир нуктаси дан  о и л ан и н г  биттагина 
эгри  чизиги  утади. (7.9) тен глам ан и  биринчи тарти бли и к ки н чи  д а­
ражали ди ф ф ерен ц и ал  тенглам а сиф атида карасак, у холда (7.1) сис­
тем ан и н г  бери лган  ечи м и  и, & учун и к ки та  бир парам етрли  эгри 
ч и зи к д ар  ои ласи  ёки  х ар актер и сти кал ар  о и л аси га  эга булам из. G  
сохан и н г хар бир н уктаси дан  хар бир о и л ан и н г биттагина характе­
р и сти к аси  утади. А гар (7.1) си стем а катъий  квази ч и зи к д и  булса, у 
холда унинг характеристикаси система ечим ининг танланиш ига кать- 
ий б о гл и к  булиб, ф акат  ечи м  м аълум  б улган д аги н а  уни ан и клаш  
м ум ки н . Ч и зи кл и  си стем а  учун о , ^ к о э ф ф и ц и е н т л а р  и, д ларга 
б огли к  булмайди ва ш ун и н г учун хам (7.9) тенглам адан  характерис- 
ти кал ар н и  м, д  л арга  б о гл и к  булм аган холда ан и кл аш  м ум кин.

Ф ар аз  к и л ай л и к , С  эгри  ч и з и к  Оху теки сл и ги д а  (7.1) си стем а­
ни нг и, д  берилган ечим ига м ос келадиган характеристика булсин. С 
эгри чизикда Д детерм инант нолга тенг. А ммо (7.5) система уриндош  
булганлиги учун Д д етер м и н ан тд а  мос рави ш да 1- ва 2- устунлари- 
ни  озо д  хадлар билан  алм аш ти ри ш  нати ж аси да хосил буладиган А,



ва Д 2 детерм и н ан тлар  хам нолга ай лан и ш и  керак. Ш ундай  кдлиб, С  
эгр и  ч и зи к да  и, д  куйидаги учта м уносабат билан  богланган :

А = О, А = 0, Aj= 0.

А м м о бу ш артлар  узаро  эркли  эм ас. (7.1) си стем а ги п ер б о л и к  бул­
ган ли ги  учун Д =  0 ва, д ем ак , бу д етер м и н ан тн и н г  устунлари  о р а ­
си д а  чи зи кди  б оглан и ш  мавж уд. Ш у н и н г  учун хам Д =  0, Д ,=  0 ва 
Д =  0, Д2= 0 ш артларни нг биридан  и кки н чи си  келиб чикади. Б и з бу 
ш артлардан асосийси сифатида

А = 0 ,Д = 0  (7.10)

н и  олам из. Ш ундай  ки либ , С характери сти када и(х, у), д(х, у) ечим 
х ар ак тер и сти ка  тен гл ам ал ар и  деб  аталувчи  и к к и та  (7.10) ш артлар  
б и лан  богланган . Булардан б и р и н чи си  х ар актер и сти ка  й ун али ш и - 
н и н г  тенглам аси , и кки н чи си  эса характеристика устида д и ф ф ер ен ­
ци ал  м уносабат дейилади .

Ш уни  таъкидлаш и м из керакки , агар биз характеристикани эм ас, 
х ар ак тер и сти к  эгр и  ч и зи к н и  кар асак , у холда у (7.1) си стем ан и н г  
бир неча ечим ига тегиш ли булиш и м ум кин. Агар ечи м н и н г узлуксиз 
д и ф ф ер ен ц и ал лан у вчи  були ш и дан  воз кеч сак , у холда ечим  узлук­
си з  була туриб , б и р и н ч и  хоси лалар  ф ак ат  хар актер и сти ка  буйлаб 
узи ли ш га  эга були ш и м ум ки н . Б ун дай  еч и м л ар н и  куй идаги ча т о ­
пиш  мумкин:

Ф ар аз ки л ай л и к , и(|)(л;,у), # <|,(л:,.у) ва H<2 )( x ,y ) ,# <2 )(Xi.y) л а Р
(7.1) си стем ан и н г икки та ечим и булиб, улар G  сохада узлуксиз хоси- 
лага  эга були ш си н , С  эса хар и ккала ечим га теги ш ли  булган харак­
те р и с ти к  эгри  ч и зи к н и н г  Оху т еки сл и ги д аги  п р о ек ц и я си  булсин. 
К уйи даги  ечи м н и  карайм из:

ч \ и {Х\ х , у )  С  ни н г бир том онида, 
w(*,y) = , , ,

[и (х ,у) С н и н г  и кки н чи  том онида;

[ # ,n (.v, v) С н и н гб и р то м о н и д а ,
и ( х ,  V) =  < ,

[d u ,(.v,y) С н и н г  и кки н чи  том он и да.

Бу ечим  G  сохада узлуксиз, ам м о С  да хосилалари  узилиш га эга.
Ю кори дагилардан  куйидаги хулосага келам из: х ар актер и сти ка­

л ар  йунали ш ларин инг тенглам алари куйидагилардан иборат:
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2̂1 ^22

тен гл ам ан и н г  илдизлари . Х арактери сти калар  устидаги д и ф ф е р е н ­
циал муносабатлар

f xd x - a ud u - a n d 9  bn - X jan 

f 2d x - a2[d u -  a22 d& b22 -
= 0 ( / = 1, 2 )

еки

(Л,А +  B ) d u  +  Cdf) +  M dx  +  N d y  =  0 (/ =  1,2) 

дан  иборатдир , бу ерда

(7.13)

(7.14)

А = °11 ап , в  =
Ь\г аи , с  = ьп ам

& 21 2̂2 Ь22 о2х Ьп ап

м  =
А  ьа

, N  =
aV2 fx

an h

(7.15)

Ш ун и  таъ ки д л аш  к е р а к к и , агар (7.1) си стем а  чи зи к ди  ёки  яр и м  
ч и зи к д и  булса, я ъ н и  ajp bt] к о э ф ф и ц и е н т л а р  и, & га боглик; б у лм а­
са, у холда Я2 ва А, л ар  хам  и, д  га б о гл и к  булм ай , (7 .11) си стем а  
Куйидаги ку р и н и ш га  эга булади:

J  = A ,(x , ,y ) ,  J  =  A ,(* ,y ) .

Б ун дай  х ар ак тер и ети к ал ар н и  Оху т е к и сл и ги д а  и, д ечи м га б о гл и к  
булм аган холда то п и ш  м ум ки н . К вази ч и зи кд и  булган холда х ар ак ­
тер и сти кал ар  м, д ечи м га б о гл и к  
булиб, х ар актер и сти кал ар  ту р и ­
н и  куриш  б и лан  бу тур тугунла­
рида и ва д еч и м л ар н и н г  к и й м а­
ти н и  то п и ш  бир вактда олиб бо- 
ри ли ш и  керак.

10.7.2. Характеристика тенгла­
маларини сонли ечиш. Оху тек и с­
лигида координ аталари  (х ,, у ,) ва 
(х2, у2) булган 1  ва 2  н у кталарн и  
олам из (15-чизм а). Ф араз ки лай -



л и к , бу нуц таларда (7.1) си стем ан и н г  и зл ан аётган  и, fl еч и м л ар и - 
ни нг кийм атлари  маълум булсин. У ларнинг /  ва 2 нуцгалардаги ций- 
м атлари ни  мр ва и2, д2 орцали белгилайм из. К ейи н  характеристи- 
к ал ар н и н г б и р и н чи  о и ласи га  м ансуб  булиб, х ар актери сти ка й у н а ­
л и ш и  буйича йун алган  ва 1  нуц тадан  ч и ц ади ган  тугри ч и зи ц н и , 
ш унингдек, 2  нуцтадан чицадиган характери сти каларн и н г и кки н чи  
оиласига тегиш ли булган характеристика буйича йуналган тугри ч и ­
зицни утказам из. Бу тугри чизикдар  цандайдир J -нуцтада кесиш ади. 
К ей и н  (7.11) ва (7.14) тен глам аларн и  1  ва 3  нуцгаларни хам да 2  ва 3  
н уц таларни  би рлаш ти рувчи  чизиц лар  буйича и н теграллай м и з, н а ­
тиж ада х ъ, у3 ном аълум  ко о р д и н атал ар н и  хам да (х3, у3) нуцтадаги  и, 
д е ч и м н и н г  ц и й м атлари  w3, # 3 ни  то п и ш  учун цуйидаги тен гл ам а- 
ларга эга булам из:

3
у  3 — V| = \ \ ( x , y , u , d ) d x  (7.16)

Уъ “  Уг = (*, У, и, d)dx (7.17)
1

з
J{ [Х(х,у,и,д)А(х,у,и,д) + B(x,y,u,d)]du + C{x,y,u,b)d$ +

+М(х, у,и, &)dx + N(x, y,u,ft)dyj = 0, (7.18)

з
JjAj [x ,y ,u ,d )A (x ,y ,i/ ,8 )  + B (x ,y ,u ,& )]d u  + C (x ,y ,u ,d ) d d  +

+ M (x ,y ,u ,d )d x  + N (x ,y ,u ,d )d y }  = 0. (7.19)

Бу и н тегр ал л ар н и  б и р о р  тац ри б и й  м етод  билан  хи соблаб , х3<0, 
Уз'", «3(|), # 3(|> тац р и б и й  еч и м л ар н и  то п и б  олам и з. Бу ерда  и к ки  
метод — Э йлер м етодин инг аналоги ва трапециялар м етодининг ан а- 
л о ги н и  цуллаш  м ум ки н . Биз ш улардан  б и ттаси н и  кел ти р ам и з. Бу 
метод адабиётларда М ассо методи  хам дей илади .

10.7.3. Эйлер методининг аналоги. К.улай б у л и ш и  учун  
А,0,’ = Я,(л:,, у , ), Aj" = А2 (х 2 ,у 2), бел ги л аш л ар н и  ки р и там и з ва А, В, 

С, М, N  и ф о д ал ар н и н г  (х., у.) (/ =  1,2) нуц галардаги  ц и й м атлари н и  
мос р ави ш д а  А р \  В р \  С /1’, Л //", TV/1* о рц али  белги лай м и з. Ю ц о р и ­
даги  (7.16)—(7.19) и н тегр ал л ар н и  хисоблаш  учун чап тугри б у р чак­
ли туртбурчаклар  ф орм уласи н и  цуллайм из, н атиж ада х ^ 1’, y3U), и3ш, 
f)3(" л ар н и  то п и ш  учун цуйидаги тац ри би й  чизиц ли  алгеб раи к  тен г­
лам алар  систем асига эга буламиз:



у ^ - г ,

у-!," -  vs = A ^ "  -  .v,),

(А,'.'М"> + - « 1) + C‘,,( ^ 1*- 0 ,) + -- r , )+ - v . )  * 0 ,

( АД Ч A ?  + fil1 ’) (г/'11 -  и2) + Ci" ( 91' ' -  d , )  + МУ1 (.ri1 ’ -  ,xs ) + N ? ’ ( y ' 11 -  y , ) s  0

Бу т е н гл и к л ар н и н г  хар б и р и н и н г  хатолиги  0 (h 2) були б, бунда 
И = ш ахЦ хз" -Х ||, |х з И -  х , | | . Бу си стем ад ан  топ и лган  х ,111, у3(", ы3ш, 

Я3П) такрибий ци йм атларни нг ан и кли ги  етарли булмаслиги м ум кин. 
Ч ун к и  /  ва 2  нуц талардан  чицц ан  х ар актер и ети кал ар н и  тугри  ч и ­
зи ц л ар н и н г кесм аси  билан  ал м аш ти р д и к , аслида эса улар эгри  чи - 
зицпи х ар актер и сти кал ар н и н г  к еси ш и ш  нуцтаси булиш и м ум ки н . 
Бундан таш ц ари , эгри  чизицли и н тегралларн и  тугри ч и зи ц  буйича 
оли н ган  интеграл билан  ал м аш ти р д и к , м аълум ки , бу цуш им ча ха- 
то л и к к а  олиб  келади . Ш у м уносабат билан  х ,11’, У3" 1, и ? и, 9 J "  л а р ­
н и н г  а н и ц р о ц  ц и й м ати н и  то п и ш  м асаласи  тугилади . А н и ц л аш ти - 
р и ш н и н г  бир неча усуллари бор. Б уларнинг бири цуйидагичадир: 

О лди н  то п и л ган  би ри н чи  яц и н л аш и ш  Я111, 3, Я0 1 , 3 дан  ф о й д а л а ­
ниб, кей и н ги  яцин лаш и ш  си ф ати да цуйидаги урта ар и ф м ети к  с о н ­
лар олинади:

^  А̂ ’ - v ( A"=+A">)-

Х удди ш унга ухш аш  / = 1,2 учун куй идаги  м и кдорлар  аник,ла- 
нади:

а ;21 = 1  ( а ;11 +  л ;0 ), в<2> = '- ( в ! 11+ в 'п ) ,с ! 2> = ^ ( с ; и + с ; п ), 

м ; 2’ = -2 ( м , т  +  м ; " ) ,  n {2) = ^ ( A f,<l) + /v 5 " ) , /  =  i ,2 .  ^7 ' 2 0 ^

Бу ерда В " \  С3(|\  M3'" , /V3(l) со н л ар  А, В, С , М, УУ детерми- 
н а н тл а р н и н г  б и р и н чи  яц и н л аш и ш д а  то п и л ган  х 3" \  у3П), м3П), д30) 
нуцтадаги циймати; J -нуцгада изланаётган иккинчи яцинлаш иш  х3(2), 
у ,(2), м3<2), #3(2) лар  кетм а-к ет  цуйидаги  ч и зи ц ли  алгебраи к т е н гл ам а ­
лар  систем асидан топилади:

= А4"3’ — ЛГ, ),



Бу системаларнинг биринчисидан аввал координаталарнинг аниц­
л ан ган  х3,2), у }(2) ц и й м атл ар и н и , кей и н ги  си стем ад ан  эс а  и зл ан аёт­
ган ф у н к ц и я л ар н и н г  ан и ц л ан ган  м3<2), #3(2) ц и й м атл ар и н и  топам из. 
Агар ан и ц л и к  етарли булм аса, бу и терац и он  ж ар аён н и  давом  этги - 
рам из. К,ачонки топ и лган  и кки та  к етм а-кет  яц и н л аш и ш н и н г  ц и й ­
м атлари керакли  ани цликда устма-уст туш са, ж ар аён н и  тухтатамиз. 
Агар И етарли ча ки чи к  булса, одатда, икки та ани цлаш  етарли  була­
д и , чун ки  к ей и н ги  я к и н л аш и ш л ар д а  а н и к л и к  ош м ай ди . Ш ундай  
ки ли б , м аълум  (хр у (, u v  # ,) ва (х2, y r  uv  § 2) н у ктал ар  буйича 
учинчи (х3, у3, м3, д 3) н у ктан и  то п и ш  м асаласи н и  ечди к . Б и з бу 
м етодни (7.1) систем а учун куйиладиган \а р  хил м асалаларга кулла- 
ш им из м ум кин. Ш уларн инг айри м лари ни  куриб чикам из.

10.7.4. Коши масаласи. Ф ар аз ки лай ли к , (7.1) си стем а, 10.7.1 да 
аникланган етарлича си лли к  С  ва бирорта нуцгасида \а м  характерис­
ти к  й ун али ш га эга булм аган  эгри  ч и зи к  бери лган  булси н (16 -чи з- 
ма). К ош и масаласи куйидагича куйилади:

и, 9 ф у н кц и ял ар н и н г  С  н и н г  бирор ёйи да берилган  ки йм атлари  
буйича (7.1) си стем ан и н г  ечи м и  то п и л си н . Б ун и н г учун ёй д а  би р- 
бирига яки н  нукталар олам из. 16-чизмада /, 2 , ..., 6  нукталар о л и н ­
ган. А ввал /  ва 2  нуцгалар буйича ю коридаги методга кура 7- нукта­
ни  топам из (яъни  ун и н г коорди н аталари н и  ва м, 9  н и н г  бу нуктада-

ги ки й м ати н и ). Бу и ш н и  ки ли ш  
м у м ки н , чун ки  1  ва 2  н укталар

2 1 с учун керакли м икдорлар дастлаб-
| ки ш артлардан  маълум . К ейи н  2  

го  ва 3  н укталар  буйича 5 -н уктан и
I  ва \.к . 5 в а  6 нукталар  буйича 1 1 -

' 1 1 8  нукгани топам из. Э нди 7, 8, 9, 10 ,
’/ 5  1 1  н уц галарн и  д астл абки  нукта- 

л ар  деб  кабул ки ли б , бу ж а р а ё н ­
ни давом этгирамиз. Бу жараён асе 
«учбурчак» тулдирилгунча давом  
этти ри лади  (17 -чи зм а). Бунда ас

^  кан дай д и р  с и н и к  ч и зи к  булиб, а 
нуцтадан чицадиган биринчи оила-

О



1 7 - ч и з м а .

га мансуб булган характеристикага 
яцин лаш и ш ди р, Ьс эса  b нуктадан 
чикддиган иккинчи характеристика­
га яцинлаш иш  булади.

Бундай куриш ни С э ф и  ч и зи к­
н и н г  бош ка то м о н и д ан  \а м  б аж а­
ри ш  м ум ки н . Ш унда би з ad b  «уч- 
бурчак»ка эга булам и з, бунда ad  
то м о н  а  нуктадан  чи кад и ган  и к ­
ки н ч и  ои лага  м ансуб  х арактери с- 
т и к а н и н г  я к и н л а ш и ш и  булиб, db 
то м о н  b н уктадан  ч и кад и ган  б и ­
ри н чи  оилага мансуб х аракатери сти кан и н г яки н л аш и ш и д и р . А н и к  
ечи м  учун бу со^а а  ва b четки  н ук тал ар д ан  ч и ки б , ечи м га  м ос 
келувчи туртта характеристикадан  таш ки л  топади .

10.7.5. Гурса масаласи. Гурса м асаласида (7.1) си стем ан и н г ш ун ­
д ай  и, 9 еч и м и н и  то п и ш  к ер ак к и , у куй идаги  ш ар тл ар н и  к а н о а т -  
л ан ти рси н : а  нуктадан чикадиган  и к ки та  ab ва ас характеристикада 
и, 9 ф у н к ц и я л а р н и н г  ки й м атлари  б ери лган  булиб, бу ки й м атлар  а  
ум ум ий нуктада устм а-уст туш син . Р ав ш ан к и , берилган  и, 9  ф у н к ­
ц и ял ар  \а р  бир  характери сти кад а  х ар актер и сти ка  д и ф ф е р е н ц и а л  
тенглам аларини каноатлантиради.

Бу м асалан и  со н л и  ечиш  учун б и р -б и р и га  я к и н  булган н укта-
л а р н и , м асалан , 18-чизм адаги  /, 2, 3 , .....  7 н укталарн и  олам и з.
Ю кори даги  м етодга кура / ва 4  н укталардан  ф о й д ал ан и б  5 -н у кта- 
ни , <?ва 5 н ук талар  буйича 9 -н у ктан и , 9 в а  6  нукталар  буй и ча  10 -  
н ук тан и , 10  ва 7 н укталар  буйича 1 1 - н у ктан и  топам из. К ей и н  1,8 , 
9, 10 , / / л а р н и  ян ги  нукталар  катори  д еб  кабул ки ли б , бундай  
ж араённ и  давом  этгирам из. Бу ж араён давом и да элем ентар туртбур- 
чак л ар  эгри  ч и зи к л и  туртбурчакн и  ап п р о к с и м а ц и я  ки л ад и ган  с и ­
н и к  «туртбурчак»ни курам из. Бу туртбурчакнин г и кки  то м о н и  ab  ва 
ас  х ар ак тер и сти к ал ар н и н г  бери лган  ё й и д ан  и борат булиб, б ош ка 
и к к и таси  b ва с н укталардан  ч и ­
кад и ган  х ар ак тер и сти к ал ар н и н г  
ёй л ар и д ан  иборат. Р авш ан ки , ab 
ва cd  чизиклар характеристикалар­
ни нг бир оиласига тегиш ли булиб, 
ас  ва b d  лар  бош ка оиласига те- 
гиш лидир. Д емак, биз шундай со)^а 
курдикки , унда берилган кийм ат- 
ларга кура ечим ни куриш  мумкин.

10.7.6. Биринчи аралаш маса­
ла. Ф ар аз  к и л ай л и к , ас ёй (7.1) 
си стем ан и н г  х арактеристикаси да



19-чизма.

ётси н , ab  ёй эса би рорта  н у кта­
си да ^ам  х ар актер и сти к  й ун а- 
ли ш га эга булм асин (19-чи зм а). 
Биринчи аралаш  масала куйида­
гича куйилади : и ва 9 ф у н к ц и я ­
л ар н и н г ab ва ас ёйлардаги  ки й- 
м атлари  буйича (7.1) с и с те м а ­
н и н г  еч и м и  то п и л с и н . Б ун да 
куйидаги ш арт баж ари ли ш и  к е ­
рак: умумий а  нуктада ф ун кц и я­
л а р н и н г  ки й м атлар и  м у во ф и к- 
л ан ган  булиб, а нуктадан  ч и к а ­

диган иккинчи оиланинг характеристикаси cab бурчакда ётиш и лозим. 
Бу м асаланинг ечилиш и К ош и масаласини ва Гурса м асаласини кет­
м а-кет  ечи ш га  келтиради . Б и з аввал a b d  эгри  чи зи кл и  учбурчакни 
ап п рокси м ац и я  циладиган «учбурчак»да ечи м н и  курам из. Бу учбур­
ч ак  ab  ёй ^ам да а ва b н укталард ан  ч и ки б , хар хил о и лаларга  м а н ­
суб булган характеристикалар  билан чегараланган. Ш у билан бирга 
номаълум  булган a d  характеристика хамда бу характеристика тугун­
л ари д аги  и ва Ь л а р н и н г  ц и й м атлари  хам маълум булади. Э нди  cad  
сохада м асалан инг ечилиш и Гурса м асаласини ечиш га келтирилади, 
чунки  и ва У л ар н и н г  ки й м атлари  а  нуктадан чикадиган  хар иккала 
характеристикада маълум.

10.7.7. Иккинчи аралаш масала. Бу масала куйидагидан иборат: и 
ва д ф у н кц и яларн и н г ab  характеристикада кийм атлари хамда харак­
тери сти к  йуналиш га эга булмаган ас эгри чизикда уларнин г чизицли 
ко м б и н ац и яси  а и  +  /Зд =  f  маълум булса, (7.1) си стем ан и н г  и ва & 
ечи м и топ и лси н . Бунда a, ft , /ф у н к ц и я л а р  ас  ёйда берилган . Бундан 
таш ц ари , а  нуцгадан чицувчи и кки н чи  характеристика cab  бурчак- 
д ан  таш ц ари да ётади ва ab  эгри  ч и зи ц н и н г а нуцтасида и ва #  н и н г

Кийматлари аи  +  /39 =  f  тен гл и к­
ни каноатлантиради.

Бу м асалан и  ечи ш  учун к у й и ­
дагича иш  тутамиз: ab характерис- 
ти кан и н г ёйида /, 2, 3 , 4 , ... нуцга- 
л арн и  олам и з (20-чи зм а). И к к и н ­
чи оила х ар актер и сти каси  буйлаб 
/  н уктадан  ас  эгри  ч и зи к н и  ке- 
сувчи тугри ч и зи к  утказам и з. Ф а ­
раз ки л ай л и к , у ас н и  5  нуктада 
кессин. И ккин чи  оила характерис­
тикаси устидаги диф ф еренциал  му­
н о сабат  ва ч егарави й  ш ар тд ан  5 
нуктада и ва У л а р н и н г  ц и й м ати -



ни топам из. К ейи н  5 ва 2 нукталар  буйича 6  нуцтани, 6 ва 3  н укта­
лар  буйича 7 н у к та н и  то п ам и з ва \ .к . \ о с и л  ки л и н ган  5, 6, 7, ... 
нукталар каторини дастлабки нукталар катори деб олиб, бу ж ар аён ­
ни давом  этти рам и з. Ш ундай  ки либ , ab ва ас эгри ч и з и ^ а р  билан  
\а м д а  Ь нуктадан  ас  эгри  ч и зи к н и  кесгунга кадар  и кки н чи  оила 
характеристикаси билан чегараланган со^адаги тур нукгаларида и ва 
9  ечи м н и н г ки йм атлари ни  топам из.

М а ш ц .  Х арактеристика методи билан куйидаги квазичизикди

тенгламалар систем асининг

и(о, у) = cosу\ д(о, у) = siny (0,5 < у  < I )

чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечимининг бир неча кийматлари топил­
син (такрибий ечим и = e~-vcosy, д = e_vsiny аник  ечим билан солиш тирилсин).

11-боб
ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМАЛАРНИ  

Е Ч И Ш Н И Н Г ВАРИАЦИОН М ЕТОДЛАРИ  
ВА УНГА ЯК.ИН М ЕТОДЛАР

11.1-§. ВАРИАЦИОН МАСАЛАЛАР БИЛАН 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИНГ 

УЗАРО АЛОКДСИ ХДКИДА

В ари ац и он  х и со б н и н г  д астлабки  м асалалари  XVII аерда  ю зага 
келган  булиб, уш а вацтдан бош лаб  вар и ац и о н  хисоб  м атем ати ка- 
н и н г  мухим тар м о ги  си ф ати да  р и во ж л ан и б  келм ок да . В ари ац и он  
\и с о б  ф ун кц и он алларн и н г экстрем ум ин и  топиш  билан ш угуллана- 
ди. В ариац ион  м асалаларга брахистохрона (Я. Б ерн улли ), н урн инг 
бир ж и н сли  булмаган мухитда тарцалиш  йулини топиш  (П . Ф ерм а) 
ва ук, буйлаб ай л ан м а  харакат ки либ  си лж и ётган  ж и см  эн г  оз к а р ­
ш и л и к к а  учраш и учун ун и н г ш акли  кан дай  булиш и керакли ги  
(И . Н ью тон) хакидаги м асалалар  киради . В ариац ион хисоб м асала­
л ар и н и  ечиш га Л. Э йлер  катта хисса куш ган.

Вариацион хисоб методлари м еханика, бош карув назарияси , м а­
тем ати к  ф и зи к а  ва шу каби  сохаларда кен г куллан и лади . Бу соха- 
ларда м асалаларн и  ечи ш  учун уни  ё д и ф ф ер ен ц и ал  тенглам ага ёки 
бирор ф ун кц и он алн и н г м иним ум ини топиш га келтирилади. Бу боб-



д а  каралад и ган  м етодлар  хам к о л л о к ац и я  м етоди  каби  такр и б и й  
ечи м ни  ан ал и ти к  ш аклда иф одалайди.

М асалан и н г м о \и я т и н и  туш униш  учун эн г  содда
Ь

J(u )  = \F {x ,u ,u ')d x  (1.1)
а

ф у н кц и о н ал н и  карай м и з, бунда F ( x ,  у , z) берилган ф у н кц и я  булиб, 
уч улчовли Евклид ф азо си н и н г бирор  сохасида х , у, z узгарувчилар- 
га нисбатан и кки н чи  тартибли хосилаларигача узлуксиздир.

Ф араз ки л ай л и к , и(х) ф у н кц и я  [а, b ] о рали кда узлукси з булиб, 
{а, Ь) да узлуксиз хосилага эга ва [а, Ь\ н и нг чекка нукгаларида

и(а) =  у {, и(Ь) = у 2 ( 1 .2 )

ш артларни каноатлантирсин.
и =  и(х) функциянинг е-ат роф и  д еб  ф у н к ц и я л а р н и н г  ш ундай  

D =  {и (х)} оиласига айтиладики , улар [а, Ь\ ни н г барча нукталарида

|м , (х ) -г / (д г ) |< £

т ен гси зл и к н и  к а н о атл ан ти р си н , (а , Ь) д а  м.(х) узлукси з х,осилага 
эга  ва (1.2) чегаравий  ш артларн и  кан о атл ан ти р си н . Бундай  оилага 
ки р ади ган  ф у н к ц и я л ар  т а щ о сл а ш га  ж оиз  ёки  содда ки л и б  ж оиз  
функциялар дейилади . Вариацион хисобнин г асосий м асаласига кура 
ж ои з ф у н кц и ял ар  о р аси да ш ундай м*(х) ф у н кц и ян и  то п и ш  к ер ак ­
ки , у ( 1 . 1 ) ф у н кц и о н ал га  абсолю т м ин им ум  берсин:

J(ii)>J(u*).
Э нди  D  ои л ад а  J(u )  ф у н к ц и о н ал га  м и н и м у м н и  таъ м и н л ай д и ган  
м*(х) учун зарурий  ш артн и  топам из. Ш у м аксадда

ц(а) = ц(Ь) = 0 (1.3)

ш ар тл ар н и  к ан о атл ан ти р ад и ган  узлукси з хосилага эга булган t](x) 
ф у н к ц и я н и  олам и з. К ей и н  уш бу wf(x) =  и(х) +  tr)(x) ф у н к ц и я н и  
караймиз. Бунда / — кичик параметр, ш унинг учун хам u f  x) D оилада 
ётади , д еб  ф ар аз  ки лиш  м ум ки н . Бу ф у н к ц и я н и  У ф у н к ц и о н ал га  
ку ям и з, у холда

h

J(u,)= j  F (х,и(х) + tr](x),u'(x) + tri'(x))dx (1.4)
a

иф ода келиб  чикади. Бу и ф одан и  t н и н г ф у н кц и яси  деб  карай м и з: 
J ( u t ) =  (р (/). Бу ф ун кц и я  хосиласини нг / =  0 нуктадаги кийм ати  J  
ф ункционалнинг биринчи вариацияси дейилади ва 6 J каби белгиланади:

Jo lt \



Худди ш унга ухш аш

dr

ки й м ат /ф у н к ц и о н а л н и н г  иккинчи вариацияси  дейилади . (1.4) и ф о ­
дадан 6 J  ва d 2J  вари ац и ялар  учун куйидаги и ф о д ал ар н и  топам из:

SJ =
а \  CU д и  j

b
s 2 I [\ S2F 2 с1 F , e2F ,2 1 .

=  +  2 ^гт'7'7 + ^ т ч  \ d x .

(1 .5)

( 1.6)

Э нди  (1.3) чегарави й  ш ар тл ар н и  хисобга о л и б , (1.5) ни булаклаб  
интеграллаймиз:

8J = № - ~ ĉ)n(x)clx+ г~Мх)с-, \  си ах си ) си

= Г 7 )»К*)Л.й \ си ах си )

(1.7)

М аълумки, ^(/)н инг t = 0 нуктада экстремумга эга булиш ининг шарти 
(/>'(0) =  0, яъ н и  6 J  =  0. Ш ун и н г учун \а м  (1.7) тен гли кда rj(x) ф у н к ­
ц и ян и н г ихтиёрийлигидан  ( 1 .2 ) чегаравий ш артларни  кан оатланти- 
радиган ва ( 1 . 1 ) и н теф ал га  м иним ум ни таъм инлайдиган  и*(х) ф ун к­
ция

d  cF  

си dx ди
= o (1.8)

диф ф еренц иал  тенглам ани каноатлантириш и керак. Бу тенглама Э й­
лер тенгламаси дейилади. Ш уни хам таъкидлаш  керакки , и*(х) ф унк­
ция У ф ун кц и он алга  м ин им ум ни  таъ м и н ласа , у холда <р'(0) =  <32/ >  0 
булиш и керак.

М исол сиф атида

J(u)=  \  +qr(.v)(i/’ ) + 2 fu dx (1.9)

ф у н к ц и о н а л н и  о л ам и з. Бу ерда [а , Ь\ д а  р (х)  у злукси з хосилага эга 
булиб, р(х) >  р  > 0 ш ар тн и  кан о атл ан ти р ад и , q(x) ва Д х )  ф у н к ц и я ­
лар  эса  узлукси з булиб, q(x) >  0  д еб  ф ар аз  к и л ам и з.

Равш анки ,

= 2q(x)u + 2f(x), = 2q(x)u*.
ди* ди *



Ш у н и н г учун \а м  (1.9) и н теграл  учун Э й лер  тен глам аси

2 ~  ( р ( х ) и  * ')  -  2q (x )u  * - 2 f ( x )  = 0 
га ёки  сх

^ ( p ( x ) u * ' ) - q { x ) u *  = f { x \  г/*(сг) =  / , ,  и*(Ь)  =  у2 ( 1 . 1 0 )

чегаравий масалага келади; бу ерда чегаравий ш артларни нг баж ари ­
л и ш и  и*(х) ф у н к ц и я н и н г  D оилага ки р и ш и д ан  келиб  чикади .

Ш у н дай  к,илиб, биз куйидаги тео р ем ан и  исбот килдик:
1-т е о р е м а. Агар it(x) функция жоиз функциялар орасида (1.9) функ- 

циона,тинг минимумини таъминласа, у %олда у  ( 1.10) чегаравий маса­
ланинг ечими булади.

Э нди тескари  теорем ан и  куриб чикам из.
2-т е о р е м а. Агар и*(х) функция (1.10) чегаравий масаланинг ечи­

ми булса, у х;олда у жоиз функциялар орасида J(u * )  функционалнинг 
минимумини таъмиктйди.

И с б о т и .  Ф ар аз  ки л ай л и к , и*(х) ( 1 . 1 0 ) чегарави й  м асал ан и н г  
ечи м и  б улси н . И х ти ёр и й  и*(х) ж о и з  ф у н к ц и я н и  о л и б , и(х) -  
и*(х) = е(х) белгилаш  к и р и там и з , и(х) ва и*(х) ф у н к ц и я л ар  [а, Ь\ 

о р а л и к н и н г  чегараларида бир хил ки й м атлар н и  кабул ки лган ли ги  
учун г(х) ф у н к ц и я  узлукси з \о с и л а г а  эга булиб, е(а) =  е(Ь) =  0  

ш ар тл ар н и  кан о атл ан ти р ад и . Э н д и  и(х) =  и*(х) +  £(х) ни (1.9) и н - 
тегралга куям из:

h

J{ u )  =  J ( u  * + £ )  =  \ \^р{и  * '+ £ ') 2 +  <у(г/*+£)2 + 2 / ( w * + £ ) J d v  =

ЛГ Г , , ( , 1 1 )
=  У (м*) +  2 ) { р и * ' s ’ + q u * s +  f e ) d x +  i q i p s ' 2 + q s 2)dx.

a a

У ртадаги и н тегралн и н г б и ри н чи  хддини булаклаб и н т е ф а л л а й -  
м из, н атиж ада

\ { р и  *’£ + q u * £  +  f £ ) d x =  р ( х ) и  *г ( х )£ ( х )
a

b

■i ~  ( p ( x ) u * ' )  -  q ( x ) u  * - / ( . v) £ ( x ) dx  = 0

келиб чикади . Ч унки u*(x) ечим  (1.10) чегаравий м асалан и н г ечи м и 
булиб, е(а) =  е(Ь) =  0. Ш у н и н г учун \а м  (1.11) тен гли к  куйидаги

h



кури н и ш га  эга булади. Б ош и да куй илган  ш артга кура р (х ) > 0 ва 
q(x) >  0. Ш у н и н г  учун хам (1.12) даги  охирги  хад м ан ф и й  эм ас ва 
\а р  кан дай  и(х) ж о и з ф у н к ц и я  учун

тенгликдан  р е '1 + q s 2  ̂м а н т и й  булмаган узлуксиз ф у н кц и я  булган ­
ли ги  учун [а , Ь\ л а р е '1 + qs = 0  эк ан л и ги  кели б  чикади . М аълум ки , 
р(х) > 0. Ш у н и н г  учун хам  s '( x ) = 0 ва е(х) =  const були ш и керак . 
А м м о о р а л и к н и н г  четл ар и д а  е(х) нол  булганли ги  учун [а, Ь\ да  
е(х) =  и(х) — и*(х) ай н ан  нол булиш и керак. Д ем ак , J(u ) =  J(u *)  ф а - 
кат и =  и* булгандагина баж арилади. Т еорем а исботланди.

Б из эн г  содда масалада чегаравий масала билан вариацион м аса­
ла орасидаги  б о п а н и ш н и  куриб чикди к . Б и ри н чи  теорем а ч егар а­
вий масалани вариацион масалага келтиради, иккинчиси  эса ак си н ­
ча, вариаци он  м асалани чегаравий м асалага келтиради.

Э нди м у р акк абр о к ф у н кц и о н ал л ар н и  куриб чикам из. Агар

чегаравий ш артларни кэноатлантирадиган ф ункциялар орасида киди- 
р и л са , у холда Э й лер  тен гл ам аси  2п тар ти бл и  булиб, куй и даги дан  
иборат:

ф у н к ц и о н ал н и н г  м ин им ум и кд ц и ри лса , у холда Э йлер  тенглам аси  
куйидаги тенглам алар  систем асидан  иборат:

c F  _  d  c F  _  г.

J(u )> J(u * )

тенгсизлик уринли булади. Бундан таш кари ,

ь

J( u )  = \ F ( x ,u ,u \ . . . ,u in))dx (1.13)
а

ф ун кц и он алн и н г м иним ум и

и(а)  = уд, и'(а) = у г  ..., uw ( a ) =
(1.14)

и(Ь) =  уд ,и' (Ь)  = у г  ..., и{п)(Ь) = у п

+ ( и ” d" eF -  о
d u  d x  d u ' d x 2 d u "  d x n c u in )

(1.15)

Агар
b

a

c u l d x  d u |

d F  d  d F  _  q
d u  d x  du ,.к K



Б о ш ка том он дан  чегаравий м асалалар орасида куп инча уз-узига  
цуш м а  д еб  аталувчи м асалалар  учрайди. Бундай м асалалар  хусусий 
холда куй идаги ча тавси ф л ан ад и : кан д ай д и р  ф у н к ц и о н ал  м авж уд- 
ки , ун и н г м и н и м у м и н и н г ш арти , я ъ н и  м ос равиш даги  Э йлер  тен г­
лам аси  берилган  чегаравий масала билан устма-уст туш ади. Бундай 
ч егар ави й  м асалан и  ечи ш  учун унга мос келади ган  ф у н к ц и о н а л ­
н и н г  м и н и м у м и н и  т а ъ м и н л о в ч и  и *{х)  ф у н к ц и я н и , м а с а л а н ,
(1.11) чегаравий м асала учун (1.9) и н тегрални  топиш  ки ф ояди р .

В ариац ион хисоб  куп улчовли ф азо  учун хам яхш и натиж аларн и  
беради. Биз бу бобда вариаци он методларга яки н  булган м етодларни 
Хам кури б  ч и кам и з.

11.2-$. ОПЕРАТОР ТЕНГЛАМАЛАРНИ ГИЛЬБЕРТ 
ФАЗОСИДА ВАРИАЦИОН МЕТОДЛАР БИЛАН ЕЧИШ

А ввало, ф ункционал анализдан айрим  туш унчаларни эслатиб ута­
миз.

1- т а ъ р и ф .  Б и р  ёки  куп узгарувчи н и н г х аки ки й  ёк и  ко м п л ек с  
ф у н к ц и я л а р и н и н г  К  туплам и  чизицли  (ёки  л и н еал ) д ей и л ади , агар 
и Е  К  ва & Е К  булганда и +  д Е К  булиб, и хти ёри й  (х аки ки й  ёки  
к о м п л ек с) д о и м и й  а  сон  учун аи Е  К  булса.

2-т а ъ  р и ф . /  =  1(и) ф ун кц и он ал  чизицли д ей и лади , агар у К  л и - 
н еалд а  а н и к л ан ган  булиб, и хти ёри й  и к к и та  и ва §  ж о и з  ф у н к ц и я ­
лар  учун куйидаги тен гли кн и  кан оатлантирса:

I(au + p9) = al(u) + pi(9),

бунда а  ва /3 — и хтиёри й  узгарм ас сонлар .
3-т а ъ р и ф . К  =  {и(х)} ф ун кц и ялар  туплам ида А  оператор  аниц­

ланган л е й ш а т ,  агар хар бир и (х ) Е К  ф у н кц и я  учун бирор  кон ун га  
асосан  ягон а §  =  &(х) ф у н кц и я  мос куйилган булса. Бунда х  сон ёки  
вектор булиш и мумкин. Ф ункциялар  орасидаги бу м осликн и  си м во­
л и к  рави ш да куй идаги ча ёзиш  м ум кин:

5 = Аи.

К  ф у н кц и ял ар  туплам и А  о п ер ато р н и н г аницланиш сохаси  д е й и ­
лади.

1-м исол. Ф араз килайлик, Ро(х). Р{(х).........Рп(х) ф ункциялар \а,Ь\ ораликда
узлуксиз булсин, у \о л д а

d n d " ~ '
L = р° (х )^  + р ' (х )^ т  + -  + p»ix)

п-тартибли чи зи ги  дифференциал оператор дейилади. Бу операторнинг аникда­
ниш  со \аси  К -  С'[а, Ь\ дан иборат булиб, кийматлари С[а< Ь] да ётади. Агар бу 
операторни и = uM E d ' l a .  Ь]га кулласак, у \о л да  ушбу



р«(х )^  + Ъ (х)^ = г  + " - + р «(х )и ‘ /(х)

А и =Дх)

оператор тенглама шаклида ёзиш мумкин, бунда f ( x ) — маълум узлуксиз функ­
ция.

2-м исол . Айтайлик, G берилган со \а  булиб, и(х, y)EC2(G) булсин. Энди 
К={и(х,у)} функциялар тупламини оламиз. У \олда ушбу

д = е2 + 4
дх2 ду2

операторни (Лаплас операторини) К  тупламда м(л') функцияга кулласак,

д2и д2и
А и = — г  + — г  

дх ду

дифференциал ифода келиб чикади. Буни бирор маълум функцияга тенглаш- 
тирсак,

А и = / ( * ,  у)

Пуассон тенгламасини \осил киламиз. Хусусий \олда Дх ,  у)=0  булса,

Aw = О

Лаплас тенгламаси келиб чикади.

Ш ундай кдлиб, оддий ёки хусусий хрсилали диф ф еренц иал  тенг­
л ам алар н и  ум ум ий нуктаи  н азар д ан  операт ор т енглама неб  караш  
м умкин.

4 -т  а ъ р и ф . А  оператор аддитив дей илади , агар \а р  кандай uxEl К, 
и2Е К ф у н кц и ял ар  учун

А(их +w2) = Ли1 + Аи2

тенглик баж арилса.
5 -т  а ъ р и ф . А о п ер ато р  бир ж инсли  д ей и л ад и , агар \а р  кан дай  

ы Е :К ва ихтиёри й  а  со н  учун

А (а и ) = а А и

булса.
6 -т  а ъ  р и ф. А  оп ератор  чизикли д ей и лади , агар у аддитив ва бир 

ж и нсли  булса.
Д ем ак , и х ти ёр и й  и,ЕЛ', м2е  А^ва и х ти ёр и й  а , /3 со н л ар  учун ч и ­

зикли оператор

Л(ш /, + f i u 2) = а А и х + р А и 2 

тенгликн и  каноатлантиради.



Ф араз ц и лай л и к , К  бирор  G  сохада ан и кл ан ган  ва узлуксиз и(р) 
ф у н кц и ял ар н и н г  туплам и булсин. Агар и, Ь е  К  булса, у хрлда

(z/,$) = ^uftdp
G

сон (ф ун кц и он ал) и ва д  ф у н кц и ял ар н и н г скаляр купайт маси д ей и ­
лади , бу ерда # ф у н кц и я  # га куш м а  ком п лекс  ф у н к ц и я н и  билди - 
ради. Равш анки,

(г/,#) = (2 . 1 )

Агар АГтупламдаги ф у н кц и ял ар  хаки ки й  булса, у хрлда 

(и,& ) = ju d d p  = jd u d p  = (# ,и )
G G

тен гл и к л ар  у р и н ли  булади. Х ар и к кала  \о л д а  и{х) ф у н к ц и я ­
нинг норм аси

I N = V ( w,w)

форм ула билан  аникланади .
Ф араз кдлай ли к , Я  — бирор Гильберт ф азоси  булсин, НА ли н еал  

си ф ати да  Я  н и н г  хам м а ж ой ида зи ч  булган ф у н кц и ял ар  туплам ини  
олам из. А аддитив оператор  НА д а  ан и клан ган  булсин.

7-таъ ри ф . А о п ер ато р  мусбат  д ей и л ад и , агар  \ а р  бир  и & Н А 
эл ем ен т  учун

(Лм,м ) > 0  (2 .2 )

муносабат Уринли булиб, ш у билан бирга тенглик ф ак^т и =  О булган- 
дагина баж арилса.

8-т а ъ р и ф. А  о п ер ато р  мусбат  аникланган  д ей и л ад и , агар (2.2) 
тен гси зл и к  урни га ундан кучли булган

(Лм,г/) > у 2 ||г/|| , у 2 =  const (2.3)

тен гси зли к баж арилса.
9-т а ъ р и ф. А о п ер ато р  симмет рик (уз-узига  ц уш м а) д ей и л ад и , 

агар и Е Н Л, элем ен тлар  учун

( A i / , & )  =  [ и ,  А д )

тен гли к  ури н ли  булса.



З - м и с о л .  C-\a,b] га тегишли ва и(а) = 0, и(Ь) = О чегаравий шартларни цано- 
атлантирадиган функциялар тупламида аницланган

Аи = -  и”

операторнинг симметриклиги ва мусбатлиги курсатилсин.
Е ч и ш .
а) Агар и ва д жоиз функциялар булса, у \олда

ш унинг учун \ам

и
u - u A d ) d x  = </х =(ид' -ди' )  \bQ = О,

а

Ь b
J dAudx = j* uAddx,

[Аи,Ъ) = (и, Ад) .

Шундай килиб, А оператор симметрикдир. Равшанки, и/ЬО да

ь ь ь
(Аи,и) = juAu dx = - ^ u u ”dx = -ии' fa + j*w'2d[x > О,

яъни

(Аи,и)>Ъ.

б) Чегаравий шартлардан куриниб турибдики, м'=0 функция н = О тенг­
ликни каноатлантирадиган ягона функция. Шунинг учун \ам  и = 0 булгандаги- 
на (Аи,и) = 0. Демак, А мусбат оператор.

Э нди куйидаги лем м ан и  исботлайм из:
1-л е м м а. А оператор Я  ком п лекс Гильберт фазосида си м м етри к  

були ш и учун \а р  бир uElH a учун (Аи, и) скал яр  ку п ай тм ан и н г  
\ак ,и 1дий булиш и зарур ва етарли ди р .

И  с б о т  и . Х ак ^ к атан  \а м , агар  А  о п ер ато р  си м м етр и к  булса, у 
х;одда

(Аи,и) = (и,Ли) = (Ли,и),

я ъ н и  (Аи, и) ^ак^и^ий сон.
Э нди етарлилигини курсатамиз. Ушбу

(iu,d) = i(u,d), (и,id) = -i(u,d) (2.4)

тен гл и кл ар н и  \и со б га  олиб, куйидаги ай н и ятн и  курсатиш  м ум кин:

4  (Аи,д) = (Л(м + #),м + # )- ( i4 (w -# ) ,  u-ft) +

+ /[(Л(и + id),и + i9) ~(Л(и - id) ,и - /# ) ] •  (2-5)
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Э нди и ва У л ар н и н г у ри н лари н и  алм аш тириб , куйидагига эга була­
миз:

Л(Ад,и) = (Л(и + г)),м + г > ) - (Л (# - г /) ,# -и )  +

+ /[(А(д + iu) , & + iu) -  ( А(& -  iu), 9 -  /w)J.

Бу тен гли кн и н г барча хадларини куш ма ком п лексй  билан алм аш ти­
р и б , ск ал я р  ку п ай тм ан и н г  (2.4) хоссаси н и  н азар д а  тутган  холда 
(Аи, г>) ск ал я р  к у п ай тм ан и н г х аки ки й л и ги н и  хисобга о л сак , ку й и ­
даги  н ати ж а кели б  чикади:

4 (и ,А д) = {А(и + {>),и + д ) - ( А ( и - & ) , и - д )  +

+/'£(Л(г/ + i f t ) ,u  + / # ) - ( Л ( и - 7' # ) , и - г # ) ] .  (2 -6 )

(2.5) ва (2.6) тенгликлардан

(А и,& ) = (и, А д)

келиб чикади , яъ н и  А  оператор  си м м етри к  экан . Л ем м а исботланди.
Бундан кей и н  А  операторни  мусбат деб карайм из, борди-ю  Гиль­

берт ф азо си  х аки ки й  булса, куш и м ча р ави ш да уни  си м м етр и к  деб 
ф араз килам из.

1-т  е о  р е  м а . Ф ар аз цилайлик, А операт ор НА да аницланган, чи­
зицли ва м усбат  булсин. У  х;олда

A u = f  (2.7)

оператор т енглама ягона ечимга эга.
И с б о т и .  Ф ар аз ки лай ли к , и кки та  их& Н А ва щ  е  Н  А(щ ф щ )  

ечим  мавжуд булсин. А  оп ераторн и н г чизш уш лигидан

А (и 1 - и 2 ) =  0 ва (А ( и ,- и г ),их- и г) = О

кел и б  ч и к ад и . Б у  м ум ки н  эм ас , ч у н ки  А  м усбат о п е р а т о р  ва 
м, -  и2 ф 0 .  Ш у н дай  ки ли б , (2.7) тен гл ам а  яго н а  ечи м га эга.

2 -т  е о р е м а . Ф ар аз цилайлик, А операт ор НА да аницланган ва 
мусбат  булиб, 1(и) функционал цуйидаги куриниш га эга булсин:

1(и) = (Аи, и) -  ( / ,  и) -  (и, / ) ,  (2.8)

бунда / = f ( p )  (2.7) т енгламанинг ун г томони. А гар (2 .7 )  т енглама 
бирор и * ечим га эга булса, бу ечим (2 .8) функционалга минимумни  
т аъминлайди. А ксинча, агар ш ундай и £  Н А элемент м авж уд булиб, 
у  /(« ) функционалнинг минимумини таъминлайдиган булса, у  %олда и 
элемент  (2.7 )  т енгламанинг ечими булади.
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И  с б о т  и. а) А  операторнинг мусбатлигидан ва ( / , « )  = (и, / )  тенг- 
л и к д ан  1(и )  ф у н к ц и о н а л н и н г  ф акат  х ак и к и й  к и й м ат  кабул к и л и ­
ш и келиб чикади. Ф араз килайлик, и Е  Нл ихтиёрий элем ент булсин, 
у холда и =  и *+  у  д еб  олам из. Л ем м ага  кура НА ком п лек с  Г ильберт 
ф азоси да А  н и н г  м усбатлигидан ун и н г си м м етри кли ги  кели б  ч и к а ­
ди. Д емак,

1(и) =  (Аи, и) -  (и, / )  -  ( / ,  и) =  (А (и * + у ), и * + у) -  (и * + у , / ) -  

~ ( f , u * + y )  = I(u*) + (Ay,u*) + (A u*,y) +  ( A y , y ) - ( y , f ) ~  ( / ,  у) =

= /(и*) + (у, Аи * - / )  + (Аи * —/ ,  у) + (Ау, у).

Ф ар азга  кура A u * - f  =  0  ва (Ау, у) >  0, ш у н и н г учун хам 

1(и) = 1(и*) +  (А у,у) > 1(и*).

Ш у билан тео р ем ан и н г бирин чи  кисм и исботланди.
б) И хти ёри й  и Е  # А эл ем ен т  ва и х ти ёр и й  Я хаки ки й  с о н н и  о л а ­

м из. У холда и + Х и Е Н  А булиб,

1(и  + Хи) > 1(и)

тенгсизлик баж арилади. А ммо

I  {и + Xu ) =  {̂ a { u + Хи^,и + X u ^ -{^ f ,и +  Х и ^ -{и  + Хи, =

= I  + Х^Аи,и^ + Х^Аи,и^ + X 2 (Л и ,и )~  X ( f , u ) - X ( u , f )  =

=  / ( г / j - t -а ( м ,  A u - f j  +  X ( A u  - / , ы )  + А 2 (Л м ,м ) .

Б ун дан  куйидаги  келиб  чикади :

2Я Re(Au -  f , u )  + X 2(А и,и) > О

ёки

2 R e ( A u - f ,u )  + X (A u ,u )> 0 , агар  А > 0  булса, 

2 R e ( A u - f ,u )  + X(Au,u) < О, агар  А < 0  булса.

Бу м у н осабатлар  и хти ёри й  А х а к и к и й  со н  учун у р и н ли  булади, 
агар

R e ( A u - f ,u )  = 0 (2.9)

булса. Агар и ни  iu га алм аш тирсак, у холда ю коридаги  м улохазалар
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тен гли кка  олиб  келади , (2 .9 ) ва (2 . 1 0 ) тен гли клардан

( A u - f , u )  = 0 (2.11)

келиб чикади. Агар ф азо  хаки ки й  булса, у холда (2.9) тен гли к  у р н и ­
га б и р дан и га  (2 .1 1 ) хосил  булар эди . Бунда НА н и  Н  н и н г  хам м а 
ж ой ида зич эк ан л и ги н и  хисобга олсак,

A u - f  = 0

Хосил булади. Т еорем а исботланди.

11.3-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ЧЕГАРАВИЙ 
МАСАЛАНИ ВАРИАЦИОН МАСАЛАГА КЕЛТИРИШ

Бизга уш бу оддий д и ф ф ер ен ц и ал  тенглам а

u" + P (x)u ' + Q(x)u = F (x )  (3.1)
ва

a lu'(a) + a Bu(a) = yu j

Р У ( Ь )  +  Р,и(Ь) =  у2 J (3 '2)

чизикли  чегаравий ш артлар  бери лган  булсин, бунда [а, Ь\ орали кда 
Р(х), Q(x), F{x) функциялар узлуксиз хамда \а01 + |а, | ф 0, \ра | + |уЗ, | ф 0. 
Бу чегаравий м асалан и  вари ац и он  м асалага келтириш  учун, аввало, 
уни  уз-узи га  куш м а булган к у р и н и ш га  кел ти р и ш  кер ак . Б у н и н г 
учун ун и н г хам м а хадларини

J P(i)dt  

р(х) =  <?"

мусбат ф у н кц и яга  куп айтирам из:

р (х)и " + р (х ) Р (х ) и ' + p (x )Q (x )u  = p ( x ) F ( x ) .  (3.3)

Равш анки ,
jP(l)c/ t

р \ х )  = Р ( х ) е  = р { х ) Р { х \  

ш унинг учун хам (3.3) тенгламани куйидаги куриниш да ёзиш  мумкин:



бунда
р (х) > 0, q (х) == _ р (дг) Q (x),f(x) =p(x)F (х).

Ушбу

А и  = -^-(pu') + qu (3.5)

чизиц ли  о п ер ато р н и  ки ритиб , куй идаги га эга буламиз:

Au = —f, (3.6)

бунда р (х ), р '( х ) ,  q (x ) ,f(x )  ф у н к ц и ял ар  [а, Ь\ о рали кд а  узлукси з.
А ввал (3.2) чегарави й  ш артлар  б и р  ж и н сл и  булган х о л н и  ку р а- 

миз:

а хи ' { а )  +  а 0 и ( а )  = 0 ,  |а 0| + |а , | Ф  0,1

р у (Ь )+ р 0и(Ь) = о, | А , | + | А |  *  о. j  (17)
Ш у билан  би рга  ум ум и й ли кка зи ён  етказм асдан  а, > 0 ва /3, > 0 
деб караш и м и з мумкин.

Э н д и  и(х) ф у н к ц и я л ар н и н г  [о, b ] о р ал и кд а  и к ки н ч и  тарти бли  
х оси ласи гача узлукси з ( и ( х ) е С 2 [о , 6 ] )  ва (3.7) бир ж и н сл и  ш ар т ­
ларн и  каноатлантирадиган  К  = {и(х)} туплам ида А оп ераторн и н г уз- 
узига куш м али ги н и  (си м м етри кли ги н и ) курсатам из. Ф ар аз  к и л ай ­
л и к , u G K  в а д Е К  ихтиёри й  ф у н к ц и я л ар  булсин. (3.5) га кура

ft г  Ь

(Аи,д)= J ~~f(pu') + qu \ ddx = - +
а а

Ь Ь h

+ ^quddx = -  pudVa + ^pu,d'dx + ^qu9dx=(-pud + рд'и) | + (3.8)

Ь Г
+ udx.

а

(3.7) бир ж и нсли  ш артдан ф ойдалани б,

(~ри'& +рд'и)\ьа= 0 (3.9)

эканлигин и  курсатамиз. Х ак^катан  хам,

( - ри'Ь + рЬ'и)| * = р(а)\и'(а)д(а) -  #'(а)и(а)] -  

-р(Ь) [и'(Ь)0(Ь) -ПЬЩЬ)], 
и(х) ва д(х) ф у н к ц и я л а р

а У ( а )  +  а ои (а )  = 0, 

a ,# '( t f )  +  а о$ ( а )  = 0 
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бирж и нсли  чегаравий ш артларни каноатлантиради. Агар а, ф  0 булса, 
у х о л д а

тенгликлар  ури н ли  булади. М асалан , а , ф 0 булсин, у холда

и '(а)д(а) -д '(а )и (а )  = - ^ ~  и(а)д(а) + —  и(а)д(а) =  О 
а, а,

тен гл и к  баж ари лади . Х удди ш унга ухш аш  а0 ф 0 булганда хам да 
Р0 ф 0 ёки  ф О булганда

и \ а Щ а )  -  д'(а)и{а) = 0, и \ Ь ) Щ )  -  и(Ъ)Ъ'(Ь) = О

эк а н л и ги н и  курсати ш  м ум ки н . Д ем ак , (3.10) га кура (3.9) тен гл и к  
уринли эк ан . Ш ундай  к^либ ,

яъни  А  — си м м етри к  оператор.
Э н д и  к,айси ш арт б аж ари лган д а  А  о п ер ато р  м усбат б ули ш и н и  

ан и кд ай м и з. А йтайлик , w e К  булсин, у холда

М аълум ки , р ( х ) > 0, ш у н и н г учун хам (3.11) тен гл и кд ан  А о п е ­
ратор м усбат булиш и учун куйидаги ш артлар  баж арилиш и керак:

Ф ар ази м и зга  кура а , > 0 ва /?, > 0 , ш у н и н г учун хам (3.7) ч егар а ­
вий ш артга кура (3.15) ш артлар

и'(а) = ~ — и(а), д'(а) =  —— 9 (а)
а\ а\

(3.11)

булиб, агар а0 ф 0  булса, у холда

и(а) =  - ^ - и \ а ) ,  д(а) = - ^ - д '  (а) (3.12)

(Ли, #) =  j £ -  ~  (рд1) + u{x)dx =  (и, Ад),
а

(3.13)

q(x) > 0 ,  а < х <b (3.14)

ва

и(а)и'(а) > 0 ,  u(b)u'(b) <  0. (3.15)



тенгсизликларга эквивалентдир.
Ш ундай кдгшб, (3.6), (3.7) чегаравий масала (3.14) ва (3.15) ш арт­

л а р  б аж ар и л ган д а  1 1 .2 -§  д аги  2 -т ео р е м а га  кура ф у н к ц и я л а р н и н г  
К  си н ф и да  куйидаги

ф у н к ц и о н а л н и н г  м и н и м у м и н и  то п и ш  м асаласи га  тен г  кучлидир .
(3.13) ф орм улага кура

А гар а ,>  0 в а /?,> 0 булса, у холда (3.11) м ун осаб атга  кура

К олган  лолларда хам 1(и) учун ш унга ухш аш  и ф о д ал ар н и  хосил 
кд л и ш  м ум ки н . Бу ф у н кц и о н ал л ар  ку п и н ч а  юклат илган  ва  баъзан  
аралаш  хам дейилади .

Э нди (3.6) м асалан и  (3.2) бир ж и нсли  булмаган чегаравий ш арт­
лар  баж арилганда курамиз. Ш у билан бирга (3.12) ва (3.14) ш артлар 
баж арилган деб ф араз киламиз. (3.2) ш артларни  каноатлантирадиган 
ф у н к ц и я л ар  си н ф и д а  А оп ератор , ум ум ан ай тган д а, си м м етр и к  ва 
мусбат эмас. Ш унинг учун хам 11.2-§ даги 2-теоремани куллаб булмай­
ди.

Ф араз ки лай лик, z = z (x ) E .C 2 \_a,b\ ф у н кц и я  (3.2) ш артни крно- 
атлан ти рси н , у холда

о п ер ато р  те н гл ам а н и н г  ечи м и  булади. Д е м ак , и Е К  ва А  о п ер ато р  
ф у н к ц и я л а р н и н г  К  си н ф и д а  си м м етр и к  ва м усбат. Ш у н и н г  учун 
хам д(х) ф у н кц и я  (3.6) ва (3.20) чегаравий  м асалан и н г ечи м и  булиб, 
1 1 . 2 -§  даги  2 -теорем ага  кура

I(u) = (Au,u) + 2(f,u) (3.17)

1{и) = -  ̂  р(а)и2 (а) + ^  p(b)u2 (b) +
а\ Pi

(3.18)

(3.19)

ЛЬ = -f{x)  -  Az (3.20)



ф у н кц и о н ал н и н г м и н и м ум и н и  таъм инлайди . Бундан (3.13) ф орм у­
лага кура

1 ( 9 )  =  - р 9 9 '
b

ba + + #$2 + 2 fd  + 2dAz] d̂x. (3-21)

(3.19) тен гли кдан  курам и зки , (3.6) ва (3.2) чегаравий м асалан и н г 
ечим и куйидаги ф у н кц и о н ал н и н г м и н и м ум и н и  таъм инлайди:

i № ) = - p { u - z ){u ' - z ') |£+
ь

+ jl р(и -z ' )2 + q (u -z )2 + 2 ( u - z ) f  + 2(u-z)Az dx =

-p(u-z)(u'-z')
о

ha + \(pu'2 + qu2 +2  fu^dx- (3.22)

+ j*(/?z'2 +qz2 -  2/z^dx +2 ^-pu'z' - quz + (u - z) Az~̂ dx.
a a

Буни булаклаб интеграллаб  ва соддалаш тириб, куйидагига эга була­
миз:

I](u) = -p(x)(u-z)(u' + z') -1[ ри'2 + qu2 +2fu\dx-

п
-  J [  pz'2 + qz2 + 2 fz] dx.

(3.23)

Ф ар аз к д л а й л и к , a , > 0 ва /}, > 0  б у лси н , у холда (3.2) ч егар ави й  
ш артлардан  куйидагилар  келиб чицади:

У холда

/,

и'(а) = Я— ^и(а), z'(a) = —~ — z(a), 
а, а, а, а ,

(м) = [2у, и(а)~ аои2 (а)] -  [2 у2и(Ь) -  /Зпи2 (6)]

h I
+ §_Ри 'г + Чц1 + 2 / м ] ( Л - | ^ ^ [ 2 х ,г ( а ) - а 0 г 2 ( а ) ] -

а

- ~ Р [ 2 у : 2 (й )-Д ,2 2 (й )]+  |[/7Z ' 2 + qz2 + 2 / z ] * l .



К атта цавс ичидаги  иф ода м уай ян  и ф ода булиб, и(х) ф у н кц и яга  
б о гл и к  эм ас, ш у н и н г учун \а м  I t(u) ф у н кц и о н ал  урн и га  куй идаги  
ф у н кц и о н ал н и  цараш  мумкин:

Л (и) = ^  [ 2 Ylu(a) -  а  У  (а )]  -  ^  [ 2  у2ф )  -  Д , « 2 (£)] +

Ь

+ ри'2 + qu2 + 2 fu J dx.
a

Ш ун дай  ци ли б, (3.6) ва (3.2) бир  ж и н сли  булм аган  чегарави й  
ш артлар  б и лан  бери лган  ч егарави й  м асала (3.14) ва (3.16) ш артлар  
баж арилганда (3.24) ф ункц ионал  учун вариацион масала билан  тенг 
кучлидир.

Э с л а т м а .  Агар а ,= 0  ва /?, * 0  булса, у \олда

и(а) = z(a) = —

булиб, (3.23) ва (3.24) дан /(и) ф ункционал сифатида куйидагини олиш  мум­
кин:

ь
К и)  = -  ~ ~ ^ 2 y 2u(b) -  pau2( b ) j +  \ ( р и Л + qu'  + 2 f u) dx .

а

Агар а , ф 0 ва р ] -  О булса, у \олда

и(Ь) = z(b)  =
Ро

бу л и б ,
ь

Ни) = У\и(а) - а ()и2(а) j  + J ( /w '2 + ди2 + 2fu}dx
* а

булади. Н и \о ят , я, = /?,= 0 булса, у \о л д а  1(и) ф ункционал куйидаги содда кури­
ниш га эга булади:

ь
I(u)  = ^ р и ' 2 + qu2 + 2 fu)dx.

а

11.4-§. РИТЦ МЕТОДИНИНГ ГОЯСИ

Р и тц  м етоди вари ац и он  м асалан и  тацрибий ечиш га м улж аллан­
ган. С о д д ал и к  учун бирор  ч и зи ц ли  К  =  {и} ф у н кц и ял ар  туплам ида 
ани цланган  уш бу

/(и ) = ( A u ,u ) - 2 ( f ,u )  (4.1)

ф у н к ц и о н а л н и  ц ар ай м и з, бу ер д а  Л — мусбат с и м м е тр и к  чизиц ли 
о п е р а т о р , Д р )  — б ер и л га н  у зл у к с и з  ф у н к ц и я . Ф а р а з  ц и л а й л и к ,



К  си н ф н и н г ф ункциялари куйидаги чизикди чегаравий ш артни к^но- 
атлантирсин:

Я{и) = цг(р), (4.2)

бу ерда R  — маълум  ч и зи к д и  ф у н к ц и о н ал , гр(р) — б ер и л ган  ф у н к ­
ция.

Э нди етарли ча силлик; чи зи кди  эркли

<p0(p).<Pi(p),-> <рЛр )

ф ункциялар  кетм а-кетлигини ш ундай танлайм изки , <ро(р) бир ж и н с­
ли булмаган

Ц<Р,) = ¥(Р)

чегаравий ш артн и  к,аноатлантириб, к,олганлари бир ж и н сл и  ш арт­
ларни каноатлантирсин:

Д(<ру) = 0 , / = 1, 2 ,..., п.

Ч егаравий уш бу
п

¥„(Р> я,, а2, ..., ап) = <ро(р) + (р) (4.3)
/=1

чизикди ком б и н ац и ян и  олам из,
п

R ( w „ )  =  R( <p0) + 2  a i °  =  ) = V' 0>)
i=o

булганли ги  сабабли  и х ти ёр и й  а г  а2, ..., ап учун Ц ^ -К .
Э нди  (4.1), (4.2) вариаци он  м асалан и н г ечи м и н и  (4.3) ку р и н и ш ­

да излайм из. Бунинг учун у/„(р; а ,, а2, ..., а„)и ф одан и  (4.1) ф ун кц и о­
н алга куйиб, куйидагига эга булам из:

1 (y/n) = F { ar a2’ - ’ "„)> (4-4 )

бунда F п та а г  а 2, ..., ап узгарувчи га боглик, булган м аълум  ф у н к ­
ц и я . Б и з а г  а2, ..., ап л а р н и  ш ундай тан л аш и м и з к е р а к к и , F ( ip J  
м иним ум га эр и ш си н . Б ун и н г учун а { сонлар  куйидаги

| ^  = 0, 4 ^  = 0 ,..., 1 ^  = 0  (4.5)
са, са2 сап 4 7

тенгламалар систем асининг ечими булиши керак. Бу систем ани ечиб, 
1(у>п) га м и н и м ум  берад и ган  а и о2, . . . ; а„ л ар н и  то п ам и з; бу к,ий- 
м атларн и  (4.3) га куйиб, керакли  такри би й  ечи м н и  хосил кдлам и з:



Ш ун и  хам таъ ки длаш  к ер ак ки , м уайян  х о лларда  бу так р и б и й  
еч и м н и  то п и ш  ж ар аён и  ж уда содда. Ч ун ки  ам ал и ётд а  учрай ди ган  
м у \и м  холларда /(и ) ф у н кц и о н ал д а  учрай ди ган  и н тегралларда и н ­
теграл остидаги  и ф ода и, и 'х, и 'у, ..., ларга н и сбатан  и к к и н ч и  д ар а ­
ж ал и  купхад булиб, (4.5) си стем а  а ,, аг, ..., а п л ар га  н и сб атан  чи - 
зиьути алгебраик тенгламалар систем асидан иборат булади. А м алиёт­
да етарли ча  ани куш кка эр и ш и ш  учун п =  2 , 3, 4, 5, хатто ай ри м  
Холларда п =  1 д еб  олсак  хам етарли булади.

11.5-§. РИТЦ МЕТОДИ БИЛАН ЭНГ СОДДА 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАНИ ЕЧИШ

Ф араз кд лай ли к , бизга уз-узига куш м а д и ф ф ер ен ц и ал  тенглам а

±(p(x)u')-q(x)u = f(x) (5.1)

ва эн г  содда чегаравий ш артлар

м(а) = у,, и(Ь) =  у2 (5.2)

бери лган  булси н , бунда р(х), р '(х ) , q(x), f { x )  ф у н к ц и я л ар  [а , b] да 
узлукси з булиб, р (х )  > 0, q(x) >  0. 11.3-§ д аги  эсл атм ага  кура (5.1),
(5.2) чегаравий масала (5.2) чегаравий ш артларни цан оатлантиради- 
ган м е С 2 [а, b] ф у н кц и ял ар  туплам ида куйидаги

h

1 (« )  =  j [ p ( - * y 2 +  q ( x )i<2 +  2 / ( х ) и ^ х  (5  3 )

ф ун кц и он ал  учун вари ац и он  м асалага тен г кучлидир.
Р итц  м етодин и  куллаш  учун ш ундай

4>,M),(pt(x),(p2(x), ...,«р„(х)

чизикди эркли ф ункциялар системаси (базис ф ункциялар)ни  олам из- 
ки , (р0(а ) = ф0(Ь) = у 2 булиб, цолганлари  бир  ж и н сл и  чегаравий  
ш артларни каноатлантирсин: <р,(а) = <р,(Ь) = 0 .
В ариацион м асалан инг ечи м и н и  куйидаги чи зикди  ком би н ац и я

п
V„ М  = <Р„ (*) + X  (v) (5.4)

/=1

ш аклида излайм и з, бунда a.(i =  1 , 2 , п) — узгарм ас сонлар . К ури­
ниб турибдики , грп(х) чегаравий  ш артларни  кан оатлан ти ради :



v A a ) = r i. v/ „(b) = y2. 

Э нди (5.4) ни  (5.3) ф у н кц и о н ал га  куям из:

г п п
7(^ « )= |Ы * )  <?»(•*)+ 2°,•?/(*) +q(x) <p0(x) + ^ a iq>i(x)

+ 2 f i x ) <Р0(х ) + ' Ё а№ (х ) >dxmF(a„a1,...,an).

Бу и ф о д ад ан  a. {j =  1 ,2 , ..., я) га н и сб атан  хусусий хоси ла  о ли б , 
куйидаги си стем ан и  хосил *диламиз:

1 6F

2 д а ~ - f U <Pj(x) +

+q(x) <Po(x) + Y da,(pi (x) <Pi(x) + f(x)<p,(x)\dx = О

еки

" Гг
Y s ai yLP(x)<P'i(x )̂ >'j(x ) + Я(х)(рМ)<рj(x) \dx  =
/=1 а

ь

=  -  §_p(x)Vo (x)<Pj М  + q(x )<p„ (x )<Pj ( х ) + < Р о  М Л * ) ]  dx,
а

ёхуд ( / '=  1 , 2 , ..., п)

X  Ava‘ =  bi  ’
/=1

бу ерда
р

Ао = £  PWv'iWv'j  М  + Я (*М W V j  (*)] dx,

bj = -  j[p(x)(p’0(х)ср].(х) + q(x)<po(x)q>/ (x) + (pjx)f(x)~\dx,
a

( i , j  = 1,2, ...,n).

К ури н и б  турибдики,

• 4 4 ]

м атрица сим м етри к м атрицадир. Э нди (5.5) систем ани ечиб, 1(хр) га 
миним ум  берадиган ф у н кц и ян и  (5.4) куриниш да ёзам из. Ш ун и  таъ-

(5.6)

(5.7)

(5.8)



кидлаш  к е р а к к и , е ч и м н и н г а н и кл и ги  ку п и н ч а  базис ф у н кц и я н и н г  
танл аниш ига  боглик,.

М и с о л .  Куйидаги

и”- и  = х,  w(0) = 0, м(1) = 0 (5.9)

чегаравий масала Ритц методи билан ечилсин.
Е ч и ш .  Чегаравий ш артлар бир ж инсли булганлиги учун (р0{х) = 0 деб о л ­

сак, /7 = 2 деб олиб, (р^(х) = х(  1 -  jc), <p2(jc) = x ‘ (l -  х)  ни оламиз. (5.9) чегара­
вий масалани (5.1) масала билан солиш тириб курсак, р(х) = 1, q{x) = 1, /(jc ) = jc. 
Ш унинг учун \а м

1 1 

Aij =  | [ < р ' ( х ) ф ' . ( х )  + (р,(.х)<ру. ( х ) ] л ,  bj = - j f ( x ) < p j ( x ) d x ( i , j  = 1 .2 ) .
О О

Хисоблашлар курсатадики,

А _  1 А _  1 А — 11 Л  — Л  — А — 1
1 ~ П ’ 2 ~ 2 0 ’ 11 “ 3 0 ’ 12 ■ 21 “ 6 0 ’ 22 ~ 7 ’

(5!5) система куйидаги куриниш га эга:

11 11 1 11 1 1
30 + 6 0 * 2 "  " Т Г  60** + 7 * 2 = ~ 20 ’

7 69
Бу системанинг ечими эса , а-, = -  .J  1 43 1 473Д ем ак ,

^ 2

Урнига куйиб текшириб куриш мумкинки, аник, ечим
. shx 

и ( х ) =  - г г - х .  sh 1

Мисол тарицасида аник, ечим билан тацрибий ечимнинг цийматларини х = 0,5 
нуцтада солиштириб курсак, н(0,5) = -0,057; тр2(0,5) = -0,059.

1 1 .6 -§ . М И Н И М А Л Л А Ш Т И Р У В Ч И  К Е Т М А - К Е Т Л И К  
В А  Р И Т Ц  М Е Т О Д И Н И Н Г  Я К И Н Л А Ш И Ш И

Уш бу
Ъ

/ ( и )  =  и, u ' )dx  ( 6 .1 )
а

ф у н кц и о н ал н и  [а, Ь ] ораликда узлуксиз хосилага эга ва

и(а)  =  у 1, и(Ь) = у 2 ( 6 -2 )

чегаравий ш ар тл арни  каноатлантиради  га н  ф ункциялар тупламида  
царайм из (ж о и з  ф ункциялар синф ида).



Ф ар аз  кд л ай л и к , 1(и) куй и дан  чегаралан ган  булси н ва ш ундай  
и*(х) ж о и з  ф у н к ц и я  то п и л с и н к и , у куй идаги  ш ар тн и  к а н о а тл а н ­
тирсин:

min 1{и) = т* = 1(и*)
и

А гар ш у н д ай  и„(х) (п = 0 ,1 ,2 ,...) ж о и з ф у н к ц и я л ар  к етм а-кетл и ги

м авж уд б^ли б , /  ф у н к ц и о н а л н и н г  ки й м ати  т* м и н и м ум га  я к и н -  
лаш са, яъ н и

т„ = 1 ( и „ ) ^ т  = 1 ( и )

булса, у холда {и„ } к етм а-к етл и к  м и н и м ал лаш ти р у вчи  к е т м а -к е т ­
л и к  дей илади . К етм а-к етл и кн и н г м ин им аллаш ти рувчи  булиш идан 
у н и н гя к и н л аш у в ч и  булиш и к е л и б ч и к м а й д и , я ъ н и  Н и „)  
д ан  ип ^  и * келиб  чи км айди . Я ки н л аш и ш  («„ ^ > и  *] ю зага кели ­
ш и  учун и„ кетм а-кетли кн и  куриш  м етоди айри м  ш артларн и  кан о- 
атлан ти риш и керак.

М и н и м аллаш ти рувчи  кетм а-к етл и к  кури лган дан  ва ун и н г и* га 
я к и н л аш и ш  ш арти  ан и кл ан ган д ан  кей и н  эн г  огир  м асала  колади , 
бу и ( х ) -  и„(х) х ато ли кн и  бахолаш  м асаласи . Бу м асалан и  ай ри м  
Холларда ечи ш  м ум кин. Э нди (6.1) ф у н кц и о н ал  учун и'(х) га я к и н - 
лаш ад и ган  и „{х) =  у ( х ,а \ ,а г , . . . ,а ’п) ф у н кц и ял ар  о и л аси н и  курам из. 
У (4.6) ф у н кц и я  билан устма-уст туш и ш и ш арт эмас. {«’(-О/ кетм а- 
кетлик м иним аллаш тирувчи кетм а-кетлик булиш и учун канака ш арт 
баж арилиш и керакли ги н и  куриб чикам из.

Т а ъ р и ф  .и п(х) =  у  (х , а ,, а , , ..., а„) ф ун кц и ялар  ои ласи  А^жоиз 
ф у н к ц и я л а р  туп лам и да С 1 тула д ей и л ад и , агар  хар бир и (х )Е К , 
и хти ёри й  е > 0  со н  учун п н и н г  ш ундай  ки й м ати  ва  а ,, а 2 ..., ап 
п ар ам етр лар н и н г ш ундай  м аж м уаси н и  курсатиш  м ум ки н  булсаки, 
улар учун 1

\и (х )-и п{х )\< е , \и '{х)-и 'п{х )\^ £ , а < х < Ь

тенгсизликлар бажарилса.
Т е о р е м а .  Агар F (x ,u ,u ' )  функция {а  < х  < Ь ,-о о  < и, и ' < оо} сохада 

узлуксиз булиб, ип (х ) = у (х , а , , а , , . . . ,  а„ ) функциялар owiacu эса п усиши 
билан кенгайса ва С 1 тулалик хоссасига эга булса, у  хрлда Ритц методи 
билан курилган jw„(.v)j кетма-кетлик минималлаштирувчи булади.

И  с б о т  и. Ф ар аз ки лай ли к , К си н ф д а  и*(х) ф у н к ц и я  1(х) ф у н к ­
ционалга м ин им ум ни  таъм инласин , w*e К  ва и Дх) ф ун кц и я  С 1 тула- 
л и к  хоссасига эга булсин. Д ем ак , ихтиёрий д > 0 сон  учун ш ундай п 
ва oi, а г , ..., а п ки й м атлар  то п и л ад и к и , барча х  е  [а, Ь\ д а  и„(х) = 
у  (х , а , , а 2,.. . ,  а „)  учун куйидаги ш артлар баж арилади :



/ [ н * ( * ) ] < / [ и „ ( х ) ] .

Э н д и  F {x , и, и ')  н и н г  узлукси злигидан  и х ти ёр и й  е > 0 учун ш ундай 
д >  О н и  тан лаш  м ум ки н ки ,

0 < / [ м „ ( д г ) ] - / [ и *  ( j c ) ]  <  8

т е н гс и зл и к  баж ари лади . А м м о бу т е н гс и зл и к  Р и тц  м етоди  буйича 
кури лган  m’ ( jc)  учун ян а  хам  ях ш и р о к ,б аж ар и л ад и , чунки

/  [ « ' ( * ) ]  ^  I  [ и ^ ( х ) ]  <  1 [ и „ ( х ) ] ,

д >  О ихти ёри й  сон  булганлигидан

lim / [г /'(л )] = 1[и * (х )}  = т * (6 .3 )

келиб чикади. Т еорем а исботланди.
Э н д и  м и н и м ал лаш ти р у вчи  к е т м а -к е т л и к н и н г  я к и н л аш и ш  м а­

с а л а с и н и , я ъ н и  (6 .3 )  т е н г с и з л и к д а н  к а й с и  ш а р т л а р  б а ж а р и л ­
ганда

lim м* ( j c )  =  и * ( х )
w->x

ури н ли  були ш и н и  куриб чикам и з. Бу м асалан и  (6.1) ин теграл  учун 
ку ради ган  булсак, катта  тад к и к о т  олиб  б о р и ш га  тугри кел ар  эди. 
Ш у н и н г  учун хам биз бу м асалан и  эн г со д д а  м асала  учун, яъ н и

b

I(u) = j[p W w ' 2 + Ф ) и 2 + 2 / С ф ]  dx (6.4)
а

функционалнинг минимумини и(а) = у,, и(Ь) = у2, и е С 1 [я , 6 ] ш арт­
лар  баж арилганда топ и ш  м асаласи  учун куриб чикам из. М аълум ки, 
бу м асала куйидаги

~ [ p { x ) n '] - q ( x ) u  = f ( x ) ,  и(а) = у,, и(Ь) = у2 (6.5)

чегаравий масалага тен г  кучлидир.

Т е о р е м а .  Агар цуйидаги
1 ) р (х ), р ’ {х), q(x) ва Д х )  функциялар [а, Ь\ да узлукси з;



2) р (х )>  0 , q(x) >  0 , а  <  х  <  Ь;
3) {м„(х)} функциялар кет ма-кет лиги  (6.4) вариацион м асала учун м и ­
нималлаш т ирувчи булсин деган ш арт лар баж арилса, у  х,олда бу кет ­
м а-кет ли к [а, Ь] ораликда  ( 6.5) чегаравий м асаланинг ечими и *{х) га  
т екис яцинлаш ади.

И  с б о т  и. Равш анки,

Л Л
|и * ( - * ) - и „ ( * ) |=  ^  | | м * '( х ) - м' ( х ) | й&г. ( 6 .6 )

а а

О хирги ин тегралга Б ун яковски й  тен гси зли ги н и  куллайм из:

|и *' (х) -  и ’ (х)| dx < yjb-a  |  J[w *' (-v) — w' (jc)]2 c*r| (6.7)

О хирги ин теграл  учун уш бу тен гси зл и клар н и  давом  эттирам из: 

J b - a  |  *' (х)- и’„(х)]* Jx j <

* 1 / 2

b - a

m in  p {x ) (6.8)

|[р(х)(м *' (x) -  u'a(x)f  + q(x){u * (x) -  u„ (x)f dx\

Э нди  уш бу тен гл и кн и  курсатам из:

||/?(х)[г/‘ (х) -  и' (x)J + <7(x)[V(x) -  ип (х)]21 dx =
а

= 1{и„)-1(и).

Б ун инг учун (1.12) тен гли кдан  ф ойдаланам и з:

(6.9)

п
/(и) = /(м*) + |(/?(х)е'2 + q(x)e2}dx. (6.10)

Бу тен гли кда ы(х) ихтиёри й ж ои з ф у н кц и я  ва е(х) =  м(х)—м*(х). Ш у­
н и н г  учун \а м  (6.9) ни  \о с и л  кд л и ш  учун (6.10) д а  и (х )=  ип(х) деб  
олиш  ки ф ояд и р . Э нди  (6 .6 ), (6.10) м уносабатларга кура куй идаги ни  
\о с и л  кел ам и з:



Бу б а^о н и н г Унг то м о н и  х  га боглик, эм ас , х  эса [а, Ь\ н и н г  и х ти ё­
рий нуктаси. Т еорем а ш артига кура я-»оо да 1( и )  — /(м*)->0. Ш ун и н г 
учун х,ам (6 . 1 0 ) тен гси зли кка  кура м ин им аллаш ти рувчи  {«„(jc)} к ет ­
м а-кетл и к  (6.4) м асалан и н г ечим и и*(х) га ни сбатан  текис яц и н л а- 
ш ади. Теорема исботланди.

11.7-§. ПУАССОН ВА ЛАПЛАС ТЕНГЛАМАЛАРИ УЧУН 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР ХДМДА УЛАРНИ РИТЦ 

МЕТОДИ БИЛАН ЕЧИШ

11.7.1. Пуассон ва Лаплас тенгламалари учун чегаравий масала-
лар^А й тай ли к , (/теки сл и к д аги  бирор  сох,а булиб, Г  уни нг чегараси  
ва G  = G U T  булсин.

Ф араз ки л ай л и к , бизга

A «s t 4 + ; 4  = - /(* ,.v ) , f ( x ,y ) G C ( G )  (7.1)
сх~ су"

П уассон тенглам аси берилган булсин. Бу тенглам анинг Гчегарада

и \у = < р (х , у )  (7.2)

ш артни каноатлантирадиган  ечи м и н и  С сохада топиш  талаб кдгш н- 
си н , бунда <р(х, у) берилган  ф ун кц и я . Агар <р(х, >’) =  0 булса, у \о л д а

м |г = °  (7.3)

булади.
Б и з, аввало , (7 .1), (7.3) ч егар ави й  м асалан и  ечам и з. У зи н и н г

бирин чи  ва и к ки н чи  \оси л ал ар и  б и лан  G  да узлуксиз \а м д а  Г чега- 
рада нолга айланадиган  ж ои з ф у н кц и ял ар  си н ф и  D =  {и(х, у)} д а

Аи = - А  и (7.4)

оп ераторн и н г сим м етрикли ги  ва м усбатлигини курсатам из. Бунинг 
учун Г р и н н и н г  [ 1 ] уш бу

Ас/>,= jp d x  + Qdy (7.5)
G  1

формуласидан ф ойдаланам из. Ф араз цилайлик, wEZ) ва 9 & D булсин. 
Ушбу иф одан и  курамиз:



д 2и д 2и 1 а , д 2д  д Ч— ■+—Г- I/ +W — +—у  
длг Эу у ^ <ЭдГ ду

( Л и , д ) - ( и , Л & )  =  jj
с

JJ с?дс \ с̂л- дх j  ду \  ду
dxdy.

Э н ди  Г ри н  ф о р м у ласи д а  Q = и —  - д — , -  Р  = и —  - & —  д еб
дх дх ду ду

олиб, и\г = 0  ва д\г = 0  чегаравий ш артларни хисобга олсак, у щ л д а

( Л и , & ) - ( и , Л &) =

=  0 (7.6)

еки

(Ли,&) = (и,Л&)

келиб чикдци. Д ем ак, А  оператор сим м етрик. Э нди уни нг мусбатли- 
гини  ани кдай м из:

4 $  < $ } * * ■

dxdy +

Б и ри н чи  интегралга Г рин ф орм уласини куллаб, чегаравий ш арт- 
л ардан  ф ой д ал ан сак , куйидагига эга буламиз:

(А и,и) = - ^ - и ^ л ^ 4 у У

(7.7)

dxdy.

Демак,

dxdy > 0. (7.8)

А гар (Аи, и) =  0 б^лса, у \о л д а  (7.8) ф орм улага кура

ди _  ди _  q
дх ду

Бундан и (х , у) =  с ва (7.3) чегаравий ш артдан



Ш ундай цилиб, А =  —А оператор  мусбат экан . Бундан келиб  ч и ­
кадики, (7.3) бир ж и нсли  чегаравий ш артларни  каноатлантирадиган  
(7.1) м асала 11.2-§ даги  2-теорем ага кура уш бу

/ ( u) =  ( A u ,u ) - 2 ( u , f ) (7.9)

ф ун кц и о н ал н и н г D  си н ф да м и н и м ум и н и  ки ди ри ш  билан тен г  куч- 
л и д и р . (7.8) ф орм улага  кура бу ф у н к ц и о н а л  куй идаги  к у р и н и ш га  
эга:

dxdy. (7.10)'<“>=fl(S) + У "2/"
C L

Э нди (7.1) чегаравий м асалани (7.2) бир ж и н сли  булмаган чегаравий 
ш артлар билан  караймиз.

Ф ар аз к и л ай л и к , Д  = |и (х ,> ') }  ф у н к ц и я л ар  си н ф и  G  да и к ­
ки н ч и  тарти бли  узлукси з хрсилаларга эга  ва  (7.2) ч егар ави й  ш ар т ­
ларни каноатлантирадиган ф ункциялардан иборат булсин. 11. 3-§ да- 
гидек ш ундай z ( x ,y ) E C 2(G) ф у н к ц и я н и  ку р ам и зки , у (7.2) ч егара­
вий ш артни каноатлантирсин. Ушбу

d (x ,y )  = u ( x ,y ) - z ( x ,y )  (7.11)

ф у н к ц и я н и  ки р и там и з, бу ерда и(х, у) б и р  ж и н сл и  булм аган  ч ега ­
равий  ш артн и  кан оатлантиради . У \о л д а  д(х, у) ф у н кц и я  Г чегарада
(7.3) ш артни каноатлантиради:

w| r = 0  (7.12)

ва

Ад = Аи -  Az = f ( x , y )  — Az (7.13)

' * i + * r
ч5х2 + д /

лум  ф у н кц и я . У ш бу д =  д(х,у) ф у н к ц и я  (7.13), (7.12) чегарави й  м а ­
с а л а н и н г  еч и м и  були б, (7.9) ф о р м у лага  кура

о п ер ато р  тен гл ам ан и н г  ечи м и  булади, бунда Az = - [  I м аъ ~

I i (d )  = ( A d , d ) - 2 ( d , f )  +  2 (d ,A z )  (7.14)

ф у н к ц и о н ал га  м и н и м ум  беради . Бу т ен гл и к д а  аввалги  и (х ,у )у ж а -  
рувчига кай ти б , ск ал яр  куп айтм а ва ч и зи к л и  о п ер ато р н и н г  хосса- 
ларидан  ф о й д ал ан и б , куй идаги ларн и  хрсил килам из:

I ( u - z )  = ( A ( u - z ) , u - z ) - 2 ( u - z , f )  +  2 ( u -z ,A z )  =

= (Аи,и)~ 2(f,u) + (и, Az)  -  (z, Ait)  + 2(z, / )  -  (A z , z ). (7-15)



Бу тен гл и кд аги  охирги  и к к и та  х,ад и(х, >>) га боглик, булм аган ли ги  
туф айли (7.12) ф ункц ионалга  м иним ум  берадиган и = и ( х ,у )  ф у н к ­
ц и я  куй идаги

/, (и) = ( А и ,и ) ~  2 (и, / )  +  [ ( A z , u ) - ( A u ,  z ) ] (7.16)

ф ун кц и он алга  \а м  м ин им ум  беради.
Э нди  (7.16) ф у н к ц и о н ал н и  ш ун дай  ф у н к ц и о н ал  билан  ал м аш - 

т и р а м и зк и , ун да г ф у н к ц и я  к,атнаш м айди. Б ун и н г учун (7.6) ф о р ­
мулада иш латилган алм аш тириш дан ф ойдаланам из:

(Az,u)-(Au,z) = jj(zAu -uAz)dxdy =
с

= i - l z ^ - u ^ ) d x  + ( z ^ - u ^ ) d > ] =  \ ( z ^ - l , ^ ) d s .
J \ CT CT I \  cx o x )  J \  on o n )Г L ' Г

Бу ерда n вектор  Г  га н и сбатан  т а ш к ^  норм ал  ва

си _  ди dy _  ди dx cz _  cz dy _  cz dx 
cn dx ds dy ds ’ cn dx ds cy ds ’

Бундан

Z  | r  =u\r =q>(x,y)

н и  хисобга олиб , ку й и д аги н и  хосил  кдиам из:

(Az,u)-(Au,z) = j ( p ( x , y ) ^ -^ jd s .  (7.17)

И кк и н ч и  том он дан , (7.7) ф орм улага асосан

dxdy = 

dxdy.
(7.18)

Э н ди  (7.17), (7.18) л а р н и  (7.16) ф орм улага  к^й сак , куй и даги  
келиб чикдди:

/ |(М )= Я  ( I )  + i S  ' 2 fu  d x d y - ^ y ^ d s .
с L 4 ' ' J г

Бу ф орм уладаги  охирги хад и{х, у) ф у н кц и яга  боглик, эм ас. Ш у н и н г 
учун хам (7.1), (7.2) чегаравий м асала D t ж ои з ф ун кц и ялар  си н ф и да



ф ун кц и он ал  учун вариаци он  м асала билан  тенг кучлидир. 
Х усусий \о л д а  / (* ,  у) = 0 булса, биз

А  и  =  О (7.20)

Л аплас тен глам аси га  келам и з, у холда (7 .1), (7.2) чегаравий  м асала 
Дирихле м асаласига  айланади. (7.19) ф орм уладан курам изки, Д и р и х ­
ле м асаласи н и н г и(х, у) ечим и Z), си н ф д а

Я (S + 1  С1± dxdy (7.21)

Дирихле интегра/шга м иним ум ни таъм инлайди.

11.7.2. Дирихле масаласини Ритц методи билан ечиш. (7.20) ва
(7.21) Д ирихле м асаласини G сохада ечиш  учун ш ундай эркли  ф ун к­
циялар систем аси ни  (базис ф ункц ияларни)

Va(x,y)'i/ Л(*, V ) , | / / „ ( д % y)EC\G)

тузам изки , улар куйидаги ш артларни кан оатлантирсин :

V'„(A'’ -V) |r  =< P (x , y l

у/, (л, v)|, = 0  (/ = 1, 2 , ...,//).

У холда ихти ёри й  а г  а2, ..., ап узгарм ас с о н л ар  учун уш бу

//„(*, v) = I//„(.v, v) + £я,.у/Д х , у )  (7.22)
/ = 1

ч и зи кди  ко м б и н ац и я  ж ои з ф у н к ц и я л ар  си н ф и га  ки ради . Э нди
(7.22) и ф о д ан и  (7.21) интегралга куйиб, куйидагига эга буламиз:

dxdy. (7.23)

Биз а г  а2, ..., а п л ар н и  ш ундай тан л аб  о л а м и зк и , (7.23) ин теграл  
м инимумга айлансин . Бунинг учун м и н им ум нин г зарурий ш артлари 
баж арилиш и керак:

7 ,  » ,  ^2 2

АОО=Я сх СХ
+ м 1 

 ̂
У

 |5

с V ' /=1 ' ) V ■ /=1 * )



(у = 1, 2 ,..., п).

Ушбу

J у  дх dx ду ду )

(/' = 0,1,..., п, j  = 1,2,..., ri)

dxdy, Ар = А..

б елги лаш н и  ки р и ти б , (7.24) си стем ан и  куй и даги  ку р и н и ш д а  ёзиб  
оламиз:

Бу ч и зи кди  ал геб р аи к  тен глам алар  си стем аси н и  ечиб, а ,, а2, ..., ап 
коэф ф и ц и ен тларн и  аникдайм из. Ш у ко эф ф и ц и ен тлар  билан  ол и н ­
ган ип(х, у) ф у н кц и я  Д ирихле м асаласининг такрибий ечими булади. 
Бу ечи м н и н г ани кдиги  гр.(х, у) базис ф у н кц и ял ар н и н г тан лан и ш и га 
ва уларн и н г сон и га  боглик;.

Ритц м етодин инг умумийрок,хусусий хосилали тенглам алар учун 
чегаравий масалаларга кулланилиш ини [3, 19, 20, 21, 2 2 , 32] дан щ эаш  
мумкин.

М и с о л . С? = {0 < jc, у<  1} сохада

Дирихле масаласи ечилсин.

Е ч и ш .  Бу ерда чегара л = 0 ,  х = \, у  = 0, у  = \ тугри чизикдар булганлиги учун 
базис ф ункцияларни куйидагича танлаймиз:

А„а, + Л 12а2 + ...+  Л,„а„ = - Л 01, 

A2iat + А22а2 +... + А2пап = —Л02,

(7.25)

Ли = 0, и L- = х (7.26)

I//, (.V, >') =  х(1 -  х)у( 1 -  у), 

у2(х,у) = Л'2(1 -  х)^(1 -  >0, 

у/3(х,у) = х(\ -  х)у2( 1 -  у)



ва чизикди комбинациями ушбу

"з (*.у) = X3 + лу (l-jc)(l-^)(fl| + а2х + а}у) (7.27)

куринишда оламиз. Равшанки, ихтиёрий аг аг аг учун и3(х,у) функция 
(7.29) чегаравий шартларни каноатлантиради. Хисоблашлар курсатадики, (7.25) чи­
зикли алгебраик тенгламалар системаси куйидагидан иборат:

1 1 1  1 1 

45 + 90°2 + 90"3 = Т2 ’
1 4  1 1---Q\ Н------ Ол -̂----- йл = --- , Г90 1 525 2 180 3 20 
1 1 4  1

W fl| + Т80 °2 + 525 °3 = 24

45 105 .Бу системанинг ечими -  — , а2 = -^г-, я3 = 0.

Бу кийматларни (7.27) га куйиб, берилган масаланинг такрибий ечимини топа­
миз:

и} (х,у) = х3 + ^ ( 1 - х ) ( 1 - у ) |^ |  +

11.8-§. РИТЦ МЕТОДИНИНГ ХАТОЛИГИНИ БАХОЛАШ 
ВА УНИНГ ЯЦИНЛАШИШ ТАРТИБИ

Р и тц  м етод и н и н г яц и н л аш и ш и н и  ва у н и н г  тар ти би н и  бахолаш  
борасида академ ик Н .М . К рилов катта изланиш лар олиб борган. Биз 
бу ерда эн г  содда холни курам и з, бошк,а доллар [2 0 ] д а  ва унда 
курсатилган адабиётларда келтирилган.

А й тай л и к , уш бу уз-^зи га  куш м а

~ { р»') + Я“ = /  (8.1)

ди ф ф ерен ц и ал  тенглам анинг

и(0) = и(1) = 0 (8.2)

чегарави й  ш ар тл ар н и  к ан о атл ан ти р ад и ган  еч и м и н и  т о п и ш  талаб  
кд ли н си н . Бу ерда [0,1] ораликда

Р(Х)^Р„’ я М ^ °  (8.3)

тен гси зл и к л ар  ури н ли  ва р '(х ) , q(x), Д х )  ф у н к ц и я л ар  [0,1] да уз­
лу кси з деб  олам из.

Э н д и  (8.1), (8.2) чегаравий  м асалан и  ечи ш  учун Р и тц  м етод и н и  
куллайм из. А йтайлик, ип(х) ф у н кц и я



“„(*) = X < W *(*)

I (и) = J [  ри'1 + qu1 -  2 fu J dx
о

ф ун кц и он алга  м и н и м ум н и  таъм инловчи  ф ун кц и я  булсин. Бу и ’п(х )  
ф у н к ц и я н и  ( 8 . 1 ), (8 .2 ) ч егар ав и й  м а с а л а н и н г  и *(х ) аник, ечи м и га  
« -яки н л аш и ш  деб  к,араш имиз м ум кин.

белги лаш  ки р и ти б , еп н и н г  н олга  и н ти л и ш и н и  ва н олга  и н ти ли ш  
тезлигини ани кдай м из.

К аралаётган  [0 , 1 ] ор ал и кд а  квадрати  б и лан  и н тегр ал л ан у вчи  
Хакикий ф ун кц и ялар  ф азо си н и  карайм из. Бу ф азода скаляр  купайт- 
м а ва н о р м ан и  куйидагича ки ритам из:

ва ||tfg|| = |fl|||g|| (а — узгарм ас сон).

Бизга ||и*||, |« * '| ва ||м*'| ларн и  бахолаш га тугри келади. М аълум­
ки , ф у н к ц и о н ал н и н г би ри н чи  вариаци яси

Хар кан дай  r i ( x ) E C 1 [0 ,1 ] ф у н к ц и я  учун н олга  тен г. Ш у н и н г  учун 
хам г)(х) = и * ( х )  д еб  оли б , куй идаги га эга булам из:

Энди

£„ =гпах|м*(дг)-г/*(дг)|
0<*<1 I I (8.4)

(8.5)

Б у н яко вски й  ва К ош и  тен гси зли клари га  кура

jg(x)h(x)dx < flgfl • ||й||, Ig + А|| < ||g|| + Щ (8.6)

Равш анки ,

и*' + <7(х)[м*]~ jafr = jf(x)u*dx. 
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I I
|р(х)[г/ *']’ dx < ^f(x)u *' dx,
о о

чунки <7(л:)>0 . Б ун яковски й  тенгсизлигин и  куллаймиз:
1

| р ( х ) [ м * ' ] 2 ( й г < | | / | - | | м  * '||.

К ей и н  куйидагиларга эга буламиз:

Ро  "  ........................
о

ёки

1И 2* ~ 1ИНИ1- (8.7)

О хирги тен гси зл и к н и н г  унг том он и да ном аълум  ||м*|| м икдор  каг- 
наш ади , бундан ушбу

И  £ > 1 1  (8.8)
С текл о в  тен гси зли ги  ёр дам и да  кутулам из. Бу т ен гси зл и к  [0,1] да 
узлуксиз, £ ( х )  хосилага эга (чекли  м икдордаги  нукталардан  истис- 
но  рави ш да) ва квад рати  билан  и н теграллан увчи  ф у н кц и я  учун 
уринлидир. Ш у билан бирга

1

l)g(0 ) = g(l) = 0  ёки 2 ) Jg(x)A- = 0

ш артларнинг бирортаси баж арилиш и керак. Ю коридаги ш артлар ба­
ж ари лган д а  g(x) ф у н к ц и я  ва ун и н г \о с и л а с и  учун куйидаги  катор- 
ларн и  ёза оламиз:

% х
g(x) = sin/r/гх, g'(x) = cosknx.

k=i k=i

Бу кдторларга П арсевал-С теклов  тенглигини куллайм из, натиж ада

IHI2 = * 2 X  =- *=i 1  *=I

келиб чикади. Булардан ( 8 .8 ) тен гси зли к о со н л и к  билан хосил була­
ди. К ,аралаётган и*(х) ф у н к ц и я  g(jt) ф у н к ц и я га  куйилган  ш ар тл ар ­
ни кан о атл ан ти р ад и , ш ун и н г учун (8 .8 ) тен гси зл и к к а  кура



|1м*1 |<  —
11 " пг

келиб  чи кади .
Э н ди  гпах|« * (х)| н и  бахолайм из. Агар 0 < х  < -  булса, у холдао< r<I 1 1 L

( -  1 2
(  1 ^

и*(дг)| = *' (t)dt < \{u * '(t))2 dt
V о J

V J

ва агар т  < х  < 1 булса, у  холда

|и*(*)| =
I
Jw *' (t)dt j l 2dx

2 J

\

< - L L  * 1
v 2 11

Демак,

m ax \u * (*) |  < - j -  \\u *'|| <  - j l — 1 / | | .  ( 8 . 1 0 )

Э нди ||и *"|| ни  бахолайм из, бунин г учун берилган  (8 . 1 ) тенглам адан  
фойдаланамиз:

- р ( х ) и * " - р '( х ) и * '+q(x)u* = f ( x ) .

Бунда К о ш и  тен гсизлигига кура

||ри *Ц < |р 'м *1 + 1|^ * | |+  Ц/ 1 1  

келиб чикади. К уйидаги белгилаш ларни киритам из:

| И |  =  m a x |/? '(* ) | ,  У  =  р  <  тах^ (дг) .
11 11 0<АГ<1 1 I II II 0 < Л < 1

Ю кори даги  (8.9), (8.12) тен гси зли клардан

(8.11)

| р м * Ч |< ^ |Ы |  + ^ | | / 1 | + Ы | = г||

(8.12)

(8.13)
РоК Р„Л

хосил булади, бунда
г = - ^  + - ^  + 1 .

Р о 71 р 0 п ~

Э н д и  уш бу м асалага Р и тц  м ето д и н и  куллай м и з, бу м етодда б а ­
зис ф ун кц и ялар  сиф атида ортонорм аллан ган



Аник, ечи м  и*(х) учун цурилган  Ф урье  т р и го н о м етр и к  к ,атори- 
н и н г  «-к,исмий й и ги н д и си н и  Yn(x) о рц али  белгилайм из:

ай и рм ан и  олиб , ||ы * -У ,||, ||м *' - Y '„||, ||м * ' - Y 'n|  л ар н и н г  орасидаги м у­
носабатларни урнатам из. Бунинг учун П арсевал-С теклов  тен гли ги - 
н и  куллайм из:

К аралаётган /(м) ф у н кц и о н ал н и н г ва w*(jc), Y„(x ) ф у н кц и ял ар н и н г  
таъриф ига кура

/(м„*)-/(м*)</(У„)-/(г/*).

Бу тен гси зл и к н и  хам да (6.9) ф о рм улан и  хисобга оли б , куй и даги га  
эга булам из:

б ел ги л аш н и  ки р и ти б  ва ( 8 . 1 0 ), (8.13) тен гси зл и к л ар д ан  ф о й д а л а ­
н и б , ку й и д аги н и  хосил ки лам и з:

11
Yn(x) = ^ b k sin£;rx.

Ушбу

и * (х) -  Уп(х) = ^  bk sin£7rx

Бу тен гли клардан  куйидаги м уносабатлар кели б  чикади:

К (/7+1)

(8.15)

Ушбу

Я = \\р\\ < max р(х)
11 11 0<\<1

(8.16)



ва

JI p W - u ’f  +q{Yn- u f ] d x <
О

< я I у; -  и' f +p |j; -  1|2 < (я+^ \ \ y; -  u ' f

l | r - M* f  < - 1 J r - z / f  <— !— rlk'ir <
7T2(tf + l)“ n 2(n + l)

<- r 2
(8.18)

р Ж ( п + l)2

Э нди (8.15), (8.18) тен гли клард ан  ф о й д ал ан и б , куй и даги н и  к ел ти ­
риб  чикэрам из:

||< - и * f < -У я +-) II ff
Н "  II ри \ 7Г ) 7Г“ (/7 + 1)

К ей и н  (8.10) т ен гси зл и к н и  ип ( х ) - и ' ( х )  ф у н кц и яга  куллаб, о х и р ­
ги натиж ага келам из:

£„ = ПШ \«: (x )-U  м |  < - и*-|| < ± . ,

бунда

М ураккаб хи соблаш лар курсатади ки , п->оо да е „  = А - бахо ни  олиш  
м ум ки н , бунда L x — м аълум  сон . п 2

Ритц м ето д и н и н г  тургун ли к  м асаласи  ак ад ем и к  В.К,. К рбулов- 
н и н г и ш ларида караб  чики лган  [2 2 ].

11 .9-§ . Г А Л Ё Р К И Н  М Е Т О Д И

11.9.1. Галёркин методининг гояси. Ритц м етодининг асосий кам ­
чилиги  ш у н д ак и , у ф ак ат  о п ер ато р и  си м м етр и к  ва м усбат булган 
тенгламаларга кулланилади. А кадемик Б.Г. Галёркин 1915 йилда ш ун­
дай м етод т ак л и ф  ки лди ки , у Ри тц  м етодига н и сбатан  ум ум ийдир. 
Бу метод хеч кан дай  вари ац и он  масала билан  б о гл и к  эм ас, ш унин г 
учун хам у батам ом  ун и версал  м етод  хи соблан ади . Бу м ето д н и  э л ­
липтик , п араболи к  ва ги п ерболи к  тенглам аларга, хатто улар вари а­
ци он  м асала билан  б о гл и к  булм аса хам , катта м у ваф ф аки ят  билан



Куллаш мумкин. Агар тенглам ан инг оператори сим м етрик ва мусбат 
булса, Галёркин методи о со н р о к  йул билан Ритц методи берадиган 
такрибий ечим ни беради. Т акрибий ечи м нин г коэф ф и ц и ен тлари н и  
ан и кп ай ди ган  чи зи кл и  ал геб р аи к  тен гл ам ал ар  си стем аси  б и р  хил 
булади. Галёркин м етодининг яки н л аш и ш и н и  академ ик М. В. Кел- 
диш  курсатган.

Э нди Галёркин м етодин инг асосий гояси билан таниш ам и з. Ф а­
раз ки лай лик,

А и = /(х ,у)  (9.1)

тенглам а берилган булиб, А — кандайдир икки узгарувчили д и ф ф е ­
ренц иал  оператор  булсин ва (9.1) тен глам ан и н г ечи м и бир ж и н сли  
чегаравий ш артларни каноатлантирсин. Бу м асаланинг ечи м ини  ку­
йидаги куриниш да излайм из:

ип{х>У) = ^ акхРк{х,У), (9.2)
А = 1

бу ерда гр^х, у), У^  ..... * 4>„(х , >0 ф у н к ц и я л ар  бери лган  G
с о \а д а  тули к  булган чизикли  эркли  00 си стем ан и н г аввалги
п таси  булиб, бир ж и н сли  чегаравий ш артларн и  кан оатлан ти рад и . 
Т акр и би й  ечи м  ип{х, у) а н и к  ечи м га  а й л а н и ш и  учун еп(х, .у) =
=  А{ип(х, у)} — / (х, у) ифода айн ан  нолга айланиш и керак. Агар еп(х, у) 
у злукси з булса, бу талаб  еп(х, у) ф у н к ц и я  {Wk (*гУ)} *  си стем ан и н г 
барча ф ункцияларига ортогонал булиш и билан тенг кучлидир. Аммо 
бизда ф акат  п та a v а 2, ..., ап у згарм аслар  булганлиги сабабли  орто- 
гоналлик ш артининг фак^т п тасини каноатлантира оламиз. Бу ш арт­
лар  куйидаги тенглам алар  систем асига олиб келади:

Д {Л [и и ( х , у ) ] -  f ( x ,y ) }\ if j  (.x ,y )d x d y  =  О
С

ёки

j \ A [ “ „ { x > y )v  j ( x ,y ) ] d x d y  =  \ \ п  х ,у)ч> j { x > y)dxdy  (9.3) 
с с

(/=  1 , 2 ,..„и).

Ушбу система д. коэф ф ициентларни топиш га хизмат килади. Агар 
А  о п ер ато р  чи зи кл и  булса, у х,олда бу си стем а  а г  а2, ..., а п ларга 
нисбатан чизикли алгебраик тенглам алар систем асидан иборат була­
ди. Бу систем адан  о ларн и  топиб  (9.2) га куйсак, керакли  такрибий  
ечи м н и  хрсил килам из.



и" + и= -х, «(0) = 0, м(1)=0 (9.4)

чегаравии масаланинг ечими топилсин.

(Осонлик билан куриш мумкинки, аник, ечим и(х) = -  х ).
sin 1

Ечиш. (9.4) чегаравий масалага Ритц методини куллаб булмайди, чунки 
бунда и олдидаги коэффициент д(х) = 1>0. Бу мисолда (9.2) такрибий ечимини

и (х) = х (1-х) (а. + а2х + ... +а хп~1) (9.5)

куринишда кидирсак, у \олда ип(х) чегаравий шартларни каноатлантиради.
Биз бу ерда, аввало, /7 = 2 деб оламиз, у *олда гр̂ х) = х(1-х), у>2(х) = х 2(1-х) 

булиб,

и2(х) = х(1-х) (я, + д2х) 

булади. и2{х) ни (9.3) га куямиз, натижада

J a (u2) v {dx=-  JV,(x)<fr,
0 о

1 1 

jA(u2) v 2dx = -  j x 4/2(x)dx

I
J[-2a\+a2(2—6x)+x(l-x)(fli +a2x)]x (l — x)dx =
0

i
= - J x 2 (l -x)dx,

0
l
|[-2 fl, + a2 (2 — 6x) + x (l-x )(fl, + a2x)^x2 (1 -  x)dx =
0

1
= -  j*x3(l-x)<£t

0

тенгламалар системасини \осил киламиз. Интегралларни \исобласак,

3 3 1 

ТО* 1 + 2 б " 2 " 1 2 ’
3 3 _ 1 

20 °1 + 105 °2 '  20



71 7
келиб чикади. Бундан а, = ---- , а1 = — ва

1 369 2 41

M2 (x) = x(1 - x ) ( ^ L  + 1 x)

га эга буламиз.
Энди п = 3 булсин, у \олда ip x̂) = х(1-х), гр2 (х) = х2 (1 -х) гр̂ (х) = х3(1-х)

ва
и3(х) = х ( 1 - х) ( а|+ а2х + а3х2)

деб оламиз. Бу ерда и3(х) ни иъ (х) =  и2(х) +  аъхръ(х) куринишда ёзиб олсак, у 
*олда (9.3) система куйидагича ёзилади:

I I
| [ л  (м2 ) + Д3Л (t//3 )]yv/!^x = -  Jxi//jdx,
0 о

1 1 

| [ л ( м 2 )  +  fl3 / l ( v / 3 ) ] v / 2^x  =  -  J x i / / 2d!x, 
о о

1 1 

j [ A ( u 2) +azA ( v 3) ] v 3dx =  - j x i f / 3dx.
о о

Биз бу ерда /7 = 2 булган \олда хисобланган

1 1 1

j*A(u2)yxdx, Jy4(w2)i//2̂ x, ĵ xy/j (x)dx, Jxy/2tfx

лардан фойдаланишимиз мумкин. У холда я,, а2, аъ ни аникдаш учун куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

13 3 19
Т о * 1 ' Н о * 3 :
3 13 79
20 + Ш5 °2 + 840 °3
19 79 103

210СГ‘ + 840*2 + 1260

Бу системанинг ечими

д,= 0,381910; а2= ~  0,194144; а3= -0,023412.

Шундай килиб,

и3(х) = х( 1 —х) (0,381910 -  0 ,194144х- 0,023412х2). 
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11.9.2. Галёркин методи ёрдамида хос сон ва хос функцияларни 
топиш. К уйидаги

бир ж и н сл и  чегаравий  ш артларда хос сон лар  ва хос ф у н кц и ял ар н и  
топиш  м асаласи н и  к^риб чицам из.

Бу м асалан и н г ечи м и н и  топ и ш  учун [а, Ь\ ораликда тулик, и кки  
марта д и ф ф ерен ц и аллан увчи  ва (9.7) чегаравий ш артларни  кан о ат ­
лантирадиган  tpv (pv  ... ,срп базис ф у н кц и яларн и  танлаб, хос ф у н кц и я­
н и н г такр и б и й  ечи м и н и  куйидаги

кури ниш да излайм и з, бу ерда а. — ном аълум  узгармаслар. К ей и н  бу 
ф у н к ц и я д ан  (9.6) т е н гл и к н и н г  тула к а н о атл ан ти р и л и ш и н и  талаб  
К илмасдан, бу тен гл и кн и н г чап то м о н и  </?,, <р2, ... ,<рп базис ф у н кц и я - 
ларга ортогон ал  були ш и ни талаб ки лам и з. Бу бизни  к у й и д а г и  тен г­
лам алар  систем асига олиб келади:

Х оси л  к и л ган и м и з п та ном аълум ли  п та  бир ж и н сл и  тен гл ам а­
лар  си стем аси д и р . Бу си стем а  н олд ан  ф ар к л и  ечим га эга  були ш и 
учун у н и н г  д етер м и н ан та  нолга тен г  булиш и керак:

Lu = ^ ( р ( х ) и ' ) -  q (x)u  +  Хи =  О (9.6)

д и ф ф ер ен ц и ал  тенглам а учун эн г  содда

и(а)  =  и(Ь) =  О (9.7)

п

(9.8)

п
Х ( « ( ,+ЯА , Ь  = 0  ( ./=  1. 2 ,...,л), (9.Ю )

бу ерда

(9.11)



а,, + ЯД, а2\ + А/3,,..• а,н + яд.
а \2 +^Р\2 22 Я̂22>.•• а п2 + ЯД,2 = 0.

а2„ + ЯД„- • + ЯД,„

Бу тен гл ам а я га н и сбатан  л -тар ти б л и  тен гл ам а б^ли б , п та 
илдизларга эга. \ а р  бир  Я = Я{п) учун (9.10) тен гл а ­

м алар  си стем аси  нолдан  ф ар кл и  а\к\ а \ к\ . . . , а ^ ) ечи м га эга  булиб, 
Я*п) га м ос келад и ган  хос ф у н к ц и я н и  куй и даги ча ё зи ш и м и з  м ум ­
кин:

!#“ ’(*) = 5 > ,'* V , М .
/=1

М аълум ки , бу ф у н кц и ял ар  узгарм ас со н  к^пайтувчи  ан и к л и ги д а  
топилади.

Б из б и лам и зки , (9.6) тен гл ам ан и н г хос сон лари н и  топ и ш  учун Я 
н и н г ш ун дай  ки й м атлар и н и  то п и ш  к ер ак к и , (9 .6 ), (9 .8 ) чегарави й  
м асал ан и н г  нолдан  ф аркли  ечи м и  м авж уд булсин. (9.10) си стем а
(9 .6 ) тен гл ам ага  яки н л аш и ш  си ф ати д а  \о с и л  булганли ги  туф ай ли  
топ и лган  Я,('’),Я^"),... ки йм атлар  м ос рави ш да (9.6) тен гл а­
ма хос ки й м атлари н и н г я ки н л аш и ш и  булиб, и ^ \ х ) ,и ^ \ х ) , . . .  ф ун к­
циялар мос равиш даги хос ф у н кц и яларн и н г яки н лаш и ш и  булади.

Мисол.  Ушбу

и" + ки = 0, м(-1) = м(1) = 0

чегаравий масаланинг жуфт хос функцияларига мос келадиган аввалги иккита 
хос сонлари топилсин.

Осонлик билан куриш мумкинки, бу масаланинг аник, ечими куйидагилар­
дан иборат:

. кх п2 3 пх . 9тг2
w, (x) = cos — , Я, = — , ( х ) = cos -  ? я2= _ 4“ -

Ечиш.  Базис функциялар сифатида

Ф| = 1 -  х2, q>2 = х2 (l -  х2 ) ,... , (рп = х2п~2 (l -  х2 )

ларни оламиз, у \олда чегаравий шартларни каноатлантирадиган такрибий ечим­
нинг умумий куриниши куйидагича булади:

(jc) = ( l - * 2 ) ( а 1 + а 2х 2 +••• + V f 2"-2)- 

Биз аввал п = 2 деб оламиз, у холда 
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и2 (x) = (l -  х2 )(о, + а2х2),

и'2 ( х )  = 2(а2 - а , ) х - 4 о 2л:3,

и2 (х) = 2 (о2 - а , ) - 1 2 й2 дг2

булиб, (9.10) тенгламалар системаси куйидаги куринишга эга булади:

1

||^ 2 (а 2 ~ ai ) -  12а2х2 + Я̂ 1 -  х2 + а2х 2 -  х2 }dx = 0,
-1

1

J|^2 (д2 -  ах ) -  12д2х2 + Я̂ 1 -  х2)(я, + a2x2)J x 2 (l -  x2^dx = 0.
-i

Бундаги интегралларни \исоблаб соддалаштирсак, натижада 

(35-14Я)а, + (7-2Я) я2 = 0,1

(21-6А)а,  + (3 3-2А )я2 = о |  (9 1 3 )

системага эга буламиз. Бу системанинг детерминантини нолга тенглаштирсак, Я 
ни аниклаш учун

Я2-  28Я + 63 = 0

характеристик тенглама \осил булади, унинг илдизлари я[2) = 2,467438, 
Я̂ 2) = 25,532562 лардан иборат.

Хос сонларнинг аник; ифодасидан куйидагиларни \осил киламиз:

кх = 2,4674011, Яз = 22,206609.

Бундан курамизки, биринчи хос соннинг абсолют хатоси 3,7* 10-5 булиб, 
иккинчисининг нисбий хатоси 15% дан иборат. Энди Я*2) нинг кийматини 
(9.12) системага куйиб, а}= а, а2= —0,2207498а га эга буламиз, бундаги узгар­
мас сонни эса

f[424  =1
-I

. к хнормаллаштириш шартидан топамиз, чунки бу шартни н(х) = cos—  аник ечим 
Каноатлантиради. Бундан а -  0,9990673 ва

«f0 ( jc) = 0,9990673( l  - * 2 ) ( l -  0,2207498л:2 )

ни \осил киламиз.
Энди /1=3 деб олиб, учинчи якинлашишни



куриниш да излайм из. Ю коридаги амалларни бажариб, Я ни аниклаш  учун ушбу

4А3 -  450А2 + 8910А -  19305 = 0 

характеристик тенгламани \о си л  килам из, бунинг ечим лари

А,(3) = 2,467401108, A f ' =  22,293406 ...

А$3) = 87,739193...

лардан иборат. Булардан ва хос сонларн инг ан и к  кийм атларидан курам изки , 
биринчи хос соннин г кийм ати 4*10~6 аникликда топилди , иккин чи  хос сон - 
нинг аниклиги эса 0,9 %.

Энди Я,(3) нинг кийм атини (9.13) системага куйиб, аг а2, аг ларн и  ан и к - 
лайм из, улар а узгармас к^пайтувчи аник^игида топилади , а ни и\3) М  нинг 
норм аллаш ганлигидан  топсак , а = 0 ,9999729 — 1 булади.

Н атижада биринчи хос ф ункция куйидаги куриниш га эга булади:

u[3 )(* ) = ( l  -  JC2 ) ( l  -  0 ,233430JC2 + 0 ,018962х4 ) .

Ю крридагига ухш аш  бош кд м асалалар  учун хос сон  ва хос ф ун к­
ци яларни  Галёркин методи билан  топиш  м ум кин. М асалан ,

•л 2 -,2с и с и Л л
- т  + -г т  + Ям = °  (9.14)
сх су

тенглам а ва

и |г = 0  (9.15)

ч егар ави й  ш арт учун хос со н  ва хос ф у н к ц и я л а р н и  аник^лайдиган 
система

я
с

булиб, бу ерда
п

иЛ х ’ У) = ' Е а№ ( х ’ У)
/•=1

ва {<р(} и к к и н ч и  тарти бли  хусусий хрси лаларга  эга  булган , (9.14), 
(9.15) чегаравий масалани каноатлантирадиган ф ункцияларнинг тулик, 
систем аси . Хос со н л ар н и н г такри би й  ц и йм ати ни  то п и ш  учун (9.16) 
си стем ан и н г детерм ин ан ти ни  нолга тенглаш тириш  керак.

т т -  + ^ г г  + Ямл
СХ СТ

(pjdxdy = 0, У =  1 ,2 ,...,  л (9.16)



11.10.1. Энг кичик квадратлар методининг гояси. Ф ар аз  к и л ай - 
л и к , Я — хакикий Гильберт ф азоси  ва А — чи зикди  оператор  булиб, 
ц и й м атлари  Я д а  ётси н  х,амда у н и н г  D (A )  а н и к д ан и ш  сохаси  Я  
н и н г  \а м м а  ж ой ида зич булсин.

Ушбу
A u = f  (10.1)

о п ер ато р  тен гл ам ан и  к ар ай м и з , бунда и E D  (А) и зл ан аётган  э л е ­
м ен т  б у л и б ,/э с а  Я  н и н г  б и р о р  эл ем ен ти д и р . Ф ар аз  к и л ай л и к , бу 
тен глам а ягона ечим га эга  булсин.

Б из (10.1) тенглам ага куйидаги

I(u) =  \ A u - f \ 2 (10.2)

ф у н к ц и о н ал н и  мос куям и з ва ( 1 0 . 1 ) т ен гл ам ан и н г  ечи м и н и  излаш  
м асаласи н и  D  (А) да бу ф ун кц и он алга  м ин и м ум н и  таъм инлайдиган  
элем ентни  топиш  м асаласи билан алм аш тирам из. Равш анки ,

min 1 (и )  =  / ( и * )  =  0,
neD( A)

бу ерда и* эл ем ен т  (10.1) т е н гл ам ан и н г  ечи м и . М азкур м е то д н и н г  
эн г  ки ч и к  квадратлар  м етоди  д ей и л и ш и н и н г  сабаби  ( 1 0 . 1 ) т ен гл а ­
м ан и н г ечи м и н и  топиш  ( 1 0 .2 ) ф у н кц и о н ал н и  м ин им ум лаш тириш га 
асосланганлигидадир.

Э н д и  /(и) ф у н к ц и о н а л н и н г  м и н и м у м и н и  куй и даги ча к д д и р а - 
м из: ч и зи к д и  эр к л и  {</>.}, < p .E D (A ) эл ем ен тл ар  к е тм а -к е тл и ги н и  
тан лай м и з ва ( 1 0 . 1 ) тен глам ан и н г ечи м ига я -яки н л аш и ш н и

«„ = Z a/<P/ (ю.з)
ы

кури н и ш д а и злай м и з, бу ерда а. — ном аълум  сон лар . У лар ш ундай  
тан л ан ади ки , ipx, р 2 ... , <рп элем ен тлар  устида торти лган  Dn(A)E:D(A) 
ф азо  ости да  1{и п) =  |\Аип — / | | 2 ф у н кц и о н ал  м и н и м ум га эр и ш си н . Бу 
талаб  а х, а2 ... , у л а р н и  ан и к л аш  учун куй идаги

^  = 0 , / = 1, 2 ,..., и ( 1 0 .4 )
cat

чи зи кди  алгебраик тен глам алар  си стем аси га олиб келади. Агар я *  , 
д*  ... , о *  л ар  (10.4) с и с те м ан и н г  ечи м и  булса, у холда ип уш бу



п

= X  a‘iv<
i= 1

11.10.2. Чизиги чегаравий масалага энг кичик квадратлар мето­
дини куллаш. Биз уш бу

L(u) = u ’ + p (x )u ' +  q ( x ) u = f { x )  (10.5)

икки н чи  тартибли диф ф ерен ц и ал  тенглам ан и

Г ](и) = а 0и(а) + а 1и'(а) = А, Г 2(и) =  /30и(Ь) + fi\ii'(b) = А (10.6)

чегаравий ш артларда эн г  ки чи к  квадратлар  м етоди ёрдам ида ечиш  
масаласига муфассал тухгалиб утамиз. Бунда (10.5), (10.6) масала ягона 
ечи м га ва бу ечим  [а, Ь\ да и кки  м арта  узлукси з хосилага эга деб  
х и с о б л а й м и з . К у й и д аги  ш ар т л а р н и  к а н о а т л а н т и р а д и г а н  >̂(.(х) 
(/ =  0 , 1 , 2 ...) ф ун кц и ялар  си стем аси н и  карай м и з:

1 ) </>((х) ф у н к ц и я л ар  [а, b] да и к ки  м арта узлукси з хосилага эга;
2 ) хар кан дай  п учун <р̂  (х), <р2 (х)... , <рп(х) ф у н к ц и я л ар  [я, Ь\ да 

ч и зикди  эркли ;
3) |/>0 (х) ф у н к ц и я  ( 1 0 .6 ) ч е г а р а в и й  ш а р т л а р н и , к о л га н  </>.(х) 

ф у н к ц и я л а р  эса б и р  ж и н сл и  ч егар ави й  ш ар тл ар н и  к а н о а т л а н т и ­
ради:

Г,(ф,) = 0 , Г , (<р,) = 0 , / = 1, 2 ,...;

4) <р.(х) ф у н к ц и я л ар  (10.6) ч егарави й  ш ар тл ар н и  к а н о а тл а н ти ­
радиган С 1 [а, Ь\ си н ф д а  ту ли к  си стем ан и  таш кил  этади.

Э с л а т м а .  С2[а, Ь] га тегишли булган ва (10.6) чегаравий шартларни кано­
атлантирадиган и(х) функциялар синфини F  оркали белгилаймиз; {^(х)} функ­
циялар системаси F синфида тулик дейилади, агар ихтиёрий е>0  сон ва ихти­
ёрий u(x)GFфункция учун шундай п ва шундай ап а2 ... , ап узгармаслар топил- 
саки,

\u{J)(x) -  u{„J)(x)\ < е, j -  0 ,1 ,2 , а < х < Ь  

тенгсизлик уринли булса. Бу ерда

ч„{х) = <рп(х) + ^ а ^ ( х ) .  ( 1 0 .7 )
/ = 1

Бу таъ р и ф  ш уни билди радики , хар кандай  ж ои з u { x ) E F ф ункц ия 
учун ш ундай  ип(х) ф у н кц и я  то п и л ад и ки , етарли ча  ан и кп и кда  [а , Ь\



д а  и(х) н и  у н и н г  и'(х) ва м '(х)х,осилалари билан  биргали кда я к и н -  

лаш тиради.
Э н д и  (10.5), ( 1 0 .6 ) чегарави й  м асал ан и н г  еч и м и н и  (10.7) к у р и ­

н и ш д а  и зл ай м и з, ип(х) ф у н к ц и я  а. л а р н и н г  ихтиёри й  ци йм ати да
( 1 0 .6 ) ш артларн и  кан оатлан ти ради . а. л ар н и  ш ундай тан л ай м и зки , 
ип{х) и м к о н и  бори ча (10.5) тен гл ам ан и  яхш ирок, як ,и нлаш тирсин . 
Б и з ип{х) н и  (10.5) тен гл ам ага  куйиб,

га эга буламиз. Д еярли  хар доим  р „(х )  =  0. Биз ш ундай иш  ки лиш и- 
м и з к ер ак ки , |р„(х)| и м ко н и  бори ча ки ч и к  булсин. Ш у мак,садда

м и к д о р н и  к ар ай м и з ва а х, а 2 ... , ап н ом аълум  со н л ар н и  ш ундай  
т а н л а й м и зк и , е 2„ эн г  ки ч и к  ки й м атга  эга булсин.

Агар р (х), q(x) Е  L 2[a , b\ ф у н к ц и я л а р н и н г  (р, q) скал яр  куп ай т- 
м асини , одатдагидек,

И зл ан аётган  а {, а2 ... , ап п ар ам етр лар н и  то п и ш  учун куй идаги  
систем ан и  хосил килам из:

L(u„)-f(x) = pn(x)

= \ p i ( x )dx

(p -q ) =  jp (*)q (x )d x

каби а н и к л а с а к , у холда е 2 = 1 ( и „ ) булиб, бу ерда

I(u) = ||L(iv) -  /||2 = (Ди) -  / ,  L{u) -  /) .
Равш анки ,

п

ы\

бунда

/  = / - £ ( % ) •



ёки  уш бу

а.. -  а  у, =  jL((pi )L{(pi )dx,
а

b

Р, =  \f{x)L(<P ,)dx
а

белгиларни ки ри ти б , ю коридаги си стем ан и
п

Y * a >ja' = Р>' У = 1>2>->* ( 1 0 .8 )
/ =  1

куриниш да ёзи б  оламиз.
Ш уни  таъ ки д лаш  кер ак ки , (10.8) си стем ан и н г  м атр и ц аси  с и м ­

м етр и к  були б, у н и н г  д етер м и н ан ти  L(<p2),..., L(<pn) л ар  учун 
Грам детерм инантидир. Ф араз кдлайлик , (10.8) система ягона ечимга 
эга булиб, а *  , д*  ... , я *  ун и н г е ч и м и  булсин. У  холда и(х) га 
яцин лаш иш  сиф атида

п

/=1

олинади.
Э нди (10.8) систем ан инг цачон яго н а  ечим га эга булиш и м асала­

син и  к^риб чицам из. С и стем ан и н г я го н а  ечи м га эга билиш и ф ацат 
{<р.{х)} с и с те м ан и н г  тан л ан и ш и га  б о гп и ц  булм асдан , балки  (10.5), 
(10.6) чегаравий м асаланинг табиатига \а м  боглиц. Хусусий \о л д а

L(u) =  0, Г, (и) = 0 , Г ,(м )= 0  (10.9)

бир  ж и н сл и  м асала ф ац ат  нулли еч и м га  эга  були ш и га хам богли ц - 
дир. Ёзувни цисцартириш  м ацсадида а 0 =  /30 = 1, а , = /3, = 0, холни 
царайм из. ( 1 0 .8 ) систем ан инг м атри цаси  а  = { а Д  булиб, ун и н г д е ­
терм и н ан ти  Д = det а  булсин.

1 -те  о р е м а. Агар (10.9) чегаравий м асала фацат  и(х) =  0  тривиал 
ечимга эга  булса, у  холда А * 0  ва ( 10 .8 )  сист ема ягона ечим га эга  
булади.

И с б о т и .У ш б у
п

X X ,А  = 0 , j  = 1, 2 ,..., п
/ =  1

бир ж и н сли  тенглам алар  си стем аси н и  карай м и з. Бу си стем а фак,ат 
bj =  0 т р и в и а л  еч и м га  эга  э к а н л и г и н и  к у р с а т а м и з . Б у н и н г  учун



j  т ен гл ам ан и  й. га ку п ай ти р и б , н ати ж аси н и  j  буйича 1 д ан  п гача 
куш иб чицам из:

= J Z Z  bA < P i)bj L {(p j) d x = v -  ( ш л о )
j =I /=1 a /=1 j=l

Агар
n

un(x ) = W
/=1

белгилаш ни ки р и тсак , у \о л д а  ( 1 0 . 1 0 ) м уносабатни

b

$L2(un)dx = 0
а

куриниш да ёзиш  м ум кин. Бундан  эса L { u )  =  0 кели б  чицади. Э н ди  
(pt(x)  базис  ф у н к ц и я л а р  (р^а) =  ip^b) =  0  (/ =  1 , 2 , . . . ,  ri) ш ар тл ар н и  
ц ан оатлан ти ри ш и н и  эсласак , ип{а ) = и п(Ь) =  0 кели б  чицади. Д ем ак , 
Г ^ и )  =  0, Г2{ип) =  0. Ш ун дай  цилиб, ип(х) ф у н кц и я  (10.9) чегаравий

ш артларни  ц ан оатлан ти рад и  ва теорем а ш артига кура ип(х) =  0  ёки
п

^ b j ip j ix )  =  0. А м м о <рх(х), <р2(х), <рп(х) ф у н к ц и я л а р  ч и зи ц яи
/ = 1

эркли , ш ун и н г учун хам ип(х) =  0 ш артдан bj -  0 келиб  чицади. Д е ­
м ак, Д * 0  ва (10.8) систем а ягона ечим га эга. Т еорем а исботланди. 

К уйидаги

r t(u) = u(a) =  0, Г 2(и) = ф )  =  0 (1 0 .1 1 )

хусусий холда (10.5), ( 1 0 .6 ) чегаравий масала учун эн г  ки чи к  квадрат­
лар  м етодин инг яц и н л аш и ш и н и  курсатам из. Ф араз цилайлик, и*(х) 
ф у н к ц и я  (10.5), (10.11) ч егар ави й  м асал ан и н г  а н и ц  ечи м и  булиб, 
и * (х )  у н и н г  эн г  к и ч и к  квадратлар  м етоди б и лан  топ и лган  л -я ц и н - 
лаш иш и булсин. Ш уни таъкидлаш  керакки , (10.11) чегаравий ш арт- 
ларда

<р0(л) = 0  ва м'(.г) = ' ^ а ’ <р1(х)
/ = I

булади.
2 -т  е о р е м а . А гар  цуйидаги икки шарт баж ар и л са , у  %олда энг 

кичик квадрат лар методи билан топилган функциялар кет ма-

кет лиги L , ф азода и *(х) аниц ечимга интилади:
1)  ( 10 .5 ) , ( 1 0 . 1 1 )  чегаравий м асала ягона и *(х) ечим га эга ;



2) ш ундай узгарм ас М  сон м авж удк и , [а , Ь] да %ар цандай икки  
март а дифференциалланувчи ва оралицнинг четки нуцт аларида нолга 
айланувчи и(х) функция учун

тенгсизлик уринли.

И с б о т и .  1) ш артга ва 1-теорем агакура {м”(лг)| кетм а-кетли кн и  
кури ш  м ум ки н ; {<?,• (*)} к е тм а -к е тл и к  С 2[а,Ь\ си н ф д а  тули ц , ш у­
н и н г  учун хам (эслатм ага ц.) \а р  цан дай  е> 0  сон  учун ш ун дай  N  ва 
a t, а 2 . . . ,  п ар ам етр л ар то п и л ад и к и ,

| |£ ( и * ) - £ я / ( * > , ) | |<  —  (Ю .1 2 )

тенгсизлик баж арилади.

L(u*) = f , Y j aiL((pi ) = L = L ( u s )
/=| V  /=1 )

тен гл и кл ар н и  \и со б га  олсак , у хдлда ( 1 0 . 1 2 ) тен гси зл и кн и  куй и да­
гича ёзиш  мумкин:

Г - £ ( ил. ) | |< £ .  (10.13)

Э н д и  uN{x) ф у н к ц и я н и  д, , а2 ... , оЛ п арам етрлар  туп лам и д а  
/  (mv ) = \\L(un ) -  / | | 2 ф ун кц и он алн и  м иним аллаш тириш  натиж аси­

да  хосил булган ил*(х) ф у н к ц и я  билан  алм аш ти р ам и з. Р а в ш ан к и , 
ил*(х) ф ун кц и я  учун (10.13) тен гси зл и к  баж арилади . Д ем ак ,

А гар п >  А 'деб ол сак , у холда

тен гси зли к  уринли булади. Т ео р ем ан и н г 2) ш артидан ф ой далан сак , 
бундан

||« * -  ил. || < A/||L (и  * -  m*v )|| < £ 

келиб  чицади. Э нди е н и н г  етарли ча ки чи кли ги н и  хисобга олсак,

lim ||l/* -M *v || = 0
п—>00

хосил булади ва теорем а исботланади.



11.11-§. ВАРИАЦИОН-АЙИРМАЛИ МЕТОДЛАР. 
ЧЕКЛИ ЭЛЕМЕНТЛАР МЕТОДИ

Б и з олди н ги  бобларда чегарави й  м асалаларн и  ч ек л и -ай и р м ал и  
м етодлар ва вариаци он  м етодлар билан такрибий  ечиш  м асаласи ни 
куриб чиккан  эдик. Бу м етодларнин г хар би ри н и н г устунликлари ва 
кам чиликлари бор. Агар диф ф еренц иал  оператор мусбат аникланган 
ва си м м етри к  булса, вари ац и он  м етодни куллаш  н атиж аси да хосил 
булган чизикли алгебраик тенгламалар систем асининг м атрицаси хам 
м усбат а н и к л ан ган  ва си м м етр и к  булади. А м м о бу м атр и ц а  тула, 
я ъ н и  н о л д ан  ф ар кл и  эл ем ен тл ар и  жуда куп булади. Ш у н и н г  учун 
Хам м атри цани нг тартиби катта булса, бундай си стем ан и  ечиш  жуда 
куп м ехнат талаб килади. И кк и н ч и  том он дан , ч ек л и -ай и р м ал и  м е- 
тодда м атрица уч диагоналли  булиб, чизикли алгебраик тенглам алар 
систем аси нин г м атрицаси си й р ак  булади. А ммо диф ф ерен ц и ал  оп е­
ратор мусбат аникланган холда систем анинг м атрицаси мусбат ани к- 
ланм аган  булиш и мумкин.

К ей и н ги  йилларда ш ундай м етодлар ярати ла бош лан д и ки , улар 
вари ац и он  ва ай и рм али  м етод ларн и н г иж оби й то м о н л ар и н и  узида 
мужассамлаш тирган. Бу методлар вариацион-айирмали методлар (чекли 
элементлар методи) д ей и лади . Бундай м етодларн и  куриш  учун ва­
ри ац и он  м етодларда {^.} базис ф ун кц и ялар  сиф ати да чекли  бардор- 
л и  ф ун кц и яларн и *  (ф и н и т  ф у н к ц и я л ар н и ) олиш  кер ак . Бундай 
ф у н к ц и я л а р  ечи м  мавж уд булган со х ан и н г ф ак ат  к и ч и к  ки см и да- 
гина нолдан ф арклидир.

Б и з би лам и зки , агар

ф ун кц и он ал  ан и клан ган  сохадан олинган  ва и (0 ) =  и ( 1 ) =  0  ш арт­
л ар н и  к ан о атл ан ти р ад и ган  и (х ) ф у н кц и я  ( 1 1 . 1 ) ф у н к ц и о н а л  учун 
м и н и м ум н и  таъ м и н ласа , у холда у

чегаравий м асалан и н г ечи м и булади. А ксинча, агар и(х) ечим  (11.2) 
чегаравий м асалан и н г ечи м и  булса, у холда и (х) ечим  ( 1 1 . 1 ) ф у н к ­
ц и о н ал н и н г  ан и кд ан и ш  сохасида ун и н г учун м и н и м ум н и  та ъ м и н ­
лайди.

* Функциянинг б а р д о р и  (русча «носитель») чекли дейилади, агар функ­
ция ( -о о ; оо) ораликда аникланган булиб, бу ораликнинг чекли кисмида нолдан 
фаркли булса.

( и л )

l z  + u = f ( x ) ,  1/(0 ) = i/(I) = 0
d\~

(П.2)



В а р и ац и о н -ай и р м ал и  м ето д н и н г м о \и я т и н и  туш ун и ш  учун

ф и н и т  ф у н к ц и я л ар н и  оли б , уларни  б ази с ф у н к ц и я л а р  си ф ати д а  
цабул ци лам и з. Ф и н и т  <р:(х) ф у н к ц и я н и н г  б ар д о р и  supp <р:(х) о р к а ­
ли  белги лан ад и , б и зн и н г  \о л д а  supp  <р{jc) =  (х(._,, х .+]). Т акр и б и й  
ечимни

ку р и н и ш д а к и д и р ам и з, бу ерда а  к о э ф ф и ц и е н т л а р н и  вар и ац и о н  
алгори тм  буйича ан и к л ай м и з . Бу \о л д а  (11.1) ф у н к ц и о н ал  учун 
м иним ум ни таъм инлаш  ш артидан

тенглам алар систем аси  келиб чикади. (4.6), (4.7) ф орм улаларга кура

У н ча м ураккаб  булм аган  \и с о б л а ш л а р д а н  А ц, /, j  =  1 ,2 ,...,/V— 1 
л ар  учун куй идаги ларн и  хрсил килам из:

Ш ундай  килиб, в ар и ац и о н  ал го р и тм н и  (11.3) ф и н и т  ф у н к ц и я - 
ларга  куллаш  н атиж аси  б и зн и  (11.4) тен гл ам ал ар  си стем аси га  кел- 
тирди. Бу кандайдир айирм али тенглама булиб, айи рм али  м етодлар- 
да *осил буладиган тенглам аларга ухш аш дир. Бу си стем ан и н г  м ат­
рицаси  уч диагоналли булиб, \и соблаш  учун кулай. Бундан таш кари,

|х , = /А, i  = oN \ h N  = l |  турда

(x-x,_t)lh, xe (x i_,,xi), 

<P,M = ■ U +i ~x)!h, x e {x„xM ), 

0 , * ( ф м ,хм )
(11.3)

.V-1
K.vW = ' ^ a,<P,(x)

i = 1

.V-1
7  = l , 2 ,...,yV -l (11.4)

/ = 1

Au = f lV /M P y M  + Vi (•r )<Py ( *) ]dx' hj = \ / 4>№)dx. (11.5)

(11.6)

о, |/ — y'| > 1.



(11.5) ва (11.6) дан  ку р ам и зки , (11.4) си стем ан и н г  м атр и ц аси  с и м ­
м етри к м атрицадир.

Ф ар аз ци лай лик, С с о ^ а  Оху теки сли ги да ц ан дайдир  ч егар ал ан ­
ган с о \а  булиб, чегар аси  Г  булси н . К уй и даги  б ел ги л аш н и  к и р и т а ­
миз:

й и н ч ал и к  L 2(G ), Wj (G ) ва IV 2 (G ) Гильберт ф азолари  к е р а к  була­

д и , бу ф а зо л а р д а  ск а л я р  к у п а й т м а  ва н о р м а  ц у й и д аги ча  а н и ц л а ­

нади:

б ел ги л ай м и зк и , IV , ( G) га теги ш л и  булган ф у н к ц и я л а р  Г д а  н о л ­

га ай л ан си н . Ф ар аз  ц и лай л и к , б ер и л ган  и(х, у) е  и>22 ( G) ф у н к ц и я ­

ни  G  =  {0 <  х  <  а, 0 <  у  <  Ь) сохада б улак-булак  ч и зи ц ли  ф у н кц и я  

б и л ан  а п п р о к с и м а ц и я  ц и ли ш  талаб  ц и л и н си н . Б у н и н г  учун G  ни  

Xj =  ih r  у  =  j h 2 (Л, =  а / М , h2 =  b/N )  тугри  чи зи ц лар  б и лан  Gtj тугри 

ту р тб у р чакл ар га  булиб ч и ц ам и з , к е й и н  \а р  бир  (7. н и  д и а го н а л  
б и лан  и кки га  булам из (21-ч и зм а), я ъ н и  С  ни  учбурчакларга булиб 
чиц ам и з. \ а р  бир  (х , у )  га ш ундай  <р/х,у) ф у н к ц и я н и  м ос ц уям и з- 
ки , у (х , у )  тугунда би р га  т е н г  були б, б ош ц а ту гу н л ар да  н о л га  
тен г ва \а р  б и р  учбурчакда ч и зи ц л и  ф у н кц и яд и р . К и р и ти л ган  тур 
учун барча <ри(х, у) л а р н и  цуй идаги ча

а  =  (а , ,  а Л ,  \ а  | = а , +  а , ,  б у н д а  а , ,  а ,  — бутун  с о н л а р . Б и зга  к е -
, 0 к ' *

L 2(G ) д а

ju ddxdy , М ^ (С) =yj(u,u) ,

W2 (G )  да

/ 1 2

О к к
Э н д и  W~> (С м оркали  W-> (G ) ф а зо н и н г  ш ундай  ф а зо о с ти си н и

О к



о х

- 5 ,  0 < 5 < 1, О < / < 5,

О < 5 < 1, S < t < 1 ,

+ 5 -  Г, -  1 < 5 < О, 0  < / < 5 + 1 , 

+ 5, -  1 < 5 < О, S < t  < О,

+ л -  1 < 5 < О, -  1 < t < 5,
- 5  + t, О < S < 1, S — I < t < О

ки ри ти лган  ф у н к ц и я  оркали  и ф од алаш  м ум ки н . Бу ф у н к ц и я н и н г  
бардори 22-чизм ада курсатилган. Э нди (р{](х , у) ни  куйидагича ёзиш  
мумкин:

= 0 1 8)

Бу ф у н к ц и я л а р  Курант  
функциялари  д еб  аталади. 
Б ери лган  и ( х , у ) Е w \(G ) 
ф у н кц и я  учун

Чу = и (х ,,у / ) , i = О ,М , 

j  = O jv  

сонларни киритиб,

м м

/=0 у=О 2 2-чизма.



ч и зи кди  к о м б и н ац и я н и  тузам и з, бу и ф о д а  и (х, у)  н и  булак-булак  

чизицли т улдириш  д ей и л ад и . Р ав ш ан к и , uh E .C (G )A w \(G ). А гар 
и G W jAwj булса, у х;олда

м - 1 /v- 1

и » ( х ,у ) =  Y ^ 'Y .U ijV iM ^ )
Ы\ У=1

га эга булам и з, бунда й и ги н д и  G  н и н г  и ч ки  нукталари  буйича 
олинади .

Э нди вари ац и он -ай и рм али  метод билан тугри бурчакли туртбур­
чак с о \а д а  П уассон  тен глам аси  учун Д и ри хле м асаласи н и  ечам и з. 

Ф араз ки лай ли к , G  = {0 < х  < а ,  0 < >> < 6 } сохада

-Д u = f ( x , y ) ,  и |г = 0  ( 1 1 .9 )

Д ирихле м асаласи н и н г такри би й  ечи м и н и  топ и ш  талаб  ки ли н си н . 
Бу м асалан и  Н  =  L 2(G ) Г ильберт ф азо си д а  кар ай м и з. М асал ан и н г 
о п ератори  А  куйидаги

Л« = -Ды = - Й  + ^
дх ду2

д и ф ф е р е н ц и а л  и ф о д а  б и л ан  б ер и л ган  булиб, а н и к л ан и ш  сохаси  
D (L )  = |и : u E w l{ G ) ,u  |/-= O j. Э нди (11.8) м асалан и  куйидагича ёзи - 
ш и м и з м ум ки н :

Au = f ,  / е / , .  (11.10)

Р авш ан ки , А  оператор  сим м етрик:

= |11+0 | ) “* *  " ("М
Курсатиш  м ум ки нки , А мусбат ани кланган  оператор. О ператор си м ­
м етр и к  ва  м усбат ан и кл ан ган  булганли ги  учун ( 1 1 . 1 0 ) м асалан и  
ечиш да Р и тц  ёки  Г алёркин м етодин и куллаш им из м ум кин. Бу ерда 
\а р  иккала м етод \а м  устма-уст туш ади. Ш ун и н г учун \а м  такри би й  
ечим ни Г алёркин методи ш аклида кдцирам из. А  операторга м ос к е ­
ладиган  эн ер гети к  ф азо н и  НА оркали  белгилаб, унда скаляр  купайт- 
ма ва н о р м ан и  куйидагича ани клайм из:

[и, 01= +L J J { сх дх ду ду J 
G



[«,#] = ( / ,# ) ,  /еА * .

Ихтиёрий д ЕНЛ функция учун (11.10) тенгламанинг умумлашган 
ечими бу тенгликни каноатлантиради.

Такрибий ечим uh{x,y) ни

М-1 ЛМ
и*(х,у)=

/=1 y=i

куринишда излаймиз, бундаги а., коэффициентларни Галёркин 
методи асосида

[Uh’<Pki] = (fi<Pid)’ к = \,М -\, I = \,N -\

системадан топамиз. Бу системани куйидаги матрицали куриниш­
да ёзишимиз мумкин:

бунда
A a = J ,  01.11)

а = •••, Q\/_и ; я12,..., вм-хл* •••’

^1,/V-l > •••> a M - \ . N - \  ) у 

/  = ( / 115/21 »•••’ /л/-1,1’ /,ЛМ» •••’ /л/-1,УУ-1 ) »

^  = (Д>*/) >

Gijkl

fki = \f(x,y)<pkl(x,y)dxdy,
G



Х,ар бир учбурчакда (pv(x, .у) чизикди булганлиги учун уларнинг 
\осиласи бу учбурчакда узгармас сондир. Шунинг учун \ам Ajjkl лар­
ни осонлик билан хдсоблаш мумкин:

/  деру 8(рк1 \  _

\  сх ’ дх )

ч
, агар к =  /, /  =  j  булса,

-  — , агар к =  /' +1, / =  у булса,
К

О, агар / =  у' + 1, к = i ёки к =  / + 1 булса,
1

О, агар 1 = j  — 1, £ =  / - !  ёки к = / булса;

/ д<р£ \ _  
\  д)' ’ ду )

р  , агар & = /', / = у булса,

О, агар к = i + 1, I = j  ёки / = j  +1 булса,

-  -̂ 2 , агар k = i, I = 7 + 1 булса,

О, агар k = i - 1, / = 7 ёки / = 7-1  булса,

-  —-j, агар k = i, I = j - l булса.
Л2

Топилган кийматларни ( 11.11) га кУйсак, у куйидаги куриниш­
га эга булади:

hi = fu>

i =  1,2,..., M -l,  7 = 1,2,..., N-\,

бунда aoJ = aMj = a/0 = ajN = 0 деб \исобланади. Шундай килиб, 
Галёркиннинг вариацион-айирмали методи асосида булак-булак 
чизикди (11.8) базисда (11.9) масала учун маълум беш нуктали 
схемага келдик. Аммо бу ерда fy =(/,<р,у) махсус куринишга 
эга.



ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ 
ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

12.1-§. ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ 
АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАРИ

Интегрсп тенглама деб шундай тенгламага айтиладики, унда и(х) 
номаълум функция аник, интеграл белгиси остида цатнашади. Маса­
лан,

ь
^ ( х ) м ( х ) - Я  |A -(x ,j) t/(s )£ fa= /(x )(fl< JC < /)) , (1 .1 )

а

бу ерда g(x), К(х, s) ва f(x) берилган функциялар ва Я берилган 
параметрдир (купинча у 1 ёки - I  деб олинади). К(х,у) функция 
интеграл тенгламанинг узаги (ядроси) ва f(x) функция meнгJ^aмa- 
нинг унг томони (ёки озод х;ади) дейилади. Шуни таъкидлаш ло~ 
зимки, Я комплекс \ам, хакикий \ам булиши мумкин, лекин х ва 
s доим \акик,ий кийматни к^бул кдлади.

Агар g(x) s  0 ва X = — 1 булса, у хрлда (1.1) тенглама

ь

jK(x,s)u(s)ds = f (x)  (12)
а

куринишга эга булиб, Фредгольмнинг I жинс интеграл тенгламаси 
дейилади. Агар барча хЕ  [а, б] учун g(x) ^  0 булса, у хрлда (1.1) тенг­
ламанинг ^ар иккала томонини g(x) га булиб, цайта белгилаб чиц- 
сак, уни

ь

и(х)~ A. jK(x,s)u(s)ds=f(x)  (a<x<b)  (1.3)
а

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама Фредгольмнинг IIжинс ин­
теграл тенгламаси дейилади. Агар [а, Ь] ораликнинг айрим нуцта- 
ларида g(x) = 0 булиб, бошца нуцталарида g(x) *  0 булса, у хрлда
(1.1) тенглама Фредгольмнинг III жинс интеграл тенгламаси де­
йилади. III жинс тенглама кам урганилган, лекин татбицларда 
учрайди.

Юцоридаги (1.1), (1.3) тенгламалар бир жинсли булмаган тенг­
ламалар дейилади. Агар (1.3) тенгламада f(x) = 0 б^лса, у \олда



u(x) — я |/Г (х ,s)u(s)ds=: 0 (a < x < b ) (j 4 )
a

Фредгольмнинг бир жинсли тенгламаси дейилади. Бу тенглама доимо 
нулли (тривиал) и(х) = 0 ечимга эга. Агар X параметрнинг айрим кий- 
матларида тенглама нотривиал ечимга эга булса, бундай ций- 
матлар Д х, 5) узакнинг ёки унга мос келадиган (1.4) тенглама­
нинг хос цийматлари (хос сонлари) дейилади, уларга мос келади­
ган нотривиал ечим эса хос функциялар дей ил ад и. Ушбу

ь
и(х) — Я J/l ( j ,  х )  и ( 5)  ds=f (x) (a<x<b)  (1.5)

а

тенглама (1.3) тенгламага богловчи дейилади.
Фредгольм тенгламаси назариясининг асоси куйидагидан ибо­

рат:
1. Агар X сон Д х, s) узакнинг характеристик сони булмаса, у 

хдпда ихтиёрий /(х) озод хдд учун (1.3) тенглама ягона ечимга эга.
2. Агар X сон (1.4) бир жинсли тенгламанинг хос сони булса (унга 

<рк = срк(х), к = \,п хос функциялар мос келади), у х;олда Я

ь

и(х) -  X jK(s,x)u(s)ds = 0 (16)
а

богловчи тенгламанинг ^ам хос сони булади. (1.4) ва (1.6) тенг­
ламаларнинг X хос сонига мос келадиган хос функцияларининг 
микдори бир хил булади.

3. Агар бир жинсли тенглама нотривиал ечимга эга булса, у хрлда 
бир жинсли булмаган тенглама, умуман айтганда, ечимга эга булмай­
ди. У ечимга эга булиши учун

b ___

{ / W k ) =  = 0> к = \ , п (17)
а

ортогоналлик шартининг бажарилиши зарур ва етарлидир, бу ерда 
V>k(x) к = l j t  богловчи K(s, х) узакнинг берилган хос сонига мос 
келадиган хос функцияларидир.

4. (1.4) тенглама хос сонларининг туплами чекли масофада ли­
мит нуктага эга эмас. Агар хос сонларнинг туплами чексиз булса, 
у \олда лимит нук,та чексизликда ётади.

Татбик,ларда K(x,s) узаги симметрик булган, яъни

Дх, s)=K(s, х)



Фредгольм тенгламалари катта ахамиятга эга. Симметрик узак ку­
йидаги хоссаларга эга:

1. Хар цандай симметрик узак \еч булмаганда битта хос сонга 
эга.

2. Симметрик узакнинг барча хос сонлари ^ацицийдир.
3. Симметрик узакнинг \ар  хил Я ва ц(Х ф /л) хос сонларига 

мос келадиган <р(х) ва хр(х) хос функциялари [а, b] ораликда уза­
ро ортогонал, яъни

^ ( p ( x ) \ j / ( x ) d x  =  0.

а

Амалиётда куйидаги куринишдаги
.V

|А'(Х,5)м(5)Л = f (x )  (1.8)
а

ва
Д-

м(х)-Я|АГ(х,5)и(5)Л = f(x)  (1.9)
а

интеграл тенгламалар *ам куп учрайди, булар мос равишда Воль- 
терранинг Iхамда II жинс интеграл тенгламалари дейилади.

Ушбу

r>/ . fA^x,.?), агар а < s < х булса,
K(x,s) = <

[0, агар s > х булса,

функцияни киритиб, (1.8) ва (1.9) Вольтерра тенгламаларини мос 
равишда K(x,s)  узакли Фредгольм тенгламаси куринишида ёзиш 
мумкин. Аммо куп хдпларда Вольтерра тенгламаларини мустацил 
равишда текшириш (ва такрибий ечимини топиш) мацсадга муво- 
фиц булади.

Вольтерранинг I жинс тенгламасига мисол сифатида Абелнинг 
ушбу

j(S t=/w (0<“<|) (U0)
тенгламасини олиш мумкин, бу ердау(х) узлуксиз хосилага эга булган 
маълум функция. Маълумки, (1.10) тенгламанинг ечими цуйидаги 
формула билан аницланади:

/ ч sin ак  и(х) = ------
К

/ ( 0 )  -) f ' ( s ) ds  

х ' - а i ( X - 5 ) ' - “ _ •



Агар К(х, s) ва f(x) лар узлуксиз дифференциалланувчи функция­
лар б^либ, барча xG[a, b] учун К(х, х)*0  булса, у холда Вольтер- 
ранинг (1.8) 1 жинс интеграл тенгламаси Вольтерранинг (1.9) 
II жинс интеграл тенгламасига келтирилади. Хак.ик,атан х,ам,
(1.8) тенгламанинг \ар иккала томонини х буйича дифференциал­
лаб,

.V

К(х,х)и(х) + jK'x(x,s)u(s)ds = f'(x)
а

ёки
д:

и(х) + J А-, (х, s)u(s)ds = Д(х) (а < х < Ь)
а

тенгламани ^осил киламиз, бу ерда

Kl(x,s) = Z ^ ,  f x(x) = J£*L
К ( х , х )  К ( х , х )

Шунинг учун \ам  биз кейинчалик Вольтерранинг II жинс тенгла­
масини караймиз.

Юк,орида келтирилган тенгламаларнинг \аммаси \ам чизикди ин­
теграл тенгламалар дейилади, чунки уларда изланаётган и(х) функ­
ция биринчи даражада катнашади. Чизикли булмаган интеграл тенг­
ламалар \ам куп учрайди. Ушбу

ь

и(х) -  Я jAT[jc,s,i/(s)]& = /(x )
а

Урисон тенгламаси ёки
ь

u(x)-X^K(x,s)F(s,u(s))ds = / (* )
а

Гаммерштейн тенгламаси чизикли булмаган интеграл тенгламага 
мисол була олади.

Интеграл тенгламалар математиканинг узида ва унинг турли 
татбикларида учрайди. Дифференциал тенгламаларда Коши маса­
ласи Вольтерра интеграл тенгламасига, эллиптик тенгламаларда- 
ги чегаравий масала Фредгольмнинг II жинс интеграл тенглама­
сига, параболик ва гиперболик тенгламалар эса Фредгольмнинг 
I жинс тенгламасига келтирилади.

М и с о л . Куйидаги я-тартибли оддий дифференциал тенглама учун Коши 
масаласи



(р{П) + / } ( Л ' ) < р "  h U )  4- ... + Pn ( x ) ( p  =  f { x ) ,  

<p(a) =  0, ( p ' ( a ) = 0 ...... (p{n ] ) { a )  =  0(p(a) = 0, (p'(a) = 0. {a) = 0

берилган булсин. Бу масалани интеграл тенгламага келтириш мумкин. Хакикатан 
а̂м,

деб оламиз, бу ерда м(х)янги номаълум функция. (1.12) тенгликни к марта диф ­
ференциаллаймиз, натижада куйидагига эга буламиз:

Шу билан бирга барча \ < к < п - \  учун (р{к)(а) =  0 шартнинг бажарилиши рав- 
шандир. <р(к)(х) лар учун топилган ифодаларни ( I .II) тенгламанинг чап томонига 
Куйиб, куйидагига эга буламиз:

Шундай килиб, (I .II) масала Вольтерранинг II жинс (1.13) интеграл тенглама­
сини ечишга келтирилди. (1.13) дан и{х) ни топиб олиб, <р(х) ни (1.12) формула 
ёрдамида аникдаймиз. Бунга ухшаш мисолларни куплаб келтириш мумкин.

Бу бобда асосий масала куйидагилардан иборат:
1) Я нинг берилган кийматларида бир жинсли булмаган интег­

рал тенгламанинг аник ёки такрибий ечимини топиш;
2) бир жинсли тенгламанинг хос сонлари ва хос функцияларини

12.2-§. КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАР ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАК­РИБИЙ ЕЧИШ

12.2.1. Хисоблаш алгоритмлари. Интеграл тенгламаларни такри­
бий ечишда амалиётда кенг кулланиладиган усуллардан бири бу 
тенгламада катнашадиган интегрални у ёки бу

(1 1 2)
а

1 *
= (п-Г-кУ. f u(s)(x~s)n  ̂- к -  п - *)>

а

<рш (х)  = и(х).

X
(1.13)

а
бунда

K ( x . s )  = p,(jc) + р 2( х)  + ... + р„(л ) ■

топиш.



квадратур формула (кв.ф.) билан алмаштиришдан иборатдир. Бу 
ерда х,, х2, ...хя ва АГА2,..., Ап лар мос равишда кв.ф. нинг тугунлари 

\амда коэффициентлари булиб, улар Ф(х) функцияга боглиц эмас,
п

R(Ф) эса цолдиц \ад . Бу формулада А. > 0 ва ^  А} = b -  а шартлар
У=1

бажарилади, деб фараз циламиз. Мисол сифатида 7-бобда царалган
куйидаги формулаларни келтирамиз:

1. Умумлашган тугри туртбурчаклар формуласи:

Xj = а + (у -  \)h, h = ^ - ,  Aj = h, у = 1,2,...,я.

2. Умумлашган трапециялар формуласи:

Xj = а + (у -  \)h, h = ^ -~ , А , = А „ = ^ ,  Aj=h,  у = 2,л -1 .

3. Умумлашган Симпсон формуласи (п = 2т + 1 деб оламиз):

X j = a  +  ( j - \ ) h ,  h  =  ~ ,  Л , = Л 2)я+|= *
2т 3

4 2 hЛ2 = Л4 = ... = А1т = -  А, А3 = А5 = ... = А2т_х = — .

4. Гаусс формуласи:

v  _ b - a  (п) а + b л _ Ъ  -  а л{п)

xj — j ~ Y  ’ j — 2 J 9

бу ерда x!n) ва AJn) лар [—1,1] сегмент учун курилган Гаусс форму- 
ласининг тугунлари ва коэффициентларидир.

Энди (1.3)интефал тенгламани такрибий ечиш масаласига 
утамиз. Бунинг учун (1.3) тенгламада х = xf (/ = 1,я) деб оламиз. У 
\олда

/;
м(х; ) - я |А '( х , . ,5 )м (5 )Л  = /(х ,- )  (/ = 1,л) 0 -2 )

а

муносабатлар ^осил булади. (2.2) даги интегралларни (2.1) кв.ф. 
билан алмаштирсак, куйидагиларга эга буламиз:

ы ( х , )  -  к ^ 1А1К(х1,х] )и(х]) =  / ( х ; )  +  А Д ,

;=|



(2.3) системада ЯЛ мицдорларни ташлаб юбориб, и(х) ечимнинг хг 
х2, ..., хп тугунлардаги у р у2, ... , уя такрибий цийматлари учун ушбу 
чизицли алгебраик тенгламалар системасини \осил циламиз:

ни хисобга олиб, (1.17) системани ушбу куринишда ёзамиз:

булса, у хщда (2.5) система ягона y t , у2,..., уп ечимга эга булади ва 
бу ечимни 3-бобдаги усуллар билан топиш мумкин. Бу цийматлар­
га кура интерполяциялаш йули билан (1.3) тенгламанинг такри­
бий цийматини бутун [о, Ь\ оралиц учун топамиз. Одатда, бундай 
формула учун

«-даражали алгебраик тенгламанинг узаро фарцли Я|?Я,,..., Хт 
(т < п) илдизлари, умуман олганда, К(х, s) узак хос сонларининг 
тацрибий цийматини беради. Агар yjk> (/ = 1, п; к = 1,/и) лар (2.5) сис­
темага мос келадиган

(2.4)

бу ерда

Kv = K(x„xj),  f, = fix,).
Кейин

0, агар /' * j  булса,
1, агар /' = j  булса.

Кронекер белгисини киритиб ва
п

(2.5)

Агар
b{X) = dzx(8ij-XAj Kij ) * 0 ( 2.6)

п
yix) = Д х )  + я £  AjK (х, Xj ) У; (2.7)



1 ( 5 ,  -  А И Л  К ’ = О
У=1

бир жинсли системанинг ечими булса, у холда узакнинг хос функ­
циялари такрибий равишда

9k(x) = i kY dAjK{x,xJ) y f ) (* = 1,/и) (2.9)
м

формулалар ёрдамида топилади ва булар (1.4) бир жинсли тенгла­
манинг такрибий хос функциялари булади.

Куриниб турибдики, (2.3) системада А/? цанча кичик булса,
(2.5) системада биз шунча кичик хатоликка йул цуйган буламиз. 
Шунинг учун хам кв.ф.ни танлаш катта ахамиятга эга. Агар тугун 
нуцталарни цанча куп олсак, бир томондан, А/?(. кичик булиб, ик­
кинчи томондан, (2.5) системанинг тартиби шунча ошади ва уни 
ечиш огирлашади. Купинча алгебраик аницлик даражаси юцори 
булган Гаусс формулалари ишлатилади. Шуни х,ам таъкидлаш ке­
ракки, агар К(х, s) ва Дх) функциялар даврий булиб, уларнинг 
даври Ь—а булса, у холда тугри туртбурчаклар формуласининг аниц­
лик даражаси Гаусс формуласининг аницлик даражасига тенг була­
ди ва бу холда тугри туртбурчаклар формуласини цуллаш маъцул- 
дир. Номаълум функция ёки узак оралицнинг четки нуцталарида 
нолга айланиши олдиндан бизга маълум булса, у холда Марков 
формуласини ишлатиш мацсадга мувофиц булади.

Агар К(х, s) узак ва Дх) озод х,адлар анча силлиц булса, у холда 
юцори аницликдаги кв.ф.ни ишлатишни оцлаш мумкин. Чунки бу 
Холда и(х) хам шунча силлицликка эга булади. Хацицатан хам, 
агар / “’(х) ва (*, s) лар мавжуд хамда узлуксиз булса, у холда
(1.3) тенгламани к марта дифференциаллаб, м'*’ (jc) нинг мавжудли- 
гига ишонч хосил циламиз:

ь
иа \ х )  = А JAT “ Ч ^ М ) *  + / ‘*>(*). (2.10)

а

Куйидагиларни таъкидлаш мацсадга мувофикдир: агар берил­
ган тенгламада Дх) озод хад ёки К(х, 5) узак силлиц булмаса, у 
Холда тенглама устида алмаштиришлар бажариб, озод хад ва уза- 
ги силлиц булган янги тенгламани хосил цилиш мумкин. Маса­
лан, узак силлиц булиб, озод хад махсусликка эга булсин, у 
холда



О I)
д ( х ) - я | л ' ( х , 5 ) 0 ( 5 ) л  =  Я | Л ' ( Х , 5 ) / ( 5 ) Л

а а

тенгламани хосил циламиз, яъни берилган тенглама куринишига 
эга булган тенгламани хосил цилдик, лекин унинг озод хади ол- 
дингига нисбатан силликдир, натижада # (х) ечим хам силлицроц 
булади. #(х)ни топгандан кейин и(х) =д(х) + f (x)  ни хам топамиз.

Купинча К(х, s) ёки унинг K's (х , s) хосиласи s = х диагоналда узи­
лишга эга булади. Бу холда тенгламани цуйидагича узгартириш 
керак:

и(х)
и и

1 -  Я jA r(x ,5 ,)rfy - Я  |Л Г( л - ,5 ) [ ^ ( 5 ) - ^ / ( х ) ] Л  = / ( х ) .

Энди иккинчи интеграл остидаги функция узилишга эга
булмайди, чунки s= x  диагоналда u(s)—u(x) нолга айланади.ь

интегралга келсак, унда номаълум функция цатнаш-

майди, шунинг учун хам уни осонлик билан хисоблаш мумкин ва 
у цандайдир <р(х) функцияни беради.

Татбицларда купинча шундай тенгламалар учрайдики, улар­
нинг узаги

АГ(х, 5)= " ^ ?  (О < а < 1)
I-V - j|

куринишга эга булади, бу ерда Н (х, 5) силлиц функция. Бундай 
узакли тенгламадан узаги такрорланган тенгламага утиш мацсадга 
мувофикдир. Бундай узаклар диагоналда махсусликдан холи була­
ди.

Энди (1.2) тенглама хамда чизицли булмаган интеграл тенгла­
маларни тацрибий ечишга цисцача тухталиб утамиз. Ушбу

ь
x\K(x,s)u(s)ds = f (x)  (2.11)
а

тенгламанинг тацрибий ечимини топиш учун

= / ,  ( /= Г л )
у=1

чизикути алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу сис­
темани ечиб, хг х2, ..., хп нук^талардаги y v уг  ..., уп такрибий



ечимни топамиз. (1.2) тенгламани ечиш нокоррект масалага ки­
ради.

Агар бизга
ь

и(х) = jA'[x,s,j/(s)]a,s+ f{x)

чизикди булмаган Урисон тенгламаси берилган булса, у холда 
юцоридагидек иш тутиб, ушбу

у, = 2  (*< ’ xi
7=1

чизикди булмаган тенгламалар системасига эга буламиз. Бу система­
ни Ньютон методи билан ечиб, ух, у2, ..., ул ларни топишимиз 
мумкин. Такрибий ечим сифатида

v(x) =  Y d A jK  (.г , x j , y j ) + f ( x )
У=1

ни олишимиз мумкин.

12.2.2. Хатоликни бахолаш. Энди К(х, 5) узак в а /х )  озод хад к 
тартибли узлуксиз хосилага эга деб фараз циламиз. У холда 
(2.10) тенгламадан курамизки, и(х) ечим хам к тартибли хосила­
га эга.

Агар (2.5) система аникдовчисини ва Д(А) элементларининг ал­
гебраик тулдирувчиларини Д (А) орцали белгилаб олсак, у холда 
Крамер цоидасига кура ечимни цуйидагича ёза оламиз:

У^-щ Е а^ г (2.12)/ у = 1

(2.3) системадан эса

^ ■ )  = Ш т Е М Л +АЛ>) (2.13)

Хосил булади.
Энди тацрибий ечимнинг х. нуцтадаги хатолигини г], орцали 

белгилаймиз:

П, =ч(х,)~У,

ва г)(х) = и(х) -  .у(х) деб оламиз, бу ерда у(х) (2.7) формула билан 
аницланади. (2.12) ва (2.13) тенгликлардан
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^  = ДГЯ)1АЛV / | = lу=1

келиб читали. Кулайлик учун куйидаги белгилашларни кирита­
миз:

? М
В  =  max т--,—гг, R* =  max |Л|,  R =  ЛГЛТ(х, 

/ |А(Я)| а<х<Ь

L, =  шах
a<x.s<b

б К (x,s) с К (  л„т) , М. =  m ax ik) / \ и (х)

Осонлик билан куриш мумкинки,

Ы Ф И '
ва

и
t](x) = и(х)  -  v(.v) = а £  Л, а: (х , -Vy.) [ м [ x j ) -  у }, ]  + АЛ

/=|
муносабатлар уринлидир. Бундан эса

)| <  | А| | Д| +  |А| £  А,  |К  (.г, Xj )| |г?, | <
./= 1

п
< |А| R' +1А|: L0BR* £  А, = |А| Л* + |Я|: /,„5/?* (Ь-а)

(2.14)

/=|

келиб чицади. (2.14) ба^ода R* дан ташкари колган узгармасларни 
хисоблаш мумкин. R* узгармас эса <Z>(s) = K(x,s)u(s) функция учун 
курилган кв.ф. колдик\ади абсолют кийматининг xG[a, b\ буйича 
олинган максимумидир. 7-бобдан биламизки, юкорида келтирилган 
кв.ф.нинг колдик \ади

R(<£) = апФ{т\£ )  (а < Z < Ь) (2.15)

куринишга эга булиб, а ; факат п га боглик булган узгармас сондир. 
Маълумки:

1. Умумлашган тугри бурчаклар формуласи учун

(b- а )  , л.ап = --— -Ц- (т = 2). 
" 24(я-1)



2. Умумлашган трапециялар формуласи учун

(b-а) /а„ = ----- Ц- ( т  = 2)." 12(л-1)

3. Умумлашган Симпсон формуласи учун

4. п тугунли Гаусс формуласи учун

(6-0)2п+1(А!)4а„ = -------г — , т = 2п.
[(2л)!] (2я+1)

(2.14) тенгликдан ушбу батога эга буламиз:

|Л(Ф)| <  а„ ш ах | ф (т)(5)|.

Бизнинг х;олда Ф (s) = К (x,s) и (5) (х-параметр) булганлиги учун 
Лейбниц формуласига кура

0<"']( s )  = У  С* г^ Хг - ) «/<"-*' (J) 
к=0 '

ва бундан
т

(2.16)

келиб чик,ади. Lk ни аниклаш учун (2.10) тенгликда модулга ута­
миз:

\nik)(x ) \< \ X \ LkM 0( b - a )  +  Fk, Fk. =  m a x | / a , ( * ) | ,

бундан эса

Mk <\X\Lk{b-a)M0+Fk. (2.17)

Шундай килиб, (2.16) ва (2.17) лардан
т

ь \ л \ ( Ь - а ) М ^ с '«Мк-к +
° ' А=0

+ f j C!„LkF„_k = C lM 0 + C 2 ( 2 Л 8 )
к= о



т т

*=0

\исобланиши мумкин булган узгармас сонлар, чунки Дх, 5) узак 
ва /(х) озод \ад маълум. Энди S0 = max | v(*)| деб белгилаймиз, на-

Демак, j ва rj(x) хатоликларни маълум микдорлар оркали ифода­
лаш мумкин.

Шундай килиб, агар (2.20) тенгсизлик бажарилса, (2.21) \ам 
бажарилади ва бундан Я хос сон эмас деб тасдиклаш мумкин. 
Хакикатан х,ам, акс хрлда и(х) га (1.4) бир жинсли тенгламанинг 
ихтиёрий (модули буйича етарлича катта) ечимини кушиш мум­
кин, бундан эса (2.21) тенгсизликнинг бажарилмаслиги келиб 
чикади.

Келтирилган ба\олар хос сон ва хос функцияни топишда йул 
Куйилган хатоликни бахолаш учун \ам имкон беради. Бунга кискача 
тухталиб утамиз.

Я нинг бирор узгариш сохаси, масалан, |Я| < г доирани оламиз.
п

Будоирада ш ах^|Д (/|<Л булсин. У \олда (2.21) тенгсизликда В ни

а < \ < Ь  1 1
тижада (2.14), (2.15) ва (2.18) лардан куйидагиларга эга буламиз:

|м(х)| <|77(х)| + |Я * ) |< Я Л * + |Я |2 L0B(b-a)R*+S0 <

< {|Я| +  |Я |2 L0B{b -  а)} ап ( С,М0+ С , ) +  50

еки

Л/0 < {|Я| + |я|2 L0B(b -  а)} а„ (С, М0 + С ,) + S0 .

Агар
(2.20)

тенгсизлик бажарилса, у \олда

50+а,С2{|Я|+|А|21оД)
(2.21)

1- а.с,|я| | +|л|1 „ < ^ | > 0 (2.22)



тенгсизликни кдноатлантирса, у \олда Я хос сон булмайди. Шунинг 
учун *ам хос сонлар Я кийматларининг шундай тупламида жойла­
шиши керакки, у ерда (2.22) тенгсизлик бажарилмаслиги керак.

12.2.3. Вольтерранинг II жинс интеграл тенгламасини квадратур 
формула ёрдамида ечиш. Юкррида биз

тенгламани (1.3) Фредгольм тенгламасининг хусусий холи деб 
к;араш мумкин деган эдик. Шунинг учун хам бу ерда, агар j  > / 
булса,

булади, натижада (2.4) система куйидаги учбурчак матрицали чи­
зикли алгебраик тенгламалар системасига келади:

тенгсизликлар бажарилса, у холда (2.24) дан кетма-кет куйидаги- 
ларни хосил киламиз:

Бу ерда А. коэффициентларни кичикрок, килиб танлаб олиш хисо- 
бига берилган Я учун (2.25) шартни хар доим каноатлантириш мум­
кин.

М и с о л . Кв.ф.усули ёрдамида ушбу

а

К„= О

(2.24)

Агар

(2.25)

y , = f x{\ -XAxKu )- \

y2 = ( f 2+XA]K2ly , ) ( \ -XA2K22y' ,

У„ A f n  + ^ A i Knjy j I ( 1 - я д д , •
\

u ( x ) ~  j V s e  xsu( s )ds  = ( \ - x ) e x
о

интеграл тенгламанинг такрибий ечими топилсин.



|Ф(5)Л =

Симпсон формуласини куллаймиз. Куриниб турибдики,

Ки = кп = АГ.з = Кп = * 3, = 0, кп = 1- е \  Ка = \ е \  
1 I

3̂2 = 2е2, К*3 = €' ^ =  ̂  ̂ 2е ’ =

Ш унинг учун \ам  (2.4) система куйидаги куринишга эга булади:

У\ =

If 1 1 ,1 1
* 2*

1
* " б

ёки соддалаштиришдан сунг

2 е 2у 2 + е>̂ з = О

Ух = 1,
I

2е 2у 2 -  ( 6 - е )  у 3 =  О, 
г \_\ 1 

24 -  2 е 4
\

Уг ~ е 1Уъ =  !2 *2 -

Бу системани ечиб, куйидагиларни топамиз:

^  = 1, у 2=  1,00048, >>з= 1,00526.

Интеграл тенгламани ихтиёрий [0,1] учун ушбу куринишда ёзиш мумкин:

у(х)  =  (1 -  х ) е х -  ^
О



12.3-§. ИХТИЁРИЙ УЗАКНИ БУЗИЛГАН УЗАККА 
АЛМАШТИРИШ ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ

12.3.1. Бузилган узакли интеграл тенглама.
Таъриф. Кп(х, s) узак бузилган дейилади, агар уни куйидаги 

куринишдаги жуфт купайтмаларнинг чекли йигиндиси шаклида 
ёзиш мумкин булса:

АГ„(Х,5) = ^/1ДХ)Д,(5), (3.1)
/ = 1

бунда Л (х), худди шунингдек, 2?(х) (/ = 1,«) функциялар чизик­
ли эркли деб каралади. Чунки акс холда (3.1) чизикли комбина- 
циядаги хдцларнинг сонини камайтириш мумкин. Бундай узаклар 
учун

u(x) = f (x)  + xjK„(x,s)u(s)ds (3 2)

Фредгольмнинг II жинс интеграл тенгламаси осонлик билан ечила­
ди. Хакикатан хам, (3.1) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,

и(х) = /(* )  + А ̂ С Д (х )  (3.3)
/ = 1

тенглик х;осил булади, бунда

ь ___
С, = |fi(5)W(5)^5 (/=  1,«)

а

хозирча номаълум микдорлар. Ушбу

Ь
f i  = j7(s)B,(s)<*.

h
Щ = \Bl(s)Ai(s)ds

a

белгиларни киритамиз. (3.3) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,

f ( s )  +  ^ C ) A / ( s )

J=1



ифода хосил булади. Унинг хар иккала томонини Дх) га кискарти- 
риб, Д(х) (/' = 1,и)лар олдидаги коэффициентларни тенглаштира- 
миз (А(х) лар чизикди эркли булганлиги учун), натижада С  ларни 
топиш учун ушбу

с, = / + а2 Х су( /= П л)
j=|

ёки (3.4)

Ё Й - Ч К / - /  ( '= П 5 )
j =1

чизикуш алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. (3.4) сис­
теманинг аниьуювчисини

A(A) = det(5#-Ao/y)

оркали \амда Ау (А) = {i , j  = 1,д) оркали §0 -  Ал., элементларнинг 
мос равишдаги алгебраик тулдирувчиларини белгилаймиз.

Агар д(А) ф 0 булса, Крамер коидасига кура

(1‘ Гп) .

Бу кийматларни (3.3) га куйиб, ягона ечимни топамиз:

и(х) = f(x)  + Wf j A,  (х) =
' ' / =1 j - 1

= A x) + ̂ X Z M A) 4 ( * ) / / ( * ) * ,( * ) *  = 0-5)
i = I j = I a

= № >+* * Р щ f A ’ )* -
a

бу ерда

Д(х,*;А) = ] Г £ д у(.(А ) a , (x)£,(s).
/=1 /=1

(3.5) тенгликдан

Л(х,5;А) = ^ ^ 1  (3.6)

функция (1.3) интеграл тенгламанинг резольвентаси эканлиги ке­
либ чикади.
19— М. И сроилов 289



интеграл тенгламанинг ечими топилсин.
Е ч и ш . Равшанки, К(х, 5 ) =  х2 + s2 бузилган узак, (3.7) тенгламадан

и(х)  =  х  +  х ( с {х 2 + С2 )

ни хосил киламиз, бу ерда

(3.8)

(3.9)

(3.8) ни (3.9) га куйиб, куйидаги

с> = i  + a ( i c > + С г) ’

С2 = J + A( j C' +С2)

еки

■ ЯС2 = - ,М ) с , -

- М " т М
(3.10)

чизикди алгебраик тенгламалар системасини косил киламиз. Системанинг аник- 
ловчиси эса ушбуга тенг:

Д(Я) =

Агар Д ( Я )  *  0  булса, у \олда

= 1 ■ 2Я 4 Д.2 
1  45~ (3.11)

I  i  I+A.
г  = 2 + 6 г  = 4 60

1 Д ( Я ) ’ 2 Д(Я)

булади ва (3.9) тенгламанинг ечими

ЗЯ 10(3+Я)х2+15+Я 

"4 45-30Я -4Я 2

формула билан аникланади.



12.3.2. Бузилган узакнинг хос сонлари, хос функциялари ва ре- 
зольвентасини топиш. Юк,орида айтганимиздек, Кп(х, s) узакнинг 
хос сонлари

Д(А) = 0 (3.12)

тенгламадан топилади. Агар А* (к = 1,2,..., т, т< п) сон (3.12) тенг­
ламанинг ечими булса (равшанки, Хк ^ 0 ) ,  у холда Kn{x,s) узак­
нинг мос равишдаги хос функцияси, яъни

ь
й(х) = Хк j K /l(x,s)H(s)ds

а

бир жинсли тенгламанинг нотривиал ечими

фк(х) = Хк± С « ' М х )
i=I

куринишга эга булади, бу ерда с  ,к> ушбу

Z ( 5ff_ A*a#) C / ) = 0  (/ = 1,л)
j=1

бир жинсли тенгламалар системасининг нотривиал ечимлари.
Шуни \ам таъкидлаш керакки, агар Я = Хк сон Кп{х, s) узакнинг 

хос сони булса, у хрлда бир жинсли булмаган (1.3) тенглама ё 
ечимга эга эмас, ёки чексиз куп ечимга эга.

2-м и с о л . Ушбу
К2(х, S) =  X2 + S2

узакнинг 0 < х , s<I со\ада хос сонлари, хос функциялари ва резольвентаси то­
пилсин.

Е ч и ш . Ушбу
1

й(х)  = Я + s 2 j u ( s ) d s

а

бир жинсли система ечимини

й(х) = х ( с у - + с 2 ) (3 1 3 )

куринишда ёзиш имиз мумкин. с  ва С г коэффициентлар эса куйидаги (к. (3.10)) 
системадан аникланади:



Энди (3.14) системанинг (3.10) аникловчисини нолга тенглаштириб.

m  2Я 4Я2
д (я) = 1 - 1  45- = °-

хос сонларнинг кийматларини топамиз:

Я, = - | ( 5 + 3 V 5 ) ,  Я* = - 1 ( 5 - 3 7 5 ) .  (3.15)

Хос сонларнинг хакикийлиги узак симметриклигининг натижасидир.
Агар ( к =  1,2) булса, (3.14) системанинг иккинчиси биринчисининг

натижаси булади, шунинг учун хам биз куйидагига эга буламиз:

И)
еки

/;(*) _ г  (*)
С> 2 '

Бу тенгликнинг унг томонига Хк нинг (3.14) кийматини куйсак,

c\l)= - S c \ l\  C,(2) = V5C<2)

келиб чикади. Бу кийматларни (3.13) га куйиб, куйидаги иккита хос функция­
ни хосил киламиз:

<Р\ (х ) = a , ( l  -  V5x2 ) ,  (p2 W  = а 2 ( l  + >/5х2 ) .

“(к)
Бунда а к = Хк С2 * 0 булиб, бу сонлар хос функцияларни нормаллаштириш- 
дан, яъни

1 1 2 

J<p2 (х) dx = aI J(l ± S x 2 ) dx = 1 
0 о

дан топилади. Равшанки, а к = ^  ^6^3 + 75 j. Шундай килиб,

(x) = i j 6(3+V 5)(l->/5x2), 92(x) = I j 6 ( Z-y[5)(\ + S x 2)

берилган узакнинг нормаллаштирилган хос функцияларидир.
Резольвентани топиш учун (3.11) аникловчининг алгебраик тулдирувчила- 

рини топамиз:

Д| 1 W  = * “ У ’ Д12 ^  = У ’ ^ 21 ^  = ^ 2 2  W  =  ̂ “ у  •

Ш унинг учун \ам

К 2 (x,s)  = Ах (х ) Д, (s) + Л2 ( х ) В 2 ( s ) ,

А{ (х )  = х 2 , В\ ( 5 ) = 1, Л2 (х) = I, В2 ( 5 ) = s 2



тенгликларни назарда тутиб, (3.6) формулага кура резольвснтани куйидагича 
ёза оламиз:

2Я 4Я2 
3 45

Агар булса, у \олда бир жинсли булмаган (3.7) интеграл тенг­

ламанинг ечими (3.5) формулага кура

и{х) = f ( x )  + Я j
о 2Я 4?г  

3 45

формула оркали ифодаланади.

12.3.3. Ихтиёрий узакни бузилган узак билан яцинлаштириш.
Ихтиёрий К(х, 5) узакли

интефал тенгламани такрибий ечиш учун К(х, s) узакни (3.1) кури­
нишдаги Кп(х, s) бузилган узак билан алмаштириб, кейин \осил 
булган (3.2) интеграл тенгламани 12.3.1 даги усул билан ечамиз. 
Бу ерда куйидагиларни таъкидлаш лозим: Ихтиёрий узакни берил­
ган аникликда Кп(х, s) бузилган узак билан алмаштирганда Я пара­
метр К(х, 5) узакнинг хос сонидан цанча узок, булса, (3.2) тенглама 
ечимининг хатолиги шунча кам булади. Аксинча, Я параметр хос 
сонга канча якин булса, Кп(х, s) ни К(х, s) га шунча якинрок килиб 
алмаштириш керак, шу \олдагина такрибий ечимни керакли аник- 
ликда топиш мумкин. К(х, 5) ни Кп(х, s) билан алмаштиришнинг 
усуллари куп, биз айримларига тухталиб утамиз.

Агар К(х, 5) узак [а, Ь\ ораликда х буйича юкори тартибли сил- 
ликдикка эга булса, у хщда Кп(х, 5) бузилган узак сифатида К(х, 5) 
нинг Тейлор каторининг кисмини олиш мумкин:

бунда х0 сифатида [о, b] ораликнинг ихтиёрий нукгасини олиш мум­
кин. Одатда, х0 = деб олинади. Шунга ухшаш муло^азаларни

ь
и(х) = f (x)  + xjK(x,s)u(s)ds (3.16)

а



s буйича ^ам айтиш мумкин. Бузилган узакни куриш учун икки 
каррали Тейлор каторининг чекли кисмини олса хам булади:

^ ( x^ )  = Z Z (jf~ ^ i -̂ o)- £ ^ K ( x Q,S0),x0,s0E[a,b}.
р = 0 q = О

Фараз кдлайлик, Т = Ь—а булсин ва К(х, 5) узак 2 Тдаврли три- 
гонометрик купчая билан якинлаштириш [/] шартини каноатлан- 
тирсин. У холда

к „ 0 >s )  =  J a o ( s )  +  X  а р ( s ) cos
p =I

деб олишимиз мумкин, бу ерда ap(s) (р =  0, 1, 2,...) Фурье коэф­
фициентлари:

О

ap(s) = ^\K(x,s)cos^dx.

Шунга ухшаш мулохрзалар s узгарувчи учун х,ам уринлидир. Кп(х, 5) 
сифатида икки каррали Фурье каторининг чекли кисмини олиш 

мумкин:

к п ( л%*) =  4 а„ + \ ^ а ро cos ^  + \ Y ^ a oq c o s ^  +
“ р  = 1 q = 1

бу ерда

XT’ V  рях QKS
+ Z . L amC0ST C0ST ’

р  = I q = \

a m =  rt  j  J a T C ^ c o s 7-*' c o s qy  dxds.

Шу мак,садда 5-бобдаги хар хил интерполяцион формулалардан хам 
фойдаланиш мумкин. Масалан, х аргумент буйича Лагранж интер­
поляцион формуласини кулласак,

K ( x , s )  = V  - — К  ( х  , ,v), 

« ( v ) = ( v - V , ) ( . Y - r , ) . . . ( . r - . r „ ) .

Келтирилган формулалардан ташкари Чебишев, Лежандр ва 
бошка ортогонал купхадлар буйича ёйилмалардан фойдаланиш 
мумкин.



12.3.4. Хатоликни бахолаш. Куйидаги теорема уринлидир: 
Т е о р е м а . Фараз цилайлик, ушбу

и(х) =  / ( . * )  + A J/C(x,s)w(s)£fe (3 .1 7 )

ь
(*) = f„ С*) + я \ к „ (*> s)&„ (s)ds (3.18)

интеграл тенгламалар берилган булиб, y „ (jt,.s ,A ) (3 .1 8 ) тенгламанинг 
резольвентаси булсин х;амда цуйидаги

ь
J |K ( * , . y ) - j : „ ( x , s ) |< * < $ ,  ( 3 .1 9 )
а

| / и ) - / , ( х ) | < £ ,  ( 3 .2 0 )

ь
J | y „ ( j r , 5 , A ) | c f e < 5  ( п  =  1 , 2 , . . . )  ( 3  2 1 )

а
тенгсизликларнинг бажарилиши маълум булсин. Агар шу билан бирга
(3.17) тенглама чегараланган ечимга эга булиб,

|А |б (1  +  | А | д ) < 1  ( 3 .2 2 )

шарт бажаршка, у холда (3.17) тенгламанинг и(х) ечими ягона ва

Kv|-9.(,)|<£(l+W«)+̂ ^g ,3-И>
ба%о уринли булади, бунда F0 = max (/(*)[.

a<x<h

И с б о т и . Фараз кдлайлик, М= sup |м(х)| булсин. Кулайликучун
а<х<Ь

(3.17) тенгламани куйидагича ёзамиз:

h
u ( x ) - x j K n( x , s ) u ( s ) d s  =  Ф ( . \ ) ,  ( 3 .2 4 )

а
бунда

h

Ф ( х )  =  Д х )  +  A J( К(х, S) -  К„ (.v, .v)) u{s)ds .  ( 3 . 2 5 )
а

(3.24) тенглама Кп(х, s) узагининг резольвентаси уп(х, s, А) булган­
лиги учун унинг ечими



п
и(х)  =  Ф(х) + Я ]У „ (х ,5 ,Я )Ф (5у 5  (3 .2 6 )

а

куринишга эга булади. Энди (3.25) ва (3.26) тенгликлардан куйида­
ги бахдпарга эга буламиз:

b
|Ф (х )| <  | / ( ф | Я |  J|ATCjc,J)- АГЯ(JC,s)||i#(s)|aEr < F0 +  |Я|<5М,

|и(х)| <|Ф(х)|+|А| ||у„(х,5,Я)||Ф(5)|Л <
а

< F0 + |Я|$Л/+|Я|(^0 +|Я|8М)В,

М < F0 +|Я|8М +|A|(F0 +\Х\8М)В.

Бундан (3.22) тенгликни хисобга олсак, куйидаги келиб чикади:

M < _5fcW£)_
|- |Я |5 (Ь )Д |« ) ' <3 ' 2 7 >

Шундай килиб, (3.22) шарт бажарилганда Дх)  ни кандай танла- 
шимиздан катъи назар, (3.17) тенгламанинг барча ечимлари ягона 
узгармас сон билан чегараланган булар экан. Бундан эса Я нинг 
хос сон эмаслиги ва (3.17) тенгламанинг ягона ечимга эгалиги келиб 
чикади. Чунки, агар Я узакнинг хос сони булса, у холда (3.17) тенг­
ламанинг бирор ечимига узакнинг хос функциясини кушиб,
(3.17) тенгламанинг бошка ечимини хосил килган булар эдик. Агар 
биз модули буйича етарлича катта булган хос функцияни кушсак 
(хос функцияни ихтиёрий сонга купайтирсак хам у хос функция- 
лигича колади), у холда (3.17) тенгламанинг абсолют киймати би­
лан етарлича катта ечимини топган булар эдик.

Шу билан (3.17) тенглама ечимининг ягоналиги исботланди. 
Энди (3.23) бахони курсатамиз. Бунинг учун (3.18) ва (3.24) тенг- 
ламалардан куйидагини хосил киламиз:

Н
и (х) -  (*) -  я J 4 , ( •*)(" (*) -  = ф (x) -  fn{x)

a
ёки

b

м(*)_ i x ) = ф ( v) -  fn {x) + A А)(Ф (s) -  f „ ( s  ) ) d s .  (3.28)
a

Бундан эса
b

|м W  -  (*)| ^ |ф  (*) -  f„ (•*■)!+|я| ||r„  (* , *; Я)| | Ф(х)  -  f„  (5)|<*.
a



Лекин
h

|Ф(*)-/„(*)|= я {(я м - агл*,*))«(*)<& +
а

+ т - Ш \ < г  + \Х\ 5  М.

Демак, (3.27) ва (3.28) муносабатлардан

Ji/(jc) -  (*)| < е + |Я| Be  + М д  |A|(l+ |А| fi) <

ба^о келиб чицади. Теорема исботланди.
Н а т и ж а . Агар я-»оо да Кп(х, s) узак в а / п(х) озод хад мос ра­

вишда К(х, s) ва/(х)ларга текис як^нлашса \амда (3.21) бахо уринли 
булса, у холда дп(х) хам и(х) га текис якднлашади.

М и с о л .  Ушбу

интеграл тенглама ечилсин.

Хозирча Д х)  ихтиёрий узлуксиз функция булсин. £ 2(л\ s) узак сифатида

(3.29)
о

-> .V .V s '
К (.г, л ) =  xshxs = х л +  ~  ^  + 

ёйилманинг аввалги иккита хадини оламиз:

4 3 
■> Л ' S

к ,  (.x,s) = х~s + ——6

(3.30)

(3.31)

ва

(3.32)

Интеграл тенгламанинг ечимини

f l 2 (.v) = q .v 2+ c , . r 4+ / ( .v ) (3.33)

куринишда излаймиз. Энди

2 2

/\  = \ s f { s )d s , / 2 =  \ s l f { s ) d s
о о

белгилашлар киритиб, (3.33) ни (3.32) га куйсак,



Схх  + С2х
6 4"  384 J 6 1 3 8 4 т 2048J 6 ^ 2*  °

тенглик келиб чикади. Бундан х 2 ва jc4 олдидаги коэффициентларни нолга тенг- 
лаштириб, С, ва С2 ларни топиш учун

—  С -  - S -  = f  64 1 у1’384
С|_ 12287 _ 

384 2048 2 72

( 3 . 3 5 )

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими

с , . ,  jу , с ,  - »,,б932б(А* g / ;) (3.36)

дан иборат. Ш унинг учун хам $2(х) ечимни куйидагича ёзиш имиз мумкин:

„з ^
# 2 (х) = / ( * )  + 10,169326 2 12287 Г5 + -

V

2 (1 2 2 8 7  5
X - 5  +

1 2048 384

2048 384

Бундан резольвента учун ушбу ифода келиб чикади: 

у 2 (х, 5,1) = 0,169326

Осонлик билан куриш мумкинки,
\_

J l | y , ( x ,5 , l ) | < # s  < 0 , 0 3 2 .
о

Энди (3.30) ва (3.31) лардан

\_ [

Л /Г (х,5)-/Г2( х ,5 ) |л  < J j j y  ds =

4 I s  63 з \  
+ *  \ 384 + 64 ] f ( s ) ds .  (3 .3  7)

М  4  ( s 63 з \ 
м )  + х  \  384 + 64 5 )

119-6-2

3 10“Хосил булади. Бу ерда х  < ^ булганлиги учун д сифатида <5 = 6 212 

ни олишимиз мумкин. Бизнинг хол учун f =  0 лигини хисобга олиб, (3.23) бахо- 

дан куйидагига эга буламиз:

. / д а П + Ш д ) 2 f 'o *3 1 0 '7( l+ 0 ,0 3 2 )7 7
k x ) - 0 2(x)  * - ] ■ г  - ■ ■ - г  ^  — -------- - г — ~ ------Г -  = 3 , 7 - 1 0  V n ,1 2 1  1-|А|<5(1+|я|Д) 1 -310  (1+0,032) 0

бунда F0 = max | / ( х ) | .  Шундай килиб, ихтиёрий узлуксиз Дх)  озод \а д  учун
0<х<~

(3.29) тенгламанинг такрибий ечими (3.37) формула билан аникланади (С,, С2



коэффициентлар (3.36) формулалар ёрдамида топилади) ва такрибий ечим ку­
йидагича бахоланади:

|«(х)-& 2(х)| < 3,7 • 10“7 F 0 .

х
Агар / ( * )  = 2 - c h  — булса, у \олда F0= l  булиб, ечим и(х)= 1 булади. Бу \олда

такрибий ечимнинг ошкор куринишини топиш учун (3.34), (3.36) ва (3.37) форм у­
лалардан фойдаланамиз:

А = 1 - ^  + 4слА-4,/2 =-96 + ̂  + 24,25й1 + 99са1.

/ i = 0,1230386, / 2 = 0,0152542;

С, = 0,1249983, С2 = 0,0025968.

Шундай килиб,

д 2 ( х )  = 2 - с / / |  + 0,1 249983а:2 + 0,0025968х4 .

х х 2 х 4
Агар ch -  ни 1 + -g- +  ̂ 4- билан алмаштирсак, у \олда е < 10-8 булиб, так­

рибий ечим

0 2(х)  = 1 -  0 ,0000017х2-  0,0000073л-4 

куринишга эга булади.

12.4-§. МОМЕНТЛАР МЕТОДИ ВА УНИНГ БУЗИЛГАН 
$ЗАК МЕТОДИ БИЛАН АЛОКДСИ

12.4.1. Моментлар методи. Фараз кдлайлик, \а, Ь\ ораликда </>,(*), 
<р2(х),... узлуксиз, чизикди эркли ва ортонормал функциялар сис­
темаси берилган булсин. Шу билан бирга {^(х)} системани С[а, Ь\ 
функциялар фазосида тулик деб караймиз. Бунинг маъноси шун­
дан иборатки, агар ихтиёрий /г(х)еС[а, Ь\ учун 

h
^F(x)(p, (x)dx  = 0 (/ =  1,2 ,. . . )
а

чексиз куп тенгликлар бажарилса, у холда F(x)=0 булади. 
Моментлар методида ушбу

«„ (.v) =  f { x )  + С,<р, (х) (4 . 1)
/=1

бир жинсли булмаган чизикди комбинацияни караймиз. Бунга п та 
С  номаълум коэффициентлар киради, уларни куйидаги муло\аза- 
лар ёрдамида танлаймиз. Юкоридаги ип(х) ушбу

hLu = и(х)-Х J /C (x ,s )w (s ) - / (x )  = 0 (4.2)
</



интеграл тенгламанинг аник, ечими булиши, яъни Lun= 0 булиши 
учун ушбу

b

^Lun <pi(x)dx = О (/ =  1,2,...)
а

чексиз куп тенгликларнинг бажарилиши етарлидир. Лекин бизнинг 
ихтиёримизда фак,ат п та С  коэффициентлар бор ва шунинг учун 
х,ам юкрридаги тенгликларнинг фак,ат п тасини к,аноатлантира ола­
миз:

1> и О

\ l u n • ф, (x)dx =  |  и„(х) -  f ( x )  - Х ^ К ( х ,  s)un (s)ds tpi(x)dx = 0,

i = 1,2,..., и. (4.3)

Бу тенгликлар Lun функциянинг { ,̂(х)} система буйича аввалги п 
та моментининг нолга тенглигини курсатади. Энди

" \ 'г 1 h
Lu„ = Х С М <Р, М  <x,s)(pi (s)ds J> -  Я jK( x ,  s) f  ( s)ds 

j = l  [ a J

эканлигини эътиборга олсак, у \олда Сг С,,..., Сп ларни топиш 
учун ушбу системага эга буламиз:

X е / К  ~ Щ }= ХУ> (/ = (4.4)
/=|

бунда
b h h

а ,  =  l<p,(x)(pj(x)dx, р 9 =  j d x  J*AT(.v, 5)<p. (.r)<pt (s)ds,
a a a

b b

y, =  ^dx^K(x,4)<p:{x)f(s)ds.

Arap (4.4) системанинг детерминанта

£>(A) = d e t ( a , , ^ )

нолдан фаркли булса, у х;олда системадан ягона равишда С,, С2, 
. . . ,С  ларни аниклаш мумкин. Сунгра Д Я ) = 0 тенгламадан К(х, 5) 
узакнинг Х̂ ,Хг,...,Хп хос сонларинингтакрибий киймати топилади. 
Куйидаги



£  с ,  (аы -  Я* /?,у) =  0 (/ =  1,2 , . и)
>=i

бир жинсли чизикди алгебраик тенгламалар системасининг нотри­
виал ечимини топиб, осонлик билан Я. хос сонга мос келадиган
~ ( к )

и (х) такрибий хос функцияни куриш мумкин.
Юцоридаги муло\азаларда {tp^x)} системанинг ортонормаллиги 

ортикча булиб, фацаттулалиги ва аввалги «тасининг чизицли эрк- 
лилигини талаб цилиш етарлидир, чунки \ар  цандай система­
ни ортонормаллаштириш мумкин.

Шуни \ам таъкидлаш керакки, моментлар методининг гояси 
Галёркин методининг (11-бобга ц.) гояси билан устма-уст тушади.

12.4.2. Галёркин методининг бузилган узак методи билан алоцаси. 
Моментлар методи К(х, s) узакни махсус равишда цуйида цурилган 
Кп(х, s) бузилган узак орцали алмаштириш билан тенг кучлидир: 

Фараз цилайлик, {^(х)} ортонормал система булсин. К(х, s) ни х 
узгарувчи буйича Фурье цаторига ёямиз ва Кп(х, s) сифатида бу 
цаторнинг цисмий йигиндисини оламиз:

тенгламага моментлар методини цулласак, у х,олда топилган ечим
(4.2) тенгламанинг ечими билан устма-уст тушади. Чунки Кп(х, s) 
узак учун курилган (4.4) система фацат /? коэффициент билан фарц 
цилиши мумкин, аммо Р0= Ьутенглик уринлидир. Буни курсатиш 
учун {<р;(х)} системанинг ортогоналлигидан фойдаланиб, куйида- 
гига эга буламиз:

K„(x,s) = ' £ d i(s)<Pi(x),

бунда

Энди, агар
b

L„u = и(х) -  Я j X ,  (х, s)u(s)ds -  f ( x )  = О

h b

Pij =  jdxjK„(x,s)q>i(x)(pj(s)ds =
a a

a tv Ar —  1

„  b h h

a a a



ь ь
b,j = \dx^K(x,s)(pi(x)<pJ(s)ds

а а
b Ь Ь

J<p,(s) jK(xj)<p,(x)dx ds = j<pJ(s)fii(s)ds,
a a a

натижада

Шундай кдлиб, \ap  иккала тенгламанинг такрибий ечими уст- 
ма-уст тушади. Аммо Кп(х, s) бузилган узакли тенгламанинг мо­
ментлар методи билан топилган ип(х) ечими унинг аник, ечими­
дир. Бу эса моментлар методининг узакни махсус равишда бузил­
ган Узак билан алмаштирилган бузилган узак методи билан тенг 
кучлилигини билдиради. Бундан келиб чикдаики, такрибий ечим 
билан аник; ечим орасидаги хатоликни бахолаш учун 12.3.4 даги 
теоремадан фойдаланиш мумкин.

М и с о л . Маълумки, торнинг тебраниши масаласининг узаги

бир жинсли интеграл тенгламанинг хос сони ва хос функцияларини топишга 
келтирилади.

Биз л =  3 деб олиб, (4.5) узакнинг аввалги иккита хос сони ва уларга мос 
келадиган хос функцияларни такрибий равишда топамиз. Бунинг учун (4.5) узак­
нинг К(х, s) =K{s,  х) симметриклигини эътиборга олиб, <pv <p2 ва (ръ функциялар­
ни куйидагича танлаймиз:

куринишда излаймиз. Бизнинг \олда (4.4) система бир жинсли булиб, ajj ва 6. 
Куйидагига тенг:

(4.5)

тенгликлар билан аникланган
ь

Lu = и(х)  -  Я j  К (x,s)u(s)ds  = О (4.6)
а

ipt ( x ) = 1, <р2( х ) = х(1 -  дг), <р3(х) = х(1 -  *)(! -  2х),

такрибий ечимни эса

иъ (х) = С, + С2х( 1 -  х) + С3х(1 -  х)(1 -  2х) (4.7)



=  \ d x  
о

I 1
Ь\2 — \ d x ^ K  (X , 5 )5 (1  -  s ) d s  =

о о
х 1
j ( 1 - J C ) 5 5 (1  -  s ) d s  + | X (1 —5 ) 5 (1 -  s ) d s

11 /  3 4f JC _ X  X

J T2"T+l2 dx
6 0 '

Топилган коэффициентларни (4.4) га куйиб,

('-иММЬ-* 
*/■; ( ' - и ) с ' 4 ( ‘ - 1 й Ь - 0’

:К)2Ю1 |с3 = 0

(4.8)

бир жинсли чизикди алгебраик тенгламалар системасини \оси л  киламиз. Систе­
манинг детерминанта куйидагига тенг:

D (  Я) =
( л2-180А +1680)(А -40)

63504000

Буни нолга тенглаштириб, хос сонларнинг такрибий кийматини топамиз:

А = 9,8751; А = 4 0 ;  А = 170 ,1249 .1 2  3
Топилган А ва ларнинг кийматини (4.8) тенгламага куйиб, С,, С2 ва С3 
ларни аниклаймиз:

я = Aj учун С,= -0,011756 С2, С3=0;

А = А2  учун С,= С2= 0 , С3 — ихтиёрий сон.

Бу кийматларни (4.7) га куйиб, куйидаги

г/1)«( '(* )  = С2 [ —0,011 756+jc( 1—j c ) ]  ,

«(2*(х) = С3х(1 -  х)(1 -  2х)

хос функцияларни топамиз. Бу ердаги С2 ва С3 узгармасларни хос функцияларни

d x ~ \  шартидан топамиз, натижаданормаллаштириш
0L

(•*)

-0),и ' (х)  = -0 ,0 6 8 4  + 5 ,817х(1 - х ) ,  

й2(х)  = 14,49х(1 -х ) (1  - 2 х )  

нормалланган хос функцияларни аниклаймиз.



Аслида (4.5) узак чексиз куп лк = ( к л) 2 (£=1,2...) хос сонларга эга, уларга 
мос келадиган хос функциялар эса

н ^ ( х )  = у[2 sin ккх.

Хос сонларнинг топилган такрибий кийматини уларнинг аник киймати

Я, = ж 2 = 9 ,8695877,..., Я2 = 39,47835...

билан солиштирсак, уларнинг нисбий хатолиги S (я , ) =0,00056 ва 5 ) =0 ,013  
булади. Хос функцияларга келганда уларнинг хатолигини 12.3-§ даги метод б и ­
лан ба\оласак, биринчи хос функциянинг абсолют хатолиги етарлича кичик 
булиб, иккинчисиники эса анча каттадир.

12.5-§. ЭНГ КИЧИК КВАДРАТЛАР МЕТОДИ

Олдинги 12.4-§ даги каби р,(х), <р2(х),..., <рп(х) чизшуш эркли 
функциялар (координат функциялар) системаси берилган булсин. 

Ушбу
ь

Lu = и(х) — A JaT(jc, s)u(s)ds -  f(x) = 0 (5.1)
а

интеграл тенгламанинг такрибий ечимини
п

un(x) = 'ZC,<Pi(x) (5.2)
/=1

куринишда излаймиз, бунда Ср С2,..., С изланаётган коэффици­
ентлар. (5.2) ифодани (5.1) тенгликнинг чап томонига куйиб, ушбу 
богланишсизликка эга буламиз:

r„(x) = -f(x) + ^С>,.(л:,Я), (5.3)
/= 1

бунда
ь ___

у,(х,я) = ф ,(х)-я|л:(х,5)<р,(5)л (/ = 1,и). (5-4)
а

Энг кичик квадратлар методига (б-боб) кура С,, С2,.., Сп коэф­
фициентлар ушбу

интегрални минимумга айлантириш шартидан топилади. Бу шарт 
куйидаги алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:

dx (5 .5 )



1 й г = I " / ( * )  + A) ¥ j { x , X) d x  = 0-
J п  /=1

(у = 1,2...,и).

Ушбу
ь

(VnYj)= fvi(xJ.)ii/j(x,X)dx, f j =( f , y / j )  (5 J)
а

белгилашларни киритиб, (5.6) системани энг кичик квадратлар 
методининг нормал системаси шаклида ёзиш мумкин:

Куриниб турибдики, (5.8) системанинг матрицаси [(Фпу>)] сим- 
метрикдир. Агар (5.8) системанинг детерминанти

нолдан фаркли булса, у хщда (5.8) системадан ягона равишда Ср 
С2,..., Ся коэффициентлар аникланади ва (5.2) формула ёрдамида 
ип(х) такрибий ечим топилади.

12.4-§ дагидек энг кичик квадратлар методини \ам К(х, s) узак­
нинг аввалги бир нечта хос сонлари ва уларга мос келадиган хос 
функцияларини топиш учун куллаш мумкин. Бунинг учун Дх)=0 
деб олиб, D(X) ни нолга тенглаштирамиз ва \осил булган и-дара- 
жали алгебраик тенгламани ечиб, хос сонларнинг такрибий к,ий- 
матини топамиз. Одатдагидек, А урнига бирор хос соннинг такри­
бий циймати куиилиб, мос хос функция топилади.

М и с о л . Ушбу

интеграл тенглама энг кичик квадратлар методи билан ечилсин.

Бу ерда п— 3 деб олиб, координат функциялар сифатида ^ ,(х)=1, ^2(х)=х,

(|//|,у/| )С, +(|//|,1//,)С2 +... + (|//,,ц/я)С„ = f x, 
(у2,у/|)С| + (у 2,у/2)С2 +... + (у/2,^„)С п = / , ,

и(х)  = 3 -  2х  -  5 х2 + |  (x s  + х 2 ) u ( s ) d s
-1

<P3(JC) = — -—  Лежандр куп^адларини (6-бобга к ) оламиз ва такрибий ечимни



куринишда излаймиз. Бу \олда (5.4) формулаларга кура

1
..24 J_ , л 2

V'l (х) = 1 -  |  (xs + х 2 )ds = 1 -  2 х 2,
-I

у/2(х) = х -  J  (xs + х 2 )sds = *  ,

/ ч Зх  -1  \ 2 ч 3s2 - l  3 x ^ -1  
щ  (х) = — ------- J (x s + x  ) —у — ds = — ~—  •

-1

Энди (5.7) формулалар ёрдамида (5.8) системанинг коэффициентларини топамиз: 

14
(V'l,V'l) = = (^2’V'l) = О/^У'з) = (v^’V̂ ) = 0 ,

8 2 2 
O/'pV̂ ) = O/^V'i) = - ,(^2»^2) = 27 ’^З ’^з) = у >

1

■А - з ’ /2 -  “ 9 ’ /з "  “ у  •

Натижада куйидаги системага эга буламиз:

И ^ 8 _ 8 
TJ 1 “ И Сз " 3'

n Cl 9 ’
8 _  2 _ 4 

~ 75 + У = ~h'
Осонлик билан куриш мумкинки, бу система ечими куйидагидан иборат:

С, = 4, С2 = -6 , С3 = 2.

Шундай килиб,

и3 (х) = 4 -  6х + 2 • ^ 2  * = 3 -  6х + Зх2.

Бу эса тенгламанинг аник ечимидир.

12.6-§. КОЛЛОКАЦИЯ МЕТОДИ

Бу ерда ^ам
и

Lu = и(х) -  X jK(x,s)u(s)ds -  f (x)  = О (6.1)

интефал тенгламанинг ип(х) такрибий ечимини топиш учун 12.5-§ 
дагидек {р,(х)} ва {<р[х, А)} функциялар системасини киритамиз ва



п
«,,(*) = Z  <>Ддс) (6.2)

i=i
деб оламиз^ Кейин Lun(x) богланиш сизликнинг берилган 
х = хДу = 1,и) турнинг нук,таларида (коллокация нукталарида) 
нолга айланишини, яъни

Lu„{Xj) = £ С > Д х я А ) - / ( х , . )  = 0, у = 1 ,2 ,...,я
/=1

булишини талаб циламиз (бу ерда а < х,< х2<...< хп < Ь). Натижада 
С,, С2,..., Ся номаълум коэффициентларни топиш учун

п ___
X  С > Д * ,Д )  = / ( х у), j  = \ , п  (6.3)
/=|

тенгламалар системасига эга буламиз. Агар системанинг детерми­
нанта

D(А) = det [у/Дху, А)] * 0

булса, у х;олда (6.3) системадан Ср С2,..., С ягона равишда топи­
лади ва (6.2) формула ёрдамида «Дх) такрибий ечим аникланади.

Агар D(X)=0 булса, у х,олда бу тенгламадан К(х, s) узак хос 
сонларининг Аа [k = 1,л) такрибий киймати топилади. Кейин (6.3) 
системада / ( х у ) = 0 (у = 1,я) ва Я = Хк деб олиб,

S C , (* V ( x y , A t ) =  0 ,  j  =  \ , п

/ = I

бир жинсли тенгламалар системаси хрсил кдлинади. Бу система­
нинг С/*0 (/ = 1,л| нотривиал ечимлари К(х, s) узакнинг Хк = А* 
хос сонига мос келадиган хос функциясини такрибий равишда 
аниклайди:

и к\ х )  = £ c /* V /(x ) .
/ = 1

М и с о л . Ушбу
1

= X -  х 1 + J (xs + х 2 )u(s)ds 
-1

тенгламанинг такуэибий ечими коллокация методи билан топилсин.
Бунинг учун такрибий ечимни

«3(лг) = С, + С2лг + С3
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куринишда кидирамиз ва уни тенгламага куйиб, боЕланишсизликни топамиз 
(12.5-§ даги мисолга к,.):

г3(х) = С,!//, (х) + С21 / 2  (х) + С > 3(х) -  / ( х )  = 

= С. (1 -  2х 2 ) + ^  х + С3  ̂ -  х + х 2.

Коллокация нукталарини дг, =  — 1, х2= 0 ,  х3 =  1 деб оламиз ва нуцталарда боы а- 
нишсизликнинг нолга айланишини талаб киламиз. Натижада

-С , -1с2+с3 = - 2 ,

-с, - \ с } = 0,

—Cj + — С2 + = о

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими С, =  —1, С2=  3, С3 =  —2 дан иборат. 
У \олда такрибий ечим

и3 (х) = -1 + Зх -  2 • = Зх(1 -  х)

булиб, у аник ечим билан устма-уст тушади.

12.7-§. ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ КЕТМА-КЕТ 
ЯКИНЛАШИШ МЕТОДИ БИЛАН ЕЧИШ

12.7.1. Фредгольм тенгламасини тавдибий ечиш. Бу методда
ь

и(х) = f { x )  + X^K(x,s)u(s)ds  (7 1 )
а

интеграл тенгламанинг ечимини Я нинг даражаларига нисбатан 
жойлашган к,атор шаклида излаймиз:

и(х) = <рп(х) + Я<р, (х) + Я 2(р2 (х) +... (7.2)

Бу цаторни (7.1) тенгламага куйиб

<Р„ ( * )  +  Яф, (х )  +  Я 2ф, (х )  + .. .  =
ь

=  / ( * )  + А | а .'(х , 6 ) [ ф 0(5 )+ Я < р 1 (s ) +  A 3<p2( s ) +  ...]<& ,
а

Я нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенг- 
лаштирсак, натижада куйидагиларга эга буламиз:
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<Ро(Х) = /(*),
b

<pt(x)=  jK(xf)(p0(s)ds, (7 .3 )
a
b

(p2 (.v) = \ K  (.va)<p, (s)ds.
a

Агар такрорланган узак деб аталувчи ушбу

K l ( x , s )  =  K ( x , s \
b

K 2(x,s) = \K (x , t )K t (t,s)dt,
a

b
K3(x ,s )=  j K ( x j ) K 2(t,s)dt

функцияларни киритсак, у хдлда изланаётган <р х̂), <р2(х),... функ­
циялар учун куйидаги ифодаларга эга буламиз:

ь
<P0(x) = f(x) ,  <р„(х) = jK„(xj)f(s)ds (п = 1,2,...).

а

Энди (7.2) каторни куйидагича ёза оламиз:
b ь

и(х) = / ( л ^  + А |/С ,(х , $)/($)<& ’ + A2 J/C2( j t ,s ) / ( s )< i? + ... =
а а

b

-  /(л ,) + а|[АГ1(х,5) + Я^2(.г,5) + ...]/(5)аЬ= (7.4)

л
= f{x)  + A J  Д(х, 5; X)f(s)ds,

а

бунда
R(x,s,X) = K{(x,s) + XK2(x,s) + ... (7.5)

интеграл тенгламанинг резольвентасидир.
Фараз килайлик, D = {а < х, s < b) сохада |AT(x,s)| < М ва 

|/(х )| < N булсин, у *олда (7.3) формулалардан индукция методи­
га кура



\<pn( x ) \ < N [ M { b - a ) ] n (И = 0 ,1 ,2 ,...) 

тенгсизликлар уринли булади. Шунинг учун \ам

тенгсизлик бажарилганда (7.2), (7.4) ва (7.5) цаторлар текис якин- 
лашади. Интеграл тенгламанинг такрибий ечими сифатида

к=0
ни олиш мумкин, бунинг хатолиги куйидагига тенг:

= И *)-и„оо| ^ X I ЯГ k* w | -
А=/;+1

к~п-f-1 1 1

Мисол сифатида
1

и(х) = ех -  -е~ х + — j V v_Ti/(s)c /s
о

интеграл тенгламанинг ечимини топамиз. Бу ерда |АХ*,$)| = e~x~s ^
< 1, |/(* )| = ех ~^е~х < 2 , 6  ва Я = |  булганлиги учун (7 .6 )  якинла­
шиш шарти бажарилади. Осонлик билан куриш мумкинки,

<P„W = e* ~ j e ' \

-д . 3+е<Р, (х) =  |  е'*"' ) <* =  е*
0

Бу ифодаларни (7.2) каторга куйиб, аник ечимни топамиз: 

и(х) = е' - 1  £  ( !=£) =
Jt=l

v 1 -v -v 1- е  -  е + е  - е .
2 2

Хар доим \ам бу мисолдагидек (7.3) интеграллар аник, ^исоблан- 
майди. Шунинг учун ^ам (7.3) интеграллар учун 12.2-§ дагидек 
бирор



|ф (л ')Л  s  £  АкФ (хк)
а *=1

кв.ф. ни куллашга тугри келади.
Куйидагича белгилашлар киритамиз:

Kv =K( x „ Xj ) ,  <р„,=(р„(х,.), f , = f ( x , ) .

Шу билан бирга <рп(х.) нинг такрибий кийматини фы ва ы(х(.) нинг 
такрибий кийматини деб белгилаймиз. У холда (7.3) формуладан 
куйидагига эга буламиз:

% i = f -

<Ри =  ]K(*, , s )<Po(s )d. s  =  2 ^ Л) К и(Р«г
а ./=1
п

Фм = ' E A i K iJ% i
./ = »

ва умумий хрлда
ф А К ф , ..т пи /  j j ij m-1 ,_/

н

Бу формулаларга кура \исоблашни куйидаги жадвал буйича ба­
жариш мумкин:

1 2 п <P0r f , ф 1/ у,

ХАхКп к А | К2 | Яу4,А'1| <Ро 1 А<р, 1 1-ф21 Уп

*2 м 2к п ха2к 22 м 2к„2 <Poi ЯФ|2 Я2ф22 У12

хп ХА К,п 1/1 М Л „ <Ро„ ХФ\„ ^Фш Уш

Бу жадвал икки кисмдан иборат. Биринчи кисми квадрат жадвал 
булиб, унинг элементларини хрсил килиш учун К(х, 5) узак (х., х.) 
нукгаларда хисобланади ва бу киймат ЯЛ сонга купайтирилади. Жадвал 
иккинчи кисмининг биринчи устуни <po(x)=f(x) функциянинг X 
нукталардаги кийматидан тузилган. Кейинги (фи устун) устуннинг



п п

ЯФн = Y , XAiK^oj^ ХФп = Y jXAiK'-Wor
у=1 у=1

Кейинги Ф2. устун элементлари эса
п п

Л 2фц =  Y , X A i K \ № % ' > ' X2<Pn = Y , XAJK  г № Ф ц ) ’ -
м  >=>

формулалар ёрдамида хисобланади. Худди шунга ухшаш яна ке­
йинги устунлар элементлари хисобланади. Хисоблаш жараёнини 
охирги хисобланаётган устуннинг элементлари берилган аникушк- 
дан кичик булгунича давом эттирамиз. Бундан кейин топилган 
устунларнинг элементларини сатрлар буйича кушиб, охирги устун 
элементларини, яъни и(х) ечимнинг х. нуктадаги ,у; такрибий кий- 
матини топамиз:

■>’; = 9ы+ХФи +Ъгф21 + -  (7-7)

Бу катор (7.6) шарт бажарилганда якинлашади. Хаки катан хам, фа­
раз килайлик, |<р0/| = \f,\ < N булсин, у холда

< N M \ ? i \ Y d A j  = И М Щ Ь - а ) .
м

Ш  =  X X A ' K ^
м

Бу жараённи давом эттириб,

|<р,,|<^[м|Я| (b-fl)]" (п = 1,2,...)

бахога эга буламиз. Бу бахолардан (7.7) каторнинг якинлашувчи- 
лиги келиб чикади.

М а ш к* Ушбу

и(х)  + 0 ,2  1 j u(s)ds = 0 ,2  ( ех -  х  + 4 j
о

тенгламанинг ечими £ =  10-4 аникдакда топилсин.

12.7.2. Вольтерра тенгламасини такрибий ечиш. Маълумки, агар 
К{х, s) ва / ( j c )  функциялар D = { a < s < x < b )  сохасида узлуксиз 
булса, у хрлда Вольтерранинг II жинс интеграл тенгламаси

и(х) -  Я |A:(.x,s)w(s)cfe = /(* ) (7.8)
а

Я нинг ихтиёрий кийматида ягона ечимга эга. Мазкур ечимни ку­
йидаги куринишда излаймиз:



k~0

Бу к,аторни (7.8) тенгламага куйиб, кейин Я нинг олдидаги бир 
хил даражали коэффициентларни тенглаштирамиз, натижада

<Р,'„(x) = f ( x ) , ( p k( x ) =  jK (x , s ) (p k_t( s ) d s , k  =  1,2,. ..  ( 7 . 1 0 )

тенгликлар келиб чикади. 12.7.1 даги белгилашларда

К  М| £
м[лф-в)]*

it!
(7.11)

ба\ога эга буламиз. Агар (7.8) тенгламанинг такрибий ечими сифа­
тида (7.8) каторнинг аввалги п та х,адини олсак, у хрлда (7.11) тенг- 
сизликка кура хатолик учун куйидаги батога эга буламиз:

к = п+\ к\ (7.12)

Бу бахр анча купол. Куп \олларда абсолют хатолик бундан анча 
кичик булиши мумкин. Буни мисолда курамиз.

М и с о л .  Ушбу

и(х) -  |(5-.v)i/(j)^&=.r, 0 < .v < 2

интеграл тенгламанинг ечими е =  10~5 абсолют хатолик билан топилсин. 
Бу ерда N =  x < 2 ,  |tf(x, s)\ < 2, / =  1, b - a  < 2  булганлиги учун (7.11) дан

к *  (*>1: к<
ба\ога эга буламиз. Бундан эса

--.=2 1  ^< К Г 5к=П+1 К'
тенгсизлик бажарилиши учун п =  11 булиши лозим. Аслида бундай эмас. Хакикатан 
\ам , ^0(х) =  х  деб олиб, кетма-кет куйидагиларни \оси л  киламиз:

<р,(*) = j(s-x)q>Q(s)ds = Х

Ф2(х) = j (s -x) (p](s)ds = ~ — 
о 3 '

х5 х - х4 ) х5



Бундан курамизки, еп=  10-5 булиши учун п =  5 етарлидир. Шундай килиб, так­
рибий ечим сифатида

у 3 г 5 7 9 11 
u(x)  = w5(x) = x -  y |-  + —  -  —  + —  -  ууу

ни олишимиз мумкин. Куриниб турибдики, аник ечим u=s\ nx.

Агар (7.10) интеграллар аник, олинмаса, у хщда квадратур фор­
мулалардан фойдаланишга тугри келади. Масалан, [а, Ь] ораликни п 
га булиб, умумлашган трапециялар формуласидан фойдаланамиз. 
Бунинг учун h = X,. =a  + ih, К0 = K(xi9xj), (pkj= (pk(xi) деб 
белгилаймиз х;амда рк(х.), ип(х) ларнинг такрибий кийматини мос
равишда ФкцУП1 оркали белгилаб, куйидагига эга буламиз:

xi

<Рк+1(*;) =  \ K ( x i ,s)(pt ( s )d s  =
О

=  \  [■К/0%0 + 2 (^1% 1 + К а <рк2 +

ёки

Фк+и =  ^ К мфк0+ 2 ( К 1\фк]+ К 11Ф к 2 + . . . + К 1^\ фк ^ ) +

+ К пф ь ] ,  i  =  1 , 2 , . . . ,  п .

Барча фк, {k = 0,«j ни ^исоблаб булгандан кейин ип(х) нинг у т так­
рибий киймати

Ут = Х ЯЧ ,
к = О

формула ёрдамида аникланади.
Бошка квадратур формулаларни *ам куллаш мумкин. Масалан, 

X'; = а + /А, И = нукталар ёрдамида [а, Ь) ораликни 2п булакка 
булиб,

<Рк+1.2 , =  <рк, , ( * . , )  =  |  К  (л%,, s ) % (s )ds
О

интегралга Симпсон формуласини куллаб, такрибий киймат учун 
куйидаги формулага эга буламиз:

Ф к^  1.2/ = у [ ^ 2 / . 0 % 0  + 4 (А " з /л Ф а  , +  ^ 2 / . 3 <Pa3 +  ^  2i ,2i- \Ф  к .21- \  )  +

+ 2(ЛГ2/2<рА.2 + К 21.АфкА + - - - + ^ 2/2/_2фА. 2,_2) + K 2i.2iVk.2 , ] ’

/ =  1,2,...,/7 .

Ток  ̂лар учун фк {. интерполяция йули билан топилади.
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Кетма-кет якинлашиш жараёнини

шарт бажарилгунча давом эттириш керак, бунда = max [у (х ) , е
— берилган нисбий хатолик. Бу шарт шуни курсатадики, жараённи 
тухтатиш учун иккита кушни кетма-кет яцинлашишлар натижаси­
ни солиштириш керак. Агар улар якин булишса, у хщда керакли 
аникпикка эришилган деб хисобланади.

(7.9) тенгламани такрибий ечиш учун унга кирадиган интеграл­
ни тугридан-тугри бирор кв.ф. билан алмаштириш мумкин. Юкрри- 
да курганимиздек, бу максадда умумлашган трапециялар формула­
сини куллаш макбулдир. Мазкур формулаларни куллаб, куйидагига 
эга буламиз:

келиб чикади. Шундай килиб, биз кадам-бакдцам y.t ларни топиб 
оламиз.

1-м а ш к. Ушбу I

о

еки

бундан эса

и(х) = х  + ?. jxsu(s)ds  
о

интеграл тенглама учун куйидагиларнинг тугрилиги курсатилсин:

А (Я) = 1 -  Z)(x,s,A) = Axs, и(х) = .
J J — А

2-м а ш к. Куйидаги

и(х) = х + Я u(s)ds
о

тенглама учун
Д(А) = 1 -  з Я -  

D { x , s \ a )  =  As(x + s )  +  Л-2 -Ч ^

эканлиги курсатилсин.
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